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RESUMO

Um problema frequente na análise de regressão é quando a observação da variá-
vel resposta é censurada para alguns indivíduos. Isto ocorre em várias situações
práticas, por razões como limitações do equipamento de medição ou do desenho
experimental. Estes fenômenos podem ser modelados mediante modelos estatís-
ticos e matemáticos. No âmbito dos modelos de regressão censurados, os erros
aleatórios são rotineiramente considerados como tendo uma distribuição normal,
principalmente por conveniência matemática. No entanto, este método tem sido
criticado na literatura por causa de sua sensibilidade a desvios da suposição de
normalidade. Nessa dissertação, primeiro estabelecemos uma nova ponte entre o
modelo de regressão censurado e a classe de distribuições assimétricas estudadas
por Ferreira et al. [13]. As misturas de escala assimétricas das distribuições normais
são frequentemente utilizadas para procedimentos estatísticos que envolvem dados
assimétricos e caudas pesadas. A principal virtude dos membros dessa família de
distribuições é que eles são fáceis de serem simulados e também fornecem algoritmos
tipo Esperança-Maximização (EM) para a estimativa de máxima verosimilhança.
Neste trabalho, estendemos o algoritmo EM para o algoritmo MCEM para modelos
de regressão lineares censurados. O algoritmo do tipo EM foi discutido com ênfase
nas distribuições Normal Assimétrica, t-Student Assimétrica, Slash Assimétrica e
Normal-Contaminada Assimétrica. Os métodos propostos são verificados através
da análise de vários estudos de simulação e aplicação em conjuntos de dados reais.

Palavras-chave: Modelo de regressão para dados censurado; Caudas pesadas;
Misturas de Escala Normal Assimétricas; Algoritmo MCEM.



ABSTRACT

A frequent problem in regression analysis is when the observation of the response
variable is censored for some subjects. This occurs in several practical situations, for
reasons such as limitations of the measuring equipment or the experimental design.
These phenomena can be modeled using statistical and mathematical models. In the
framework of censored regression models the random errors are routinely assumed
to have a normal distribution, mainly for mathematical convenience. However, this
method has been criticized in the literature because of its sensitivity to deviations
from the normality assumption. In this dissertation, we first establish a new link
between the censored regression model and the class of asymmetric distributions
studied by Ferreira et al. [13]. Skew scale mixtures of normal distributions are
often used for statistical procedures involving asymmetric data and heavy-tailed.
The main virtue of the members of this family of distributions is that they are
easy to simulate and also provide expectation-maximization (EM) algorithms for
maximum likelihood estimation. In this work, we extend the EM algorithm for the
MCEM algorithm for linear regression models censored. The EM-type algorithm
has been discussed with an emphasis on the Skew-normal, Skew Student-t-normal,
Skew slash and Skew-contaminated normal distributions. The proposed methods
are verified through the analysis of several simulation studies and applying in real
datasets.

Key-words: Censored regression model; Heavy tails; Skew scale mixtures of normal
distributions; EM-type algorithm.
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1 INTRODUÇÃO

Um problema frequente na análise de regressão é quando a observação
da variável resposta é censurada para alguns indivíduos. Isto ocorre, em várias
situações práticas, por razões como limitações do equipamento de medição ou do
desenho experimental. Portanto, o valor verdadeiro exato é registrado apenas se
estiver dentro do alcance do intervalo, portanto, as respostas podem ser censuradas
à esquerda ou à direita. Variáveis censuradas são comuns nos estudos econométricos,
biomédicos, epidemiológicos, de sobrevida e duração. Por exemplo, na econometria,
o estudo da participação da força de trabalho de mulheres casadas é geralmente
conduzido sob o modelo de regressão normal censurado. Nesse caso, a resposta
observada é a taxa salarial, que é tipicamente considerada como censurada abaixo
de zero, ou seja, para mulheres trabalhadoras, valores positivos para os salários são
registrados, enquanto para mulheres não trabalhadoras os salários observados são
zero; ver Mroz [33]. Greene [19] lista vários outros exemplos de variáveis censuradas,
por exemplo, o número de detenções após a libertação da prisão (Witte [41]) e as
despesas de férias (Melenberg e Soest [32]).

No contexto de modelos de regressão censurados, os erros aleatórios são
rotineiramente considerados como tendo uma distribuição normal. No entanto, é
bem conhecido que vários fenómenos nem sempre se encaixam sob as hipóteses do
modelo normal, produzindo dados com uma distribuição tendo simultaneamente
assimetria e caudas pesadas. Daí, a partir de uma perspetiva prática, há uma
necessidade de buscar um modelo teórico apropriado que evite transformações de
dados, ainda que preserve uma estrutura robusta e conveniente semelhante a um
modelo gaussiano.

Muitas extensões do modelo censurado gaussiano clássico foram propostas
para ampliar a aplicabilidade da análise de regressão a situações em que a suposição
de erro gaussiano pode ser inadequada. Por exemplo, Arellano et al. [2] propuseram
o modelo de regressão censurado t-Student, ver também Massuia et al. [26]. Garay
et al. [16] propõem modelos de regressão censurados lineares com misturas de escala
de distribuições normais. Recentemente, Garay et al. [17] desenvolveram modelos de
regressão censurados não-lineares baseados em misturas de escala de distribuições
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normais. Eles demonstraram sua robustez contra outliers através de extensas
simulações. Esses modelos são, sem dúvida, muito flexíveis, mas os problemas
relacionados à ocorrência simultânea de assimetria e outliers permanecem.

Neste trabalho, propõe-se uma extensão do modelo censurado normal usual,
considerando-se Misturas de Escala Normal Assimétricas (SSMN), definidas por
Ferreira et al. [13]. A justificativa teórica da proposta baseia-se nos fatos de que
a classe SSMN atribui estocasticamente pesos variados a cada sujeito, ou seja,
menor peso para outliers e, portanto, controla a influência de observações atípicas
na inferência geral. Além disso, essa família de distribuições é atraente porque
leva em conta simultaneamente a assimetria e as caudas pesadas, além de ter uma
representação estocástica que permite a fácil implementação do algoritmo EM.

Cabe mencionar que há outra família de distribuições que leva em conta
assimetria e caudas pesadas simultaneamente as Misturas de escala de normais
assimétricas (SMSN) propostas por Branco e Dey [5]. Existem algumas diferenças
importantes entre as classes de distribuições SSMN e SMSN. Primeiro, os meca-
nismos para gerar amostras aleatórias são ligeiramente diferentes, o que produz
diferentes estruturas de distribuição. Finalmente, essas classes apresentam dife-
rentes coeficientes de assimetria e curtose (Ferreira et al. [14]). No contexto dos
modelos de regressão para dados censurados sob as distribuições SMSN podemos
citar Mattos [29].

Assim, nesse trabalho são abordados:

(i) Um método de estimação para o modelo de regressão linear baseado nas
distribuições SSMN para dados censurados;

(ii) Avaliação dos métodos propostos computacionalmente;

(iii) Aplicação desses resultados à análise de um conjunto de dados reais.

A seguir serem apresentados algumas definições e métodos importantes para
o desenvolvimento dos capítulos posteriores.
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1.1 ESTIMAÇÃO POR MÁXIMA VEROSIMILHANÇA

Os principais resultados do método de estimação por máxima verossimi-
lhança foram apresentados na obra The Mathematical Foundations of Theoretical
Statistics do estatístico inglês Ronald Aylmer Fisher (1890 − 1962) em 1922
(Stigler [38]).

De maneira resumida, vamos descrever o método que será a técnica básica
considerada aqui para a estimação paramétrica.

Definição 1.1.1. Seja Y = (Y1, . . . , Yn) um vetor cujas coordenadas constituem
uma amostra aleatória com função densidade de probabilidade (fdp) f dependente
do vetor de parâmetros θ ∈ Θ. Supondo que a amostra Y1 = y1, . . . , Yn = yn foi
coletada, definimos a função logaritmo da verosimilhança ` por

`(θ) = ln fY(y1, . . . , yn;θ) = ln
n∏
i=1

f(yi;θ) =
n∑
i=1

ln f(yi;θ). (1.1)

Os estimadores de máxima verossimilhança apresentam uma série de propri-
edades assintóticas como consistência e eficiência que são responsáveis por justificar
seu uso frente a outros estimadores e podem ser encontradas em Ritter [36] e
Pawitan [35].

Teoricamente, a consistência e a eficiência assintótica podem ser verificadas
computacionalmente por meio de medidas de viés e desvios para os conjuntos de
dados simulados com diferentes tamanhos e de precisão para dados simulados com
diferentes tamanhos amostrais, por exemplo ver Louredo [25].

1.2 ALGORITMOS PARA ESTIMAÇÃO DE MÁXIMA VEROSIMILHANÇA

1.2.1 Algoritmo EM

O Algoritmo EM foi desenvolvido na década de 1970 como uma alternativa
aos métodos tradicionais de otimização normalmente utilizados na estimação de
máxima verossimilhança (MV), particularmente aqueles dos tipos Newton ou Quasi-
Newton (Ver Dempster et al. [7] e Louredo [25] para mais detalhes). A sigla EM
significa Expectation-Maximization (Esperança-Maximização).
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Em modelos com dados não observados ou incompletos, o algoritmo EM
é uma estratégia de otimização iterativa muito comumente usada (Mattos [29]).
Esse algoritmo possui muitos recursos atraentes, como estabilidade numérica e
simplicidade de implementação, e seus requisitos de memória são bastante razoáveis
(Couvreur [6]).

Sejam y um vetor de dados observados e u um vetor de dados faltantes ou
latentes, o vetor de dados completos é denotado por yc = (y,u). Em Mclachlan &
Krishnan [30] é estabelecida a relação probabilística em termos de uma integral
entre as fdps fY(y;θ) e fYC

(yC ;θ) dos dados observados e dos dados completos
respetivamente (Louredo [25]). Segundo o mesmo autor, tal relação pode ser
reescrita em termos da fdp. condicional hYC |Y(yC |y;θ) da forma fYC

(yC ;θ) =
fY(y;θ)hYC |Y(yC |y;θ).

Há uma relação hierárquica entre as distribuições dos vetores aleatórios Y
e U cuja fdp é gu(u;θ) (Louredo [25]), a qual para fYC

(yC ;θ) resulta na seguinte
expressão

fYC
(yC ;θ) = hY|U(y|u;θ)gU(u;θ).

Sob a hipótese de independência entre U e Y|U = u cujas fdps serão denotadas
por g e h, respetivamente, temos que as coordenadas de fYC

são independentes
e iguais a, digamos, fC (Louredo [25]). Segue daí que podemos escrever a função
log-verosimilhança dos dados completos `C na forma

`C(θ) =
n∑
i=1

ln fC(yCi;θ) =
n∑
i=1

ln g(ui;θ) +
n∑
i=1

ln h(yi|ui;θ).

Então, o algoritmo EM prossegue em duas etapas:

� Passo E: Defina Q(θ|θ̂(k)) = E[(`C(θ|yC)|y, θ̂(k))].

� Passo M: Maximize Q(θ|θ̂(k)) com respeito a θ, obtendo θ̂(k+1).

Cada iteração do algoritmo EM aumenta a função de verosimilhança `(θ|y)
e a sequência θ(k) converge para um ponto estacionário da verosimilhança observada
sob condições de regularidade leve (para mais detalhes ver Wu [42] e Vaida [39]).

Para os casos em que a etapa E não possui forma analítica, Wei e Tanner [40]
propuseram o algoritmo Monte Carlo EM (MCEM), em que o passo E é substituído
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por uma aproximação de Monte Carlo com base em simulações independentes dos
dados faltantes.

1.2.2 Algoritmo MCEM

O passo E do algoritmo EM requer a log-verossimilhança esperada dos dados
completos condicionado nos dados observados, quando esta esperança é difícil de
ser calculada analiticamente, ela pode ser aproximada via Monte Carlo (Santos
[37]).

O algoritmo MCEM consiste portanto em simular a cada iteração sucessiva-
mente os dados faltantes com a distribuição condicional e atualizar os parâmetros
desconhecidos do modelo. Assim, Wei and Tanner [40] propuseram que o passo E
do algoritmo EM pode ser substituído pelos seguintes passos:

� Passo MC: Sejam z(k+1)
1 , . . . , z(k+1)

J amostras i.i.d. de fZ|Y (z|y,θ(k)), em
que cada z(k+1)

j com j = 1, . . . , J é um vetor de dados latentes. Considere
Yj = (y, z(k+1)

j ) o conjunto de dados completos em que os dados faltantes
foram substituídos por z(k+1)

j .

� Passo E: Calcule a aproximação Q(θ|θ(k)) dada por

Q̂J(θ|θ(k)) = 1
J

J∑
j=1

`(θ|Y (k)
j ).

� Passo M: Obter θ(k) ao maximizar Q(θ|θ(k)) com respeito a θ e fazer
k = k + 1.

Iterar os passos anteriores até obter convergência para a sequência das esti-
mativas de θ(k), segundo algum critério de parada.

Para todos os estudos de simulação feitos neste trabalho foi utilizado o
seguinte critério de parada: A norma da diferença entre a estimativa atual
menos a estimativa no passo anterior e essa diferença tem que ser menor que
um épsilon como é ilustrado a seguir

|| θ̂(k+1) − θ̂(k) ||< ε,
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isto é, a diferença relativa entre duas avaliações sucessivas da log-verossimilhança
`(θ|v), dada por

|| `(θ(k+1)|v, ρ)− `(θ(k)|v, ρ) ||< ε,

em que (v, ρ) são os dados observados. Em nosso estudo foi escolhido um
ε = 10−4.

1.3 FAMÍLIA DE DISTRIBUIÇÕES SSMN

A notação que utilizaremos para as distribuições será a correspondente a
suas siglas referentes ao idioma inglês, por exemplo SN significa “Skew-Normal”
correspondendo à normal assimétrica e SMN significa “Scale Mixtures of Normal”.

As distribuições de probabilidade presentes no modelo proposto a serem
tratadas nesta dissertação serão as integrantes da família de Distribuições de
Misturas de Escala Normal Assimétricas denotadas pelas siglas SSMN (Skew Scale
Mixtures of Normal) conforme definido por Ferreira et al. [13].

1.3.1 Normal Assimétrica (SN)

Sejam φ(x;µ, σ2) e Φ(x;µ, σ2) a função de densidade de probabilidade (fdp)
e a função de distribuição acumulativa (fda), respetivamente, da distribuição
N(µ, σ2) avaliada em x. A variável aleatória Y segue uma distribuição Normal
Assimétrica (SN) univariada com parâmetro de locação µ, parâmetro de escala σ2

e parâmetro de assimetria λ se sua pdf é dada por

f(y) = 2φ(y;µ, σ2)Φ
(
λ(y − µ)

σ

)
, y ∈ R. (1.2)

Para uma variável aleatória com fdp igual a (1.2) usaremos a notação Y ∼
SN(µ, σ2, λ).

Quando λ = 0, a distribuição SN passa a ser uma distribuição normal usual
(Y ∼ N(µ, σ2)). Sua representação estocástica, que pode ser usada para derivar
várias de suas propriedades, é dada por

Y
d= µ+ σ[δ | T0 | +(1− δ2)1/2T1], (1.3)
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com δ = λ

(1 + λ2)1/2 , onde | T0 | denota o valor absoluto de T0, T0 ∼ N(0, 1) e

T1 ∼ N(0, 1) são independentes, e o símbolo d= significa “distribuída como”. Da
equação (1.3), temos que a esperança e a variância de Y são dadas por

E[Y ] = µ+ bσδ, e V ar[Y ] = σ2(1− b2δ2), (1.4)

onde b = (2/π)1/2.

1.3.2 Misturas de Escala de Normal (SMN)

Em um contexto simétrico, Lange e Sinsheimer [20] forneceram um grupo
de distribuições de cauda pesada que tem a distribuição normal como caso particu-
lar. Uma variável aleatória Y segue uma distribuição SMN com o parâmetro de
localização µ ∈ R e um parâmetro de escala positivo σ2 se sua fdp assumir a forma

f0 = (y;µ, σ2, τ ) =
∫ ∞

0
φ(y;µ, k(u)σ2)dH(u, τ ), (1.5)

onde H(u; τ ) é a fda de uma variável aleatória positiva U indexada pelo vetor de
parâmetro τ e k(.) é uma função estritamente positiva. Para uma variável aleatória
com um fdp como na equação (1.5), usamos a notação Y ∼ SMN(µ, σ2, H; k).
Além disso, quando µ = 0 e σ2 = 1, denotamos Y ∼ SMN(H; k).

A representação estocástica da variável aleatória Y ∼ SMN(µ, σ2, H; k) é
dada por

Y = µ+ k1/2(U)Z, (1.6)

onde Z ∼ N(0, σ2) e U é uma variável aleatória positiva com fda H(u; τ ) e fdp
h(u; τ ), e independente de Z.

1.3.2.1 Casos Particulares

• Distribuição t-Student com ν > 0 graus de liberdade, Y ∼ T (µ, σ2; ν) tem
função de densidade dada por

f(y) = 1
σ
√
νπ

Γ((ν + 1)/2)
Γ(ν2 )

(
1 + d

ν

)−( ν+1
2 )

, (1.7)
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onde d = (y − µ)2/σ2. Neste caso, k(u) = 1/U e U ∼ Gama(ν/2, ν/2), com
fdp

h(u; ν) = (ν/2)ν/2
Γ(ν/2) u

ν/2−1e−νu/2, (1.8)

tal que E[U−m] = (ν/2)mΓ(ν/2−m)
Γ(ν/2) , para m < ν/2. Se ν ↑ ∞ tem-se

que Y D→ SN(µ, σ2, λ) para maiores detalhes ver Ferreira [10]. Em Lange e
Sinsheimer [20] foi mostrado que a distância de Mahalanobis

D = (Y − µ)2

σ2 ∼ F1,ν .

• Distribuição Slash, denotada como Y ∼ SL(µ, σ2; ν), com parâmetro de
forma ν > 0, apresenta caudas mais pesadas do que a distribuição normal.
Além disso, quando ν ↑ ∞, temos precisamente o caso da normal (Ferreira
[10]). Tem fdp dada por

f(y) = ν√
2πσ

∫ 1

0
uν−1/2e−ud/2du, (1.9)

onde k(U) = 1/U e U com densidade

h(u; ν) = νuν−1I(0,1)(u), (1.10)

tal que E[U−m] = ν

ν −m
, para m < ν, onde a notação I(A) é a função indica-

dora do conjunto A. A distância de Mahalanobis D tem função distribuição
dada por

Pr(D ≤ r) = Pr(χ2 ≤ r)− 2νΓ(ν + 1/2)
rν
√
π

Pr(χ2
2ν+1 ≤ r) (1.11)

• Distribuição Normal Contaminada, denotada por Y ∼ NC(µ, σ2; ν, γ), com
os parâmetros ν representando a porcentagem de outliers, enquanto γ é
interpretado como fator de escala, 0 ≤ ν ≤ 1, 0 < γ ≤ 1 (Little [23];
Ferreira [10]). É uma distribuição utilizada para modelar dados simétricos
com presença de pontos aberrantes e possui pdf dada por

f(y) = νφ(y|µ, σ2/γ) + (1− ν)φ(y|µ, σ2), (1.12)
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com k(U) = 1/U e a fdp h(u; ν, γ) dada por

h(u; ν, γ) = νI(u=γ) + (1− ν)I(u=1), τ = (ν, γ)T . (1.13)

Esta distribuição inclui o caso normal quando γ = 1 e ν = 1. Assim,
E[U−m] = ν/γm + 1− ν e

Pr(D ≤ r) = νPr(χ2 ≤ γr) + (1− ν)Pr(χ2 ≤ r). (1.14)

1.3.3 Misturas de Escalas de Normal Assimétricas (SSMN)

As misturas de escala da distribuição normal fornecem um grupo de distri-
buições de caudas pesadas usadas para procedimentos e inferência robusta de dados
simétricos (Andrews e Mallows [1]; Dempster et al. [8]; Little [23]; Lange et al. [21];
Lange e Sinsheimer [20]; entre outros). A versão assimétrica dessas distribuições
foi definida em Ferreira et al. [12], como uma alternativa para o tratamento de
dados com distribuições assimétricas e caudas pesadas com a virtude de serem
fáceis de gerar por simulação e terem uma representação estocástica que permite
uma fácil implementação do algoritmo EM para estimação MV (Estimação por
Máxima Verosimilhança).

Definição 1.3.1. Uma variável aleatória Y segue uma distribuição SSMN com
parâmetro de locação µ ∈ R, fator de escala σ2 e parâmetro de assimetria λ ∈ R,
se tem sua fdp dada por

f(y) = 2f0(y;µ, σ2, τ)Φ
(
λ(y − µ)

σ

)
, (1.15)

onde f0(y) é definida na equação (1.5). Para uma variável aleatória com fdp como
em (1.15) (Ver Ferreira et al. [13] para mais detalhes), usaremos a notação Y ∼
SSMN(µ, σ2, λ,H; k). Se µ = 0 e σ2 = 1, nos referimos a uma distribuição padrão
SSMN e a denotamos por SSMN(λ,H; k). Se λ = 0, teremos uma distribuição
SMN.

É claro que se Y ∼ SSMN(µ, σ2, λ,H; k), então Z = (Y − µ)/σ2 ∼
SSMN(λ,H; k) (Ferreira et al. [13]). A seguinte proposição é usada para a
implementação do algoritmo EM. A prova pode ser encontrada em Ferreira et al.
[12], assim como as demais que serão apresentadas.
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Proposição 1.3.1. Seja Y ∼ SSMN(µ, σ2, λ,H; k). Então, sua representação
hierárquica é dada por

Y |U = u ∼ SN(µ, σ2k(u), λk(u)1/2), (1.16)

U ∼ H(τ ).

Portanto, para gerar uma distribuição SSMN, primeiramente geramos a distribuição
U e depois a distribuição condicional Y |U , usando a equação (1.3).

Proposição 1.3.2. Seja Y ∼ SSMN(µ, σ2, λ,H; k). Então,

E[Y ] = µ+ bσλEU

[
k(U)

(1 + λ2k(U))1/2

]
e (1.17)

V ar[Y ] = σ2
(
EU [k(U)]− b2λ2E2

U

[
k(U)

(1 + λ2k(U))1/2

])
. (1.18)

Se k(U) = 1, então E[Y ] = µ+ bσδ e V ar[Y ] = σ2(1− b2δ2) são os mesmos
definidos para a distribuição skew-normal, conforme a equação (1.4).

Proposição 1.3.3. Seja Y ∼ SSMN(µ, σ2, λ,H; k). Então, a forma quadrática

Dλ = (Y − µ)2

σ2 ,

tem a mesma distribuição que D = (X − µ)2/σ2, onde X ∼ SMN(µ, σ2, H; k).

Casos particulares dessa classe de distribuições assimétricas são, por exemplo,
a distribuição SN, denotada por SN(µ, σ2, λ) quando U = 1; a distribuição de Skew
Student-t-normal, denotada por STN(µ, σ2, λ, ν) quando U ∼ Gamma(ν/2, ν/2), ν >
0; a distribuição Skew Slash, denotada por SSL(µ, σ2, λ, ν) quando U ∼ Beta(ν, 1), ν >
0; e a distribuição Skew Normal Contaminada, denotada por SCN(µ, σ2, λ, ν, γ), 0 <
ν < 1, 0 < γ < 1, quando U tem função de massa de probabilidade h(u, τ ) =
νI(u=γ) + (1− ν)I(u=1), τ = (ν, γ)T (Ferreira et al. [13]).

Referimo-nos a Ferreira et al. [12] para detalhes e propriedades adicionais
relacionadas a essa classe de distribuições.

Neste trabalho, propõe-se uma extensão do modelo censurado normal usual,
considerando-se as distribuições SSMN, estendendo e complementando os resultados
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encontrados em Ferreira et al. [13] para o modelo de regressão assimétrico, denotado
por SSMN-RM. O algoritmo EM para obter a estimativa de MV do vetor de
parâmetros, θ = (βT , σ2, λ, τ T )T do SSMN-RM, pode ser encontrado mesmo em
Ferreira et al. [13] generalizando o algoritmo dado em Ferreira et al. [12].

1.4 MOTIVAÇÃO

Nesta seção, o objetivo principal é estudar o efeito de levar em consideração
os dados censurados sobre as estimativas dos parâmetros, no contexto de modelo
de regressão. Dessa forma geramos 100 amostras provenientes do modelo de
regressão Skew-t-normal com ν = 5, definindo o nível de censura à direita em
20%, xTi = (1, xi), tal que xi ∼ U(0, 1), i = 1, . . . , 100, β = (β0, β1)T = (2,−1),
σ2 = 0.3 e λ = −4. Para cada conjunto de dados, ajustamos dois modelos, no
caso 1, usamos o modelo de regressão Skew-t-normal NAIVE, onde as observações
censuradas não são levadas em consideração, ou seja, tais observações são excluídas.
No caso 2, ajustamos o modelo de regressão Skew-t-normal para dados censurados.
Mais detalhes sobre este modelos serão dados no próximo capítulo.

A Figura 1 mostra os boxplots das estimativas dos parâmetros β0 e β1. Note
que as estimativas dos coeficientes de regressão para o caso 2 são menos viesadas
do que as estimativas obtidas no caso 1.
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Figura 1 – Motivação: Boxplots das estimativas dos parâmetros β0 e β1. Modelo
de regressão Skew-t-normal para dados censurados e Modelo de regressão
Skew-t-normal NAIVE.

A Figura 2 mostra os diagramas de dispersão com as 20 observações cen-
suradas iguais ao ponto de corte (c = 1, 5222) para uma determinada amostra
simulada.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
1.

0
−

0.
5

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

x

y

Censura à direita

c = 1.522222

Figura 2 – Motivação: Diagrama de dispersão com as 20 observações censuradas iguais
ao ponto de corte (c = 1, 5222).
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Por sua vez, a Figura 3 mostra o diagrama de dispersão com os dados
reais (antes da inclusão de censura) e os valores imputados para as observações
censuradas (denotados por asterisco). Neste contexto, ajustamos três modelos de
regressão via mínimos quadrados: Modelo 1 considera os dados reais (sem censura),
Modelo 2 considera os valores imputados para as observações que foram censuradas
e Modelo 3 não leva em consideração as observações censuradas.
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Figura 3 – Motivação: Diagrama de dispersão com os dados reais (antes da inclusão de
censura) e os valores imputados para as observações censuradas (denotados
por asterisco).

Note que o modelo ajustado 2 é o que mais se aproxima do modelo ajustado 1.
Portanto, apontamos que é importante considerar o efeito da censura na modelagem
dos dados evitando métodos ad-hoc.
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2 O MODELO SSMN-CR

Nesse capitulo será definido o modelo de regressão linear com variável
resposta censurada com erros distribuídos na família das Misturas de Escala Normal
Assimétricas. Além disso, mostramos o processo de estimação dos parâmetros
dos modelos SSMN-CR ilustrando os passos E e M calculando as estimativas
para dados sem censura e com censura. Adicionalmente é explicado o processo
de geração de distribuições truncadas TSSMN que será fundamental no passo E
quando estamos trabalhando com dados censurados. Na seção final é calculada a
matriz de informação empírica que é utilizada para a análise dos erros padrão (SE)
na aplicação que será apresentada no capitulo 4.

Considere primeiro um modelo de regressão linear, conforme definido por
Ferreira et al. [13], onde as respostas são observadas com erros que são independen-
tes e identicamente distribuídos de acordo com alguma distribuição SSMN. Para
ser mais preciso, vamos escrever,

Yi = xTi β + ξi, ξi
iid∼ SSMN(0, σ2, λ,H;κ), i = 1, . . . , n, (2.1)

onde os Yi são respostas ou elementos da variável dependente, β = (β1, . . . , βp)T é
um vetor de parâmetros de regressão e xT

i = (xi1, . . . , xip) é um vetor tal que xij é
o valor da j−ésima variável explicativa do individuo i . Neste trabalho, estamos
interessados na situação em que a variável resposta não é totalmente observada
para todos os sujeitos i . Assim, para o i−ésimo sujeito e assumindo censura à
direita, Yi é uma variável latente e os dados observados (Vi, ρi) tomam a forma,

Vi =

 ci, se ρi = 1, (i.e. Yi ≥ ci),
Yi, se ρi = 0. (i.e. Yi < ci),

(2.2)

para algum ponto limite conhecido ci, i = 1, . . . , n. O indicador de censura
ρi = 1 (ou ρi = 0) significa que a i−ésima observação é censurada (ou não
censurada). As extensões de nossos resultados para a censura à esquerda são
imediatas: basta transformar a resposta Yi e o nível de censura ci para −Yi e −ci.
Chamamos a estrutura definida por (2.1) e (2.2) de modelo SSMN-CR (Modelo de
Regressão Linear Censurado SSMN), respetivamente.
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Sejam ρ = (ρ1, ρ2, . . . , ρn) e v = (v1, v2, . . . , vn) a amostra observada de
V = (V1, V2, . . . , Vn), a função log-verosimilhança de θ = (βT , σ2, λ)T dos dados
observados (v,ρ) é dada por

`(θ|v,ρ) =
n∑
i=1

ρi log
[
FSSMN

(
vi − xTi β

σ
|θ, H

)]
+

n∑
i=1

(1− ρi) log[fSSMN(vi|θ, H)],

onde a função densidade de probabilidade (fdp) é representada por fSSMN e FSSMN

representa a função distribuição acumulada (fda) da classe de distribuições SSMN,
para mais detalhes; veja Ferreira et al. [12] e Ferreira et al. [13].

2.1 ESTIMAÇÃO MV VIA ALGORITMO MCEM

Para estimação MV do modelo SSMN-CR procederemos de duas maneiras
dependendo do tipo dados a estudar, primeiramente para os dados sem censura as
estimativas serão obtidas via algoritmo EM como em Ferreira et al. [13]. Para os
dados censurados o algoritmo será o MCEM que consistirá em adicionar ao passo E
do EM uma simulação por Monte Carlo para geração de amostras de distribuições
truncadas que denotaremos por TSSMN. O processo será ilustrado nas seguintes
seções.

2.1.1 REPRESENTAÇÃO HIERÁRQUICA

Nesta secção vamos proceder com a metodologia habitual usando a repre-
sentação estocástica do modelo em termos de distribuições mais tratáveis quem em
geral depende de quantidades não observáveis ou dados latentes. Em consequência,
usando as equações 1.3 e 1.3.1 teremos que o modelo de regressão (2.1) (SSMN-CR)
possui a seguinte representação hierárquica

Yi|Ui = ui;Ti = ti
ind∼ N

xTi β + σλ√
ui(ui + λ2)

ti,
σ2

ui + λ2


Ui

iid∼ H(τ )
Ti

iid∼ TN(0, 1; (0,+∞)), i = 1; . . . , n.

(2.3)

com U ⊥ T (todos independentes), onde TN(0, 1; (0,+∞)) denota a distribuição
Normal Truncada padrão univariada (ver | T0 | na equação 1.3). Para mais detalhes
ver Ferreira et al. [13].
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2.1.2 LOG-VEROSIMILHANÇA COMPLETA

Para implementar o algoritmo MCEM, vamos assumir que as variáveis
latentes no modelo SSMN-CR, dados pelo vetor de respostas censuradas Y =
(y1, . . . , yn)T , o vetor t = (t1, . . . , tn)T e u = (u1, . . . , un)T podem ser obser-
vados. Assim, considerando os dados observados (v,ρ) e as variáveis latentes
(Y, t,u), definimos os dados completos por yc = (vT ,ρT ,YT , tT ,uT ). Então, a
log-verossimilhança dos dados completos é definida por

`c(θ|yc) ∝ −n log σ2 − 1
2σ2

n∑
i=1

[uiy2
i − 2µiuiyi + µ2

iui + t2i

−2λtiyi + 2λµiti + λ2y2
i − 2λ2µiyi + λ2µ2

i ] (2.4)

+
n∑
i=1

log h(ui|τ ).

Dada a estimativa atual θ̂(k) = (β̂(k)T
, σ̂2(k)

, λ̂(k), τ̂ (k)T )T a estimativa de θ
na k−ésima iteração, o Passo-E calcula a função

Q(θ|θ̂) = E[`c(θ|yc); y; θ̂(k)],

tal que

Q(θ|θ̂) ∝ −n log σ2 − 1
2σ2

n∑
i=1

[ûyi − 2µiûyi + µ2
i ûi + t̂2i − 2λt̂yi (2.5)

+2λµit̂i + λ2(ŷ2
i − 2µiŷi + µ2

i )] +
n∑
i=1

E[log h(ui|τ )].

2.1.3 PASSO E

Na implementação do algoritmo MCEM para a estimação MV do modelo
SSMN-CR, teremos dois casos para o passo E, onde as estimativas são obtidas a
partir das propriedades da esperança como segue:
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• Caso 1 Sem Censura (Vi = yi)

ûyi = yiE[Ui|Vi = yi, θ̂],
ûy2

i = y2
iE[Ui|Vi = yi, θ̂],

ûi = E[Ui|Vi = yi, θ̂],
t̂2i = E[T 2

i |Vi = yi, θ̂],
t̂yi = yiE[Ti|Vi = yi, θ̂],
t̂i = E[Ti|Vi = yi, θ̂],
ŷi = yi,

ŷ2
i = y2

i .

(2.6)

• Caso 2 Com Censura

ûyi = E[UiYi|Yi > c, θ̂],
= E[E(UiYi|Vi)|Yi > c, θ̂],
= E[YiE(Ui|Vi)|Yi > c, θ̂].

(2.7)

ûy2
i = E[UiY 2

i |Yi > c, θ̂],
= E[E(UiY 2

i |Vi)|Yi > c, θ̂],
= E[Y 2

i E(Ui|Vi)|Yi > c, θ̂].
(2.8)

ûi = E[Ui|Vi, θ̂],
= E[Ui|Yi > c, θ̂],
= E[E(Ui|Vi)|Yi > c, θ̂].

(2.9)

t̂yi = E[TiYi|Vi, θ̂],
= E[TiYi|Yi > c, θ̂],
= E[E(TiYi|Vi)|Yi > c, θ̂],
= E[YiE(Ti|Vi)|Yi > c, θ̂],

(2.10)

t̂i = E[Ti|Vi, θ̂],
= E[Ti|Yi > c, θ̂],
= E[E(Ti|Vi)|Yi > c, θ̂]

(2.11)

t̂2i = E[T 2
i |Vi, θ̂],

= E[T 2
i |Yi > c, θ̂],

= E[E(T 2
i |Vi)|Yi > c, θ̂].

(2.12)
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ŷi = E[Yi|Vi, θ̂],
= E[Yi|Yi > c, θ̂],

(2.13)

ŷ2
i = E[Y 2

i |Vi, θ̂],
= E[Y 2

i |Yi > c, θ̂].
(2.14)

2.1.3.1 Esperanças Condicionais Para o Caso Sem Censura

Dado que Ti|Yi ∼ TN(λ(yi − µi), σ2; (0,+∞)) e sendo t̂i = E[Ti|θ = θ̂, yi]
e t̂2i = E[T 2

i |θ = θ̂, yi], as esperanças condicionais são obtidas usando os momentos
da distribuição normal truncada, dadas por

t̂i = λ̂η̂i + σ̂WΦ
λ̂η̂i
σ̂
,

t̂2i = λ̂2η̂2
i + σ̂2 + λ̂σ̂η̂iWΦ

λ̂η̂i
σ̂
,

(2.15)

onde WΦ(u) = φ1(u)
Φ(u) e η̂i = yi − µ̂i, i = 1, . . . , n.

Para as distribuições da família SSMN, os ûi são dados pelas equações
(2.17) a (2.21), definidas a seguir para cada distribuição particular considerada.

Proposição 2.1.1. Seja Y ∼ SSMN(µ, σ2, λ;H), então a distribuição condicional
de U |Y = y não depende de λ.

Demonstração: ver [10]

Da Proposição 2.1.1 segue que, sob a distribuição SSMN mais geral conside-
rada aqui, a distribuição condicional Ui|Yi reduz à distribuição SMN.

Essa peculiaridade simplifica a implementação do algoritmo EM. Assim, para
as distribuições discutidas, dado θ = (µ, σ2, λ, τ )T , tem-se os seguintes resultados
(Ferreira [10]).

• Distribuição Skew-t-normal, denotada por Y ∼ STN(µ, σ2, λ; ν, ), temos que
de 1.8 e da proposição 2.1.1

f(u|y;θ) = (ν/2)ν/2
Γ(ν/2) u

ν/2−1e−νu/2
u1/2
√

2πσ
e−ud/2 (2.16)
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U |Y = y ∼ Gama

(
ν + 1

2 ,
ν + d

2

)
,

com d = (y − µ)2/σ2. Portanto, E[Uα|y, θ] =
Γ(ν+1

2 + α)
Γ(ν+1

2 )(ν+d
2 )α

, α > 0 e

û = ν + 1
ν + d

. (2.17)

• Distribuição Skew-Slash, denotada por Y ∼ SSL(µ, σ2, λ; ν). Então, neste
caso, temos que

f(u|y;θ) = νuν−1I(0,1)(u) u1/2
√

2πσ
e−ud/2, (2.18)

U |Y = y ∼ Gama (ν + 1/2, d/2) I(0,1)(u).

Assim, E[Uα|y, θ] = Γ(ν + 1/2 + α)
Γ(ν + 1/2)(d/2)α

P1(ν + α + 1/2, d/2)
P1(ν + 1/2, d/2) , α > 0 e

û = (2ν + 1)
d

P1(ν + 3/2, d/2)
P1(ν + 1/2, d/2) , (2.19)

onde Px(a, b) denota a fda de uma distribuição Gama(a, b) avaliada em x.

• Distribuição Skew-Normal Contaminada, denotada por Y ∼ SCN(µ, σ2, λ; ν, γ).
Então, neste caso, temos que

f(u|y;θ) = νpI(u=γ) + (1− ν)pI(u=1), (2.20)

com
p =

u1/2 exp(−du
2 )

νγ1/2 exp(−dγ
2 ) + (1− ν) exp(−d

2)
.

Portanto, temos que

E[Uα|y, θ] = 1− ν + νγα+1/2 exp (1− γ)d/2
1− ν + νγ1/2 exp (1− γ)d/2 ,

α > 0 e
û = 1− ν + νγ3/2 exp (1− γ)d/2

1− ν + νγ1/2 exp (1− γ)d/2 . (2.21)
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2.1.3.2 Esperanças Condicionais Para o Caso Com Censura

No caso de dados censurados para obter estimativas dos parâmetros do
modelo SSMN-CR, propomos a implementação do algoritmo MCEM (ver Seção
1.2.2), onde é incorporada uma fase de simulação por Monte Carlo na etapa E que
vai permitir obter as esperanças condicionais que precisamos. O método de gerar
amostras a partir das respectivas distribuições truncadas da família SSMN será
ilustrado na Seção 2.1.3.3. As esperanças condicionais para o caso com censura são
apresentadas no Apêndice A.

2.1.3.3 Método Para Geração De Distribuições TSSMN

A ideia do método de geração de amostras a partir de distribuições trun-
cadas que é implementado neste trabalho surge da leitura da seção "Aspectos
Computacionais"de Mattos [29].

Portanto, nesta seção, descrevemos como obter amostras aleatórias a partir
da variável aleatória Y ∼ TSSMN(µ, σ2, λ;H, [a, b]), isto é, amostras provenientes
de distribuições truncadas da família SSMN.

De Ferreira [11], sabemos que se Y ∼ SSMN(µ, σ2, λ;H) sua representação
estocástica é dada por

Y = µ+ σ

[
λ | T0 |

[U(U + λ2)] 1
2

+ T1

(U + λ2) 1
2

]
, (2.22)

onde U ∼ H(.|τ), T0 ∼ N(0, 1), e T1 ∼ N(0, 1) são independentes. Dessa forma,
de 2.22 e assumindo W = U−

1
2 [U + λ2] 1

2 | T0 |, obtemos a seguinte representação
hierárquica:

Y |W = w,U = u ∼ N

(
µ+ σλw

u+ λ2 , σ
2(u+ λ2)−1

)
,

W |U = u ∼ TN

(
0, u+ λ2

u
; (0,∞)

)
,

U ∼ H(τ ),

(2.23)

onde U e W são variáveis aleatórias positivas. Então, se a < Y < b, temos que

(a− µ)
σ

<
1
σ

(Y − µ) < (b− µ)
σ
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e consequentemente[
a− µ
σ
−

λw

u+ λ2

]
(u+ λ2)

1
2︸ ︷︷ ︸ <

[ 1
σ

(Y − µ)−
λw

u+ λ2

]
(u+ λ2)

1
2︸ ︷︷ ︸ <

[
b− µ
σ
−

λw

u+ λ2

]
(u+ λ2)

1
2︸ ︷︷ ︸

a1 < T1 < b1

Portanto, o algoritmo para gerar amostras aleatórias dos modelos truncados será
o seguinte:

P1) Gere uma amostra aleatória U1, U2, . . . , Um de H(τ ).

P2) Gere uma amostra aleatória W1,W2, . . . ,Wm onde

Wi|U = ui ∼ TN

(
0, ui + λ2

ui
; (0,+∞)

)
.

P3) Calcule a1(u,w) e b1(u,w).

P4) Temos que T1|W = w,U = u ∼ TN(0, 1; (a1, b1)).

P5) Usar a representação estocástica (2.22).

2.1.4 SOLUÇÃO DO PASSO M

O passo M então maximiza Q(θ|θ̂) em relação a θ, obtendo uma nova
estimativa θ̂(k+1). Dessa forma, conforme o descrito temos:

β̂ = [XTD(û + λ̂2In)X]−1XT [ûy− λ̂t̂ + λ̂2ŷ],

λ̂ =
∑n
i=1[t̂yi − µ̂it̂i]∑n

i=1[ŷ2
i − 2µ̂iŷi + µ̂2

i ]
,

σ̂2 = 1
2n

∑n
i=1[ûyi − 2µ̂iûyi + µ̂2

i ûi + t̂2i − 2λ̂t̂yi
+2λ̂µ̂it̂i + λ̂2(ŷ2

i − 2µ̂iŷi + µ̂2
i )].

Para os parâmetros ν e γ utilizamos o critério de Schwartz que basicamente
consiste em criar um grid de r valores de ν e/ou γ e avaliar na função `(θ̂, τ j,v,ρ)
o valor de ν e/ou γ com a maior verossimilhança. Para os modelos STN-CR e
SSL-CR, τ = ν e então j = 1, . . . , r; para o modelo SCN-CR, τ = (ν, γ) e então
geramos uma malha νj, γk, para j, k = 1, . . . , r.
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2.2 MATRIZ DE INFORMAÇÃO EMPIRICA

Para calcular a covariância assintótica das estimativas ML dos parâmetros
do modelo SSMN-CR, seguimos Lin [22] (Matos [27]). Conforme definido por
Meilijson [31], a matriz de informação empírica pode ser aproximada por

Ie(θ|y) =
n∑
i=1

s(yi|θ)sT (yi|θ)− 1
n

S(yi|θ)ST (yi|θ), (2.24)

onde S(y|θ) = ∑n
i=1 s(yi|θ) e s(yi|θ) é a função escore empírica para o sujeito i.

Segundo Louis [24], é possível relacionar a função escore da log-verossimilhança
incompleta com a esperança condicional da função log-verossimilhança de dados
completos (Matos [27]). Portanto, a função escore individual pode ser determinada
como

s(yi|θ) = ∂ log f(yi|θ)
∂θ

= E

[
∂li(θ|yc)
∂θ

| yi,θ
]
, (2.25)

onde yc é o vetor de dados completos e li(θ|yc) é a verossimilhança completa
dos dados formada a partir da i−ésima observação. Usando as MV estimativas
de θ̂, dado que S(yi|θ̂) = 0, a matriz de covariância assintótica das estimativas
MV pode ser aproximada por (2.25). Assim, a matriz de informação empírica Ie é
reduzida a

Ie(θ̂|y) =
n∑
i=1

ŝiŝTi =


ŝ
i,β

ŝi,σ2

ŝi,λ

 [ŝi,β ŝi,σ2 ŝi,λ
]
, (2.26)

onde ŝi = s(yi|θ̂) = E

(
∂li(θ|yc)
∂θ

|Vi, ci, θ̂
)
, com,
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ŝ
i,β = − 1

2σ̂2 [−2ûiyi + 2µ̂iûi + 2λ̂t̂i − 2λ̂2ŷi + 2λ̂2µ̂i]xi,

ŝi,σ2 = − 1
σ̂2 + 1

2σ̂4 [ûy2
i − 2xTi β̂ûyi + xTi β̂xTi β̂ûi + t̂2i

−2λ̂t̂yi + 2λ̂xTi β̂t̂i + λ̂2ŷ2
i − 2λ̂2xTi β̂ŷi + λ̂2xTi β̂xTi β̂],

ŝi,λ = − 1
σ̂2 [−t̂yi + xTi β̂t̂i + λ̂ŷ2

i − 2λ̂xTi β̂ŷi + λ̂xTi β̂xTi β̂].
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3 ESTUDOS DE SIMULAÇÃO

Nesse capítulo são apresentadas ilustrações das distribuições da família
SSMN-CR (Skew-normal, Skew-t-normal, Skew-slash e Skew-Normal Contaminada)
em estudos simulados.

O principal objetivo destes estudos é avaliar o desempenho do algoritmo
na obtenção de estimativas de máxima verossimilhança dos modelos, e examinar o
comportamento dos modelos sob diferentes configurações.

3.1 ESTUDO 1: DESEMPENHO DOS ESTIMADORES DE MÁXIMA VEROS-
SIMILHANÇA

Nesta seção, usamos simulações de Monte Carlo para avaliar o desempenho
dos estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros do modelo SSMN-CR.
O estudo de simulação foi projetado para observar mudanças (alterações) nas
estimativas variando os tamanhos amostrais e os níveis de censura à direita.

Os dados foram artificialmente gerados provenientes de modelos SSMN-CR
com xTi = (1, xi), tal que xi ∼ U(0, 1), i = 1, . . . , n. Geramos 100 conjuntos de
dados provenientes de cada um dos modelos SN-CR, STN-CR, SSL-CR e SCN-CR
com a seguinte configuração: β = (β0, β1)T = (5, 1)T , σ2 = 1, λ = 3, ν = 3 para os
modelos STN-CR e SSL-CR, e ν = (0.1, 0.1) para o modelo SCN-CR. A descrição
de cada cenário considerado é dada como segue.

3.1.1 Cenário 1

Uma proporção de censura de 10% e diferentes tamanhos amostrais, isto é,
n = 50, 100, 200, 400 e 600 foram considerados. O objetivo deste cenário é mostrar
o comportamento assintótico dos estimadores de máxima verossimilhança obtidos
via o algoritmo MCEM.

3.1.2 Cenário 2

Uma amostra de tamanho n = 100 e diferentes proporções de censura, isto
é, 0%, 5%, 10%, 20% e 30% foram considerados. Nosso objetivo neste cenário é
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estudar o comportamento dos modelos lineares SSMN-CR sob diferentes proporções
de censura.

O nível desejado de censura foi obtido da seguinte maneira: as observações
foram colocadas em ordem crescente, e um ponto limiar (ci) foi fixado de tal forma
que o numero de observações acima deste ponto correspondem para o nível de
censura desejado.

Em ambos os cenários, para cada conjunto de dados provenientes do respetivo
modelo SSMN-CR, ajustamos para o mesmo modelo SSMN-CR. Note que para
estes cenários, há 20 diferentes configurações de simulação com 100 conjuntos de
dados para cada uma. Então, para cada simulação, as estimativas dos parâmetros
foram registradas.
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Figura 4 – Estudo 1: Desempenho dos Estimadores MV. Cenário 1 - Modelo Skew-
normal - Parâmetros λ e σ2.
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Figura 5 – Estudo 1: Desempenho dos Estimadores MV. Cenário 1 - Modelo Skew-
normal - Parâmetros β0 e β1.
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Figura 6 – Estudo 1: Desempenho dos Estimadores MV. Cenário 1 - Modelo Skew-t-
normal - Parâmetros λ e σ2.
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Figura 7 – Estudo 1: Desempenho dos Estimadores MV. Cenário 1 - Modelo Skew-t-
normal - Parâmetros β0 e β1.
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Figura 8 – Estudo 1: Desempenho dos Estimadores MV. Cenário 1 - Modelo Skew-Slash
- Parâmetros λ e σ2.
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Figura 9 – Estudo 1: Desempenho dos Estimadores MV. Cenário 1 - Modelo Skew-Slash
- Parâmetros β0 e β1.
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Figura 10 – Estudo 1: Desempenho dos Estimadores MV. Cenário 1 - Modelo Skew-
Normal Contaminada - Parâmetros λ e σ2.
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Figura 11 – Estudo 1: Desempenho dos Estimadores MV. Cenário 1 - Modelo Skew-
Normal Contaminada - Parâmetros β0 e β1.
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Figura 12 – Estudo 1: Desempenho dos Estimadores MV. Cenário 2 - Modelo Skew-
normal - Parâmetros λ e σ2.
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Figura 13 – Estudo 1: Desempenho dos Estimadores MV. Cenário 2 - Modelo Skew-
normal - Parâmetros β0 e β1.
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Figura 14 – Estudo 1: Desempenho dos Estimadores MV. Cenário 2 - Modelo Skew-t-
normal - Parâmetros λ e σ2.
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Figura 15 – Estudo 1: Desempenho dos Estimadores MV. Cenário 2 - Modelo Skew-t-
normal - Parâmetros β0 e β1.
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Figura 16 – Estudo 1: Desempenho dos Estimadores MV. Cenário 2 - Modelo Skew-Slash
- Parâmetros λ e σ2.
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Figura 17 – Estudo 1: Desempenho dos Estimadores MV. Cenário 2 - Modelo Skew-Slash
- Parâmetros β0 e β1.
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Figura 18 – Estudo 1: Desempenho dos Estimadores MV. Cenário 2 - Modelo Skew-
Normal Contaminada - Parâmetros λ e σ2.



51

4.
5

5.
0

5.
5

6.
0

β0

4.
5

5.
0

5.
5

6.
0

4.
5

5.
0

5.
5

6.
0

4.
5

5.
0

5.
5

6.
0

4.
5

5.
0

5.
5

6.
0

0.
90

0.
95

1.
00

1.
05

1.
10

β1

0.
90

0.
95

1.
00

1.
05

1.
10

0.
90

0.
95

1.
00

1.
05

1.
10

0.
90

0.
95

1.
00

1.
05

1.
10

0.
90

0.
95

1.
00

1.
05

1.
10

Figura 19 – Estudo 1: Desempenho dos Estimadores MV. Cenário 2 - Modelo Skew-
Normal Contaminada - Parâmetros β0 e β1.

As Figuras 4 a 11 mostram os boxplots das estimativas dos parâmetros
para os modelos SSMN-CR sob o cenário 1, e as Figuras 12 a 19 correspondem
aos boxplots das estimativas dos parâmetros sob o cenário 2. Em geral, para
um determinado nível de censura, o viés e a variabilidade das estimativas dos
parâmetros decrescem quando o tamanho amostral aumenta. Isso essencialmente
concorda com as propriedades assintóticas do estimador de máxima verossimilhança.
Além disso, quando o tamanho amostral é fixo, observamos que o aumento do nível
de censura corresponde ao aumento do viés e da variabilidade das estimativas dos
parâmetros dos modelos analisados.

3.2 ESTUDO 2: RECUPERAÇÃO DOS PARÂMETROS E CRITÉRIOS DE
SELEÇÃO

O objetivo principal deste estudo é ilustrar a capacidade dos modelos
censurados com distribuições assimétricas de caudas pesadas, especificamente STN-
CR e SSL-CR, de ajustar dados com uma estrutura gerada a partir de uma família
de distribuições assimétricas diferentes e também investigar os efeitos na inferência
paramétrica.

Nesta seção, comparamos a capacidade de alguns critérios clássicos de seleção
de modelos para selecionar o modelo apropriado entre os diferentes modelos SSMN-
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CR. Como não há um critério universal para a seleção de modelos, escolhemos 2
critérios para comparar os modelos propostos neste trabalho. Estes são: o critério
de informação de AKAIKE (AIC) e o critério de informação BAYESIANO (BIC),
definidos como seguem: −2`(θ̂) +ϕqn, onde `(θ) é a log-verossimilhança dos dados
observados, ϕ é o numero de parâmetros livres que devem ser estimados no modelo
e o termo de penalidade qn é uma sequência conveniente de números positivos.
Temos que qn = 2 para o AIC e qn = log n para o BIC, onde n é o tamanho da
amostra (Bai [3]).

Neste estudo, consideramos 100 amostras de tamanho 100 provenientes
do modelo SCN-CR com níveis de censura à direita de 0%, 5%, 10%, 20% e 30%,
xTi = (1, xi1, xi2), tais queXi1 ∼ U(1, 5) eXi1 ∼ U(0, 1), e os valores dos parâmetros
dados por β = (β0, β1, β2)T = (1,−1, 4)T , σ2 = 2, λ = −4 e ν = (0.1, 0.1). Para
cada amostra ajustamos os modelos SN-CR, STN-CR e SSL-CR. Assim, para cada
simulação, as estimativas dos parâmetros bem como os critérios AIC e BIC foram
registrados.

As figuras 20 a 24 mostram os boxplots das estimativas dos parâmetros
para os modelos SN-CR, STN-CR e SSL-CR sob os diversos níveis de censura
considerados.
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Figura 20 – Estudo 2: Recuperação dos Parâmetros. Boxplots das estimativas dos
parâmetros para os modelos SN-CR, STN-CR e SSL-CR - Sem Censura.
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Figura 21 – Estudo 2: Recuperação dos Parâmetros. Boxplots das estimativas dos
parâmetros para os modelos SN-CR, STN-CR e SSL-CR - 5% de Censura.
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Figura 22 – Estudo 2: Recuperação dos Parâmetros. Boxplots das estimativas dos
parâmetros para os modelos SN-CR, STN-CR e SSL-CR - 10% de Censura.
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Figura 23 – Estudo 2: Recuperação dos Parâmetros. Boxplots das estimativas dos
parâmetros para os modelos SN-CR, STN-CR e SSL-CR - 20% de Censura.



57

−
20

−
15

−
10

−
5

0
5

λ

−
20

−
15

−
10

−
5

0
5

−
20

−
15

−
10

−
5

0
5

SN ST SSL

0
2

4
6

8
10

σ2

0
2

4
6

8
10

0
2

4
6

8
10

−
1.

0
−

0.
5

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

β0

−
1.

0
−

0.
5

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

−
1.

0
−

0.
5

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

−
1.

4
−

1.
2

−
1.

0
−

0.
8

−
0.

6

β1

−
1.

4
−

1.
2

−
1.

0
−

0.
8

−
0.

6
−

1.
4

−
1.

2
−

1.
0

−
0.

8
−

0.
6

−
2.

5
−

3.
0

−
3.

5
−

4.
0

−
4.

5
−

5.
0

β2

−
2.

5
−

3.
0

−
3.

5
−

4.
0

−
4.

5
−

5.
0

−
2.

5
−

3.
0

−
3.

5
−

4.
0

−
4.

5
−

5.
0

Figura 24 – Estudo 2: Recuperação dos Parâmetros. Boxplots das estimativas dos
parâmetros para os modelos SN-CR, STN-CR e SSL-CR - 30% de Censura.
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Nos diferentes níveis de censura considerados, em termos de viés e variabili-
dade, não foram observados comportamentos ou padrões diferentes nas estimativas
dos parâmetros de locação (β0, β1 e β2) entre os modelos ajustados. Já as estimati-
vas dos parâmetros de escala (σ2 e λ), provenientes dos modelos com distribuições
de caudas pesadas, apresentam menores viés e variabilidade em relação ao modelo
SN-CR para todos os níveis de censura.

Além disso, é facilmente visto que as estimativas dos parâmetros de escala
provenientes dos modelos com distribuições de caudas pesadas são menos sensíveis à
variação do nível de censura. Isso indica que estes modelos não são apenas robustos
à “misspecification” do modelo (ou seja, para modelar erros de especificação), mas
também para diferentes níveis de censura.

A Tabela 1 mostra as porcentagens em que os modelos censurados com
distribuições de caudas pesadas, especificamente STN-CR e SSL-CR, são preferíveis
ao outro modelo SN-CR ajustado.

Tabela 1 – Porcentagens dos modelos preferidos sob as condições examinadas.

Níveis de Censura Condições Examinadas AIC BIC
0% SN vs STN 81 75

SN vs SSL 86 76
5% SN vs STN 61 71

SN vs SSL 83 76
10% SN vs STN 87 80

SN vs SSL 92 81
20% SN vs STN 89 79

SN vs SSL 93 82
30% SN vs STN 89 80

SN vs SSL 90 81

Não surpreendentemente, sob os diferentes níveis de censura, todos os
critérios favorecem os modelos censurados baseados em distribuições de caudas
pesadas.
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3.3 ESTUDO 3: IMPUTAÇÃO DE OBSERVAÇÕES CENSURADAS

Neste estudo, estamos interessados em predizer as observações censuradas,
denotadas yci . Na implementação do algoritmo MCEM, na k-ésima iteração, as
predições das observações censuradas, denotadas por ỹc(k)

i , são calculados como

ỹ
c(k)
i = E[Yi|Vi, Ci, θ̂

(k)], i = 1, . . . , n, onde

ỹ
c(k)
i = 1

m

m∑
`=1

y
c(k,c)
i .

É importante observar que os componentes yc(k,c)i são obtidos sem esforço
computacional do passo E do algoritmo MCEM proposto. Embora possamos obter
valores preditos das respostas censuradas a cada iteração do algoritmo, consideramos
apenas os valores dessas predições na última iteração do algoritmo MCEM.

Primeiramente, consideramos 100 amostras de tamanho 100 provenientes
do modelo SCN-CR com níveis de censura à direita 5%, 10%, 20% ou 30%, xTi =
(1, xi1, xi2), tais que xi1 ∼ U(1, 5) e xi2 ∼ U(0, 1), e a mesma configuração para
os parâmetros do modelo definidos previamente no estudo 2. Para cada amostra,
ajustamos os modelos SN-CR, STN-CR e SSL-CR. Assim, para cada simulação as
predições das observações censuradas foram registradas.

Com o intuito de investigar o comportamento da predição quando a dis-
tribuição do modelo é mal especificada, propomos comparar o desempenho da
medição via algoritmo MCEM através de duas medidas de discrepância empíricas,
MAE(erro absoluto médio) e MSE (erro quadrático médio); veja Matos et al., [28]
para mais detalhes. Estas medidas são dadas por

MAE = 1
100

∑
i,j

| yi,j − ỹci,j | (3.1)

e

MSE = 1
100

∑
i,j

(
yi,j − ỹci,j

)2
, (3.2)

onde yi,j é o valor original da i-ésima observação na j-ésima simulação e ỹci,j é
o valor predito para a i-ésima observação censurada na j-ésima simulação para
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j = 1, . . . , 100 e i = 1, . . . , nc, tal que nc é o numero de observações censuradas
(5, 10, 20 ou 30 dependendo da proporção de censura considerada).

A Tabela 2 mostra as medidas MAE e MSE para os modelos SN-CR,
STN-CR e SSL-CR com diferentes níveis de censura.

Tabela 2 – Avaliação da acurácia da medição para os modelos SN-CR, STN-CR e SSL-CR
com diferentes níveis de censura.

Níveis de Censura Medidas SN STN SSL
5% MAE 1.5993 1.5778 1.5801

MSE 0.9037 0.8342 0.8600
10% MAE 4.1277 3.9365 4.0320

MSE 3.0452 2.6905 2.8763
20% MAE 10.2852 9.7301 9.9687

MSE 9.25091 7.9992 8.5780
30% MAE 18.3699 17.2280 17.8197

MSE 18.4904 16.1069 17.3085

Pode-se observar a partir desses resultados que os modelos STN-CR e SSL-
CR (baseados em distribuições de caudas pesadas) geram valores preditivos mais
próximos dos valores reais. Por fim, nota-se uma perda de acurácia na predição
das observações censuradas à medida que aumenta-se o nível de censura.

Finalmente, neste estudo de simulação, também avaliamos o desempenho
dos estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros dos modelos SSMN
quando preenchemos os valores censurados, isto é, com as observações censura-
das devidamente imputadas considerando os valores preditos obtidos via MCEM.
Neste contexto, o estudo de simulação foi projetado para observar mudanças nas
estimativas variando os níveis de censura à direita (5%, 10%, 20%, 30%).

Os dados foram artificialmente gerados provenientes dos modelos SSMN-CR
com xTi = (1, xi) tal que xi ∼ U(0, 1), i = 1, . . . , 100. Geramos 100 conjuntos de
dados provenientes de cada um dos modelos SN-CR, STN-CR, SSL-CR e SCN-CR
com a mesma configuração para os parâmetros dos modelos definidos previamente
no estudo 1. Para cada conjunto de dados proveniente do modelo SSMN-CR,
ajustamos o modelo SSMN-CR e calculamos ỹci . Então, para cada simulação,
as observações censuradas foram imputadas e as estimativas dos parâmetros dos
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modelos SSMN para cada conjunto de dados completo (dados sem censura) foram
obtidas através do algoritmo EM proposto em Ferreira et al. [13].
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Figura 25 – Estudo 3: Imputação de Observações Censuradas. Boxplots das estima-
tivas dos parâmetros, quando as observações censuradas são imputadas,
para o modelo Skew-normal sob diferentes níveis de censura à direita
(5%, 10%, 20%, 30%).
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Figura 26 – Estudo 3: Imputação de Observações Censuradas. Boxplots das estima-
tivas dos parâmetros, quando as observações censuradas são imputadas,
para o modelo Skew-t-normal sob diferentes níveis de censura à direita
(5%, 10%, 20%, 30%).
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Figura 27 – Estudo 3: Imputação de Observações Censuradas. Boxplots das esti-
mativas dos parâmetros, quando as observações censuradas são imputa-
das, para o modelo Skew-Slash sob diferentes níveis de censura à direita
(5%, 10%, 20%, 30%).
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Figura 28 – Estudo 3: Imputação de Observações Censuradas. Boxplots das estimativas
dos parâmetros, quando as observações censuradas são imputadas, para o
modelo Skew-Normal Contaminada sob diferentes níveis de censura à direita
(5%, 10%, 20%, 30%).

As Figuras 25 a 28 mostram os boxplots das estimativas dos parâmetros,
quando as observações censuradas são imputadas, para os modelos SSMN-CR,
sob os diversos níveis de censura considerados. Em geral, para um determinado
tamanho amostral, o viés das estimativas dos parâmetros aumenta quando o nível
de censura aumenta. Além disso, observamos que o aumento do nível de censura
corresponde ao aumento da variabilidade das estimativas dos parâmetros de locação
(β0, β1) dos modelos analisados. Porém, nota-se que um aumento do nível de
censura corresponde ao decréscimo da variabilidade das estimativas dos parâmetros
de escala (σ2, λ) dos modelos analisados.
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3.4 ESTUDO 4: INFERÊNCIA DE UM ÚNICO OUTLIER

O objetivo deste estudo de simulação é avaliar a flexibilidade dos modelos
SSMN-CR considerando a inferência de uma única observação aberrante na estima-
tiva de máxima verossimilhança de θ = (β, σ2, λ)T , onde β = (β0, β1, β2)T . Sem
perda de generalidade, simulamos um conjunto de dados proveniente do modelo de
regressão trigonométrica Skew-normal, tal que

yi = β0 + β1xi + β2 sin(6πxi) + ξi

xi ∼ U(0, 1), ξ ∼ SN(0, σ2, λ), i = 1, . . . , 200, onde σ2 = 0.1, λ = −4 e β =(
−1 1 2

)T
, com nível de censura de 10% à direita e (ponto de corte c = 0, 0705).
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Figura 29 – Estudo 4: Inferência de um Único Outlier. (Esquerda) Diagrama de
Dispersão dos Dados provenientes do modelo de regressão trigonométrica
Skew-normal com nível de censura de 10% à direita. (Direita) Contaminação
da Observação 200 (y200 = −0.3955541) variando δ entre 0 e 20.

Para esta amostra, ajustamos os modelos SN-CR, STN-CR e SSL-CR.
Para simplificar, estudamos a influência da variação de δ unidades em uma única
observação yi não censurada na estimativa de máxima verossimilhança de θ, isto é,
substituímos a observação yi pelo valor contaminado y1(δ) = yi− δ. Neste exemplo,
contaminamos a observação 200 (y200 = −0.3955541) variando δ entre 0 e 20. A
Figura 29 apresenta o diagrama de dispersão dos dados e ilustra a contaminação
da observação 200 (denotados por asterisco).
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Seguindo Fagundes et al. [9], a influência de um único outlier nas esti-
mativas pode ser avaliada pela medida MMER, definida abaixo: suponha que
φ = (φ1, . . . , φp) é um vetor de parâmetros genérico e φ̂j(δ) é a estimativa de φj
após a contaminação dos dados. Assim,

MMER(φ) =
np∑
j=1

1
np
| (θ̂j(δ)− φ̂j)/φ̂j |,

onde φ̂j é a estimativa de máxima verossimilhança de θj. Por exemplo, θ =
(θ(1)T , θ(2)T )T , com θ(1) = (β0, β1, β2)T = βT e θ(2) = (σ2, λ)T .

0 5 10 15 20

0.
00

0.
02

0.
04

0.
06

0.
08

0.
10

0.
12

β0

δ

M
M

E
R SN

ST
SSL

0 5 10 15 20

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

0.
20

0.
25

β1

δ

M
M

E
R SN

ST
SSL

Figura 30 – Estudo 4: Inferência de um Único Outlier. Medidas MMER’S para diferen-
tes contaminações δ (entre 0 e 20) Sob modelos SN-CR, STN-CR e SSL-CR.
Parâmetros β0 e β1 .
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Figura 31 – Estudo 4: Inferência de um Único Outlier. Medidas MMER’S para diferen-
tes contaminações δ (entre 0 e 20) Sob modelos SN-CR, STN-CR e SSL-CR.
Parâmetro β2.
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Figura 32 – Estudo 4: Inferência de um Único Outlier. Medidas MMER’S para diferen-
tes contaminações δ (entre 0 e 20) Sob modelos SN-CR, STN-CR e SSL-CR.
Parâmetros θ(1) e θ(2).
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Figura 33 – Estudo 4: Inferência de um Único Outlier. Medidas MMER’S para diferen-
tes contaminações δ (entre 0 e 20) Sob modelos SN-CR, STN-CR e SSL-CR.
Parâmetros σ2 e λ.

Nas Figuras 30 a 33, apresentamos os resultados das medidas MMER’S
para diferentes contaminações δ. Como esperado, as estimativas sob os modelos
assimétricos com caudas pesadas (ST-CR e SSL-CR) são menos afetadas pelas
variações de δ em relação ao modelo Skew-normal. Além disso, a Figura 34 mostra
os valores de BIC para todos os modelos, para cada versão perturbada do conjunto
de dados original. Claramente, pode-se ver que à medida que a observação se torna
mais atípica, os modelos de caudas pesadas melhor ajustam os dados.
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Figura 34 – Estudo 4: Inferência de um Único Outlier. valores de BIC para os modelos
SN-CR, STN-CR e SSL-CR, para cada versão perturbada do conjunto de
dados original.

Finalmente, este estudo de simulação também avalia a influencia de uma
única observação aberrante na predição de componentes censurados via algoritmo
MCEM. Neste exemplo, temos 20 observações censuradas e a Figura 35 apresenta
os resultados das medidas MMER’S para diferentes contaminações δ.
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Figura 35 – Estudo 4: Inferência de um único Outlier. Resultados das medidas MMER’S
para diferentes contaminações δ sob 20 observações censuradas.

Observamos que o algoritmo MCEM forneceu uma predição satisfatória
desses valores censurados quando distribuições de caudas pesadas são usadas.
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4 APLICAÇÃO: CONJUNTO DE DADOS DE TAXA SALARIAL

Nesse capitulo fornecemos uma aplicação dos resultados desenvolvidos no
Capítulo 2, usando os dados descritos por Mroz [33]. O conjunto de dados consiste
em 753 mulheres brancas casadas com idades entre 30 e 60 anos em 1975, com 428
mulheres que trabalharam em algum momento durante esse ano. A variável de
resposta é a taxa salarial, que representa uma medida do salário da dona de casa
conhecida como o salário médio por hora. Se os salários forem iguais a zero, essas
esposas não trabalharam em 1975. Portanto, essas observações são consideradas
censuradas à esquerda em zero, ou seja, um nível de censura de 43, 16%.

As variáveis envolvidas no estudo estão descritas na Tabela 3. Considere:
yi: como o salário médio por hora (salários); x1: idade da esposa; x2: anos de
escolaridade da esposa; x3: o número de crianças menores de seis anos no domicílio;
e x4: o número de crianças com idades entre seis e dezenove anos.

Tabela 3 – Variáveis Envolvidas no Estudo: Conjunto de Dados Taxa Salarial.

yi Salário médio por hora (salários)
x1 Idade da esposa
x2 Anos de escolaridade da esposa
x3 Número de crianças menores de seis anos no domicílio
x4 Número de crianças com idades entre seis e dezenove anos

Esses dados foram analisados por Arellano-Valle et al. [2] usando o modelo
de regressão censurada por t-Student; por Garay et al. [16] considerando os modelos
SMN-CR, por Massuia et al. [26] para avaliar o desempenho dos modelos da SMSN-
CR a partir de uma perspectiva bayesiana e, mais recentemente por Mattos [29], na
estimação de modelos de regressão SMSN-CR (Misturas de Escala para a Normal
assimétrica com censura). Em nosso caso, revisitamos este conjunto de dados para
avaliar o desempenho do algoritmo MCEM proposto para obter estimativas de ML
dos modelos SSMN-CR.

A Tabela 4 contém as estimativas MV para os parâmetros dos quatro
modelos SSMN-CR, isto é, os modelos SN-CR, STN-CR, SSL-CR e SCN-CR,
juntamente com os seus erros padrão correspondentes calculados através da matriz
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de informação empírica. Para os modelos STN-CR e SSL-CR, o valor estimado
de ν é pequeno, indicando a falta de adequação da suposição de Skew-normal (e
normal) para o conjunto de dados de taxas salariais. Além disso, para os modelos
assimétricos embora as estimativas de λ sejam pequenas em valor absoluto, o ganho
na verossimilhança em relação aos modelos simétricos bem como no AIC e BIC foi
considerável (ver [18]).

Tabela 4 – Estimativas dos parâmetros dos modelos SSMN-CR e SE para o conjunto de
dados da taxa salarial e critérios de seleção de modelos (os valores em negrito
correspondem ao melhor modelo).

SN-CR STN-CR SSL-CR SCN-CR
Parâmetro Estimativa SE Estimativa SE Estimativa SE Estimativa SE
β1 -1,0363 0,0103 -7,707e-01 0,4334 -0,8479 0,3431 -1,2089 0,5897
β2 -0,0229 0,0002 -9,673e-02 0,0066 -0,1049 0,0051 -0,1048 0,0088
β3 0,1184 0,0005 6,297e-01 0,0177 0,6348 0,0139 0,6403 0,0239
β4 -0,6660 0,0027 -3,009e+00 0,0934 -3,0627 0,0717 -3,0453 0,1277
β5 -0,0680 0,0009 -2,846e-01 0,0357 -0,2944 0,0279 -0,2969 0,0476
σ2 19,2747 0,7216 7,614e+00 0,9532 5,3626 0,5688 10,9944 1,0293
λ 13,2595 8,1281 -1,269e-01 0,0536 0,0555 0,0544 0,0229 0,0982
ν - - 2,1 - 1,1 - 0,1 -
γ - - - - - - 0,1 -
Log-Ver. -1705,596 -1434,391 -1455,742 −1429, 882
AIC 3425,193 2884,782 2927,483 2877, 763
BIC 3457,561 2921,775 2964,476 2919, 38

Note que a Tabela 4 compara o ajuste dos quatro modelos de SSMN-CR
usando os critérios de seleção de modelo AIC e BIC definidos na Seção 3.2. Observe
que as distribuições SSMN-CR com caudas pesadas têm melhor ajuste do que o
modelo SN-CR e o modelo que apresentou o melhor ajuste foi o SCN-CR.

Com o intuito de estudar os desvios do pressuposto para distribuição do erro
e a presença de outliers, analisamos a transformação do tipo resíduo de Martingal
(MT), denotado por rMTi , proposto por Barros et al. [4] para modelos censurados.
Estes resíduos são definidos por

rMTi = Sinal(rMi
)
√
−2[rMi

+ ρi log(ρi − rMi)], i = 1, . . . , n,

onde rMTi = ρi + log(S(yi; θ̂)) é o resíduo de Martingal, com ρi = 0, 1 indicando se
a observação é censurada ou não, respectivamente, tal que S(yi; θ̂) é a estimativa



72

do MCEM da função de sobrevivência de y - veja mais detalhes em Ortega et al.
[34] e Garay et al. [16].

O gráfico de probabilidade normal dos resíduos MT com envelopes simulados
para os diversos modelos ajustados é apresentado na Figura 36.
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Figura 36 – Aplicação: Conjunto de dados taxa salarial. Envelopes dos resíduos MT
para os modelos SSMN-CR.

Pela Figura 36, temos fortes evidências de que os modelos assimétricos com
caudas pesadas são mais apropriados para este conjunto de dados do que o modelo
skew-normal. Em particular, o modelo SCN-CR se ajusta melhor a este conjunto
de dados.
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5 CONCLUSÕES

Neste trabalho, propusemos modelos de regressão linear com respostas
censuradas baseadas em distribuições de misturas de escala de normal assimétricas,
denotados por SSMN-CR, como substituto da escolha convencional de distribuição
normal (ou Normal simétrica) para os erros aleatórios e extensão dos SMN-CR
estudados por Garay [15] para modelos lineares para dados censurados.

Para processo de estimação MV, desenvolvemos o algoritmo MCEM, onde
foram obtidas soluções analíticas no passo M. Para explorar o desempenho de nossos
modelos propostos e do algoritmo, desenvolvemos quatro estudos de simulação.

O primeiro estudo avaliou o desempenho dos estimadores MV dos parâ-
metros dos modelos SSMN-CR usando simulação de Monte Carlo. Este estudo
de simulação foi projetado para observar mudanças nas estimativas variando os
tamanhos amostrais e os níveis de censura, mostrando que as estimativas de nosso
algoritmo MCEM proposto gozam das propriedades assintóticas dos estimadores
de máxima verossimilhança.

O segundo estudo ilustrou a capacidade dos modelos censurados com distri-
buições de caudas pesadas, especificamente STN-CR e SSL-CR, de ajustar dados
com uma estrutura gerada a partir de uma família de distribuições assimétricas
diferente e também investigamos os efeitos na inferência paramétrica. Neste estudo
sob diferentes níveis de censura, os critérios de seleção de modelos AIC e BIC
favoreceram os modelos censurados baseados em distribuições de caudas pesadas.

O terceiro estudo mostrou a predição das observações censuradas. Com
o intuito de investigar o comportamento da predição quando a distribuição do
modelo é mal especificada, comparamos o desempenho da predição via algoritmo
MCEM através de duas medidas de discrepância empírica, MAE (erro absoluto
médio) e MSE (erro quadrático médio) e concluímos que os modelos baseados em
distribuições de caudas pesadas geram valores preditivos mais próximos dos valores
reais.

O quarto estudo avaliou a flexibilidade dos modelos SSMN-CR conside-
rando a influência de uma única observação aberrante na estimativa MV assim
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como também avaliou a influência de uma única observação extrema na predição
de componentes censurados via algoritmo MCEM. Apresentamos resultados das
medidas MMER’S para diferentes contaminações δ. As estimativas sob os modelos
assimétricos com caudas pesadas (STN-CR e SSL-CR) foram menos afetadas pelas
variações de δ em relação ao modelo skew-normal. Além disso, podemos afirmar
que os modelos SSMN-CR apresentam robustez na presença de outliers.

Finalmente, também aplicamos os métodos propostos ao conjunto de dados
de taxa salárial de Mroz [33], a fim de ilustrar como os procedimentos desenvolvidos
podem ser usados para avaliar as premissas do modelo e obter estimativas de
parâmetros robustas. Nossa proposta SSMN-CR com modelos de caudas pesadas,
como os modelos STN-CR, SSL-CR e SCN-CR, apresenta melhores resultados que
o modelo SN-CR. É interessante notar que o modelo SCN-CR ainda apresenta um
melhor ajuste geral do que os modelos SSMN-CR.

Naturalmente os modelos de regressão para dados censurados têm sido
amplamente estudados na literatura dada sua importância. Este trabalho procura
apresentar uma alternativa de modelagem de dados censurados na presença de
caudas pesadas e assimetria contribuindo para possíveis aplicações na área.

Na perspetiva de trabalhos futuros há por fazer a análise de diagnóstico
assim como estender nossos resultados ao contexto multi-variado.
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APÊNDICE A – ESPERANÇAS CONDICIONAIS PARA DADOS
CENSURADOS NO MODELO SSMN-CR

F Para ûyi definido como

ûyi = E[UiYi|Yi > c, θ̂],
= E[E(UiYi|Vi)|Yi > c, θ̂],
= E[YiE(Ui|Vi)|Yi > c, θ̂].

(A.1)

Note que as esperanças condicionais (Ui|Vi) correspondem com as obtidas na
Seção 2.1.3.1 e o valor de Yi que depende da respectiva distribuição truncada
SSMN será obtido mediante o método descrito na Seção 2.1.3.3.

⇒ Para o modelo STN-CR, teremos

ûyi = E[YiE(Ui|Vi)|Yi > c, θ̂] = 1
r

r∑
j=1

[
yij

(
ν + 1
γ + dij

)]
,

onde dij = yij − µi
σ2 .

⇒ Para o modelo SSL-CR, teremos

ûyi = E[YiE(Ui|Vi)|Yi > c, θ̂] = 1
r

r∑
j=1

[
yij

(
(2ν + 1)

d

P1(ν + 3/2, dij/2)
P1(ν + 1/2, dij/2)

)]
.

⇒ Para o modelo SCN-CR, teremos

ûyi = E[YiE(Ui|Vi)|Yi > c, θ̂] = 1
r

r∑
j=1

[
yij

(
1− ν + νγ3/2 exp (1− γ)dij/2
1− ν + νγ1/2 exp (1− γ)dij/2

)]
.

Seguindo o mesmo raciocínio, obtemos os demais valores esperados.

F Para ûy2
i definido como

ûy2
i = E[UiY 2

i |Yi > c, θ̂],
= E[E(UiY 2

i |Vi)|Yi > c, θ̂],
= E[Y 2

i E(Ui|Vi)|Yi > c, θ̂].
(A.2)

⇒ No modelo STN-CR, temos que

ûy2
i = E[Y 2

i E(Ui|Vi)|Yi > c, θ̂] = 1
r

r∑
j=1

[
y2
ij

(
ν + 1
γ + dij

)]
.
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⇒ No modelo SSL-CR, temos que

ûy2
i = E[Y 2

i E(Ui|Vi)|Yi > c, θ̂] = 1
r

r∑
j=1

[
y2
ij

(
(2ν + 1)

d

P1(ν + 3/2, dij/2)
P1(ν + 1/2, dij/2)

)]
.

⇒ No modelo SCN-CR, temos que

ûy2
i = E[Y 2

i E(Ui|Vi)|Yi > c, θ̂] = 1
r

r∑
j=1

[
y2
ij

(
1− ν + νγ3/2 exp (1− γ)dij/2
1− ν + νγ1/2 exp (1− γ)dij/2

)]
.

F Para ûi definido como

ûi = E[Ui|Vi, θ̂],
= E[Ui|Yi > c, θ̂],
= E[E(Ui|Vi)|Yi > c, θ̂].

(A.3)

⇒ No modelo STN-CR, temos que

ûi = E[E(Ui|Vi)|Yi > c, θ̂] = 1
r

r∑
j=1

[
ν + 1
γ + dij

]
.

⇒ No modelo SSL-CR, temos que

ûi = E[E(Ui|Vi)|Yi > c, θ̂] = 1
r

r∑
j=1

[
(2ν + 1)
dij

P1(ν + 3/2, dij/2)
P1(ν + 1/2, dij/2)

]
.

⇒ No modelo SCN-CR, temos que

ûi = E[E(Ui|Vi)|Yi > c, θ̂] = 1
r

r∑
j=1

[
1− ν + νγ3/2 exp (1− γ)dij/2
1− ν + νγ1/2 exp (1− γ)dij/2

]
.

F Para t̂yi, sabendo que Ti|Yi ∼ HN(λ(yi−µi), σ2) I(0,∞) e sendo t̂i = E[Ti|θ =
θ̂, yi], teremos

t̂yi = E[TiYi|Vi, θ̂],
= E[TiYi|Yi > c, θ̂],
= E[E(TiYi|Vi)|Yi > c, θ̂],
= E[YiE(Ti|Vi)|Yi > c, θ̂]

(A.4)
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⇒ Portanto, nos modelos STN-CR, SSL-CR e SCN-CR, a esperança condi-
cional é dada por

t̂yi = E[YiE(Ti|Vi)|Yi > c, θ̂] = 1
r

r∑
j=1

[
yij

(
λ[yij − µi] + σWΦ

(
λ(yij − µi)

σ

))]
,

onde WΦ(u) = φ1(u)
Φ(u) , i = 1, . . . , n.

F Para t̂i definido como

t̂i = E[Ti|Vi, θ̂],
= E[Ti|Yi > c, θ̂]
= E[E(Ti|Vi)|Yi > c, θ̂].

(A.5)

⇒ Analogamente ao explicado no item anterior, teremos

t̂i = E[E(Ti|Vi)|Yi > c, θ̂] = 1
r

r∑
j=1

[(
λ[yij − µi] + σWΦ

(
λ(yij − µi)

σ

))]
.

F Para t̂2i, sabendo que Ti|Yi ∼ HN(λ(yi−µi), σ2) I(0,∞) e sendo t̂2i = E[T 2
i |θ =

θ̂, yi], teremos
t̂2i = E[T 2

i |Vi, θ̂],
= E[T 2

i |Yi > c, θ̂],
= E[E(T 2

i |Vi)|Yi > c, θ̂].
(A.6)

⇒ Analogamente ao explicado no item anterior, teremos

t̂2i = E[E(T 2
i |Vi)|Yi > c, θ̂] =

1
r

r∑
j=1

[
λ2[yij − µi]2 + σ2 + σλ[yij − µi]WΦ

(
λ(yij − µi)

σ

)]
.

F Para ŷi definido como

ŷi = E[Yi|Vi, θ̂],
= E[Yi|Yi > c, θ̂].

(A.7)

⇒ No modelo STN-CR, SSL-CR e SCN-CR, temos que

ŷi = E[Yi|Yi > c, θ̂] = 1
r

r∑
j=1

yij.
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F Para ŷ2
i, definido como

ŷ2
i = E[Y 2

i |Vi, θ̂],
= E[Y 2

i |Yi > c, θ̂].
(A.8)

⇒ No modelo STN-CR, SSL-CR e SCN-CR, temos que

ŷ2
i = E[Y 2

i |Yi > c, θ̂] = 1
r

r∑
j=1

y2
ij.
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