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para a obtenção do grau de Doutor em F́ısica.

2017

Juiz de Fora–MG, Brasil



i



Dedicatória
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v

“See, madness, as you know ... is like gravity. All it takes is a little push.”

Mister J



vi

Resumo

Nesta tese, exploram-se diferentes aspectos e aplicações das teorias gravitacionais

com correções quânticas. O texto é dividido em três partes principais. Na primeira parte,

são consideradas as soluções linearizadas em diferentes teorias de gravitação com derivadas

superiores. O potencial Newtoniano é calculado nos modelos locais, super-renormalizáveis

no ńıvel quântico, e mostra-se que a singularidade Newtoniana é cancelada devido a

contribuição dos modos massivos extras. Logo depois, o colapso gravitacional de uma

pequena massa é estudado na gravitação não-local livre de fantasmas, sendo o principal

resultado a ausência da singularidade na solução do campo gravitacional e a possibilidade

da não formação do miniburaco negro como resultado do colapso. Na segunda parte,

algumas questões sobre a inflação induzida pela anomalia conforme são estudadas. É

discutida a possibilidade da transição entre os peŕıodos de inflação estável para instável.

É mostrado que esta transição é automática se as correções quânticas nesse peŕıodo forem

desprezadas. Em seguida, considera-se o efeito de termos que violam as simetrias de CPT e

Lorentz na inflação induzida pela anomalia conforme. É demonstrado que os novos termos

responsáveis por violar essas simetrias não afetam a dinâmica do fator de escala da métrica.

Por fim, na terceira parte as correções quânticas para o modelo dos Galileons e para as

teorias dos campos massivos tensoriais antissimétricos são obtidas. É mostrado que o

propagador da teoria dos Galileons recebe correções quânticas com derivadas superiores

e que o teorema de não-renormalização do modelo dos Galileons permanece, de uma

maneira generalizada, válido na região das baixas energias. Depois, por meio de cálculos

expĺıcitos das correções quânticas semiclássicas não-locais é confirmada a equivalência

quântica entre os modelos dos campos tensoriais antissimétricos massivos com a teoria de

Proca e com o modelo do campo escalar massivo mı́nimo.

Palavras chaves : Gravitação quântica; ação efetiva do vácuo; teoria quântica de campos

no espaço-tempo curvo; potencial Newtoniano modificado; gravitação não-local livre de

fantasmas.
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Abstract

In this thesis, different aspects and applications of gravitational theories with quan-

tum corrections are explored. The text is divided into three main parts. In the first part,

the linearized solutions in different gravity theories with higher derivatives are considered.

The Newtonian potential is calculated in the local models, super-renormalizable at the

quantum level, and it is shown that the Newtonian singularity is cancelled due to the

contributions of the extra massive modes. Then the gravitational collapse of a small mass

is studied in non-local ghost-free gravity, being the main result the absence of singularity

in the gravitational field solution and the possibility of non-mini black hole formation as

the collapse result. In the second part, some issues about anomaly-induced inflation are

studied. It is discussed the possibility of the transition between stable to unstable periods

of inflation. It is shown that this transition is automatic if the quantum corrections in this

period are neglected. In the following, we consider the effect of CPT and Lorentz-violating

terms in the conformal anomaly-induced inflation. It is shown the new terms responsible

to violate these symmetries do not affect the dynamics of the metric scale factor. Finally,

in the third part, the quantum corrections for the Galileon model and for the theory

of the massive antisymmetric tensor fields are obtained. It is shown that the propaga-

tor of Galilean theory receives quantum corrections with higher derivatives and that the

non-renormalization theorem for Galileon models remains, in a generalized way, valid in

the low-energy region. Then, by means of explicit calculations of non-local semiclassical

quantum corrections, the quantum equivalence between the massive antisymmetric tensor

field models with the Proca theory and minimal massive scalar field model is confirmed.

Keywords : Quantum gravity; effective action of vacuum; quantum field theory in curved

space; modified Newtonian potential; non-local ghost-free gravity.



Notações e convenções

• Usaremos durante o texto, a não ser que seja dito o contrário, as unidades naturais de

medida

c = ~ = 1 .

Nesse sistema,

[comprimento] = [tempo] = [massa]−1 = [energia]−1 .

• Os ı́ndices gregos µ, ν, α, β... assumem os valores 0, 1, 2, 3. Já os ı́ndices latinos i, j, l, k...

valem 1, 2, 3.

• Durante a maior parte da tese adotaremos para a assinatura da métrica gµν a seguinte

convenção: (+,−,−,−). Nesse caso, o tensor de Riemann fica definido por

Rα
. βµν = ∂µΓαβν − ∂νΓαβµ + Γαµτ Γτβν − Γαντ Γτβµ .

Excepcionalmente no caṕıtulo 4 usaremos, como é de maior costume na f́ısica dos buracos

negros, a convenção de sinal oposta para a assinatura da métrica. Sendo assim, nesse

caṕıtulo em espećıfico seguiremos as notações do livro texto [149].

• O intervalo entre dois eventos infinitesimalmente próximos no espaço-tempo é dado por

ds2 = gµν dx
µ dxν .

Devido à relação acima, cometeremos durante o texto o abuso de linguagem e chamare-

mos expressões como esta simplesmente de “métrica”. O determinante da métrica será

representado por g ≡ det (gµν) e para a métrica de Minkowski temos a notação ηµν .

viii
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• A derivada covariante ∇µ de um tensor de ordem (m,n) T µ1µ2···µm ν1ν2···νn é definida

pela relação

∇αT
µ1µ2···

ν1ν2··· = ∂αT
µ1µ2···

ν1ν2··· + Γµ1λα T
λµ2···µm

ν1ν2···νn + Γµ2λα T
µ1λ···µm

ν1ν2···νn + · · ·

− Γλν1α T
µ1µ2···µm

λν2···νn − Γλν2α T
µ1µ2···µm

ν1λ···νn − · · · .

Essa derivada covariante satisfaz a condição de metricidade ∇αgµν = 0 e também é livre

de torção Γλµν = Γλνµ . Então, nesse caso a conexão afim é idêntica ao śımbolo de Christoffel

Γλµν =

{
λ

µν

}
=

1

2
gλτ (∂µgντ + ∂νgµτ − ∂τgµν) .

• Para o operador de d’Alembert usaremos a notação

� = gµν∇µ∇ν .

• O “quadrado”de um tensor será expressado como A2
µ = gµνAµAν , com generalização

direta para os casos com mais ı́ndices. Também será útil a notação (∇σ)2 = gµν∇µσ∇νσ ,

onde σ é um escalar.

• Definimos o tensor de Ricci como sendo Rµν = Rα
. µαν = gαβRαµβν . Já o escalar de Ricci,

ou simplesmente curvatura escalar, fica dado por R = gµνRµν . Outra quantidade impor-

tante constrúıda a partir do tensor de Riemann é o tensor de Weyl Cµναβ , cujo quadrado

C2 = CµναβC
µναβ é expressado, no espaço-tempo quadridimensional, pela fórmula

C2 = R2
µναβ − 2R2

αβ +
1

3
R2 .

O termo topológico de Gauss-Bonnet (densidade de Euler) será designado pela letra E e

tem como valor

E = R2
µναβ − 4R2

αβ +R2 .

Cometeremos no decorrer do texto mais um abuso de linguagem e chamaremos exclu-

sivamente todas as essas quantidades constrúıdas a parir do tensor de curvatura como

“curvaturas”.

• As figuras utilizadas nessa tese foram originalmente publicadas nas referências [80, 93,

161,163,200]. Todos os créditos são devidos aos respectivos autores.

• As referências dessa tese serão dispostas na ordem alfabética. Na opinião do autor isso

facilita a organização e a compreensão de textos extensos.
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2 Elementos de teoria quântica de campos no espaço-tempo curvo 32

2.1 Ação do vácuo: a real necessidade das derivadas superiores . . . . . . . . . 33

xi



xii
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Introdução

O pensamento comum entre os cientistas no final do século XIX era que a F́ısica

estava completa [160]. De um lado, a mecânica Newtoniana descrevia o movimento de

um conjunto de pontos materiais massivos. Dado as forças que agem sobre um sistema,

o seu movimento é completamente determinado pela equação diferencial de Newton,

F = ma , (1)

desde que se conheçam os valores iniciais da posição e da velocidade de cada part́ıcula

[145, 216]. Por outro lado, as forças que aparecem no lado esquerdo da segunda lei de

Newton eram determinadas por outras teorias, como a gravitação ou eletromagnetismo.

Desse modo, juntamente com a Termodinâmica, os diferentes ramos da F́ısica pareciam

formar um sistema consistente para a descrição de todos os fenômenos observáveis da

natureza. Entretanto, através de um melhor entendimento dos trabalhos de Maxwell sobre

a teoria eletromagnética, algumas incoerências na f́ısica clássica foram notadas [121].

Na Mecânica Clássica todos os referencias inerciais são equivalentes. Esse fato é ex-

presso matematicamente pela invariância do lado direito da equação (1) perante as trans-

formações de Galileu, que relacionam referências inerciais distintos. Porém, as equações

de Maxwell, responsáveis pelo lado esquerdo da mesma equação, não possuem essa in-

variância. Isso pode ser observado, por exemplo, em uma das previsões mais importantes

realizadas por Maxwell: a existência das ondas eletromagnéticas [146]. Na teoria eletro-

magnética, as interações entre corpos carregados são transmitidas na forma de uma onda,

com uma velocidade de propagação constante igual à velocidade da luz c . Ora, se as leis

da F́ısica são as mesmas em qualquer referencial inercial, a velocidade de propagação des-

sas ondas deveria ser independente da escolha do referencial, o que está em desacordo com

as transformações de Galileu, visto que elas alteram velocidades. Ademais, a velocidade

2
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finita da propagação dessa interação, representa um aspecto totalmente novo, contrário

às caracteŕısticas básicas da Mecânica Clássica, na qual a informação se propagava ins-

tantaneamente [136].

A fim de solucionar esses problemas, Einstein reformulou no ano de 1905 a mecânica

Newtoniana em uma nova teoria, conhecida atualmente como Relatividade Especial,

usando como ponto de partida a invariância da velocidade da luz no vácuo [140]. Essa

teoria foi responsável por um grande impacto na sociedade, uma vez que noções básicas

do pensamento humano como espaço e tempo se tornaram apenas conceitos relativos,

dependendo do ponto de vista do observador. Somente uma particular combinação dessas

grandezas é preservada: o espaço-tempo é absoluto.

Quase na mesma época da formulação da Relatividade Especial, alguns experimentos

que não podiam ser explicados através da F́ısica clássica, levaram aos primeiros passos

do desenvolvimento de outra teoria, que também seria responsável por uma revolução nos

campos cient́ıficos e filosóficos. Com o passar do tempo, a agora chamada de Mecânica

Quântica, se mostrou cada vez mais uma teoria adequada para a descrição dos fenômenos

f́ısicos nas pequenas escalas de comprimento, próximas ou abaixo da ordem de grandeza

do tamanho do átomo [194]. Sua interpretação probabiĺıstica, bem como a incerteza na

determinação simultânea dos valores de certas grandezas f́ısicas, representaram novamente

outra quebra de paradigma com o pensamento comum da F́ısica clássica, que era em sua

essência determińıstico.

A união da teoria da Relatividade Especial com a Mecânica Quântica ocorreu devido

à necessidade de quantizar o campo eletromagnético, para uma melhor compreensão dos

fenômenos provenientes da interação eletromagnética entre elétrons. No final da década de

1920 Dirac formulou sua famosa equação [75], que foi originalmente interpretada como a

equação de uma única part́ıcula análoga à equação de Schrödinger, que satisfazia tanto os

requisitos da Relatividade Especial como as regras da Mecânica Quântica. A equação de

Dirac previu a partir de primeiros prinćıpios o valor de spin 1/2 do elétron e foi responsável

por uma descrição adequada do seu momento magnético, bem como ofereceu uma previsão

mais precisa do espectro do átomo de hidrogênio (veja, por exemplo, [193]). Algumas

propriedades indesejáveis da equação de Dirac, como as soluções com estados de energia

negativa, levaram a sua posterior reinterpretação como uma equação de campo verdadeira,

descrevendo uma teoria de várias part́ıculas, em que o número total de part́ıculas não era
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mais fixo [33, 34]. Isso permitiu, por exemplo, modelar importantes processos f́ısicos

como a emissão de um fóton devido à transição eletrônica para um estado quântico de

energia mais baixa, um processo no qual o número total de part́ıculas muda. O campo de

Dirac quantizado também foi responsável por apontar que as antigas soluções com energia

negativa eram, na verdade, devidas à existência de um novo tipo de part́ıcula: o pósitron,

a antipart́ıcula do elétron.

Apesar de seus primeiros sucessos, a eletrodinâmica quântica passou por sérias difi-

culdades teóricas. Grandezas f́ısicas importantes, como a autoenergia do elétron, recebiam

contribuições quânticas que eram divergentes. Entre o final da década de 1940 e ińıcio

da década de 1950 o problema dos infinitos foi solucionado através do processo de renor-

malização, devido aos esforços de vários cientistas como Tomonaga, Schwinger, Feynman,

Dylson, entre outros [60]. A solução foi perceber que os parâmetros que aparecem inicial-

mente na ação da teoria sem interação, como a massa e a carga elétrica, não correspondiam

na verdade às constantes f́ısicas medidas nos experimentos da teoria com interação. O

que realmente pode ser medido em laboratório são os valores renormalizados de massa e

carga elétrica, que dependem da escala de energia em questão e levam em consideração

contribuições dos efeitos quânticos como, por exemplo, a polarização do vácuo.

A generalização dos conceitos usados na eletrodinâmica quântica, como a criação e

aniquilação de part́ıculas e a renormalização, quando aplicados a outras teorias de campos

levou ao desenvolvimento da teoria quântica de campos (veja, por exemplo, [119,184,191]).

Essa teoria fornece o formalismo base por trás do Modelo Padrão da F́ısica de part́ıculas,

a atual teoria responsável por descrever as part́ıculas elementares constituintes da matéria

e as suas interações [103, 197]. O Modelo Padrão tem demonstrado um cont́ınuo sucesso

nas suas previsões teóricas, sendo conhecido como uma das teorias mais precisas de toda

a F́ısica. Recentemente, no ano de 2013, a última de suas part́ıculas que carecia de

confirmação experimental, o bóson de Higgs, foi encontrada pelos pesquisadores do CERN

no acelerador de part́ıculas LHC (large hadron collider) [14, 56]. Contudo, embora o

Modelo Padrão tenha conseguido enormes triunfos, ele ainda está longe de ser uma teoria

completa das interações fundamentais, pois essa teoria descreve somente três das quatro

forças fundamentais da natureza: as forças nuclear forte, nuclear fraca e a eletromagnética.

Ele não incorpora a interação gravitacional. Ademais, as últimas observações nas escalas

astrof́ısica e cosmológica [187], têm demonstrado que a matéria bariônica descrita pelo
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Modelo Padrão corresponde apenas a um total de 4,9% do conteúdo do universo. Para que

o modelo cosmológico padrão atual esteja em concordância com as observações, também

é necessário introduzir um setor escuro escondido, constitúıdo de 26,8% de matéria escura

e 68,3% de energia escura, que o Modelo Padrão da f́ısica de part́ıculas não leva em

consideração.

A gravidade é certamente a interação mais antiga conhecida pela humanidade. Os

seus efeitos no movimento dos corpos celestes têm fascinado a espécie humana desde

muito antes da antiguidade. Vários dos povos antigos associavam aos astros, mitos e deu-

ses, sendo os filósofos da Grécia antiga os primeiros que tentaram explicar os movimentos

dos corpos celestes sem recorrer à religião [175]. No entanto, a descrição matemática da

gravidade veio apenas muito mais tarde, no ano de 1687, na famosa obra Principia de Sir

Isaac Newton [159]. A lei de força do inverso do quadrado da distância Newtoniana forne-

ceu uma maneira simples e elegante de explicar como manifestação do mesmo fenômeno

tanto as leis emṕıricas da queda livre dos corpos estudadas por Galileu, como as leis de

Kepler do movimento dos planetas.

Entre os anos de 1907 e 1915 Albert Einstein trabalhou na tentativa de conciliar as

idéias da sua recém criada teoria da Relatividade com a gravidade. A lei da gravitação

universal de Newton não era compat́ıvel com conceito da causalidade, já que a força

gravitacional era representada por uma interação instantânea à distância: se a posição

de uma massa muda, as forças gravitacionais entre ela e quaisquer outras massas mudam

instantaneamente, por mais longe que elas estejam. Os esforços de Einstein culminaram na

teoria da Relatividade Geral, a teoria que atualmente melhor descreve ao mesmo tempo

os fenômenos gravitacionais e relativ́ısticos [136, 149, 226, 227]. Nessa teoria, o campo

gravitacional não é um campo qualquer como os outros, mas sim uma caracteŕıstica

geométrica fundamental do espaço-tempo. A geometria do espaço-tempo na presença do

campo gravitacional é curva, sendo descrita por uma variedade pseudo-Riemanniana, em

que as componentes do tensor métrico sobre essa variedade são responsáveis por descrever

o campo gravitacional. De um lado, a dinâmica da métrica é determinada pelas equações

de campo de Einstein, que relacionam quantidades geométricas do espaço-tempo com a

densidade de momento e energia da matéria, enquanto pelo outro o movimento da matéria

segue as geodésicas do espaço-tempo, determinadas pela métrica. Essa relação existente

entre a geometria e a matéria foi excepcionalmente bem analisada por Jonh Wheeler na
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sua famosa citação [149] “a matéria diz ao espaço como se curvar e o espaço diz à matéria

como se mover.”

A teoria gravitacional de Einstein descreve vários efeitos que não são explicadas

pela lei da gravidade de Newton. Como exemplo, podemos citar a precessão anômala no

periélio da órbita do planeta Mercúrio e o fenômeno das lentes gravitacionais. O desvio da

luz devido à atração da força gravitacional exercida pelo Sol foi um dos primeiros testes da

teoria da Relatividade Geral, cuja comprovação observacional veio a partir de um eclipse

solar total ocorrido em 29 de maio de 1919. Algumas fotografias decisivas na comprovação

desse fenômeno foram realizadas no Brasil na cidade de Sobral no Ceará. Recentemente,

outra predição dessa teoria, as ondas gravitacionais, foram diretamente detectadas pelo

grupo de pesquisadores do projeto LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Ob-

servatory) [1] na data de 11 de fevereiro de 2016, depois de mais de 100 anos de sua

criação.

As duas soluções mais importantes das equações de Einstein são a solução esferica-

mente simétrica e a métrica homogênea e isotrópica. A primeira tem grande aplicação

na descrição dos campos gravitacionais de objetos astrof́ısicos, como planetas e estrelas.

Ela também implicou na existência dos buracos negros, corpos com o campo gravitacional

tão intenso, que a partir de certa região do espaço nada, nem mesmo a luz, pode escapar

da sua forte atração gravitacional [89, 92]. Já a métrica homogênea e isotrópica é utili-

zada na Cosmologia para descrever com bastante êxito, em aproximação de ordem zero,

a dinâmica do universo em expansão [154]. Apesar do grande sucesso dessas soluções na

descrição dos fenômenos gravitacionais, ambas têm um grande problema conceitual em

comum: de acordo com os teoremas gerais de Penrose e Hawking [112, 114, 183], essas

soluções sempre apresentam singularidades, pontos do espaço-tempo em que a curvatura

e a densidade de energia são estritamente infinitas, de uma maneira independente da es-

colha de coordenadas. A resolução mais natural do problema das singularidades é admitir

que a Relatividade Geral, assim como outras teorias da F́ısica, não é válida em todas as

escalas. Em particular, espera-se que perto das singularidades, onde a curvatura torna-se

muito grande, as equações dinâmicas de Einstein devam ser modificadas. Uma provável

origem desse desvio da Relatividade Geral são os efeitos quânticos do campo gravitacional.

Os avanços da teoria quântica de campos, principalmente das técnicas de quan-

tização das teorias de calibre como, por exemplo, o desenvolvimento do método de
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Faddeev-Popov [83] e da regularização dimensional [39, 117, 138], tornaram posśıvel as

tentativas de se quantizar o campo gravitacional. No entanto, apesar de muitos esforços

nessa área, ainda hoje não existe nenhuma teoria satisfatória da gravitação quântica.

Uma das razões que dificultam a quantização da gravitação é devida à dimensionalidade

da constante gravitacional de Newton G, responsável pela constante de acoplamento com

dimensão de [massa]−1 na teoria da Relatividade Geral. Como resultado, do ponto de

vista da contagem de potências de momento essa teoria é, pelo menos na abordagem

perturbativa padrão, não-renormalizável.

Os primeiros cálculos diretos que confirmaram esse resultado foram realizados em

1974 por ’t Hooft e Veltman na referência [116], na qual eles mostraram que apesar das

divergências de 1-loop se anularem na teoria de Einstein sem matéria no ńıvel on-shell, o

mesmo não ocorre quando é levada em consideração a interação com o campo escalar. Logo

depois, Deser e van Nieuwenhuizen mostraram que uma situação análoga acontece quando

o campo gravitacional interage com o campo eletromagnético [71], ou com férmions [72].

A referência [101] reforçou ainda mais esse fato, no momento em que mostrou que mesmo

na ausência de outros campos, a Relatividade Geral perde sua finitude quando são levadas

em consideração as correções de 2-loops.

Uma das possibilidades para evitar os problemas da renormalização na gravitação

quântica é modificar a ação clássica da Relatividade Geral. No trabalho [214], Stelle

mostrou que através da adição de um conjunto completo de termos covariantes com quatro

derivadas da métrica à ação de Einstein-Hilbert, é posśıvel construir uma teoria quântica

da gravitação renormalizável. Contudo, também foi mostrado na mesma referência que a

adição desses novos termos faz com que o propagador da nova teoria tenha no seu setor

de spin-2 um pólo não-f́ısico, correspondendo a um grau de liberdade extra com energia

cinética negativa. Esses estados não-f́ısicos ficaram conhecidos na literatura por fantasmas

massivos [214]. Algum tempo depois, em 1997, Asorey, Lopez e Shapiro estudaram uma

modificação mais abrangente da Relatividade Geral, considerando na ação gravitacional

todos os posśıveis termos covariantes e locais com derivadas superiores da métrica [12].

O resultado mostrou que a teoria que contém seis ou mais derivadas da métrica na ação

gravitacional, se torna do tipo super-renormalizável, entretanto, a mesma ganha novos

fantasmas massivos em seu espectro de part́ıculas, presentes agora em ambos os setores

de spin-2 e spin-0 do propagador.
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Em 1963, Veltman estudou o que pode acontecer no espalhamento quântico entre

uma part́ıcula muito massiva de energia cinética negativa e uma part́ıcula muito mais

leve de energia cinética positiva [223]. Em resumo, o resultado final é que nesse processo,

a part́ıcula de energia cinética negativa se acelera cada vez mais, adquirindo uma maior

quantidade de energia negativa, ao mesmo tempo em que a part́ıcula de energia cinética

positiva ganha o equivalente em energia positiva. Na teoria gravitacional isso pode levar

a uma emissão intensiva de grávitons muito energéticos, que geram instabilidades cres-

centes que são destrutivas para as soluções clássicas. Essas instabilidades são t́ıpicas das

teorias com derivadas superiores e foram estudadas muito mais cedo, no ano de 1850,

pelo matemático ucraniano Ostrogradsky [170]. As tentativas de remoção desses fantas-

mas do espectro f́ısico de part́ıculas da teoria levaram, no ńıvel quântico, à violação da

sua unitariedade [214]. Dessa forma, os esforços na construção de uma teoria quântica da

gravitação têm falhado até os dias atuais na missão de encontrar uma teoria que seja ao

mesmo tempo renormalizável e unitária.

Uma outra possibilidade é considerar uma teoria semiclássica da gravitação. Nessa

abordagem, o campo gravitacional é tratado como um campo clássico externo e o principal

objetivo é entender quais são os efeitos sobre o campo gravitacional, devido à presença da

matéria quântica no espaço-tempo curvo. Um dos aspectos mais importantes da teoria

quântica de campos é a complicada estrutura do seu vácuo, que implica em fenômenos

novos como a polarização do vácuo e a possibilidade da criação de part́ıculas. Esses

fenômenos e, no geral, os efeitos relativos aos loops virtuais dos campos de matéria,

afetam a gravitação gerando correções quânticas para a ação gravitacional que podem, em

prinćıpio, solucionar os problemas fundamentais da gravitação clássica, como a presença

de singularidades em suas soluções.

A teoria quântica dos campos de matéria no espaço-tempo curvo tem alcançado

vários resultados teóricos sólidos com importantes aplicações. Como ilustração, podemos

citar na f́ısica dos buracos negros o efeito da criação de part́ıculas perto do horizonte de

eventos de um buraco negro [109]. Esse fenômeno faz com que buracos negros emitam

um espectro térmico de corpo negro conhecido como radiação Hawking, responsável pela

consequente redução de sua massa e energia1. Já na Cosmologia, a teoria semiclássica da

gravitação pode ser usada, por exemplo, para explicar as pequenas anisotropias presen-

1Por esse motivo esse fenômeno também é conhecido como “evaporação dos buracos negros.”
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tes no espectro de potência da radiação cósmica de fundo, como advindas de flutuações

quânticas presentes no ińıcio do universo [154].

As propriedades de renormalização dos campos de matéria no espaço-tempo curvo

também são atualmente bem compreendidas (para uma introdução detalhada ao tema,

consulte os livros [28, 42, 102, 173] e o artigo de revisão [200]). O resultado geral é que

a renormalizabilidade da teoria dos campos de matéria no espaço-tempo curvo também

requer a introdução de derivadas superiores na ação do vácuo2. As teorias que eram re-

normalizáveis no espaço-tempo plano, deixam de ser renormalizáveis no fundo geral caso

isso não seja feito. Nesse caso, a introdução de derivadas superiores não gera problemas

relacionados com a unitariedade da matriz S gravitacional, pois a métrica não é quanti-

zada. Em vez disso, devemos aqui nos preocupar com a estabilidade das soluções clássicas

perante perturbações gravitacionais. Recentemente, foi mostrado que, pelo menos nos ca-

sos espećıficos dos fundos cosmológicos, os fantasmas massivos não aparecem como uma

excitação f́ısica real, não produzindo assim instabilidades, desde que a frequência da per-

turbação inicial não seja da ordem da escala de Planck [80, 192]. Sendo assim, existem

fortes indicações que a abordagem semiclássica pode ser vista como uma teoria efetiva

satisfatória abaixo da escala de Planck. Outro fenômeno com um bom entendimento

na teoria semiclássica da gravitação é a anomalia conforme, também conhecida como

anomalia no traço do tensor momento energia (para uma revisão nesse assunto, veja o

artigo [201] e as suas referências), que nada mais é do que a violação quântica da sime-

tria conforme local imposta no ńıvel clássico. Essa violação está por trás das aplicações

mais importantes da teoria quântica de campos no espaço-tempo curvo, como a radiação

Hawking [17,55] e o modelo Starobinsky da inflação [211]. Nos caṕıtulos 1 e 2 dessa tese,

iremos retomar o assunto dos efeitos quânticos do campo gravitacional, revisando com

maiores detalhes técnicos e profundidade alguns dos conceitos que serão importantes para

o desenvolvimento do texto.

Como mencionado anteriormente, as singularidades presentes nas soluções mais re-

levantes da Relatividade Geral indicam os limites de aplicação dessa teoria. Por essa

razão, elas representam uma motivação importante para estudar efeitos quânticos relacio-

nados ao campo gravitacional, que podem ser responsáveis por fazer a teoria ser livre de

2O palavra “vácuo” é um jargão comumente usado na teoria semiclássica para separar os termos que

são puramente gravitacionais dos termos referentes aos campos de matéria.
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singularidades. Na Cosmologia, por exemplo, sabemos que isso realmente acontece, uma

vez que dentro da versão completa não-local, baseada nos efeitos quânticos, do modelo

de Starobinsky não existe a singularidade inicial [7, 84, 211]. A investigação do mesmo

problema no caso dos buracos negros é muito mais dif́ıcil (veja, por exemplo, [90, 91]) e

até o presente momento não existe nenhuma conclusão definitiva sobre esse assunto. Por

outro lado, uma singularidade muito similar à presente na solução de buraco negro, já

pode ser encontrada na gravitação Newtoniana, no caso de uma única part́ıcula pontual.

No trabalho recente [29], o problema da singularidade Newtoniana foi abordado em

uma teoria da gravitação não-local. O mesmo modelo não-local considerado nessa re-

ferência foi sugerido anteriormente por Tomboulis [218] como uma versão de gravitação

quântica super-renormalizável livre de fantasmas. A idéia principal nessa teoria é conside-

rar na ação clássica da gravitação, correções não-locais nas derivadas da métrica. Suponha

que na versão linearizada dessa teoria que o operador de d’Alembert � seja modificado

e assuma a seguinte forma a(�)�, onde a(z) é uma função inteira de uma variável com-

plexa z. Dessa maneira, o propagador modificado da teoria que descreve a propagação

do gráviton não apresenta nenhum pólo adicional e, consequentemente, nenhum grau de

liberdade novo é introduzido na teoria, seja ele um fantasma massivo ou não. Para, pelo

menos, a versão mais simples da teoria, com a não-localidade expressa na forma de uma

exponencial do operador de d’Alembert exp(−�/µ2) , onde µ é um parâmetro novo com

dimensão de massa, a teoria Newtoniana é realmente livre da singularidade.

Esse resultado é bastante notável. Pode-se pensar que isso indica que os fatores

de forma não-locais com comportamento forte no ultravioleta na forma exponencial são

especiais e necessários para o cancelamento da singularidade Newtoniana. Se isso for

verdade, significa que existe alguma razão f́ısica fundamental para que esse tipo de não-

localidade esteja presente na ação gravitacional. Notemos que, os fatores de forma usados

na referência [218] por Tomboulis para evitar os fantasmas no espectro da teoria são

bastante diferentes das correções semiclássicas de 1-loop para a ação da gravidade que

produzem fatores de forma que possuem, tipicamente, um comportamento assintótico

logaŕıtmico no ultravioleta extremo [98]. No caṕıtulo 3 vamos mostrar que as soluções

Newtonianas livres de singularidades são posśıveis não apenas na teoria não-local na forma

exponencial, mas também para o conjunto de modelos locais de gravitação modificada,

propostos na referência [12], que são super-renormalizáveis no ńıvel quântico.
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Dada uma nova teoria da gravitação modificada, é instrutivo estudar, primeiramente,

os efeitos causados por essa mudança na sua versão linearizada. Sendo assim, no caṕıtulo

4 consideramos outros aspectos importantes das soluções linearizadas da gravitação não-

local livre de fantasmas. Vamos mostrar que o potencial Newtoniano de uma massa pun-

tiforme, anteriormente obtido pelo método de Fourier nas referências [29, 210, 220], pode

ser generalizado para o espaço-tempo D-dimensional de uma maneira direta por meio do

uso das técnicas do heat kernel. Também demonstramos que para D ≥ 4 o potencial

gravitacional se mantém livre de singularidades. Logo depois, vamos obter o campo gra-

vitacional de uma part́ıcula ultrarrelativistica no espaço-tempo D-dimensional. Para isso,

realizamos uma mudança de referencial na solução para a massa puntiforme estática e con-

sideramos o limite v → c juntamente com o limite de Penrose. Em seguida, estudamos

o problema do colapso gravitacional de uma pequena massa M na gravitação não-local

livre de fantasmas. Mostramos como a solução do colapso de uma casca esférica nula fina

pode ser obtida como uma superposição de uma distribuição esférica de part́ıculas ultrar-

relativisticas. Esse método pode ser usado em um espaço-tempo de dimensão arbitrária,

contudo, na presente tese consideramos apenas o caso especial do espaço-tempo quadridi-

mensional. Em particular, demonstramos que o invariante de curvatura de Kretschmann

ainda se mantém divergente na origem r = 0, entretanto, a singularidade é suavizada.

Finalizamos esse caṕıtulo estudando o colapso de uma casca esférica nula espessa. Ob-

temos o seu campo gravitacional por meio de uma superposição de cascas esféricas finas.

Demonstramos que o campo gravitacional na teoria não-local livre de fantasmas, para

esse modelo de fonte, é regular em todo o espaço-tempo.

Um outro problema relacionado importante, que também será considerado nesse

caṕıtulo, é a possibilidade da formação de um miniburaco negro como resultado do co-

lapso gravitacional dessa pequena distribuição de massa M . Para estudar esse problema,

podemos considerá-lo inicialmente dentro da versão linearizada da teoria. Se a correspon-

dente solução for regular em todo o espaço-tempo e se sua curvatura for uniformemente

pequena, podemos então negligenciar as correções não-lineares de ordem superior. Es-

peramos que no caso da gravitação não-local livre de fantasmas devido à presença do

parâmetro massivo extra µ, responsável por introduzir um cut-off ultravioleta nessa teo-

ria, que para uma distribuição de massa M suficientemente pequena o miniburaco negro

não seja formado. Em outras palavras, podemos presumir que nesse tipo de teoria exista
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um gap de massa para a formação do buraco negro. Há algum tempo atrás, foi demons-

trado no artigo [91] que a teoria gravitacional com correções quadráticas na curvatura

possui essa propriedade. Vamos mostrar que o mesmo acontece na gravitação não-local li-

vre de fantasmas dependendo do valor do parâmetro massivo extra µ , quando comparado

com o valor M da massa em colapso.

A Cosmologia é uma área da F́ısica atualmente promissora, caracterizada por um

aumento cada vez mais rápido na precisão dos dados observacionais obtidos [154]. Em

particular, o universo primordial pode ser considerado como um laboratório para o estudo

de fenômenos f́ısicos em uma faixa de energia que não pode ser atualmente atingida nos

aceleradores de part́ıculas na Terra. Dessa maneira, o universo primordial representa um

importante exemplo de área de aplicação para a abordagem semiclássica da gravitação.

Por causa das altas energias t́ıpicas dessa época, os efeitos quânticos predominantes no

universo jovem são devido aos campos livres de matéria. No caso dos campos conformal-

mente invariantes, a anomalia conforme quando aplicada ao fundo cosmológico homogêneo

e isotrópico levou, nas pesquisas de Starobinsky em 1980, ao primeiro modelo inflacionário

conhecido [211] (para maiores detalhes das propriedades do modelo inflacionário de Sta-

robinsky veja as referências [7,113,148,215,224], e para uma introdução geral nas teorias

inflacionárias veja o famoso artigo de Alan Guth [105] e o livro-texto [154]).

A inflação causada pela anomalia conforme pode ser do tipo estável ou instável,

dependendo do sinal do coeficiente do termo local R2 presente na ação efetiva do vácuo

[157,211]. Se esse termo não for introduzido no ńıvel clássico, a condição de estabilidade

depende do número de part́ıculas de diferentes spins presentes na teoria quântica dos

campos de matéria fundamental. Em particular, para o conteúdo de part́ıculas t́ıpico das

teorias supersimétricas, a inflação é estável e, para o Modelo Padrão da f́ısica de part́ıculas,

ela é instável [203]. É posśıvel que devido à supersimetria exista uma inflação que comece

estável, iniciando independente do conjunto de dados iniciais escolhidos, e que depois de

algum tempo por causa da quebra da supersimetria se torne instável. A razão pela qual

a supersimetria possa desaparecer está relacionada com as grandes massas das part́ıculas

supersimétricas, o que faz com que essas desacoplem antes da gravidade de acordo com o

teorema de Appelquist e Carazzone [10] (para a versão gravitacional desse teorema, veja

a referência [98]). Entretanto, para que isso possa ocorrer, a escala de energia da inflação

estável deve decrescer. Isso pode acontecer, devido aos efeitos quânticos fracos das massas
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dos campos que são responsáveis por uma forma temperada da inflação estável, com um

valor decrescente do parâmetro de Hubble [205].

Uma questão interessante é o que acontece com o universo depois que ele deixa

o estágio inflacionário estável e entra na fase de inflação instável. Para a escolha dos

parâmetros que corresponde ao fim da inflação estável existem diferentes tipos de soluções

[211]. A solução desejável é aquela que o universo se aproxima assintoticamente do com-

portamento de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker. Nesse caso, a parte não-local da

ação induzida pela anomalia conforme se torna rapidamente irrelevante e a evolução do

universo é devida, essencialmente, ao termo local R2. Além disso, a fim de controlar

as perturbações cósmicas após a inflação, o coeficiente desse termo deve ter um valor

muito grande, da ordem de 5 × 108 (o cálculo das perturbações cósmicas inomogêneas

nesse modelo pode ser encontrado nas referências [156, 212]). Esse modelo inflacionário

instável é corroborado por todas as observações conhecidas, incluindo os dados da sonda

Planck [187]. Ao mesmo tempo, existem outras soluções da teoria com correções quânticas

em razão da anomalia, que podem ser chamadas de hiper-inflação [81]. Nesse caso a ex-

pansão do universo é ainda mais violenta do que a fase inflacionária exponencial e não

existe nenhuma interpretação f́ısica desse tipo de solução.

No caṕıtulo 5 vamos estudar qual dos dois posśıveis cenários de evolução pós-estável

acontece. Vamos assumir que a fase instável começa exatamente no ponto onde a fase

estável termina. Uma outra questão importante que também vamos abordar nesse caṕıtulo

é porque o coeficiente do termo R2 é tão grande na fase instável. Vamos propor dois

mecanismos quânticos que podem fazer com que esse coeficiente assuma o valor necessário

no peŕıodo de transição entre as fases de inflação instável para estável. Mostramos que esse

efeito pode ocorrer por causa de um posśıvel acoplamento forte entre os campos quânticos,

que pode resultar em um valor grande do parâmetro ξ de interação não-mı́nima entre o

campo escalar com a gravitação.

Nas últimas décadas tem ocorrido um aumento no interesse dos aspectos teóricos

e experimentais de teorias em que a simetria de Lorentz e/ou a simetria de inversão de

carga paridade tempo (CPT) são violadas por termos especiais presentes na ação dos

campos quânticos [134]. Segundo as pesquisas teóricas existentes [131,133], em razão dos

efeitos quânticos na escala de Planck, é posśıvel que o vácuo não seja realmente invari-

ante de Lorentz e que em alguma parte do universo possam existir campos que definam
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uma direção preferencial no espaço-tempo. Outros efeitos similares podem também ser

responsáveis pelas violações da simetria CPT. O tratamento convencional nessa área é

considerar teoricamente a forma mais geral posśıvel para essas violações e depois pro-

curar as suas consequências fenomenológicas. Atualmente, existe uma boa perspectiva

de que algum dia seja descoberta essa violação [132] e de que o aperfeiçoamento dos li-

mites superiores sobre esses novos termos consiga gerar benef́ıcios devido a uma melhor

compreensão dos limites da F́ısica atual.

Muitos testes experimentais das teorias com quebra das simetrias de Lorentz e/ou

CPT têm sido propostos em diferentes áreas da F́ısica como, por exemplo, na f́ısica

atômica [35, 38], na f́ısica do estado sólido [36] e na f́ısica de altas energias [37, 128].

Entretanto, um dos aspectos ainda mal explorados dessas teorias são os fenômenos no

universo primordial na Cosmologia3, especialmente na inflação e na radiação cósmica de

fundo em micro-ondas. Alguma dessas violações de simetria no universo primordial po-

dem, por exemplo, resultar na anisotropia presente na radiação cósmica de fundo, que

foi observada pelo experimento Planck [186]. Desse modo, seria interessante considerar a

possibilidade da violação dessas simetrias no universo primordial, pois o papel desses ter-

mos pode ter sido bastante diferente nessa época quando comparado com os dias atuais,

visto que pode ter acontecido desde aquele tempo, algum processo f́ısico de restauração

das simetrias do espaço-tempo. Sendo assim, o universo primordial também pode ser visto

como palco de especial interesse, no que diz respeito às teorias com violação das simetrias

de Lorentz e/ou CPT.

Uma questão relevante é como definir os posśıveis termos gravitacionais que violam

essas simetrias, pois existem várias maneiras distintas de se introduzir esses termos no

setor de vácuo da teoria. Por exemplo, a ação geral do vácuo da gravidade com torção,

que contém uma pequena parte das posśıveis estruturas que violam a simetria de Lorentz

e/ou CPT, possui 168 termos [54]. Essa grande ambiguidade torna muito dif́ıcil de esperar

qualquer avanço real nesta área. Entretanto, podemos supor que a forma das correções

de vácuo deva ser derivada dos efeitos quânticos dos campos de matéria. Assim, podemos

restringir o número de posśıveis termos gravitacionais, introduzindo apenas aqueles termos

que possam emergir como divergências das teorias dos campos de matéria que tenham a

extensão da violação das simetrias de Lorentz e/ou CPT. Nessa situação, as contribuições

3Exceto o bem conhecido trabalho na Bariogênese [25].
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mais relevantes são devidas aos fótons, uma vez que todas as outras part́ıculas são massivas

e desacoplam da gravidade muito cedo para produzir algum efeito significativo. Logo, a

contribuição quântica de vácuo dos fótons é um ponto de partida natural para a formulação

dos posśıveis termos que violam essas simetrias no setor gravitacional.

O principal objetivo do caṕıtulo 6 dessa tese é o cálculo da contribuição de vácuo dos

fótons na eletrodinâmica com quebra da simetria de Lorentz. Como, mesmo na presença

dos termos de quebra de simetria, essa teoria possui simetria conforme, o cálculo das

divergências de 1-loop abre o caminho para o estudo da anomalia conforme e, consequen-

temente, para que possamos calcular a ação efetiva da gravidade induzida pela anomalia

conforme. Desse jeito, vamos estender a fórmula da ação efetiva induzida pela anomalia

para o caso onde estão presentes os novos parâmetros do fóton que violam a simetria de

Lorentz. Em seguida, como um importante exemplo de aplicação, vamos considerar o

efeito dos novos termos na inflação causada pela anomalia conforme.

Outro tipo de teoria que tem atráıdo muita atenção atualmente é a teoria dos Galile-

ons (veja, por exemplo, [66,67,166] e as referências contidas nesses trabalhos). Em resumo,

os Galileons são teorias de campo escalar que satisfazem uma generalização da simetria

Galileana da mecânica clássica e que possuem, na sua ação, o termo cinético padrão com

duas derivadas e termos de interação com muito mais derivadas. Contudo, apesar dessa

teoria conter derivadas superiores, por causa de sua simetria, as suas equações de campo

são de segunda ordem. Como resultado, o seu propagador no ńıvel de árvore é livre de

fantasmas massivos. Por esse motivo, é interessante fazer uma comparação entre o modelo

dos Galileons e a gravitação quântica com derivadas superiores [12,214]. O ponto comum

entre essas duas teorias é a presença de termos com derivadas superiores.

Uma motivação extra para se considerar os Galileons são devidas as proprieda-

des não convencionais de renormalização que são admitidas para essa teoria [144, 165],

principalmente quando a mesma é tratada na abordagem efetiva da teoria quântica de

campos [49,115,219]. As posśıveis divergências no modelo dos Galileons têm muito mais

derivadas do que os termos presentes na ação clássica, resultando assim em uma teoria

não-renormalizável. Entretanto, como todas as divergências logaŕıtmicas têm muito mais

derivadas do que a ação clássica inicial, pode acontecer que o setor de baixas energias

dessa teoria possa realmente ser livre de correções quânticas ultravioletas fortes.

O esquema de construção de uma teoria que não é afetada por correções quânticas
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é muito atraente. Contudo, ainda existe um importante ponto para se verificar no caso

da teoria dos Galileons: se existem divergências com derivadas superiores no setor do seu

propagador, essa teoria é então afetada pelas correções quânticas e deve ser modificada

para que se possa ter um controle dessa divergência por meio do processo de renorma-

lização. Nesse caso, essa modificação pode ser responsável pela introdução de fantasmas

massivos, assim como acontece na gravitação quântica. Desse modo, para se explorar de

uma maneira mais completa as propriedades quânticas do modelo dos Galileons, também

deve ser realizado o cálculo direto das contribuições quânticas para o seu propagador.

Esse cálculo, no ńıvel de 1-loop , é o objetivo do caṕıtulo 7 dessa tese. Vamos nos res-

tringir nesse caṕıtulo apenas a cálculos no limite do espaço-tempo plano, pois esses são

suficientes para responder todas as questões formuladas acima.

Os campos antissimétricos no espaço-tempo quadridimensional são interessantes por

diferentes motivos. Uma das partes mais atraentes no seu estudo é que eles surgem de

uma maneira natural como campos efetivos depois da compactificação da ação efetiva da

teoria de (super)cordas [63, 64, 135, 141, 142]. Por esse motivo, a posśıvel detecção desses

campos ou dos seus efeitos quânticos no limite das baixas energias pode ser considerada

como uma indicação indireta da existência da teoria de (super)cordas. No caso padrão, es-

ses campos surgem como partes de correspondentes supermultipletos e, ao mesmo tempo,

espera-se que nas baixas energias a supersimetria seja quebrada. A abordagem convencio-

nal nessa situação é a quebra suave da simetria que está relacionada com a introdução das

massas dos campos. Sendo assim, podemos também supor que os campos antissimétricos

sejam massivos. Em virtude da compactificação das dimensões extras da teoria das (su-

per)cordas, essas massas podem ser bastante pequenas. Portanto, é interessante também

estudar o que acontece no limite sem massa, especialmente no ńıvel quântico. Podemos

citar também que os campos tensoriais antissimétricos têm interessantes aplicações na

tentativa da construção dos modelos de grande unificação não-mı́nimos [3], em que a

relação entre versões da teoria massiva e da teoria sem massa com quebra de simetria é

uma das suas questões principais. Levando esses resultados em consideração, umas das

questões interessantes é sobre uma posśıvel descontinuidade dos efeitos quânticos desses

campos antissimétricos no limite sem massa.

Os aspectos quânticos dos campos antissimétricos sem massa foram explorados em

várias referências como, por exemplo, [41,78,106,107,125,168,195,196,209] (para uma con-
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sideração similar na abordagem da linha de universo, veja [22,23]). Em particular, foi en-

contrada a equivalência quântica entre o campo tensorial de segunda ordem antissimétrico

e o campo escalar mı́nimo (a equivalência clássica foi estabelecida anteriormente no ano

de 1960 na referência [123], veja também [122,158,169]) e foi mostrado que o campo ten-

sorial de terceira ordem totalmente antissimétrico sem massa não tem graus de liberdade

f́ısicos [106] (consulte juntamente as referências [22, 23, 41, 78, 85, 104, 122, 158, 168, 169]).

Recentemente, a teoria quântica dos campos antissimétricos massivos foi considerada na

referência [40]. Em particular, foi mostrado que os campos antissimétricos de ordem dois e

de ordem três são equivalentes aos campos vetorial e escalar massivo, respectivamente. A

equivalência se mantém no espaço tempo-curvo, não apenas no ńıvel clássico, mas também

na teoria semiclássica, o que significa que as contribuições dos correspondentes campos

a ação efetiva do vácuo são idênticas. A prova da referência [40] é bastante geral e foi

baseada na regularização ζ. Contudo, é sempre interessante conferir por cálculos diretos

esse tipo de prova, de maneira bastante similar ao que foi feito no caso do modelo de

Proca no trabalho [44]. Na referência [44] também foi encontrada uma descontinuidade

quântica no limite sem massa na teoria de Proca, não apenas na parte local divergente

da ação efetiva, mas também nas complicadas contribuições não-locais, t́ıpicas das teo-

rias dos campos massivos. Outro aspecto interessante é que a prova da equivalência da

referência [40] envolve operações que são potencialmente perigosas no que diz respeito a

anomalia multiplicativa não-local, previamente encontrada apenas para o caso de determi-

nantes fermiônicos [95, 178]. Sendo assim, é interessante verificar se ocorre uma situação

similar no caso dos campos antissimétricos de segunda e terceira ordem em relação a sua

equivalência quântica com vetores massivos e escalares mı́nimos massivos.

No caṕıtulo 8 vamos então calcular a ação efetiva de 1-loop nas teorias dos campos

tensoriais antissimétricos usando a técnica do heat kernel baseado na solução exata dos

fatores de forma de Barvinsky, Vilkovisky e Avramidi [15, 19]. Esse tipo de formalismo

de cálculo foi previamente aplicado em vários tipos de modelos, incluindo o campo es-

calar [98], o campo fermiônico e o campo vetorial massivo [99]. A equivalência desse

tipo de consideração com o cálculo realizado por meio dos diagramas de Feynman foi

demonstrada na referência [98] e mais recentemente no trabalho [58]. Vamos escolher essa

abordagem, pois o método baseado no heat kernel é muito mais econômico, o que facilita

as considerações em teorias tecnicamente mais complicadas, como é o caso dos campos
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tensoriais antissimétricos.

Por fim, no caṕıtulo conclusões gerais vamos recapitular os principais resultados

apresentados nessa tese. Seguem-se também os apêndices A, B, C, D, E com conteúdos

auxiliares e detalhes técnicos importantes para a compreensão do texto.



CAṔITULO 1

Gravitação e efeitos quânticos: uma breve revisão

A Relatividade Geral (RG), juntamente com suas extensões diretas, formam a base

para a investigação dos efeitos quânticos do campo gravitacional, sejam eles devidos a

algum tipo de gravitação quântica ou a uma abordagem semiclássica. Por esse motivo,

começamos a presente tese considerando uma breve revisão sobre essas teorias e suas pro-

priedades. Na seção 1.1 recapitulamos as idéias e equações essenciais da RG. Também dis-

cutiremos suas principais soluções: a solução de Schwarzschild e as soluções Cosmológicas.

O principal objetivo dessa seção é ir fixando notações e terminologias que serão impor-

tantes para a continuação do texto. Logo depois, discutimos na seção 1.2 as principais

motivações para o estudo dos efeitos quânticos do campo gravitacional e também apresen-

tamos as diferentes maneiras de abordar esse assunto. Na seção 1.3 revisamos a estrutura

das divergências na teoria da gravitação quântica. Serão tratadas algumas propriedades

quânticas da RG e de suas diferentes modificações com derivadas superiores da métrica.

Também abordamos as principais dificuldades encontradas na construção de uma teoria

consistente da gravitação quântica. Essa revisão foi feita baseada, principalmente, nas

notas de aula dos cursos de Relatividade Geral e teoria quântica de campos no espaço-

tempo curvo ministrados pelo professor Ilya Shapiro no Departamento de F́ısica da UFJF.

Também nos baseamos no livro texto [42] e nas revisões dos artigos [80,192,200].

19
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1.1 Relatividade Geral

A Relatividade Geral é a teoria atualmente aceita pela comunidade cient́ıfica que

melhor descreve os efeitos relativ́ısticos do campo gravitacional no ńıvel clássico (para

uma introdução detalhada ao tema, são deixados como referência ao leitor os livros-

texto [136,149,226,227]). Nessa teoria, a geometria do espaço-tempo é caracterizada por

uma variedade curva pseudo-Riemanniana, em que as componentes do tensor métrico gµν

do espaço-tempo descrevem o campo gravitacional.

Os conceitos f́ısicos mais fundamentais que a RG deve satisfazer são os prinćıpios

de equivalência e o da covariância geral. De acordo com o prinćıpio de equivalência, o

campo gravitacional pode sempre ser eliminado em uma pequena região do espaço-tempo

por meio de uma escolha apropriada de um referencial acelerado. Em outras palavras, a

força gravitacional é localmente equivalente às forças fict́ıcias de inércia. Já o prinćıpio

de covariância geral (ou simplesmente, covariância) afirma que todas as leis da f́ısica não

dependem do sistema de coordenadas usado. Isso significa que, matematicamente, todas

as quantidades f́ısicas devem ser expressas por objetos que se transformam como tensores

com respeito às transformações gerais de coordenadas x′µ = x′µ(xν) .

A dinâmica do campo gravitacional é obtida através da ação total

St = SEH + Sm , (1.1)

onde

SEH = − 1

16π G

∫
d4x
√
−g (R + 2Λ) (1.2)

é a ação da gravidade, também conhecida como ação de Einstein-Hilbert, e Sm é a ação

que descreve a matéria no espaço-tempo curvo. Na fórmula (1.2), G é a constante gravi-

tacional de Newton, R é o escalar de curvatura de Ricci e Λ é a constante cosmológica.

Através do prinćıpio da mı́nima ação, obtemos as equações de campo de Einstein

Gµν ≡ Rµν −
1

2
gµν R = 8πGTµν − Λ gµν , (1.3)

onde

T µν = − 2√
−g

δSm
δgµν

(1.4)

é conhecido como tensor momento energia.
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As duas principais soluções das equações de Einstein são a solução do campo gravita-

cional esfericamente simétrico, que é fundamental para descrever objetos como, por exem-

plo, planetas, estrelas e buracos negros, e as soluções de métrica homogênea e isotrópica

que são usadas para estudar a dinâmica do nosso universo em diferentes etapas de sua

evolução. As previsões obtidas por meio dessas soluções estão de acordo com os dados

experimentais e observacionais dispońıveis [136,149,226,227]. Entretanto, as mesmas não

estão livres de problemas e apresentam sérias questões conceituais relacionadas com a

existência de singularidades. A seguir, discutiremos em maiores detalhes essas questões.

1.1.1 A solução de Schwarzschild

A solução de Schwarzschild descreve o campo gravitacional de uma distribuição

esfericamente simétrica de massa em repouso. No caso de uma massa puntiforme M ,

posicionada na origem de um sistema de coordenadas esféricas, a solução é dada por

ds2 =

(
1− 2GM

r

)
dt2 −

(
1− 2GM

r

)−1

dr2 − r2 dΩ2 , (1.5)

onde dΩ2 é a métrica da esfera de raio unitário.

A métrica (1.5) é singular em dois diferentes pontos do espaço-tempo, no raio gra-

vitacional rg = 2GM e na origem r = 0. É bem conhecido que a primeira singularidade

depende da escolha de coordenadas [89,92,118]. Se usarmos, por exemplo, as coordenadas

de tempo avançado v e tempo retardado u, definidas pelas expressões

v = t+ r + rg ln

∣∣∣∣ rrg − 1

∣∣∣∣ , u = t− r − rg ln

∣∣∣∣ rrg − 1

∣∣∣∣ , (1.6)

a métrica se torna regular em r = rg,

ds2 =

(
1− 2GM

r

)
du dv − r2 dΩ2 . (1.7)

Outra observação importante é que apesar desse fato, o primeiro termo de ambas as

equações (1.5) e (1.7) se anula no raio gravitacional. Isso indica a existência do horizonte

de eventos do buraco negro, uma região do espaço-tempo em que nenhuma part́ıcula pode

se propagar para o seu exterior [89,92,118].

Já a singularidade em r = 0 não pode ser removida por meio de qualquer trans-

formação de coordenadas. Para entendermos esse fato podemos construir quantidades



22

escalares a partir do tensor de curvatura, que por serem escalares não dependem do sis-

tema de coordenada usado. Como a solução de Schwarzschild é uma solução das equações

de Einstein do vácuo, Rµν = 0, o escalar mais simples posśıvel nesse caso é o quadrado do

tensor de Riemann (também conhecido como invariante de curvatura de Kretschmann),

cujo valor para a métrica (1.5) é dado por

R2
µναβ =

12 r2
g

r6
. (1.8)

O significado real dessa singularidade torna-se claro quando consideramos o processo

do colapso gravitacional [89, 92, 136]. Qualitativamente o que ocorre é que uma estrela

muito pesada, depois de atingir a etapa final da sua evolução (em que o seu combust́ıvel

nuclear já foi extinto), começa a diminuir de tamanho devido à atração gravitacional.

Esse processo pode prosseguir até que a estrela se torne muito pequena, e se a estrela

for suficientemente massiva, a força gravitacional na sua superf́ıcie pode superar o limite

criado pelas forças nucleares (limite de Chandrasekhar). Nesse caso, o colapso da estrela

continua e, eventualmente, a estrela se converte em um buraco negro. O processo de

colapso continua ocorrendo dentro do buraco negro, até que chegaŕıamos a uma situação

em que, admitindo que a RG é válida em todas as escalas, teŕıamos uma verdadeira

part́ıcula puntiforme no centro do buraco negro, chegando assim em uma situação em que

a densidade de energia e a curvatura são estritamente infinitas e a singularidade em r = 0

se torna real.

A singularidade descrita acima é uma situação f́ısica não realista. Sendo assim,

espera-se que modificações na teoria original da Relatividade Geral sejam responsáveis

por evitar a sua formação.

1.1.2 Modelo cosmológico padrão

A Cosmologia estuda a dinâmica do universo em larga escala, em que a força gra-

vitacional é o principal tipo de interação. O modelo cosmológico padrão é baseado nos

seguintes prinćıpios [118,154]:

(i) prinćıpio cosmológico: o universo em escalas maiores do que 100 Mpc é homogêneo

e isotrópico. Este prinćıpio também implica que o universo está em expansão de

acordo com a lei de Hubble: a velocidade com que um ponto A se afasta com
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respeito de um ponto B é proporcional a sua distância

vAB = H(t) rAB , (1.9)

onde H(t) é conhecido como parâmetro de Hubble e rAB é o raio vetor que aponta

de A para B.

(ii) postulado de Weyl: a matéria que preenche o universo é descrita através de um

flúıdo perfeito, que é caracterizado pela sua densidade de energia ρ, pressão p e

quadrivelocidade uα. O seu tensor momento energia é dado por

T νµ = (ρ+ p)uµu
ν − p δνµ ; (1.10)

(iii) a dinâmica gravitacional nas escalas cosmológicas é determinada pela Relatividade

Geral.

O espaço-tempo homogêneo e isotrópico é descrito pela métrica de Friedmann-

Lemâıtre -Robertson-Walker (FLRW)

ds2 = dt2 − a(t)2 .

(
dr2

1− kr2
+ r2 dΩ2

)
, k = −1, 0, 1 , (1.11)

onde a(t) ≡ exp(
∫
dt′H(t′)) é conhecido como fator de escala do universo e os diferentes

valores de k definem a curvatura da seção espacial tridimensional do espaço-tempo.

Substitúıdo a métrica (1.11) e o tensor momento energia (1.10) nas equações de

Einstein (1.3), chegamos à equação diferencial de Friedmann

H2 =

(
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ− k

a2
+

Λ

3
. (1.12)

Outra importante relação é a equação de conservação de momento e energia

ρ̇+ 3H (ρ+ p) = 0 . (1.13)

A densidade total de energia do universo ρ =
∑
ρi inclui diferentes tipos de fluidos

como, por exemplo, a matéria bariônica, a matéria escura, a radiação e a energia escura.

Para uma dada equação de estado do tipo p = wρ, o sistema de equações (1.12) e (1.13)

pode ser solucionado. A t́ıtulo de exemplo, no caso de um gás ultrarrelativ́ıstico de

part́ıculas (radiação) a equação de estado é definida pela relação p = ρ/3 e, portanto, a

solução para o caso espećıfico em que k = Λ = 0 é dada por

ρ(t) ∝ a−4 , a(t) ∝ t1/2 , H(t) =
1

2t
, R2

µν =
3

4t4
. (1.14)
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Já quando a pressão exercida pela matéria pode ser desprezada em relação a sua densidade

de energia (poeira), temos p = 0 e assim encontramos como solução

ρ(t) ∝ a−3 , a(t) ∝ t2/3 , H(t) =
2

3t
, R =

4

3t2
. (1.15)

Em ambos os casos no ińıcio do universo, isto é, no limite em que t→ 0 , temos que o fator

de escala a(t)→ 0 e, consequentemente, a densidade total de energia tal como a curvatura

são infinitas (singularidade inicial). Chegamos assim, mais uma vez, em outro exemplo de

singularidade que é independente do sistema de coordenadas usado. Qualitativamente, a

situação aqui é análoga ao caso do buraco negro.

1.2 Unidades de Planck e efeitos quânticos

O significado das singularidades na teoria da Relatividade Geral não pode ser ne-

gligenciado, pois elas estão presentes nas suas principais soluções, que correspondem à

maior parte da sua aplicação. As singularidades demonstram que a RG, assim como

outras teorias da F́ısica, também possui um limite de aplicação. Esperamos assim, que

perto das singularidades, onde as escalas de distâncias são muito pequenas e a curvatura

se torna muito grande, que a gravitação deva ser descrita por uma teoria mais ampla

do que a Relatividade Geral. As modificações na dinâmica gravitacional, isto é, na ação

(1.2), podem ser inspiradas por razões puramente fenomenológicas, ou, de uma maneira

mais natural, devido aos efeitos quânticos do campo gravitacional.

A posśıvel escala em que os efeitos quânticos do campo gravitacional se tornam

importantes deve conter três constantes fundamentais, a saber: a velocidade da luz no

vácuo c , a constante de Planck ~ e a constante gravitacional de Newton G . Usando

essas três constantes, podemos construir de maneira única quantidades com dimensão de

tempo, comprimento e massa, conhecidas como unidades de Planck,

tP = G1/2 ~1/2 c−5/2 ≈ 0, 7× 10−43 s ,

lP = G1/2 ~1/2 c−3/2 ≈ 1, 4× 10−33 cm , (1.16)

MP = G−1/2 ~1/2 c1/2 ≈ 0, 2× 10−5 g ≈ 1019GeV .

Podemos supor que a existência das unidades fundamentais de Planck indica a presença

de alguma f́ısica fundamental nessa escala. Como c, ~, e G estão envolvidas, essa f́ısica
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deve ser uma teoria relativ́ıstica, quântica e gravitacional ao mesmo tempo. Entretanto,

a simples análise dimensional apresentada acima não é, infelizmente, suficiente para res-

ponder como essa teoria deve ser. Podemos imaginar diferentes maneiras de se construir

uma teoria quântica da gravitação. De fato, como esse ainda é um problema atualmente

em aberto, não é dif́ıcil encontrar diferentes abordagens na literatura. Contudo, apesar do

grande número de diferentes modelos teóricos, a grande maioria das abordagens usadas

pode ser classificada em três grupos de idéias distintas, a saber:

(i) a gravidade e a matéria devem ser quantizadas. Provavelmente, essa é a abordagem

mais fundamental, entretanto, não existe certeza absoluta se a métrica deva ser

quantizada uma vez que, afinal, ela é diferente de todos os outros campos, sendo

uma caracteŕıstica fundamental do espaço-tempo;

(ii) apenas a matéria deve ser quantizada no fundo curvo clássico (abordagem semiclás-

sica ou teoria quântica de campos no espaço-tempo curvo). É importante notar

que, diferentemente da teoria quântica da métrica, a teoria quântica de campos e

o espaço-tempo curvo são noções separadamente bem estabelecidas, que passaram

por diferentes testes experimentais. Deste modo, é natural juntar essas duas teorias

e estudar qual é a nova F́ısica que surge dessa comunhão;

(iii) em vez de quantizar a gravidade e/ou a matéria no espaço-tempo curvo, podemos

quantizar alguma outra coisa mais fundamental. Um exemplo dessa abordagem

é a teoria de (super)cordas. Nessa teoria a quantização é realizada em objetos

unidimensionais, conhecidos como cordas, e ambas, matéria e gravidade, são campos

induzidos.

Nessa tese vamos nos focar, principalmente, nos efeitos quânticos do campo gravita-

cional referentes às abordagens (i) e (ii). Por esse motivo, na continuação desse caṕıtulo

iremos revisar diferentes tipos de modelos teóricos relacionados com a abordagem (i) e

trataremos de algumas de suas propriedades. Discutiremos também quais são as principais

dificuldades encontradas na formulação de uma teoria consistente da gravitação quântica.

No caṕıtulo 2, iremos revisar alguns resultados importantes da abordagem semiclássica,

que serão importantes durante o decorrer do texto.
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1.3 Divergências na gravitação quântica

O estudo da estrutura das divergências de uma nova teoria de campos é um passo

importante para o aprendizado de suas caracteŕısticas quânticas como, por exemplo, as

suas propriedades de renormalização. Para que isso seja realizado no caso da teoria

quântica do campo gravitacional, o primeiro passo importante é provar que a covariância

geral é mantida no ńıvel quântico. De fato isso pode ser feito, até mesmo nos casos

em que calibres não-covariantes do tipo gµν = ηµν + hµν são usados para métrica de

fundo [42, 137, 214, 225]. Além disso, podemos também relembrar que todas as posśıveis

divergências ultravioletas são expressões locais. Levando esses dois fatos em consideração,

o problema em questão se reduz então, às técnicas de contagem de potências dos momentos

(power counting) para o campo hµν .

O cálculo do grau superficial de divergências D de um diagrama de Feynman pode

ser realizado por meio da fórmula geral

D + d =
∑
lint

(4− rl)− 4n+ 4 +
∑
v

Kv (1.17)

onde rl é o inverso da maior potência de momento no propagador, lint é o número de linhas

internas do diagrama, n é o seu número de vértices e Kv é o número de derivadas em

um dado vértice. No lado esquerdo da equação (1.17) d representa o número de deriva-

das agindo nas linhas externas do diagrama. As divergências logaŕıtmicas correspondem

ao caso particular em que D = 0 e então, nesse caso, d indica o número de derivadas

da métrica necessárias nos contratermos. Além dessa fórmula, também é útil levar em

consideração a relação topológica

lint = p+ n− 1 , (1.18)

que relaciona o número de loops p de um diagrama, com o seu número de vértices n e de

linhas internas lint.

A seguir, vamos aplicar as fórmulas (1.17) e (1.18) em diferentes modelos de gra-

vitação e assim, nos aprofundarmos na discussão de suas propriedades de renormalização.
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1.3.1 Relatividade Geral quântica

Para a gravitação quântica baseada apenas na Relatividade Geral com a ação de

Einstein-Hilbert (1.2), como a curvatura escalar R possúı duas derivadas da métrica,

temos rl = 2 e Kv = (2, 0). Os diagramas com Kv = 0 são menos divergentes, por-

tanto, por razões de simplicidade, consideramos apenas os vértices com Kv = 2. Através

da aplicação direta das equações (1.17) e (1.18), chegamos à expressão final para as di-

vergências logaŕıtmicas

d = 2 + 2p . (1.19)

A equação (1.19) mostra que o número de derivadas da métrica necessárias nos contra-

termos cresce com o número de loops.

De acordo com a abordagem perturbativa, toda vez que introduzimos um novo con-

tratermo é necessário fixar uma condição de renormalização, o que significa que, devemos

realizar uma medição no laboratório. Como na fórmula (1.19) o número de contrater-

mos não é restrito, antes de se fazer uma única predição, é necessário, em prinćıpio, ter

uma quantidade infinita de dados experimentais. Isso mostra que a Relatividade Geral

quântica é uma teoria do tipo não-renormalizável e, portanto, não tem poder teórico de

realizar previsões no ńıvel quântico. Cálculos expĺıcitos das divergências que confirmam

esse resultado podem ser encontrados nos trabalhos [71,72,101,116].

1.3.2 Gravitação quântica com derivadas superiores de quarta

ordem

Uma posśıvel solução para o problema da renormalização na gravitação é modificar a

teoria clássica usada como ponto de partida para construção da teoria quântica. Considere

a teoria baseada na ação [214]

S = SEH + SDS , (1.20)

onde SDS é ação de derivadas superiores com quatro derivadas da métrica

SDS =

∫
d4x
√
−g {α1R

2
µναβ + α2R

2
αβ + α3R

2 + α4�R} . (1.21)
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Nesse caso, a situação muda drasticamente, pois tanto o propagador quanto os vértices

da teoria se alteram. Temos agora, rl = 4 e Kv = (4, 2, 0). Dessa maneira, para os

diagramas mais divergentes, que correspondem a Kv = 4, temos como resultado para a

equação (1.17) d = 4. Os outros vértices resultam em divergências contendo um número

de derivadas da métrica igual a 2 e 0. Consequentemente, como as divergências são

estruturas covariantes e locais, os posśıveis contratermos têm a seguinte estrutura geral

∆S =

∫
d4x
√
−g {c1R

2
µναβ + c2R

2
αβ + c3R

2 + c4�R + c5R + c6} , (1.22)

onde c1,2,...,6 são coeficientes divergentes. Devido aos termos presentes na ação clássica

possúırem a mesma estrutura, é posśıvel remover essas divergências da teoria quântica

por meio do processo de renormalização dos parâmetros presentes na ação clássica. Sendo

assim, a gravitação com derivadas superiores é uma teoria do tipo renormalizável.

Contudo, existe um grande preço a se pagar pela renormalizabilidade. A teoria

com os termos extras de derivada superior (1.21), possui dois graus de liberdade extras

no propagador. Um desses é uma excitação massiva de spin-2, que é independente da

escolha de calibre. Na abordagem linearizada da gravitação quântica, podemos separar no

propagador de spin-2 o grau de liberdade não-massivo do grau de liberdade massivo [214]

G
(2)
2 (p) ∼ 1

p2
− 1

p2 +m2
2

, m2 ∝Mp . (1.23)

O sinal negativo no propagador da part́ıcula de massa m2 significa que ela possui energia

cinética negativa. Por esta razão, essa part́ıcula é conhecida como fantasma massivo.

A existência de fantasmas na teoria causa, no ńıvel não-linear, as chamadas ins-

tabilidades de Ostrogradski [170, 223]. Essas instabilidades podem ser observadas, por

exemplo, no espalhamento quântico entre um gráviton e um fantasma massivo. De ma-

neira qualitativa e simplificada, o que ocorre é que o fantasma pode ganhar cada vez

mais energia cinética negativa enquanto que, o gráviton ganha o equivalente em energia

cinética positiva. Nesse caso, pode existir uma intensa emissão de grávitons, que des-

troem as soluções clássicas. A tentativa de remover esse fantasma do espectro f́ısico de

part́ıculas leva a violação da unitariedade da matriz S gravitacional [214]. Desse modo,

a gravitação quântica com derivadas superiores é renormalizável e não-unitária, enquanto

que a versão unitária, baseada na RG, é uma teoria não-renormalizável.
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1.3.3 Gravitação quântica super-renormalizável

Podemos introduzir cada vez mais derivadas na ação da gravidade, considerando

uma teoria mais geral com um número finito de derivadas da métrica [12]

S = SEH +

∫
d4x
√
−g {a1R

2
µναβ + a2R

2
µν + a3R

2 + · · ·

+ b1Rµναβ�R
µναβ + b2Rµν�R

µν + b3R�R +O(R3
...) + · · · (1.24)

+ c1Rµναβ�
kRµναβ + c2Rµν�

kRµν + c3R�
kR + · · ·+O(Rk+2

... )}.

Para essa teoria, rl = 2k + 4 e Kv = (0, 2, · · · , 2k + 4). Com o uso das equações

(1.17) e (1.18), encontramos para os diagramas mais divergentes posśıveis, a seguinte

fórmula para as divergências logaŕıtmicas

d = 4 + 2k(1− p) . (1.25)

Para k > 1 o número de derivadas necessárias nos contratermos diminui com o número de

loops, isto é, nesse caso a teoria é do tipo super-renormalizável. Já quando k > 3 , apenas

as divergências de 1-loop estão presente. Isso significa que apesar das contribuições de

ordens superiores serem divergentes, elas se tornam finitas depois da renormalização dos

subdiagramas de 1-loop. Além disso, nesse caso como todas as divergências têm apenas

quatro ou menos derivadas da métrica, a maioria dos coeficientes presentes na ação (1.24)

não precisam ser renormalizados [12].

Novamente, o preço a se pagar pela super-renormalizabilidade é a presença de fantas-

mas no espectro de part́ıculas. O propagador da teoria (1.24) contém fantasmas massivos

tanto no setor de spin-2 como no de spin-0. No caso em que os pólos no propagador são

reais, não-degenerados e ordenados de maneira crescente, isto é, quando as massas dos

graus de liberdade extras satisfazem

0 < m2
(i)0 < m2

(i)1 < · · · < m2
(i)k , (1.26)

m(i)k 6= m(i)l , i = 0, 2, k 6= l (1.27)

o propagador no setor escalar pode, por exemplo, ser escrito como [12]

G
(0)
2 (p) ∼ A0

p2 +m2
(0)0

+
A1

p2 +m2
(0)1

+ · · ·+ Ak
p2 +m2

(0)k

. (1.28)

Os reśıduos desse propagador satisfazem a relação Aj . Aj+1 < 0 com A0 > 0. Consequen-

temente, os coeficientes Ak com k ı́mpar sempre possuem sinal negativo e representam
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um grau de liberdade fantasma, enquanto que as componentes com ı́ndice par são sempre

part́ıculas não-fantasmas. Para a parte tensorial a situação é similar. O propagador dos

graus de liberdade massivos de spin-2 tem a seguinte estrutura geral

G
(2)
2 (p) ∼ B0

p2 +m2
(2)0

+
B1

p2 +m2
(2)1

+ · · ·+ BN

p2 +m2
(2)k

, (1.29)

onde os reśıduos satisfazem Bj . Bj+1 < 0 [12]. Uma vez que, nesse caso, B0 < 0, cada

termo Bk com ı́ndice par tem sinal negativo e representa um fantasma.

Em resumo, para cada valor de k na ação (1.24) é introduzido um novo par de

graus de liberdade nessa teoria, sendo que um desses é sempre um fantasma massivo.

Pode-se então, concluir que, no geral, a (super-)renormalizabilidade da teoria quântica

gravitacional indica a presença de fantasmas.

1.3.4 Gravitação não-local livre de fantasmas

A próxima generalização posśıvel consiste em considerar para a ação da gravidade

uma forma não-local, contendo um número infinito de derivadas. Com o intuito de estudar

o propagador nesse tipo de teoria, os termos relevantes na ação são aqueles que são de

segunda ordem na métrica. Sendo assim, considere

S = SEH +

∫
d4x
√
−g
{
RF1(�)R +Rµν F2(�)Rµν +Rµναβ F3(�)Rµναβ

}
. (1.30)

O terceiro termo da equação (1.30), na verdade, não contribui para o estudo do propa-

gador. Por meio das identidades de Bianchi e de integrações por partes, pode-se provar

para qualquer N inteiro a existência da seguinte identidade [12]

Rµναβ�
NRµναβ = 4Rµν�

NRµν −R�NR +O(R3
...) . (1.31)

Dessa maneira, admitindo que as funções F1,2,3(�) possam ser expandidas em séries de

potências no operador�, vemos que o termo que contém o quadrado do tensor de Riemann

é na verdade de terceira ordem. Então, se trocarmos F1 → F1 − F3 e F2 → F2 + 4F3 ,

podemos usar sem perda de generalidade para o cálculo do propagador F3 = 0 .

Considere agora, o caso particular com as seguintes funções:

F1(�) =
a(�)− 1

�
e F2(�) = −2F1(�) . (1.32)
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Para essa escolha, o propagador completo para o campo gravitacional tem a seguinte

forma [31,218],

G2(p) =
1

p2 a(−p2)

[
P (2) − 1

2
P (0−s)

]
, (1.33)

onde P (2) e P (0−s) são os operadores de projeção de spin (para maiores detalhes a respeito

dos projetores, veja as referências [42, 167]). Em particular, se a função a(�) não tiver

zeros, não introduzimos reśıduos novos no propagador (1.33). Desse modo, a teoria não

inclui novos graus de liberdades e podemos, assim, construir uma teoria da gravitação

com derivadas superiores livre de fantasmas no ńıvel de árvore. De acordo com o teorema

de Weierstrass, qualquer função inteira no plano complexo pode ser escrita na forma

a(�) = e−γ(�), onde γ(�) é uma função anaĺıtica qualquer. Essencialmente, o mesmo

exemplo de função inteira foi considerado nas referências [29,150,152,218], a saber

a(�) = exp

(
−�
µ2

)
. (1.34)

Na teoria gravitacional não-local baseada na função exponencial (1.34), a fórmula

para o power counting, equação (1.17), não tem sentido matemático, pois ela tem um

resultado indefinido do tipo ∞−∞. Todavia, através da contagem do número de infi-

nitudes introduzidas na forma da exponencial, é posśıvel através da relação topológica

(1.18) realizar o estudo da estrutura das divergências nessa teoria. Os detalhes desse

processo pode ser encontrado nas referências [150,152,217,218]. Os resultados prelimina-

res são exatamente os mesmos do que na teoria polinomial (1.24) com k > 3. A teoria

é super-renormalizável, as divergências estão presentes apenas no ńıvel de 1-loop e os

contratermos tem apenas zero, dois e quatro derivadas da métrica.

Apesar de os fantasmas massivos não estarem presentes no propagador no ńıvel de

árvore (1.33), no ńıvel quântico o propagador completo com todas as correções quânticas,

apresenta um número infinito de fantasmas complexos escondidos [199]. Sendo assim, na

teoria quântica completa, não é posśıvel também, nesse caso, evitar a presença de estados

não-f́ısicos devido às derivadas superiores.



CAṔITULO 2

Elementos de teoria quântica de campos no espaço-tempo curvo

Um dos aspectos melhor compreendidos atualmente com respeito aos efeitos quân-

ticos do campo gravitacional é a teoria quântica de campos no espaço-tempo curvo. Essa,

corresponde a uma abordagem semiclássica da gravitação, em que apenas os campos de

matéria são quantizados, enquanto que a métrica é tratada apenas como um campo ex-

terno clássico. No presente caṕıtulo, nosso principal objetivo é dar uma introdução mais

técnica relacionada a essa teoria, com tópicos que serão importantes para o entendimento

da tese. Começamos na seção 2.1 introduzindo a noção da ação do vácuo e apresentamos

argumentos formais a respeito da necessidade da introdução dos termos com derivadas

superiores na ação gravitacional. O motivo exposto é que os termos com quatro derivadas

da métrica são necessários para a renormalização da teoria semiclássica. Em seguida,

na seção 2.2 consideramos a ação efetiva do vácuo. Na teoria de perturbações a ação

efetiva pode ser escrita como a ação clássica mais correções quânticas em potências da

constante ~. Sendo assim, a ação efetiva representa um dos objetos centrais do nosso es-

tudo. Logo depois, na seção 2.3 discutimos como definir a ação dos campos de matéria no

espaço-tempo curvo. Na seção 2.4, abordamos os métodos práticos dos cálculos quânticos

das divergências de 1-loop no fundo geral e consideramos assuntos relacionados como a

renormalização e o grupo de renormalização. Damos maior ênfase na técnica de Schwinger-

DeWitt, pois esse representa o principal método de cálculo que será usado. Por fim, as

seções 2.5, 2.6 e 2.7 tratam de assuntos relacionados a anomalia conforme. Devido à fun-

32
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damental importância desse assunto para a teoria semiclássica (e também para essa tese)

essa seção contém maiores detalhes. Novamente, este caṕıtulo de revisão é desenvolvido

tendo como base as notas de aula do professor Ilya Shapiro que foram responsáveis pelo

artigo de revisão [200].

2.1 Ação do vácuo: a real necessidade das derivadas

superiores

Como visto no caṕıtulo anterior, a gravitação quântica é caracterizada por um con-

flito entre a sua renormalização e unitariedade. Para que a teoria seja renormalizável, é

necessária a introdução de termos com derivadas superiores na ação gravitacional. Con-

tudo, esses termos introduzem graus de liberdade não-f́ısicos, responsáveis pela quebra da

unitariedade da matriz S gravitacional.

A formulação de uma teoria quântica da gravidade consistente, ainda é um dos

maiores desafios existentes na F́ısica teórica. O maior problema nessa área é a falta de

evidência experimental a respeito da quantização da métrica. Consequentemente, qual-

quer modelo de gravitação quântica é, atualmente, baseado apenas em prinćıpios teóricos,

sem nenhuma restrição fenomenológica. Sendo assim, a real necessidade das derivadas su-

periores na ação gravitacional se torna questionável. Será que é posśıvel ignorar esses

termos? A resposta para essa pergunta é negativa, pois mesmo quando a métrica não

é quantizada, esses termos são fundamentais para que a teoria quântica da matéria seja

consistente no espaço-tempo curvo. As teorias de campo da matéria renormalizáveis no

espaço-tempo plano perdem essa propriedade no espaço-tempo curvo, se não considerar-

mos os termos de quarta ordem na ação gravitacional. Vale a pena enfatizar mais uma

vez que, apesar de não existirem evidências emṕıricas da quantização da métrica, a teoria

quântica de campos e o espaço-tempo curvo são noções bem estabelecidas que possuem,

separadamente, uma ampla verificação experimental. Dessa forma, é natural admitir a

consistência simultânea das duas teorias. Para entendermos como os termos quadráticos

na curvatura emergem naturalmente na teoria quântica de campos no espaço-tempo curvo,

podemos considerar, mais uma vez, a expansão da métrica gµν = ηµν + hµν e os argu-

mentos de power counting. Como na abordagem semiclássica a métrica não é quantizada,
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Figura 2.1: As linhas retas correspondem aos campos de matéria, já as linhas onduladas à métrica

externa. Um único diagrama no espaço-tempo plano gera um conjunto infinito de diagramas no espaço-

tempo curvo. O primeiro diagrama é exatamente o original do espaço-tempo plano e o restante contém

linhas externas gravitacionais.

os posśıveis diagramas de Feynman possuem apenas loops de campos de matéria. Devido

à gravitação ser uma teoria do tipo não-polinomial, qualquer diagrama de Feynman no

espaço-tempo plano é responsável por um conjunto infinito de diagramas no espaço-tempo

curvo, com o número crescente de linhas externas gravitacionais (veja a figura 2.1).

Quando o número de vértices de um dado diagrama aumenta, o grau superficial de

divergências pode, de acordo com a fórmula (1.17), apenas diminuir. Portanto, a inserção

de novos vértices de interação com campos hµν não pode elevar o grau superficial de

divergências de um diagrama. Como resultado, todos os diagramas com caudas externas

gravitacionais têm o mesmo ou um menor ı́ndice de divergência do que o diagrama origi-

nal do espaço-tempo plano. A teoria quântica de campos renormalizável no espaço-tempo

plano possui apenas divergências logaŕıtmicas com dimensão de massa quatro. Portanto,

mesmo no espaço-tempo curvo estarão presentes apenas divergências logaŕıtmicas com

essa dimensão. O simples diagrama de bolha de vácuo no espaço-tempo plano é res-

ponsável, no espaço-tempo curvo, pelo diagrama com estrutura geral apresentada na fi-

gura 2.2. Esse diagrama é responsável por contribuições puramente gravitacionais e como

argumentado anteriormente, as divergências logaŕıtmicas também possuem nesse caso di-

mensão de massa 4. Como a métrica é um campo adimensional e como as divergências

também são nessa situação expressões locais e covariantes [137], a única forma posśıvel

para as divergências logaŕıtmicas puramente gravitacionais são os termos quadráticos nos

tensores de curvatura.
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Figura 2.2: Diagrama geral com um loop dos campos de matéria com linhas externas gravitacionais.

As divergências estão presentes apenas nos diagramas com um e dois vértices gravitacionais.

O número mı́nimo de termos puramente gravitacionais, necessários para a renor-

malização da teoria semiclássica, conhecidos como ação do vácuo, podem ser expressos

como

Svac = SEH + SDS , (2.1)

SDS =

∫
d4x
√
−g {a1C

2 + a2E + a3�R + a4R
2} , (2.2)

onde na equação (2.2) utilizamos uma base mais útil para os termos quadráticos nos ten-

sores de curvatura, por meio do quadrado do tensor de Weyl C2 e do termo topológico

de Gauss-Bonnet E. A prova formal da suficiência da ação do vácuo (2.1) para renorma-

lizabilidade da teoria semiclássica pode ser encontrada, por exemplo, na referência [42].

2.2 Ação efetiva do vácuo e expansão em loops

Na abordagem semiclássica, apesar da métrica não ser quantizada, a dinâmica da

gravidade é modificada devido à quantização dos campos de matéria no espaço-tempo

curvo. A ação da gravitação no ńıvel quântico é conhecida como ação efetiva do vácuo

Γ[gµν ]. Esse objeto é definido através da seguinte integral de caminho

e iΓ[gµν ] =

∫
Dφ e iS[φ,gµν ] . (2.3)

Nessa fórmula φ representa o conjunto de todos os campos de matéria e Dφ é a medida

covariante de integração funcional. A ação clássica S[φ, gµν ] inclui a ação de todos os

campos de matéria e a ação do vácuo (2.1). Como a gravitação não é quantizada, a

integração na expressão (2.3) ocorre somente sobre os campos de matéria, a métrica

desempenha aqui o papel de um parâmetro externo.
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A ação efetiva do vácuo é um objeto extremamente complicado, assim, na prática,

ela é frequentemente calculada em termos da teoria de perturbações. A ação efetiva

admite uma expansão no parâmetro pequeno ~ [42], a saber,

Γ[gµν ] = Svac[gµν ] +
∞∑
p=1

~p Γ̄(p) . (2.4)

A equação (2.4) é conhecida como expansão em loops da ação efetiva. O parâmetro

p define o número de loops. A parte mais simples, usualmente mais importante, é a

contribuição de 1-loop, que tem como fórmula final [42]

Γ̄(1) =
i

2
sTr ln Ĥ , (2.5)

onde

Ĥ = Ĥ(x, y) =
δ2S[φ, gµν ]

δφ(x) δφ(y)

∣∣∣∣∣
φ=0

(2.6)

é chamado de operador bilinear nos campos quânticos. O śımbolo sTr denota a operação

do supertraço, que leva em consideração a paridade Grassmaniana dos campos em questão.

Isto é, o traço funcional de um operador Â

Tr Â =

∫
d4x
√
−g tr Â(x, y)

∣∣
x→y (2.7)

deve ser tomado com coeficiente +1 para campos bosônicos e −2 para os campos fer-

miônicos.

Os traços funcionais de operadores diferenciais, que estão tipicamente presentes

na ação efetiva de 1-loop (2.5), podem ser calculados por diferentes métodos como, por

exemplo, através da técnica de Schwinger-DeWitt. Esse formalismo, será discutido na

seção 2.4.1 (veja também, o apêndice A).

2.3 Ação clássica dos campos de matéria no espaço-

tempo curvo

A próxima questão importante é como definir as ações das teorias que descrevem os

campos de matéria (campo escalar, campo vetorial e campo espinorial) no espaço-tempo

curvo. Em prinćıpio, isso pode ser realizado de diversas maneiras, entretanto, vamos
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nos ater aqui apenas às abordagens mais naturais, intuitivas e simples, conhecidas como

métodos da generalização mı́nima e da generalização não-mı́nima.

O método da generalização mı́nima consiste em construir ações que mantenham a

mesma forma do espaço-tempo plano e que possuam covariância geral. Sendo assim, a

métrica plana ηµν deve ser substitúıda pela métrica geral gµν , a derivada parcial ∂µ pela

derivada covariante ∇µ e o elemento de volume d4x por sua versão covariante d4x
√
−g.

Já o método de generalização não-mı́nima é baseado nos seguintes prinćıpios:

(i) a ação deve ser local, isto é, a mesma deve depender apenas de um único ponto do

espaço-tempo xµ;

(ii) a ação deve ser covariante;

(iii) as simetrias da ação no espaço-tempo plano devem ser mantidas. Como exemplo,

podemos citar a simetria de calibre para o campo vetorial;

(iv) a ação deve admitir o limite do espaço-tempo plano;

(v) não devemos introduzir novos termos que possuam parâmetros com dimensão de

[massa]−1. É bem conhecido que a introdução desses parâmetros é responsável por

teorias dos campos de matéria não-renormalizáveis [184].

Seguindo esses prinćıpios, o resultado da generalização não-mı́nima da ação do

campo escalar livre para o espaço-tempo curvo é dada por

S0 =
1

2

∫
d4x
√
−g
{
gµν∂µϕ∂νϕ+m2

sϕ
2 + ξ Rϕ2

}
. (2.8)

Se comparada com a teoria no espaço-tempo plano, a ação (2.8) contém uma nova quan-

tidade adimensional ξ, conhecida como parâmetro não-mı́nimo. A versão mı́nima dessa

ação pode ser obtida fazendo ξ = 0.

Já para os campos livres, vetorial e espinorial, as ações obtidas pelos dois métodos

são idênticas. Isso se deve ao fato de que é algebricamente imposśıvel construir termos

não-mı́nimos para essas teorias sem que haja a violação de algum dos cinco prinćıpios

citados anteriormente. Para o campo espinorial temos a seguinte ação

S1/2 = i

∫
d4x
√
−g
(
ψ̄γµ∇µψ − imf ψ̄ ψ

)
, (2.9)
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onde γµ é a matriz de Dirac no espaço-tempo curvo. Finalmente, no caso do campo

vetorial a sua ação é definida por

S1 = −1

4

∫
d4x
√
−g F 2

µν , (2.10)

onde Fµν = ∇µAν −∇νAµ = ∂µAν − ∂νAµ é o tensor do campo eletromagnético.

2.4 O cálculo das divergências de 1-loop

A maneira mais direta de realizar cálculos na teoria quântica de campos no espaço-

tempo curvo é através da frequente expansão da métrica em torno do espaço-tempo plano,

gµν = ηµν + hµν . O resultado é então a teoria quântica de campos usual no espaço-tempo

plano, com uma quantidade infinita extra de vértices de interação com o campo hµν . O

cálculo das divergências pode ser assim realizado pelos diagramas de Feynman. Apesar

de trabalhos iniciais importantes terem sido feitos usando esse método [221, 229], na

prática, esse tipo de cálculo não é muito conveniente, pois os passos intermediários não são

explicitamente covariantes e temos que, no final, tentar restaurar a expressão covariante

para os contratermos. O método da representação local de momentos também pode ser

generalizado para o espaço-tempo curvo de uma maneira covariante através do uso das

coordenadas normais de Riemann [47, 172] (uma introdução as coordenadas normais de

Riemann pode ser encontrada, por exemplo, no livro texto [185]). Nesse caso, para o

cálculo das divergências é suficiente considerar apenas os primeiros termos do propagador

na expansão dessas coordenadas.

Em particular, outro formalismo muito importante, que será adotado como o princi-

pal meio de cálculo durante essa tese, é a técnica de Schwinger-DeWitt [73,74,198]. Esse

formalismo é uma ferramenta bastante útil para cálculos no ńıvel de 1-loop, permitindo

também que a covariância geral seja mantida em cada estágio de consideração. A seguir,

vamos introduzir esse método e revisar o seu conteúdo.

2.4.1 A técnica de Schwinger-DeWitt

A ação efetiva de 1-loop depende de parâmetros externos através da forma bilinear

da ação Ĥ. Considere sua variação com respeito a esses parâmetros:
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δΓ̄(1) =
i

2
Tr Ĥ−1 δĤ . (2.11)

O operador Ĥ−1 pode ser representado como

Ĥ−1 = i

∫ ∞
0

ds e−isĤ . (2.12)

A equação (2.12) é conhecida como representação do operador Ĥ−1 pela integral sobre o

tempo próprio s. Como resultado,

δΓ̄(1) = −1

2
Tr

∫ ∞
0

ds e−isĤδĤ = δ
(
− i

2
Tr

∫ ∞
0

ds

s
e−isĤ

)
. (2.13)

Logo, além de uma constante aditiva não essencial, a ação efetiva pode ser expressa como

Γ̄(1) = − i
2

Tr

∫ ∞
0

ds

s
e−isĤ . (2.14)

A quantidade

K(s) = e−isĤ (2.15)

é conhecida como heat kernel. A representação de coordenadas deste operador

K(x, x′|s) = 〈x|e−isĤ |x′〉 (2.16)

satisfaz à equação diferencial de Schrödinger,

i
∂

∂s
K(x, x′|s) = −Ĥ K(x, x′|s) , (2.17)

com a condição inicial

K(x, x′|0) = δ(x− x′) . (2.18)

O cálculo da ação efetiva é então, reduzido ao cálculo da quantidade K(x, x′|s). Agora,

considere que operador Ĥ possa ser escrito como

Ĥ = 1̂�+ Π̂ . (2.19)

A equação (2.19) é conhecida como forma mı́nima do operador bilinear Ĥ. Nesse caso,

a equação (2.17) pode ser resolvida por uma expansão em séries através do seguinte

ansatz [73]

K(x, x′|s) = K0(x, x′|s)
∞∑
k=0

(is)k âk(x, x
′) , (2.20)
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onde

K̂0(x, x′|s) =
1

(4πis)n/2
D1/2(x, x′) exp

[
−σ(x, x′)

2is

]
(2.21)

é o heat kernel do operador de d’Alembert. Na fórmula (2.21), n é a dimensão do espaço-

tempo, σ(x, x′) é a distância geodésica entre os pontos x e x′ e

D(x, x′) = det [−∇µ∇νσ(x, x′)] (2.22)

é conhecido como determinante de Van Vleck-Morette. Também é útil introduzir o cor-

respondente biescalar

∆(x, x′) =
√
−g(x)D(x, x′)

√
−g(x′) . (2.23)

Os termos âk são conhecidos como coeficientes de DeWitt. Substituindo a fórmula (2.20)

na equação (2.17) encontramos a seguinte relação de recorrência para os coeficientes

âk(x, x
′)

σµ∇µâ0 = 0 , (2.24)

(k + 1)âk+1 + σµ∇µâk+1 = ∆−1/2�
(
∆1/2âk

)
+ Π̂ âk , k = 1, 2, 3, ... (2.25)

Em particular, os primeiros coeficientes, no limite de coincidência x = x′, obtidos a partir

dessa fórmula são [73]

â0

∣∣∣
x→x′

= â0(x, x) = 1̂ , (2.26)

â1

∣∣∣
x→x′

= â1(x, x) = P̂ = Π̂ +
1̂

6
R , (2.27)

â2

∣∣∣
x→x′

= â2(x, x) =
1̂

180
(R2

µναβ −R2
αβ +�R) +

1

2
P̂ 2 +

1

6
�P̂ +

1

12
Ŝ2
µν , (2.28)

onde

Ŝµν = 1̂ [∇µ,∇ν ] (2.29)

é o comutador das derivadas covariantes no espaço dos campos de interesse.

Substituindo a fórmula (2.20) na equação (2.14), podemos encontrar a fórmula final

para a ação efetiva de 1-loop

Γ̄(1) = − i
2

Tr

∫ ∞
0

ds

s

D1/2(x, x′)

(4πis)n/2
e−

σ(x,x′)
2is

∞∑
k=0

(is)k âk(x, x
′) . (2.30)
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O limite ultravioleta da ação efetiva (2.30) corresponde ao limite inferior s = 0 na

integral de tempo próprio. A regularização dessa integral pode ser realizada de diferentes

maneiras, sendo que aqui vamos adotar a regularização dimensional [39, 138]. Um resul-

tado importante é que no espaço-tempo quadridimensional, as divergências presentes na

fórmula (2.30) correspondem aos termos em que k = 0, 1, 2 (para sua demonstração,

veja [21]). O coeficiente â0 corresponde às divergências quárticas e o coeficiente â1 cor-

responde às divergências quadráticas. Na regularização dimensional essas divergências

são nulas. Por fim, as divergências logaŕıtmicas, que definem noções importantes como o

grupo de renormalização, as funções β e as anomalias, são proporcionais ao coeficiente â2.

Sendo assim, utilizando o resultado (2.28), depois da realização da integração no tempo

próprio s, a parte divergente da ação efetiva (2.30) pode ser expressa como [73]

Γ̄
(1)
div = − 1

ε

∫
dnx
√
−g µn−4 tr

{
1̂

180

(
R2
µναβ −R2

αβ +�R
)

+
1

2
P̂ 2 (2.31)

+
1

6
�P̂ +

1

12
Ŝ2
µν

}
,

onde

ε = (4π)2(n− 4) (2.32)

é o parâmetro da regularização dimensional. O parâmetro µ tem a dimensão de massa e é

introduzido de maneira que as dimensões dos campos sejam as mesmas do que em quatro

dimensões.

A última fórmula é uma poderosa ferramenta de cálculo para as divergências em

vários modelos de teorias de campo, quando o operador bilinear é mı́nimo. O uso da

expressão (2.31) é uma das maneiras menos complicadas de calcular as divergências de

1-loop no espaço-tempo curvo, pois o cálculo é nesse caso reduzido à comutação de de-

rivadas covariantes, diferenciação e multiplicação de matrizes. Como exemplo de sua

aplicação, nas próximas seções vamos calcular as divergências de 1-loop para os modelos

dos campos, escalar não-mı́nimo, espinorial e vetorial. Apesar de ser posśıvel escrever na

grande maioria das teorias de campos existentes o seu correspondente operador bilinear

na forma mı́nima, lidaremos também durante essa tese com operadores Ĥ não-mı́nimos.

Nesse caso, é necessário ir além da fórmula (2.31) e usar a versão generalizada da técnica

de Schwinger-DeWitt proposta por Barvinsky e Vilkovisky [21]. As principais fórmulas

da técnica Schwinger-DeWitt generalizada que serão necessárias para o entendimento do

texto podem ser encontradas no apêndice A.
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2.4.2 Campo escalar não-mı́nimo

Para o campo escalar não-mı́nimo sem interação, descrito pela ação (2.8), o operador

bilinear Ĥ tem a seguinte forma

Ĥ = �−m2
s − ξR . (2.33)

Consequentemente,

Π̂ = − ξR−m2
s (2.34)

e o operador P̂ , equação (2.27), é

P̂ = − ξ̃R−m2
s , (2.35)

onde definimos ξ̃ = ξ − 1/6 . Também temos que para o campo escalar

Ŝµν = 0 . (2.36)

Substitúıdo esses valores na equação (2.31), chegamos ao resultado para as divergências

de 1-loop

Γ̄
(1)
div = − 1

ε

∫
dnx
√
−g µn−4

{
1

2
m4
s +m2

s ξ̃ R +
1

120
C2 − 1

360
E

+

(
1

180
− 1

6
ξ̃

)
�R +

1

2
ξ̃ R2

}
. (2.37)

2.4.3 Campo espinorial

Para os espinores descritos pela ação (2.9), a ação efetiva é dada por

Γ̄(1) = −iTr ln Ĥ , (2.38)

onde

Ĥ = i (γµ∇µ − imf ) . (2.39)

Para aplicar a fórmula (2.31), precisamos de um operador que seja quadrático nas suas

derivadas, escrito na forma mı́nima (2.19). Isso pode ser conseguido multiplicando Ĥ pelo

seu complexo conjugado Ĥ∗ = −i (γµ∇µ + imf ). Na referência [176] existe a prova geral

da seguinte identidade

Tr ln Ĥ = Tr ln Ĥ∗ . (2.40)
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Sendo assim, temos

Tr ln Ĥ =
1

2
Tr ln (ĤĤ∗) (2.41)

e encontramos para a fórmula da ação efetiva

Γ̄(1) = − i
2

Tr ln (ĤĤ∗) , (2.42)

onde

ĤĤ∗ = γµγν∇µ∇ν +m2 = �+m2 − 1

4
R . (2.43)

Na equação acima usamos a identidade

γµγν∇µ∇ν = �− 1

4
R . (2.44)

O operador (2.43) já nos permite aplicar a fórmula (2.31). Com esse propósito, identifi-

camos os seguintes elementos necessários

Π̂ = m2 − 1

4
R , P̂ = m2 − 1

12
R , Ŝµν =

1

4
Rµναβγ

αγβ . (2.45)

Logo, depois de alguma álgebra, encontramos a seguinte expressão para as divergências

Γ̄
(1)
div = −1

ε

∫
dnx
√
−g µn−4

{
−2m4

f +
1

3
m2
f R +

1

20
C2 − 11

360
E +

1

30
�R

}
. (2.46)

2.4.4 Campo vetorial

Como último exemplo, considere o campo vetorial. A ação (2.10) é invariante pe-

rante a seguinte transformação de calibre

Aµ → A′µ = Aµ +∇µ ξ . (2.47)

Para realizar a quantização funcional das teorias de calibre devemos usar o método de

Faddeev-Popov (para a introdução, veja o livro-texto [42] e as suas referências). Nesse

formalismo, temos que considerar além da ação clássica (2.10), a ação de fixação de calibre

Sfc = −1

2

∫
d4x
√
−g χ2 , (2.48)

onde χ = ∇µA
µ é o parâmetro de fixação de calibre, e a ação dos fantasmas de Faddeev-

Popov

Sfan =

∫
d4x
√
−g C̄ M C . (2.49)
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Na última fórmula C(x) é o campo fantasma, C̄(x) é o campo anti-fantasma e

M =
δχ

δAα
Rα , (2.50)

onde Rα é o gerador da transformação de calibre, definido por δAα = Rα ξ. Para a

transformação de calibre (2.47), encontramos M = �.

A ação efetiva do vácuo é então, dada por

Γ̄(1) =
i

2
Tr ln Ĥ − iTr ln Ĥfan , (2.51)

onde

Ĥ = Hµ
ν = δµν �−Rµ

ν (2.52)

é o operador bilinear da ação do campo Aµ e

Ĥfan = � (2.53)

é o operador bilinear da ação dos fantasmas. O sinal negativo para a contribuição dos

fantasmas na equação (2.51) é devido ao fato dos campos C e C̄ serem anticomutativos.

Para o cálculo das divergências, podemos aplicar a fórmula (2.31) em cada termo

da equação (2.51). Para o primeiro termo, identificamos

1̂ = δµν , Π̂ = −Rµ
ν , P̂ =

1

6
δµν R−Rµ

ν , Ŝµν = [Sµν ]
α
β = Rα

. βµν . (2.54)

Já a contribuição dos fantasmas, pode ser encontrada como caso particular da fórmula

prévia (2.37), com ms = ξ = 0 e um fator extra multiplicativo de 2. Dessa maneira,

encontramos a resposta final

Γ̄
(1)
div = −1

ε

∫
dnx
√
−g µn−4

{
1

10
C2 − 31

180
E − 1

10
�R

}
. (2.55)

2.4.5 Contratermos e renormalização da ação do vácuo

No esquema de subtração mı́nimo as divergências presentes na ação efetiva do vácuo

devem ser removidas através da adição de um contratermo local apropriado na ação do

vácuo (2.1) e pela conseguinte renormalização dos seus parâmetros. Dentro da regula-

rização dimensional, o primeiro passo é generalizar a ação clássica no espaço-tempo com

dimensão arbitrária n, isto é,

S(n)
vac =

∫
dnx
√
−g µn−4

[
− 1

16πG
(R + 2Λ) + a1C

2 + a2E + a3�R + a4R
2

]
. (2.56)



45

O parâmetro massivo µ representa aqui, a escolha da escala de renormalização. A ação

clássica renormalizada é então definida por

SR = S(n)
vac + ∆S , (2.57)

onde ∆S é um contratermo local, que deve ser escolhido de maneira que a ação efetiva

do vácuo renormalizada

ΓR = S(n)
vac + Γ̄(1) + ∆S (2.58)

seja finita. Sendo assim, a escolha necessária para o contratermo é

∆S = −Γ̄
(1)
div . (2.59)

Considere agora, uma teoria quântica de campos contendo um número Ns de esca-

lares, Nf de férmions e Nv de vetores. Nesse caso, pelos resultados obtidos anteriormente,

equações (2.37), (2.46) e (2.55), encontramos para a fórmula (2.59) o resultado

∆S =
µn−4

n− 4

∫
dnx
√
−g {βΛ Λ + βE R + β1C

2 + β2E + β3�R + β4R
2} , (2.60)

onde

(4π)2 βΛ =
1

2
Nsm

4
s − 2Nf m

4
f ,

(4π)2 βE = Nsm
2
s ξ̃ +

1

3
Nf m

2
f ,

(4π)2 β1 =
1

120
Ns +

1

20
Nf +

1

10
Nv , (2.61)

(4π)2 β2 = − 1

360
Ns −

11

360
Nf −

31

180
Nv ,

(4π)2 β3 =
1

180
Ns +

1

30
Nf −

1

10
Nv −

1

6
ξ̃ Ns ,

(4π)2 β4 =
1

2
ξ̃2Ns .

A expressão geral para os contratermos, equação (2.60), tem exatamente a forma discutida

previamente através de argumentos gerais na seção 2.1. O termo de Einstein-Hilbert, a

constante cosmológica e todos com quatro derivadas da métrica são necessários para que

a teoria dos campos de matéria seja renormalizável no espaço-tempo curvo.

Seja agora S(0)[Λ(0), G(0), a
(0)
i ] a ação nua (bare action). A equação para renorma-

lização dos parâmetros da ação do vácuo é definida como

S(0)[Λ(0), G(0), a
(0)
i ] = SR[Λ, G, ai] = S(n)

vac + ∆S . (2.62)
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Os parâmetros Λ, G e a1,2,3,4, presentes na ação clássica renormalizada, são valores ob-

serváveis que dependem da escala de renormalização µ. Já os parâmetros Λ(0), G(0),

e a
(0)
1,2,3,4 são parâmetros não-observáveis infinitos que não dependem de µ. Para que

a fórmula (2.62) seja satisfeita, os parâmetros devem obedecer à seguinte equação de

renormalização

− Λ(0)

8πG(0)
= µn−4

[
− Λ

8πG
+

βΛ

n− 4

]
, − 1

16πG(0)
= µn−4

[
− 1

16πG
+

βE
n− 4

]
,

a
(0)
i = µn−4

[
a

(0)
i +

βi
n− 4

]
. (2.63)

Por fim, para estudar como os parâmetros da ação renormalizada dependem de µ, con-

sidere nas equações acima a derivada µ d/dµ. Depois do processo de regularização ser

removido, isto é, no limite em que n → 4, encontramos as seguintes equações do grupo

de renormalização no esquema de subtração mı́nima

µ
d

dµ

(
Λ

8πG

) ∣∣∣∣∣
n=4

= βΛ , µ
d

dµ

(
1

16πG

) ∣∣∣∣∣
n=4

= βE , µ
dai
dµ

∣∣∣∣∣
n=4

= − βi . (2.64)

2.5 Simetria conforme local

Considere as teorias livres dos campos de matéria descritas na seção 2.3. Quando

esses campos são não-massivos (ms = mf = 0) e quando o parâmetro não-mı́nimo do

campo escalar vale ξ = 1/6, as ações (2.8), (2.9) e (2.10) são invariantes perante a seguinte

transformação simultânea da métrica

gµν → g′µν = gµν e
2σ(x) (2.65)

e dos campos de matéria

ϕ→ ϕ′ = ϕ e−σ(x) , ψ → ψ′ = ψ−3σ(x)/2 , Aµ → A′µ = Aµ . (2.66)

A transformação da métrica (2.65) é conhecida como transformação conforme local e a

invariância perante as equações (2.65) e (2.66) é chamada de simetria conforme local.

Introduzindo a notação abreviada para os campos de matéria, φi = (ϕ, ψ, Aµ), as trans-

formações (2.66) podem ser resumidas na fórmula

φi → φ′i = φi e
di σ(x) , (2.67)
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onde di = (−1, −3/2, 0) é conhecido como peso conforme. Nessa notação, a identidade

de Noether correspondente a simetria conforme pode ser escrita como

2√
−g

gµν
δSm
δgµν

+
di√
−g

φi
δSm
δφi

= 0 . (2.68)

Quando as equações de movimento dos campos de matéria são satisfeitas, a identidade

(2.68) implica que o traço do tensor momento energia é nulo

T µµ = − 2√
−g

gµν
δSm
δgµν

= 0 . (2.69)

Apesar do tensor momento energia ser definido através da derivada variacional da

ação dos campos de matéria em relação à métrica, é costume (ou melhor dizendo, uma

tradição na área) falar que os termos de derivada superiores na ação do vácuo são res-

ponsáveis por definir o tensor de momento e energia do vácuo T µνvac . Sendo assim, a parte

da ação do vácuo

Svac. conf. =

∫
d4x
√
−g {a1C

2 + a2E + a3�R} (2.70)

também satisfaz a condição de nulidade do traço do tensor de momento e energia, equação

(2.69). Isso ocorre, pois o termo do quadrado de Weyl
∫ √
−g C2 possui simetria conforme

e os termos topológico de Euler
∫ √
−g E e o superficial

∫ √
−g�R não contribuem para

as equações de movimento. Mesmo a ação (2.70) não sendo realmente invariante conforme,

como ela satisfaz a identidade (2.69), também é costume dizer que, nesse sentido, a ação

(2.70) possui simetria conforme local.

2.6 Anomalia conforme

Quando a teoria clássica possui mais de uma simetria, não existe um esquema de

regularização que consiga preservar todas as simetrias da teoria original no ńıvel quântico.

Depois que as divergências são subtráıdas, a resposta finita para a ação efetiva do vácuo

não possui todas as mesmas simetrias do que a ação clássica. Esse fenômeno é conhe-

cido como anomalia quântica [184]. Para as teorias com simetria conforme, para que a

covariância geral seja mantida no ńıvel quântico, a simetria conforme é, necessariamente,

violada pelas correções quânticas. Nesse caso, a quebra da simetria conforme é conhecida

como anomalia conforme ou anomalia do traço do tensor momento energia. Ela representa
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o fato de que o traço do tensor momento energia que era nulo, equação (2.69), difere de

zero quando consideramos o seu valor esperado no vácuo 〈T µµ 〉 6= 0.

A anomalia conforme pode ser calculada de diferentes maneiras, dependendo da

escolha do esquema de regularização (para exemplos, veja as referências [11,13,28,53,70,

76]). No que se segue, vamos adotar como base as referências [11, 13, 70, 76, 201] e usar o

processo da regularização dimensional. No ńıvel quântico, a ação clássica do vácuo tem

que ser substitúıda pela ação efetiva do vácuo renormalizada

ΓR = S + Γ̄(1) + ∆S , (2.71)

onde S é a ação clássica, Γ̄(1) é a correção quântica de 1-loop e ∆S é o contratermo

necessário para o cancelamento da parte divergente de Γ̄(1). O contratermo ∆S é a única

fonte de não-invariância conforme da ação efetiva, porque tanto a ação clássica quanto a

contribuição quântica de 1-loop são invariantes [70,76]. Por consequência, o traço anômalo

do tensor de momento e energia é dado por

〈T µµ 〉 = − 2√
−g

gµν
δΓR
δgµν

∣∣∣
n=4

= − 2√
−g

gµν
δ∆S

δgµν

∣∣∣
n=4

. (2.72)

Os contratermos para a teoria dos campos de matéria conformalmente invariantes,

podem ser encontrados pelo caso particular da equação (2.60) com ms = mf = 0 e

ξ = 1/6. Assim,

∆S =
µn−4

n− 4

∫
dnx
√
−g {wC2 + bE + c�R} , (2.73)

onde

w =
1

(4π)2

( N0

120
+
N1/2

20
+
N1

10

)
, (2.74)

b = − 1

(4π)2

( N0

360
+

11N1/2

360
+

31N1

180

)
, (2.75)

c =
1

(4π)2

( N0

180
+
N1/2

30
− N1

10

)
. (2.76)

Utilizando a fórmula (2.73) a equação (2.72) pode ser solucionada. Isso pode ser

feito de uma maneira mais simples, se realizarmos a transformação conforme da métrica

gµν = g′µν e
2σ(x) e se usarmos a seguinte identidade [201]

− 2√
−g

gµν
δA[gµν ]

δgµν
= − 1√

−g′
e−4σ

δA[g′µν e
2σ]

δσ

∣∣∣∣∣
g′µν→gµν , σ→0

, (2.77)
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válida para qualquer funcional A = A[gµν ]. Essa identidade por ser provada por meio da

regra da cadeia

δ

δσ
=
δgµν
δσ

δ

δgµν
= 2 gµν

δ

δgµν
(2.78)

juntamente com a transformação conforme do determinante da métrica
√
−g =

√
−g′ e4σ.

A fim de aplicar a identidade (2.77) para solucionar a equação (2.72) precisamos, pri-

meiramente, das transformações conforme de todas as estruturas que estão presentes nos

contratermos (2.73). Isso pode ser encontrado, por exemplo, na referência [51]. Para o

quadrado do tensor de Weyl temos a seguinte regra de transformação∫
dnx
√
−g C2 =

∫
dnx
√
−g e(n−4)σC ′2 . (2.79)

Já as regras de transformações dos outros termos presentes na equação (2.73) têm uma

estrutura análoga à fórmula (2.79). Essas fórmulas também apresentam o mesmo fator

global e(n−4)σ , contudo, existem novos termos com derivadas de σ(x). Como na fórmula

(2.77) temos que considerar o limite em que σ → 0, os termos novos (que são proporcio-

nais a σ) não geram nenhuma contribuição para a anomalia conforme. Sendo assim, o

cálculo da equação (2.72) é, em sua essência, reduzido ao simples cálculo da derivada da

exponencial. Assim, encontramos, finalmente, para a anomalia conforme o resultado

〈T µµ 〉 = −
(
wC2 + bE + c�R

)
. (2.80)

2.7 Ação efetiva induzida pela anomalia conforme

Em geral, não existe, atualmente, uma maneira de calcular a ação efetiva do vácuo

completamente. Para entender o ńıvel de dificuldade em questão, basta lembrar que já no

ńıvel de 1-loop a fórmula para a ação efetiva obtida com o uso da técnica de Schwinger-

DeWitt, equação (2.30), contém uma série infinita de termos, que dependem dos tensores

de curvatura e de suas derivadas através dos coeficientes âk. Dessa maneira, na prática,

o cálculo de toda a ação efetiva do vácuo não parece ser algo realista. Entretanto, para o

caso especial das teorias com simetria conforme local isso é, de certa maneira, posśıvel. A

anomalia conforme (2.80) representa uma equação diferencial com derivadas variacionais

para a ação efetiva do vácuo

T =
2√
−g

gµν
δ Γind
δgµν

= wC2 + bE + c�R . (2.81)
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Desse modo, a menos de uma constante de integração (que representa, nesse caso, um

funcional desconhecido da métrica), podemos encontrar uma solução para a ação efetiva

na aproximação de 1-loop. A solução da equação (2.81) é conhecida como ação efetiva do

vácuo induzida pela anomalia conforme.

A fim de solucionar a equação (2.81), usaremos como base as referências [190, 201].

Para começar, por questões didáticas, vamos separar o lado direito da equação (2.81)

em três partes, a saber, Tω = ω C2, Tb = b
(
E − 2

3
�R
)

e Tc =
(
c+ 2

3
b
)
�R. Assim,

podemos considerar, de maneira separada, qual é a parte da ação efetiva responsável por

cada um desses termos.

A parte mais fácil está relacionada com Tc. Como

− 2√
−g

gµν
δ

δgµν

∫
d4x
√
−g R2 = −12�R , (2.82)

não é complicado conferir que

Γc = −3c+ 2b

36

∫
d4x
√
−g(x)R2(x) . (2.83)

Já para os outros termos, existem diferentes maneiras de encontrar a solução para o resto

da ação efetiva. A maneira mais simples consiste, novamente, em usar a parametrização

conforme da métrica gµν = g′µν . e
2σ. Fazendo isso, podemos escrever, através da regra da

cadeia (2.78), uma nova equação diferencial equivalente a equação (2.81)

δΓind
δσ

= e4σ
√
−g′ T

∣∣
gµν=g′µν e

2σ . (2.84)

As regras de transformações que são necessárias para solucionar a equação (2.84), com

Tw, b = Tw + Tb , são [51]:

√
−g C2 =

√
−g′C ′2 , (2.85)

√
−g (E − 2

3
�R) =

√
−g′ (E ′ − 2

3
�′R′ + 4∆′4σ) . (2.86)

Na fórmula (2.86) ∆4 é um operador diferencial de quarta ordem, conhecido como ope-

rador de Paneitz [171,190],

∆4 = �2 + 2Rµν ∇µ∇ν −
2

3
R�+

1

3
(∇µR)∇µ . (2.87)

Esse operador tem algumas propriedades importantes. Primeiro, a sua transformação

conforme é dada por [51]

√
−g∆4 =

√
−g′∆′4 . (2.88)
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Isso significa que esse operador é conformalmente invariante quando o mesmo age sobre

escalares adimensionais. Além disso, ele é autoadjunto, isto é,∫
d4x
√
−g ψ (∆4ϕ) =

∫
d4x
√
−g (∆4ψ)ϕ . (2.89)

Logo, depois da substituição das fórmulas (2.85) e (2.86) na equação (2.84), a integração

em σ se torna direta. Então, encontramos

Γw, b = Sc[g
′
µν ] +

∫
d4x
√
−g′

{
w σ C ′2 + bσ

(
E ′ − 2

3
�′R′

)
+ 2b σ∆′4σ

}
, (2.90)

onde Sc[g
′
µν ] = Sc[gµν ] é um funcional da métrica conformalmente invariante desconhecido,

que serve como uma constante de integração para a equação diferencial (2.84). Por fim,

para escrevermos a solução final em forma fechada, em termos apenas da métrica g′µν e

do fator conforme σ, precisamos usar na solução Γc, equação (2.83), a seguinte regra de

transformação

√
−g R2 =

√
−g′

[
R′ − 6(∇′σ)2 − 6�′σ

]2
. (2.91)

Fazendo isso, encontramos,

Γind = Sc[g
′
µν ] +

∫
d4x
√
−g′

{
w σ C ′2 + bσ

(
E ′ − 2

3
�′R′

)
+ 2b σ∆′4σ

− 1

12

(
c+ 2

3
b
) [
R′ − 6(∇′σ)2 − 6�′σ

]2}
. (2.92)

A ação efetiva induzida pela anomalia conforme escrita na forma da equação (2.92) é

bastante útil para aplicações, quando a métrica tem uma estrutura simples, como na

Cosmologia. Para a métrica de FRLW (escrita no tempo conforme η, dt = a(η)dη) a ação

efetiva (2.92) é realmente uma solução exata. Isso se deve ao fato de toda a dinâmica

do fator de escala estar contida no fator conforme da métrica σ(η) = ln a(η). Por esse

motivo, o funcional conforme desconhecido Sc[g
′
µν ] não depende do fator de escala a(η)

e, por consequência, não contribui para as equações de movimento.

Apesar da simplicidade da solução (2.92) ela não é covariante, no sentido em que, a

mesma, não é escrita na métrica original gµν . Com a finalidade de conseguirmos a solução

covariante, podemos novamente usar uma identidade útil. Com o uso da fórmula (2.86)

podemos provar que para um funcional arbitrário A = A[gµν ], conformalmente invariante,

é válida a seguinte relação

δ

δσ(y)

∫
d4x
√
−g(x)A

(
E − 2

3
�R

) ∣∣∣
gµν=g′µν e

2σ
= 4
√
−g′∆′4A = 4

√
−g∆4A . (2.93)
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Com essa equação, não é dif́ıcil conferir que o termo na ação efetiva responsável por Tw é

dado por

Γw =
w

4

∫
d4x
√
−g(x)

∫
d4y
√
−g(y)C2(x)G(x, y)

(
E − 2

3
�R

)
y

, (2.94)

onde G(x, y) é a função de Green do operador de Paneitz

√
−g∆4, xG(x, y) = δ(x, y) . (2.95)

Por exemplo,

δ

δσ(y)

∫
d4x
√
−g(x)

∫
d4y
√
−g(y)C2(x)G(x, y)

(
E − 2

3
�R

)
y

∣∣∣
gµν=g′µν e

2σ
(2.96)

= 4

∫
d4x
√
−g′(x) ∆′4G

′(x, y)C2(x) = 4
√
−g(y)C2(y) .

De maneira análoga, para Tb, temos

Γb =
b

8

∫
d4x
√
−g(x)

∫
d4y
√
−g(y)

(
E − 2

3
�R

)
x

G(x, y)

(
E − 2

3
�R

)
y

. (2.97)

A solução covariante da equação (2.81) é a soma das expressões (2.83), (2.94) e (2.97).

A ação efetiva induzida pela anomalia conforme na sua forma covariante apresentada

acima é não-local. Porém, é posśıvel representá-la de uma maneira que é, ao mesmo tempo,

covariante e local. Isso pode ser realizado por meio da introdução de dois campos escalares

auxiliares extras, ϕ e ψ [147, 190, 204]. Para construir a representação covariante e local,

a ação deve ser apresentada de uma maneira mais simétrica, a saber:

Γw, b =

∫
d4x
√
−g(x)

∫
d4y
√
−g(y)

(
E − 2

3
�R

)
x

G(x, y)

[
w

4
C2 − b

8

(
E − 2

3
�R

)]
y

= − b
8

∫
d4x d4y

√
g(x)g(y)

[(
E − 2

3
�R

)
− w

b
C2

]
x

G(x, y)

[(
E − 2

3
�R

)
− w

b
C2

]
y

−1

2

∫
d4x d4y

√
g(x)g(y)

(
w

2
√
−b

)
x

G(x, y)

(
w

2
√
−b

)
y

. (2.98)

Os dois últimos termos nessa equação são objetos que têm estruturas apropriadas para

serem reescritas com o uso de campos auxiliares. Assim, introduzindo os campos auxiliares

ϕ e ψ, chegamos à seguinte expressão final para ação efetiva da gravitação induzida pela

anomalia conforme:

Γind = Sc[gµν ] −
3c+ 2b

36

∫
d4x
√
−g(x)R2(x) +

∫
d4x
√
−g(x)

{
1

2
ϕ∆4ϕ

− 1

2
ψ∆4ψ +ϕ

[
k1C

2 + k2

(
E − 2

3
�R
)]

+ l1 ψ C
2

}
, (2.99)
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onde

k1 = −l1 = − w

2
√
−b

e k2 =

√
−b
2

. (2.100)

Não é dif́ıcil conferir que depois da substituição da solução das equações de campo para

ϕ e ψ,

1√
−g

δΓind
δϕ

= ∆4ϕ+ k1C
2 + k2(E − 2

3
�R) = 0 , (2.101)

1√
−g

δΓind
δψ

= −∆4ψ + l1C
2 = 0 (2.102)

na ação (2.99), o resultado nada mais é do que a sua forma original não-local. Sendo

assim, a versão covariante local é dinamicamente equivalente à versão covariante não-

local. Outra observação importante sobre a fórmula (2.99) é que apesar do coeficiente

para o termo cinético do campo auxiliar ϕ ser o oposto do termo cinético para ψ isso

não representa um problema, pois ambos os campos são auxiliares e não se propagam

independentemente.

A versão covariante local da ação efetiva (2.99) é mais conveniente em relação a não-

local em aplicações em que a métrica é mais complicada. O principal motivo é porque a

definição completa do problema de valor inicial das soluções na teoria com ação não-local,

exige a imposição de condições de contornos para as funções de Green G(x, y) (problema

de Cauchy), enquanto que, o mesmo pode ser alcançado, de uma maneira mais simples,

na versão local por meio de condições iniciais apropriadas nos campos auxiliares ϕ e ψ.

Por fim, um último comentário sobre o funcional desconhecido Sc[gµν ] é apropriado.

Como dito anteriormente, esse funcional é nulo apenas para métricas conformalmente

triviais, como a métrica de FRLW. Contudo, mesmo nos casos mais complicados, como nos

buracos negros [8,17] e nas ondas gravitacionais [80,82], os resultados obtidos, desprezando

esse funcional, estão de acordo com os resultados obtidos por outros métodos de cálculo

[109, 113, 212]. Sendo assim, apesar desse termo não ser nulo nesses casos, ele pode ser

ignorado como uma boa aproximação. A razão para essa equivalência é devido ao resto

da ação (2.99) manter toda a informação completa sobre o limite ultravioleta da teoria.

Em outras palavras, ela contém todas as correções logaŕıtmicas, e no funcional Sc[gµν ]

permanecem apenas os termos de ordem sublogaŕıtmica.



CAṔITULO 3

Singularidade Newtoniana nos modelos de gravitação com

derivadas superiores

É um importante passo para a melhor compreensão de uma nova teoria modificada

da gravitação, seja ela derivada a partir de efeitos quânticos ou uma modificação no ńıvel

clássico inspirada por uma teoria quântica, o estudo de suas soluções linearizadas. Em

especial, o potencial Newtoniano é de grande interesse, pois ele possui na mecânica clássica

um comportamento do tipo 1/r, o que representa, em r = 0, o exemplo mais simples de

singularidade gravitacional. Uma singularidade que é bastante similar a que está presente

no interior de um buraco negro. Sendo assim, consideramos neste caṕıtulo o problema

da singularidade Newtoniana nos modelos de gravitação com derivadas superiores, super-

renormalizáveis no ńıvel quântico [12]. Vamos mostrar que em todos os casos das teorias

que incluem derivadas superiores com mais de quatro derivadas da métrica, pelo menos

quando os pólos no propagador da teoria são reais e simples, o potencial Newtoniano

não apresenta singularidade. Isso ocorre por causa do cancelamento da singularidade do

tipo 1/r com as novas contribuições referentes aos modos massivos extras, escalares e

tensoriais.

Este caṕıtulo é organizado da seguinte forma: na seção 3.1 apresentamos o fundo

teórico geral do problema do cálculo do potencial Newtoniano modificado nas teorias com

derivadas superiores. A seção 3.2 contém os resultados principais, incluindo a prova do

comportamento não-singular do potencial na gravitação super-renormalizável. Por fim,

54
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na seção 3.3 argumentamos sobre o papel dos fantasmas no cancelamento da singularidade

Newtoniana. Também, discutimos sobre a posśıvel relação existente entre esse resultado

com as propriedades da teoria quânticas correspondente, como a renormalização e a li-

berdade assintótica.

3.1 O limite Newtoniano nas teorias de gravitação

com derivadas superiores

O limite Newtoniano significa a aproximação de campo gravitacional fraco, estático

e não-relativ́ıstico. Sendo assim, o primeiro passo é considerar flutuações da métrica em

torno do espaço-tempo plano

gµν = ηµν + hµν . (3.1)

Como estamos interessados em equações de campos lineares, precisamos considerar na

ação gravitacional apenas os termos que são de segunda ordem na perturbação hµν .

Com o intuito de calcular o potencial de Newton nas teorias da gravitação super-

renormalizável vamos, primeiramente, reescrever a sua ação geral, equação (1.24), em

uma notação mais adequada ao problema, a saber,

S =
1

4κ

∫
d4x
√
−g

{
− 2R + α0R

2
µν + β0R

2 + γ0R
2
µναβ + . . .

+α1Rµν�R
µν + β1R�R + γ1Rµναβ�R

µναβ + O(R3
...) + . . . (3.2)

+αNRµν�
NRµν + βNR�

NR + γNRµναβ�
NRµναβ + · · ·+O(RN+2

... )
}
,

onde κ = 8πG. Antes de começarmos os cálculos expĺıcitos, podemos analisar quais es-

truturas presentes na fórmula (3.2) são essenciais para o limite Newtoniano. A primeira

observação importante é que devido ao valor das curvaturas se anular no espaço-tempo

plano, o termo de ordem zero da expansão das curvaturas em hµν é nulo. Por esse mo-

tivo, todos os objetos com três curvaturas ou mais, podem formar apenas termos da ordem

O(h3), que não contribuem para o limite Newtoniano. O mesmo vale para todas as estru-

turas contendo o quadrado do tensor de Riemann, pois como já foi previamente discutido

na seção (1.3.4), por meio da identidade (1.31) e por uma redefinição dos parâmetros da

ação (3.2) é sempre posśıvel reduzir essas estruturas em termos que são da ordem três



56

(isso representa, de certa forma, uma generalização do que ocorre nos termos com quatro

derivadas da métrica devido à natureza topológica do termo de Gauss-Bonnet). Já para

os termos quadráticos na curvatura, a única maneira de construir termos da ordem dois

em hµν é considerar cada curvatura na ordem linear nessa perturbação. Isso também

significa que todos os operadores � presentes na ação (3.2) podem assumir apenas o seu

valor na ordem zero. Em resumo, todos os termos relevantes para o limite Newtoniano

podem ser escritos de uma maneira abreviada como

S =
1

4κ

∫
d4x
√
−g
{
− 2R +Rµν F1(�)Rµν +RF2(�)R

}
, (3.3)

onde � = ηµν∂µ∂ν e

F1(�) = α0 + α1�+ · · ·+ αN�
N , (3.4)

F2(�) = β0 + β1�+ · · ·+ βN�
N . (3.5)

Por razões de generalidade da consideração, apesar das equações (3.4) e (3.5), vamos

manter nesta seção as funções F1,2(�) como arbitrárias. Neste momento para continuar-

mos, precisamos das fórmulas expĺıcitas das expansões em hµν das estruturas contidas na

fórmula (3.3). As equações necessárias são dadas por

√
−g = 1 +

1

2
h+O(h2) , (3.6)

R = ∂α∂βh
αβ −�h+ hαβ∂α∂βh+ hαβ�hαβ − 2hαβ∂α∂ρh

ρ
β + ∂αh

αβ∂βh

− ∂αhαβ∂ρhρβ −
1

2
∂ρhαβ∂

αhρβ +
3

4
∂ρhαβ∂

ρhαβ − 1

4
∂ρh∂

ρh+O(h3) , (3.7)

Rαβ =
1

2

(
∂ρ∂αh

ρ
β + ∂ρ∂βh

ρ
α − ∂α∂βh−�hαβ

)
+O(h2) , (3.8)

onde h = ηµνhµν . Como a curvatura escalar R aparece linearmente em (3.3) no termo

de Einstein-Hilbert, precisamos da sua expansão, fórmula (3.7), até a segunda ordem em

hµν . Já para o tensor de Ricci Rµν , como ele está somente presente aos pares é suficiente

considerar aqui apenas os termos lineares em hµν . Dessa maneira, utilizando as fórmulas

(3.6)−(3.7), encontramos para a parte quadrática da ação (3.3) a fórmula

S(2) = − 1

4κ

∫
d4x

{
1

2
hµν a(�)�hµν − hρν a(�) ∂ρ∂µh

µν + h c(�) ∂µ∂νh
µν (3.9)

− 1

2
h c(�)�h+

1

2
hµν [a(�)− c(�)]

1

�
∂µ∂ν∂ρ∂ωh

ρω

}
,
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onde introduzimos as notações novas

a(�) = 1− 1

2
F1(�)� , (3.10)

c(�) = 1 + 2F2(�)�+
1

2
F1(�)� . (3.11)

Através do prinćıpio da mı́nima ação, obtemos a partir da ação (3.9) as seguintes

equações de campo linearizadas

a(�) (�hµν − ∂ρ∂µhρν − ∂ρ∂νhρµ) + c(�) (ηµν∂ρ∂ωh
ρω − ηµν�h+ ∂µ∂νh)

+(a(�)− c(�))
1

�
∂µ∂ν∂ρ∂ωh

ρω = −2κTµν , (3.12)

onde Tµν é o tensor momento energia. O próximo passo é escrever a métrica na forma

Newtoniana

ds2 = −(1 + 2ϕ)dt2 + (1− 2ψ)dl2 , (3.13)

onde ϕ(r) e ψ(r) são conhecidos como potenciais Newtonianos. Além disso, como estamos

interessados em estudar a solução do campo gravitacional devido a uma fonte estática de

massa puntiforme, temos que usar para o tensor de momento e energia

Tµν = ρ δ0
µ δ

0
ν , (3.14)

onde ρ = M δ3(r) é a densidade de massa. Para encontrarmos os potenciais Newtonianos

é suficiente considerar apenas a componente 00 e o traço da equação (3.12), que são,

respectivamente, dadas por

[a(4)− c(4)]4 ϕ+ 2c(4)4 ψ = κρ , (3.15)

[a(4)− 3c(4)][4ϕ− 24 ψ] = κρ , (3.16)

onde 4 é o operador de Laplace-Beltrami.

Para solucionar as equações (3.15) e (3.16) vamos utilizar o método de Fourier.

Consideramos a transformada de Fourier dos potenciais

ϕ(r) =
1

(2π)3

∫
d3p e−ipxϕ̃(p) , (3.17)

ψ(r) =
1

(2π)3

∫
d3p e−ipxψ̃(p) . (3.18)
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Logo, depois da substituição das transformadas (3.17) e (3.18), o sistema de equações

diferenciais (3.15) e (3.16) se transforma em um sistema de equações algébricas para ϕ̃(p)

e ψ̃(p) , que pode ser resolvido diretamente. Dessa maneira, utilizando a transformada

de Fourier inversa encontramos as seguintes soluções integrais para os potenciais

ϕ(r) = −2GM

πr

∫ ∞
0

dp

p
sen (pr)

{
4

3

1

a(−p2)
− 1

3

1

[3c(−p2)− a(−p2)]/2

}
, (3.19)

ψ(r) = −2GM

πr

∫ ∞
0

dp

p
sen (pr)

{
2

3

1

a(−p2)
+

1

3

1

[3c(−p2)− a(−p2)]/2

}
. (3.20)

Na próxima seção, vamos considerar o cálculo das integrais (3.19) e (3.20) para as

funções F1,2(�) polinomiais da gravitação super-renormalizável, definidas nas equações

(3.4) e (3.5).

3.2 Solução das integrais dos potenciais Newtonianos

para os fatores de forma polinomiais

Para as funções F1,2(�) polinomiais definidas nas fórmulas (3.4) e (3.5), os termos

presentes no denominador do integrando das equações (3.19) e (3.20) podem ser expressos

como

a(−p2) = 1 + F1p
2 = 1 +

1

2

[
α0p

2 − α1p
4 + · · ·+ (−1)N αN p

2N+2
]
≡ P2N+2 (3.21)

e

3c(−p2)− a(−p2)

2
= 1− (3F2 + F1)p2

= 1− (3β0 + α0)p2 + (3β1 + α1)p4 + · · ·+ (−1)N+1 (3βN + αN) p2N+2

≡ Q2N+2 , (3.22)

onde P2N+2 e Q2N+2 são polinômios de p da ordem 2N+2 . As ráızes desses polinômios

têm uma importante interpretação f́ısica: elas representam as massas dos graus de liber-

dade extras presentes nos propagadores de spin-2 e de spin-0 da teoria (3.2) [12] (veja

também, as equações (1.28) e (1.29)). Portanto, seja −m2
(2)N e −m2

(0)N o quadrado das

ráızes das equações P2N+2 = 0 e Q2N+2 = 0 , respectivamente. Então, de acordo com
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o teorema fundamental da álgebra, os polinômios P2N+2 e Q2N+2 podem ser escritos na

seguinte forma fatorada

P2N+2 =
1

m2
(2)0m

2
(2)1 · · ·m2

(2)N

× (p2 +m2
(2)0)× (p2 +m2

(2)1)× · · · × (p2 +m2
(2)N) , (3.23)

Q2N+2 =
1

m2
(0)0m

2
(0)1 · · ·m2

(0)N

× (p2 +m2
(0)0)× (p2 +m2

(0)1)× · · · × (p2 +m2
(0)N) . (3.24)

Sendo assim, por meio das equações (3.23) e (3.24), os potenciais Newtonianos (3.19) e

(3.20) podem ser expressos na forma

ϕ(r) = −2GM

πr

[
4

3
I(2) −

1

3
I(0)

]
, ψ(r) = −2GM

πr

[
2

3
I(2) +

1

3
I(0)

]
, (3.25)

onde

I(2) =

∫ ∞
0

dp
(m2

(2)0m
2
(2)1 · · ·m2

(2)N) sen (pr)

p(p2 +m2
(2)0)(p2 +m2

(2)1) · · · (p2 +m2
(2)N)

(3.26)

e

I(0) =

∫ ∞
0

dp
(m2

(0)0m
2
(0)1 · · ·m2

(0)N) sen (pr)

p(p2 +m2
(0)0)(p2 +m2

(0)1) · · · (p2 +m2
(0)N)

. (3.27)

Na continuação deste caṕıtulo vamos seguir a referência [12] e supor que as massas m(k)j

satisfaçam as relações (1.26) e (1.27), isto é, vamos admitir que as massas são quantidades

reais, distintas e que possam ser ordenadas de maneira crescente. Do ponto de vista

técnico, isso significa que os pólos no propagador da teoria (3.2) são reais e simples.

O caso particular com N = 0 corresponde ao modelo gravitação com derivadas

superiores de quarta ordem [214], discutido na seção (1.3.2). Para esse caso, a solução do

potencial Newtoniano modificado é bastante conhecida, tendo sido apresentada por Stelle

nas referências [213,214]. A solução para o potencial ϕ(r), por exemplo, é dada por

ϕ(r) = −GM
(

1

r
− 4

3

e−m(2)r

r
+

1

3

e−m(0)r

r

)
, (3.28)

onde m(2) = (1
2
α0)−1/2 e m(0) = [−(3β0 + α0)]−1/2.

Nas grandes distâncias, os efeitos das correções do tipo Yukawa no potencial (3.28) se

tornam irrelevantes e a solução é dominada pelo potencial gravitacional padrão de Newton

da mecânica clássica do tipo 1/r. Entretanto, por outro lado, no regime das pequenas

distâncias a situação muda drasticamente. A fim de estudar o comportamento da solução
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(3.28) perto da origem, podemos expandir as exponenciais contidas nessa equação em

séries de potências

−4

3

e−m(2)r

r
= − 4

3r
+

4m(2)

3
+O(r) ,

1

3

e−m(0)r

r
=

1

3r
−
m(0)

3
+O(r) . (3.29)

Dessa maneira, chegamos à seguinte fórmula para o potencial

ϕ(r) = − 1

3
GM

[
4m(2) − m(0)

]
+ O(r) . (3.30)

Quando r → 0 o potencial Newtoniano modificado tende a um valor constante. Isso sig-

nifica que, a teoria gravitacional com quatro derivadas da métrica é livre da singularidade

Newtoniana. O cancelamento da singularidade ocorreu, porque os coeficientes devido aos

dois diferentes potenciais de Yukawa combinaram, perto da origem, exatamente com o

valor −4/3 + 1/3 = −1, responsável por cancelar o termo original Newtoniano.

Consideremos agora o caso geral. Para calcular as integrais I(2) e I(0) realizamos

uma continuação anaĺıtica p→ z ao plano complexo C. Assim, a integral I(2) pode, por

exemplo, ser escrita como

I(2) =
W1 −W2

4i
, (3.31)

onde

W1 =

∮
Γ

dz
(m2

(2)0m
2
(2)1 · · ·m2

(2)N) eizr

z(z2 +m2
(2)0)(z2 +m2

(2)1) · · · (z2 +m2
(2)N)

(3.32)

e

W2 =

∮
Γ

dz
(m2

(2)0m
2
(2)1 · · ·m2

(2)N) e−izr

z(z2 +m2
(2)0)(z2 +m2

(2)1) · · · (z2 +m2
(2)N)

. (3.33)

Como as massas m(2)j satisfazem as relações (1.26) e (1.27), as integrais W1,2 possuem

pólos simples nos pontos do plano complexo z = 0 e z2 = −m2
j , onde j = 0, 1, · · · , N .

Seja agora Γ um caminho fechado positivamente orientado em C que passa do lado

esquerdo dos pólos na metade inferior do plano z = −im(2)j e do lado direito dos pólos

nos pontos z = 0 e z = +im(2)j , presentes na metade superior do plano complexo. Para

a integral W1 que contém o termo eirp , o contorno Γ deve ser escolhido de tal maneira

que ele envolva os pólos em z = 0 e z = +im(2)j (veja o desenho do lado esquerdo da



61

Figura 3.1: Curvas de integração no plano complexo. No gráfico do lado esquerdo os pólos em z = 0 e

z = +im(2)N estão dentro do contorno. No gráfico do lado direito os pólos em z = −im(2)N estão dentro

do contorno.

figura 3.1). Desse modo, utilizando o teorema de reśıduos de Cauchy encontramos

W1 = + 2πi

{
Res
[ (m2

(2)0 · · ·m2
(2)N) eizr

(z2 +m2
(2)0) · · · (z2 +m2

(2)N)
, z = 0

]
+Res

[ (m2
(2)0 · · ·m2

(2)N) eizr

z(z + im(2)0) · · · (z2 +m2
(2)N)

, z = +im(2)0

]
+ · · ·+ Res

[ (m2
(2)0 · · ·m2

(2)N) eizr

z(z2 +m2
(2)0) · · · (z + im(2)N)

, z = +im(2)N

]}
(3.34)

=1−
(m2

(2)1· · ·m2
(2)N) e−m(2)0r

2(m2
(2)1 −m2

(2)0) · · · (m2
(2)N −m2

(2)0)
+· · ·+

−
(m2

(2)0· · ·m2
(2)N−1) e−m(2)Nr

2(m2
(2)0 −m2

(2)N) · · · (m2
(2)N −m2

(2)N−1)
.

A integral W1 foi calculada na direção anti-horária, que definimos como sentido positivo.

Para W2 que contém a exponencial e−irp , o caminho Γ é escolhido de maneira que ele

encubra os pólos em z = −im(2)j. Para ilustração, veja o gráfico do lado direito da figura

3.1. Essa integral é calculada na direção horária. Logo, encontramos

W2 = − 2πi

{
+ Res

[
(m2

(2)0 · · ·m2
(2)N) e−izr

z(z − im(2)0) · · · (z2 +m2
(2)N)

, z = −im(2)0

]

+ · · ·+ Res

[
(m2

(2)0 · · ·m2
(2)N) e−izr

z(z2 +m2
(2)0) · · · (z − im(2)N)

, z = −im(2)N

]}

=
(m2

(2)1 · · ·m2
(2)N) e−m(2)0r

2(m2
(2)1 −m2

(2)0) · · · (m2
(2)N −m2

(2)0)
+ · · ·+ (3.35)

+
(m2

(2)0 · · ·m2
(2)N−1) e−m(2)Nr

2(m2
(2)0 −m2

(2)N) · · · (m2
(2)N −m2

(2)N−1)
.
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Agora, usando as respostas (3.34) e (3.35) na equação (3.31), obtemos

I(2) =
π

2

[
1−

N∑
i=0

(∏
j 6=i

m2
(2)j

m2
(2)j −m2

(2)i

e−m(2)ir
)]

. (3.36)

Por uma consideração análoga também é posśıvel calcular I(0). O resultado é

I(0) =
π

2

[
1−

N∑
i=0

(∏
j 6=i

m2
(0)j

m2
(0)j −m2

(0)i

e−m(0)ir
)]

. (3.37)

Finalmente, por meio das equações (3.25), (3.36) e (3.37) encontramos a resposta final

para os potenciais Newtonianos modificados

ϕ(r) = −GM

{
1

r
− 4

3

N∑
i=0

∏
j 6=i

m2
(2)j

m2
(2)j −m2

(2)i

e−m(2)ir

r

+
1

3

N∑
i=0

∏
j 6=i

m2
(0)j

m2
(0)j −m2

(0)i

e−m(0)ir

r

}
, (3.38)

ψ(r) = −GM

{
1

r
− 2

3

N∑
i=0

∏
j 6=i

m2
(2)j

m2
(2)j −m2

(2)i

e−m(2)ir

r

− 1

3

N∑
i=0

∏
j 6=i

m2
(0)j

m2
(0)j −m2

(0)i

e−m(0)ir

r

}
. (3.39)

Podemos agora, estudar os comportamentos dos potenciais (3.38) e (3.39) perto da

origem. Quando r → 0

ϕ(r)→ 1

r
− 4

3r

N∑
i=0

∏
j 6=i

m2
(2)j

m2
(2)j −m2

(2)i

+
1

3r

N∑
i=0

∏
j 6=i

m2
(0)j

m2
(0)j −m2

(0)i

+ const (3.40)

e

ψ(r)→ 1

r
− 2

3r

N∑
i=0

∏
j 6=i

m2
(2)j

m2
(2)j −m2

(2)i

− 1

3r

N∑
i=0

∏
j 6=i

m2
(0)j

m2
(0)j −m2

(0)i

+ const. (3.41)

Logo, como para qualquer conjunto de números aj é válida a relação [189]

N∑
i=0

∏
j 6=i

aj
aj − ai

= 1 (3.42)

temos que os limites (3.40) e (3.41) tendem a um valor constante. Consequentemente,

os potenciais Newtonianos modificados (3.38) e (3.39) são regulares em r = 0 e não

apresentam singularidades.
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Quando comparado com caso da gravitação não-local livre de fantasmas, conside-

rada pelos autores dos trabalhos [29,210,218,220], o resultado mostrado acima mostra que

a presença dos termos não-locais expressos na forma da exponencial não são realmente

necessários para o cancelamento da singularidade. De fato, é bastante notável que teorias

distintas em sua essência, uma local e a outra não-local, manifestem a mesma proprie-

dade. Em particular, esperamos também que o aspecto não-singular dessas teorias deva se

manter mesmo com as correções quânticas, sejam elas semiclássicas [98] ou da gravitação

quântica. Entretanto, a resposta definitiva para essa questão pode ser obtida somente a

partir de uma análise mais detalhada, que deixamos para um trabalho futuro.

O efeito do cancelamento da singularidade que consideramos aqui foi essencialmente

linear, envolvendo as contribuições independentes advindas dos setores escalar e tenso-

rial da teoria. Por esse motivo, não é certeza que o mesmo vá acontecer no ńıvel não-

linear como, por exemplo, nas soluções de buraco negro. Apesar disso, o impedimento da

formação da singularidade no caso dos buracos negros por meio de derivadas superiores

é esperado de acontecer, todavia, para verificarmos esse fenômeno temos que ir além do

que foi aqui considerado. Podemos citar que alguns aspectos da solução completa não-

linear para o caso particular, esfericamente simétrico e estático, na gravitação de quarta

ordem já foram considerados no trabalho [213] e, mais recentemente, foram retomados

na referência [143]. Nesses trabalhos, através do estudo do comportamento assintótico

das soluções das equações gravitacionais modificadas, foi mostrado que existem diferentes

famı́lias de soluções, algumas equivalentes à solução de Schwarzschild da Relatividade

Geral e outras não. Uma dessas soluções é regular na origem, entretanto, para determinar

qual corresponde à solução Newtoniana correta no infinito, ainda é necessário uma inves-

tigação mais detalhada que vá além do estudo simplesmente assintótico, seja ela anaĺıtica

ou numérica. Nas teorias mais complicadas com um número de derivadas superior a

quatro, consideradas aqui, esperamos que ocorra uma situação geral similar no regime

não-linear.

Por fim, para ilustrar toda a consideração desenvolvida nessa seção, vamos apresen-

tar aqui a solução exata para as massas dos graus de liberdade extras na gravitação de

sexta ordem, correspondente a N = 1. Nesse caso, as massas das part́ıculas de spin-2 são

dadas por

m2
(2)0 =

−α0 −
√
α2

0 + 8α1

2α1

, m2
(2)1 =

−α0 +
√
α2

0 + 8α1

2α1

. (3.43)
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Para essas equações definirem massas não nulas, distintas e reais, os parâmetros devem

satisfazer as condições

α0 > 0 , α1 < 0 , α2
0 + 8α1 > 0 . (3.44)

Já para a part́ıcula massiva escalar, definindo ωN ≡ 3βN + αN , temos

m2
(0)0 =

−ω0 +
√
ω2

0 − 4ω1

2ω1

, m2
(0)1 =

−ω0 −
√
ω2

0 − 4ω1

2ω1

. (3.45)

Para que essas massas sejam reais, diferentes e não nulas precisamos impor

ω0 < 0 , ω1 > 0 , ω2
0 − 4ω1 > 0 . (3.46)

Como α0 deve ser positivo e α1 deve ser negativo, essas relações são verdadeiras se e

somente se,

β0 < 0 , β1 > 0 , |β0| >
1

3
|α0|, |β1| >

1

3
|α1|. (3.47)

3.3 Fantasmas e potenciais repulsivos

Como visto na seção anterior, no caso mais simples, com apenas quatro derivadas

da métrica, a ausência da singularidade no potencial modificado (3.28) ocorreu devido à

presença dos novos termos na forma de potenciais de Yukawa, que contribuem próximo

de r = 0 com os coeficientes +4/3 e −1/3 , resultando assim no cancelamento do termo

original Newtoniano. Um fato de extrema importância na estrutura desse cancelamento

da singularidade é o sinal oposto das contribuições da part́ıcula tensorial m(2) quando

comparada ao escalar m(0). A parte do potencial que depende da massa do fantasma

m(2) é positiva, ao mesmo tempo que, no caso da part́ıcula não-fantasma m(0) o sinal é

negativo. Sendo assim, podemos dizer, de maneira simplificada, que o fantasma exerce um

potencial gravitacional repulsivo e a part́ıcula não-fantasma um potencial atrativo. Dessa

maneira, quando uma part́ıcula de teste se aproxima de r = 0 a repulsão gravitacional

devido ao fantasma é equilibrada com a atração gravitacional do gráviton e da part́ıcula

escalar não-fantasma.

Vamos argumentar aqui que o mesmo ocorre para o caso geral mais complicado da

teoria da gravidade super-renormalizável. Para fazermos isso, precisamos primeiramente
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estudar o sinal do i-ésimo coeficiente da soma presente no potencial Newtoniano (3.38)

ci(k) =
∏
j 6=i

m2
(k)j

m2
(k)j −m2

(k)i

, k = 0, 2 . (3.48)

O ponto crucial para essa consideração é a relação existente entres as massas, equações

(1.26) e (1.27). Por causa dessa relação, sempre que em ci(k) o ı́ndice i for par, teremos

ou um produto de termos positivos ou um produto par de números negativos, resultando

assim em um sinal positivo para esse coeficiente. Já quando i for ı́mpar, sempre existirá

um produto com um número ı́mpar de termos negativos e, consequentemente, o sinal

é negativo. Dessa maneira, com o uso do módulo podemos escrever explicitamente a

dependência de sinal desses coeficientes

∏
j 6=i

m2
(k)j

m2
(k)j −m2

(k)i

= (−1)i
∏
j 6=i

∣∣∣∣∣ m2
(k)j

m2
(k)j −m2

(k)i

∣∣∣∣∣ , k = 0, 2 . (3.49)

Considere agora, a i-ésima contribuição do potencial gravitacional devido as part́ıculas

massivas escalares

ϕ(0)i(r) = −GM
3

(−1)i
∏
j 6=i

∣∣∣∣∣ m2
(0)j

m2
(k)j −m2

(0)i

∣∣∣∣∣ e−m(0)ir

r
. (3.50)

Como discutido na seção 1.3.3, no caso do propagador de spin-0, fórmula (1.28), sempre

que o ı́ndice i for ı́mpar temos uma part́ıcula fantasma [12]. O sinal na equação (3.50)

é nesse caso positivo e, assim, o correspondente potencial gravitacional é repulsivo. Ao

mesmo tempo, quando i é par, as part́ıculas no propagador (1.28) são não-fantasmas e o

potencial (3.50) é atrativo. Já no caso da parte tensorial a situação é oposta. O potencial

gravitacional para a i-ésima part́ıcula massiva de spin-2 pode ser escrito como

ϕ(2)i(r) = +
4GM

3
(−1)i

∏
j 6=i

∣∣∣∣∣ m2
(2)j

m2
(k)j −m2

(2)i

∣∣∣∣∣ e−m(2)ir

r
. (3.51)

Nesse caso, quando i é par temos uma part́ıcula fantasma [12] (veja a equação (1.29)) e

o sinal da equação (3.51) é positivo. Temos então um potencial repulsivo. Para i ı́mpar

as part́ıculas são não-fantasmas e o potencial é atrativo.

Com a simples consideração apresentada acima, mostramos que os fantasmas sempre

induzem um potencial Newtoniano repulsivo. Dessa maneira, na teoria super-renorma-

lizável, assim como no caso do modelo da gravitação de quarta ordem, a singularidade

do potencial foi cancelada em virtude do equiĺıbrio entre a repulsão gravitacional dos
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fantasmas com a atração das part́ıculas não-fantasmas perto de r = 0 . É importante

notar que isso somente ocorreu porque para cada part́ıcula fantasma extra de spin-2

temos um escalar não-fantasma correspondente, ou vice-versa. Essa estrutura tem uma

consequência importante. Se reformulamos a parte relevante da ação (3.2) na forma

S =
1

4κ

∫
d4x
√
−g
{
− 2R +

1

2
Cµναβ Φ1(�)Cµναβ +RΦ2(�)R

}
, (3.52)

onde Φ1 = F1, Φ2 = F2 + F1/3 e Cµναβ é o tensor de Weyl, então, o fator de forma

Φ1 define sozinho o setor tensorial da teoria e o fator de forma Φ2 o setor escalar. Ima-

gine agora, que as duas funções Φ1 e Φ2 sejam polinômios de � com ordens diferentes.

Nesse caso, os pares de part́ıculas fantasmas não-fantasmas serão violados e, consequen-

temente, não existirá mais o cancelamento da singularidade. O efeito do cancelamento

ocorre apenas quando os dois polinômios são da mesma ordem. É interessante notar

que isso corresponde, em prinćıpio, a condição de super-renormalizabilidade da teoria

quântica [12]. No caso em que os dois polinômios são de ordens diferentes, os propagado-

res e vértices são não-homogêneos e, nesse caso, é certamente posśıvel existir diagramas

de Feynman com grau superficial de divergências crescente nessa teoria, violando desse

modo a sua super-renormalizabilidade. Isso significa que existe uma relação direta entre

o cancelamento da singularidade Newtoniana com as propriedades quânticas de renorma-

lização. Naturalmente, esta relação é um fato a posteriori, que pode ou não ter algum

sentido f́ısico profundo. Entretanto, isso pode fornecer alguma dica para as propriedades

quânticas de novas teorias da gravitação modificada, que possuam o potencial Newtoniano

não-singular.

Comumente, também é utilizado na literatura a conjectura de que a ausência da

singularidade Newtoniana na teoria clássica significa a liberdade assintótica da teoria

quântica (veja como exemplo as referências [29, 91]). Essa associação é, de fato, natural,

pois a singularidade Newtoniana é na prática a divergência ultravioleta mais simples

por causa da interação. Entretanto, podemos lembrar que a maioria das constantes de

acoplamento nas teorias descritas na referência [12] não são renormalizadas. Por exemplo,

para o caso com o número de derivadas N > 3 as funções β de 1-loop são exatas e não

se anulam apenas para os termos de ordem zero, dois e quatro. Além disso, essas funções

β dependem dos acoplamentos dos setores com mais derivadas (mas não da fixação de

calibre) e por esse motivo o seu sinal pode mudar deliberadamente através da escolha

desses parâmetros. Como mostramos, isso não afeta o cancelamento da singularidade
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Newtoniana, pelo menos no caso em que as massa das excitações de spin-2 e spin-0

correspondem a pólos reais e simples no propagador. Sendo assim, o nosso resultado

mostra que a conjectura entre a ausência da singularidade Newtoniana e a liberdade

assintótica é incorreta.

Uma proposta para a solução do problema dos fantasmas na gravitação quântica foi

sugerida por Hawking na referência [111]. Essa consiste na idéia de modificar o forma-

lismo da teoria quântica de campos de maneira que os fantasmas não sejam tratados como

part́ıculas individuais, mas sim como um conjunto único de gráviton fantasma. Contudo,

como vimos aqui essa idéia não é suficiente para o cancelamento da singularidade Newto-

niana. A consideração apresentada acima mostra que ao invés de tratarmos juntamente

o gráviton com os fantasmas, temos que ter um conjunto de gráviton com os pares de

part́ıculas fantasma não-fantasma. Isso pode significar que a proposta da referência [111]

deva ser modificada, de maneira a incluir também todas os outros graus de liberdades

extras do tipo não-fantasmas.



CAṔITULO 4

O colapso de uma pequena distribuição esférica de massa na

gravitação não-local livre de fantasmas

Continuamos neste caṕıtulo o estudo das soluções das teorias de gravitação modifi-

cada na aproximação de campo fraco, considerando, em espećıfico, o problema do colapso

gravitacional de uma pequena massa M no modelo da gravitação não-local livre de fantas-

mas [29,218]. Vamos nos focar na versão mais simples da teoria, em que a não-localidade

é expressa pelo fator de forma exp(−�/µ2). Esse tipo de análise permite, por exemplo,

o estudo de questões interessantes, como se o colapso gravitacional termina em uma sin-

gularidade ou se existe a formação de um miniburaco negro1. Em espećıfico, a procura

por modelos de gravitação em que exista a possibilidade da não formação de buracos

negros se tornou, recentemente, um assunto bastante relevante desde o trabalho [110] de

Stephen Hawking (apesar de um exemplo de teoria gravitacional com essa propriedade

ser conhecido desde 1981, depois do trabalho de Frolov e Vilkovisky [91]).

Entretanto, a resolução direta das equações diferenciais dinâmicas do problema se

mostrou um problema bastante complicado, mesmo dentro da aproximação linear de

campo fraco. A principal dificuldade, quando comparado com o caso estático, foi de-

vido ao operado de d’Alembert não ser positivamente definido, como acontece com o

1O termo miniburaco negro é comumente usado na literatura para designar um buraco negro com massa

tão pequena de maneira que o seu campo gravitacional pode ser descrito, como uma boa aproximação,

por equações de campo lineares.

68
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operador de Laplace-Beltrami. Por esse motivo, iremos abordar o problema com o uso do

seguinte procedimento: como estamos lidando com equações de campo lineares, a com-

binação linear de uma solução também é uma solução. Sendo assim, iremos construir a

partir da solução do campo gravitacional estático de uma massa pontual a solução do

campo gravitacional de uma casca esférica em colapso.

Este caṕıtulo se organiza da seguinte maneira: na seção 4.1 obtemos o potencial

Newtoniano na teoria não-local livre de fantasmas. Como o potencial Newtoniano nessa

teoria é conhecido desde o trabalho de Tseytlin [220], iremos generalizar o seu resultado

para o espaço-tempo de dimensão arbitrária D. Isso é importante, pois permite tratar a

questão da singularidade Newtoniana no espaço-tempo D-dimensional. É conhecido, por

exemplo, que em outras teorias, como a gravitação de quarta ordem, que a singularidade

Newtoniana é cancelada apenas no espaço-tempo quadridimensional [2]. Logo depois,

na seção 4.2 realizando uma mudança de referencial na solução previamente obtida e

considerando o limite de Penrose de uma fonte pontual impulsionada à velocidade da luz,

encontramos, dessa maneira, o campo gravitacional de uma part́ıcula ultrarrelativ́ıstica,

análoga à solução dos ǵıratons sem spin da Relatividade Geral [5,92]. Na seção 4.3 obtemos

a solução do campo gravitacional de uma casca esférica nula com espessura despreźıvel

colapsando por meio de uma superposição esférica de métricas de ǵıratons. Mostramos

que a singularidade gravitacional ainda está presente, no entanto, ela é suavizada quando

comparada com a teoria de Einstein. Argumentamos que a presença da singularidade não

é um defeito da teoria livre de fantasmas, e sim por causa do uso de uma fonte de campo

gravitacional não-f́ısica. Para tal, na seção 4.4 discutimos o colapso gravitacional de uma

casca esférica nula com alguma espessura e demonstramos que, nesse caso, o invariante

de Kretschmann é finito em r = 0. Por fim, também abordamos nesta seção a questão da

possibilidade da não formação dos miniburacos negros na teoria da gravitação não-local

livre de fantasmas. Mostramos que se a massa em colapso M for suficientemente pequena,

o miniburaco negro não é formado. Isso significa que na teoria livre de fantasmas existe

um gap de massa para a formação do miniburaco negro, uma propriedade nova em relação

a teoria da Relatividade Geral linearizada, em que independentemente de quão pequena

seja a massa em colapso, o resultado é sempre um miburaco negro.
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4.1 Potencial Newtoniano na gravitação não-local li-

vre de fantasmas no espaço-tempo com dimensão

arbitrária D

O potencial Newtoniano na gravitação não-local livre de fantasmas foi calculado

por Tseytlin em 1995 por meio de uma ação efetiva modificada de baixas energias da

teoria de cordas [220]. O mesmo resultado foi obtido posteriormente por Siegel [210] e foi

recentemente reencontrado nas referências [29, 30, 32]. Os autores desses artigos usaram

o método de Fourier para obter o seu resultado. Nesta seção, vamos demonstrar como

que o mesmo resultado pode ser obtido de uma maneira mais simples usando a técnica do

heat kernel. Esse método permite, praticamente sem nenhuma modificação, resolver esse

problema no espaço-tempo com dimensão arbitrária. Neste caṕıtulo denotaremos por D o

número de dimensões do espaço-tempo. Porém, muitas vezes será mais conveniente usar

outro número n, relacionado com D pela equação

D = n+ 3 . (4.1)

As equações diferenciais para os potenciais Newtonianos na gravitação não-local

livre de fantasmas podem ser encontradas pelo mesmo formalismo geral desenvolvido na

seção 3.1. Para as funções F1,2(�) da gravitação não-local livre de fantasmas, definidas

anteriormente nas fórmulas (1.32) e (1.34), as correspondentes funções importantes a(�)

e c(�) , equações (3.10) e (3.11), assumem a forma especial

a(�) = c(�) = e−�/µ
2

. (4.2)

Dessa maneira, as equações de campo para os potenciais Newtonianos (3.15) e (3.16) são

reduzidas à fórmula

a(4)4 ϕ = a(4)4 ψ = 4πGρ . (4.3)

Para essa teoria, a menos de uma constante não essencial, os dois potenciais de Newton, ϕ

e ψ , são iguais. No espaço-tempo D-dimensional as equações de campo também podem

assumir a mesma forma da fórmula (4.3). Para isso, precisamos introduzir uma nova

constante gravitacional [92]

G =
2n

n+ 1
GD , (4.4)
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onde G4 é a constante usual de Newton no espaço-tempo quadridimensional. A métrica

também precisa, nesse caso, ser generalizada da seguinte maneira

ds2 = −(1 + 2ϕ)dt2 +

(
1− 2

n
ϕ

)
dl2 , dl2 = δijdx

idxj , i, j = 1, . . . , D − 1 . (4.5)

A fim de solucionar a equação diferencial (4.3), definimos a função de Green

A = es4
1

4
, (4.6)

onde s = µ−2 . Com o uso do heat kernel do operador de Laplace-Beltrami

K(s) = es4 (4.7)

essa função de Green pode ser escrita na forma de uma integral sobre o tempo próprio s,

a saber,

A = −
∫ ∞
s

dsK(s) . (4.8)

A solução do heat kernel do Laplaciano pode ser encontrada como um caso particular da

equação (2.21). Nas notações desse caṕıtulo, ela tem a seguinte forma:

Kn(x, x′|s) =
1

(4πs)1+n/2
e−σ(x,x′)/4s , (4.9)

onde a distância geodésica σ é, nesse caso, o quadrado da distância espacial entre os

pontos x e x′

σ(x, x′) = |x− x′|2 . (4.10)

Dessa maneira, para uma massa pontual m localizada no ponto x′ = 0, a solução da

equação diferencial (4.3) pode ser expressada como

ϕ(x) = 4πGmAn(x, 0) = −4πGm

∫ ∞
s

dsKn(x, 0|s) . (4.11)

No caso do espaço tridimensional (D = 4, n = 1), temos as seguintes soluções:

K1(x, x′|s) =
1

(4πs)3/2
e−

σ
4s , (4.12)

A1(x, x′) = − 1

4π
√
σ

erf

( √
σ

2
√
s

)
, (4.13)

ϕ = −Gm
r

erf
(µr

2

)
, (4.14)

onde erf(x) é conhecido como função erro de Gauss

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

dt e−t
2

. (4.15)
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A solução (4.14) corretamente reproduz a expressão para o potencial Newtoniano na

gravitação não-local livre de fantasmas, obtida anteriormente nas referências [29, 30, 32,

210,220]. Já no espaço quadridimensional (D = 5, n = 2), temos

K2(x, x′|s) =
1

(4πs)2
e−

σ
4s , (4.16)

A2(x, x′) = − 1

4π2λ

[
1− e−σ/4s

]
, (4.17)

ϕ = −Gm
πr2

[
1− exp(−µ2r2/4)

]
. (4.18)

A solução para o caso geral D-dimensional pode ser encontrada com o uso da identidade

Kn+2(x, x′|s) = − 1

π

∂

∂σ
Kn(x, x′|s) , (4.19)

que relaciona o heat kernel do operador de Laplace entre espaços-tempo de dimensões

diferentes. A relação (4.19) pode ser facilmente conferida através da fórmula (4.9). Dessa

maneira, podemos encontrar por recorrência uma expressão geral para An(x, x′) por meio

das soluções de menor ı́ndice ı́mpar, equação (4.13), e de menor ı́ndice par, fórmula (4.17).

Logo, encontramos

An(x, x′) = − 1

4πn+1/2 σn/2
Γ
(n

2
,
σ

4s

)
, n > 1 . (4.20)

Nessa fórmula Γ(a, x) é a função Gamma incompleta inferior, definida por

Γ(a, x) =

∫ x

0

dt ta−1e−t . (4.21)

Com isso, encontramos, finalmente, a solução do potencial Newtoniano de uma massa

puntiforme m na gravitação não-local livre de fantasmas no espaço tempo D-dimensional

ϕ(r) = − Gm

πn/2 rn
Γ

(
n

2
,
µ2r2

4

)
. (4.22)

Para pequenos valores de x a função Gamma incompleta apresenta o seguinte comporta-

mento: Γ(a, x) ≈ xa/a. Por esse motivo, quando r → 0

ϕ(r)→ − Gmµn

2n−1 nπn/2
. (4.23)

Essa relação mostra que o potencial Newtoniano de uma massa puntiforme na gravitação

não-local livre de fantasmas para qualquer dimensão D > 4 não apresenta singularidade

na origem. O resultado (4.23) representa uma caracteŕıstica nova da teoria livre de fan-

tasmas quando comparado, por exemplo, com a gravitação de quarta ordem em que a

singularidade Newtoniana é cancelada somente no espaço-tempo quadridimensional [2].
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4.2 Gı́ratons na gravitação não-local livre de fantas-

mas

Nosso objetivo nessa seção é obter o campo gravitacional de uma part́ıcula ultrar-

relativ́ıstica na teoria da gravitação não-local livre de fantasmas. Para isso, em vez de

solucionar as equações gravitacionais modificadas para uma fonte se movendo com uma

velocidade próxima à velocidade da luz, usaremos um procedimento bem conhecido na

Relatividade Geral (veja, por exemplo, a seção 5.5.4 do livro [92]). Primeiramente, con-

sideraremos uma transformação de Lorentz na solução de fonte estática (4.22) obtendo,

dessa maneira, a métrica correspondente a uma massa puntiforme m se movendo com

velocidade constante β. Logo depois, tomamos o limite em que β → 1, ao mesmo tempo

em que, a energia do objeto

M = γ m , (4.24)

onde

γ = (1− β2)−1/2 , (4.25)

é mantida fixa. Esse procedimento é conhecido como limite de Penrose. Como resultado,

obteremos um objeto no espaço-tempo D-dimensional chamado de ǵıraton [87,88].

Antes de começarmos os cálculos expĺıcitos, é conveniente fixar as seguintes notações

para as coordenadas Cartesianas

xµ = (t̄, y, ζ⊥) , (4.26)

onde t̄ representa o tempo no referencial de repouso, y é a coordenada na direção do mo-

vimento da fonte e ζ⊥ = (ζ2, . . . , ζD−2) são as coordenadas transversais definidas no plano

(D − 2)-dimensional ortogonal à direção do movimento. Utilizando essas coordenadas, a

métrica (4.5) pode ser escrita como

ds2 = ds2
0 + dh2 , (4.27)

ds2
0 = −dt̄2 + dy2 + dζ2

⊥ , dζ2
⊥ =

n+1∑
2

(dζi)
2 , (4.28)

dh2 = −2ϕ

[
dt̄2 +

1

n
(dy2 + dζ2

⊥)

]
. (4.29)
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Com o intuito de obter a métrica de uma fonte se movendo com velocidade β ao

longo do eixo y na direção positiva, realizamos a seguinte transformação de Lorentz

y = γ(ξ − βt) = γ
2
[(1− β)v − (1 + β)u] , (4.30)

t̄ = γ(t− βξ) = γ
2
[(1− β)v + (1 + β)u] , (4.31)

onde (t, ξ, ζ⊥) são as coordenadas Cartesianas no referencial inercial em que a fonte está

em movimento. Também usamos nessas fórmulas as notações

u = t− ξ , v = t+ ξ (4.32)

para as coordenadas nulas de tempo retardado e tempo avançado, respectivamente. A

métrica plana ds2
0 nas novas coordenadas xµ = (u, v, ζ⊥) assume a forma

ds2
0 = −du dv + dζ2

⊥ . (4.33)

No limite β → 1 a métrica (4.33) se mantém a mesma, ao mesmo tempo que, nesse limite

y ∼ −γu , t̄ ∼ γu , σ(x, 0) ∼ γ2u2 + ζ2
⊥ , (4.34)

dt̄2 +
1

n
(dy2 + dζ2

⊥) ∼ n+ 1

n
γ2du2 + . . . , (4.35)

onde foram omitidos nessas fórmulas os termos não essenciais de ordem inferior em γ.

Dessa maneira, a perturbação da métrica adquire a forma

dh2 = Φ du2 , Φ = −2(n+ 1)

n
lim
γ→∞

(γ2ϕ) . (4.36)

Para calcular o limite acima, usando a seguinte relação

lim
γ→∞

γ√
4πs

e−
γ2u2

4s = δ(u) . (4.37)

Também assumimos que a energia do objeto, M = γ m, seja fixa (limite de Penrose).

Assim, obtemos a seguinte expressão para o potencial Φ

Φ = −8π GM
n+ 1

n
δ(u)An−1(ζ⊥) , (4.38)

onde

An−1(ζ⊥) = −
∫ ∞
s

ds

(4πs)
n+1
2

e−ζ
2
⊥/4s . (4.39)

A partir de agora, vamos nos restringir, por razões de simplicidade, apenas ao caso par-

ticular do espaço-tempo quadridimensional (n = 1). Para esse caso, a integral A0 que
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entra na definição (4.38) possui uma divergência infravermelha para grandes valores de

s . Sendo assim, para continuarmos vamos regularizar a integral (4.39) introduzindo um

parâmetro de corte Λ . Dessa maneira,

A0 = − 1

4π

∫ Λ2

s

ds

s
e−ζ

2
⊥/4s =

1

4π

[
E1(1, ζ2

⊥/4s)− E1(1, ζ2
⊥/4Λ2)

]
, (4.40)

onde nessa fórmula E1(a, z) é a função exponencial integral, definida por

E1(a, z) =

∫ ∞
1

dx x−a e−xz . (4.41)

Assumindo que o parâmetro de corte Λ2 é grande, podemos usar a seguinte expansão da

função E1(1, z) para pequenos valores de z

E1(1, z) = − ln (z)− γ + . . . , (4.42)

onde γ = 0.5772156649 é a constante de Euler-Mascheroni. Dessa maneira, podemos

escrever

A0 =
1

4π

[
ln (ζ2

⊥/Λ
2) + γ + E1(1, ζ2

⊥/4s)
]
. (4.43)

Com isso, obtemos finalmente a resposta para a métrica do ǵıraton na gravitação não-local

livre de fantasmas

ds2 = −dudv + dζ2
⊥ + dh2 , dh2 = Φ du2 , (4.44)

Φ = −4GMδ(u)F (ζ2
⊥) , (4.45)

F (ζ2
⊥) = ln (ζ2

⊥/Λ
2) + γ + E1(1, ζ2

⊥/4s) . (4.46)

No limite em que s → 0, em outras palavras µ → ∞, a gravitação não-local livre de

fantasmas se reduz a teoria da Relatividade Geral. Nesse caso temos como resposta

F (ζ2
⊥) = ln (ζ2

⊥/Λ
2) + γ . (4.47)

Esse resultado reproduz a solução já conhecida de Aichelburg-Sexl [5] (veja também, a

referência [89]).

A solução (4.46) contém o cut-off arbitrário Λ . Qualquer mudança nesse parâmetro

pode ser facilmente absorvida na redefinição da coordenada de tempo avançado v. Por-

tanto, a ambiguidade na escolha de Λ apenas reflete a liberdade na escolha do calibre da

teoria. Para entendermos melhor essa afirmação, considere uma métrica escrita na forma

ds2 = −dudv + dζ2
⊥ + f(u)du2 . (4.48)
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Definindo agora uma nova variável

v̄ = v −
∫
du f(u) (4.49)

encontramos para métrica (4.48),

ds2 = −dudv̄ + dζ2
⊥ . (4.50)

Isso confirma a conclusão acima de que a ambiguidade na escolha do parâmetro de cut-off

está relacionada com a liberdade da escolha de coordenadas (covariância geral). Sendo

assim, na continuação desse caṕıtulo vamos usar essa opção e fixar Λ2 = 4s. Para essa

escolha

F (z) = ln (z) + γ + E1(1, z) , z = ζ2
⊥/4s (4.51)

e a expansão da função F (z) para pequenos valores de z adquire uma forma bastante

simples, a saber,

F (z) = z − 1

4
z2 +O(z3) . (4.52)

4.3 O colapso de uma casca esférica nula fina na gra-

vitação não-local livre de fantasmas

Estudaremos agora o campo gravitacional de uma distribuição esférica homogênea

de massa M colapsando com velocidade ultrarrelativ́ıstica na teoria não-local livre de

fantasmas. Iniciemos pelo caso mais simples, de uma casca esférica com espessura in-

finitamente pequena. Esse modelo de fonte é conhecido como casca esférica nula fina.

Consideremos também que a massa total dessa distribuição é pequena, de maneira que

seja suficiente considerar apenas as equações de campo na aproximação linear.

Novamente, em vez de solucionar as equações correspondentes vamos usar um tru-

que. Como estamos apenas lidando com a teoria linear, é válido o prinćıpio de super-

posição: a combinação linear de diferentes soluções é novamente uma solução. Dessa

maneira, podemos utilizar o resultado obtido na seção anterior e através da soma de

soluções de ǵıratons, construir a métrica resultante do colapso da casca esférica fina.

Considere um conjunto de ǵıratons passando através de um ponto escolhido do

espaço-tempo O . Vamos adotar coordenadas Cartesianas (t,X, Y, Z) no espaço-tempo
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de Minkowski e identificamos o ponto O como a origem do sistema de coordenadas O =

(0, 0, 0, 0) . Definimos por (eX, eY , eZ) os vetores unitários na direção dos eixos X , Y ,

e Z , respectivamente. Também introduzimos outro versor, n, na direção do movimento

de um ǵıraton fixo. Usando coordenadas esféricas, esse versor pode ser expresso como

n = senα (cos β eX + sen β eY ) + cosα eZ , (4.53)

onde (α, β) são os ângulos polar e azimutal na esfera bidimensional, respectivamente.

Seja a um ı́ndice enumerando um dado ǵıraton e seja dh2
a a perturbação da métrica

criada por esse ǵıraton. Logo, a perturbação 〈dh2〉 criada por um conjunto de ǵıratons

tem a forma

〈dh2〉 =
∑
a

dh2
a . (4.54)

Para construir a fonte de nosso interesse, consideramos o limite cont́ınuo da distribuição

discreta (4.54). Também assumimos que essa distribuição é esfericamente simétrica e que

todos os ǵıratons têm a mesma energia. Desse modo, podemos escrever

〈dh2〉 =
1

4π

∫ π

0

dα senα

∫ 2π

0

dβ dh2
(α,β) . (4.55)

O fator extra (4π)−1 reflete o fato que estamos calculando a média sobre a esfera unitária.

Como resultado do cálculo dessa média, a fonte da métrica 〈dh2〉 é uma casca

esférica nula fina localizada nos cones nulos Γ±

t = ±
√
X2 + Y 2 + Z2 . (4.56)

O sinal negativo representa o cone nulo Γ− com vértice em O , que descreve uma casca

esférica nula colapsando. Ao mesmo tempo, o sinal positivo representa o cone nulo Γ+

responsável pela descrição uma casca esférica nula expandindo. Nas coordenadas do

referencial do ǵıraton (t, ξ, ζ⊥) a solução obtida na seção anterior, fórmula (4.44), fica

escrita na forma

ds2
0 = −dt2 + dξ2 + dζ2

⊥ , dh2 = Φ(dt− dξ)2 , Φ = −4GMF (ζ2
⊥)δ(t− ξ) , (4.57)

onde

F (ζ2
⊥) =


ln (ζ2

⊥/Λ
2) , para a Relatividade Geral ;

Ei(1, ζ2
⊥/4s) + γ para a gravitação não-local

+ ln (ζ2
⊥/4s) , livre de fantasmas .

(4.58)
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A projeção da linha de universo de um ǵıraton no espaço tridimensional, ou seja, a sua

trajetória é uma linha reta. A quantidade ξ representa a coordenada ao longo dessa

trajetória e a orientação do versor n determina a direção do movimento. As coordenadas

ζ⊥ = (ζ1, ζ2) estão contidas no plano bidimensional ortogonal a essa direção. No caso da

distribuição esfericamente simétrica de ǵıratons, todas as linhas de universo se interceptam

apenas no ponto O do espaço-tempo. Também escolhemos para o parâmetro ξ no ponto

O o valor ξ = 0 . Já para um ponto qualquer do espaço tridimensional P = (X, Y, Z) ,

passam exatamente duas trajetórias de ǵıratons com direções opostas. Definimos como

(α+, β+) os ângulos do versor que determina a direção positiva do movimento n+ . A

coordenada ξ+ correspondente a esse versor é definida como positiva. No caso da direção

oposta, temos o vetor unitário n− = −n+ com ângulos (α− = π−α+, β− = π+β+) . Já

a respectiva coordenada ξ− = −ξ+ é negativa.

É conveniente dividir o cálculos de 〈dh2〉 em duas partes. Primeiro, calculamos a

seguinte quantidade

〈T (y⊥)〉 =
1

4π

∫ π

0

dα senα

∫ 2π

0

dβ T (α,β)(y⊥) , (4.59)

onde

T (α,β)(y⊥) = δ(y⊥ − ζ⊥)δ(t− ξ)(dt− dξ)2 . (4.60)

A interpretação f́ısica desses objetos pode ser encontrada fazendo y⊥ = 0 . Nesse caso,

T (α,β) = T (α,β)
µν dxµdxν , (4.61)

representa o tensor momento energia de um ǵıraton se movendo na direção n [87, 88].

Também no caso em que y⊥ = 0 , substituindo a fórmula (4.61) na equação (4.59) encon-

tramos

M〈T 〉 = Tµνdx
µdxν , (4.62)

que nada mais é do que o tensor momento energia da casca esférica nula constrúıda a

partir das linhas de universo dos ǵıratons.

O próximo passo é usar 〈T (y⊥)〉 para encontrar a perturbação da métrica 〈dh2〉

devido a casca esférica nula fina de massa M . Isso consegue-se por meio da fórmula

〈dh2〉 = −4GM

∫
dy⊥F (y2

⊥)〈T (y⊥)〉 . (4.63)
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4.3.1 O cálculo do tensor momento energia

Os detalhes dos cálculos da integral da média sobre a esfera unitária necessária para

a consideração de 〈T (y⊥)〉 podem ser encontrados no apêndice B dessa tese. Utilizando a

fórmula (B.30), encontramos para a relação (4.59) a solução

〈T (y⊥)〉 =
1

4πQξ

[
senα+ δ(t− ξ+) (dt− dξ+)2 + senα− δ(t− ξ−) (dt− dξ−)2

]
y⊥
. (4.64)

Considerando o limite em que y⊥ → 0, por meio da fórmula (B.26) obtemos para o tensor

momento energia a fórmula

M〈T 〉 = Tµνdx
µdxν =

M

4πr2
[δ(u)du2 + δ(v)dv2] , (4.65)

onde u = t−r e v = t+r. Essa equação reproduz corretamente a expressão conhecida para

o tensor momento energia da casca esférica nula fina. A fórmula (4.65) é uma superposição

dos tensores momento energia de uma casca esférica nula de massa M colapsando e

expandindo.

4.3.2 O cálculo da métrica média

Nesse ponto já temos todas as expressões matemáticas necessárias para realizar o

cálculo da perturbação da métrica média através da fórmula (4.63). No entanto, podemos

simplificar ainda mais o problema, pois como a distribuição de ǵıratons é simetricamente

esférica à métrica média correspondente 〈dh2〉 também possui essa propriedade. Por esse

motivo, a métrica 〈dh2〉 pode ser escrita com o uso de coordenadas esféricas na forma

geral [89]

〈dh2〉 = httdt
2 + 2htrdtdr + hrrdr

2 +HdΩ2 , (4.66)

onde dΩ2 é a métrica da esfera de raio unitário e os coeficientes da métrica htt , htr ,

hrr e H são funções apenas das variáveis t e r . As coordenadas esféricas (r, θ, φ) estão

relacionadas com as coordenadas Cartesianas (X, Y, Z) pelas fórmulas

X = r sen θ cosφ , Y = r sen θ senφ , Z = r cos θ . (4.67)

Devido a simetria esférica da métrica (4.66) é suficiente obter o seu valor apenas nas

proximidades de apenas um único ponto espacial. Escolhemos esse ponto como sendo

PX = (X = r, 0, 0), (4.68)
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onde X > 0. Para essa escolha, a métrica (4.66) se reduz à forma

〈dh2〉 = httdt
2 + 2htrdtdX + hrrdX

2 +
H

r2

(
dY 2 + dZ2

)
. (4.69)

Desse modo, podemos executar os cálculos de 〈dh2〉 para o ponto espećıfico PX e depois

comparando o resultado da fórmulas (4.69) com a equação (4.66), conseguimos encontrar

a expressão geral para a perturbação da métrica. No ponto PX as quantidades presentes

na fórmula (4.64) assumem os valores

Q± = ±
√
X2 − y2

p , ξ± = ±
√
X2 − y2

⊥ , (4.70)

senα± =
ξ±
Q±

, cosα± = − yk
Q±

, (4.71)

sen β± =
yp
X
, cos β± =

Q±
X

, (4.72)

dξ± =
ξ±
X
dX +

1

Q±

(
ξ±

yp
X
dY − yk dZ

)
. (4.73)

Para calcular a integral (4.63) sobre y⊥ = (yp, yk), vamos introduzir coordenadas polares

nesse plano:

yp = ρ cosψ , yk = ρ senψ . (4.74)

Logo, encontramos para a integral (4.63) a seguinte expressão

〈dh2〉 = −4GM

∫ ∞
0

dρ ρF (ρ2)(T + + T −) , (4.75)

onde

T ± =

∫ 2π

0

dψ T± , T± =
1

4πQξ
δ(t− ξ±) (dt− dξ±)2 . (4.76)

As quantidades que aparecem na equação (4.76) podem ser expressas nas coordenadas

polares (4.74) por

(dt− dξ±)2 = A± +
B±
Q2

+ . . . , Q2 = X2 − ρ2 cos2 ψ , (4.77)

A± = (dt− ξ±
X
dX)2 , B± = (a± cosψ + b senψ)2 , (4.78)

a± =
ξ±ρdY

X
, b = −ρdZ , (4.79)

onde os três pontos indicam os termos que são lineares em yp e yk , que não contribuem

para a integral sobre ψ. Usando as fórmulas acima, encontramos

T ± =
δ(t− ξ±)

4π
(A±K1 +K2) , (4.80)
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onde

K1 =

∫ 2π

0

dψ
1

Q2
, (4.81)

K2 =

∫ 2π

0

dψ
B±
Q4

. (4.82)

O cálculo das integrais K1 e K2 dão o seguinte resultado

K1 =
2π

X
√
X2 − ρ2

, (4.83)

K2 =
π[(a2

± + b2)X2 − b2ρ2]

X3(X2 − ρ2)3/2
=

πρ2

X3
√
X2 − ρ2

(dY 2 + dZ2) . (4.84)

A função δ que aparece na fórmula (4.76) pode ser reescrita como

δ(t∓
√
X2 − ρ2) =

|t|
ρ

[
δ(ρ−

√
X2 − t2) + δ(ρ+

√
X2 − t2)

]
. (4.85)

Essa relação também implica que

t = ±
√
X2 − ρ2 . (4.86)

Por causa dessa função δ o termo T + é diferente de zero apenas para t > 0 , enquanto

que o outro termo T − não se anula quando t 6 0. Então, realizando a integração sobre

ρ encontramos∫ ∞
0

dρ ρF (ρ2)T ± = θ(±
√
X2 − t2)

F (X2 − t2)

2X

[(
dt− t

X
dX

)2

+
X2 − t2

2X2
(dY 2 + dZ2)

]
, (4.87)

onde θ(x) é a função de Heaviside (função degrau). Desse modo, obtemos o seguinte

resultado

〈dh2〉 =
−2GMF (X2 − t2)

X

[(
dt− t

X
dX

)2

+
X2 − t2

2X2
(dY 2 + dZ2)

]
, X > |t| . (4.88)

Assim, comparando as fórmulas (4.88), (4.69) e (4.66) encontramos, finalmente, a solução

geral

〈dh2〉 =
−2GMF (r2 − t2)

r

[(
dt− t

r
dr

)2

+
r2 − t2

2
dΩ2

]
, r > |t| . (4.89)
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Essa expressão é válida em todo o domı́nio do espaço-tempo em que r > |t| para os

valores de tempos t positivos e negativos. Dentro da casca esférica, onde r < |t| , a

perturbação da métrica se anula 〈dh2〉 = 0 .

Usando o programa Maple com a extensão GRTensor, podemos calcular todas as

quantidades importantes para a métrica (4.89). Podemos conferir, por exemplo, que no

vácuo, isto é, fora da casca esférica, o tensor de Ricci satisfaz na aproximação linear em

M a equação Rµν = 0 . Isso deve ser válido até mesmo na gravitação não-local livre

de fantasmas e fornece um bom teste para os cálculos aqui realizados. A seguir, vamos

mostrar como a versão linearizada da métrica de Schwarzschild pode ser obtida por meio

da fórmula (4.89). Vamos também estudar o comportamento dessa solução na teoria não-

local livre de fantasmas quando a casca esférica colapsando se aproxima da origem do

sistema de coordenadas.

4.3.3 Solução de Schwarzschild linearizada

A solução das equações de Einstein linearizadas para o problema da casca esférica

nula é bem conhecida na literatura [89, 92]. Dentro de ambas as cascas colapsando e ex-

pandindo o espaço-tempo é plano, enquanto fora delas a métrica é uma versão linearizada

da métrica de Schwarzschild

〈dh2〉 =
2GM

r
(dt2 + dr2) . (4.90)

No caso das equações de Einstein linearizadas, temos a seguinte função

F (r2 − t2) = ln

(
r2 − t2

Λ2

)
. (4.91)

Usando essa expressão na solução (4.89), a resposta obtida parece bastante diferente da

solução esperada, equação (4.90). Entretanto, através de uma transformação de calibre

da métrica

gµν → g′µν = gµν −∇µξν −∇νξµ (4.92)

é posśıvel obter a forma usual da solução linearizada de Schwarzschild. Para isso, é

suficiente escolher

ξµ = (ξt, ξr, 0, 0) , (4.93)
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ξt =
GM t

r
− GM t

r
ln

(
r2 − t2

Λ2

)
+GM ln

r − t
r + t

, (4.94)

ξr = −GM
2r2

(r2 − t2) ln

(
r2 − t2

Λ2

)
. (4.95)

4.3.4 O invariante de Kretschmann

Para uma função arbitraria F (z) , onde z = r2 − t2 , o quadrado do tensor de

Riemann (invariante de Kretschmann) para a métrica (4.89), na primeira ordem não-

nula, é dado pela expressão geral

R2
µναβ =

48G2M2z2

r6
Q(z) , Q(z) = 2F ′2 z2 + 2FF ′ z + F2 , F = F ′ . (4.96)

Para a teoria de Einstein linearizada

F (z) = ln (z/4Λ2) , F ′(z) = 1/z , Q(z) = 1/z2 . (4.97)

Sendo assim, obtemos o resultado

R2
µναβ =

48G2M2

r6
(4.98)

como deve ser para a métrica de Schwarzschild. Já para a teoria não-local livre de fan-

tasmas temos

F (z) = E1(1, z/(4s)) + γ + ln (z/(4s)) , (4.99)

F(z) =
1

z

(
1− e−z/4s

)
, (4.100)

Q(z) =
1

8s2z2

[
(8s2 + 4sz + z2)e−z/2s − 4s(4s+ z)e−z/4s + 8s2

]
. (4.101)

Agora, utilizando a expansão (4.52) da função F para pequenos valores de z

F (z) =
z

4s
− z2

64s2
+ . . . (4.102)

encontramos o valor do invariante de Kretschmann quando a casca esférica se aproxima

da origem do sistema de coordenadas

R2
µναβ =

3G2M2z

s2r6
+ . . . =

3G2M2β2

s2r4
+ . . . (4.103)

Nessa equação β2 = 1 − t2/r2 é um parâmetro adimensional que fora da casca esférica,

onde |t| < r , é menor ou igual a 1. A fórmula (4.103) mostra que a solução do colapso
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da casca esférica nula fina permanece singular na teoria não-local livre de fantasmas. No

entanto, a singularidade cai com uma potência menor quando comparada com o resultado

da Relatividade Geral (4.98), ou seja, nesse caso, a singularidade na curvatura é suavizada.

O modelo de uma casca esférica infinitamente fina é certamente uma idealização.

Diante disso, a casca esférica f́ısica deve conter, naturalmente, uma espessura finita,

que pode, por exemplo, ser responsável pela regularização da singularidade presente na

fórmula (4.103). Para averiguar essa afirmação, estudaremos na próxima seção o caso de

uma casca esférica nula espessa colapsando. Como ainda estamos lidando com a gravitação

linearizada, a correspondente solução será obtida por intermédio de uma superposição de

soluções de cascas finas.

4.4 O colapso de uma casca esférica nula espessa na

gravitação não-local livre de fantasmas

Na seção anterior discutimos o campo gravitacional de uma casca esférica nula fina

representada por uma distribuição δ esférica de energia, que colapsa com a velocidade

próxima à velocidade da luz até o seu raio atingir o valor zero no instante de tempo

t = 0 . Sem dúvida, esse modelo é uma idealização. A fim de estudar um modelo

mais realista do colapso gravitacional, devemos considerar como fonte uma casca esférica

nula com alguma espessura. Para isso, consideraremos um conjunto de cascas esféricas

finas colapsando para um mesmo ponto do espaço, mas passando por ele em diferentes

momentos de tempo. Esse perfil será caracterizado por uma função de densidade q(t) ,

que representa a quantidade de massa por unidade de tempo passando pelo centro r = 0

em um dado instante de tempo t . Desse modo, a massa total da casca esférica pode ser

escrita como

M =

∫
dt q(t) . (4.104)

Devido a linearidade das equações de campo, a solução para a perturbação da métrica

da casca esférica espessa, 〈〈dh2〉〉(t, r), pode ser expressada como uma superposição de

perturbações 〈dh2〉(t, r) da casca esférica fina, através da seguinte equação

〈〈dh2〉〉(t, r) =

∫
dt′q(t′)〈dh2〉(t− t′, r) . (4.105)
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Para simplificar nossa consideração, vamos escolher q(t) como sendo uma função de-

grau que assume valor constante igual a M/b durante o intervalo de tempo t ∈ (−b/2, b/2)

e que se anula fora desse intervalo. Nesse caso, a solução do campo gravitacional tem uma

forma diferente para cada diferente domı́nio do espaço-tempo (veja a figura 4.1). Para

descrever esses domı́nios é conveniente usar as coordenadas de tempo avançado, v = t+r ,

e de tempo retardado, u = t − r . Os domı́nios do espaço-tempo T− , onde v < −b/2 ,

e T+ , onde u > b/2 , representam o interior da casca esférica. Consequentemente, o

espaço-tempo nessa região é vazio e a métrica aqui é plana. No domı́nio N− , onde

v ∈ (−b/2, b/2) e u < −b/2 , existe apenas fluido esférico colapsando, enquanto que em

N+ , onde u ∈ (−b/2, b/2) e v > b/2 , existe somente fluido em expansão. Já no domı́nio

I , onde v ∈ (−b/2, b/2) e u ∈ (−b/2, b/2) , existe uma superposição de fluidos colap-

sando e expandindo. Por fim, o domı́nio R , onde v > b/2 e u < −b/2 , representa a

região fora da casca esférica. O espaço-tempo nesse domı́nio também é vazio.

R 

T - 

T + 

N 
+ 

N - 

-b/2 

b/2 

r 

t 

I 

v  = -b/2 

v  = b/2 

u  = b/2 

u  = -b/2 

O 

Figura 4.1: Diagrama espaço-temporal para o colapso da casca esférica nula espessa.

Vamos denotar por (t, r) as coordenadas do ponto de observação em um dado

domı́nio. Para a função q(t) descrita acima, utilizando a resposta obtida na seção anterior,

equação (4.89), a fórmula (4.105) assume, na nova variável de integração x = t − t′ , a
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forma

〈〈dh2〉〉(t, r) = −2GM

br

[
J0

(
dt2 +

1

2
r2dΩ2

)
− J1

2dt dr

r
+ J2

(
dr2

r2
− 1

2
dΩ2

)]
, (4.106)

onde

Jn =

∫ xf

xi

dx xn F (r2 − x2). (4.107)

Os limites de integração, xi e xf , dependem do domı́nio do espaço-tempo onde está

localizado o ponto de observação em questão. A seguir, com o objetivo de estudar as

propriedades da solução (4.106), calcularemos o invariante de Kretschmann nos diferentes

tipos de domı́nios do espaço-tempo descritos na figura 4.1.

4.4.1 O campo gravitacional no domı́nio R

A condição para que o ponto de observação esteja no domı́nio R pode ser expressa

como v ∈ (b/2,∞) e u ∈ (−∞,−b/2) . Nesse caso, todas as cascas esféricas nulas com

vértices dentro do intervalo de tempo t′ ∈ (−b/2, b/2) contribuem para a integral (4.107).

Sendo assim, no domı́nio R temos, xi = t + b/2 e xf = t− b/2 . Vamos agora separar

a função F (z) em duas partes, a saber,

F (z) = F0(z) + ∆F (z) , (4.108)

onde

F0(z) = γ + ln (z/4s) , ∆F (z) = Ei(1, z/4s) . (4.109)

Também denotamos por J0
n e ∆Jn as contribuições para Jn devido aos termos F0 e

∆F , respectivamente, de maneira que

Jn = J0
n + ∆Jn . (4.110)

Procuramos agora uma solução no domı́nio R para grandes valores de r , isto é,

na região do espaço-tempo onde r � |t ± b/2| . Nesse limite, podemos usar a forma

assintótica da função ∆F (z) para os grandes valores de z

∆F (z) =
4s

z
e−z/4s(1 +O(1/z)) (4.111)

e usar a seguinte aproximação

∆F (r2 − x2) ≈ f(r) k(x) , f(r) =
1

r2
e−r

2/4s , k(x) = 4s ex
2/4s . (4.112)
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Assim, obtemos

∆Jn = f(r)An(t) , (4.113)

onde

An(t) = (4s)
n+2
2

∫ C+

C−

dy yn ey
2

, C± =
t± b/2

2
√
s

. (4.114)

Como a função f(r) cai rapidamente a zero para os valores grandes de r , podemos

considerar nos cálculos a seguir apenas a ordem linear em ∆Jn . Usando o programa

GRTensor, obtemos a seguinte expressão para o quadrado do tensor de Riemann

R2
µναβ =

48G2M2

r6
+ ∆R2

µναβ , (4.115)

onde

∆R2
µναβ =

2G2M2

s2 b r10
e−r

2/4sW , (4.116)

W = −3A0 r
6 + (4Ä0s

2 + 8Ȧ1s− 34A0s+ A2) r4

+ (80Ȧ1s
2 − 12Ä2s

2 − 160A0s
2 + 14A2s) r

2 + 56A2 s
2 . (4.117)

Mantendo agora apenas o primeiro termo de W , que contém a maior potência de r ,

obtemos

∆R2
µναβ ∼

24i
√
π G2M2

√
s b r4

e−r
2/4s [erf(iτ+) + erf(iτ−)] . (4.118)

Ressaltamos que, apesar da presença da unidade imaginária i na fórmula acima, a resposta

para ∆R2
µναβ é real, como ela deve ser. As expressões (4.115) e (4.118) implicam que no

domı́nio R para um dado valor fixo do tempo t e quando r →∞ a curvatura se aproxima

de uma maneira exponencialmente rápida do seu valor assintótico, que é igual à curvatura

Schwarzschild de um objeto esférico de massa M .

4.4.2 O campo gravitacional nos domı́nios N±

Discutimos agora de maneira breve o campo gravitacional nos domı́nios N± . As

condições para que o ponto de observação esteja no N− domı́nio são v ∈ (−b/2, b/2)

e u ∈ (−∞,−b/2) . Assim, encontramos os seguintes limites de integração: xi = −r e
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xf = t+b/2 . Já para que o ponto de observação esteja em N+ temos que ter v ∈ (b/2,∞)

e u ∈ (−b/2, b/2) e os limites de integração são xi = −r e xf = t − b/2 . As integrais

necessárias podem então ser diretamente calculadas. Entretanto, não vamos reprodu-

zir esses resultados aqui, pois as expressões obtidas são bastante extensas. Ademais, a

análise mais detalhada das respostas complicadas das integrais mostrou que no caso da

gravitação não-local livre de fantasmas, a curvatura é apenas significativamente modifi-

cada nas regiões estreitas próximas de v = ±b/2 para o domı́nio N− e perto de u = ±b/2

para o domı́nio N+ . Já para os grandes valores de r , as correções da teoria não-local

livre de fantasmas modificam apenas de maneira fraca a solução da Relatividade Geral

linearizada. Por esse motivo, apresentamos apenas a expressão final para o invariante de

Kretschmann na gravitação linearizada de Einstein. O resultado é

R2
µναβ =

48G2M2(v)

r6
, M(v) =

M

b
(v + b/2) . (4.119)

A equação (4.119) é, de fato, o resultado esperado. Antes dos fluidos nulos colapsando e

expandindo se encontrarem no domı́nio I , temos simplesmente a solução de Vaidya [222]

(veja também [89]). A massa M(v) cresce linearmente com a coordenada de tempo

avançado v do valor zero (em v = −b/2 ) até seu valor máximo M . No caso do domı́nio

N+ os cálculos para a perturbação da métrica são similares. Desse modo, encontramos o

resultado

R2
µναβ =

48G2M2(u)

r6
, M(u) =

M

b
(u+ b/2) . (4.120)

4.4.3 O campo gravitacional no domı́nio I

Vamos agora discutir o campo gravitacional no domı́nio I. Este domı́nio representa a

região de maior interesse, pois é aqui que podemos estudar se existe ou não singularidade

em r = 0 e também é essa a região onde o raio da casca esférica colapsando se torna

suficiente pequeno para a posśıvel formação do miniburaco negro. Além disso, como

a gravitação não-local livre de fantasmas é responsável por uma mudança significativa

no comportamento da Relatividade Geral no limite ultravioleta [29], esperamos que seja

no domı́nio I onde exista uma maior modificação das soluções da teoria de Einstein

linearizada. Uma casca esférica nula fina, que cruza o centro r = 0 no instante de tempo

t′ , contribui para a integral (4.107) apenas no intervalo de tempo t′ ∈ (t + r, t − r) .
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Portanto, xi = −r e xf = r . Nesse caso, o termo J1 , que contém a integração linear em

x , não contribui para a resposta final.

Para a teoria de Einstein linearizada, temos

F (z) = ln z + C , C = − ln Λ2 . (4.121)

Dessa maneira, encontramos

J0 = 4r( ln 2 + ln r − 1) + 2Cr , J2 =
4

9
r3(3 ln 2 + 3 ln r − 4) +

2

3
Cr3 . (4.122)

O cálculo do quadrado do tensor de Riemann tem então como resposta

R2
µναβ =

252G2Ṁ2

r4
, Ṁ = M/b . (4.123)

Já para o caso da gravitação não-local livre de fantasmas

F (z) = Ei(1, z/4s) + γ + ln (z/4s) . (4.124)

Usando a expansão de Taylor dessa função para pequenos valores de z

F (z) =
z

4s
− z2

64s2
+

z2

1152s3
+ . . . (4.125)

podemos encontrar

J0 =
r3(420s2 − 21sr2 + r4)

1260s3
+ . . . (4.126)

J2 =
r5(756s2 − 27sr2 + r4)

11340s3
+ . . . (4.127)

Nesse caso, a resposta do cálculo do invariante de Kretschmann é

R2
µναβ =

32G2Ṁ2

3s2
− 32G2Ṁ2r2

9s3
+ . . . (4.128)

Essa resposta mostra que a curvatura no modelo da casca esférica espessa se mantém finita

r = 0 , isto é, nesse caso a teoria da gravitação não-local livre de fantasmas é realmente

livre da singularidade. Isso nos mostra que a singularidade presente no caso anterior da

casca esférica fina é, de fato, por causa da aproximação da espessura infinitamente fina.

A singularidade, nesse caso, representa um problema na escolha de uma fonte não-f́ısica,

ela não está relacionada com a teoria não-local livre de fantasmas.
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4.4.4 O invariante (∇r)2

Dentro da geometria esfericamente simétrica também existe outro invariante útil, a

saber,

g = (∇r)2 =
1

4f
gµν ∇µf ∇νf , f = gθθ . (4.129)

Uma linha no plano (t, r) , onde g = 0 , é um horizonte aparente [89]. Sendo assim, essa

condição deve ser satisfeita para que o miniburaco se forme. A resposta desse invariante,

na teoria não-local livre de fantasmas, pode ser expressa pela fórmula

(∇r)2 = 1− 2GMr2

sb
+ . . . . (4.130)

Como no domı́nio I do espaço-tempo r < b , temos

(∇r)2 > 1− 2GMb

s
. (4.131)

Isso significa que, para um dado valor do parâmetro extra da teoria não-local livre de

fantasmas s = µ−2 e para uma dada duração de tempo fixa b , o miniburaco negro

não é formado se a massa M for suficientemente pequena. Em outras palavras na gra-

vitação não-local livre de fantasmas existe um gap de massa para a formação do buraco

negro. Esse resultado é similar ao obtido no ano de 1981 por Frolov e Vilkovisky na

referência [91], onde foi considerado o colapso de uma casca esférica nula na teoria gra-

vitacional local de quarta ordem. Recentemente no trabalho [86], o formalismo aqui

desenvolvido foi generalizado de maneira que ele possa também ser aplicado a outras teo-

rias de gravitação modificada. Nessa referência os potenciais Newtonianos da gravitação

super-renormalizável obtidos na referência [151], apresentados nessa tese no caṕıtulo 3,

foram utilizados para construir a solução do colapso esférico nulo. Foi demonstrado que

o gap de massa para a formação do buraco negro também está presente nessa teoria.

Ambas as teorias com derivadas superiores, a gravitação não-local livre de fantasmas e

a gravitação (super-)renormalizável, possuem em comum a presença de um parâmetro

extra de escala de massa µ , que desempenha o papel de um cut-off ultravioleta (no caso

da gravitação super-renormalizável o parâmetro µ é representado pelas massas m(i)j dos

graus de liberdade extras tensoriais e escalares). Como mostrado na referência [91], se

a massa M do objeto colapsando obedece a relação Mµ . 1 , o horizonte aparente do

miniburaco negro não é formado. A presença desse parâmetro extra de escala de massa,
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difere essas teorias da gravitação clássica de Einstein, onde o gap de massa está ausente

e um miniburaco negro de uma massa arbitrariamente pequena pode ser formado.

Em trabalhos futuros seria interessante investigar outros aspectos das soluções li-

neares da gravitação não-local livre de fantasmas. Podemos considerar, por exemplo,

fontes arbitrárias em movimento e estudar a emissão de ondas gravitacionais nessa teoria

e o back-reaction dessa radiação em objetos acelerados. Outra proposta é modificar o

fator de forma aqui usado e considerar potências superiores no expoente, sendo o próximo

exemplo mais simples a = exp(α�2) . Outra questão natural é o que acontece no colapso

de uma massa grande M , isto é, quando Mµ� 1 . Seria altamente interessante analisar

soluções da gravitação não-local livre de fantasmas nesse limite, em que o regime não-

linear é dominante. Esperamos que as modificações propostas na gravitação não-local livre

de fantasmas permitam responder perguntas intrigantes existentes em relação à estrutura

do interior do buraco negro.



CAṔITULO 5

Transição entre os peŕıodos estável e instável da inflação induzida

pela anomalia conforme

Os efeitos quânticos do vácuo derivados da anomalia conforme são responsáveis por

um modelo inflacionário que pode ser estável ou instável. A versão instável requer que

o coeficiente adimensional do termo R2 tenha um valor em torno de 5× 108 para que as

perturbações escalares tenham o valor exigido pelas observações [212], resultando assim

no regime inflacionário do modelo R + R2 de Starobinsky [211]. Nesse caso, os termos

não-locais da ação efetiva são irrelevantes e através do ajuste fino das condições iniciais,

é posśıvel ter uma sáıda elegante para um estágio de baixa curvatura com oscilações de

altas frequências, responsáveis pela criação de todas as part́ıculas. Já a versão estável

é um atrator genérico genúıno, de maneira que essa solução começa independentemente

das condições iniciais escolhidas. Neste caṕıtulo discutimos uma posśıvel transição entre

a fase estável e instável da inflação devido ao efeito das massas dos campos quânticos.

Mostra-se que o final da inflação estável corresponde às condições iniciais necessárias para

o comportamento desejado do modelo de Starobinsky, se ignoramos as correções quânticas

no peŕıodo de transição entre os dois peŕıodos inflacionários. Além disso, descrevemos dois

diferentes mecanismos quânticos que podem providenciar o enorme termo R2 necessário

para a inflação instável. Com o objetivo de termos uma exposição autoconsistente, a

seção 5.1 inclui uma revisão da inflação induzida pela anomalia conforme. Discutimos

as soluções inflacionárias estável e instável, bem como a versão temperada da inflação

92
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estável. Também apresentamos as dificuldades teóricas encontradas no estudo do peŕıodo

de transição. Esta seção contém alguns dos assuntos originalmente publicados nas re-

ferências [81,82,181,182,205,206]. A parte original deste caṕıtulo começa pela seção 5.2,

em que descrevemos os resultados numéricos da transição entre as épocas estável e instável

da inflação. Por fim, os mecanismos quânticos que podem causar um enorme crescimento

do coeficiente do termo R2 serão discutidos na seção 5.3.

5.1 Uma breve revisão da inflação induzida pela ano-

malia conforme

Considere os efeitos quânticos de vácuo no universo primordial, em que as energias

t́ıpicas dos fenômenos f́ısicos são muito grandes, mas ainda abaixo da escala de Planck,

de maneira que estamos dentro do limite de aplicação da abordagem semiclássica da

gravitação. Nas altas energias t́ıpicas dessa situação, é uma boa aproximação desprezar

as massas e interações dos campos quânticos de matéria. Assim, esses campos podem

ser tratados como radiação livre. Vamos também admitir que o universo inicial é vazio e

que todo conteúdo real de matéria seja criado apenas durante o peŕıodo de reaquecimento

[224]. Desse modo, os efeitos quânticos se originam unicamente devido às part́ıculas

virtuais.

O tensor momento energia da radiação satisfaz a equação T µµ = 0. Assim, o

fenômeno quântico t́ıpico nesse caso é a anomalia conforme. A correção quântica para a

ação do vácuo é então dada pela ação induzida pela anomalia conforme. Dessa maneira,

a ação total pode ser escrita como

St = SEH + Γind + termos com simetria conforme. (5.1)

Na equação acima não escrevemos explicitamente a ação dos campos de matéria e a

parte conforme da ação do vácuo, equação (2.70), pois esses termos são conformalmente

invariantes e não contribuem para as equações de movimento da métrica homogênea e

isotrópica. Para o problema em questão é suficiente usar para Γind a sua forma não-

covariante, fórmula (2.92). O termo não-conforme a4R
2 não foi adicionado na ação (5.1),

pois ele não é necessário para a renormalização da teoria conforme. Do ponto de vista

teórico, não existe nada errado em definir o termo R2 a mão, porém, é mais natural
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assumir que ele venha devido aos efeitos quânticos do vácuo. Na seção 5.3 vamos discutir

a possibilidade do surgimento desse termo com um grande valor do coeficiente a4 na época

da transição entre as fases estável e instável da inflação.

Através da substituição direta da métrica de FRLW (1.11) na ação (5.1), podemos

considerar a equação de campo

δSt
δa

= 0. (5.2)

Dessa maneira, chegamos na seguinte equação diferencial de quarta ordem para o fator

conforme da métrica:

....
a

a
+ 3

.
a
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a

a2
+

..
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2
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(
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c

) ..
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..
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P

8πc

(
..
a

a
+

.
a

2

a2

)
= 0 , (5.3)

onde usamos a notação M2
P = 1/G para a massa de Planck e os coeficientes b e c

foram definidos anteriormente nas equações (2.75) e (2.76). Por questões de simplicidade,

consideramos apenas o caso particular em que Λ = k = 0 (para maiores detalhes do papel

da constante cosmológica e da curvatura espacial, veja as referências [180,182,211]).

A equação (5.3) tem como solução particular a solução inflacionária [211]

a(t) = a0 · eH0t , H0 =
MP√
−16πb

(5.4)

Essa solução é real, pois de acordo com a equação (2.75) o sinal de b é sempre nega-

tivo. Por outro lado, o coeficiente c, equação (2.76), pode ter diferentes tipos de sinais,

dependendo do conteúdo de part́ıculas da teoria quântica de campos fundamental. Con-

siderando pequenas flutuações de H(t) em torno da solução inflacionária (5.4) é posśıvel

mostrar que essa solução é estável quando c > 0 e instável para c < 0 [182,211]. Usando

a equação (2.76), a condição de estabilidade se reduz então a relação

1

3
Nf +

1

18
Ns > Nv , (5.5)

que é satisfeita para qualquer modelo supersimétrico realista como, por exemplo, o Modelo

Supersimétrico Padrão Mı́nimo (MSPM), onde Ns,f,v = (104, 32, 12) [203,205]. Por outro

lado, a condição (5.5) não é satisfeita para o Modelo Padrão (MP) da f́ısica de part́ıculas,

onde Ns,f,v = (4, 24, 12) [203,205].

A equação (5.3) representa o traço das equações de Einstein semiclássicas [84]

Gµν = Rµν −
1

2
gµν R = 8πG 〈Tµν〉 . (5.6)
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Figura 5.1: Diagrama de fase da equação (5.9). Do lado esquerdo temos c > 0 e o conteúdo de

part́ıculas do MSPM. Já no lado direito c < 0 e o conteúdo de part́ıculas é o do MP.

Também é posśıvel considerar as outras componentes dessa equação (uma discussão de-

talhada da derivação das componentes 00 e ij pode ser encontrada nas referências

[113, 181]). A componente 00 tem como resultado uma equação diferencial de terceira

ordem, equivalente a equação (5.3) [84], a saber,

2

.
a
...
a

a2
−

..
a

2

a2
+ 2

..
a
.
a

2

a3
−
(

3 +
2b

c

) .
a

4

a4
− M2

P

8πc

.
a

2

a2
= 0 . (5.7)

É posśıvel através da seguinte mudança de variáveis

x =
( H
H0

)3/2

, y =
Ḣ

H
3/2
0

H−1/2 (5.8)

reduzir a fórmula (5.7) a uma equação diferencial de primeira ordem [211]

dy

dx
=

b(x− x−1/3)

6cy
− 1 . (5.9)

A equação (5.9) permite estudar a solução geral do problema em questão através do seu

diagrama de fase. Os diagramas de fase para os casos estável e instável são mostrados na

figura 5.1. Em ambos os casos o ponto cŕıtico (1, 0) corresponde a solução inflacionária

exponencial (5.4). No caso estável existe apenas um único atrator correspondendo a essa

solução [182]. Já no caso instável podemos ver que existem diferentes atratores [211].

A existência de um único atrator no caso estável correspondente à solução infla-

cionária, permite construir um cenário inflacionário bastante atraente [203]. O universo

poderia começar na fase estável de maneira que a inflação sempre comece independente-

mente do conjunto de dados iniciais escolhidos. A maneira mais simples de fazer isso é
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supor que a supersimetria é válida nas regiões de altas energias e que ela está ausente em

energias mais baixas, pois as part́ıculas supersimétricas são mais pesadas do que as outras

part́ıculas [203]. Assim, se durante a inflação o valor do parâmetro de Hubble diminuir,

então, em algum ponto os loops das part́ıculas supersimétricas desacoplam da gravidade

e o conteúdo de matéria Ns,f,v se modifica. Logo, a inequação (5.5) muda de sinal e a

inflação se torna instável. Desse modo, o universo pode eventualmente realizar uma sáıda

elegante para a fase de expansão do tipo FLRW com lei de potência a(t) ∼ t1/n. Uma

questão importante é como o parâmetro de Hubble pode diminuir, visto que a solução

(5.4) é caracterizada por um valor constante de H(t) = H0. Para responder essa pergunta

devemos ir além da aproximação sem massa. Nesse caso, o valor de H pode realmente

diminuir [205]. A seguir, vamos considerar os efeitos das pequenas massas dos campos

quânticos.

5.1.1 Os efeitos das massas: inflação estável temperada

Considere algum modelo supersimétrico realista, em que as part́ıculas supersimé-

tricas têm uma massa relativamente grande quando comparada com as outras part́ıculas

não-supersimétricas. Apesar disso, no ińıcio da inflação estável o parâmetro de HubbleH é

ainda maior do que as massas das part́ıculas supersimétricas mais pesadas e elas podem ser

tratadas como pequenas perturbações violando a invariância conforme. Ao mesmo tempo,

as part́ıculas sem supersimetria podem continuar sendo tratadas aproximadamente como

sem massa.

Nessa situação, o efeito quântico principal devido às massas dos campos é a re-

normalização da constante de Newton e da constante cosmológica [98]. Para calcular a

contribuição quântica nesse caso podemos aplicar a descrição conforme da teoria mas-

siva [174] (uma abordagem similar pode ser encontrada na referência [57]). A principal

idéia nesse formalismo é recuperar a simetria conforme através da introdução de um novo

campo escalar χ e considerar nos parâmetros dimensionais responsáveis por violar a in-

variância conforme, m2
s, mf , M

2
P e Λ , a seguinte substituição:

m2
s →

m2
s

M2
χ2 , mf →

mf

M
χ , M2

P →
M2

P

M2
χ2 , Λ→ Λ

M2
χ2 , (5.10)

onde M é um novo parâmetro dimensional. Vamos supor que o novo campo escalar χ

assuma valores muito próximos a M . Entretanto, existe uma grande diferença entre χ
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e M com respeito à transformação conforme. A massa não se transforma, enquanto χ

sim. Assim, a ação do novo modelo torna-se invariante conforme, se o novo campo se

transforma como

χ→ χ e−σ . (5.11)

No setor massivo, devido à transformação (5.10), o termo massivo fermiônico é

substitúıdo por uma interação do tipo Yukawa, enquanto que o termo massivo do campo

escalar é substitúıdo por uma autointeração quártica entre escalares. Em ambos os casos

as interações ocorrem com o novo campo χ. Esses termos possuem simetria conforme.

Contudo, no setor gravitacional para recuperarmos a simetria conforme temos ainda que

compensar a transformação da curvatura escalar R através da introdução de um termo

cinético para o campo escalar χ , a saber,

1

16πG
R→ M2

P

16πM2

[
Rχ2 + 6 (∇χ)2

]
. (5.12)

Dessa maneira, a ação da nova teoria possui simetria conforme local em ambos os setores:

massivo e gravitacional. Então, a contribuição quântica pode ser calculada por meio da

anomalia conforme. Depois disso, podemos recuperar a teoria original considerando o

limite em que χ→M .

A identidade de Noether para a nova ação tem a forma

T = − 2√
−g

gµν
δS

δgµν
+

1√
−g

χ
δS

δχ
= 0 . (5.13)

Na teoria em discussão, a simetria conforme não significa que o traço do tensor momento

energia é nulo, em vez disso, seu significado é de que a quantidade T é zero. Correspon-

dentemente, a anomalia conforme significa, nesse caso, 〈T 〉 6= 0 ao invés de 〈T µµ 〉 6= 0. O

contratermo da teoria massiva, necessário para a derivação da anomalia conforme, pode

ser encontrado por meio da substituição das fórmulas (5.10) e (5.12) na equação (2.60).

Como resultado,

∆S =
µn−4

n− 4

∫
dnx
√
−g

{
wC2 + bE + c�R +

f

M2

[
Rχ2 + 6 (∇χ)2

]
+

g

M4
χ4

}
, (5.14)

onde

f =
1

3(4π)2

∑
f

Nfm
2
f , g =

1

2(4π)2

∑
s

Nsm
4
s −

2

(4π)2

∑
f

Nfm
4
f . (5.15)

Os novos termos presentes na equação (5.14) possuem as mesmas propriedades de trans-

formação conforme do quadrado do tensor de Weyl C2 . Por esse motivo, as técnicas de
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cálculo da anomalia explicadas na seção 2.6 podem ser generalizadas sem muita dificul-

dade para esse caso. Desse modo, chegamos a expressão final para a anomalia conforme

〈T 〉 = −
{
wC2 + bE + c�R +

f

M2

[
Rχ2 + 6 (∇χ)2

]
+

g

M4
χ4

}
. (5.16)

Pelo mesmo motivo explicado acima, podemos calcular a ação efetiva induzida pela anoma-

lia conforme de maneira direta se usarmos a parametrização não-covariante gµν = e2σ g′µν

e χ = eσ χ′ . Então, a resposta é dada por

Γind = Sc[gµν , χ] +

∫
d4x
√
−g′

{
w σ C ′2 + bσ

(
E ′ − 2

3
�′R′

)
+ 2b σ∆′4σ

+
f

M2

[
R′χ′2 + 6 (∇′χ′)2

]
σ +

g

M4
σ
}
− 3c+ 2b

36

∫
d4x
√
−g R2 . (5.17)

O último passo é fixar χ = eσ χ′ = M para que o termo de Einstein-Hilbert adquira sua

forma padrão. Dessa maneira, encontramos, finalmente, para a ação total a expressão

St = SEH + Γind
∣∣
χ→M

= Sc[gµν ,M ] +

∫
d4x
√
−g′

{
w σ C ′2 + bσ

(
E ′ − 2

3
�′R′

)
+ 2b σ∆′4σ

}
−3c+ 2b

36

∫
d4x
√
−g R2 −

∫
d4x

√
−g′ e2σ

[
R′ + 6(∇′σ)2

] [ 1

16π G
− fσ

]
−
∫
d4x

√
−g′ e4σ

[
Λ

8π G
− gσ

]
. (5.18)

A ação (5.18) difere da versão não-massiva, equação (2.92), em dois aspectos. Pri-

meiro, existem dois novos termos devido à renormalização do termo de Einstein-Hilbert e

da constante cosmológica. Esses dois termos não dependem do valor da escala de massaM ,

mas apenas dos parâmetros da teoria original. Segundo, o funcional Sc[gµν ,M ] não é mais

irrelevante nesse caso, pois ele depende do parâmetro M . Portanto, a expressão (5.18) é

apenas uma aproximação da ação efetiva do vácuo para a teoria massiva, mesmo para a

métrica homogênea isotrópica. Para entendermos o limite de validade dessa aproximação,

podemos lembrar que a parte da ação efetiva que é posśıvel de ser calculada explicitamente

por meio da integração da anomalia conforme, contém as correções quânticas logaŕıtmicas

da teoria (para uma discussão detalhada e também uma comparação com o grupo de re-

normalização baseado no esquema de subtração mı́nima, veja as referências [182, 205]).

No limite de altas energias esses termos são os mais importantes, desse modo, a ação

(5.18) é uma boa aproximação quando H � mi. Diferentemente do caso não-massivo, a

versão covariante da ação efetiva (5.18) não é conhecida. Entretanto, a expressão (5.18)

é suficiente para aplicações cosmológicas básicas que vamos considerar aqui.
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Figura 5.2: Gráficos das soluções inflacionárias (5.4) (em linha pontilhada) e (5.21) (em linha continua).

A análise numérica nos mostra que podemos seguramente considerar que os efeitos

devido à constante cosmológica não são essenciais na época inflacionária [180]. Desse

modo, colocando Λ = g = 0, a equação de movimento para o fator conforme da métrica

a(t) = eσ(t) , obtida a partir da ação (5.18), pode ser expressa como

....
σ +7

...
σ σ̇ + 4σ̈2 + 4

(
3− b

c

)
σ̈σ̇2 − 4

b

c
σ̇4 −

M2
p

8πc

[ (
σ̈ + 2σ̇2

) (
1− f̃σ

)
− 1

2
f̃ σ̇2
]

= 0 , (5.19)

onde introduzimos um novo parâmetro adimensional

f̃ =
16π f

M2
P

=
1

3π

∑
f

Nfm
2
f

M2
P

. (5.20)

A novidade dessa equação, quando comparada com a equação anterior (5.3), é a presença

dos termos dependentes das massas dos campos quânticos através da quantidade f̃ . Uma

solução anaĺıtica aproximada da equação (5.19) pode ser obtida se tratarmos o novo

parâmetro f̃ com uma pequena perturbação. Essa solução tem a seguinte forma [182]

σ(t) = H0t −
H2

0

4
f̃ t2 . (5.21)

A fórmula (5.21) reproduz com grande precisão as soluções numéricas da equação (5.19)

[182]. Ela descreve uma forma temperada da inflação estável. Na figura 5.2 traçamos

as soluções inflacionárias (5.4) e (5.21). No ińıcio as duas soluções são aproximadamente

idênticas, entretanto, logo depois de algum tempo, a solução (5.21) começa a se distan-

ciar da solução exponencial, pois por causa do efeito das massas, o valor do parâmetro

de Hubble começa a decrescer até o valor em que o desacoplamento das part́ıculas super-

simétricas começa a acontecer.
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Seja agora H∗ a escala de energia em que a inflação estável termina. Nessa es-

cala a maioria das part́ıculas supersimétricas estão além do seu cut-off infravermelho e

desacoplam da gravidade no ńıvel quântico. Após certa quantidade dessas part́ıculas de-

sacoplarem, o sinal do parâmetro c na equação (2.76) muda e a inflação se torna instável.

É natural supor que H∗ seja próximo da escala de massa onde ocorre a quebra da super-

simetria, MSUSI . Outra quantidade que também depende da mesma escala é

f̃ ∼
(
H∗

MP

)2

. (5.22)

A próxima questão importante é o que acontece com o universo depois que ele atravessa o

ponto cŕıtico H(t) = H∗. De fato, esta questão é muito dif́ıcil de responder e vamos ter que

mudar a nossa abordagem. Até o presente momento, toda nossa consideração foi baseada

no uso de resultados obtidos através da teoria quântica de campos como, por exemplo, a

equação (5.19). Infelizmente, nas proximidades do ponto cŕıtico H = H∗ a teoria quântica

de campos não fornece nenhuma ajuda real para o nosso problema. A razão é que não

temos métodos para calcular as correções quânticas no espaço-tempo curvo na situação

em que o parâmetro de Hubble é da mesma ordem das massas dos campos quânticos.

As técnicas usadas nessa seção, bem como a usual expansão nas potências do tensor de

curvatura sobre o quadrado das massas dos campos quânticos, não fazem muito sentido

aqui.

Na próxima seção vamos lidar com esse complicado problema da maneira mais sim-

ples posśıvel, que vamos chamar de aproximação de sharp cut-off. A saber, vamos fazer

uma grande simplificação e ignorar completamente os efeitos quânticos na fase inter-

mediária, considerando o ponto final da evolução (5.21) como ponto de partida da inflação

instável.

5.2 Estudo numérico da transição para a época da

inflação instável

Na aproximação de sharp cut-off consideramos o ponto final da evolução estável do

universo como o ponto inicial da inflação instável. Sendo assim, para construirmos um

conjunto completo de condições iniciais, considere que a fase estável termina no instante

de tempo t∗, no qual o parâmetro de Hubble assume o valor H∗, correspondente a equação
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(5.22), isto é,

H∗ = H(t∗) ≈
√
f̃MP . (5.23)

Considerando a derivada temporal da equação (5.21) no ponto t∗ e comparando o resul-

tado com a fórmula (5.23), encontramos o valor do momento final da inflação estável

t∗ ≈
2

H2
0 f̃

(
H0 −

√
f̃MP

)
. (5.24)

As condições iniciais para uma consequente evolução instável podem então ser calculadas

por meio das equações (5.21) e (5.24), usando o conteúdo de part́ıculas do MSPM.

Vamos agora dar uma explicação sobre quais valores f̃ pode assumir. Esse parâ-

metro está relacionado pela fórmula (5.22) com H∗ , que determina a escala de energia

em que a inflação estável termina. O valor da escala t́ıpica H∗ pode ser da ordem da

escala da quebra de supersimetria MSUSI . A escala da quebra de simetria que é usual-

mente empregada para resolver o problema da hierarquia de calibre está na ordem de

MF ≈ TeV ≈ 103GeV , o que nos dá o valor f̃ ≈ 10−32. Entretanto, não existe um

limite superior em que a quebra de simetria possa ocorrer, podendo ser na escala das

teorias de grande unificação, onde MX ≈ 1016GeV , ou até mesmo na escala de Plank

MP = 1019GeV , dependendo do modelo supersimétrico. O único aspecto da supersime-

tria que é relevante aqui é a sua quebra e a consequente mudança de sinal na relação (5.5),

portanto, não estamos confinados a nenhuma escala espećıfica da quebra de supersime-

tria. Contudo, um modelo inflacionário que pretende descrever o espectro de potência da

densidade de perturbações cósmicas (sem o inflaton), deve ter H∗ & 1014GeV [203, 205].

Assim, o valor de f̃ não deve ser menor do que f̃ ≈ 10−10. Uma vez que na escala da

quebra de supersimetria das teorias de grande unificação temos f̃ ≈ 10−6 esse será o caso

de maior interesse. O valor de H∗ pode ser até mesmo algumas ordens de grandeza dife-

rente de MSUSI , pois nessa escala não precisamos que todas as part́ıculas supersimétricas

já tenham desacoplado, é necessário apenas que um número suficiente de part́ıculas mais

leves do que H∗ já o tenham feito, de maneira que c < 0 . Desse modo, f̃ pode assu-

mir valores tais quais 10−5 ou até mesmo 10−4 . A seguir, escolheremos f̃ = 10−4, que

corresponde a escala H∗ ≈ 10MX .

Vamos agora apresentar os resultados da solução numérica da equação (5.3) para

o caso instável com as condições iniciais correspondendo ao ponto inicial H∗. Primeira-

mente, consideramos a inflação instável com o conteúdo de part́ıculas do Modelo Padrão.
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A solução numérica em pequenas escalas de tempo mostram oscilações no parâmetro de

Hubble H como mostrado na figura 5.3.

Figura 5.3: Solução numérica para o parâmetro de Hubble H em unidades de tempo de Planck τ ≡ t/tP
para o conteúdo de part́ıculas do MP com f̃ = 10−4.

Depois de passado algum tempo, a amplitude dessas oscilações se tornam menores

e o parâmetro de Hubble começa a se comportar bastante parecido com uma evolução do

tipo FLRW sem correções quânticas, com lei de potência do tipo H(t) = 1/(nt). Essa

situação é ilustrada na figura 5.4.

Figura 5.4: O mesmo caso do que na figura 5.3, entretanto, com uma escala de tempo maior.

Podemos ver também qual curva integral no diagrama de fase da figura 5.1 do caso

instável corresponde ao ponto inicial (x∗, y∗), onde a fase estável termina. Esse ponto pode

ser encontrado substituindo a solução (5.21) com o tempo inicial (5.24) nas expressões
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(5.8). Dessa maneira, encontramos a curva integral mostrada na figura 5.5.

Figura 5.5: Curva integral do diagrama de fase instável correspondente a H∗ com f̃ = 10−4.

O resultado apresentado acima está dentro das nossas expectativas mais otimistas.

Ele corresponde exatamente à solução instável paćıfica que é qualitativamente similar a

uma das soluções encontradas na referência [211] e não à solução explosiva do tipo de

hiperinflação descrita na referência [81].

Entretanto, essa solução não corresponde à inflação fisicamente aceitável, pois para

termos um modelo bem sucedido que está de acordo com as observações, necessitamos que

o coeficiente do termo R2 tenha um valor muito maior do que é posśıvel se obter usando

o conteúdo de part́ıculas do MP, a cerca de 5×108. Esse valor é necessário para controlar

as densidades de perturbações cósmicas depois que o peŕıodo da inflação termina [212].

Portanto, vamos agora supor que existe aumento desejado do valor do coeficiente a4 no

peŕıodo de transição entre os peŕıodos de inflação estável e instável. Repetindo a análise

feita no caso anterior, mas agora com o valor de a4 = 5 × 108 , encontramos o resultado

numérico mostrado na figura 5.6. A interpretação desse gráfico é a seguinte: no começo

temos um valor inicial relativamente grande de H remanescente da fase estável, seguido

de uma brusca queda do seu valor. Logo depois de algumas oscilações o termo grande R2

começa a dominar a solução e o universo começa o peŕıodo da inflação instável no modelo

R +R2. A expressão anaĺıtica para essa fase é dada por [212]

σ(t) = H1 t −
M2

12
t2 + O

(
ln (tf − t)

)
, (5.25)

onde M � H nessa fase, tf corresponde ao tempo final da inflação e H1 é uma constante
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de integração. Essa fórmula é responsável pela dependência no tempo aproximadamente

linear de H que podemos observar no gráfico em discussão. O cálculo do coeficiente

angular da reta no gráfico 5.6 leva ao valor de M ≈ 10−5 (em unidades de massa de

Planck), que é a quantidade necessária para descrever as observações do espectro de

potências da densidade de perturbações escalares primordiais [212].

Figura 5.6: O gráfico de H(t) para a4 = 5× 108.

A transição entre as fases estável para a instável é muito bem sucedida na presença

de um termo enorme R2, uma vez que ela leva à dinâmica conhecida após essa transição,

que é exatamente a dinâmica que passou por alguns testes em comparação com dados

observacionais. A caracteŕıstica distinta do modelo de inflação baseado na transição

estável/instável é a presença da fase preliminar estável. As consequências da fase estável

podem não ser observáveis, no entanto, essa fase fornece as condições iniciais adequadas

para a fase instável que pode ser fisicamente testada.

Seria muito interessante estender esses resultados para o caso em que a métrica é ini-

cialmente anisotrópica. Existe uma forte expectativa de que as anisotropias desapareçam

rapidamente durante a fase de inflação estável, porém, isso ainda exige uma investigação

mais detalhada em um trabalho futuro.
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5.3 Exemplos de mecanismos quânticos que podem

gerar um termo R2 enorme

Como vimos na seção anterior, por meio da aproximação de sharp-cut off é posśıvel

ter uma transição bem sucedida entre as fases de inflação estável e instável. A transição

entre essas fases pode ser fisicamente explicada por meio da descrição conforme dos campos

quânticos massivos e pelo consequente desacoplamento das part́ıculas supersimétricas da

gravitação. Contudo, para termos um modelo inflacionário bem sucedido, precisamos ir

além do que é posśıvel ser obtido por esse método. A razão é que é necessário que o

coeficiente do termo R2 tenha um valor muito grande, por volta de 5×108, para controlar

as densidades das perturbações depois que o peŕıodo da inflação termina [212]. Esse valor

é muito maior do que é posśıvel ser obtido por meio da ação efetiva induzida pela anomalia

conforme e o desacoplamento quântico das part́ıculas supersimétricas pode apenas explicar

a mudança no sinal do coeficiente c, não podendo fazer com que o mesmo cresça tanto.

O objetivo dessa seção é discutir outros mecanismos quânticos que podem produzir uma

alteração dramática do coeficiente c na época próxima da troca do seu sinal.

Podemos ressaltar também que até o presente momento não temos nenhuma in-

formação experimental realmente confiável sobre as teorias f́ısicas na escala das teorias

de grande unificação, ou até mesmo da escala em que a supersimetria é quebrada, em

que a transição das versões de inflação estável para instável deve ocorrer. Por esse mo-

tivo, não estamos em condições de indicar um mecanismo definitivo que proporcione um

crescimento tão dramático do coeficiente do termo R2. Em vez disso, descreveremos duas

posśıveis situações onde esse fenômeno possa ocorrer. Em ambos os casos nossa consi-

deração será baseada na relação entre a interação escalar não-mı́nima com a curvatura e

o termo de vácuo R2. Essa relação foi previamente discutida no contexto das teorias de

supergravidade na referência [124].

5.3.1 Grupo de renormalização e a mudança dos parâmetros da

teoria

O grupo de renormalização (GR) no espaço-tempo curvo mostra que os valores de

todos os parâmetros da teoria podem variar com a mudança da escala de energia (veja,
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por exemplo, a referência [42]). Em particular, o GR para o coeficiente a4 na ação do

vácuo (2.1) tem, na teoria com interação, a forma geral

µ
da4

dµ
= β4 = l1 + l2 ξ + l3 ξ

2 , (5.26)

onde ξ é o parâmetro não-mı́nimo de interação entre escalares e a gravitação, ξRϕ2 (veja a

equação (2.8)). Já os coeficientes l1,2,3 podem ser expressos como uma série de potências

nas constantes de acoplamento com ordem dependendo da precisão levada em consi-

deração na expansão em loops . Vamos considerar um modelo de grande unificação de

altas energias, contendo no seu setor de interação os acoplamentos de calibre g, Yukawa

h e autointeração quártica entre escalares λ, de maneira que, l1,2,3 = l1,2,3(g, h, λ).

Todas as quantidades presentes na equação (5.26) também estão mudando e satis-

fazem suas próprias equações do GR. Em particular, a equação para o parâmetro ξ tem

a forma geral

µ
dξ

dµ
= βξ = l4 + l5 ξ , (5.27)

onde l4,5 = l4,5(g, h, λ). Em prinćıpio, a fórmula (5.27) pode ser responsável por mudar

o sinal de ξ e também por uma mudança significativa de seu módulo, até mesmo em

pequenos intervalos da escala de energia µ. A condição necessária para uma variação

intensiva de ξ são valores grandes de, pelo menos, algum dos acoplamentos g, h, ou λ.

Note que as expressões de 1-loop são muito mais simples, a saber,

β4 = l3

(
ξ − 1

6

)2

, βξ = l5

(
ξ − 1

6

)
, (5.28)

onde

l5 ∼ l51 f + l52 h
2 + l53 g

2 (5.29)

e os coeficientes l3 , l51 , l52 , l53 são valores constantes que dependem do modelo em

questão.

No ńıvel de 1-loop os valores conformes ξ = 1/6 e a4 = 0 são pontos fixos do

fluxo do GR, que podem ser estáveis tanto no ultravioleta como no infravermelho [46].

Entretanto, nas ordens superiores da expansão em loops , o valor conforme ξ = 1/6 não é

mais um ponto fixo, como foi encontrado na referência [108] (para demonstração desse fato

a partir de considerações gerais, veja [13, 177]). É natural, embora não necessário, supor

que o valor de ξ no ultravioleta extremo seja conforme. Imagine que esse ultravioleta
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extremo corresponda a energias subplanckianas. Nessa situação, o valor de ξ pode se

tornar muito diferente do valor conforme já na escala da teoria de grande unificação,

devido a sua mudança descrita pela equação (5.27). Desse modo, quando se trata da

transição de uma teoria de grande unificação para alguma teoria de energia mais baixa,

ξ pode estar, essencialmente, longe do ponto conforme, mesmo que ele tenha assumido

esse valor no ultravioleta.

Outra observação importante é que em torno da escala de transição estável/instável

alguma das interações podem se tornar muito fortes. Portanto, não há nada de errado

em ter uma variação muito intensiva de ξ em um pequeno intervalo da escala de energia,

antes do seu running parar devido ao desacoplamento quântico no infravermelho. A

próxima observação é que se |ξ| se torna muito grande, o coeficiente a4 se torna ainda

maior, por causa da dependência quadrática na equação (5.26). Também é importante

notar que ξ e a4 são os acoplamentos da teoria renormalizada, sendo assim, eles não são

os parâmetros nus da teoria semiclássica. Portanto, não há nenhuma contradição em que

seus valores sejam grandes, mesmo dentro da abordagem perturbativa padrão.

Esses argumentos podem de fato, explicar facilmente o valor de ξ ≈ 40.000, que é

necessário para a inflação de Higgs [26]. De uma maneira igualmente bem, ou até mesmo

mais natural, esses argumentos podem explicar o valor do coeficiente a4 de 5 × 108,

visto que esse é grosseiramente dado pelo quadrado do valor mencionado de ξ . Seria um

problema muito interessante construir um modelo de teoria de grande unificação e a sua

consequente quebra no modelo padrão mais um setor escuro oculto, que produz a situação

descrita acima. Todavia, como essa consideração está além do escopo da presente tese,

vamos descrever uma segunda possibilidade de se gerar um grande valor do coeficiente a4

do termo R2.

5.3.2 Quebra espontânea de simetria com ξ diferente de zero

Como segundo exemplo, discutiremos de que forma o termo R2 pode surgir devido

à quebra espontânea de simetria (QES) na presença do acoplamento não-mı́nimo entre

campo escalar e a curvatura escalar, ξRϕ2. Esse termo não pode ser negligenciado, porque

ξ 6= 0 é uma condição necessária para a consistência da teoria quântica de campos no

espaço-tempo curvo [42].
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Comecemos pela revisão da QES no espaço-tempo curvo da mesma maneira que ela

foi originalmente discutida na referência [100]. Considere a ação clássica de um campo

escalar complexo ϕ,

S =

∫
d4x
√
−g
{
gµν ∂µϕ

∗ ∂νϕ + µ2
0 ϕ
∗ϕ + ξ Rϕ∗ϕ − λ(ϕ∗ϕ)2

}
. (5.30)

O valor esperado do vácuo v do campo escalar é definido como a solução da equação de

movimento

−�v + µ2
0 v + ξR v − 2λv3 = 0 . (5.31)

Se a interação entre o escalar e a métrica for mı́nima ξ = 0 e a QES tem a mesma forma

do que no espaço-tempo plano. Temos assim, a solução constante

v2
0 =

µ2
0

2λ
. (5.32)

Nesse caso, o esquema convencional da quebra espontânea de simetria não requer nenhuma

modificação por causa da presença da métrica externa. Entretanto, no caso geral devido à

curvatura variável presente na equação (5.31), não é posśıvel obter uma solução constante.

Assim, as derivadas de v não podem ser desprezadas e, infelizmente, uma solução em forma

fechada e simples para o valor esperado do vácuo não pode ser obtida. Porém, para uma

curvatura que varia lentamente, podemos expressar a solução da equação (5.31) por meio

de uma série de potências em ξ, usando a fórmula (5.32) como aproximação de ordem

zero

v(x) = v0 + v1(x) + v2(x) + · · · (5.33)

A solução para o termo de primeira ordem v1(x), tem a seguinte forma [100]

v1 =
ξ v0

�− µ2 + 6λv2
0

R =
ξ v0

� + 4λv2
0

R . (5.34)

Já a próxima ordem dessa expansão, pode ser expressa como

v2 =
ξ2 v0

�+ 4λv2
0

R
1

�+ 4λv2
0

R − 6λξ2 v3
0

�+ 4λv2
0

(
1

�+ 4λv2
0

R

)2

. (5.35)

Em prinćıpio, a expansão (5.33) pode ser continuada até a ordem desejada.

Substitúıdo a solução (5.33) na ação do campo escalar (5.30), obtemos a ação do

vácuo induzida de baixas energias, que depende apenas da métrica,

Sind =

∫
d4x
√
−g

{
λv4

0 + ξv2
0 R + ξ2 v2

0 R
1

�+ 4λv2
0

R + · · ·
}
. (5.36)
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Vamos agora fazer algumas pequenas observações a respeito do resultado (5.36).

O primeiro termo dessa equação representa a constante cosmológica induzida. Sua den-

sidade é muito maior do que o seu valor observado, desse modo, precisamos introduzir

uma constante cosmológica de compensação do vácuo. Existe uma ampla discussão na

literatura sobre o problema da constante cosmológica e do consequente ajuste fino que é

necessário para essa compensação. Para maiores detalhes veja, por exemplo, o artigo de

revisão [228] e as referências [206, 207], que trataram desse problema no ponto de vista

da teoria quântica de campos. Já o segundo termo presente na equação (5.36) é o termo

de Einstein-Hilbert induzido. Para ξv2
0 � M2

P o valor do coeficiente desse termo não

é suficiente para gerar uma gravitação puramente induzida, de maneira que também é

necessário introduzir o correspondente termo de vácuo. No caso do Modelo Padrão com

o campo escalar de Higgs e com o valor ξ ≈ 104, o termo induzido é apenas uma pequena

correção para o termo de vácuo. A situação nesse caso é oposta ao que acontece com o

termo de constante cosmológica.

O terceiro termo do lado direito da equação (5.36) é quadrático tanto na curvatura

escalar como em ξ e não é local. Esse termo se comporta de uma maneira bastante

diferente nos limites ultravioleta e infravermelho. A definição do ultravioleta é aqui re-

lacionada com o valor das derivadas do tensor de curvatura quando comparado com v2
0.

Para �R � v2
0R esse termo é essencialmente não-local. No caso da inflação, quando R

é aproximadamente constante, temos a relação oposta �R � v2
0R . Então, nesse caso o

terceiro termo da equação (5.36) se torna efetivamente local e é igual à

Sind =
ξ2

4λ

∫
d4x
√
−g R2 . (5.37)

O termo (5.37) devido à quebra espontânea de simetria tem justamente a forma

necessária para um salto bem sucedido no valor do coeficiente do termo R2, desde que

ξ2/λ tenha um valor grande. Uma questão importante é se um valor grande de ξ é

natural nesse caso. Como ξ é uma quantidade adimensional ele não pode ser considerado

grande ou pequeno sozinho. A fim de avaliar se ξ é grande ou não, precisamos compará-lo

dentro de combinações dimensionais com alguma outra quantidade de referência. No caso

em questão, a comparação deve ser feita entre ξR e o quadrado da massa m do campo

escalar, uma vez que eles sempre aparecem em uma combinação do tipo m2 + ξR. No

universo atual com o campo de Higgs, por exemplo, os números são m2 = m2
H ∝ 104GeV 2

e R ∼ H2
0 ∝ 10−84GeV 2 (H0 é o valor atual do parâmetro de Hubble). Desse modo, os
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valores de ξ = 104 − 105 não parecem grandes neste caso. De fato, a situação pode ser

bastante diferente no ińıcio do universo, uma vez que a curvatura foi muito maior nessa

época. Nessa situação os efeitos da curvatura podem ser relevantes tanto para a QES

como para o Higgs, o que é bem conhecido pelos estudos de transições de fase induzida

pela curvatura (veja, por exemplo, [42]) e da inflação de Higgs [18, 26, 27]. Entretanto,

as considerações que foram apresentadas aqui não estão diretamente relacionadas com o

campo de Higgs e com o Modelo Padrão, podendo também serem aplicadas às teorias

mais gerais em diferentes escalas de energia, como as teorias de grande unificação.

Como também já foi discutido anteriormente, as correções quânticas podem produ-

zir uma variação intensiva de ξ. Nos modelos de teorias de grande unificação com vários

escalares existem, tipicamente, diferentes acoplamentos ξ e λ para cada um desses esca-

lares. Assim, é suficiente que apenas uma das combinações ξ2/λ se torne muito grande

durante o peŕıodo de transição para proporcionar o valor desejado do coeficiente induzido

a4. Seria definitivamente interessante construir uma realização expĺıcita dessa situação

em algum modelo de teoria de grande unificação.

A principal diferença entre o esquema aqui apresentado e o discutido na subseção

anterior, reside no fato de que no caso anterior admitimos restrições nos coeficientes l1,2,3

e l4,5 nas equações (5.26) e (5.27), respectivamente. Esses coeficientes são dependentes do

modelo e representam algumas condições que o modelo de teoria de campo deva satisfazer.

Por outro lado, o esquema descrito aqui não requer restrições nesses coeficientes, mas, em

vez disso, temos de supor que existe uma quebra espontânea de simetria na escala de

energia correspondente.



CAṔITULO 6

Contribuição do fóton para a ação efetiva do vácuo na

eletrodinâmica com violação da simetria de Lorentz

Extensões do Modelo Padrão da f́ısica de part́ıculas em que alguma simetria fun-

damental da natureza é violada, como, por exemplo, as simetrias de Lorentz e/ou CPT,

tem atráıdo, desde o trabalho monumental de Alan Kostelecký [127], bastante atenção na

literatura. Essas teorias representam uma nova f́ısica que pode em prinćıpio ser testada

experimentalmente (e de fato são, para maiores detalhes da parte fenomenológica veja o

artigo de revisão [35]). Além disso, mesmo que essas violações não sejam encontradas,

este tipo de estudo é importante, pois permite uma melhor compreensão dos limites de

aplicação da F́ısica atual.

No entanto, no caso das teorias gravitacionais estendidas com violação das simetrias

de Lorentz e/ou CPT existe uma grande dificuldade no seu estudo, por causa da imensa

quantidade de termos posśıveis na ação gravitacional que podem violar essas simetrias.

O número de estruturas até a quarta ordem nas derivadas pode chegar, por exemplo,

na ordem de 102 − 103 (veja, por exemplo, na referência [54] a ação geral do vácuo com

torção, que representa apenas uma pequena quantidade dos termos que podem violar as

simetrias de Lorentz e/ou CPT). Uma possibilidade para contornar essa dificuldade é

permitir somente a introdução dos termos que violam as simetrias no setor gravitacional

que podem ser calculados como correções quânticas semiclássicas para a ação do vácuo a

partir das teorias de campos da matéria que violam as simetrias de Lorentz e/ou CPT.

111
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Dentre todas as teorias de campos da matéria, a contribuição mais relevante é devido

aos fótons, pois como todas as outras part́ıculas são massivas, elas desacoplam antes da

gravidade de acordo com o teorema de Appelquist e Carazzone [10,98]. Por esse motivo,

neste caṕıtulo iremos considerar a contribuição quântica para a ação do vácuo devido

ao fóton na eletrodinâmica com quebra da simetria de Lorentz. Os cálculos quânticos

nessa teoria foram realizados nos primeiros artigos [52, 129, 230] por meio dos diagramas

de Feynman no espaço-tempo plano. Logo depois, os métodos funcionais, como a técnica

de Schwinger-DeWitt, foram utilizados na referência [179]. Nesse artigo a renormalização

foi estudada no espaço-tempo curvo e algumas de suas caracteŕısticas gerais foram esta-

belecidas. Apesar disso, os cálculos dessa referência não foram completos, pois apenas

a parte mı́nima do operador bilinear nos campos quânticos foi levada em consideração.

Sendo assim, iremos neste caṕıtulo além do resultado da referência [179] e calculamos,

pela primeira vez, a contribuição total (em primeira ordem) do parâmetro adimensional

kµναβF para a renormalização do vácuo. Para isto obtemos as divergências de 1-loop e

como mesmo na presença dos termos que violam a simetria de Lorentz essa teoria possui

simetria conforme, calculamos a anomalia conforme e a ação efetiva induzida pela ano-

malia conforme. Além disso, consideramos o efeito dos novos termos na inflação induzida

pela anomalia conforme.

Este caṕıtulo se organiza da seguinte maneira: na seção 6.1 fazemos uma breve

revisão sobre o modelo da eletrodinâmica com quebra de simetria de Lorentz. Deixamos

referências ao leitor para um maior aprofundamento nessa teoria. A seção 6.2 contém os

detalhes dos cálculo das divergências de 1-loop. Como o leitor verá a seguir esse tipo de

cálculo é bastante complicado por causa da presença dos campos externos responsáveis

pela quebra de simetria. Contornamos essa dificuldade realizando uma expansão nesses

campos, porém, como um desses campos é adimensional essa série é infinita. Considerando

que os parâmetros que violam a simetria sejam pequenos, realizamos os cálculos até a

primeira ordem. Também faremos nessa seção um breve comentário sobre a estrutura

geral da renormalização dessa teoria. A seção 6.2 é dedicada ao cálculo da anomalia

conforme e da ação efetiva da gravidade induzida pela anomalia. Logo depois, finalizamos

este caṕıtulo discutindo na seção 6.4 a aplicação dos resultados na Cosmologia.
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6.1 A ação da eletrodinâmica com violação da sime-

tria de Lorentz no espaço-tempo curvo

Para introduzir a ação que descreve o campo eletromagnético com violação da sime-

tria de Lorentz no espaço-tempo curvo, podemos realizar um processo análogo ao que foi

considerado na seção 2.3. A única diferença com o método de generalização não-mı́nimo

é que violamos aqui o prinćıpio (iii) permitindo a introdução de parâmetros que definem

uma direção preferencial no espaço-tempo. Os outros prinćıpios como a covariância geral,

simetria de calibre e localidade serão mantidos. Não introduzimos também parâmetros

com dimensão de [massa]−1. Desse modo, a ação mais geral algebricamente posśıvel pode

ser escrita como [59,179]

S =

∫
d4x
√
−g

{
−1

4
FµνF

µν − 1

4
kµναβF FµνFαβ +

1

2
kαAF εαβµνA

βF µν

}
, (6.1)

onde kµναβF e kαAF são os parâmetros responsáveis por descrever a violação da simetria de

Lorentz. Na presença de férmions interagindo com o campo eletromagnético, o parâmetro

kαAF também é responsável pela quebra da simetria de CPT. As propriedades algébricas

de kµναβF são, por construção, as mesmas do que o tensor de curvatura de Riemann. O

parâmetro kαAF tem dimensão de massa, enquanto que kµναβF é adimensional.

Ambos os novos termos introduzidos são tensores, o que implica que a F́ısica ainda

é independente da escolha de coordenadas do observador. Entretanto, os coeficientes kαAF

e kµναβF introduzem uma direção preferencial no espaço-tempo, de maneira que os fótons

podem interagir com esses campos de fundo e sofrer efeitos dependentes do referencial,

violando assim a invariância de Lorentz. Algebricamente a teoria com a violação de Lo-

rentz é bastante similar ao eletromagnetismo nos dielétricos. Sendo assim, vários dos

efeitos da luz passando por materiais transparentes também estão presentes nessa teoria.

Isso inclui, por exemplo, a mudança na velocidade, direção de propagação e polarização

da luz e o fenômeno da birrefringência. Outro interessante novo aspecto dessa teoria é a

possibilidade da dispersão da luz no vácuo. Para uma discussão mais aprofundada deixa-

mos ao leitor as referências [6,9,59,120,130,131,133] nas quais as numerosas implicações

fenomenológicas, bem como a posśıvel origem desses parâmetros, foram abordadas.

Para finalizar, um último comentário sobre a ação (6.1) é importante. O último

termo na fórmula (6.1) parece, a primeira vista, não possuir invariância de calibre de-
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vido à presença expĺıcita do campo vetorial Aµ . Porém, se admitirmos que ∇βkαAF = 0

a invariância de calibre pode ser preservada. Para a demonstração, considere a trans-

formação de calibre Aµ → A′µ = Aµ + ∇µf . Logo, encontramos no último termo da

equação (6.1) a quantidade não-invariante kαAF εαβµν∇βfF µν . Contudo, essa expressão é

nula, pois através de uma integração por partes podemos transformá-la em

kαAF εαβµν∇βfF µν = −(∇βkαAF ) εαβµν f F
µν − kαAF εαβµν f (∇βF µν) . (6.2)

O primeiro termo no lado direito da equação acima é zero, porque supomos que ∇βkαAF =

0. Já o último termo também se anula por causa das equações de Maxwell homogêneas

εµναβ∇µFαβ = 0 .

6.2 O cálculo das divergências de 1-loop

A ação efetiva de 1-loop para o campo eletromagnético é dada pela expressão

Γ̄(1) =
i

2
Tr ln Ĥ − iTr ln Ĥgh , (6.3)

onde Ĥ é o operador bilinear nos campos quânticos e Ĥgh é o operador do termo dos

fantasmas de calibre de Faddeev-Popov. Introduzimos o seguinte termo de fixação de

calibre

Sgf = −1

2

∫
d4x
√
−g (∇µA

µ)2 . (6.4)

Para essa escolha, os correspondentes fantasmas de Faddeev-Popov contribuem apenas

para o setor de vácuo da teoria (que depende apenas da métrica), não contribuindo para

a parte com os novos termos que violam a simetria de Lorentz.

Para a ação (6.1) o operador bilinear Ĥ = Hµν tem a forma

Ĥ = Ĥ0 + ĤAF + ĤF , (6.5)

Ĥ0 = gµν�−Rµν , (6.6)

ĤAF = −2 kαAF ε
µνβ

α ∇β , (6.7)

ĤF = −2 k
µ(αβ)ν
F ∇α∇β − 2(∇αk

µαβν
F )∇β + kµαβλF Rν

. λαβ . (6.8)

A observação mais importante sobre esse operador é que ele possui uma forma não-

mı́nima em razão da presença do termo k
µ(αβ)ν
F ∇α∇β na equação (6.8). Sendo assim,
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como esse operador é não-mı́nimo, a técnica padrão de Schwinger-DeWitt para o cálculo

das divergências não pode ser aplicada aqui. Para lidarmos com operadores não-mı́nimos

devemos usar a técnica generalizada de Schwinger-DeWitt [21]. A principal idéia nesse

formalismo é reduzir a fórmula da ação efetiva em partes menores conhecidas como traços

funcionais universais (veja o apêndice A). A parte divergente dos traços funcionais uni-

versais pode então, ser obtida por meio de integrais sobre o tempo próprio s.

As técnicas de redução da ação efetiva desenvolvidas na referência [21] funcionam

bem em casos nos quais os termos não-mı́nimos contem parâmetros escalares cont́ınuos,

de maneira que podemos realizar uma integração sobre esse parâmetro do zero (corres-

pondendo ao limite do operador mı́nimo) até algum valor espećıfico. Entretanto, no caso

do operador (6.5) não temos um parâmetro escalar, mas sim um campo tensorial. Assim,

os métodos de redução da referência [21] não podem ser aplicados aqui e o problema

do cálculo geral das divergências na teoria (6.1) está além das possibilidades atuais de

cálculo. Por esse motivo, podemos tentar considerar alguma aproximação. Como os limi-

tes superiores experimentais dos valores dos parâmetros kµαβλF e kαAF são pequenos (as

tabelas de dados com os v́ınculos experimentais que esses parâmetros devem satisfazer,

podem ser encontradas na referência [132]), realizaremos uma expansão da ação efetiva

nesses parâmetros, lidando apenas com os termos da ordem linear.

Para isso, separamos o operador bilinear como

Ĥ = Ĥm + Ĥnm , (6.9)

onde Ĥm é a sua parte mı́nima

Ĥm = Ĥ0 + ĤAF − 2(∇αk
µαβν
F )∇β + kµαβλF Rν

. λαβ (6.10)

e Ĥnm a sua parte não-mı́nima

Ĥnm = −2 k
µ(αβ)ν
F ∇α∇β . (6.11)

Assim, podemos fazer a seguinte transformação

Tr ln Ĥ = Tr ln (Ĥm + Ĥnm) = Tr ln Ĥm + Tr ln (1̂ + Ĥ−1
m Ĥnm)

= Tr ln Ĥm + Tr ĤnmĤ
−1
0 + ... . (6.12)

Na obtenção da expressão (6.12) utilizamos as propriedades do traço e do logaritmo.

Realizamos também uma expansão em séries de potência e mantemos apenas os termos

que são de primeira ordem nos parâmetros que violam a simetria de Lorentz.
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O primeiro termo na última linha da equação (6.12) contém apenas um operador

mı́nimo e pode ser diretamente calculado através da técnica padrão de Schwinger-DeWitt.

Já o segundo termo pode ser calculado, depois da inversão do operador Ĥ0 , por meio

das fórmulas dos traços funcionais universais de Barvinsky e Vilkovisky [21]. Os detalhes

dessa consideração estão expostos no apêndice A, seções A.2 e A.3.

Finalmente, utilizando as fórmulas (6.12), (A.14) e (A.26), encontramos o seguinte

resultado para as divergências de 1-loop

Γ̄
(1)
div = −1

ε

∫
dnx µn−4

√
−g K(gµν , kF ) + Γ̄(1)

vac , (6.13)

onde Γ̄
(1)
vac é a parte divergente da ação efetiva de vácuo para o campo vetorial, definido

anteriormente na fórmula (2.55),

K(gµν , kF ) =
1

45
kαβF RµνRαµβν +

19

180
kαβF RαλµνR

λµν
β − 49

90
kαβF RαλR

λ
β

+
2

9
kαβF RRαβ +

1

5
Rαβ�k

αβ
F −

1

15
R∇α∇βk

αβ
F +

1

3
k
µ(αβ)ν
F Rλ

.µατR
τ

λνβ.

−1

3
Rµν∇α∇βk

µαβν
F +

1

3
kµαβνF RµνRαβ +

1

3
Rµναβ∇β∇λk

µαλν
F (6.14)

− 1

12
kµναβF RRµναβ +

1

2
kµαβλF Rν

.αβλRµν − kF
( 1

180
R2
µναβ −

1

180
R2
µν

+
1

72
R2 +

1

30
�R
)

e usamos as seguintes notações kµλνF λ = kµνF e kF = gµνk
µν
F .

O resultado (6.13) representa apenas o termo de primeira ordem de uma expansão

em séries no campo externo kµναβF . Como kµναβF é adimensional essa série é infinita.

A situação aqui é análoga ao que acontece com a métrica, que também é um campo

adimensional. No entanto, no caso da métrica, devido à covariância geral é posśıvel

organizar um conjunto infinito de termos no parâmetro hµν em uma pequena quantidade

de expressões covariantes, a saber, R2
µναβ, R2

µν , R2 e �R. Já para a teoria (6.1), a

situação é completamente diferente, pois kµναβF é um parâmetro de origem puramente

fenomenológica e não existe nenhuma simetria fundamental por trás do mesmo. Portanto,

é imposśıvel restaurar um conjunto completo de contratermos a partir da expansão de

ordem inferior (6.13) e no caso em que houver interesse os termos da próxima ordem

devem ser calculados explicitamente.

Ao mesmo tempo, existem duas informações exatas sobre os termos de ordem supe-

rior. Primeiro, como kµναβF é adimensional, os argumentos baseados no power counting
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que foram mencionados anteriormente na seção 2.1 não mudam, e por esse motivo esses ter-

mos terão exatamente quatro derivadas. Isso significa que eles serão quadráticos nas com-

ponentes dos tensores de curvatura ou estruturas como ∇R · kF ...kF∇kF , ∇∇R · kF ...kF ,

R · kF ...kF∇∇kF , ∇R · kF ...∇kF∇kF , kF ...kF (∇kF )4, kF ...kF (∇kF )2 (∇kF )2, etc. A se-

gunda propriedade é referente à simetria conforme local. Como será discutido na próxima

seção, a teoria (6.1) possui simetria conforme local. Por essa razão, a ação efetiva também

satisfaz essa simetria [70, 76], então, o mesmo vale, em quatro dimensões, nos contrater-

mos para cada diferente ordem no campo kµναβF . Isso pode ser usado, por exemplo, como

meio de verificação dos resultados obtidos.

6.3 Simetria conforme local, anomalia conforme e a

ação efetiva induzida pela anomalia conforme

Como visto na seção 2.5, a ação do campo eletromagnético possui invariância con-

forme local. O mesmo é verdade na presença dos termos que violam a simetria de Lorentz

e/ou CPT. Isso significa que, a ação da teoria (6.1) não muda através da seguinte trans-

formação simultânea da métrica, do vetor Aµ e dos parâmetros kαAF e kµναβF ,

gµν → g′µν = gµν e
2σ , Aµ → A′µ = Aµ , (6.15)

kαAF → k
′α
AF = kαAF e

−4σ , kµναβF → k
′µναβ
F = kµναβF e−4σ . (6.16)

Como também foi discutido no caṕıtulo 2, a invariância conforme local implica que, no

limite on-shell, o traço do tensor momento energia é nulo. Todavia, isso deixa de ser ver-

dade quando os efeitos quânticos são levados em consideração. A origem da violação da

simetria conforme é o contratermo ∆S = −Γ̄
(1)
div, necessário para o cancelamento da parte

divergente da ação efetiva. Esse é o único termo não invariante na ação efetiva renorma-

lizada, pois tanto a ação clássica como a ação efetiva são conformemente invariantes. A

invariância da ação efetiva implica que, no limite do espaço-tempo quadridimensional, o

novo termo calculado possui simetria conforme, isto é,

√
−g′K(g′µν , k

′
F ) =

√
−g K(gµν , kF ) . (6.17)
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Do ponto de vista técnico, a prova expĺıcita da equação (6.17) não é uma tarefa trivial

devido a expressão complicada para K(gµν , kF ), fórmula (6.14). Entretanto, como isso é

um trabalho puramente algébrico, deixamos os detalhes da sua prova para o apêndice C.

No contratermo (6.14) por causa da regularização dimensional, a regra de trans-

formação (6.17) é substitúıda pela sua forma no espaço-tempo n-dimensional, a saber,√
−g′K(g′µν , k

′
F ) =

√
−g e(n−4)σK(gµν , kF ) +O(σ) . (6.18)

A equação (6.18) permite que apliquemos os métodos de cálculo da anomalia conforme

discutidos na seção 2.6. Seguindo esse caminho, encontramos

〈T µµ 〉 = −
[
wC2 + bE + c�R +K(gµν , kF )

]
, (6.19)

onde os parâmetros w, b e c são, nesse caso, definidos pelas equações

(w, b, c) =
1

(4π)2

(
1

10
,− 31

180
,− 1

10

)
. (6.20)

Podemos usar a anomalia conforme (6.19) para construir uma equação para a ação

efetiva de 1-loop

2√
−g

gµν
δΓind
δgµν

= wC2 + bE + c�R +K(gµν , kF ) . (6.21)

A solução dessa equação pode ser obtida do mesmo jeito exposto na seção 2.7. A pos-

sibilidade mais simples é a solução não-covariante, onde separamos o fator conforme da

métrica através da parametrização gµν = g′µν e
2σ

Γind = Sc[g
′
µν , k

′
F ] +

∫
d4x
√
−g′
{
wσC2 + bσ

(
E ′ − 2

3
�′R′

)
+ 2bσ∆′4σ

+ σK(g′µν , k
′
F )− 3c+ 2b

36
[R′ − 6(∇′σ)2 − 6�′σ]2

}
. (6.22)

A equação (6.21) também pode ser solucionada para as formas da ação induzida pela

anomalia covariante não-local e covariante local. Vamos expor aqui apenas o resultado

final para a forma covariante local, com os dois campos escalares auxiliares ϕ e ψ

Γind = Sc[g, kf ] −
3c+ 2b

36

∫
d4x
√
g(x)R2(x) +

∫
d4x
√
g(x)

{
1

2
ϕ∆4ϕ

− 1

2
ψ∆4ψ + ϕ

[ √
−b
2

(
E − 2

3
�R
)
− 1

2
√
−b
(
wC2 +K(gµν , kF )

) ]
(6.23)

+
1

2
√
−b

ψ
(
wC2 +K(gµν , kF )

)}
.
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A seguir, consideraremos uma posśıvel aplicação do resultado aqui obtido na Cos-

mologia. Como visto no caṕıtulo anterior, a ação induzida pela anomalia conforme é

responsável por soluções do tipo inflacionárias. Podemos assim, estudar qual é o papel

dos novos parâmetros de violação de simetria de Lorentz e/ou CPT nesse tipo de solução.

6.4 Aplicação dos resultados na cosmologia

Como aplicação mais simples do resultado obtido na seção anterior na Cosmologia,

procuramos por uma solução do tipo homogênea e isotrópica

gµν = a2(η) g′µν , ds′2 = g′µνdx
µdxν = dη2 − dr2

1− kr2
− r2dΩ2 , (6.24)

onde η é o tempo conforme, definido a partir o tempo f́ısico t através da relação dt =

a(η) dη.

Quando comparada à fórmula original (2.92), o resultado (6.22) tem termos extras

relacionados com o parâmetro kαβµνF . No entanto, todo o efeito do novo parâmetro kαβµνF

está acumulado apenas na função escalar K = K(g′µν , k
′αβµν
F ) . Sendo assim, calcularemos

esse termo para a métrica (6.24). Através da substituição dessa métrica na equação (6.14),

chegamos para este escalar na seguinte relação:

K(g′µν , k
′
F ) = k2k

′ij
F g
′
ij −

1

2
k2 k

′iklj
F g′il g

′
kj −

1

2
k2 k′F , i, j = 1, 2, 3. (6.25)

De acordo com as definições, k′F = k
′µναβ
F g′µαg

′
νβ e k

′νβ
F = k

′µναβ
F g′µα, podemos ver que

K(g′µν , k
′
F ) = k2k′F −

1

2
k2 k′F −

1

2
k2 k′F = 0 . (6.26)

Isso significa que o campo que viola a simetria de Lorentz kαβµνF não dá nenhuma con-

tribuição nova para a dinâmica do fator de escala. Porém, esse resultado negativo não

significa que não possam existir outros efeitos relevantes. Em particular, podemos espe-

rar modificações das equações para as perturbações cósmicas [156], especialmente para

as ondas gravitacionais. Um resultado importante referente à dinâmica das perturbações

da métrica é que não existem modos crescentes [80, 82, 113, 212]. Esse fato tem con-

sequências fenomenológicas, incluindo o papel relativamente pequeno das perturbações

tensoriais comparadas com as escalares (veja, por exemplo, [155]). Seria interessante em

um trabalho futuro, ver se a situação permanece a mesma ou se existem modificações na

teoria com o termo extra de quebra de Lorentz K(gµν , kF ).



CAṔITULO 7

Divergências de 1-loop no modelo dos Galileons

O modelo dos Galileons é uma teoria de um campo escalar π que possui em sua ação

além do termo cinético padrão, 1
2
∂µπ∂

µπ, termos de autointeração com derivadas superi-

ores. Esta teoria tem atráıdo bastante atenção na literatura devido as suas propriedades

não usuais, que são interessantes por diferentes motivos. Primeiramente, a sua ação é

invariante perante a transformação π → π + bµx
µ + c, que representa uma generalização

espaço-temporal da transformação Galileana da mecânica clássica. Por causa dessa si-

metria, as equações de campo desse modelo são restritas de maneira que elas possuem

apenas duas derivadas. Isso significa que, apesar da presença de derivadas superiores o

propagador do modelo dos Galileons é, pelo menos no ńıvel de árvore, livre de fantasmas

massivos. Sendo assim, é interessante fazer uma analogia entre esse tipo de teoria com

os modelos de gravitação quântica com derivadas superiores, em que a presença dos fan-

tasmas representa, do ponto de vista teórico, a maior dificuldade na formulação de uma

teoria quântica consistente.

Segundo, algumas das propriedades quânticas dos Galileons foram estudadas nos

trabalhos [115, 144, 165, 219]. Através de argumentos de power counting mostrou-se que

as posśıveis divergências logaŕıtmicas nessa teoria possuem muito mais derivadas do que

a ação clássica, desse modo, a teoria dos Galileons é do tipo não-renormalizável. Em

espećıfico, nos artigos [115,219] foi conjeturado o chamado teorema de não-renormalização

dos Galileons. De acordo com o mesmo, devido ao grande número de derivadas nas

120
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divergências ultravioletas, o setor de baixas energias da teoria é livre dos efeitos das

correções quânticas e não é necessária a aplicação do processo de renormalização.

Com o objetivo de verificar o teorema de não-renormalização dos Galileons, estuda-

remos neste caṕıtulo, através de cálculos diretos de 1-loop , se existem divergências ultra-

violetas com derivadas superiores no setor do propagador da teoria dos Galileons. Se isso

for verdade, essa teoria é então afetada pelas correções quânticas e se as divergências não

possúırem a simetria Galileana, a eliminação desse tipo de divergência leva à introdução de

fantasmas massivos. Mostraremos que as correções quânticas para o propagador incluem,

de fato, o termo com derivadas superiores π�4π, que não possui a simetria Galileana. De

acordo a análise prévia análoga para o caso da gravitação quântica [12], isso significa que

esta teoria pode ser modificada, adicionando-se o termo extra π�4π no ńıvel clássico, de

maneira que ela se torne super-renormalizável. No entanto, o seu espectro f́ısico inclui

dois fantasmas massivos e um escalar massivo com energia cinética positiva. A aborda-

gem efetiva na teoria modificada com o termo extra pode ser perfeitamente bem sucedida,

e nesse caso o teorema de não-renormalização dos Galileons continua, de uma maneira

generalizada, válido na região de baixas energias.

Este caṕıtulo se organiza da seguinte maneira: na seção 7.1 apresentaremos uma

descrição da ação clássica do modelo. A seção 7.2 contém o cálculo das divergências de

1-loop. Vamos considerar apenas o caso mais simples do limite do espaço-tempo plano,

pois este é suficiente para o nosso presente objetivo. O formalismo utilizado para o cálculo

das divergências será a técnica do heat kernel, em espećıfico, a técnica generalizada de

Schwinger-DeWitt. Para reduzir a ação efetiva aos traços funcionais universais usaremos

expansões importantes análogas às que foram originalmente desenvolvidas no artigo [45].

O uso dessa técnica é vantajoso, pois os cálculos podem ser diretamente generalizados

para o espaço-tempo curvo, quando isto for necessário. Porém, como lidaremos ape-

nas com o espaço-tempo plano, um cálculo equivalente também pode ser realizado pelos

tradicionais diagramas de Feynman. Deixamos alguns detalhes do cálculo baseado nos

diagramas de Feynman para o apêndice D. Como a teoria dos Galileons não é usual, as

considerações apresentadas nesse apêndice podem ser bastante instrutivas para um lei-

tor mais acostumado com o método diagramático. Por fim, na seção 7.3 apresentaremos

algumas discussões adicionais sobre o nosso resultado.
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7.1 A descrição do modelo

O modelo de Dvali-Gabadadze-Porrati (DGP) é um modelo de gravitação sobre uma

brana de dimensão (3 + 1) imersa em um volume 5D [79]. Mostrou-se na referência [144]

que no limite de desacoplamento desse modelo, a ação efetiva quadridimensional contém

um termo com um campo escalar π, a saber,

∆S = M−3

∫
d4x ∂µπ∂

µπ�π . (7.1)

Esse termo possui propriedades importantes. Primeiro, ele é invariante perante a trans-

formação:

π → π + bµx
µ + c , (7.2)

onde c e bµ são constantes. O parâmetro vetorial bµ corresponde a um deslocamento

constante no gradiente ∂µπ → ∂µπ + bµ , o que nada mais é do que uma generalização

espaço-temporal da conhecida simetria de Galileu ẋ → ẋ + v da mecânica clássica. Por

esse motivo, a equação (7.2) é conhecida como transformação Galileana. Segundo, a si-

metria (7.2) restringe as equações de movimento da teoria de maneira que elas sejam

sempre de segunda ordem nas derivadas, apesar desse termo conter derivadas superio-

res. Isso tem consequências interessantes como, por exemplo, a ausência de fantasmas no

propagador da teoria, que estão tipicamente presentes nas teorias com derivadas superi-

ores. Como discutido anteriormente, o problema da presença dos fantasmas nas teorias

com derivadas superiores representa uma das maiores dificuldades para a quantização do

campo gravitacional. Por esse motivo, é importante fazer uma correlação deste modelo

com a gravitação e estudar as implicações tanto clássicas como quânticas nas teorias com

a simetria Galileana.

Na referência [166] mostrou-se como generalizar a estrutura (7.1), associando a ela

todos os outros termos que têm a simetria Galileana (7.2). No espaço-tempo plano quadri-

dimensional podemos organizar esses termos em apenas quatro Lagrangianas não triviais

contendo o mesmo número de campos π, a saber

L2 =
1

2
∂µπ∂

µπ ,

L3 = ∂µπ∂
µπ�π ,
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L4 =
1

2
∂µπ∂

µπ(�π)2 − ∂µπ∂µ∂νπ∂νπ�π −
1

2
∂µ∂νπ∂

µ∂νπ∂%π∂
ρπ

+ ∂µπ∂
µ∂νπ∂ν∂%π∂

ρπ ,

L5 =
1

6
∂µπ∂

µπ(�π)3 − 1

2
∂µπ∂

µ∂νπ∂νπ�π −
1

2
∂µ∂νπ∂

µ∂νπ∂%π∂
ρπ�π

+ ∂µπ∂
µ∂νπ∂ν∂%π∂

ρπ�π +
1

3
∂µ∂

νπ∂ν∂
%π∂%∂

µπ∂λπ∂
λπ

+
1

2
∂µ∂νπ∂

µ∂νπ∂%π∂
%∂λπ∂λπ − ∂µπ∂µ∂νπ∂ν∂%π∂%∂λ∂λπ .

O modelo descrito pela Lagrangiana

Lπ =
5∑
i=2

ciLi , (7.3)

onde ci são coeficientes genéricos, é conhecido como modelo dos Galileons. O campo π é

conhecido como Galileon.

Várias das aplicações clássicas do modelo dos Galileons podem ser encontradas,

por exemplo, nas referências [4, 49, 61, 62, 65, 69, 126, 139, 153], sendo a maior parte delas

relacionada à Cosmologia. O modelo dos Galileons pode também ser estendido ao espaço-

tempo curvo de uma maneira direta pelo método de generalização mı́nimo e de uma

maneira um pouco mais robusta através do método de generalização não-mı́nimo (veja,

por exemplo, as referências [48,66–68,96,97]). Entretanto, para o nosso intuito é suficiente

levar em consideração apenas o caso mais acesśıvel do espaço-tempo plano.

7.2 O cálculo das divergências de 1-loop

Para calcular as divergências, começamos pela fórmula padrão da ação efetiva de

1-loop, equação (2.5). Devido à forma da Lagrangiana (7.3) e das propriedades desse

modelo que foram descritas na seção anterior, o operador bilinear para essa teoria tem a

seguinte estrutura geral

Ĥ = �+ P̂1 + P̂2 + P̂3, (7.4)

onde P̂1 ∼ O(∂∂π), P̂2 ∼ O((∂∂π)2) e P̂3 ∼ O((∂∂π)3). Sendo assim, os termos P̂1,2,3

são operadores não-mı́nimos e para calcular as divergências devemos usar novamente a

técnica generalizada de Schwinger-DeWitt [21] (veja também o apêndice A).
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Para reduzir a ação efetiva aos traços funcionais universais, realizamos a seguinte

expansão:

Tr ln Ĥ = Tr ln
(
�+ P̂1 + P̂2 + · · ·

)
= Tr ln�+ Tr ln

(
1 + P̂1

1

�
+ P̂2

1

�
+ · · ·

)
(7.5)

= Tr ln�+ Tr
(
P̂1

1

�
+ P̂2

1

�
− 1

2
P̂1

1

�
P̂1

1

�

)
+ · · ·

Na equação acima utilizamos a propriedade básica do logaŕıtmico ln (Â ·B̂) = ln Â+ ln B̂

e a sua série de potências. Os termos omitidos são da ordem O(π3), pois como estamos

interessados apenas em calcular os termos que contribuem para a função de dois pontos

do campo escalar, todos os cálculos deverão ser realizados até a segunda ordem em π.

Segue diretamente das fórmulas (A.3) e (A.9) do apêndice A, que os três primeiros

termos da última linha da expansão (7.5) não contribuem para as divergências, pois esses

traços não contribuem para o limite do espaço-tempo plano (eles são proporcionais aos

tensores de curvatura). Então, podemos escrever

Tr ln Ĥ
∣∣∣
div

= − 1

2
Tr P̂1

1

�
P̂1

1

�

∣∣∣
div
. (7.6)

Sendo assim, as divergências dependem apenas do operador P̂1, cuja forma expĺıcita é

dada por

P̂1 = Ûµν ∂µ∂ν , onde Ûµν = 4c3

[
(�π)gµν − (∂µ∂νπ)

]
. (7.7)

Os detalhes do cálculo do lado direito da equação (7.6) por meio da técnica generalizada

de Schwinger-DeWitt estão expostos no apêndice A, seção A.4. O resultado é

Tr P̂1
1

�
P̂1

1

�

∣∣∣
div

= − 2i

ε
c2

3

∫
d4x π�4π . (7.8)

Por fim, a partir dessa expressão e das fórmulas (2.5) e (7.6), obtemos a resposta para as

divergências de 1-loop no setor do campo livre,

Γ̄
(1)
div = − c2

3

2 ε

∫
d4x π�4π . (7.9)

7.3 Discussão dos resultados

Resumiremos de maneira sistemática as informações relevantes sobre as propriedades

quânticas da teoria dos Galileons que podem ser obtidas através do resultado (7.9):
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(i) As divergências de 1-loop (7.9) não são invariantes perante a transformação (7.2).

Isso significa que a simetria Galileana é, de fato, uma simetria de baixas energias,

sendo violada pelas correções quânticas ultravioletas e que as conclusões conjeturadas

no teorema de não-renormalização do modelo dos Galileons são incorretas.

(ii) Como antecipado nas referências [115,144,165,219] o modelo dos Galileons é do tipo

não-renormalizável. Em razão da presença do termo (7.9) no setor do propagador,

as divergências logaŕıtmicas ultravioletas desse modelo exigem um contratermo na

forma π�4π. Como a ação clássica (7.3) não contém esse tipo de termo, não é posśıvel

ter um controle sobre essa divergência através do processo de renormalização. Para

que a teoria dos Galileons seja consistente no ńıvel quântico devemos incluir o mesmo

tipo de termo na sua ação clássica, isto é, temos que considerar a teoria com ação

S =
5∑
i=2

∫
d4xLi +

M−6

2

∫
d4x π�4π . (7.10)

(iii) O modelo com o termo adicional π�4π é super-renormalizável para qualquer escolha

dos coeficientes ck no setor de interação da ação (7.10). Para entender essa afirmação,

considere a fórmula (1.17) do grau superficial de divergências . Para a teoria (7.10),

temos os valores rl = 8 e Kv = (4, 6, 8). Para os diagramas mais divergentes

posśıveis, encontramos com a ajuda da relação topológica (1.18) para D = 0 a

fórmula

d = 4 + 4(1− p) . (7.11)

As divergências aparecem apenas no ńıvel de 1-loop , já no segundo loop somente os

subdiagramas de 1-loop são divergentes. Essa propriedade não depende se o espaço-

tempo é plano e também é válida para o espaço-tempo curvo (veja a referência [42]

para uma introdução na teoria geral da renormalização no espaço-tempo curvo).

(iv) O propagador da teoria dos Galileons com o termo clássico extra π�4π, equação

(7.10), possui três graus de liberdade extras. A equação que define o propagador

G(p) do campo π pode ser escrita (no espaço euclidiano) como

p2H(p)G(p) = p2(1 +M−6p6)G(p) = 1 . (7.12)

As ráızes quadradas da equação H(p) = 0 definem as massas dos graus de liberdade

extras. Solucionando essa equação, através do teorema fundamental da álgebra
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podemos reescrever a equação (7.12) como

p2 (p2 +m2
1) (p2 +m2

2) (p2 +m2
3)G(p) = 1 , (7.13)

onde

m1 = M , m2 = (−1)2/3M , m3 = (−1)1/3M . (7.14)

A fórmula acima mostra que para qualquer escolha do sinal do coeficiente M a teoria

(7.10) possui táquions no seu espectro de part́ıculas. Entretanto, é posśıvel remover

os táquions adicionando na ação clássica também os termos de ordem inferior, como

π�2π e π�3π, e através do ajuste de seus coeficientes [12]. Suponha agora que

esse procedimento foi realizado de maneira que m3 > m2 > m1 > 0. Nesse caso, os

resultados obtidos na referência [12] na análise feita na teoria da gravitação super-

renormalizável, para a obtenção dos propagadores (1.28) e (1.29), também podem

ser aplicados aqui. Como resultado, o propagador do campo π pode ser representado

pela estrutura geral

G(p) =
1

p2
− A1

p2 +m2
1

+
A2

p2 +m2
2

− A3

p2 +m2
3

, A1,2,3 > 0 .

Assim, podemos ver que a teoria possui além do modo escalar original sem massa,

dois fantasmas massivos e um grau de liberdade extra do tipo escalar massivo.

(v) A abordagem efetiva na teoria quântica dos Galileons é perfeitamente posśıvel se co-

locarmos um parâmetro suficientemente pequeno na frente do termo clássico
∫
π�4π.

Esse parâmetro deve ter a dimensão M−6 e, portanto, a escolha de um coeficiente

pequeno significa que escolhemos um parâmetro de massa M grande. As massas de

ambos os fantasmas, m1 e m3 , e do escalar com energia cinética positiva, m2 , são

da mesma ordem de grandeza de M (veja a referência [12] para maiores detalhes). Se

considerarmos fenômenos f́ısicos clássicos ou quânticos com energias t́ıpicas muito

menores do que M , pode acontecer que os modos massivos sejam inativos [80] e

nesse sentido as conclusões encontradas nas referências [144, 165] e [115, 219] sobre

as propriedades quânticas do modelo dos Galileons permanecem, de uma maneira

generalizada, corretas, inclusive o teorema de não-renormalização.



CAṔITULO 8

Fatores de forma não-locais para campos antissimétricos no

espaço-tempo curvo

O estudo das propriedades quânticas dos campos antissimétricos é importante por

várias razões. Podemos citar que esses campos surgem naturalmente a partir de algumas

teorias como, por exemplo, a teoria das (super)cordas [63,64,135,141,142] e que estes têm

interessantes aplicações na tentativa da construção de modelos de grande unificação [3].

Sendo assim, a posśıvel detecção experimental dos efeitos quânticos relacionados aos cam-

pos antissimétricos pode significar a existência de alguma F́ısica além do Modelo Padrão

da f́ısica de part́ıculas. Já, do ponto de vista acadêmico, o modelo dos campos antis-

simétricos são interessantes, pois eles representam uma teoria de campos nada usual.

A versão não-massiva das teorias dos campos tensoriais antissimétricos de ordem dois e

três possuem invariância de calibre, no entanto, os geradores da transformação de ca-

libre são do tipo linearmente dependentes, diferentemente do que ocorre nas teorias de

calibre habituais do tipo Yang-Mills. Já as versões massivas dos campos antissimétricos

são exemplos de teorias em que ocorre a quebra suave da simetria de calibre. Isso sig-

nifica que a introdução das massas leva à violação da simetria de calibre presente nas

versões não-massivas, ao mesmo tempo em que não é forte o suficiente para remover as

degenerescências t́ıpicas das teorias de calibre.

Recentemente os autores do artigo [40] estudaram os campos antissimétricos mas-

sivos no espaço-tempo curvo. Foram apresentados argumentos formais a respeito da
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equivalência quântica entre as teorias de campos tensoriais antissimétricos massivos de

segunda e terceira ordem com a teoria de Proca e o campo escalar massivo minimamente

acoplado com a gravidade, respectivamente. Isto quer dizer que as correções quânticas

semiclássicas para a ação do vácuo calculadas por meio dessas teorias possuem o mesmo

resultado.

A prova apresentada na referência [40] é bastante geral e foi baseada no uso da

regularização ζ. No entanto, é conhecido que esse tipo de análise pode ser violada pelo

fenômeno conhecido como anomalia multiplicativa não-local [95]. A anomalia multiplica-

tiva nada mais é do que a violação da identidade básica da álgebra linear

Det (Â . B̂) = Det Â . Det B̂ (8.1)

que pode ser diretamente provada para matrizes Â e B̂ quadradas de tamanho finito. No

entanto, no caso de operadores diferenciais, que possuem uma representação matricial de

tamanho infinito, a generalização da prova da equação (8.1) não é conhecida. De fato,

exemplos de situações em que a identidade (8.1) não é válida já são conhecidos na litera-

tura no caso do cálculo da parte finita não-local da ação efetiva das teorias dos campos

fermiônicos [95, 178]. Sendo assim, é demasiadamente importante conferir por meio de

cálculos expĺıcitos da parte finita não-local da ação efetiva se a equivalência quântica das

teorias dos campos massivos antissimétricos não é violada por algum tipo de anomalia

multiplicativa não-local. Neste caṕıtulo realizaremos este tipo de consideração, por meio

de cálculos diretos dos fatores de forma não-locais para os campos tensoriais massivos an-

tissimétricos de segunda e terceira ordem, que nos permitem obter a parte finita da ação

efetiva do vácuo até a segunda ordem nos tensores de curvatura. Discutiremos também a

descontinuidade das contribuições quânticas no limite sem massa.

A organização deste caṕıtulo é feita na seguinte maneira: na seção 8.1 revisamos

brevemente a teoria de pertubações covariante e as principais fórmulas para a derivação

dos fatores de forma com o uso da técnica do heat kernel. Também apresentamos os

resultados finais obtidos nas referências [98, 99] para os casos espećıficos das teorias dos

escalares e vetores massivos, que serão necessários para o desenvolvimento do caṕıtulo. O

cálculo dos fatores de forma do tensor antissimétrico de segunda ordem é apresentado na

seção 8.2. Já na seção 8.3 lidaremos com o caso do tensor totalmente antissimétrico de

terceira ordem.
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8.1 O cálculo dos fatores de forma de 1-loop

Até agora consideramos nesta tese basicamente dois tipos diferentes de informação

sobre a ação efetiva do vácuo: fomos capazes de calcular completamente a sua parte

divergente no ńıvel de 1-loop e obtivemos a sua parte finita no caso espećıfico dos campos

não-massivos conformalmente invariantes através da integração da anomalia conforme.

Neste caṕıtulo vamos ir além desse tipo de consideração e obter alguns dos termos da

parte finita não-local da ação efetiva do vácuo para as teorias dos campos massivos de

matéria. Isso pode ser realizado, até a segunda ordem nos tensores de curvatura, pela

solução dos fatores de forma não-locais obtidos na teoria de perturbação covariante por

Barvinsky e Vilkovisky [19] e Avramidi [16]. A revisão desse formalismo é o objetivo dessa

seção. Vamos também mostrar os resultados para os casos espećıficos do campo escalar

massivo e da teoria de Proca que serão úteis no decorrer do caṕıtulo. Maiores detalhes

podem ser encontrados nas referências originais [98,99].

Considere, no espaço euclidiano, a ação efetiva de 1-loop

Γ̄(1) =
1

2
Tr ln Ĥ . (8.2)

Vamos admitir que o operador bilinear seja mı́nimo e denotá-lo neste caṕıtulo por

Ĥ = 1̂�− 1̂m2 + P̂ − 1̂

6
R . (8.3)

A representação da ação efetiva pela integral sobre o tempo próprio s, envolvendo o heat

kernel K(s), fica no espaço euclidiano da seguinte maneira:

Γ̄(1) = −1

2

∫ ∞
0

ds

s
TrK(s) . (8.4)

O heat kernel foi calculado até a segunda ordem nas curvaturas nas referências [16,19], a

sua solução tem a forma

TrK(s) =
µ2(2−ω)

(4πs)ω

∫
d2ωx

√
g e−sm

2

tr
{

1̂ + sP̂ + s2 1̂
[
Rµνf1(−s�)Rµν (8.5)

+Rf2(−s�)R + P̂ f3(−s�)R + P̂ f4(−s�)P̂ + Ŝµνf5(−s�)Ŝµν
]}

+O(R3) ,

onde 2ω é dimensão do espaço-tempo e os fatores de forma f1,2,...,5 são definidos pelas

seguintes expressões:

f1(τ) =
f(τ)− 1 + τ/6

τ 2
, f2(τ) =

f(τ)

288
+
f(τ)− 1

24τ
− f(τ)− 1 + τ/6

8τ 2
,

f3(τ) =
f(τ)

12
+
f(τ)− 1

2τ
, f4(τ) =

f(τ)

2
, f5(τ) =

1− f(τ)

2τ
, (8.6)
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onde

f(τ) =

∫ 1

0

dα eα(1−α)τ , τ = −s� . (8.7)

Substituindo a solução do heat kernel (8.5) na fórmula (8.4), a ação efetiva pode ser

expressa como

Γ̄(1) = − 1

2(4π)2

∫
d2ωx

√
g
{
lCCL0 + lRL1R +

5∑
i=1

l∗i RµνMiR
µν +

5∑
i=1

liRMiR
}

+ O(R3) , (8.8)

onde l∗1,2,..,5 e lCC,R,1,2,..,5 são coeficientes que dependem do modelo de interesse e

L0 = m4

∫ ∞
0

dt

(
4πµ2

m2

)2−ω

t−ω−1e−t , L1 = m2

∫ ∞
0

dt

(
4πµ2

m2

)2−ω

t−ωe−t ,

M1 =

∫ ∞
0

dt

(
4πµ2

m2

)2−ω

t1−ωe−t f(ut) , M2 =

∫ ∞
0

dt

(
4πµ2

m2

)2−ω

t−ωe−t
f(ut)

u
,

M3 =

∫ ∞
0

dt

(
4πµ2

m2

)2−ω

t−ω−1e−t
f(ut)

u2
, M4 =

∫ ∞
0

dt

(
4πµ2

m2

)2−ω

t−ωe−t
1

u
,

M5 =

∫ ∞
0

dt

(
4πµ2

m2

)2−ω

t−ω−1e−t
1

u2

são integrais universais que não dependem do modelo. Nas fórmulas acima introduzimos

novas variáveis, a saber, t = sm2 e u = τ/t. Essas integrais já foram calculadas nas

referências [98,99]. Por esse motivo, apresentamos aqui apenas o seu resultado final

L0 =
m4

2

(
1

ε
+

3

2

)
, L1 = −m2

(
1

ε
+ 1

)
, M1 =

1

ε
+ 2Y ,

M2 =

(
1

ε
+ 1

)(
1

12
− 1

a2

)
− 4Y

3a2
+

1

18
,

M3 =

(
1

ε
+

3

2

)(
1

2a4
− 1

12a2
+

1

160

)
+

8Y

15a4
− 7

180a2
+

1

400
, (8.9)

M4 =

(
1

ε
+ 1

)(
1

4
− 1

a2

)
,

M5 =

(
1

ε
+

3

2

)(
1

2a4
− 1

4a2
+

1

32

)
,
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onde usamos neste caṕıtulo a notação

1

ε
=

1

2− ω
− γ + ln

(4πµ2

m2

)
(8.10)

para o parâmetro da regularização dimensional e γ é a constante de Euler-Mascheroni.

Nas expressões acima foram descartados todos os termos que são da ordem O(2 − ω) ,

pois esses não contribuem no limite do espaço-tempo quadridimensional. Também intro-

duzimos as seguintes definições

Y = −1

2

∫ 1

0

dα ln [1 + α(1− α)u] = 1− 1

a
ln
(2 + a

2− a

)
(8.11)

e

a2 =
4�

�− 4m2
. (8.12)

Outra observação importante é que como estamos lidando com cálculos até a segunda

ordem nas curvaturas também, podemos aqui, pelos mesmos motivos explicados na seção

(1.3.4), aplicar a identidade (1.31) e reescrever a ação efetiva em termos da base que

consiste no uso do quadrado do tensor de Weyl e do quadrado da curvatura escalar.

Nas próximas seções vamos precisar do resultado dos fatores de forma para o campo

escalar, descrito pela ação (2.8). O resultado na ordem O(R2
...) é dado por

Γ̄(1) = − 1

2(4π)2

∫
d4x
√
g

{
m4

2

(1

ε
+

3

2

)
+ ξ̃
(1

ε
+ 1
)
m2R +R

[ 1

2ε
ξ̃2 + k0

R(a)
]
R

+
1

2
Cµναβ

[ 1

60ε
+ k0

W (a)
]
Cµναβ

}
, (8.13)

onde, novamente, ξ̃ = ξ − 1/6 e os fatores de forma não-locais são definidos pelas ex-

pressões

k0
W (a) =

1

150
+

2

45a2
+

8Y

15a4
, (8.14)

k0
R(a) =

1

108

( 1

a2
− 7

20

)
+

Y

144

(
1− 4

a2

)2

+
( 1

18
− Y

6
+

2Y

3a2

)
ξ̃ + Y ξ̃2 . (8.15)

Também iremos precisar da solução para o modelo de Proca no espaço-tempo curvo

S1 =

∫
d4x
√
g

{
−1

4
F 2
µν −

1

2
m2A2

µ

}
. (8.16)

A teoria do campo vetorial massivo (8.16) é um exemplo de teoria com quebra fraca da

simetria de calibre. Apesar da introdução do termo massivo violar a simetria de calibre,
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isso não é suficiente para remover a degenerescência do operador bilinear Ĥ. Nesse caso,

a quantização Lagrangiana pode ser realizada, por exemplo, através do procedimento de

Stueckelberg [44]. Esse consiste em introduzir um campo escalar extra ϕ de maneira

que a simetria de calibre seja recuperada. Assim, podemos utilizar as técnicas padrões de

cálculo das teorias de calibre. Então, considere em vez da equação (8.16), a ação

S ′1 = −
∫
d4x
√
g

{
1

4
F 2
µν +

m2

2

(
Aµ −

1

m
∂µϕ

)2
}
. (8.17)

Essa ação é invariante com respeito da transformação de calibre

Aµ → A′µ = Aµ +∇µf, ϕ→ ϕ′ = ϕ+mf . (8.18)

A teoria original (8.16) é recuperada no calibre especial ϕ = 0. Como a ação efetiva do

vácuo depende apenas da métrica externa, a resposta obtida por meio das ações (8.16)

e (8.17) são equivalentes. Dessa maneira, o calculo prático pode ser realizado no calibre

que for mais conveniente.

Introduzindo a condição de fixação de calibre linear, χ = ∇µA
µ −mϕ, o operador

bilinear da teoria (8.17) pode ser expresso como

Ĥ =

 (H ′1)µν 0

0 Hmin
0

 =

 δµν�−Rµ
ν − δµνm2 0

0 �−m2

 . (8.19)

A fórmula para a ação efetiva também ganha, nesse caso, uma contribuição devido ao

termo dos fantasmas de calibre de Faddeev-Popov

Γ̄(1) = −1

2
Tr ln Ĥ + Tr ln Ĥgh , (8.20)

onde Ĥgh = � − m2. Portanto, chegamos para a ação efetiva do vácuo de 1-loop na

fórmula

Γ̄(1) = −1

2
Tr ln (δµν�−Rµ

ν − δµνm2)− 1

2
Tr ln (�−m2) + Tr ln (�−m2) . (8.21)

Cada termo dessa equação pode ser calculado por meio de uma expansão em termos do

heat kernel , análoga à fórmula (8.8). O leitor pode consultar a referência [44] para maiores

detalhes. O resultado final é

Γ̄(1) = − 1

2(4π)2

∫
d4x
√
g

{
3m4

2

(1

ε
+

3

2

)
+
m2

2

(1

ε
+ 1
)
R +R

[ 1

72ε
+ k1

R(a)
]
R

+
1

2
Cµναβ

[ 13

60ε
+ k1

W (a)
]
Cµναβ

}
, (8.22)
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onde

k1
W (a) = − 91

450
+

2

15a2
+ Y +

8Y

5a4
− 8Y

3a2
, (8.23)

k1
R(a) = − 1

2160
+

1

36a2
+
Y

48
+

Y

3a4
− Y

18a2
. (8.24)

Como foi discutido na referência [44], o limite sem massa da expressão (8.22) não reproduz

a ação efetiva do campo vetorial sem massa. Isso ocorre em virtude da teoria de Proca

possuir um grau de liberdade a mais, quando comparado com o campo vetorial abeliano

não-massivo descrito pela teoria de Maxwell. Quando consideramos o limite em que

m→ 0 a contribuição extra desse grau de liberdade não desaparece, levando assim a uma

descontinuidade nas correções quânticas. Nas próximas seções, vamos mostrar que as

teorias dos campos tensoriais massivos antissimétricos apresentam uma descontinuidade

similar no limite sem massa.

8.2 Campo tensorial massivo antissimétrico de se-

gunda ordem

O modelo do campo tensorial massivo antissimétrico de segunda ordem, Bµν =

−Bνµ, é descrito pela seguinte ação

S2 =

∫
d4x
√
g

{
− 1

12
FµνλF

µνλ − m2

4
BµνB

µν

}
, (8.25)

onde

Fµνλ = ∇µBνλ +∇νBλµ +∇λBµν . (8.26)

No espaço-tempo quadridimensional a teoria (8.25) é classicamente equivalente à teoria de

Proca (8.16). A equivalência entre as duas teorias pode ser encontrada através da análise

detalhada das equações de movimento. Ela tem a seguinte forma Bµν ∝ 1
m
εµναβF

αβ .

A parte cinética da ação (8.25) é invariante perante a transformação de calibre

Bµν → B′µν = Bµν +∇µξν −∇νξµ , (8.27)

onde o parâmetro vetorial de calibre ξµ não é definido de maneira única. Esse parâmetro

pode ser transformado de acordo com

ξµ → ξ′µ = ξµ +∇µϕ , (8.28)
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onde ϕ = ϕ(x) é um campo escalar arbitrário, de maneira que o campo Bµν continua o

mesmo. A equação (8.28) significa que os geradores da transformação de calibre são do

tipo linearmente dependentes.

O modelo (8.25) é outro exemplo de teoria com a quebra fraca da simetria de ca-

libre. O termo massivo na ação (8.27) viola a simetria de calibre, mas não remove a

degenerescência no operador bilinear

Ĥ2 =
1

2

δ2S2

δBµν(x) δBαβ(x′)
. (8.29)

De maneira análoga ao que foi mostrado no caso modelo de Proca, a quantização da teoria

(8.25) pode ser feita pelo procedimento de Stueckelberg. Introduzimos um campo vetorial

extra Aµ e consideramos, no lugar da equação (8.27), a ação

S ′2 =

∫
d4x
√
g

{
− 1

12
FµνλF

µνλ − 1

4
m2
(
Bµν −

1

m
Fµν

)2
}
. (8.30)

A ação prévia (8.25) pode ser obtida a partir de (8.30) no calibre espećıfico Aµ = 0 . A

nova ação é invariante de calibre perante a transformação simultânea dos campos

Bµν → B′µν = Bµν +∇µξν −∇νξµ , Aµ → A′µ = Aµ +mξµ (8.31)

e também é invariante sobre a transformação de calibre do campo de Stueckelberg

Aµ → A′µ = Aµ +∇µΛ (8.32)

com um parâmetro escalar Λ(x). Além disso, podemos considerar um novo campo escalar

ϕ(x) e notar que ambos os campos Bµν e Aµ não mudam se seus parâmetros de calibre

se transformam como

ξ → ξ′µ = ξµ +∇µϕ , Λ→ Λ′ = Λ +mϕ . (8.33)

Outra vez, isso significa que os geradores de calibre dessa teoria são linearmente depen-

dentes.

O formalismo geral da quantização Lagrangiana em teorias com geradores da trans-

formação de calibre dependentes é baseado no método de Batalin-Vilkovisky [24]. Entre-

tanto, em teorias relativamente simples como a (8.30), na qual a ação é quadrática e a

álgebra dos geradores de calibre é Abeliana, é suficiente fazer uma aplicação sucessiva em

várias etapas do método de Faddeev-Popov [41,195,196]. A resposta final para a fórmula
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da ação efetiva no caso da teoria (8.30), que pode ser obtida por esse método, foi apre-

sentada na referência [40]. Entretanto, como os detalhes técnicos foram omitidos neste

trabalho, é instrutivo realizarmos esse tipo de consideração. Isto pode ser encontrado no

apêndice E da tese. A ação efetiva de 1-loop é então nesse caso dada por

Γ̄(1) =
1

2
Tr ln Ĥ ′2 −

1

2
Tr ln Ĥ1 , (8.34)

onde

Ĥ ′2 = (H ′2)αβµν = δαβµν(�−m2)− Jαβµν +Rαβ
. . µν (8.35)

e 1
2

Tr ln Ĥ1 representa a ação efetiva do campo vetorial massivo. Nessas fórmulas

δαβ, µν =
1

2
(gαµgβν − gανgβµ) (8.36)

é a matriz identidade no espaço dos tensores antissimétricos de segunda ordem e

Jαβ, µν =
1

2

(
gαµRβν + gβνRαµ − gανRβµ − gβµRαν

)
. (8.37)

Podemos ver na equação final para a ação efetiva (8.34), que o seu cálculo requer a

subtração da contribuição do vetor massivo de Stueckelberg da contribuição do operador

do campo tensorial, Tr ln Ĥ ′2.

A expressão (8.34) já possui a forma que nos permite aplicar a teoria de pertubação

covariante para calcular os fatores de forma. O primeiro passo é através da fórmula (8.35)

identificar os elementos da expressão geral (8.8),

1̂ = δαβµν , P̂2 = (P2)αβµν = Rαβ
. . µν +

1

6
δαβµνR− Jαβµν . (8.38)

O comutador entre duas derivadas covariantes agindo no campo tensorial antissimétrico

Bµν é dado por

ˆ(S2)µν =
[
(S2)µν

]αβ
ρω

=
1

2

(
Rα
. ρµν δ

β
ω −Rβ

. ρµν δ
α
ω −Rα

. ωµν δ
β
ρ +Rβ

. ωµν δ
α
ρ

)
. (8.39)

Assim, utilizando a representação em termos do heat kernel, chegamos à seguinte equação

para o operador Ĥ ′2,

1

2
Tr lnH ′2 = − 1

2(4π)2

∫
d2ωx

√
g

{
6L0 − L1R +

5∑
i=0

l∗i RµνMiR
µν

+
5∑
i=0

liRMiR

}
, (8.40)
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onde os coeficientes lCC e lR já foram inseridos na equação acima e os outros coeficientes

são

l∗1 = 1 , l∗2 = 4 , l∗3 = 6 , l∗4 = −3 , l∗5 = −6 ;

l1 = − 5

16
, l2 = −5

4
, l3 = −3

4
, l4 =

9

8
, l5 =

3

4
. (8.41)

Substitúıdo esses valores e usando a tabela (8.9) de resposta para as integrais, chegamos

à expressão

1

2
Tr ln Ĥ ′2 = − 1

2(4π)2

∫
d4x
√
g

{
3m4

(1

ε
+

3

2

)
+m2

(1

ε
+ 1
)
R

+ R
[ 1

36ε
+ k′2,R(a)

]
R +

1

2
Cµναβ

[ 13

30ε
+ k′2,W (a)

]
Cµναβ

}
, (8.42)

onde

k′2,W (a) = − 91

225
+

4

15a2
+ 2Y +

16Y

5a4
− 16Y

3a2
, (8.43)

k′2,R(a) = − 1

1080
+

1

18a2
+
Y

24
+

2Y

3a4
− Y

9a2
. (8.44)

De acordo com a equação (8.34), para obtermos a ação efetiva temos que subtrair da

equação (8.42) a parte referente ao vetor massivo, dada pela equação (8.22). Fazendo

isso, obtemos

Γ̄(1) = − 1

2(4π)2

∫
d4x
√
g

{
3m4

2

(1

ε
+

3

2

)
+
m2

2

(1

ε
+ 1
)
R +R

[ 1

72ε
+ k2

R(a)
]
R

+
1

2
Cµναβ

[ 13

60ε
+ k2

W (a)
]
Cµναβ

}
, (8.45)

onde os fatores de forma não-locais são

k2
W (a) = − 91

450
+

2

15a2
+ Y +

8Y

5a4
− 8Y

3a2
, (8.46)

k2
R(a) = − 1

2160
+

1

36a2
+
Y

48
+

Y

3a4
− Y

18a2
. (8.47)

A ação efetiva do vácuo para o campo tensorial massivo antissimétrico de segunda ordem,

equação (8.45), é exatamente a mesma do que para o campo vetorial massivo, mostrada

na equação (8.22). Isso confirma a conclusão do artigo [40] de que a teoria do tensor

massivo antissimétrico de segunda ordem é equivalente a teoria de Proca no ńıvel quântico.

Notemos que a conclusão da referência [40] foi alcançada pelo método da regularização
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ζ e que algumas das relações usadas nesse tipo de formalismo podem ser violadas pela

anomalia multiplicativa não-local [95,178]. Como mostrado por meio do cálculo direto da

parte não-local da ação efetiva nada disso ocorre no caso presente.

No limite m→ 0 o fator de forma k2
W (a) , por exemplo, se reduz à expressão t́ıpica

logaŕıtmica −13
60

ln
(
− �

4πµ2

)
. Por outro lado, no caso em que temos estritamente m = 0 ,

a teoria do tensor antissimétrico de segunda ordem é equivalente ao campo escalar mı́nimo,

em que a dualidade é definida pela relação Fαβω = εαβωγ∇γϕ. O fator de forma para o

campo escalar não-massivo é − 1
60

ln
(
− �

4πµ2

)
[98]. A diferença entre os dois coeficientes

1/5 = 13/60− 1/60 mostra a descontinuidade das contribuições quânticas no limite sem

massa para a teoria do campo tensorial antissimétrico de segunda ordem. A diferença nada

mais é do que a contribuição de um campo vetorial sem massa [99]. Para entendermos

qual vetor é esse, vamos usar a ação efetiva do campo tensorial antissimétrico de segunda

ordem não-massivo, que pode ser encontrada na referência [41], a saber,

Γ̄(1) =
1

2
Tr ln Ĥ ′2 − Tr ln Ĥ ′1 +

3

2
Tr ln Ĥmin

0 . (8.48)

A diferença entre as duas ações (E.22) e (8.48) é

−1/2 Tr ln Ĥ ′1 + Tr ln Ĥmin
0 , (8.49)

que representa a ação efetiva para o campo vetorial livre sem massa (veja, por exemplo,

o caṕıtulo 2). No limite sem massa este termo extra não desaparece e isso produz a

descontinuidade quântica.

8.3 Campo tensorial massivo totalmente antissimé-

trico de terceira ordem

Como segundo exemplo, considere o modelo do campo tensorial massivo totalmente

antissimétrico de terceira ordem Cµνρ = C[µνρ]. A ação dessa teoria é dada por

S3 =

∫
d4x
√
g

{
− 1

48
F 2
µνρω −

1

12
m2C2

µνρ

}
, (8.50)

onde Fµνρω = ∇µCνρω − ∇νCρωµ + ∇ρCωµν − ∇ωCµνρ. É posśıvel provar que no espaço-

tempo quadridimensional a teoria (8.50) é classicamente equivalente a teoria do campo
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escalar real massivo ϕ minimamente acoplado com a gravidade. A relação de dualidade

entre as duas teorias é definida pela relação Cµνρ ∝ 1
m
εµναβ∇βϕ.

O termo cinético da ação (8.50) é invariante sobre a transformação de calibre

Cµνρ → C ′µνρ = Cµνρ +∇µωνρ +∇νωρµ +∇ρωµν (8.51)

com um parâmetro tensorial antissimétrico ωµν = −ωνµ . Esse parâmetro é definido a

menos de uma transformação de calibre

ωµν → ω′µν = ωµν +∇µζν −∇νζµ , (8.52)

onde ζµ é um parâmetro de calibre de campo vetorial. Além disso, o parâmetro ζµ

também é definido até a transformação de calibre

ζµ → ζ ′µ = ζµ +∇µφ , (8.53)

onde φ(x) é um parâmetro escalar . As equações (8.52) e (8.53) significam que os gera-

dores da transformação de calibre são linearmente dependentes.

Como no caso anterior do tensor de segunda ordem, por causa da invariância de

calibre de F 2
µνρω estamos lidando novamente com uma teoria em que a simetria de calibre

é quebrada suavemente. Portanto, a quantização aqui também pode ser realizada com

o uso do procedimento Stueckelberg. A simetria de calibre pode ser restaurada pela

introdução de um campo extra antissimétrico de segunda ordem Bµν . Considere então a

seguinte ação:

S ′3 =

∫
d4x
√
g

{
− 1

48
F 2
µνρω −

1

12
m2
(
Cµνρ −

1

m
Fµνρ

)2
}
, (8.54)

onde Fµνρ já foi definido anteriormente na equação (8.26). A ação (8.54) é invariante de

calibre simultaneamente perante as transformações (8.51) e

Bµν → B′µν = Bµν +mωµν . (8.55)

A mesma também é invariante com respeito à transformação de calibre do campo de

Stueckelberg

Bµν → B′µν = Bµν +∇µξν −∇νξµ , (8.56)

onde ξµ é um parâmetro de calibre vetorial, definido também a menos de uma trans-

formação de calibre ξ′µ = ξµ + ∇µϕ , onde ϕ(x) é um parâmetro escalar. Uma vez que
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os geradores calibre aqui também são linearmente dependentes, a quantização da teoria

(8.54) difere do esquema padrão e pode ser feita de uma maneira similar ao que foi descrito

no apêndice E para o campo tensorial de segunda ordem. Comparado com o caso anterior,

as aplicações sucessivas do método Faddeev-Popov é aqui muito mais longa, porque temos

muito mais etapas. Portanto, vamos omitir os detalhes técnicos nesse caso e apresentar

ao leitor apenas a fórmula final para a ação efetiva de 1-loop, a saber,

Γ̄(1) =
1

2
Tr ln Ĥ ′3 −

1

2
Tr ln Ĥ ′2 +

1

2
Tr ln Ĥ ′1 −

1

2
Tr ln Ĥmin

0

=
1

2
Tr ln Ĥ ′3 −

1

2
Tr ln Ĥ2 , (8.57)

onde

Ĥ ′3 = (H ′3)αβωµνρ = δαβωµνρ (�−m2) +Kαβω
µνρ − Lαβωµνρ , (8.58)

δαβωµνρ =
1

6
εαβωσεµνρσ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δαµ δαν δαρ

δβµ δβν δβρ

δωµ δων δωρ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (8.59)

Kαβω
µνρ = 3 δαβωγθϕ δ

γλτ
µνρ R

θϕ
. . λτ (8.60)

e

Lαβωµνρ = δαβωγθϕ

(
Rγ
λ δ

λθϕ
µνρ +Rθ

λ δ
λϕγ
µνρ +Rϕ

λ δ
λγθ
µνρ

)
. (8.61)

A equação (8.59) define o delta de Kronecker generalizado que serve como a matriz iden-

tidade no espaço dos tensores totalmente antissimétricos de terceira ordem. Ele também

tem a seguinte propriedade:

δαβωµνρ Tαβω = T[µνρ] . (8.62)

Devido à identidade (8.62) podemos escrever as expressões (8.60) e (8.61) de uma ma-

neira compacta respeitando todas as suas simetrias. Do ponto de vista técnico, usando

a definição (8.59), o cálculo dos fatores de forma pode ser reduzido, principalmente, em

contrações de produtos de śımbolos de Levi-Civita.

De acordo com a fórmula (8.57), para o cálculo da ação efetiva precisamos primei-

ramente trabalhar com o operador bilinear do tensor massivo de terceira ordem (8.58)
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e então, subtrair a contribuição do tensor massivo de segunda ordem obtida na seção

anterior, equação (8.45). Para o operador (8.58) temos os seguintes elementos,

1̂ = δαβωµνρ , P̂3 = (P3)αβωµνρ = Kαβω
µνρ +

1

6
δαβωµνρ R− Lαβωµνρ , (8.63)

(Ŝ3)µν = [(S3)µν ]
αβω
θϕγ = δαβωηξζ (Rη

. λµνδ
λξζ
θϕγ +Rξ

. λµνδ
λζη
θϕγ +Rζ

. λµνδ
ληξ
θϕγ) . (8.64)

Logo, usando a expansão do heat kernel obtemos a expressão

1

2
Tr ln Ĥ ′3 = − 1

2(4π)2

∫
d2ωx

√
g

{
4L0 −

1

3
L1R +

5∑
i=0

l∗i RµνMiR
µν

+
5∑
i=0

liRMiR

}
, (8.65)

onde

l∗1 =
1

2
, l∗2 = 2, l∗3 = 4, l∗4 = −4

3
, l∗5 = −4;

l1 = −1

8
, l2 = l3 = −1

2
, l4 =

5

12
, l5 =

1

2
. (8.66)

Usando a tabela de integrais (8.9), encontramos

1

2
Tr ln Ĥ ′3 = − 1

2(4π)2

∫
d4x
√
g

{
2m4

(1

ε
+

3

2

)
+
m2

3

(1

ε
+ 1
)
R

+ R
[ 1

36ε
+ k′3,R(a)

]
R +

1

2
Cµναβ

[ 7

30ε
+ k′3,W (a)

]
Cµναβ

}
, (8.67)

onde

k′3,W (a) = − 44

225
+

8

45a2
+ Y +

32Y

15a4
− 8Y

3a2
, (8.68)

k′3,R(a) = − 7

540
+

1

27a2
+
Y

12
+

4Y

9a4
− 2Y

9a2
. (8.69)

Subtraindo a expressão (8.45) da equação (8.67), chegamos ao resultado final

Γ̄(1) = − 1

2(4π)2

∫
d4x
√
g

{
m4

2

(1

ε
+

3

2

)
− m2

6

(1

ε
+ 1
)
R +R

[ 1

72ε
+ k3

R(a)
]
R

+
1

2
Cµναβ

[ 1

60ε
+ k3

W (a)
]
Cµναβ

}
, (8.70)

onde

k3
W (a) =

1

150
+

2

45a2
+

8Y

15a4
, (8.71)

k3
R(a) = − 1

80
+

1

108a2
+
Y

16
+

Y

9a4
− Y

6a2
. (8.72)
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Em concordância com a prova geral da referência [40], a ação efetiva para o campo tensorial

massivo totalmente antissimétrico de terceira ordem, equação (8.70), é exatamente a

mesma do campo escalar mı́nimo, que pode ser encontrada pela fórmula (8.13) no caso

particular em que ξ = 0.

Considere agora o limite sem massa do fator de forma k3
W (a) do termo com o

quadrado do tensor Weyl. No limite m→ 0 esse termo fica na forma − 1
60

ln
(
− �

4πµ2

)
. Ao

mesmo tempo, para m = 0 a teoria do tensor antissimétrico de terceira ordem não possui

graus de liberdade. Usando os métodos explicados no apêndice E, podemos encontrar

nesse caso a seguinte expressão para a ação efetiva

Γ̄(1) =
1

2
Tr ln Ĥ ′3 − Tr ln Ĥ ′2 +

3

2
Tr ln Ĥ ′1 − 2 Tr ln Ĥmin

0 . (8.73)

Através dos resultados anteriores deste caṕıtulo, equações (8.13), (8.22), (8.42) e (8.67),

podemos conferir que a equação (8.73) do caso não-massivo tem como resposta Γ̄(1) = 0.

Então, a diferença entre os coeficientes dos fatores de forma logaŕıtmicos do termo k3
W (a)

no limite sem massa e do caso estritamente não-massivo tem como valor 1/60. Uma

situação similar também ocorre no outro fator de forma k3
R(a) . Nesse caso, no limite

em que m → 0 encontramos a contribuição quântica − 1
36

ln
(
− �

4πµ2

)
para o termo R2,

enquanto que no caso em que m = 0 também não existe nenhuma contribuição. A

diferença entre os dois coeficientes é 1/36 e representa o campo escalar mı́nimo que não

desaparece no limite m → 0 . Esse exemplo demonstra mais uma vez a descontinuidade

quântica no limite sem massa que é um fenômeno t́ıpico das teorias com quebra fraca da

simetria de calibre.

Seria interessante em um próximo trabalho formular os mesmos dois tipos de campos

tensoriais antissimétricos em um contexto mais amplo, podendo incluir, por exemplo,

campos adicionais vetoriais ou campos vetoriais axiais. Nesses casos, a prova baseada na

regularização ζ pode ser mais dif́ıcil de ser realizada, entretanto, não existe aparentemente

nenhum obstáculo em se realizar os cálculos expĺıcitos dos fatores de forma por meio da

técnica do heat kernel.



Conclusões gerais

Nessa tese foram obtidos os seguintes resultados originais:

• Calculamos o potencial Newtoniano nos modelos de gravitação super-renormalizá-

veis no ńıvel quântico. Mostramos que o potencial Newtoniano modificado não

apresenta a singularidade t́ıpica da mecânica clássica, sendo regular em r = 0.

• Obtivemos na teoria da gravitação não-local livre de fantasmas com o operador não-

local na forma exp(−�/µ2) o potencial Newtoniano de uma part́ıcula puntiforme

no espaço-tempo D-dimensional, o campo gravitacional de uma part́ıcula ultrarre-

lativ́ıstica e a solução do colapso gravitacional de uma casca esférica nula, dentro da

aproximação de campo fraco. Mostramos que o potencial Newtoniano nessa teoria

é sempre regular na posição da fonte, independentemente do número de dimensões

do espaço-tempo. Demonstramos através do cálculo do invariante de Kretschmann

a inexistência da singularidade gravitacional em r = 0 no caso do colapso gravita-

cional quando não é desprezada a espessura da casca esférica. Também mostramos

que se massa M do objeto em colapso for suficientemente pequena, o miniburaco

negro não é formado como resultado do colapso gravitacional.

• Usando métodos numéricos de cálculos, mostramos que no modelo inflacionário in-

duzido pela anomalia conforme que o ponto onde a evolução inflacionária estável

termina corresponde, exatamente, às condições iniciais necessárias o modelo infla-

cionário instável de Starobinsky do tipo R + R2 , de maneira que as soluções inde-

sejadas do hiperinflacionárias são descartadas. Em resumo, o resultado apresentado

significa que a transição da versão de inflação estável para a instável acontece com

bastante sucesso, pelo menos dentro da aproximação em que a pequena fase de
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transição é desprezada. Entretanto, para que exista um modelo inflacionário do

tipo R + R2 fenomenologicamente bem sucedido, também é necessário explicar o

valor a4 = 5 × 108 do coeficiente do termo R2 na ação do vácuo. Discutimos,

qualitativamente, duas maneiras alternativas de mecânismos quânticos que podem

ser responsáveis por esse valor. A conclusão é que em ambos os mecanismos, a

saber, o grupo de renormalização no espaço-tempo curvo do parâmetro de vácuo

a4 e a gravitação induzida baseada na quebra espontânea de simetria, são capazes

de providenciar o valor desejável do coeficiente do termo R2. O ingrediente mais

importante nos dois casos é o valor grande do parâmetro de interação não-mı́nimo

da gravitação com escalares, na ordem de ξ ≈ 104 .

• Obtivemos na eletrodinâmica com violação da simetria de Lorentz as divergências

de 1-loop no setor de vácuo da teoria. Também calculamos a anomalia conforme e

a ação efetiva do vácuo induzida pela anomalia conforme. A aplicação dessa ação

à Cosmologia, mostrou que o parâmetro adimensional kµναβF não causa nenhuma

dinâmica nova no fator de escala da métrica. No entanto, esperamos que existam

contribuições relevantes desse termo para as pertubações da métrica, especialmente

durante a época inflacionária.

• Calculamos as divergências de 1-loop que contribuem para o propagador do modelo

dos Galileons. A conclusão mostrou que o setor livre dessa teoria inclui correções

quânticas com derivadas superiores do tipo π�4π. Mostramos que o modelo dos

Galileons pode ser modificado de maneira a se tornar super-renormalizável no ńıvel

quântico, com divergências presentes apenas no ńıvel 1-loop . Entretanto, essa teoria

modificada possui fantasmas massivos no seu espectro de part́ıculas.

• Confirmamos por meio do cálculo direto da parte finita da ação efetiva do vácuo,

que o resultado do artigo [40], com respeito da equivalência quântica dos campos

tensoriais antissimétricos massivos de segunda e terceira ordem com os modelos

dos campos massivos vetorial e escalar, respectivamente, se mantêm nos fatores de

forma não-locais. Além disso, encontramos uma descontinuidade nas contribuições

quânticas nos limites sem massa em ambos os casos.



APÊNDICE A

Técnica generalizada de Schwinger-DeWitt

A.1 Fórmulas necessárias para a técnica generalizada

de Schwinger-DeWitt

Quando o operador bilinear Ĥ é do tipo não-mı́nimo o formalismo para o cálculo

das divergências é a técnica generalizada de Schwinger-DeWitt [21]. A idéia básica é

reduzir a fórmula da ação efetiva através de transformações algébricas em partes menores

conhecidas como traços funcionais universais

Tr Cµ1µ2···µk ∇µ1∇µ2 · · · ∇µk

1̂

�n
. (A.1)

As técnicas de redução da ação efetiva que serão utilizadas nessa tese serão especificadas

durante o texto quando for necessário. Para outros exemplos, veja as referências [21, 42].

Definiremos como a dimensão de fundo de um traço universal a dimensão da quan-

tidade Cµ1µ2···µk , escrita em unidades de comprimento l no sistema de unidades em que

c = ~ = 1 . Um dos principais resultados da referência [21] é que todos os traços fun-

cionais universais com dimensão de fundo maior do que 1/l4 são finitos e, portanto, não

contribuem para as divergências.

A parte divergente dos traços universais funcionais pode ser calculada por meio da

integral sobre o tempo próprio e do heat kernel. Não é nosso objetivo aqui descrever

o método geral, bem como a maneira de se obter os traços universais. Em vez disso,
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apresentaremos as fórmulas finais e mostraremos sua aplicação no cálculo das divergências

durante o decorrer da tese. A tabela das fórmulas necessárias para o cálculo dos traços

universais funcionais tem a forma [21]

∇µ∇ν
1̂

�

∣∣∣∣∣
div

=
2i

ε

√
−g × 1

2

{
1̂

[
− gµν

(
1

180
R2
αβρω −

1

180
R2
αβ +

1

72
R2 +

1

30
�R

)
+

1

45
RαβRαµβν +

1

45
RαβρµR

αβρ
ν −

2

45
RµαR

α
ν +

1

18
RRµν (A.2)

+
1

30
�Rµν +

1

10
∇µ∇νR

]
− 1

12
gµν Ŝ

2
αβ +

1

6
R Ŝµν +

1

3
Ŝ(µα Ŝ

α
ν)

− 1

3
∇(µ∇αŜαν)

}
,

1̂

�

∣∣∣∣∣
div

=
2i

ε

√
−g × 1̂

6
R (A.3)

∇µ∇ν
1̂

�2

∣∣∣∣∣
div

= −2i

ε

√
−g ×

[
1̂

6

(
Rµν −

1

2
gµνR

)
+

1

2
Ŝµν

]
, (A.4)

∇µ1∇µ2 · · · ∇µ2n−3

1̂

�n

∣∣∣∣∣
div

= 0 , (n ≥ 2) (A.5)

∇µ1∇µ2 · · · ∇µ2n−4

1̂

�n

∣∣∣∣∣
div

= −2i

ε

√
−g × 1̂

g
(n−2)
µ1···µ2n−4

2n−2 (n− 1)!
, (n ≥ 2) (A.6)

onde

g(0) = 1 , g(1)
µν = gµν , (A.7)

g(n−2)
µ1···µ2n−4

= gµ1µ2 gµ3µ4 ...gµ2n−3µ2n−4 + todas as permutações dos ı́ndices . (A.8)

Não mostramos aqui as quantidades ∇µ∇ν∇α∇β(1̂/�3) ,∇µ∇ν∇α∇β∇ρ∇ω(1̂/�4) e as

expressões com dimensão de fundo 1/l , pois elas não serão necessárias. Também temos

a fórmula útil

Tr ln (1̂�)
∣∣∣
div

=
2i

ε

∫
dnx
√
−g µn−4 × tr

{
1̂

180

(
R2
µναβ −R2

αβ

)
+

1

72
R2

+
1

30
�R +

1

12
Ŝ2
µν

}
. (A.9)
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A.2 O cálculo da parte divergente de Tr ln Ĥm

Logo depois da expansão (6.12), o cálculo (em primeira ordem em kµναβF ) da parte

divergente da ação efetiva de 1-loop para a teoria da eletrodinâmica com violação da sime-

tria de Lorentz, foi reduzido ao cálculo das divergências de dois operadores distintos, um

operador mı́nimo e o outro não-mı́nimo. O cálculo das divergências do operador mı́nimo

já foi considerado anteriormente no artigo [179]. Porém, por razões de continuidade re-

petiremos aqui essa consideração.

O operador mı́nimo (6.10) pode ser escrito como

Ĥm = 1̂�+ 2 ĥµ∇µ + Π̂ , (A.10)

onde

1̂ = gµν , ĥβ = − kαAF ε µνβ
α −∇αk

µαβν
F , Π̂ = −Rµν + kµαβλF Rν

. λαβ. (A.11)

A estrutura do operador (A.10) difere da definição original do operador mı́nimo, feita

previamente na equação (2.19), devido ao termo linear na derivada covariante ∇µ. Nesse

caso, as fórmulas da seção 2.4.1 também podem ser reaproveitadas se o novo termo for

absorvido na definição da derivada covariante ∇µ → Dµ = ∇µ + ĥµ. Por esse motivo,

devemos considerar novas definições para os operadores (2.27) e (2.29) [20], a saber,

P̂ = Π̂ +
1̂

6
R−∇µĥ

µ − ĥµĥµ (A.12)

e

Ŝµν = 1̂ [∇µ,∇ν ] +∇µĥν −∇ν ĥµ + ĥµĥν − ĥν ĥµ , (A.13)

de maneira que a fórmula (2.31) das divergências logaŕıtmicas seja mantida. Assim,

usando os operadores (A.11) nas novas definições, (A.12) e (A.13), encontramos através

da substituição direta na fórmula (2.31), a seguinte resposta para as divergências do

operador mı́nimo [179]

i

2
Tr ln Ĥm

∣∣
div
− iTr ln Ĥgh

∣∣
div

=

= − 1

ε

∫
dnx µn−4

√
−g
{
Rµν∇α∇βk

βµαν
F − 1

6
R∇α∇βk

αβ
F (A.14)

+
1

3
Rµναβ∇β∇τk

τµαν
F − 1

12
kµναβF RRµναβ +

1

2
kµαβτF Rν

. αβτRµν

}
+ Γ̄(1)

vac ,
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onde Γ̄
(1)
vac é a parte divergente da ação efetiva de vácuo para o campo vetorial, fórmula

(2.55), e introduzimos a nova notação kµλνF λ ≡ kµνF .

A.3 O cálculo da parte divergente de Tr ĤnmĤ
−1
0

Antes de aplicar a técnica generalizada de Schwinger-DeWitt no cálculo da con-

tribuição divergente do termo não-mı́nimo, devemos primeiramente, de acordo com a

expressão (6.12), inverter o operador (6.6). Como exposto na seção A.1, uma observação

importante é que todos os traços universais com dimensão de fundo maior do que 1/l4

são finitos. Então, como estamos interessados apenas nas divergências, não precisamos ir

além dessa ordem no cálculo de Ĥ−1
0 , pois o operador não-mı́nimo Ĥnm tem dimensão de

fundo l0 devido ao campo kµναβF ser adimensional. Sendo assim, o operador inverso pode

ser expresso como

Ĥ−1
0 = (H−1

0 )λν = δλν
1

�
+Rλ

ν

1

�2
− 2(∇ρRλ

ν )∇ρ
1

�3
+Rλ

τR
τ
ν

1

�3
− (�Rλ

ν )
1

�3

+ 4(∇ρ∇σRλ
ν )∇ρ∇σ

1

�4
+O(l−5) . (A.15)

Dessa maneira, obtemos a relação

Tr ĤnmĤ
−1
0 = − 2 Tr k

µ(αβ)λ
F

{
gλν∇α∇β

1

�
+Rλν∇α∇β

1

�2
+ (∇α∇βRλν)

1

�2

+2(∇αRλν)∇β
1

�2
+RλτR

τ
ν∇α∇β

1

�3
− 2(∇ρRλν)∇α∇β∇ρ

1

�3
(A.16)

−4(∇α∇ρRλν)∇β∇ρ
1

�3
− (�Rλν)∇α∇β

1

�3
+ 4(∇ρ∇σRλν)∇α∇β∇ρ∇σ

1

�4

}
+O(l−5) .

A equação (A.17) já possui a forma que permite aplicar a tabela dos traços universais

funcionais, fórmulas (A.2)−(A.9).

Usando as fórmulas (A.2), (A.4), (A.5) e (A.6) cada termo da fórmula (A.17) pode

ser calculado separadamente. Como resultado, encontramos

Tr k
µ(αβ)λ
F (∇α∇βRλν)

1

�2

∣∣∣
div

= −2i

ε

∫
dnx µn−4

√
−g kµαβνF ∇α∇βRµν , (A.17)

Tr k
µ(αβ)λ
F RλτR

τ
ν∇α∇β

1

�3

∣∣∣
div

=
i

2ε

∫
dnx µn−4

√
−g kµνF RµλR

λ
ν , (A.18)

−Tr k
µ(αβ)λ
F (�Rλν)∇α∇β

1

�3

∣∣∣
div

= − i

2ε

∫
dnx µn−4

√
−g kµνF �Rµν , (A.19)
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−4 Tr k
µ(αβ)λ
F (∇α∇ρRλν)∇β∇ρ

1

�3

∣∣∣
div

=
2i

ε

∫
dnx µn−4

√
−g kµαβνF ∇α∇βRµν , (A.20)

4 Tr k
µ(αβ)λ
F (∇ρ∇σRλν)∇α∇β∇ρ∇σ

1

�4

∣∣∣
div

= −2i

ε

∫
dnx µn−4

√
−g
{1

3
kµαβνF ∇α∇βRµν −

1

6
kµνF �Rµν

}
, (A.21)

2 Tr k
µ(αβ)λ
F (∇αRλν)∇β

1

�2

∣∣∣
div

= 0 , (A.22)

−2 Tr k
µ(αβ)λ
F (∇ρRλν)∇α∇β∇ρ

1

�3

∣∣∣
div

= 0 , (A.23)

Tr k
µ(αβ)λ
F Rλν∇α∇β

1

�2

∣∣∣
div

= − i
ε

∫
dnx µn−4

√
−g
{1

3
kµαβνF RµνRαβ

+
1

6
kµνF RRµν

}
, (A.24)

Tr k
µ(αβ)ν
F ∇α∇β

1

�

∣∣∣
div

= − i
ε

∫
dnx µn−4

√
−g
{ 1

45
kαβF RµνRαµβν +

1

30
kαβF �Rαβ

+
1

18
kαβF RRαβ +

19

180
kαβF Rαλµν R

λµν
β − 2

45
kαβF RαλR

λ
β +

1

10
kαβF ∇α∇βR (A.25)

+
1

3
k
µ(αβ)ν
F Rλ

.µατ R
τ

λνβ. − kF
( 1

180
R2
µναβ −

1

180
R2
µν +

1

72
R2 +

1

30
�R
)}

,

onde introduzimos a notação kF ≡ gµνk
µν
F . Usando as relações (A.17)−(A.25), obtemos

i

2
Tr ln ĤnmĤ

−1
0

∣∣
div

= −1

ε

∫
dnxµn−4

√
−g
{ 1

45
kαβF RµνRαµβν +

1

5
Rαβ�k

αβ
F

+
2

9
kαβF RRαβ +

19

180
kαβF Rαλµν R

λµν
β − 49

90
kαβF RαλR

λ
β +

1

10
R∇α∇βk

αβ
F

+
1

3
k
µ(αβ)ν
F Rλ

.µατR
τ

λνβ. +
2

3
Rµν∇α∇βk

µαβν
F +

1

3
kµαβνF RµνRαβ (A.26)

−kF
( 1

180
R2
µναβ −

1

180
R2
µν +

1

72
R2 +

1

30
�R
)}

.

A.4 O cálculo da parte divergente de Tr P̂1
1
�P̂1

1
�

O cálculo das divergências de 1-loop que contribuem para o propagador do modelo

do Galileons, foi reduzido no caṕıtulo 7, basicamente, na derivação da parte divergente

do seguinte operador não-mı́nimo:

Tr P̂1
1

�
P̂1

1

�
, (A.27)
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onde

P̂1 = Ûµν ∂µ∂ν e Ûµν = 4c3

[
(�π)gµν − (∂µ∂νπ)

]
. (A.28)

Para reduzir o problema para as fórmulas dos traços universais, precisamos agora realizar

seguinte a comutação:

Tr P̂1
1

�
P̂1

1

�

∣∣∣
div

= Tr Ûαβ∂α∂β
1

�
Ûµν∂µ∂ν

1

�

∣∣∣
div

= Tr Ûαβ∂α∂β

{
Ûµν∂µ∂ν

1

�2
+
[ 1

�
, Ûµν

]
∂µ∂ν

1

�

} ∣∣∣
div
. (A.29)

Com a ajuda da identidade [ 1

�
, Â
]

= − 1

�

[
� , Â

] 1

�
, (A.30)

podemos transformar o cálculo do comutador com a função de Green 1/� em um comu-

tador com o operador de d’Alembert. Assim, encontramos para o comutador a resposta[ 1

�
, Ûµν

]
∂µ∂ν

1

�
= −(�Ûµν)∂µ∂ν

1

�3
+ (�2Ûµν)∂µ∂ν

1

�4

+ 4(∂λ�Ûµν)∂λ∂µ∂ν
1

�4
− 12(∂λ∂τ�Ûµν)∂λ∂τ∂µ∂ν

1

�5
− 2(∂λÛµν)∂λ∂µ∂ν

1

�3

+ 4(∂λ∂τ Ûµν)∂λ∂τ∂µ∂ν
1

�4
− 8(∂ρ∂λ∂τ Ûµν)∂ρ∂λ∂τ∂ν∂µ

1

�5
(A.31)

+ 16 (∂ω∂ρ∂λ∂τ Ûµν) ∂ω∂ρ∂λ∂τ∂ν∂µ
1

�6
+O

(
1

l5

)
.

Os termos omitidos possuem dimensão de fundo maior do que 1/l4 e podem ser despreza-

dos, pois são finitos [21]. Substituindo a fórmula (A.31) na equação (A.29), encontramos

a seguinte expressão:

Tr P̂1
1

�
P̂1

1

�

∣∣∣
div

= Tr
{
− Ûαβ(∂α∂β�Û

µν)∂µ∂ν
1

�3
+ Ûαβ(�2Ûµν)∂α∂β∂µ∂ν

1

�4

+ 8Ûαβ(∂α∂
λ�Ûµν)∂β∂λ∂µ∂ν

1

�4
− 12Ûαβ(∂λ∂τ�Ûµν)∂α∂β∂λ∂τ∂µ∂ν

1

�5

+ 4Ûαβ(∂α∂β∂
λ∂τ Ûµν)∂λ∂τ∂µ∂ν

1

�4
− 16Ûαβ(∂α∂

ρ∂λ∂τ Ûµν)∂β∂ρ∂λ∂τ∂ν∂µ
1

�5
(A.32)

+ 16Ûαβ(∂ω∂ρ∂λ∂τ Ûµν)∂α∂β∂ω∂ρ∂λ∂τ∂ν∂µ
1

�6

}∣∣∣
div
.

O valor de cada termo da equação acima já pode ser encontrado usando as fórmulas

dos traços universais. Todos os termos da equação (A.32) podem ser agrupados nos traços

da fórmula (A.6), pois apenas esse tipo de traço não é nulo no espaço-tempo plano. Então,

usando a fórmula (A.6) encontramos os resultados

− Tr Ûαβ(∂α∂β�Û
µν)∂µ∂ν

1

�3

∣∣∣
div

=
i

2ε

∫
d4x Ûαβ

(
∂α∂β�Û

µ
µ

)
, (A.33)
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Tr Ûαβ(�2Ûµν)∂α∂β∂µ∂ν
1

�4

∣∣∣
div

= − i

12 ε

∫
d4x

{
2 Ûµν(�

2Ûµν) + Ûα
α (�2Ûµ

µ )
}
, (A.34)

8 Tr Ûαβ(∂α∂
λ�Ûµν)∂β∂λ∂µ∂ν

1

�4

∣∣∣
div

= −2i

3ε

∫
d4x

{
2Ûα

ν (∂α∂µ�Û
µν) + Ûαβ(∂α∂β�Û

µ
µ )
}
, (A.35)

4 Tr Ûαβ(∂α∂β∂
λ∂τ Ûµν)∂λ∂τ∂µ∂ν

1

�4

∣∣∣
div

= − i

3ε

∫
d4x

{
2 Ûαβ(∂α∂β∂µ∂νÛ

µν) + Ûαβ(∂α∂β�Û
µ
µ )
}
, (A.36)

− 12 Tr Ûαβ(∂λ∂τ�Ûµν)∂α∂β∂λ∂τ∂µ∂ν
1

�5

∣∣∣
div

=
i

4ε

∫
d4x

{
Ûαβ(∂α∂β�Û

µ
µ ) +

1

2
Ûα
α (�2Ûµ

µ ) + 4Ûα
ν (∂α∂µ�Û

µν) (A.37)

+ Ûµν(�
2Ûµν) + Ûα

α (∂µ∂ν�Û
µν)
}
,

− 16 Tr Ûαβ(∂α∂
ρ∂λ∂τ Ûµν)∂β∂ρ∂λ∂τ∂ν∂µ

1

�5

∣∣∣
div

=
i

2ε

∫
d4x

{
Ûαβ(∂α∂β�Û

µ
µ ) + 2Ûαβ(∂α∂β∂µ∂νÛ

µν) (A.38)

+ 2Ûα
ν (∂α∂µ�Û

µν)
}
,

e

16 Tr Ûαβ(∂ω∂ρ∂λ∂τ Ûµν) ∂α∂β∂ω∂ρ∂λ∂τ∂ν∂µ
1

�6

∣∣∣
div

= − i

5 ε

∫
d4x

{1

4
Ûα
α

(
�2Ûµ

µ

)
+ Ûα

α

(
∂µ∂ν�Û

µν
)

+ Ûαβ
(
∂α∂β�Û

µ
µ

)
(A.39)

+ 2Ûαβ(∂α∂β∂µ∂νÛ
µν) + 4Ûα

ν

(
∂α∂µ�Û

µν
)

+
1

2
Ûµν
(
�2Ûµν

)}
.

Deste modo, a equação (A.32) pode ser reduzida a

Tr P̂1
1

�
P̂1

1

�

∣∣∣
div

=
2i

ε

∫
d4x

{ 1

40
Ûαβ(∂α∂β�Û

µ
µ )− 1

120
Ûµν(�

2Ûµν)

− 1

240
Ûα
α (�2Ûµ

µ )− 1

30
Ûαβ(∂α∂β∂µ∂νÛ

µν)− 1

15
Ûα
ν (∂α∂µ�Û

µν) (A.40)

+
1

40
Ûα
α (∂µ∂ν�Û

µν)
}
.

Substituindo a forma expĺıcita do operador Ûµν , definida pela fórmula (A.28), na equação

(A.40), finalmente encontramos

Tr P̂1
1

�
P̂1

1

�

∣∣∣
div

= − 2i

ε
c2

3

∫
d4x π�4π . (A.41)



APÊNDICE B

Integrais da média sobre a esfera unitária

B.1 Transformações entre as coordenadas (X, Y, Z) e

(ξ, ζ⊥)

Para calcular a integral da média sobre a esfera unitária, equação (4.59), precisamos

primeiramente encontrar a relação existente entre as coordenadas Cartesianas (X, Y, Z)

e as coordenadas associadas ao movimento do ǵıraton (ξ, ζ⊥). Começaremos construindo

uma base ortonormal relacionada com as coordenadas do referencial do ǵıraton. O pri-

meiro elemento dessa base é vetor unitário n que está na direção da trajetória do ǵıraton

(veja a fórmula (4.53)). O segundo é o vetor unitário k que está direcionado da trajetória

do ǵıraton ao eixo Z (veja a figura B.1). Logo, o versor k pode ser escrito através da

combinação linear

k = kZ eZ + knn . (B.1)

Usando os produtos escalares, k .n = 0 e n . eZ = cosα , encontramos

k =
1

senα
(eZ − cosαn) . (B.2)

O último elemento da base é o vetor unitário p , ortogonal a ambos versores n e k . Esse

pode ser encontrado a partir do seguinte produto vetorial:

p = n× k =
1

senα
n× eZ . (B.3)

151



152
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Figura B.1: Relações geométricas entre os vetores da base das coordenadas Cartesianas e coordenadas

do referencial do ǵıraton.

Como esse versor é ortogonal a eZ , ele pertence ao plano XY . Não é dif́ıcil conferir que

p = sen β eX − cos β eY . (B.4)

Considere agora um ponto P qualquer com coordenadas Cartesianas (X, Y, Z). Nes-

sas coordenadas, o raio vetor OP que aponta de O para P pode ser escrito como

OP = XeX + Y eY + ZeZ . (B.5)

O mesmo vetor pode ser expressado no referencial do ǵıraton (ξ, ζk, ζp) por

OP = ξn + ζkk + ζpp . (B.6)

Comparando as equações (B.5) e (B.6) e usando as fórmulas (4.53), (B.2) e (B.4), encon-

tramos

X = cos β (ξ senα− ζk cosα) + ζp sen β , (B.7)

Y = sen β (ξ senα− ζk cosα)− ζp cos β , (B.8)

Z = ξ cosα + ζk senα . (B.9)
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Já para as relações inversas temos as seguintes fórmulas

ξ = senα (cos βX + sen βY ) + cosαZ , (B.10)

ζk = − cosα (cos βX + sen βY ) + senαZ , (B.11)

ζp = sen β X − cos β Y . (B.12)

B.2 O cálculo das integrais

A integral (4.59) possui através do termo T (α,β)(y⊥) a função delta δ(y⊥− ζ⊥) . Por

esse motivo, devemos encontrar o valor dos ângulos (α, β) quando ζ⊥ assume o valor

espećıfico y⊥. Usando a relação (B.12), encontramos para o ângulo β

sen β± =
ypX + Y Q±
X2 + Y 2

, (B.13)

cos β± =
−ypY +XQ±
X2 + Y 2

, (B.14)

Q± = ±
√
X2 + Y 2 − y2

p . (B.15)

Como discutido anteriormente para cada valor de yp existem dois diferentes valores do

ângulo β, correspondendo às diferentes orientações da trajetória do ǵıraton. Usando as

equações (B.13) e (B.14) é posśıvel conferir que

cos β±X + sen β±Y = Q± . (B.16)

Utilizando essa fórmula, as relações (B.10) e (B.11) adquirem a forma

ξ = senαQ± + cosαZ , (B.17)

ζk = − cosαQ± + senαZ . (B.18)

Calcularemos agora a seguinte integral:

[. . .]yp =
1

2π

∫ 2π

0

dβ δ(yp − ζp) (. . .) . (B.19)

Podemos usar a relação (B.12) e encontrar

dζp = |∂βζp| dβ = Qdβ , Q = Q+ . (B.20)

Desse modo, a equação (B.19) pode ser reescrita como uma integral sobre ζp , que pode

ser diretamente calculada. O resultado é

[. . .]yp =
1

2πQ

[
(. . .)+

yp + (. . .)−yp

]
. (B.21)



154

A expressão do lado direito é uma soma das contribuições para dois valores β± , que

correspondem ao mesmo valor de yp . A quantidade ζp em cada desses termos devem ser

substitúıda por yp .

Agora por um procedimento análogo calculemos a integral sobre a variável angular

α . Usando a relação (B.11) com ζk = yk encontramos para o ângulo α

senα± =
ykZ +Q

√
r2 − y2

⊥

r2 − y2
p

, (B.22)

cosα± =
−ykQ± ± Z

√
r2 − y2

⊥

r2 − y2
p

, (B.23)

r2 = X2 + Y 2 + Z2 , y2
⊥ = y2

p + y2
k . (B.24)

ξ± = ±
√
r2 − y2

⊥ . (B.25)

Na obtenção desses resultados foi necessário solucionar equações quadráticas que possuem

duas ráızes. Dessa maneira, descartamos na equação (B.22) a raiz com o sinal negativo,

pois para uma linha que coincide com a trajetória do ǵıraton (yk = yp = 0) os ângulos

(α, β) representam os ângulos esféricos nessa direção. Sendo assim, caso isso não fosse

feito, teŕıamos um valor negativo para a função senα o que não é posśıvel, porque o

ângulo polar α é definido apenas no intervalo [0, π].

As relações (B.13), (B.23) e (B.25) adquirem no limite yk = yp = 0 a forma

senα± =

√
X2 + Y 2

r
, cosα± = ±Z

r
, ξ± = ±r . (B.26)

sen β± = ± Y√
X2 + Y 2

, cos β± = ± X√
X2 + Y 2

. (B.27)

As equações (B.26) e (B.27) descrevem dois pontos opostos dentro da esfera unitária.

Nesse caso, as soluções para (α+, β+) e (α−, β−) descrevem as duas trajetórias dos ǵıratons

que passam pelo mesmo ponto do espaço (X, Y, Z).

Considere agora a integral

〈. . .〉y⊥ =
1

2

∫ π

0

dα senα δ(yk − ζk) [. . .]yp , (B.28)

Através das relações (B.17) e (B.18) podemos escrever

dζk = |∂αζk| dα = ξ dα , ξ = ξ+ =
√
r2 − y2

⊥ . (B.29)

Assim, encontramos, finalmente, a fórmula final para o cálculo da média

〈. . .〉y⊥ =
1

4πQ
√
r2 − y2

⊥

[
senα+(. . .)+ + senα−(. . .)−

]
ζ⊥=y⊥

. (B.30)
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Prova da simetria conforme local de K(gµν, kF )

O objetivo desse apêndice é mostrar a prova da simetria conforme local da função

(6.14)

√
−g K(gµν , kF ) =

√
−g′K(g′µν , kF ) . (C.1)

Uma maneira equivalente de fazer o mesmo é considerar a identidade de Noether (2.69).

Por meio da fórmula (2.77), a derivada variacional em relação a métrica nessa equação

pode ser transformada na derivada em relação σ, isto é,

1√
−g′

e−4σ δ

δσ

∫
d4x

√
−g′K(g′µν e

2σ, k′F e
−4σ) = 0 . (C.2)

Dessa maneira, é suficiente restringir a nossa consideração à primeira ordem no fator

conforme σ.

Usando as regras de transformação conforme da derivada covariante e das curvaturas

encontradas na referência [51], obtemos para cada termo da equação (6.14), desprezando

as ordens não-lineares em σ e os termos superficiais, as seguintes regras de transformação:

(kαβF RµνRαµβν)
′ = (1− 4σ)kαβF RµνRαµβν + 2kαβF Rλ

β∇α∇λσ − kαβF R∇α∇βσ

−kFRαβ∇α∇βσ − kαβF Rαβ�σ + 2kαβF Rµαβν∇µ∇νσ + · · · (C.3)

(kαβF RαλµνR
. λµν
β )′ = (1− 4σ)kαβF RαλµνR

. λµν
β − 4kαβF Rλ

β∇α∇λσ

+4kαβF Rµαβν∇µ∇νσ + · · · (C.4)
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(kαβF RαλR
λ
β)′ = (1− 4σ)kαβF RαλR

λ
β − 4kαβF Rλ

β∇α∇λσ − 2kαβF Rαβ�σ + · · · (C.5)

(kαβF RαβR)′ = (1− 4σ)kαβF RαβR− 2kαβF R∇α∇βσ − 6kαβF Rαβ�σ

−kFR�σ + · · · (C.6)

(k
µ(αβ)ν
F Rλ

. µατR
τ

λνβ . )
′ = (1− 4σ)k

µ(αβ)ν
F Rλ

. µατR
τ

λνβ . + kαβF Rµαβν∇µ∇νσ

+kµαβνF Rαβ∇µ∇νσ − 6kµαβνF Rλµαν∇λ∇βσ + · · · (C.7)

(kµαβνF RµνRαβ)′ = (1− 4σ)kµαβνF RµνRαβ + 2kαβF Rαβ�σ

−4kµαβνF Rαβ∇µ∇νσ + · · · (C.8)

(kµναβF RRµναβ)′ = (1− 4σ)kµναβF RRµναβ − 4kαβF R∇α∇βσ

−6kµναβF Rµναβ�σ + · · · (C.9)

(kµαβλRν
. αβλRµν)

′ = (1− 4σ)kµαβλF Rν
. αβλRµν − 2kαβF Rλ

β∇α∇λσ

+2kµαβνF Rαβ∇µ∇νσ + 2kµαβνF Rλµαν∇λ∇βσ − kµαβνF Rµαβν�σ + · · · (C.10)

(R∇α∇βk
αβ
F )′ = (1− 4σ)R∇α∇βk

αβ
F − 2kαβF R∇α∇βσ

−6∇α∇βk
αβ
F �σ − 6kαβF ∇αR∇βσ + kF∇λR∇λσ + · · · (C.11)

(Rαβ�k
αβ
F )′ = (1− 4σ)Rαβ�k

αβ
F − 4kαβF Rλ

β∇α∇λσ − 2kαβF Rαβ�σ

−4kαβF Rµαβν∇µ∇νσ − 2∇α∇βk
αβ
F �σ − kF�

2σ − 2kαβF ∇αR∇βσ

−2kαβF ∇λRαβ∇λσ + 2kαβF ∇αRλβ∇λσ − 2kαβF ∇
τRταβλ∇λσ + · · · (C.12)

(Rµν∇α∇βk
µαβν
F )′ = (1− 4σ)Rµν∇α∇βk

µαβν
F + kαβF Rλ

β∇α∇λσ

−kµαβνF Rαβ∇µ∇νσ + 2kµαβνF Rλµαν∇λ∇βσ +∇α∇βk
αβ
F �σ

−kαβF ∇λRαβ∇λσ + 2kαβF ∇αRλβ∇λσ − 4kµαβνF ∇αRµν∇βσ

−2kµαβνF ∇βRµλαν∇λσ + · · · (C.13)

(Rµναβ∇β∇λk
µαλν
F )′ = (1− 4σ)Rµναβ∇β∇λk

µαλν
F + kαβF Rλ

β∇α∇λσ

−kµαβνF Rαβσµν + 2kµαβνF Rλµαν∇λ∇βσ +∇α∇βk
αβ
F �σ + kαβF ∇αRλβ∇λσ

+kαβF ∇
τRταβλ∇λσ − kµαβνF ∇αRµν∇βσ + 3kµαβνF ∇τRτµνα∇βσ

−2kµαβνF ∇βRµλαν∇λσ + · · · (C.14)
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[
kF

( 1

180
R2
µναβ −

1

180
R2
µν +

1

72
R2 +

1

30
�R
)]′

= (1− 4σ)kF

( 1

180
R2
µναβ

− 1

180
R2
µν +

1

72
R2 +

1

30
�R
)
− 1

45
kFR

αβ∇α∇βσ −
2

9
kFR�σ −

1

5
kF�

2σ

− 1

15
kF∇λR∇λσ + · · · (C.15)

Nas fórmulas (C.3)−(C.15) foram usadas as identidades de Bianchi e suas formas con-

tráıdas de maneira que podemos ver explicitamente na definição (6.14) o cancelamento

de todos os termos dependentes de σ . Assim, encontramos a invariância conforme local

(C.1).



APÊNDICE D

O cálculo das divergências de 1-loop no modelo dos Galileons

através dos Diagramas de Feynman

Os diagramas que podem contribuir para o propagador do modelo dos Galileons são

provenientes dos termos de interação L3,4,5 da Lagrangiana (7.3). Consideraremos cada

um desses termos de maneira separada. Vamos começar pela Lagrangiana L3. Como ela

tem apenas três campos, seus diagramas são análogos aos diagramas de uma teoria do

tipo λϕ3. A única diferença está em todas as posśıveis maneiras distintas de contrair as

derivadas presentes em L3. Vamos denotar a derivada do propagador do campo escalar

D(x− y) por

(D.1)

de maneira que podemos representar os diagramas conectados devido ao vértice L3 pelas

figuras D.1 e D.2. Para a Lagrangiana L4 como esse termo tem somente quatro campos,

seus diagramas têm a forma parecida com os diagramas da teoria λϕ4, veja a figura D.3.

Figura D.1: O primeiro conjunto de diagramas fornecidos pelo termo L3.
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Figura D.2: O segundo conjunto de diagramas gerados por L3.

Figura D.3: Os diagramas gerados pela Lagrangiana L4 que podem contribuir para o propagador dos

Galileons.

Por fim, a Lagrangiana L5 não pode gerar nenhum diagrama de 1-loop para a função

de dois pontos. Para a demonstração dessa afirmação, considere a relação topológica

(1.18). Como L5 tem um número ı́mpar de campos, de acordo com teorema de Wick

[184], somente a partir da segunda ordem na constante de acoplamento c5 os diagramas

deixam de ser nulos. Na segunda ordem temos que realizar a contração entre dez campos

quânticos, sendo duas dessas contrações responsáveis por linhas externas do diagrama. Os

oito campos restantes são contráıdos aos pares para formar as linhas internas do diagrama.

Sendo assim, o número mı́nimo de linhas internas é lint = 4. Como estamos na segunda

ordem em c5 temos um número de vértices n = 2. Logo, pela equação (1.18) encontramos

p = 3 , isto é, já no primeiro diagrama de Feynman não nulo devido a L5 já temos três

loops , o que termina nossa demonstração.

Outra observação importante é que os diagramas das figuras D.2 e D.3 não con-

tribuem, de fato, para o propagador. O motivo é que esses diagramas têm derivadas

espaço-temporais do propagador

D(0) = D(x− y)
∣∣
y=x

=

∫
d4p

(2π)4

i

p2 −m2
, (D.2)

que não dependem das coordenadas. Então, nesse caso ∂µD(0) = 0.

Finalmente, podemos representar de maneira esquematiza a expressão para a função

de dois pontos como

(D.3)
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onde α1,2,3,4 são coeficientes combinatórios e o operador de polarização é definido por

(D.4)

onde

Π1(p) = c2
3

∫
d4q

(2π)4

p4qµqν(q
µ − pµ)(qν − pν)
q2(q − p)2

, (D.5)

Π2(p) = c2
3

∫
d4q

(2π)4

p2q2qµpν(q
µ − pµ)(qν − pν)

q2(q − p)2
, (D.6)

Π3(p) = c2
3

∫
d4q

(2π)4

pµpνq
2qµ(pν − qν)(pα − qα)(pα − qα)

q2(q − p)2
(D.7)

Π4(p) = c2
3

∫
d4q

(2π)4

pµpνq
4(pµ − qµ)(pν − qν)
q2(q − p)2

. (D.8)

Para separar a parte divergente das integrais acima podemos usar a regularização

dimensional. Reformulamos a teoria no espaço-tempo de dimensão arbitrária igual a

2ω. Dessa maneira, as integrais (D.5)−(D.8) podem ser calculadas, por exemplo, pelos

métodos explicados na referência [50]. Todas as fórmulas necessárias podem ser encon-

tradas no apêndice do artigo [163]. A resposta é

Π1(p, ω) =
i c2

3

4
p8 I1 ,

Πi(p, ω) = 0 , i = 2, 3, 4 , (D.9)

onde

I1 ≡
1

(4π)ωΓ(2ω − 2)
Γ(2− ω)Γ(ω − 1)Γ(ω − 1)p2(ω−2) . (D.10)

Para calcularmos a parte divergente do operador de polarização, vamos tomar o limite

ω → 2. As divergências são encontradas no pólo da função gamma Γ(2− ω) presente na

equação (D.10). Desse modo, encontramos

I1

∣∣
div

= −2

ε
, (D.11)

onde ε = 2(4π)2(ω − 2). Levando em consideração o coeficiente combinatório α1 = 4,

chegamos ao resultado final para a parte divergente do operador de polarização

Πdiv(p, ω) =
i c2

3

2
p8 I1

∣∣
div

= − i c
2
3

ε
p8 . (D.12)
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Por fim, devemos calcular através do operador de polarização (D.12) a ação efetiva diver-

gente na representação de coordenadas. Com essa finalidade podemos usar a fórmula de

Dyson

G−1(p) = D−1(p) − Π(p) . (D.13)

Como o propagador de Feynman D(p) não possui nenhum termo divergente, a equação

(D.13) pode ser reescrita em função da parte divergente da ação efetiva como

δ2Γ̄
(1)
div

δπδπ
= − iΠdiv(�) = − c

2
3

ε
�4 . (D.14)

A equação (D.14) pode ser resolvida diretamente, a sua solução é

Γ̄
(1)
div = − c2

3

2 ε

∫
d4x π�4π , (D.15)

que é exatamente o mesmo resultado obtido no caṕıtulo 7 por meio da técnica generalizada

de Schwinger-DeWitt.



APÊNDICE E

Método de Faddeev-Popov em várias etapas para o campo

tensorial massivo antissimétrico de segunda ordem

O nosso objetivo aqui é mostrar como a fórmula (8.34), para a ação efetiva de 1-loop

da teoria (8.30), pode ser obtida pela aplicação sucessiva do método de Faddeev-Popov.

De acordo com o método padrão de Faddeev-Popov (para uma introdução detalhada,

veja o caṕıtulo 2 do livro [42] e as referências originais citadas nesse caṕıtulo), devemos

eliminar a integração sobre o grupo de calibre na integral funcional∫
DBDAe i S

′
2[B,A] . (E.1)

Para isso, necessitamos trocar a integral de caminho (E.1) pela quantidade∫
DBDAei S

′
2[B,A] ∆ δ

(
χα[B,A]− lα, χ[A]− l

)
, (E.2)

onde ∆ é definido pela identidade

1 = ∆

∫
DξDΛ δ (χα[B′, A′]− lα, χ[A′]− l) . (E.3)

Aqui χα e χ são os termos de fixação de calibre relacionados com as transformações de

calibre (8.31) e (8.32), respectivamente. Para a teoria (8.30) é suficiente escolher

χβ = ∇αBαβ −mAβ , χ = ∇αA
α . (E.4)

Não é dif́ıcil conferir que essas duas condições de calibre satisfazem o seguinte v́ınculo:

∇αχα +mχ = 0 . (E.5)
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Entretanto, como nesse caso os parâmetros ξµ e Λ , presentes na medida de inte-

gração na fórmula (E.3), também são invariantes perante as transformações de calibre

(8.33), precisamos aplicar uma segunda vez o truque de Faddeev-Popov para que a inte-

gração ao longo das órbitas desse grupo de calibre também seja removida. Isso representa

a principal diferença com o procedimento de Faddeev-Popov padrão. Logo, o produto

DξDΛ presente na definição (E.3) deve ser substitúıdo por

DξDΛ δ(∇αξ
α −mΛ) Det Ĥmin

0 , (E.6)

onde Hmin
0 é o operador bilinear do escalar mı́nimo, definido anteriormente na equação

(8.19). O mesmo problema também afeta a função delta δ (χα[B,A], χ[B]) nas definições

(E.2) e (E.3). Considere a representação de Fourier dessa função delta

δ (χα, χ) =

∫
Dζ Dψ e i( ζαχ

α−ψ χ) . (E.7)

Por causa do v́ınculo (E.5) podemos mostrar que o integrando na fórmula (E.7) é invari-

ante perante a transformação de calibre

ζα → ζ ′α = ζα +∇αφ , ψ → ψ′ = ψ +mφ . (E.8)

Logo, para que a expressão (E.7) seja bem definida, devemos extrair também a integração

sobre a órbita do grupo de calibre (E.8) aplicando novamente o método de Faddeev-Popov.

Fazendo isso, chegamos à equação

δ (χα , χ) =

∫
Dζ Dψ e i(ζα χ

α−ψ χ) δ(∇αζ
α −mψ) Det Ĥmin

0 . (E.9)

Assim, usando as relações (E.6) e (E.9) a equação (E.3) para ∆ se torna

∆−1 =

∫
Dζ DψDξ DΛ δ(∇αζ

α −mψ − s) δ(∇βξ
β −mΛ− t) × (E.10)

× ei {ζα (χα[B′]−lα)−ψ (χ[A′]−l)} ( Det Ĥmin
0 )2 .

O próximo passo é encontrar por meio da equação (E.10) a função ∆. Por causa da

função delta presente na fórmula (E.2), esse funcional deve ser calculado apenas para os

campos que satisfaçam as equações χα[B,A] − lα = 0 e χ[A] − l = 0. Isso significa que

é suficiente integrar sobre os parâmetros de calibre em (E.10) na vizinhança do elemento

identidade do grupo de calibre. Então, podemos usar as expansões lineares

χα[B′, A′]− lα = χα[B,A]− lα + (H1)αβ ξ
β e χ[A′]− l = χ[A]− l +�Λ , (E.11)
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onde

Ĥ1 = (H1)µν = δµν�−∇µ∇ν −Rµ
ν −m2δµν (E.12)

é o operador bilinear do campo vetorial massivo. Sendo assim, utilizando as expansões

acima e introduzindo o fator identidade na forma de uma integral dupla
∫
DsDt e−is t ≡

1 , podemos tomar a integral sobre as funções delta na equação (E.10), obtendo dessa

maneira a resposta

∆ = Det Ĥ ′1 · ( Det Ĥmin
0 )−1 , (E.13)

onde Ĥ ′1 é o operador vetorial mı́nimo, definido anteriormente na equação (8.19).

Agora, usando as expressões bem definidas (E.9) e (E.13) podemos considerar a

equação (E.2) e então, chegar a ação efetiva. Mas primeiro, vamos reescrever a função

delta (E.9) de uma maneira mais útil. Usando a transformação de Fourier

δ(∇αζ
α −mψ) =

∫
Dϕei (∇αζ

α−mψ)ϕ =

∫
Dϕei (−ζ

α∇αϕ−ψmϕ) , (E.14)

podemos fazer a integração sobre ζ e ψ na equação (E.9) e encontrar

δ (χα, χ) =

∫
Dϕ δ (χα −∇αϕ) δ (χ+mϕ) Det Ĥmin

0 . (E.15)

Portanto, usando as equações (E.15) e (E.13) podemos escrever a fórmula para a ação

efetiva do vácuo na forma

eiΓ[gµν ] =

∫
DBDADϕe i S

′
2[B,A] δ (χα −∇αϕ− lα) δ (χ+mϕ− l) Det Ĥ ′1 . (E.16)

Como a equação (E.16) não depende de lα e l podemos inserir as identidades na forma∫
Dl e−

i
2
lαlα e

∫
Dl e−

i
2
l2 para calcular as integrais. Desse modo chegamos a

eiΓ[gµν ] =

∫
DBDADϕei{S′2[B,A]+Sgf [B,A]−S0[ϕ]} Det Ĥ ′1 , (E.17)

onde Sgf = −1
2

∫
d4x
√
g {χαχα + χ2} é a ação de fixação de calibre e S0[ϕ] é a ação do

campo escalar mı́nimo.

A ação (8.30) com o termo extra de fixação de calibre pode ser escrita na forma

S ′2 + Sgf =

∫
d4x
√
g

{
1

4
Bαβ (H ′2)µναβ B

µν +
1

2
Aµ (H ′1)µν A

ν

}
, (E.18)

onde

Ĥ ′2 = (H ′2)αβµν = δαβµν(�−m2)− Jαβµν +Rαβ
. . µν (E.19)
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e (H ′1)µν foi definido em (8.19). Aqui

δαβ, µν =
1

2
(gαµgβν − gανgβµ) (E.20)

é a matriz identidade no espaço dos tensores antissimétricos de segunda ordem e

Jαβ, µν =
1

2

(
gαµRβν + gβνRαµ − gανRβµ − gβµRαν

)
. (E.21)

As equações (E.17) e (E.18) permitem escrever a ação efetiva do vácuo de 1-loop

na forma

Γ̄(1) =
1

2
( Tr ln Ĥ ′2 + Tr ln Ĥ ′1 + Tr ln Ĥmin

0 )− Tr ln Ĥ ′1

=
1

2
Tr ln Ĥ ′2 −

1

2
Tr ln Ĥ ′1 +

1

2
Tr ln Ĥmin

0 . (E.22)

Usando a relação para a contribuição do campo de Proca, equação (8.21), chegamos então

a fórmula final desejada

Γ̄(1) =
1

2
Tr ln Ĥ ′2 −

1

2
Tr ln Ĥ1 . (E.23)
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[128] V. A. Kostelecký e C. D. Lane, Constraints on Lorentz violation from clock com-

parison experiments, Phys. Rev. D 60 (1999) 116010.
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