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Resumo

Nesta dissertação apresentamos um estudo em Dinâmica de Fluidos, em que foram discutidas 

as equações básicas como por exemplo a equação de Navier-Stokes e a equação da con-

tinuidade em suas formas diferenciais tradicionais. Apresentamos também uma analogia destas 

equações com as equações de Maxwell do eletromagnetismo. E tendo em vista esta analogia, as 

equações da dinâmica dos fluidos foram escritas em uma forma linear, análoga `a forma das 

equações de Maxwell. Com isso podemos obter uma formulação Lagrangiana e Hamiltoniana, 

o que permite estudar o sistema como um sistema vinculado aplicando então métodos de 

teoria quântica de campos. Inicialmente para o caso de um fluido incompressível usamos o 

método simplético para a obtenção dos comutadores. Por fim, apresentamos uma extensão da 

analogia entre fluidos incompressíveis e a equações de Maxwell, tratando agora de um fluido 

compressível. No caso de um fluido compressível fizemos o tratamento através do uso do 

calibre de Lorentz para proceder a quebra da simetria do modelo. E com isso ob-termos os 

comutadores através dos parênteses de Poisson.

Palavras-chaves: Teoria de Calibre, Mecânica de Fluidos.



Abstract

In this dissertation was showed a study in fluids dynamic, where it was discussed the basic 

equations of fluids, for example, the Navier-Stokes equations and the continuity equations in 

differentials form and in the tensorial form. It was also presented an analogy between  Maxwell 

equations and fluids equations. This analogy allows writing the equations of fluids in a linear 

form as the electromagnetism equations. Thus, using this analogy one can do a Lagrangian and 

a Hamiltonian formulation for fluids. Treating this system as constrained system and applying 

quantum field theory methods in the study of fluids dynamic. We first use a symplectic method 

to obtain the commutators for a compressible fluid. In this case, the commutators were 

obtained using the Lorentz gauge to broken the gauge symmetry.

Keywords: Gauge Theory, Fluid Mechanics.
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1 Introdução

As Teorias de Gauge, também chamadas de Teorias de Calibre, representam uma classe de

teorias baseadas na idéia de que as transformações de simetria podem ser locais ou globais.

Essa idéia aplica-se não somente às teorias de campo, mas aos sistemas de dimensão

finita, como alguns descritos por equações diferenciais ordinárias. Muitas teorias são

descritas por Lagrangianas que são invariantes sob determinados grupos de transformações

de simetria. A quantização dessas teorias necessita de cuidados especiais pois, devido a

presença de simetrias de calibre, existem graus de liberdade supérfluos, os quais devem

ser eliminados (antes ou depois) da implementação de um processo de quantização válido.

O nosso objetivo é investigar as simetrias em modelos para fluidos. Em um

primeiro momento, devido a uma analogia com o eletromagnetismo de Maxwell, estu-

daremos a Dinâmica Metalfuida (DM) como um sistema vinculado (simetria de calibre).

Com objetivo de determinar a dinâmica do modelo, aplicaremos o método simplético para

sistemas vinculados invariantes de calibre, obtendo-se os parênteses de Dirac do modelo.

Contudo primeiramente iremos expor a DM.

Em um segundo momento, mostraremos como podemos formular as equações

tipo-Maxwell para o caso de fluidos compresśıveis. Permitindo o tratamento do modelo

como um sistema vinculado. Ao estudarmos a dinâmica utilizaremos o calibre de Lorentz

para quebrar a simetria do modelo.
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2 Mecânica dos fluidos

Neste caṕıtulo iremos apresentar as principais equações da dinâmica de fluidos na sua

forma diferencial tradicional. Iniciaremos apresentando a equação diferencial da continui-

dade e logo depois a equação do momentum. E com a inclusão dos efeitos da viscosidade

as equações de Navier-Stokes e a equação da vorticidade.

2.1 Elementos de Mecânica dos fluidos

As equações que descrevem a mecânica de fluidos são equações diferenciais

parciais. Essas equações exigem condições que especificam certos valores para as variáveis

dependentes em valores dados pelas variáveis independentes. Se a variável independente

é o tempo, as condições são chamadas condições iniciais ; se a variável independente é

uma coordenada espacial, as condições são condições de contorno. O problema total é

dito problema de valor inicial ou um problema de valor de contorno.

2.1.1 Equação Diferencial da Continuidade

Começaremos nossa procura das equações diferencias parciais que representam o movi-

mento de um fluido, aplicando a conservação da massa a um pequeno volume em es-

coamento. Consideremos o fluxo de massa através de cada face do volume de controle

infinitesimal fixado. Estabelecemos que o fluxo ĺıquido de massa que entrou no elemento

de volume é igual á taxa de variação da massa do elemento, isto é,

ṁin − ṁout =
∂

∂t
melemento. (2.1)

Para realizarmos este balanço de massa, identificamos as quantidades ρvx, ρvy

e ρvz no centro do elemento e as tratamos como variáveis simples. Tomando a função ρv

no ponto (x− dx
2
, dy, dz) a eq.(2.1) toma a forma
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[
ρvx −

∂(ρvx)

∂x

dx

2

]
dydz −

[
ρvx +

∂(ρvx)

∂x

dx

2

]
dydz +[

ρvy −
∂(ρvy)

∂y

dy

2

]
dxdz −

[
ρvy +

∂(ρvy)

∂y

dy

2

]
dxdz +[

ρvz −
∂(ρvz)

∂z

dz

2

]
dxdy −

[
ρvz +

∂(ρvz)

∂z

dz

2

]
dxdy =

=
∂

∂t
(ρdxdydz) . (2.2)

Segue-se da eq.(2.2) que:[
∂

∂x
(ρvx) +

∂

∂y
(ρvy) +

∂

∂z
(ρvz)

]
dxdydz = −∂ρ

∂t
dxdydz

de onde
∂

∂x
(ρvx) +

∂

∂y
(ρvy) +

∂

∂z
(ρvz) = −∂ρ

∂t
. (2.3)

Como a densidade ρ é considerada uma variável, então

vx
∂ρ

∂x
+ vy

∂ρ

∂y
+ vz

∂ρ

∂z
+
∂ρ

∂t
+ ρ

(
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

)
= 0, (2.4)

ou, em termos da chamada derivada substantiva (B.35)

Dρ

Dt
+ ρ

(
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

)
= 0. (2.5)

Esta equação é chamada equação diferencial da continuidade.

Podemos introduzir o operador gradiente, chamado nabla, o qual, em coorde-

nadas cartesianas, tem a forma

∇ =
∂

∂x
î+

∂

∂y
ĵ +

∂

∂z
k̂. (2.6)

A equação da continuidade pode então ser escrita na forma

Dρ

Dt
+ ρ∇ · ~v = 0, (2.7)

onde ~v = vxî+ vy ĵ + vzk̂ e ~∇·~v é chamado da divergência da velocidade.

Para o caso de fluxos incompresśıveis, um fluxo no qual a densidade de

uma part́ıcula não muda à medida que ela movimenta-se no fluido, temos que:

Dρ

Dt
=
∂ρ

∂t
+ vx

∂ρ

∂x
+ vy

∂ρ

∂y
+ vz

∂ρ

∂z
= 0. (2.8)
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Fluxos incompresśıveis que têm gradientes de densidade são algumas vezes chamados de

fluxos estratificados ; fluxos atmosféricos e oceânicos são exemplos de fluxos estratificados.

Usando a eq.(2.8) na equação da continuidade, para um fluxo incompresśıvel temos que:

∇·~v = 0. (2.9)

Isso significa que a divergência do vetor velocidade é zero para um fluido incompresśıvel.

2.1.2 Equação Diferencial do Momentum.

Suponhamos que o campo de velocidade ou o campo de pressão em um fluxo incom-

presśıvel 1 não sejam conhecidos e desejamos resolver as equações diferenciais que nos

darão as informações desejadas. A equação diferencial da continuidade é uma equação

que nos ajuda para este fim; entretanto, ela tem três quantidades não conhecidas, a saber,

as três componentes da velocidade. A equação diferencial do momentum é uma equação

vetorial, o que equivale a três equações escalares. Estas equações nos auxiliarão em nossa

tentativa para determinar os campos de velocidade e pressão. Existe uma dificuldade na

obtenção dessas equações, já que devemos usar as componentes da tensão para determi-

nar as forças exigidas na equação do momentum. Vamos identificar as componentes da

tensão.

Existem nove componentes da tensão que atuam em um dado ponto em um

escoamento. Isto quer dizer que a tensão na realidade é um tensor de nove componentes,

que indicaremos por τij (i, j = 1, 2, 3). Relacionaremos as nove componentes da tensão

com os campos de velocidade e pressão por meio de equações apropriadas. As componentes

da tensão atuam na direção positiva em uma face positiva (um vetor normal aponta na

direção das coordenadas positivas) e na direção negativa em uma face negativa (um vetor

normal aponta na direção das coordenadas negativas). O primeiro subscrito em uma

componente da tensão indica a face a qual a componente da tensão atua, e o segundo

subscrito indica a direção em que uma componente atua; a componente τxy atua na

direção y positiva sobre uma x-face positiva e na direção y negativa sobre uma x-face

negativa. Uma componente que atua perpendicular a uma face é dita uma tensão normal ;

1Em uma discussão geral, tal como nesta seção, o fluxo incompresśıvel significará um fluxo de densidade

constante.
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as componentes σxx, σyy e σzz são tensões normais; uma componente da tensão que atua

tangencialmente a uma face é chamada uma tensão de cisalhamento; as componentes

τxy, τyx, τxz, τzx, τyz e τzy são as componentes da tensão de cisalhamento.

Para obtermos a equação diferencial do momentum, consideremos as forças

que atuam sobre uma part́ıcula que ocupa o elemento de fluido infinitesimal. As compo-

nentes da tensão são funções de x, y, z e t, e então os valores destas mudam de face para

face, já a localização da cada face é ligeiramene diferente.

A segunda lei de Newton da direção x é dada por
∑
Fx = max. Para a

part́ıcula do fluido ocupando um elemento infinitesimal, ela toma a forma(
σxx +

∂σxx
∂x

dx

2

)
dydz +

(
τyx +

∂τyx
∂y

dy

2

)
dxdz

+

(
τzx +

∂τzx
∂z

dz

2

)
dxdy −

(
σxx −

∂σxx
∂x

dx

2

)
dydz

−
(
τyx −

∂τyx
∂y

dy

2

)
dxdz −

(
τzx −

∂τzx
∂z

dz

2

)
dxdy

+ ρgxdxdydz = ρdxdydz
Dvx
Dt

, (2.10)

onde a componente do vetor gravidade ~g na direção x é gx, e Dvx
Dt

é a aceleração da

part́ıcula no fluido. Após dividirmos pelo volume dxdydz, a equação acima simplifica-se

para

ρ
Dvx
Dt

=
∂σxx
∂x

+
∂τyx
∂y

+
∂τzx
∂z

+ ρgx. (2.11)

Analogamente, para as direções y e z teŕıamos

ρ
Dvy
Dt

=
∂σyy
∂y

+
∂τxy
∂x

+
∂τzy
∂z

+ ρgy

ρ
Dvz
Dt

=
∂σzz
∂z

+
∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

+ ρgz. (2.12)

Pode-se mostrar, calculando-se torques em relação aos eixos que passam pelo centro do

elemento infinitesimal, que

τyx = τxy

τyz = τzy (2.13)

τxz = τzx.
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Isto é, o tensor tensão é simétrico; assim, temos realmente seis componentes da tensão.

O tensor tensão é expresso de modo usual por

τij =


σxx τxy τxz

τyx σyy τyz

τzx τzy σzz

 . (2.14)

Agora vamos obter a equação de Euler. Em vários fluxos, especialmente para

fluxos em torno de um contorno (fluxo em torno de um aerofólio) ou em regiões de mu-

dança repentina (fluxo mediante uma colisão), uma boa aproximação para o tensor tensão

é:

τij =


−P 0 0

0 −P 0

0 0 −P

 . (2.15)

Para tais fluxos, assumimos que as componentes da tensão de cisalhamento, que resultam

de efeitos viscosos, podem ser negligencidas as componentes normais da tensão são iguais

ao negativo da pressão 2.

Introduzindo estas componentes na eq.(2.11) e na eq.(2.13), obtemos

ρ
Dvx
Dt

= −∂P
∂x

+ ρgx,

ρ
Dvy
Dt

= −∂P
∂y

+ ρgy, (2.16)

ρ
Dvz
Dt

= −∂P
∂z

+ ρgz.

Suponhamos que o eixo z é vertical tal que gx = gy = 0 e gz = −g. As equações em (2.16)

podem ser escritas como

ρ
D

Dt
(vxî+ vy ĵ + vzk̂) = −

(
∂P

∂x
î+

∂P

∂y
ĵ +

∂P

∂z
k̂

)
− ρgk̂. (2.17)

Na forma vetorial, temos a equação de Euler :

ρ
D~v

Dt
= −∇P − ρgk̂. (2.18)

2Esse fato também é usado para a dedução da equação de Bernoulli.
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2.1.3 Equação de Navier-Stokes.

Vários fluidos exibem relações lineares entre as componentes da tensão e os gradientes de

velocidade. Tais fluidos são chamados fluidos newtonianos e incluem fluidos comuns tais

como água, óleo e ar. Se, além da linearidade, exigirmos que o fluido seja isotrópico3, é

posśıvel relacionar as componentes da tensão e os gradientes de velocidade usando somente

duas propriedades do fluido, a viscosidade µ e o segundo coeficiente de viscosidade λ. As

relações entre a tensão e os gradientes de velocidade, chamadas de equações constitutivas,

são dadas por:

σxx = −P + 2µ
∂vx
∂x

+ λ∇·~v,

σyy = −P + 2µ
∂vy
∂y

+ λ∇·~v,

σzz = −P + 2µ
∂vz
∂z

+ λ∇·~v,

τxy = µ

(
∂vx
∂y

+
∂vy
∂x

)
,

τxz = µ

(
∂vx
∂z

+
∂vz
∂x

)
,

τyz = µ

(
∂vy
∂z

+
∂vz
∂y

)
. (2.19)

Para a maioria dos gases, e para gases monoatômicos exatamente, o segundo coeficiente

da viscosidade está relacionado com a viscosidade por:

λ = −2

3
µ, (2.20)

essa condição é conhecida como hipótese de Stokes. Com essa relação, a média negativa

das três componentes normais da tensão é igual a pressão, ou seja,

P = −1

3
(σxx + σyy + σzz). (2.21)

A eq.(2.21) é também válida pra um gás. Se substituirmos as expressões constitutivas

(2.19) nas equações diferenciais do momentum (2.11) e (2.13), e usando a hipótese de

Stokes, obtemos:

ρ
Dvx
Dt

= −∂P
∂x

+ ρgx + µ

(
∂2vx
∂x2

+
∂2vx
∂y2

+
∂2vx
∂z2

)
+
µ

3

∂

∂x

(
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

)
,

ρ
Dvy
Dt

= −∂P
∂y

+ ρgy + µ

(
∂2vy
∂y2

+
∂2vy
∂y2

+
∂2vy
∂z2

)
+
µ

3

∂

∂y

(
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

)
,

ρ
Dvz
Dt

= −∂P
∂z

+ ρgz + µ

(
∂2vz
∂x2

+
∂2vz
∂y2

+
∂2vz
∂z2

)
+
µ

3

∂

∂z

(
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

)
,

(2.22)

3A condição de isotropia existe se as propriedades do fluido são independentes da direção.
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onde estamos supondo um fluido homogêneo, isto é, as propriedades do fluido (isso inclui

a viscosidade) são independentes da posição.

Para um fluxo incompresśıvel (∇ · ~v = 0), a equação da continuidade mostra

que as equações em (2.22) se reduzem a

ρ
Dvx
Dt

= −∂P
∂x

+ ρgx + µ

(
∂2vx
∂x2

+
∂2vx
∂y2

+
∂2vx
∂z2

)
,

ρ
Dvy
Dt

= −∂P
∂y

+ ρgy + µ

(
∂2vy
∂y2

+
∂2vy
∂y2

+
∂2vy
∂z2

)
, (2.23)

ρ
Dvz
Dt

= −∂P
∂z

+ ρgz + µ

(
∂2vz
∂x2

+
∂2vz
∂y2

+
∂2vz
∂z2

)
.

Essas equações são chamadas equações de Navier-Stokes. Note que com essas três equações

diferenciais e a equação diferencial da continuidade, temos quatro equações e quatro

incógnitas, a saber, vx,vy,vz e P . A viscosidade e a densidade são propriedades conhecidas

do fluido. Com condições de contorno e iniciais apropriadas, as equações em (2.23) po-

dem ser resolvidas. É oportuno comentar aqui que pelo fato das equações serem equações

diferenciais parciais, não podemos assegurar que a solução encontrada será realmente ob-

servada no laboratório, já que as soluções não são únicas. Por exemplo, um fluxo laminar

e um fluxo turbulento podem ter idênticas condições iniciais e de contorno, ainda que

sejam dois fluxos (duas soluções) diferentes.

Podemos expressar as equações de Navier-Stokes na forma vetorial. Temos:

D~v

Dt
=

Dvx
Dt

î+
Dvy
Dt

ĵ +
Dvz
Dt

k̂

∇P =
∂P

∂x
î+

∂P

∂j
ĵ +

∂P

∂z
k̂ (2.24)

∇2~v = ∇2vxî+∇2vy ĵ +∇2vzk̂,

em que usamos o Laplaciano

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
. (2.25)

Combinando as equações em (2.24), as equações de Navier-Stokes em (2.23) tomam a

forma vetorial

ρ
D~v

Dt
= −∇P + ρ~g + µ∇2~v. (2.26)
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2.1.4 Equações da Vorticidade.

As equações da vorticidade serão obtidas da equações de Navier-Stokes. Sabemos que a

vorticidade ~ω e a aceleração ~a são dadas por:

~ω = ∇× ~v

~a =
D~v

Dt
=
∂~v

∂t
+ (~v·∇)~v. (2.27)

Tomando o rotacional da equação de Navier-Stokes (2.26), vem que:

∇×
[
ρ
∂~v

∂t
+ ρ(~v · ∇)~v

]
= −∇×∇P + ρ∇× ~g + µ∇×∇2~v. (2.28)

Notemos que:

∇× ∂~v

∂t
=

∂

∂t
∇× ~v =

∂~ω

∂t

∇×∇2~v = ∇2(∇× ~v) = ∇2~ω, (2.29)

além disso, obtemos também que:

∇× [(~v · ∇)~v] = (~v · ∇)(∇× ~v)− [(∇× ~v) · ∇]~v

= (~v · ∇)~ω − (~ω · ∇)~v. (2.30)

A eq.(2.28) então torna-se, supondo que ρ e µ são constantes, e ν = µ
ρ
, a equação da

vorticidade,
D~ω

Dt
= (~ω · ∇)~v + ν∇2~ω. (2.31)

que pode ser escrita como

Dωx
Dt

= ωx
∂vx
∂x

+ ωy
∂vx
∂y

+ ωz
∂vx
∂z

+ ν∇2ωx

Dωy
Dt

= ωx
∂vy
∂x

+ ωy
∂vy
∂y

+ ωz
∂vy
∂z

+ ν∇2ωy (2.32)

Dωz
Dt

= ωx
∂vz
∂x

+ ωy
∂vz
∂y

+ ωz
∂vz
∂z

+ ν∇2ωz.

Pelo fato de que a vorticidade é o rotacional da velocidade, todos os termos nas equações

da vorticidade envolvem somente a velocidade e suas derivadas. Consequentemente, as

equações da vorticidade são frequentemente escolhidas quando as equações diferenciais do

movimento são necessárias pra a resolução de alguns problemas. Vejamos, agora, algumas

conclusões que podem ser feitas considerando-se a equação da vorticidade (2.31). Se um

fluxo é inv́ıscido, então ele é irrotacional (ou seja, ~ω = ~0 em todos os pontos do fluxo);
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ele deve permanecer irrotacional porque D~ω
Dt

= ~0 -persistência a irrotacionalidade. Se um

fluxo uniforme aproxima-se de um objeto, a vorticidade (rotação das part́ıculas do fluido)

é introduzida somente pela ação da viscosidade. Sem efeitos viscosos, a vorticidade não

pode ser criada em um fluxo irrotacional que se aproxima. Se vz = 0, vx = vx(x, y) e

vy = vy(x, y) (fluxo plano), então a única componente não nula da vorticidade é ωz. Para

tal fluxo a equação da vorticidade toma a forma:

Dωz
Dt

= ν∇2ωz. (2.33)

Notemos que efeitos viscosos são necessários para causar mudanças na vorticidade em um

fluxo plano.
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3 Dinâmica Metafluida como um Sistema

Vinculado

Neste caṕıtulo apresentaremos inicialmente as equações da DM. Logo em seguida iremos

formular a Lagrangiana do modelo, com objetivo de tratar o modelo como vinculado. E

finalmente utilizar o método simplético para estudarmos a dinâmica do sistema.

3.1 Dinâmica Metafluida

Consideremos o escoamento de um fluido incompresśıvel (Dρ/Dt = 0) com alt́ıssimos

números de Reynolds, ou em outras palavras, fluxos newtonianos incompresśıveis turbu-

lentos. As equações de movimento para um fluido newtoniano são dadas pelas equações

de Navier-Stokes, como mostrado no caṕıtulo 2,

∂~v

∂t
= −~ω × ~v −∇(

p

ρ
+
v2

2
) + ν∇2~v, (3.1)

onde ~v(~x, t) é o campo de velocidade, ~ω(~x, t) é o campo de vorticidades, p(~x, t) é o campo

de pressão, ρ é a densidade (constante) e ν é a viscosidade cinemática do fluido. O produto

vetorial da vorticidade com a velocidade é o vetor de Lamb, e será indicado por

~l(~x, t) = ~ω × ~v. (3.2)

A quantidade entre parênteses no segundo termo do lado direito da equação (3.1) é a

função energia de Bernoulli

φ(~x, t) =
p

ρ
+
v2

2
. (3.3)

Para um fluido incompresśıvel, a equação da continuidade (Dρ
Dt

+ ρ∇ · ~u = 0) se reduz a

∇ · ~v = 0. (3.4)

Notemos que as equações (3.1) e (3.4), constituem um sistema de equações diferenciais

acopladas, ao qual é adicionado condições iniciais e de contorno. Por exemplo, na presença

de contornos ŕıgidos, a condição de que o fluido em contato com tais contornos ŕıgidos
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esteja em repouso é frequentemente usada e o escoamento pode ser gerado do repouso.

O sistema acima descreve adequadamente escoamentos com altos números de Reynolds.

Entretanto, fluxos turbulentos são caracterizados por muitas escalas espaço-temporais

produzidas e mantidas por uma transferência cont́ınua de energia das grandes para pe-

quenas escalas. É aqui que entra, e temos que nos contentar com isso, uma descrição

de quantidade médias. Reynolds introduziu a decomposição dos campos através de uma

média e uma parte devido a flutuações. Esta é a famosa decomposição de Reynolds, que

aplicada às equações de movimento leva ao aparecimento de termos que não podem ser

obtidos analiticamente, devido a parte convectiva não-linear. Note que as equações de

Navier-Stokes já são não-lineares devido a parte convectiva. Uma questão que natural-

mente levantamos é se existem variáveis dinâmicas em termos das quais as equações que

descrevem o escoamento tornam-se lineares. Em geral, a resposta é que não existem tais

variáveis “especiais”. Entretanto, podemos apresentar alguma parte da não-linearidade

como fontes a serem modeladas, ou seja, identificaremos certas quantidades como fontes

do movimento turbulento. Estas novas quantidades do fluxo possuem estrutura espacial

e temporal, e resultam de uma tentativa de apresentar a turbulência como uma interação

entre vorticidade e o vetor de Lamb.

Nesta “nova teoria da turbulência” é proposto formar um sistema de equações

não para valores médios de ~v e p, mas para valores médios de ~ω e ~l. Esta nova teoria é

chamada de Dinâmica Metafluida [6].

3.2 Novos conceitos e Equações

Vamos iniciar escrevendo a forma usual das equações de Navier-Stokes

∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v = −∇p+ ν∇2~v, (3.5)

note que

(~v · ∇)~v =
1

2
∇v2 + (∇× ~v)× ~v. (3.6)

Introduzindo a eq.(3.6) na eq.(3.5), obtemos

∂~v

∂t
= −~ω × ~v −∇(

p

ρ
+
v2

2
) + ν∇2~v, (3.7)
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onde ~ω = ∇× ~v. Isto justifica a eq.(3.1). Tomando-se o rotacional da eq.(3.7), vem que

∂(∇× ~v)

∂t
= −∇× (~ω × ~v) + ν∇×∇2~v

∂~ω

∂t
= −∇×~l + ν∇2~ω. (3.8)

Esta equação descreve a evolução da vorticidade. Por outro lado, como a vorticidade é o

rotacional da velocidade temos

∇ · ~ω = 0. (3.9)

É claro que as equações (3.8) e (3.9) são válidas localmente, independentemente se o fluxo

é turbulento ou não. Note que as formas “mediadas” destas equações são válidas. A

eq.(3.8) contém apenas a vorticidade e o vetor de Lamb; logo, conhecendo-se ~l, a solução

da equação (3.8), com condições iniciais e de contorno apropriadas, constituiŕıa-se no

problema de resolvermos uma equação diferencial parcial linear. A questão é como obter

o vetor de Lamb. Uma das possibilidades seria modelar o rotacional do vetor de Lamb

por alguma outra quantidade envolvendo somente a vorticidade. Mas como podemos ver

a definição de ~l, teŕıamos gradientes de velocidade diferentes da vorticidade, e nenhum

progresso seria feito. De qualquer modo, podemos considerar o vetor Lamb como uma

outra variável dinâmica, além da vorticidade, e olhar as equações (3.8) e (3.9) como um

sistema incompleto de quatro equações, onde a evolução e a divergência da vorticidade

são dados, ao passo que a evolução e divergência do vetor de Lamb estão ausentes. Vamos

então obter estas relações para completarmos o sistema de equações, onde a evolução de

um campo envolve variações espaciais do outro, enquanto termos extras não lineares são

vistos como suas fontes. Estas fontes são determinadas pelas condições externas do fluxo

(a geometria e crescimento energético) não dos valores dos campos.

Agora, vamos estudar a divergência do vetor de Lamb. Aplicando o operador

divergência em ambos os lados da equação de Navier-Stokes, temos que

∂(∇ · ~v)

∂t
= −∇ · (~ω × ~v)−∇ · ∇φ+ ν∇ · ∇2~v

⇒ ∇ ·~l = −∇2φ, (3.10)

logo a divergência do vetor de Lamb está relacionado com a “aglomeração” da função

energia de Bernoulli, que representa a tendência da energia de aglomerar-se em algumas

regiões onde seu valor é positivo, evacuar-se de algumas outras regiões onde seu valor

é negativo; quanto maior a tendência, maior a magnitude da divergência. Alguns au-

tores chamam esta aglomeração de curvatura (isto não tem nada haver com o conceito
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geométrico de curvatura). Note que para um fluido Newtoniano incompresśıvel, a di-

vergência do vetor de Lamb é a mesma tanto no caso viscoso como no não viscoso, o que

pode ser visto diretamente no cálculo realizado para a obtenção da eq.(3.10).

As considerações anteriores, nos levam a um novo conceito teórico, a saber, o

de densidade de carga turbulenta, que indicaremos por n(~x, t). Sua definição matemática

é dada por

n(~x, t) = ∇ ·~l. (3.11)

Notemos que

n(~x, t) = ∇ ·~l

= ∇ · (~ω × ~v)

= ~v · (∇× ~v)− ~ω · ∇ × ~v

= ~v · (∇× ~v)− ~ω · ~ω,

(3.12)

o que implica que a densidade de carga turbulenta é identicamente nula em escoamentos

irrotacionais.

Vamos obter agora as equações que descrevem a evolução do vetor de Lamb.

Para isso, escrevamos a equação de Navier-Stokes, eq.(3.7), na seguinte forma

~l = −∂~v
∂t
−∇φ+ ν∇2~v, (3.13)

derivando esta equação com respeito ao tempo, obtemos

∂~l

∂t
= −∂

2~v

∂t2
−∇∂φ

∂t
+ ν∇2∂~v

∂t
. (3.14)

Os dois primeiros termos do lado direito da eq.(3.14) podem ser caracterizados como

contribuições inv́ıscidas para evolução do vetor Lamb, no sentido de que eles são os únicos

termos presentes no caso inv́ıscido, ao passo que o terceiro termo pode ser considerado

como correção viscosa dela. Portanto, primeiramente escreveremos a evolução do vetor de

Lamb como se o fluido fosse inv́ıscido (isto é, governado pelas equações de Euler), e logo

exigiremos que os efeitos viscosos ocorrerão somente através do último termo da eq.(3.14).

Vamos ao cálculo dos termos inv́ıscidos. Vem da eq.(3.14) que

∂~l

∂t
= −∂

2~v

∂t2
−∇∂φ

∂t
. (3.15)
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Por outro lado,

∂~l

∂t
=

∂

∂t
(~ω × ~v)

=
∂ω

∂t
× ~v + ~ω × ∂~v

∂t
. (3.16)

Das equações (3.7) e (3.8), obtemos (considerando apenas os termos inv́ıscidos)

∂~v

∂t
= −~l −∇φ, (3.17)

∂~ω

∂t
= −∇×~l. (3.18)

Introduzindo as equações (3.17) e (3.18) na eq.(3.16), obtemos

∂~l

∂t
= −(∇×~l)× ~v + ~ω × (−~l −∇φ). (3.19)

Note que

∇(~v ·~l) = ~v × (∇×~l) +~l × (∇× ~v) + (~l · ∇)~v + (~v · ∇)~l. (3.20)

Mas ~v ·~l = ~v · (~ω × ~v) = 0, e logo a equação (3.20) fica

−(∇×~l)× ~v = −(~v · ∇)~l − (~l · ∇)~v −~l × ~ω. (3.21)

Introduzindo a equação (3.21) em (3.19), vem que

∂~l

∂t
= −(~v · ∇)~l − (~l · ∇)~v − ~ω ×∇φ. (3.22)

Por outro lado,

∇× (~v ×~l) = ~v(∇ ·~l)−~l(∇ · ~v) + (~l · ∇)~v − (~v · ∇)~l

= ~vn+ (~l · ∇)~v − (~v · ∇)~l

⇒ −(~v · ∇)~l = ∇× (~v ×~l)− ~vn− (~l · ∇)~v

= ∇× (~v × ~ω × ~v)− ~vn− (~l · ∇)~v

= ∇× [v2~ω − (~v · ~ω)~v]− ~vn− (~l · ∇)~v

= v2∇× ~ω +∇(v2)× ~ω −∇× (~v · ~ω)~v − ~vn− (~l · ∇)~v. (3.23)

Introduzindo a equação (3.23) em (3.22), temos

∂~l

∂t
= v2∇× ~ω − ~vn−∇× (~v · ~ω)~v − ~ω ×∇(φ+ v2)− 2(~l · ∇)~v. (3.24)



3.2 Novos conceitos e Equações 21

Notemos que o primeiro termo do lado direito da equação (3.24) assemelha-se, a menos

do fator multiplicativo v2, ao primeiro termo que aparece na equação de evolução da

vorticidade (vide equação (3.8)). Os termos restantes não têm equivalentes na equação

de vorticidade e não podem ser escritas como combinações de ~ω ou ~l. Assim, aqui entra

o conceito da segunda fonte turbulenta, a saber, o vetor corrente turbulenta ~j(~x, t), dado

por

~j = ~vn+∇× (~v · ~ω)~v + ~ω ×∇(φ+ v2) + 2(~l · ∇)~v. (3.25)

Introduzindo a parte viscosa e a equação (3.25) na (3.24), resulta

∂~l

∂t
= v2∇× ~ω −~j + ν∇2∂~v

∂t

∂~l

∂t
= v2∇× ~ω −~j + ν∇2(−~l −∇φ+ ν∇2~v)

∂~l

∂t
= v2∇× ~ω −~j + ν∇n− ν∇2~l + ν2∇4~l. (3.26)

O último termo nesta equação é uma correção de segunda ordem na viscosidade e pode

ser negligenciada. Portanto, a forma final da equação que fornece a evolução do vetor de

Lamb é

∂~l

∂t
= v2∇× ~ω −~j + ν∇n− ν∇2~l. (3.27)

Esta equação implica que existem duas correções ao resultado inv́ıscido dado pela equação

(3.24). A primeira envolve o gradiente de carga turbulenta e pode ser vista como uma

correção viscosa ao vetor corrente turbulenta. A segunda correção é de maior importância

e descreve como os gradientes espaciais do vetor de Lamb afetam sua evolução através

da viscosidade. Notemos que o sinal negativo em frente a estes termos, como veremos

mais tarde, é responsável pela obtenção de uma equação de onda simples para ambos, a

vorticidade e o vetor de Lamb. Em conclusão, temos encontrado um sistema de quatro

equações, ou seja,

∇ · ~ω = 0, (3.28)

∂~ω

∂t
= −∇×~l + ν∇2~ω, (3.29)

∇ ·~l = n, (3.30)

∂~l

∂t
= v2∇× ~ω −~j + ν∇n− ν∇2~l, (3.31)

que são válidas localmente em um escoamento laminar ou turbulento. Note que este

sistema de equações é linear.
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3.3 As equações da Dinâmica Metafluida

Para um fluido inv́ıscido, ou seja, ν = 0, as equações (3.28)-(3.31) tornam-se

∇ · ~ω = 0, (3.32)

∂~ω

∂t
= −∇×~l, (3.33)

∇ ·~l = n, (3.34)

∂~l

∂t
= ~u2∇× ~ω −~j. (3.35)

Estas equações são análogas às então chamadas equações de Maxwell microscópicas, que

podem ser escritas da seguinte maneira

∇ ·~b = 0, (3.36)

∂~b

∂t
= −∇× ~e, (3.37)

∇ · ~e = 4πρ, (3.38)

∂~e

∂t
= c2∇×~b− 4π~i, (3.39)

onde ~b(~x, t) é o campo magnético microscópico, ~e(~x, t) é o campo elétrico microscópico,

ρ(~x, t) é a densidade de carga microscópica, e ~i(~x, t) é a corrente microscópica. Uma

descrição mais econômica dos campos é obtida introduzindo-se o potencial vetor ~a(~x, t) e

o potencial escalar ψ. É fácil ver que as substituições

~b = ∇× ~a, (3.40)

~e = −∂~a
∂t
−∇ψ (3.41)

deixam as equações (3.36) e (3.37) como identidades. Os dois sistemas dividem uma ca-

racteŕıstica comum, que é a de ter seus campos variando com extrema rápidez no espaço e

no tempo. Podemos argumentar que no eletromagnetismo a carga e a corrente são dadas,

ao passo que na hidrodinâmica elas fazem parte do problema. Na verdade, isto não é
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tão rigoroso. As variações espaciais dos campos eletromagnéticos microscópicos ocorrem

em distâncias da ordem ≤ 10−8s, e suas flutuações temporais ocorrem em peŕıodos de

≤ 10−13s para vibrações nucleares e ≤ 10−17s para movimentos de orbitais eletrônicos.

Medidas macroscópicas levam a médias em intervalos muito maiores que estes. Portanto,

todas as flutuações microscópicas são “mediadas”, dando variações de quantidades ma-

croscópicas relativamente suaves e lentas. Estas quantidades macroscópicas são determi-

nadas experimentalmente e esta é a razão porque são consideradas como uma espécie de

“insumo” nas equações de Maxwell macroscópicas. O quadro qualitativo resultante para

as fontes eletromagnéticas é análogo ao das fontes turbulentas na formulação da dinâmica

metafluida.

Obtidas as equações “microscópicas” fundamentais, equações (3.28)-(3.31), to-

maremos as médias de todas as quantidades sobre o espaço, aplicando um método de

filtragem devido a Russakoff [43]. As fontes médias obtidas deverão ser determinadas

experimentalmente, exatamente ou numericamente, e devem ser consideradas como um

“insumo” nas equações da DM. Vamos começar com o método de filtragem. A média

espacial de uma função A(~x, t) com respeito a uma função teste f(~x) é definida por

< A(~x, t) >=

∫
f(~x′)A(~x− ~x′, t)d3x′, (3.42)

onde f(~x) > 0 em alguma vizinhaça de ~x = ~0, e
∫
f(~x′)d3x′ = 1. Vamos supor também

que f(~x) é isotrópica. Uma f(~x) que satisfaz esta hipótese é f(~x) = (πR)3/2e−r
2/R2

. Outra

hipótese necessária sobre nossa função filtro é que ela seja de classe C∞(<). Assim, sobre

pequenas distâncias, por exemplo, da ordem da microescala de Kolmogorov η, podemos

expandir f da seguinte maneira

f(~x+ ~a) ≈ f(~a) + (~a · ∇)f(~x) +
1

2
(~a · ∇)2f(~x), (3.43)

onde | ~a |≈ η. Vamos, agora, aplicar o método de filtragem nas equações (3.28)-(3.31).

Os campos de Lamb e vorticidade, em grande-escala, serão definidos por

~L = < ~l(~x, t) >

~W = < ~ω(~x, t) >, (3.44)

Logo as equações homogêneas, (3.28) e (3.29), ficam

∇ · ~W = 0 (3.45)
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Figura 3.1: Comparação entre os campos < ~u2∇× ~ω > e < ~u2 > ∇× ~W de um fluxo em

um canal[6]

∂ ~W

∂t
= −∇× ~L+ ν∇2 ~W, (3.46)

e as não homogêneas, (3.30) e (3.31), ficam

∇ · ~L =< n(~x, t) >, (3.47)

∂~L

∂t
= − < v2∇× ~ω > − <~j(~x, t) > +ν∇ < n(~x, t) > −ν∇2~L. (3.48)

Com o intuito de que o sistema acima tenha solução, usaremos a seguinte aproximção 3.3

[6]

< ~v2∇× ~ω >=< ~v2 > ∇× ~W. (3.49)

Com esta aproximação podemos classificar os escoamentos em “homogêneos”

e “não-homogêneos”. No escoamento homogêneo as fontes turbulentas são nulas e, neste
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caso, as equações da DM ficam

∇ · ~W = 0

∂ ~W

∂t
= −∇× ~L+ ν∇2 ~W,

∇ · ~L = 0,

∂~L

∂t
= < v2 > ∇× ~W − ν∇2~L. (3.50)

O valor médio da velocidade, < ~v >, pode ser tomado como a raiz quadrada da energia

cinética total por unidade de massa e volume filtrado. Estas equações podem ser resolvidas

analiticamente e numericamente para condições de contorno apropriadas; por exemplo,

uma caixa cúbica periódica. No caso da turbulência não homogênea, as fontes turbulentas

não são nulas, e as equações da DM ficam

∇ · ~W = 0

∂ ~W

∂t
= −∇× ~L+ ν∇2 ~W,

∇ · ~̃L = N(~x, t)

∂~̃L

∂t
= < v2 > ∇× ~̃W − ~J(~x, t) + ν∇N(~x, t)− ν∇~̃L, (3.51)

onde N(~x, t) ≡< n(~x, t) > e ~J(~x, t) ≡< ~j(~x, t) >. Os dois novos campos ~̃L e ~̃W foram

introduzidos devido a generalidade. Eles representam os efeitos que a filtragem das fontes

turbulentas introduzem nos campos básicos ~L e ~W . Em notação tensorial, podemos

expressar suas relações como seguem

L̃α = Lα + 4π(Pα −
∑
β

∂Qαβ

∂xβ
+ · · · ), (3.52)

W̃α = Wα + 4π(Mα + · · · ). (3.53)

As quantidades ~P , ~M , Qαβ (e objetos similares em ordem superior) representam as médias

macroscópicas de dipolo de carga turbulenta, dipolo de vórtice, e quadrupolo de carga

turbulenta, e densidades de momento superior do particular fluxo turbulento. Estes mo-

mentos são nulos no caso de turbulência homogênea. As relações que expressam ~̃L e ~̃W

em termos dos campos básicos ~L e ~W e serão chamadas relações constitutivas. No caso

mais simples, temos uma relação linear do seguinte tipo

~̃L = ε~L,

~̃W = ξ ~W. (3.54)



3.4 Abordagem Lagrangiana da Dinâmica Metafluida 26

As constantes ε e ξ podem ser interpretadas como os análogos hidrodinâmicos das cons-

tantes dielétricas e permeabilidade magnética, respectivamente. Nos casos mais simples

podem ser consideradas como escalares, ao passo que em geral serão tensores de segunda

ordem, refletindo a presença de anisotropias.

3.4 Abordagem Lagrangiana da Dinâmica Metafluida

A partir da interpretação geométrica para escoamentos de Euler (NS con ν = 0), Arnold

[21, 22] mostrou, usando métodos de algebra de Lie, que este tipo de escoamento pode

ser descrito em um formalismo Lagrangiano em qualquer dimensão. Isto tem muitas

consequências interessantes em mecânica dos fluidos, e foi ativamente estudado [23, 24,

25, 26, 27]. A aplicação do pŕıncipio variacional em escoamentos de fluidos incompresśıveis

sem viscosidade é muito usado no estudo do movimento de fluidos oceânicos e atmosféricos

em grandes escalas, conhecidos como escoamentos quasigeostróficos [27, 28, 29].

Associado a estas formulações Lagrangiana da equação de Euler, eq.(C.6),

existe uma estrutura simplética e várias formulações Hamiltonianas. Isto não é um novo

estudo deste tipo de sistema. Em hidrodinâmica, Clebsh introduziu variáveis canônicas

[30] para descrever o movimento de um fluido ideal (sem viscosidade) em uma classe par-

ticular, mas fisicamente importante, de escoamentos nos quais as linhas de vórtice são as

linhas de interseção de duas famı́lias de superf́ıcies λ(~x, t) e µ(~x, t) [31]. As variáveis de

Clebsh podem descrever a turbulência resultante na instabilidade do escoamento plano

paralelo ou esocamentos de Couette axialmente simétricos. Este é um exemplo de uma

descrição cont́ınua. Uma outra descrição Hamiltoniana de fluidos turbulentos é dada pela

teoria de ondas de turbulência que estuda os estados estacionários do sistema estat́ıstico

clássico, que consiste de ondas que apresentam uma pequena interação [32, 33]. A Ha-

miltoniana neste caso pode ser escrita como a soma de duas partes: a Hamiltoniana não

pertubada mais a Hamiltoniana pertubada. A descrição por vórtices pontuais também

forma um sistema Hamiltoniano [34], porém, discreto, para escoamentos de fluidos tur-

bulentos. Uma outra representação Hamiltoniana, que é apropiada quando tratamos com

esocamentos hélicos, é devida a Kuz’min [35] e Oseledets [36].

Entretanto, embora haja uma grande variedade de formulações Lagrangianas

para a equação de Euler, eq.(C.6), em nenhum destes casos as descrições Lagrangianas(ou
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Hamiltonianas) permitem obter a equação de movimento de NS, eq.(3.1), para o escoa-

mentos de fluidos viscosos. Não é obvio que tais descrições possam ser estendidas para

escoamentos viscosos, isto é, para descrição verdadeira da turbulência. Naturalmente uma

pergunta que se pode fazer é se existe um formalismo Lagrangiano (ou Hamiltoniano) cu-

jas as variáveis canônicas nos conduzam as equações de movimento de um escoamento

com viscosidade. Neste ponto é que entra a DM, nos apontando um caminho para contor-

nar esta dificuldades e, portanto, encontrar um formalismo Hamiltoniano(ou Lagrangiano)

para tratar escoamentos turbulentos com viscosidade. Estenderemos a analogia que existe

entre as equações de movimento da DM, equação(3.50), e as equações de Maxwell do ele-

tromagnetismo para obtermos um formalismo Lagrangiano para o sistema que permitirá,

mais tarde, discutir os v́ınculos e as simetrias presentes no escoamento turbulento. É

importante ressaltar que estaremos usando os valores médios para as equações da DM,

onde foi aplicado o método de filtragem devido a Russakoff. Com o intuito de simplifcar

a notação tomaremos as seguintes definições dos valores médios

~l = < ~l(~x, t) >

~w = < ~ω(~x, t) >, (3.55)

então o conjunto de equações para os valores médios da vorticidade e do vetor de lamb, é

dado por

∇ · ~ω = 0, (3.56)

∂~ω

∂t
= −∇×~l + ν∇2~ω, (3.57)

∇ ·~l = N(~x, t) (3.58)

∂~l

∂t
= c2∇× ~ω − ~J(~x, t) + ν∇N(~x, t)− ν∇2~l, (3.59)

Note que c2 =
√
v2, que é a média espacial do quadrado da velocidade e que

pode ser tomada como a raiz quadrada da energia cinética total por unidade de massa e

volume filtrado. As quantidades ~J e N são respectivamente as médias espacias das fontes

~j e n.
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No eletromagnetismo clássico, a densidade de Lagrangiana é dada pela a dife-

rença entre o quadrado do campo elétrico ( ~E) e o quadrado do campo magnético ( ~B), a

saber,

LE M =
1

2
( ~E2 − ~B2). (3.60)

Usando a analogia estabelecida entre eletromagnetismo e turbulência e a correspondência

entre as entidades f́ısicas apresentadas anteriormente, propomos a seguinte Lagrangiana

para a turbulência

L =

∫
d3~x

1

2
(~l2 − c2~ω2), (3.61)

que pode também ser escrita em termos do campo de velocidade e da função energia de

Bernoulli. Usando a eq.(3.13), e pelo fato de que ~ω = ∇× ~v, temos

L =
1

2
(−∇φ− ∂~v

∂t
+ ν∇2~v)2 − 1

2
c2(∇× ~v)2. (3.62)

Aplicando as equações de Euler-Lagrange [60] na lagrangiana (3.62) e considerando a

equação canônica para a coordenada φ, temos

∂L

∂(∂tφ)
=

∂L

∂(∂jkφ)
=
∂L

∂φ
= 0,

∂L

∂(∂jφ)
= −(∂iφ− vi + ν∂2vi)δij, (3.63)

∂t
∂L

∂(∂tφ)
+ ∂j

∂L

∂(∂jkφ)
− ∂jk

∂L

∂(∂jkφ)
− ∂L

∂φ
= 0, (3.64)

onde usamos a identidade dada na eq.(3.1). Agora, considerando a equação canônica para

a coordenada ~v, a identidade dada na eq.(3.1) e ~ω = ∇× ~v, temos

∂L

∂vl
= 0, (3.65)

∂L

∂v̇l
= −(−∂iφ− v̇l + ν∂2vi)δij, (3.66)

∂L

∂(∂jvl)
= 2c2(∂lvj − ∂jvl) (3.67)

,

∂L

∂(∂jkvl)
= −2ν(−∂iφ− v̇i + ν∂2vi)δjkδil. (3.68)
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Substituindo na equação de Euler-Lagrange, tem-se

∂~l(~x, t)

∂t
= c2∇× ~ω(~x, t)− ν∇2~l(~x, t). (3.69)

Deste modo, a Lagrangiana, eq.(3.62), gera corretamente as duas últimas equações de

movimento para a DM, equações (3.56)-(3.59), para o caso em que não existem fontes

turbulentas (N = ~J = 0), com as coordenadas generalizadas sendo a função energia de

Bernoulli φ e o campo de velocidade ~v. As outras duas equações são obtidas devido ao

modo como ~ω e ~l são definidos, Para obter a primeira equação na eq.(3.56) basta tomar

a divergência de ~ω = ∇× ~v e para a segunda, tomar o rotacional da eq.(3.1).

Consideremos agora a situação em que os termos de fontes estão presentes nas

equações de movimento. A densidade Lagrangiana de interação Lint é postulada

Lint = ~J · ~v − nφ− ν~v · ∇N, (3.70)

que traz um termo de correção devido à viscosidade. Neste caso, a densidade Lagrangiana

total é dada por

L =
1

2
(−∇φ− ∂~v

∂t
+ ν∇2~v)2 − 1

2
c2(∇× ~v)2 + ~J · ~v −Nφ− ν~v · ∇N. (3.71)

Este é sem dúvida um resultado interessante da DM, que nos permite encontrar um forma-

lismo Lagrangiano para o movimento de fluidos viscosos incompresśıveis. As equações da

DM, (3.56)-(3.59), podem ser derivadas da densidade de Lagrangiana (3.71) (da mesma

forma que o caso sem fontes) a partir das equações de Euler-Lagrange [60], com o campo

de velocidade ~v e a função de energia de Bernoulli φ sendo as variáveis canônicas.

Um resultado importante que pode se derivar dessa descrição Lagrangiana para

o escoamento de fluidos incompresśıveis com viscosidade, é a possibilidade de obtermos a

equação de Navier-Stokes, eq.(3.1). Para tanto, vamos calcular o momento conjugado ao

campo de velocidade ~v , dado por

~π(~x, t) =
δL

δ~̇v(~x, t)

= ~v̇(~x, t)+∇φ(~x, t)− ν∇2~v(~x, t). (3.72)

Comparando com a eq.(3.1), temos que

~π(~x, t) = −~l(~x, t). (3.73)
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Podemos então escrever que

~̇v(~x, t) = −~l(~x, t)−∇φ(~x, t) + ν∇2~v(~x, t), (3.74)

que é a equação de Navier-Stokes, eq.(3.1), para os campos filtrados, onde usamos ~l(~x, t) =

~ω × ~v. Vamos agora derivar a Hamiltoniana do sistema fazendo uma transformação de

Legendre da Lagrangiana, que é obtida como

H =

∫
d3~x(~π.~̇v −L ). (3.75)

Mas, do momento conjugado dado na eq.(3.72), temos ~̇v = ~π−∇φ+ ν∇2~v. Desta forma,

a densidade de Hamiltoniana para o escoamento de um fluido viscoso incompresśıvel é

dada por

H =
1

2
~π2 − ~π · ∇φ+ ν~π · ∇2~v − 1

2
c2(∇× ~v)2 − ~J · ~v +Nφ+ ν~v · ∇N. (3.76)

As equações Hamiltonianas de movimento são

∂~v(~x, t)

∂t
=

δH

δ~π
= ~π(~x, t)−∇φ(~x, t) + ν∇2~v(~x, t)

−∂~π(~x, t)

∂t
=

δH

δ~v
= ν∇2~v(~x, t) + c2∇×∇× ~v(~x, t) + ν∇N(~x, t)− ~J(~x, t).(3.77)

A primeira destas equações é a equação de Navier-Stokes, e que nos leva a concluir que

~l(~x, t) = −~π(~x, t). Então, a segunda equação na (3.77) concorda com a quarta equação

da DM, já que ~ω(~x, t) = ∇ × ~v. A primeira e segunda equação da DM, (3.56) e (3.57),

são satisfeitas tomando-se o divergente de ~ω = ∇ × ~v e o rotacional da eq.(3.1), res-

pectivamente. A terceira das equações da DM não pode ser obtida como uma equação

Hamiltoniana baseada na equação (3.76). Podemos contudo, dizer que devemos conside-

rar as soluções das equações Hamiltonianas para as quais ∇ ·~l−N = 0 ou ∇ ·~π+N = 0,

em algum instante de tempo definido. Se então pudermos mostrar que esta restrição é

mantida para todos os instantes, as soluções obtidas formam um conjunto consistente e

satisfatório. A derivada do tempo de ∇ · ~π + N = 0 é encontrada a partir da segunda,

eq.(3.77). Tomando a divergência da equação e usando a equação da continuidade, temos

−∂∇ · ~π
∂t

= ν∇2∇ · ~π + c2∇ · ∇ ×∇× ~v + ν∇2N −∇ · ~J

= ν∇2(∇ · ~π +N)−∇ · ~J = −∇ · ~J =
∂N

∂t

− ∂

∂t
(∇ · ~π +N) = 0. (3.78)
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Já que a equação é de primeira ordem na derivada temporal, mostramos que a restrição

de que ∇ · ~π + N = 0 em algum instante do tempo é equivalente á validade da terceira

equação (3.58) ao longo do tempo.

Uma caracteŕıstica importante dessa descrição Hamiltoniana para escoamentos

turbulentos de fluidos incompresśıveis em 3D, é o caráter geral desse formalismo obtido.

Apresentamos um formalismo Hamiltoniano para o escoamento mais geral sem a neces-

sidade da introdução de novos parâmetros ou de trabalhar com um outro conjunto de

variáveis.

3.5 Análise Simplética

Agora vamos aplicar o método simplético à DM descrita pela densidade de Lagrangiana,

eq. (3.71). Primeiramente, vamos reescrever eq.(3.71) como

L =
1

2
v̇2 + ~̇v · ∇φ+

1

2
(∇φ)2 − 1

2
c2(∇× ~v)2 − ν~̇v · ∇2~v − ν(∇2~v) · (∇φ)

+
ν2

2
(∇2~v)2 + ~J · ~v − ν~v · ∇N − φN. (3.79)

Conforme o método simplético, deve-se reduzir a densidade de Lagrangiana de segunda

ordem para primeira ordem na velocidade. Para tanto, usa-se o próprio momento con-

jugado a velocidade como campo auxiliar, que ao ser inserido na Lagrangiana, eq.(3.79),

gera a seguinte Lagrangiana de primeira ordem,

L (0) = ~π · ~̇v − U (0), (3.80)

onde (0) indica a interação zero e onde o potencial simplético é

U (0) =
1

2
~π2 − ~π · ∇φ+ ν~π · ∇2~v − 1

2
c2(∇× ~v)2 + ν~v · ∇N − ~v · ~J + φN. (3.81)

O conjunto inicial de variáveis simpléticas é ξ(0) = (vi, πi, φ), permite identificar a eq.(3.80)

com a eq.(A.5), as quantidades

A
(0)~v
i = πi,

A
(0)~π
i = 0,

A
(0)φ
i = 0, (3.82)

o que nos leva a seguinte quantidade não nulas (veja eq.(A.7))

f
(0)~v~π
ij (~x, ~y) =

δa
(0)~π
j (~y)

δvi(~x)
− δa

(0)~v
i (~x)

δπj(~y)
= δijδ(~x− ~y) = −f (0)~π~v

ij (~x, ~y). (3.83)



3.5 Análise Simplética 32

A matriz simplética correspondente f (0) é então dada por

f (0) =


0 −δij 0

δij 0 0

0 0 0

 δ(~x− ~y), (3.84)

que obviamente é singular e, portanto, possui v́ınculos, de acordo com o método simplético.

Vamos, então, encontrar estes v́ınculos para produzir uma deformação na estrutura geo-

métrica e chegar a um novo tensor não-singular.

Como a matriz, eq.(3.84), é singular ela tem um modo-zero, obtida partir da

eq.(A.10), a saber

˜v(0) =
(

0 0 vφ
)
, (3.85)

onde ṽ é a matriz transposta de v, e representa uma matriz (1 × 3) e vφ é diferente de

zero. Logo, contraindo este modo zero com o gradiente do potencial U (0), tem-se∫
d3~yνφ

δ

δφ(~x, t)
U (0)(~y) = 0, (3.86)

onde usando eq.(3.80), encontra-se∫
d3~yνφ

δ

δφ(~x, t)
U (0)(~y) =

∫
d3~yνφ(∇ · ~π(~y) +N(~y))δ3(~x− ~y) = 0. (3.87)

Como vφ é uma função diferente de zero, o seguinte v́ınculo é obtido,

Ω ≡ ∇ · ~π(~x, t) +N(~x, t), (3.88)

que é equivalente a lei de Gauss no eletromagnetismo.

Segundo o método simplético, este v́ınculo deve ser introduzido no setor cinético

da densidade de Lagrangiana, eq.(3.80), por meio de multiplicador de Lagrange λ logo, a

Lagrangiana de primeira iteração é obtida como sendo

L = ~π · ~̇v + λ̇(∇ · ~π +N)− 1

2
~π2 +

1

2
c2(∇× ~v)2 − ν~v · ∇N + ~v · ~J − φN

+ ~π · ∇φ− ν~π · ∇2~v. (3.89)

Agora considerando o v́ınculo, dada na eq.(3.88), fortemente no setor potencial da La-

grangiana, eq.(3.89), temos∫
d3~x(~π · ∇φ− φN) =

∫
d3~x(∇ · (φ~π)− (∇ · ~π +N)φ) = 0. (3.90)
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Desta forma, a densidade de Lagrangiana de primeira ordem pode ser reescrita como

L (1) = ~π · ~̇v + λ̇(∇ · ~π +Nφ)− U (1), (3.91)

onde o potencial simplético é dado por

U (1) = U (0)|Ω=0 =
1

2
~π − 1

2
c2(∇× ~v)2 + ν~π · ∇2~v − ~v · ~J + ν~v · ∇N. (3.92)

Note que, ao considerar o v́ınculo fortemente igual a zero no potencial simplético, o

campo φ naturalmente desaparece. Considerando agora que o novo conjunto de variáveis

simpléticas é dado na seguinte ordem ξ(1) = (vi, πi, λ), temos os momentos canônicos

uma-forma,

A
(1)~v
i = πi

A
(1)~π
i = 0

A(1)λ = ∇ · π +N, (3.93)

e a matriz simplética,

f (1) =


0 −δij 0

δij 0 ∂yi

0 −∂xi 0

 δ(~x− ~y), (3.94)

como podemos observar, a matriz f (1) é singular. Precisamos, então, continuar procurando

os v́ınculos da teoria para encontrarmos um tensor não-singular. Nesse caso o modo-zero,

usando a eq.(A.10), é dado por

ṽ(1) =
(
v~vj 0 vλ

)
, (3.95)

que deve satisfazer a condição

v~vj − ∂ivλ = 0, (3.96)

que são expressões totalmente arbitrárias. Contraindo o modo-zero v(1) com o gradiente

do potencial U (1), temos

Ω2 = v
(1)~v
i (~x)[−1

2

δ

δvi

∫
d3~y(∇× ~v(~y))2 − ν δ

δvi

∫
d3~y~π(~y) · ∇2~v(~y)

+ ν
δ

δvi

∫
d3~y~v(~y) · ∇N(~y)− ν δ

δvi

∫
d3~y~v(~y) · ~J(~y)]. (3.97)
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Combinando a eq.(3.95) e a eq.(3.96), temos

Ω2 = ν
δ

δvi

∫
d3~yv

(1)~v
i (~y)Ji(~y)δ3(~x− ~y) = −v(1)λ(~x)∂i(~x)

= v(1)λ(~x)Ṅ(~x)

= v(1)λ(~x)∇2∂φ(~x)

∂t
, (3.98)

onde foram usadas as eq (3.10)e equação da continuidade.

A análise simplética abre a possibilidade de investigarmos a DM dentro e fora

do intervalo inercial. A DM fora deste intervalo será investigada em um trabalho futuro. É

importante considerarmos que no intervalo inercial, apesar da existência de viscosidade,

não existe dissipação de energia, então a função energia de Bernoulli (φ) é constante.

Devido a isto, Ω2 é igual a zero e , consequentemente, a simetria de calibre escondida é

revelada. Isso ocorre devido ao modo-zero não gerar um novo v́ınculo, ou seja, quando

φ é constante, a eq.(3.98) é identicamente nula. Assim, conforme o método simplético,

quando um modo-zero não gera um novo v́ınculo, temos a presença de uma simetria.

Para obtermos os parênteses de Dirac entre os campos do espaço de fase, temos

que fixar a simetria de calibre. Isto é feito introduzindo uma condição de calibre no setor

cinético da Lagrangiana de primeira ordem, eq(3.91), através de um multiplicador de

Lagrange.

Seguindo a analogia entre o eletromagnetismo e a turbulência, vamos escolher

o calibre de Coulomb

χ2 ≡ ∇ · ~v(~x, t). (3.99)

Este calibre vem da condição de incompressibilidade do fluido. Neste caso, obtemos a

seguinte densidade de Lagrangiana,

L (1) = ~π · ~̇v + λ̇(∇ · ~π +N) + η̇(∇ · ~v)− 1

2
π2 − 1

2
(∇× ~v)2 − ν~π · ∇2~v + ~v · ~J, (3.100)

tomando o v́ınculo χ2 fortemente no setor do potencial simplético, eq.(3.100),∫
d3~x(∇× ~v)2 = −

∫
d3~x(~v · ∇~v); (3.101)

Assim, a densidade de Lagrangiana de segunda iteração é dada por

L (2) = ~π · ~̇v + λ̇(∇ · ~π +N) + η̇(∇ · ~v)− U (2), (3.102)
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onde o potencial é

U (2) = U (1)|χ2 =
1

2
(∇× ~v)2 + ν~π · ∇2~v − ~v · ~J. (3.103)

Sendo o novo conjunto de variáveis simpléticas dado na ordem ξ(2) = (vi, πi, λ, η)

A
(2)~v
i = πi

A
(2)~π
i = 0

A
(2)λ
i = ∇ · ~π +N

A
(2)η
i = ∇ · ~v, (3.104)

com a correspondente matriz simplética f (2) escrita como

f (2) =


0 −δij 0 ∂yi

δij 0 ∂yi 0

0 −∂xi 0 0

−∂xi 0 0 0

 δ(~x− ~y), (3.105)

que é a uma matriz não-singular. Segundo o métoddo simplético, a inversa de f (2) gera

os parênteses de Dirac entre os campos f́ısicos,

f (2) =


0 δij −

∂xj ∂
x
i

∇2 0 − ∂yi
∇2

−δij +
∂xj ∂

x
i

∇2 0 − ∂yi
∇2 0

0 − ∂xj
∇2 0 0

− ∂xj
∇2 0 0 0

 δ(~x− ~y). (3.106)

Sendo assim, a partir da matriz (f (2))−1 identificamos os seguintes parênteses de Dirac,

{vi(~x), πj(~y)}D =

(
−δij +

∂xj ∂
x
i

∇2

)
δ(~x− ~y),

{vi(~x), vj(~y)}D = {πi(~x), πj(~y)}D = 0. (3.107)

Estes são nada menos que o parênteses de Dirac da teoria de turbulência no calibre

∇ · ~v = 0. O próximo passo seria a quantização da teoria vinculada, que pode ser obtida

pela regra de quantização canônica {, }D −→ −i[, ]. Fazendo isso, obtemos os comutadores

da teoria

[vi(~x), πj(~y)] =

(
−δij +

∂xj ∂
x
i

∇2

)
δ(~x− ~y),

[vi(~x), vj(~y)] = [πi(~x), πj(~y)] = 0. (3.108)
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4 Fluidos Compresśıveis como um Sistema

Vinculado

Teorias de calibre têm desempenhado um papel importante em teorias de campos já

que elas estão relacionadas com interações f́ısicas fundamentais na natureza. De um

modo mais geral, estas teorias têm simetrias de calibre definidas por algumas relações

chamadas, na linguagem de Dirac, de v́ınculos de primeira classe. A quantização dessas

teorias necessita de cuidados especiais pois, devido a presença de simetrias de calibre,

existem graus de liberdade supérfluos, os quais devem ser eliminados (antes ou depois)

da implementação de um processo de quantização válido. Um exemplo de uma teoria de

calibre é o eletromagnetismo.

Já foram feitas algumas tentativas para a obtenção de um conjunto de equações

Tipo-Maxwell para a mecânica dos fluidos. Por exemplo, uma analogia apresentada entre

as equações de Maxwell e as equações de um fluido incompresśıvel turbulento foram feitas

por Troshkin (1993) [45] e Marmanis (1998)(DM) [6]. Diferentemente deles T. Kambe

(2010)[44], escreveu as equações Tipo-Maxwell para um fluido compresśıvel. Motivado

pela similaridade das equações entre a mecânica dos fluidos e o eletromagnetismo.

Como existe a analogia entre os sistemas, todos os modelos citados anteri-

ormente apresentam simetria de calibre como o eletromagnetismo. Isso permite tratar

os modelos como um sistema vinculado. Isso foi feito primeiramente para fluidos incom-

presśıveis turbulentos (DM) e apresentado no caṕıtulo anterior [8]. Agora queremos tratar

o modelo para fluidos compresśıveis. Por isso faremos a descrição Lagrangiana e Hamil-

toniana do modelo de Kambe para finalmente obter os comutadores.

No caso compresśıvel não podemos utilizar o método simplético [apêndice A]

porque agora não conseguimos eliminar os graus de liberdade supérfluos utilizando o

calibre de Coulomb pois tal calibre, na mecânica dos fluidos está relacionado com a in-

compressibilidade, o que deixa a escolha inviável para um fluido compresśıvel. Portanto

só nos resta utilizar o calibre de Lorentz para eliminarmos os graus supérfluos dos sistema.
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Vamos em primeiro lugar escrever as equações tipo-Maxwell para fluidos com-

presśıveis. Começaremos recordando a forma das equações de Maxwell

∇ · ~E =
qe

ε0
,

∇ · ~H = 0,

∇× ~E = −∂
~H

∂t
,

∇× ~H =
1

c

~Je

ε0
+

1

c

∂ ~E

∂t
, (4.1)

onde qe = 4πρeρ e ~Je = 4π
c
~je são respectivamente a densidade de carga e o vetor densidade

de corrente. Os campos vetoriais ~E e ~H podem ser escritos também em termos dos

potenciais vetor ~A e escalar φ, através da relação

~E = −1

c

∂ ~A

∂t
−∇φ

~H = ∇× ~A. (4.2)

com essas definições, as equações acima requerem que os potenciais ~A e φ satisfaçam as

seguintes equações

1

c2

∂2 ~A

∂t2
−∇2 ~A = ~Je, (4.3)

1

c2

∂2φ

∂t2
−∇2φ = qe, (4.4)

juntamente com a condição de Lorentz

1

c

∂φ

∂t
+∇ · ~A = 0. (4.5)

Já na mecânica dos fluidos, as equações de movimento de um fluido ideal são

dadas pelo conjunto de equações

∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v = −1

ρ
∇P, (4.6)

∂ρ

∂t
+ (~v · ∇)ρ+ ρ∇ · ~v = 0, (4.7)

∂s

∂t
+ (~v · ∇)s = 0, (4.8)
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∂~ω

∂t
+∇× (~ω × ~v) = 0, (4.9)

onde ρ é a densidade do fluido, s é a entropia por unidade de massa e P é a pressão. As

interpretações destas equações já foram apresentadas nos caṕıtulos anteriores. A primeira

equação é a equação de Euler, a segunda é a equação da continuidade, a terceira a equação

da entropia enquanto a última equação é a equação da vorticidade. Note que se a entropia

tem um valor uniforme s0, neste caso o fluido se mantém em um estado isentrópico s = s0

em qualquer região do fluido e tempo. Portanto considerando um fluido isentrópico,

podemos da termodinâmica escrever que ∇h = 1
ρ
∇P, onde h é a entalpia por unidade de

massa. Imediatamente, podemos escrever que uma variação da entalpia está relacionada

com uma variação na densidade através da relação

∆h =
1

ρ
∆P =

a2

ρ
∆ρ, (4.10)

portanto

∂th =
a2

ρ
∂tρ

∇h =
a2

ρ
∇ρ, (4.11)

onde a é a velocidade do som definida por a2 = (∂P
∂ρ

)s. Substituindo essas relações nas

equações de Euler (4.6) e da continuidade (4.7), chegamos nas seguintes expressões

∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v +

1

ρ
∇h = 0, (4.12)

∂h

∂t
+ (~v · ∇)h+ a2∇ · ~v = 0. (4.13)

Linearizando a eq.(4.12) negligenciando o termo (~v ·∇)~v, e da mesma forma para eq.(4.13),

mas neglicenciando (~v ·∇)h, e finalmente substituindo a velocidade do som a por um valor

constante a0, as equações são reescritas

∂~v

∂t
+

1

ρ
∇h = 0, (4.14)

∂h

∂t
+ a2

0∇ · ~v = 0, (4.15)

portanto combinando essas duas equações obtemos uma equação de onda para os campos

de velocidade e da entalpia, ou seja,

1

a2
2

∂2~v

∂t2
−∇2~v = 0, (4.16)
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1

a2
0

∂2h

∂t2
−∇2h = 0. (4.17)

Observe que as equações são análogas as equações do eletromagnetismo. As equações

(4.16) e (4.17) são idênticas às equações (4.3) e (4.4) no vácuo onde ~Je = 0 e qe = 0. Note

ainda que a eq.(4.12) é análogo a condição de Lorentz (4.2), portanto temos as seguintes

correspondências ( ~A, φe, c) ↔ (a0~v, h, a0). O que possibilita a formulação das equações

Tipo-Maxwell para a mecânica dos fluidos. Além disso note que as ondas sonoras de um

fluido são análogas as ondas eletromagéticas.

4.1 Analogia com as Equaçoes de Maxwell

A formulação das equações tipo-Maxwell para a mecânica dos fluidos é baseada na corres-

pondência entre os potenciais eletromagnéticos com o campo de velocidade e a entalpia

por unidade de massa (( ~A, φe, c) ↔ (a0~v, h, a0)). Observe que os campos elétricos e

magnéticos no eletromagnetismo são escritos em termos dos potenciais, eq.(4.2). Dessa

forma podemos escrever os seguintes vetores

~Ef = −∂~v
∂t
−∇h

~Hf = ∇× ~v, (4.18)

onde os campos ~v e h são os campos de velocidade e a entalpia por unidade de masssa

respectivamente. Com essa definição temos as seguintes equações tipo-Maxwell para um

fluido compresśıvel:

∇ · ~Ef = qf

∇ · ~Hf = 0

∇× ~Ef +
∂ ~Hf

∂t
= 0

a2
0∇× ~Hf − ∂ ~Ef

∂t
= ~Jf , (4.19)

onde a0 denota a velocidade do som em um estado do fluido em repouso, e as fontes são

dadas por

qf = −∂t(∇ · ~v)−∇2h (4.20)

~jf = ∂2
t ~v − ∂t(∇h) + a2

0∇× ~v. (4.21)
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Note que essas fontes satisfazem uma equação da continuidade similar ao eletromagne-

tismo, ou seja,

∂tq
f +∇ ·~jf = 0. (4.22)

Podemos ainda com a equação de Euler (4.6) escrever o campo vetorial ~Ef somente em

termos do campo de velocidade

~Ef = (~v · ∇)~v = ~ω × ~v +∇(
1

2
v2). (4.23)

Essa expressão nos leva a escrevermos a fonte qf em termos do campo de velocidade

qf = ∇ · [(~v · ∇)~v] = ∇ · (~ω × ~v) +∇2(
1

2
v2). (4.24)

Se substituirmos uma derivada parcial da entalpia no tempo, com aux́ılio da eq.(4.13), no

vetor densidade de corrente, chegaremos na expressão

~jf = ∂2
t ~v −∇((~v · ∇)h+ a2∇ · ~v) + a2

0∇× ~v, (4.25)

cuja a evolução dos termos fontes devem ser determinados pelas resoluções das equações

de Euler (4.6) e da continuidade (4.7). A inclusão do efeito da viscosidade nas equações

para o modelo, é realizada reescrevendo as equações de movimento para o caso de um

fluido viscoso.

4.2 Formulação Lagrangiana

A existência da analogia entre os potencias eletromagnéticos com as quantidades de um

fluido abre a premissa que além de podermos escrevermos um sistema de equações análogo

ao eletromagnetismo, podemos ainda obter uma Lagrangiana para o sistema. Podemos

observar que os campos ~Ef e ~Hf , equações (4.18), são componentes de um tensor de

segunda ordem anti-simétrico. O tensor intensidade do campo

Hµν = ∂̃µÃν − ∂̃νÃµ, (4.26)

que ainda pode ser escrito explicitamente em termos de ~Ef e ~Hf ,

Hµν =


0 −Ef

x −Ef
y −Ef

z

Ef
x 0 −Hf

z Hf
y

Ef
y Hf

z 0 −Hf
x

Ef
z −Hf

y Hf
x 0

 , (4.27)
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onde introduzimos o quadrivetor potencial e o quadrivetor corrente,

V µ = (h, a0~v)

Jµ = (a0q
f ,~jf ), (4.28)

5 respectivamente. Além do operador diferencial

∂̃µ = (
1

a0

∂

∂t
,∇). (4.29)

No caso da teoria de Maxwell para o eletromagnetismo a densidade de Lagrangiana é dada

por L = −1
4
F µνFµν , utilizando a analogia entre os potenciais eletromagnéticos com as

entidades f́ısicas da mecânica dos fluidos, e com o uso do tensor Hµν , propomos a seguinte

densidade de Lagrangiana

L = −1

4
HµνHµν . (4.30)

O momento canônico πµ associado ao quadrivetor V µ é dado por

πµ =
∂L

∂ ˙V µ

πµ = Hµ0 (4.31)

e aplicando a equação de Euler-Lagrange em (4.30), obtemos a seguinte equação de mo-

vimento

∂̃µH
µν = 0. (4.32)

No caso com fontes devemos somente acrescentar o termo de interação Lint = −JµVµ, na

densidade de Lagrangiana da equação (4.30)

L = −1

4
HµνHµν −

1

a0

JµVµ (4.33)

cuja aplicacão da equação de Euler-Lagrange gera a nova equação de movimento

∂̃µH
µν =

1

a0

Jν (4.34)

No caso da densidade de Hamiltoniana do sistema basta fazermos uma transformação de

Legendre da densidade de Lagrangiana, (4.26), que é obtida como

H = πµV
µ −L . (4.35)
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Com o uso da Hamiltoniana, podemos obter os parênteses de Poisson fundamentais do

modelo:

{V µ(x), πν(x′)} = ηµνδ(~x− ~x‘),

{V µ(x), V ν(x′)} = 0,

{πµ(x), πν(x′)} = 0. (4.36)

Não podemos proceder a quantização canônica via parênteses de Poisson acima, porque

a teoria apresenta v́ınculos. Da relação (4.31), imediatamente obtemos o seguinte v́ınculo

(primário)

π0 ≈ 0. (4.37)

Alguns caminhos podem ser seguidos para obtenção dos comutadores do mo-

delo. Como exemplo pode ser citado o método simplético (Apêndice B) que usamos na

DM no caṕıtulo anterior e o método de Dirac. Mas devemos ser cuidadosos na esco-

lha do procedimento porque no eletromagnetismo os potenciais eletromagnéticos não tem

uma interpretação f́ısica, diferentemente do modelo proposto para a mecânica dos fluidos

onde os potenciais equivalentes são entidades f́ısicas, no caso o campo de velocidadde e

a entalpia. Por isso a escolha de um calibre análogo ao calibre de Coulomb, ou seja,

∇ · ~v = 0 que é a condição de incompressibilidade do fluido. Mas, como o tipo de fluido

que queremos investigar, que é descrito pelo conjunto de equações (4.19), são fluidos com-

presśıveis a escolha do calibre de Coulomb é inviável. Além disso um outro problema

surge com os termos de fonte, com a escolha adequada do calibre eles seram nulos que

é um caso particular. Então, uma alternativa apropriada é o equivalente ao calibre de

Lorentz, eq.(4.12), que está relacionado com a compressibilidade do fluido e com ondas

sonoras. Portanto ao invés de usarmos a densidade de Lagrangiana (4.30) iremos usar a

densidade de Lagrangiana proposta por Fermi (1929)

L = −1

4
HµνHµν −

1

2α
(∂̃µVµ)2, (4.38)

em que α é uma constante arbitrária. Como podemos notar, a densidade de Lagrangiana

acima não é mais um invariante de calibre. Note que é como se já tivéssemos “fixado

o calibre”. Por isso o termo − 1
2α

(∂̃µVµ)2 na eq.(4.30) é chamado o termo de fixação

de calibre. Assim, os problemas decorrentes da fixação de calibre não existem mais.

Entretanto, podemos argumentar que o modelo descrito pela a Lagrangiana dada por



4.2 Formulação Lagrangiana 43

(4.38) não corresponde às equações (4.19). Note-se que a equação de movimento para Vµ

é agora

�̃Vµ − (1− 1

α
)∂̃µ∂̃νV

ν = 0, (4.39)

onde �̃ = ∂̃µ∂̃
µ. Vamos analisar este ponto com mais detalhes. Para tornar mais claras

as nossas conclusões, juntemos o termo de interação à Lagrangiana. Assim, temos

L = −1

4
HµνHµν −

1

2α
(∂µVµ)2 − JµV µ. (4.40)

A equação de movimento para V µ é, neste caso,

∂̃µH
µν +

1

α
∂̃ν(∂̃µV

µ) = Jν . (4.41)

O que, positivamente, não correspondem às equações (4.19), a não ser que por hipótese,

consideremos (∂̃µV
µ) = 0. Não vamos fazer isto. A hipótese que vamos tomar é que a

corrente Jµ seja conservada, o que é bem razoável. Isto significa que, no presente modelo,

(∂̃µJ
µ = 0) não surge mais em decorrência das equações de movimento. Assim, tomando

a derivada de ambos os lados de (4.41) com respeito a xν , obtemos

1

α
�∂̃µV

µ=0. (4.42)

Considerando que α seja uma constante não infinita, temos que ∂̃µV
µ satisfaz uma equação

de campo livre. Logo o termo 1
2α

(∂̃µVµ)2 não deve, efetivamente, causar nenhuma in-

fluência na teoria. Assim, a Lagrangiana (4.40) deve descrever, em termos efetivos, o

modelo das equações Tipo-Maxwell para fluidos. O passo agora é a obtenção dos comu-

tadores para o modelo. O momento conjugado a V µ é

πµ =
∂L

∂V̇ µ

= Hµ0 − 1

α
ηµ0(∂̃νV

ν). (4.43)

Note-se que agora π0 não é mais nulo. Não há v́ınculos. Assim, a quantização pode ser

feita, diretamente, via parênteses de Poisson. Temos, então, os comutadores.

[V µ(x), πν(x′)] = ηµνδ(~x− ~x‘),

[V µ(x), V ν(x′)] = 0,

[πµ(x), πν(x′)] = 0. (4.44)

Voltemos agora às equações de movimento (4.42), vimos que o termo de calibre satifaz

uma equação de um campo livre. Agora em virtude de escolhermos o calibre de Feynman,
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α = 1 obtemos uma equação de movimento em termos de V µ, dada pela a seguinte

expressão

�̃V µ = Jµ. (4.45)

Repare que no caso sem fontes, Jµ = 0, a equação anterior se torna

�̃V µ = 0, (4.46)

no caso (µ = 0),

1

a0

∂2

∂t2
h−∇2h = 0 (4.47)

Observe que não precisamos usar o processo de linerarização das equações de movimento

para chegarmos na equação de onda para uma onda sonora (4.47). O que demonstra que

o nosso modelo não altera a f́ısica da mecânica dos fluidos.



45

5 Conclusão

Nesta dissertação, cujo o principal objetivo consiste na investigação das simetrias de

calibre em fluidos, mostramos primeiramente que, no contexto da DM, a turbulência

hidrodinâmica apresenta uma simetria escondida. Mostramos que esta simetria, revelada

através do formalismo simplético, só é preservada dentro do intervalo inercial. No caso

de um fluido compresśıvel não utilizamos o método simplético para revelar a simetria

escondida. Procedemos quebrando a simetria de calibre e chegando nos comutadores de

forma usual para um sistema sem v́ınculos.



46

A Sistemas Vinculados

Todas as teorias de campos fundamentais em f́ısica são invariantes com relação a algum

grupo de transformação de simetria local. Tais teorias são chamadas de teorias de calibre

(ou gauge) ou mais geralmente de sistemas singulares, ou seja, sistemas com v́ınculos.

A teoria de calibre tem ocupado um papel importante no contexto da teoria de campos.

As interações fundamentais conhecidas na natureza são todas governadas pelas teorias

de calibre. De um modo mais geral, nós chamamos de teoria de calibre aquelas teorias

com v́ınculos de primeira classe [12, 13]. Sistemas vinculados foram estudados siste-

maticamente pela a primeira vez por Dirac [12, 13] há mais de cinquenta anos, e seu

desenvolvimento se fez no formalismo Hamiltoniano.

Sistemas vinculados são cacterizados no espaço de fase pela presença de v́ınculos,

que são funções das coordenadas e momentos, dados por

T (q, p) = 0 (A.1)

Apesar disso, o parêntese de Poisson desta quantidade com outra qualquer, A(q,p), da

teoria pode não ser nulo, ou seja

{A, T} 6= 0 (A.2)

Por este motivo, em lugar de (A.1), é comum escrevermos

T (q, p) ≈ 0 (A.3)

onde se diz fracamente igual a zero, significando que a relação acima não vale, necessari-

amente, dentro dos parênteses de Poisson.

Para fazermos a passagem para a mecânica quântica, T e A devem ser transfor-

mados em operadores, que chamaremos de T̂ e Â. Em virtude de (A.1), T é um operador

nulo. Assim, qualquer comutador envolvendo T deve ser nulo, ou seja

[A, T ] = 0 (A.4)

Mas pela regra geral de quantização canônica {, } → −i [, ] e (A.2) deveŕıamos obter um

resultado diferente de zero para o comutador entre T̂ e Â.
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Como podemos ver, a regra geral de quantização canônica nos leva a uma in-

consistência quando o sistema apresenta v́ınculos. Estes v́ınculos podem ser classificados

em primários e secundários, etc, ou de primeira classe e segunda classe [12, 13, 14, 15]. Os

v́ınculos de primeira classe implicam na presença de invariância de calibre da teoria. Por

outro lado, em teorias com v́ınculos de segunda classe não há esta propriedade. Existem

vários métodos para se tratar sistemas vinculados baseando-se na classificação acima. A

maioria trabalha com v́ınculos de primeira classe [14, 15], que estão relacionados á cha-

mada simetria BRST. Para os de segunda classe existe o método dos parêntese de Dirac

[12, 13]. Existe também um método mais recente de Fadeev e Jackiw [16] e Barcelos

Wotzasek [17, 18], que não segue a classificação anterior. Neste método o formalismo de

Dirac pode ser evitado.

Nós consideraremos os formalismos de Fadeev-Jackiw-Barcelos-Wotzasek para

tratarmos turbulência como um sistema vinculado. Estes procedimentos têm sido usados

com grande sucesso em teoria Quântica de Campos para quantizar alguns modelos [37,

38, 39, 40, 41, 42]. Vamos ver um pouco mais sobre o formalismo de Fadeev-Jackiw-

Barcelos-Wotzasek.

A.1 Formalismo simplético

No estudo de campos autoduais, Fadeev e Jackiw mostraram como o parênteses de Dirac

pode ser obtidos através de um tratamento geométrico usando estruturas simpléticas [9].

Mas, campos autoduais só apresentam v́ınculos quando tratados no formalismo de Dirac

[12]. O que nem sempre ocorre, já que a maioria dos sistemas vinculados no formalismo de

Dirac o são, também, no formalismo simplético. A proposta de Fadeev-Jackiw para tais

sistemas é que se fizesse, primeiramente, a eleminação dos graus de liberdade supérfluos.

Isto, porém nem sempre é posśıvel. Mesmo assim, o método simplético pode ser coveni-

entemente estendido de tal maneira que os v́ınculos do sistema possam ser incorporados

[10, 11], trabalhando com Lagrangianas de primeira ordem, do tipo

L = Aαξ̇
α − U (A.5)

onde ξα(ai, pi)(α = 1, 2, ..., 2N) são variáveis simpléticas, Aα são os momenta canônico

uma forma e U é o potencial simplético. Os ai e pi são variáveis do espaço e seus momen-
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tos conjugados, respectivamente.

As Lagrangiana quadráticas sempre podem ser transformadas em primeira or-

dem introduzindo-se campo auxiliares e estendendo o espaço de configurações. A equação

de Euler-Lagrange de (A.5) é

fαβξ
β = ∂αU, (A.6)

com

fαβ =
∂Uβ
∂ξα
− ∂Uα
∂ξβ

(A.7)

Quando os coeficientes Aα(ξ) são tais que det(fαβ) 6= 0 sem v́ınculos, podemos resolver

(A.6) para as velocidades, tal que

ξα = fαβ∂βU, (A.8)

onde fαβ, que é a inversa de fαβ, é anti-simétrica e não singular. Ele é chamado

de tensor simplético, e corresponde ao parênteses de Dirac do sistema descriro pela a

Lagrangiana(A.5) {
ξα, ξβ

}D
= fαβ (A.9)

Quando a matriz fαβ é singular, não podemos identificar fαβ com o tensor simplético,

e o parênteses da teoria não podem ser consistentemente definidos. Para contornar esta

dificuldade, os v́ınculos da teoria são usados para se produzir uma espécie de deformação

na estrutura geométrica, levando ao aparecimento de um novo tensor que pode ser não

singular [11].

Para isto, vamos denotar a quantidade singular acima por f
(0)
αβ e considerar

que ela tenha M modos zeros ν
(0)
m ,m = 1, 2, ...,M , tal que

f (0)
mnν

(0)
m = 0 (A.10)

Agora, usando (A.10) na equação (A.6) verificamos que

ν(0)
m ∂mU = 0, (A.11)

que pode ser um v́ınculo. Consideremos que (A.11) seja realmente um v́ınculo (chamado

de v́ınculo verdadeiro). Para produzirmos uma deformação do tensor f
(0)
αβ , devemos in-

troduzir este v́ınculo na parte cinética da Lagrangiana por meio de multiplicadoes de
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Lagrange. O espaço das configurações da teoria é estendido com este processo. Assim, a

partir desta nova Lagrangiana, identificamos novos vetores A
(1)
α . Em consequência, pode-

se identificar novos tensores f
(1)
αβ . Se o detf

(1)
αβ 6= 0, os v́ınculos da teoria foram eliminados,

e os elementos da matriz f (1) podem ser identificados como sendo os parênteses de Dirac

da teoria. Caso contrário, o procedimento deve ser repetido tantas vezes quantas forem

necessárias. Porém, pode acontecer do modo zero não conduzir a novos v́ınculos e a ma-

triz continuar singular. Este é o caso, por exemplo, das teorias de calibre. Neste caso, a

sáıda é fazer a fixação de calibre para se obter um tensor simplético.
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B Elementos de Análise Tensorial

Cartesiana

B.1 Elementos da Análise Tensorial

O objetivo desse apêndice é apresentar, de modo breve, uma notação matemática -

notação tensorial cartesiana-, que permitirá escrever as equações da dinâmica dos fluidos,

em sua forma mais geral, de uma maneira relativamente simples e concisa.

B.1.1 Vetores

Um vetor pode ser caracterizado pelo seu módulo, sentido e direção, ou, ainda, por

suas três componentes cartesianas,

~v =


vx

vy

vz

 (B.1)

ou

~v = vxî+ vy ĵ + vzk̂ (B.2)

em que î , ĵ, k̂ são os vetores unitários dos eixos x,y,z, respectivamente. Em notação

tensorial cartesiana ou notação dos ı́ndices, a e.(B.1) pode ser escrita

~v ≡ vi , (i = 1, 2, 3), (B.3)

em que v1 ≡ vx , v2 ≡ vy , v3 ≡ vz.

Consideremos, agora, um novo sistema de eixos x′, y′, z′ obtido, por exem-

plo, a partir da rotação dos eixos originais x,y,z
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x′ = a11x+ a12y + a13z

y′ = a21x+ a22y + a23z (B.4)

z′ = a31x+ a32y + a33z.

As coordenadas do vetor ~v nesse novo ponto sistema de eixos podem ser escritas

~v′ =


v′x

v′y

v′z

 = v′i. (B.5)

E sabemos que ~v′ pode ser obtido a partir de ~v por

~v′ = A~v, (B.6)

em que A é a matriz que descreve a transformação de coordenadas, ou matriz de rotação.

Seja aij (i, j = 1, 2, 3) o elemento genérico da matriz A. Logo, a eq.(B.6) pode ser escrita


v′x

v′y

v′z

 =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33




vx

vy

vz

 , (B.7)

ou seja,

v′i =
3∑
j=1

aijvj ≡ aijvj, (B.8)

em que estamos usando a convenção da soma 1,em que a repetição de um ı́ndice significa

soma. A eq.(B.8) representa três equações, para as componentes v′1 = v′x, v
′
2 = v′y ,v′3 = v′z

, contidas na eq.(B.7)

Note-se que, se o novo sistema de eixos for obtido pela rotação dos eixos x

e y de um ângulo θ em torno do eixo z, a matriz A é

A =


cos θ sen θ 0

− sen θ cos θ 0

0 0 1

 . (B.9)

1ou convenção de Einstein.
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Neste caso, a matriz (B.7) fica


v′x

v′y

v′z

 =


cos θ sen θ 0

− sen θ cos θ 0

0 0 1




vx

vy

vz

 , (B.10)

ou ainda,

v′x = cos θ vx + sen θ vy,

v′y = − sen θ vx + cos θ vy, (B.11)

v′z = vz.

Também notemos que os elementos da matriz de rotação são os co− senos

diretores das direções dos novos eixos de coordenadas x′,y′, z′ em relação aos eixos x, y, z.

Assim, aij é o co−seno do ângulo entre o novo eixo i (i = 1, 2, 3; 1 = x′, 2 = y′, 3 = z′)

e o antigo eixo j (j = 1, 2, 3; 1 = x, 2 = y, 3 = z).

B.1.2 Tensores Cartesianos

Além da convenção da soma, usamos na eq.(B.8) a convenção de dimensões, isto é,

admitimos que um vetor tem três componentes, que representam as três dimensões do

espaço f́ısico. Em um espaço com n dimensões, o número de componentes de um vetor

é n1 = n. Por extensão do conceito de vetor, um tensor de ordem r em um espaço n

dimensional terá nr componentes. Por exemplo, para n = 3 (espaço f́ısico tridimensional)

o número de componentes de um tensor de ordem r está relacionado na tabela a seguir

r número de componentes notação denominação

0 30 = 1 A escalar

1 31 = 3 Ai vetor

2 32 = 9 Aij tensor de segunda ordem

3 33 = 27 Aijk tensor de terceira ordem.

A eq.(B.8) para a transformação de um vetor pode ser generalizada para um

tensor cartesiano de ordem r. Neste caso, temos, para uma rotação do sistema de coor-
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denadas (ou também uma transformação ortogonal linear 2),

A′pqs... = apiaqjask...Aijk..., (B.12)

em que

1. Aijk... são as componentes de um tensor de ordem r no sistema inicial;

2. A′pqs... são as componentes do mesmo tensor no novo sistema de coordenadas;

3. aij são os cossenos diretores entre os novos eixos e os antigos.

Para um tensor de segunda ordem, a eq.(B.12) fica

A′pq = apibqjAij, (B.13)

ou, em notação matricial,
A′11 A′12 A′13

A′21 A′22 A′23

A′31 A′32 A′33

 =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33




b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33




A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

 ,

(B.14)

o que representa nove equações algébricas. Assim vemos que, comparando a notação

(B.13) com a notação matricial (B.14) a concisão e elegância da primeira.

B.1.3 Operações Vetoriais

A notação tensorial cartesiana, usada, por exemplo, em (B.3) e (B.8), permite maior

clareza e concisão na manipulação de vetores e operadores vetoriais. Consideremos as

operações mais usuais nessa notação.

Produto Escalar

Na notação vetorial, temos

~A · ~B = AxBx + AyBy + AzBz, (B.15)

2Podemos, também, de uma maneira geral, considerar transformações lineares de coordenadas.



B.1 Elementos da Análise Tensorial 54

e usando a notação dos ı́ndices

~A · ~B = AiBj. (B.16)

Introduzindo o delta de Kronecker (que é um tensor de segunda ordem),

δij =

 1, se i = j

0, se i 6= j
(B.17)

a Eq.(B.16) pode ser escrita por

~A · ~B = AiBjδij. (B.18)

Gradiente

O gradiente de uma função escalar f , cont́ınua e com derivadas parcias cont́ınuas em

uma certa região é

∇f =
∂f

∂x
î+

∂f

∂y
ĵ +

∂f

∂z
k̂, (B.19)

que pode ser escrito por

(∇f)i =
∂f

∂xi
= ∂if, (B.20)

com ∂i ≡ ∂
∂xi

.

Divergência

A divergência de uma função vetorial ~A cont́ınua e com derivadas cont́ınuas em uma

certa região é

∇ · ~A =
∂Ax
∂x

+
∂Ay
∂y

+
∂Az
∂z

, (B.21)

que pode ser colocada na forma

∇ · ~A =
∂Ai
∂xi

= ∂iAi. (B.22)
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Produto Vetorial

O produto vetorial de ~A e ~B é

~A× ~B = (AyBz − AzBy )̂i+ (AzBx − AxBz)ĵ + (AxBy − AyBx)k̂ (B.23)

podendo ser escrito por

( ~A× ~B)i = εijkAjBk (B.24)

em que introduzimos o śımbolo de permutação εijk, ou śımbolo anti-simétrico de Levi-

Civita,

εijk =


1, se i, j, k formam permutação na ordem ćıclica: 123, 231, 312.

−1, se i, j, k formam permutação na ordem anti-ćıclica: 132, 213, 321.

0, se i, j, k não formam uma permutação: i = j , i = k , ou j = k .

(B.25)

O śımbolo de permutação está relacionado com o delta de Konecker pela relação

εijkεirs = εjkiεirs = δjrδks − δjsδkr (B.26)

εijk é um pseudotensor, pois não se transforma exatamente segundo a relação (B.12). O

produto ( ~A× ~B)i , então é um pseudovetor.

Rotacional

O rotacional do campo vetorial ~A é

∇× ~A =

(
∂Az
∂y
− ∂Ay

∂z

)
î+

(
∂Ax
∂z
− ∂Az

∂x

)
ĵ +

(
∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y

)
k̂, (B.27)

e esta relação pode ser escrita por

(∇× ~A)i = εijk∂jAk, (B.28)

em analogia com a equação (B.24).
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Teorema de Stokes

Seja ~A um campo vetorial e γ uma curva fechada, o teorema de Stokes afirma que

podemos relacionar a circulação de ~A em torno de γ com o fluxo de ∇ × ~A através da

área delimitada por γ da seguinte maneira∮
γ

~A · d~x =

∫
S

(∇× ~A) · n̂ds. (B.29)

Em notação de ı́ndices, temos∮
γ

Aidxi =

∫
S

εijk∂jAknids. (B.30)

Teorema do Gradiente

Seja f uma função escalar, e V o volume delimitado pela superf́ıcie fechada S. Então,∫
V

∇fdV =

∮
S

fn̂ds, (B.31)

em notação tensorial cartesiana∫
V

∂ifdV =

∮
S

fnids. (B.32)

Laplaciano

O operador Laplaciano em coordenadas cartesianas é

∇2 ≡ ∇ · ∇ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
, (B.33)

ou em notação tensorial

∇2 =
∂2

∂x2
i

= ∂2
i . (B.34)

Derivada Material

Para a derivada material

D ~A

Dt
=
∂ ~A

∂t
+ (~v · ∇) ~A, (B.35)
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podemos escrever
DAi
Dt

=
∂Ai
∂t

+ vj∂jAi. (B.36)

Produto Externo

O produto externo de dois tensores cartesianos é o tensor obtido pela colocação dos

tensores lado a lado, sem o uso dos ı́ndices de soma. Como exemplo, podemos fazer o

produto de Ai e Bj

AiBj = Cij, (B.37)

ou seja, o produto externo de dois tensores de primeira ordem é um tensor de

segunda ordem. Para Ai e Bjk, temos

AiBjk = Cijk, (B.38)

ou seja, o produto externo de um tensor de primeira ordem e um tensor de

segunda ordem é um tensor de terceira ordem. Para Aij e Bmn, temos

AijBmn = Cijmn. (B.39)

ou seja, o produto externo de dois tensores de segunda ordem é um tensor de

quarta ordem.

Produto Interno

Chama-se contração ao processo de identificação de dois ı́ndices quaisquer de um ten-

sor. Por exemplo,

1. Aijk −→ Aiik após a contração dos ı́ndices i e j.

2. Aijk −→ Aiji após a contração dos ı́ndices i e k.

3. Aijk −→ Aijj após a contração dos ı́ndices j e k.
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Note-se que, como prevalece a convenção de soma, o tensor resultante é de

primeira ordem. De modo geral, o processo de contração reduz a ordem de um tensor

cartesiano por um fator 2. Podemos, então, definir o produto interno de dois tensores

cartesianos como um produto externo seguido de uma contração envolvendo os ı́ndices de

ambos os tensores. Por exemplo, para os tensores Ai e Bj, obtemos

AiBj

prod ext︷︸︸︷−→ AiBi

prod int︷︸︸︷−→ C,

ou seja, o produto interno de dois tensores de primeira ordem é um escalar. Naturalmente,

este é o produto escalar, que é um caso particular do produto interno. Para os tensores

Aj e Bjk, temos

AiBjk −→ AiBik −→ Ck

AiBjk −→ AiBji −→ Cj

ou seja, o produto interno de um tensor de segunda ordem por um de primeira é um

tensor de primeira ordem. Para os tensores Aij e Brs, temos

AijBrs −→ AijBis −→ Cjs,

AijBrs −→ AijBri −→ Cjr.

Assim, o produto interno de dois tensores de segunda ordem é um tensor de segunda

ordem.
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C Equações na Forma Tensorial

C.1 Equações da Dinâmica de Fluidos

Vamos usar, agora, a elegante notação tensorial cartesiana descrita no caṕıtulo an-

terior para re-escrever as equações dos fluidos discutidas anteriormente em uma forma

particularmente compacta e elegante. Nessa forma, as equações são especialmente úteis

no caso de fluidos reais, em que a viscosidade não pode ser desprezada.

C.1.1 Equação da Continuidade

Anteriormente vimos que a equação da continuidade pode ser escrita na forma

0 =
Dρ

Dt
+ ρ∇ · ~v

=
∂ρ

∂t
+ vx

∂ρ

∂x
+ vy

∂ρ

∂y
+ vz

∂ρ

∂z
+ ρ

∂vx
∂x

+ ρ
∂vy
∂y

+ ρ
∂vz
∂z

. (C.1)

Usando a notação tensorial cartesiana, essa equação fica

∂ρ

∂t
+ vi∂iρ+ ρ∂ivi = 0, (C.2)

ou
∂ρ

∂t
+ ∂i(ρvi) = 0. (C.3)

Note-se que

∂i(ρvivj) = ρvi∂ivj + vj∂i(ρvi), (C.4)

introduzindo (C.3) em (C.4), obtemos

∂i(ρvivj) = ρvi∂ivj − vj∂tρ, (C.5)

que pode ser vista como a equação da continuidade em notação tensorial cartesiana.
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C.1.2 Equação de Euler sem Forças Externas

A equação de Euler para um fluido não viscoso sem a ação de forças externas é (vide

eq.(2.18))

ρ
∂~v

∂t
+ ρ(~v · ∇)~v = −∇P. (C.6)

Usando notação tensorial cartesiana, temos

ρ
∂vi
∂t

+ ρvj∂jvi = −∂iP. (C.7)

Note-se que

∂(ρvi)

∂t
= ρ

∂vi
∂t

+ vi
∂ρ

∂t
, (C.8)

combinado as equações (C.7) e (C.8), vem que

∂(ρvi)

∂t
= −∂iP − ρvj∂jvi + vi

∂ρ

∂t

= −∂iP −
(
ρvj∂jvi − vi

∂ρ

∂t

)
. (C.9)

Introduzindo (C.5) em (C.9), obtemos

∂(ρvi)

∂t
= − [∂iP + ∂j(ρvjvi)] . (C.10)

Vamos escrever esta equação em uma forma mais simples, introduzindo o tensor

Πij o qual é definido por

Πij = Pδij + ρvivj. (C.11)

Da eq.(C.11) vem que

∂jΠij = ∂j(Pδij + ρvivj)

= ∂j(Pδij) + ∂j(ρvivj)

= ∂iP + ∂j(ρvivj). (C.12)
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Combinando (C.10) e (C.12), obtemos

∂t(ρvi) = −∂jΠij. (C.13)

em que fizemos ∂t = ∂
∂t

. A eq.(C.13) é a equação de Euler sem forças externas em

notação tensorial cartesiana. Esta equação é equivalente à equação de conservação do

momentum (densidade de momentum), colocada em uma forma semelhante à da equação

de continuidade eq.(C.3).

Note-se que o tensor Πij definido em (C.11) é de segunda ordem e simétrico,

e seus componentes podem ser escritas na forma

Πik =


Π11 Π12 Π13

Π21 Π22 Π23

Π31 Π32 Π33

 , (C.14)

ou ainda

Πik =


P + ρv2

x ρvxvy ρvxvz

ρvxvy P + ρv2
y ρvyvz

ρvxvz ρvyvz P + ρv2
z

 , (C.15)

Vamos mostrar que Πik está associado ao fluxo de momentum do fluido. Note-

se que o momentum associado a um elemento de volume dv deslocando-se com velocidade

~v é ρ~vdv. Assim, o primeiro membro da eq.(C.13) é simplesmente, a taxa de variação com

o tempo do momentum do fluido, por unidade de volume. E segue-se da eq.(C.13) que∫
V

∂t(ρvi)dv = −
∫
V

∂kΠikdv, (C.16)

Usando o teorema da divergência no lado direito da eq.(C.16), temos que

∂t

∫
V

(ρvi)dv = −
∮
S

Πiknkds, (C.17)

Agora, é natural chamar Πik de fluxo de momentum que, no presente caso, é um tensor

simétrico de segunda ordem, sendo o momento um vetor, ou seja, um tensor de primeira

ordem.

Por fim, a eq.(C.13) mostra que uma variação do momento em um dado ponto do espaço

está relacionada com o fluxo do momento através de um elemento de volume em torno

do ponto considerado. A forma (C.13) da equação de Euler é especialmente usada nos

fluidos reais, onde a viscosidade está presente.
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C.1.3 A Equação de Navier-Stokes

Já sabemos que, em fluidos ideais, na ausência de forças externas, só existe transporte

de momento (e, portanto, forças atuando em um elemento de volume) por meio de gra-

diente de pressão. Vamos evidenciar a limitação desse tratamento com um exemplo bem

simples. Consideremos uma camada de fluido em repouso e, acima desta, outra camada

do mesmo fluido desloca-se com velocidade constante. Em um fluido ideal, o movimento

se prolongaria indefinidamente, ainda que nenhuma força externa atuasse sobre o fluido.

Obviamente, em fluidos reais, a camada superior sofreria uma desaceleração até parar,

ficando todo o fluido finalmente em repouso. Essa desaceleração é causada por uma força

tangencial (ou força de cisalhamento), sendo uma consequência da viscosidade do fluido.

A viscosidade é uma manifestação dos processos irreverśıveis de dissipação de energia, e

atua como uma força de atrito. O escoamento de um fluido viscoso pode ser imaginado

como uma pilha de lençois deslizando uns sobre os outros. Nesse caso, a viscosidade

corresponderia ao atrito, ou fricção entre os lençois.

Nesta seção, apresentaremos uma dedução simplificada e intuitiva da equação

de Navier-Stokes para fluidos viscosos, usando a notação tensorial cartesiana. Nosso ponto

de partida será a equação de Euler na forma tensorial, para um fluido sem ação de forças

externas.

∂t(ρvi) = −∂kΠik. (C.18)

Podemos considerar a ação da viscosidade na forma de uma força por unidade

de volume ~F . Neste caso,a Eq.(C.18) pode ser escrita

∂t(ρvi) = −∂kΠik + Fi, (C.19)

É conveniente definir o tensor de viscosidade σik tal que

Fi = ∂kσik. (C.20)

A equação de Euler (C.19) fica

∂t(ρvi) = −∂kΠik + ∂kσik

= −∂k(Πik − σik). (C.21)
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E logo,

∂t

∫
V

ρvidv = −
∫
V

∂k(Πik − σik)dv,

= −
∮
S

(Πik − σik)nkds. (C.22)

Em analogia com o que temos feito, se −
∮
S

Πiknkds corresponde à variação

do momentum produzido pelas forças de pressão e pelo movimento do fluido através da

superf́ıcie S,
∮
S

σiknkds é o termo correspondente produzido pelas forças viscosas atuantes

no fluido. Em uma descrição microscópica, este termo refere-se ao momentum transferido

através da superf́ıcie S pelas colisões inelásticas dos átomos próximos à superf́ıcie.

O tensor de viscosidade σik pode ser obtido de maneira geral e vigorosa, por

exemplo, em estudos sobre elasticidade. Neste caṕıtulo, faremos somente uma dedução

intuitiva [20].

Seja um fluido isotrópico. Se o fluido estiver em repouso, ou em movi-

mento uniforme, com velocidade ~v idêntica em todos os pontos, não temos forças de

cisalhamento. Porém, se houver alguma velocidade relativa entre as part́ıculas do fluido,

as forças viscosas serão importantes. Assim, espera-se que o tensor σik não seja proporci-

onal à velocidade vi, mas que dependa das posśıveis variações da velocidade, envolvendo

termos do tipo ∂kvi, ∂k∂jvi, .... Vamos restringir nossa análise aos termos lineares, por

simplicidade. Note-se, também que as forças viscosas atuam como se o fluido estiver em

rotação uniforme, tal que sua velocidade possa ser escrita por

~v = ~ω × ~r, (C.23)

em que ~ω é a velocidade angular do fluido. Portanto, σik deve ser nulo se a

velocidade for constante e também se uma relação do tipo (C.23) for satisfeita. Usando

notação tensorial cartesiana, podemos escrever

vi = εijkωjxk

vk = εkjiωjxi, (C.24)
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de modo que

∂kvi = εijkωj

∂ivk = εkjiωj, (C.25)

Assim, para que as duas condições 1 sejam satisfeitas, o tensor σik deverá ser

proporcional aos termos ∂kvi + ∂ivk e δik∂rvr. Em outras palavras podemos escrever

σik = µ(∂kvi + ∂ivk) + λδik∂rvr, (C.26)

em que µ e λ são os coeficientes de viscosidade dinâmica 2 (veja equação (2.19)),

que, em geral, são independentes da posição do fluido.

Introduzindo (C.26) em (C.21)

∂t(ρvi) = −∂kΠik + ∂k[µ(∂kvi + ∂ivk) + λδik∂rvr]. (C.27)

Usando a definição de Πik, e a relação (C.11), obtemos

∂t(ρvi) = −∂k[P0δik + ρvivk − µ(∂kvi + ∂ivk)− λδik∂rvr], (C.28)

em que usamos a notação P0 para a pressão do fluido. Em termos da derivada material,

a eq.(C.28) fica

ρ
Dvi
Dt

= −∂k [P0δik − µ(∂kvi + ∂ivk)− λδik∂rvr] . (C.29)

Definindo o tensor τik :

τik = σik − P0δik

= −P0δik + µ(∂kvi + ∂ivk) + λδik∂rvr, (C.30)

a eq.(C.29) fica

ρ
Dvi
Dt

= ∂kτik. (C.31)

Essa equação é análoga com a eq.(C.7) . Vemos que, se µ = λ = 0, isto é, se a vis-

cosidade for despreźıvel, as equações (C.29) e (C.31) reduzem-se ao caso anterior, dado

pela eq.(C.7), e P0 é a pressão exercida em um ponto qualquer do fluido. Note-se que no

1σik não deve ser proporcional a vi e o fluido não está em rotação uniforme.
2Alguns valores t́ıpicos: µ ' 0, 01 gcm−1s−1 para a água e µ ' 1, 8 × 10−4 gcm−1s−1 para o ar;

ambos medidos em temperatua ambiente.
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caso presente, o conceito de pressão é mais complexo, e o o termo P0δik constitui o valor

estático do tensor τik, que é chamado tensor da tensões. O tensor τik é definido de modo

que τiknk é a força que atua em um elemento de área de unitário k̂. Portanto, τii é a

componente normal atuando em um elemento de área de unitário ni. Sejam os tensores

eik =
1

2
(∂kvi + ∂ivk), (C.32)

err = ∂rvr, (C.33)

Assim, o tensor τik fica

τik = −P0δik + 2µeik + λδikerr. (C.34)

O tensor eik é conhecido como tensor da taxa de deformação, e a relação (C.34) reflete

o fato de que a tensão em um fluido é proporcional à taxa de variação da deformação

sofrida pelo fluido. Esse resultado foi inicialmente enunciado por Newton, nos Principia.

Da Eq.(C.34), vem que

τ11 = −P0 + 2µe11 + λerr,

τ22 = −P0 + 2µe22 + λerr, (C.35)

τ33 = −P0 + 2µe33 + λerr.

Logo

τii = τ11 + τ22 + τ33

= −3P0 + 2µ(e11 + e22 + e33) + 3λerr

= −3P0 + 2µerr + 3λerr.

e logo

−1

3
τii = P0 −

(
λ+

2

3
µ

)
err. (C.36)

Vamos definir a pressão média P por

P = −1

3
τii. (C.37)

Da eq.(C.36) , temos

P = P0 −
(
λ+

2

3
µ

)
err. (C.38)

Como err = ∇ · ~v (vide Eq.(C.33)), então

P = P0 −
(
λ+

2

3
µ

)
∇·~v. (C.39)
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Novamente vemos que, se ~v = ~0 ou ∇·~v = 0, P = P0, que é o valor estático da tensão

(normal). Porém, se isto não ocorrer em um fluido viscoso, teremos P 6= P0, o que

significa que a pressão definida em (C.37), não poderá ser tratada como uma variável

termodinâmica, já que ela passa a depender do tensor da taxa de deformação. Para que

isso seja contornado, devemos ter

λ+
2

3
µ = 0 =⇒ λ = −2

3
µ. (C.40)

que é a hipótese de Stokes (vide equação (2.20)). E, desta forma, P = P0

Considerando as equações (C.26) e (C.40), o tensor de viscosidade σik fica

σik = µ

(
∂kvi + ∂ivk −

2

3
δik∂rvr

)
, (C.41)

e a equação de movimento (C.27) pode ser escrita da seguinte maneira

∂t(ρvi) = −∂kΠik + ∂k

[
µ

(
∂kvi + ∂ivk −

2

3
δik∂rvr

)]
= −∂k

[
Pδik + ρvivk − µ

(
∂kvi + ∂ivk −

2

3
δik∂rvr

)]
. (C.42)

A equação (C.42) diz respeito ao movimento de um fluido viscoso sem

forças externas não viscosa, como, por exemplo, as forças gravitacionais. Introduzindo a

(densidade) de força ~F devida a esses processos, a equação (C.42) fica

∂t(ρvi) = −∂k
[
Pδik + ρvivk − µ

(
∂kvi + ∂ivk −

2

3
δik∂rvr

)]
+ Fi. (C.43)

Consideremos, agora o caso particular de um fluido incompresśıvel sob ação de forças

externas. Neste caso, temos

∂rvr = 0. (C.44)

Logo, a equação (C.41) reduz-se a

σik = µ(∂kvi + ∂ivk), (C.45)

e a eq.(C.43) fica

ρ∂tvi = −∂kΠik + ∂k[µ(∂kvi + ∂ivk)] + Fi

= −∂kΠik + µ∂2
kvi + µ∂i∂kvk + Fi

= −∂kΠik + µ∂2
kvi + Fi (C.46)
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onde usamos o fato que µ∂i∂kvk = 0.

Note-se que
Dvi
Dt

=
∂vi
∂t

+ vk∂kvi,

logo

ρ
∂vi
∂t

= ρDtvi − ρvk∂kvi. (C.47)

Introduzindo a equação (C.47) em (C.46), vem que

ρ
∂vi
∂t

= ρvk∂kvi − ∂k(Pδik)− ∂k(ρvivk) + µ∂k
2vi + Fi. (C.48)

Pela eq.(C.5), temos

ρvk∂kvi − ∂k(ρvivk) = vi∂tρ = 0. (C.49)

Portanto, a eq.(C.48) fica

ρ
Dvi
Dt

= −∂k(Pδik) + µ∂2
kvi + Fi, (C.50)

ou
Dvi
Dt

= −1

ρ
∂k(Pδik) + ν∂2

kvi +
1

ρ
Fi, (C.51)

em que ν = µ
ρ

é a viscosidade cinemática.

As expressões (C.50) e (C.51) são as formas alternativas da equação de

Navier-Stokes para um fluido homogêneo e incompresśıvel. Esta equação representa a

aplicação da segunda lei de Newton a um fluido com viscosidade.

Para encerrarmos esta seção, vamos voltar à equação (C.43) e obter a

equação de Navier-Stokes para um fluido incompresśıvel com forças externas. Assim,

usando (C.43), (C.47) e as equações (C.5) e (C.11), obtemos

ρ
Dvi
Dt

= −∂k(Pδik) + µ∂2
kvi + µ∂k∂ivk −

2

3
µ∂k∂rvrδik + Fi, (C.52)

Dvi
Dt

= −1

ρ
∂k(Pδik) + ν∂2

kvi +
1

3
ν∂k∂rvrδik +

1

ρ
Fi, (C.53)

ou ainda, voltando a notação vetorial

D~v

Dt
= −1

ρ
∇P + ν∇2~v +

1

3
ν∇(∇ · ~v) +

1

ρ
~F . (C.54)

As relações (C.52), (C.53) e (C.54) são as expressões da equação de Navier-Stokes para

fluidos compresśıveis.



Referências Bibliográficas
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REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 69
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