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Resumo

A investigação das divergências ultravioletas é um passo relevante para o melhor en-

tendimento de uma nova teoria. Neste trabalho as divergências de 1-loop no setor do

campo livre são obtidas para o popular modelo dos Galileons. Os cálculos são realizados

através da técnica generalizada de Schwinger-DeWitt e também por meio dos diagramas

de Feynman. O primeiro método pode ser diretamente generalizado para o espaço-curvo,

mas aqui vamos lidar apelas com o limite do espaço plano. Mostramos que a realização

ultravioleta da teoria inclui o termo π�4π. De acordo a análise prévia para o caso da

gravitação quântica, isso significa que a teoria pode ser modificada para se tornar super-

renormalizável, mas então seu espectro f́ısico inclui dois fantasmas massivos e um escalar

massivo com energia cinética positiva. A abordagem efetiva nessa teoria pode ser per-

feitamente sucedida, exatamente como na gravitação quântica com derivadas superiores,

e nesse caso o teorema de não renormalização dos Galileons continua válido na região de

baixas energias.
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Abstract

The investigation of ultraviolet divergences is a relevant step in better understanding of

a new theory. In this work the one-loop divergences in the free field sector are obtained for

the popular Galileons model. The calculations are performed by the generalized Schwinger-

DeWitt technique and also by means of Feynman diagrams. The first method can be

directly generalized to curved space, but here we deal only with the flat-space limit. We

show that the ultraviolet completion of the theory includes the π�4π term. According

to previous analysis in the case of quantum gravity, this means that the theory can be

modified to become superrenormalizable, but then its physical spectrum includes two

massive ghosts and one massive scalar with positive kinetic energy. The effective approach

in this theory can be perfectly successful, exactly as in the higher derivative quantum

gravity, and in this case the non-renormalization theorem for Galileons remains valid in

the low-energy region.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Os Galileons são um novo modelo de campo escalar real. Originalmente foram in-

troduzidos no contexto do modelo da gravitação de Dvali-Gabadadze-Porrati [21] e tem

atualmente atráıdo um grande interesse na literatura, sendo responsáveis por inúmeras

aplicações (veja, por exemplo, [37, 15, 16] e as referências contidas nesses trabalhos).

Uma motivação padrão para se considerar os Galileons é que se assume propriedades não

convencionais de renormalização para a teoria [32, 36], especialmente quando tratada na

abordagem efetiva da teoria quântica de campos [27, 47, 9].

Resumidamente, os Galileons são teorias contendo na ação o termo cinético padrão

com duas derivadas e termos de interação com muito mais derivadas. Como resultado, o

propagador no ńıvel de árvore é livre de fantasmas de derivadas superiores enquanto que as

posśıveis divergências têm mais derivadas do que os termos presentes na ação clássica resul-

tando assim em uma teoria que não será renormalizável [32, 36]. Essas propriedades fazem

ser interessante uma comparação entre o modelo dos Galileons e a gravitação quântica com

derivadas superiores (GQDS) [44, 3] (veja também a referência [7] para uma introdução

mais detalhada). O ponto comum entre as duas teorias é a presença de termos de derivadas

superiores. No caso da GQDS a teoria pode ser renormalizável [44] ou super-renormalizável

[3]. Entretanto, existe um preço a se pagar: o espectro de part́ıculas da teoria inclui fan-

tasmas [3, 44]. Já o modelo dos Galileons é muito mais não renormalizável, no sentido

de que existem muito mais posśıveis tipos de divergências. Porém, todas as divergências

logaŕıtmicas têm muito mais derivadas do que a ação clássica inicial, resultando assim que

o setor de baixas energias da teoria possa ser livre de correções quânticas ultravioletas

fortes.

O esquema de construção de uma teoria que não é afetada, no limite ultravioleta,

1
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por correções quânticas, parece muito atrativo, mas existe um ponto importante para se

verificar. Se existem divergências de derivadas superiores no setor do propagador, então a

teoria efetivamente tem um fantasma massivo. Eliminar esse fantasma do espectro leva a

uma posśıvel quebra da unitariedade, assim como acontece na GQDS. E exatamente como

na GQDS, podemos tentar formular uma teoria de maneira que os fantasmas são sejam

gerados em energias suficientemente baixas. Assim, para se explorar a ńıvel quântico o

modelo dos Galileons de maneira completa deve ser também realizado o cálculo direto das

contribuições quânticas para o propagador do campo escalar. Esse cálculo, no ńıvel de

1-loop, é o objetivo da presente dissertação.

No geral, o estado da teoria quântica depende essencialmente da estrutura das di-

vergências ultravioletas no setor do campo livre. Pode acontecer que a teoria quântica

seja não renormalizável, ou possa ser completada para se tornar renormalizável ou até

mesmo super-renormalizável. No último caso a contribuição de 1- loop pode ser a única

que é realmente significativa. Neste trabalho vamos descobrir qual é a situação para o

modelo dos Galileons, e concluir se a teoria não é renormalizável, renormalizável ou super-

renormalizável. Vamos aqui nos restringir apenas no limite do espaço-tempo plano, pois

esse é suficiente para responder todas as questões formuladas acima.

A dissertação se organiza da seguinte maneira: Os Caṕıtulos 2 e 3 são referentes a re-

visão bibliográfica. São apresentados resultados importantes da teoria quântica de campos

usual e de seu formalismo funcional, com o intuito de ir fixando as notações e nomencla-

turas que serão utilizadas no decorrer do texto. Em especial será apresentada no final do

Caṕıtulo 3 a técnica generalizada de Schwinger-DeWitt [4]. Esse será o formalismo padrão

para o cálculo das divergências de 1-loop para o modelo dos Galileons. A vantagem prin-

cipal dessa técnica é que os cálculos podem em prinćıpio ser facilmente generalizados para

o caso do espaço-tempo curvo. É importante enfatizar que o objetivo desses caṕıtulos não

é o de deduzir nem demonstrar os resultados (muito desses de demonstração complicada)

pois isso ocuparia um espaço desnecessário no texto. Várias referências são deixadas a

cargo do leitor.

No Caṕıtulo 4 é apresentada a parte original do trabalho, recentemente publicada em

[35], em que as divergências no ńıvel de um loop são obtidas. Na seção 4.1 apresenta-

mos uma breve descrição da ação clássica dos Galileons. Já na seção 4.2 a derivação

das divergências é realizada por meio da técnica generalizada de Schwinger-DeWitt e as

consequências do resultado são discutidas na seção 4.3. Na seção 4.4 mostramos como
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o mesmo resultado pode ser obtido através da técnica mais convencional dos diagramas

de Feynman. O objetivo principal dessa seção é de caráter ilustrativo e também com a

intenção de termos um maior controle sobre os resultados obtidos.

Por fim, no Caṕıtulo 5 tiramos nossas conclusões fazendo discussões adicionais do

resultado e apresentaremos perspectivas futuras de trabalhos relacionados à dissertação.



Caṕıtulo 2

Campos relativ́ısticos

Este caṕıtulo tem como objetivo fazer uma breve revisão, fixar notações e nomencla-

turas relacionadas aos campos relativ́ısticos usados na teoria quântica de campos. Para

uma exposição mais detalhada sobre o assunto são recomendados ao leitor as referências

[28, 38, 40]. Como os Galileons podem ser vistos como um modelo de campo escalar real

sem massa contendo termos de interação com derivadas dos campos, vamos considerar

neste trabalho apenas o caso particular do campo escalar real.

2.1 Notação relativ́ıstica

Vamos começar o texto fixando as notações e convenções que serão utilizadas neste

trabalho. Também vamos começar a definir grandezas f́ısicas que serão úteis.

Os ı́ndices gregos α, β, µ, ν... tomam valores 0, 1, 2, 3 enquanto que os ı́ndices latinos

i, j, k... percorrem os valores 1, 2, 3. Denotamos as coordenadas do espaço-tempo quadridi-

mensional de Minkowsky por

xµ = (ct,x) , (2.1)

onde c é a velocidade da luz no vácuo e x é o tradicional raio-vetor em três dimensões.

Para as funções definidas sobre o espaço de Minkowsky convencionamos

φ(x) = φ(xµ) = φ(x, t) = φx(t). (2.2)

Durante a dissertação usaremos a assinatura da métrica (+,−,−,−), isso significa que o

intervalo entre dois eventos infinitesimalmente próximos no espaço-tempo pode ser escrito

como

ds2 = gµνdx
µdxν , (2.3)

4
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sendo

gµν = gµν = diag (1,−1,−1,−1) , (2.4)

a métrica de Minkowski.

Já para os operadores diferenciais, definimos a derivada parcial em relação a xµ

∂µ =
∂

∂xµ
=

(1
c

∂

∂t
,∇

)
(2.5)

e o operador de D’Alembert

� ≡ ∂µ∂µ =
1

c2
∂2

∂t2
−∇2. (2.6)

A integração sobre o espaço quadridimensional é∫
dx =

∫
d4x =

∫
dx0dx1dx2dx3. (2.7)

O quadrivetor de energia-momento de uma part́ıcula única é escrito como

pµ =
(E
c
,p

)
, (2.8)

onde p é o momento relativ́ıstico tridimensional da part́ıcula. A relação de dispersão entre

a energia e o momento tem a forma

pµpµ = m2c2 =
E2

c2
− p2. (2.9)

Para os próximos caṕıtulos vamos adotar unidades em que c = ~ = 1, entretanto vamos

escrever essas constantes explicitamente quando for necessário.

2.2 A equação de Klein-Gordon

Entendemos como campo uma função dependente do tempo t e das coordenadas espa-

ciais x, isto é φ(x, t). Do ponto de vista f́ısico o campo φ(x, t) pode ser tratado como um

sistema mecânico com um número infinito de graus de liberdade, numerados pelo vetor x,

ou seja, φ(x, t) = φx(t).

Se é de nosso interesse que o campo φ(x) descreva quanticamente o estado de uma

part́ıcula relativ́ıstica, esse deve ser coerente com a relação de dispersão (2.9). Para en-

contrar qual é a relação entre o campo e a equação (2.9) vamos substituir na mesma no

lugar de E e p, os operadores diferenciais como se faz na mecânica quântica

E → i
∂

∂t
, p → −i∇ , (2.10)
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ou resumidamente

pµ → i∂µ. (2.11)

O resultado da substituição leva a

(�+m2)φ = 0. (2.12)

A equação (2.12) é conhecida como equação de Klein-Gordon e é a equação básica que

qualquer campo relativ́ıstico que descreva part́ıculas livres deve satisfazer.

A interpretação da equação de Klein-Gordon como a equação de uma part́ıcula única,

com função de onda φ(x) em analogia com a mecânica quântica de Schrodinger, apresenta

problemas conceituais como estados livres com energias negativas e probabilidade não

definida de maneira positiva [28, 38]. Entretanto essas inconsistências são solucionadas

através do processo de quantização canônica, que será alvo de discussão na próxima seção.

2.3 Quantização Canônica do campo escalar livre

Como foi salientado na seção anterior, a equação de Klein-Gordon interpretada como

a equação de onda de uma única part́ıcula quântica apresenta problemas conceituais rela-

cionados à ocorrência de soluções com energias negativas e probabilidade não definida

positivamente. Para resolver esses problemas devemos considerar o processo de quan-

tização canônica que consiste em reinterpretar as variáveis dinâmicas do sistema, o campo

φ(x) e seu momento conjugado π(x), como operadores que atuam no espaço dos vetores

de estado e satisfazem relações canônicas de comutação.

De maneira mais detalhada, o processo de quantização canônica consiste nos seguintes

postulados:

1. O estado do sistema é descrito por um vetor normalizado | ψ⟩ no espaço de Hilbert.

2. O campo φ(x) e o momento π(x) no momento inicial são representados por opera-

dores Hermitianos φ̂(x), π̂(x), que satisfazem as relações canônicas de comutação

[
φ̂(x), φ̂(y)

]
= 0 , (2.13)

[
π̂(x), π̂(y)

]
= 0 , (2.14)
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[
φ̂(x), π̂(y)

]
= iδ(x− y). (2.15)

A cada observável clássico A[φ, π] corresponde um operador hermitiano 1

Â = A[φ, π]
∣∣
φ=φ̂,π=π̂

, (2.16)

atuando no espaço dos vetores de estado | ψ⟩.

3. O valor esperado do observável A no estado | ψ⟩ é dado por ⟨ψ | Â | ψ⟩.

4. A dinâmica do sistema é descrita pelo operador de evolução temporal Û(t, t0) que

satisfaz a equação de Schrodinger

i
d

dt
Û(t, t0) = Ĥ(t)Û(t, t0) , (2.17)

onde Ĥ(t) é o operador de Hamilton. O operador de evolução temporal possui as

seguintes propriedades

Û(t0, t0) = 1̂ , (2.18)

Û †(t, t0)Û(t, t0) = 1̂ , (2.19)

Û(t2, t0) = Û(t2, t1)Û(t1, t0). (2.20)

A evolução temporal do operador φ̂(x) na interpretação de Heisenberg é, por exem-

plo, dada por φ̂(x) = Û †(t)φ̂(x)Û(t).

Juntos, os postulados 1, 2, 3 e 4 constituem o conteúdo do processo de quantização

canônica.

Para ilustrar o procedimento, vamos aplicá-lo ao campo escalar real descrito pela

equação de Klein-Gordon (2.12). Introduzindo os operadores na interpretação de Heisen-

berg

φ̂(x) = Û †(t)φ̂(x)Û(t) , π̂(x) = Û †(t)π̂(x)Û(t), (2.21)

1Em certos casos na construção do operador Â deve se considerar uma prescrição adicional sobre o

ordenamento dos operadores φ̂(x), π̂(x). Esse procedimento deve ser realizado de tal maneira que o

operador Â seja hermitiano e de maneira que os observáveis f́ısicos calculados sejam correspondentes as

experiências de laboratório.
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as equações de Heisenberg correspondentes são

i ˙̂φ(x) =
[
φ̂(x), Ĥ

]
, i ˙̂π(x) =

[
π̂(x), Ĥ

]
. (2.22)

Utilizando o operador de Hamilton correspondente desse modelo

Ĥ =
1

2

∫
d3x [π̂2(x) + ∂iφ̂(x)∂

iφ̂(x) +m2φ̂2(x)] (2.23)

e os comutadores (2.13), (2.14) e (2.15) chegamos a

˙̂φ(x) = π̂(x) , ˙̂π(x) = ∆φ̂(x)−m2φ̂(x). (2.24)

Substituindo a primeira equação na segunda, obtemos

�φ̂(x) +m2φ̂(x) = 0. (2.25)

A solução da equação (2.25) pode ser expressa por meios da série de Fourier

φ̂(x) =

∫
d3p√

2(2π)3E(p)

[
e−ipxâ(p) + eipxâ†(p)

]
(2.26)

e como π̂ = ˙̂φ

π̂(x) = −i
∫

d3pE(p)√
2(2π)3E(p)

[
e−ipxâ(p)− eipxâ†(p)

]
, (2.27)

onde nas fórmulas acima p0 ≡ E(p) e px ≡ pµx
µ = p0t−p ·x. Os operadores â†(p) e â(p)

são conhecidos respectivamente como operadores de criação e aniquilação.

Para construir os correspondentes vetores de estado, vamos utilizar as soluções (2.26)

e (2.27) para expressar Ĥ em termos dos operadores â e â† 2

Ĥ =

∫
d3pE(p)â†(p)â(p). (2.28)

Podemos também considerar o operador do momento contido no campo φ̂

P̂ j =

∫
d3p pj â†(p)â(p). (2.29)

O operador

N̂ ≡
∫
d3â†(p)â(p), (2.30)

2As fórmulas dessa seção devem ser entendidas através da prescrição adicional de ordenamento dos

operadores conhecida como ordenamento normal. Essa consiste em colocar todos os operadores â† a

esquerda dos operadores â (para uma discussão detalhada do assunto veja [28, 38, 40]).
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comuta (por construção) com os operadores Ĥ e P̂ j, sendo assim seus autovetores também

são autovetores de Ĥ e P̂ j. Os autovetores de N̂ correspondem à solução do oscilador

harmônico quântico e tem a forma [28, 38, 40, 41]

| p1, · · · ,pn⟩ =
1√
n!
â†(p1) · · · â†(pn) | 0⟩ , (2.31)

onde n é um número inteiro e o vetor | 0⟩ é definido como a solução da equação

â(p) | 0⟩ = 0. (2.32)

A equação de autovalores para N̂ tem a solução

N̂ | p1, · · · ,pn⟩ = n | p1, · · · ,pn⟩ . (2.33)

O operador N̂ é conhecido como o operador do número de part́ıculas e o estado (2.31) é

conhecido como o estado de n part́ıculas. Através da fórmula (2.33) podemos escrever as

seguintes equações de autovalores para os operadores P̂ j e Ĥ

P̂ | p1, · · · ,pn⟩ = n
(
p1 + p2 + · · ·+ pn

)
| p1, · · · ,pn⟩ , (2.34)

Ĥ | p1, · · · ,pn⟩ = n
(
E(p1) + E(p2) + · · ·+ E(pn)

)
| p1, · · · ,pn⟩. (2.35)

As equações (2.33), (2.34) e (2.35) formam a base para a interpretação dos estados do

campo quântico em termos de part́ıculas. Se interpretarmos número discreto n como o

número de part́ıculas, podemos ver que o momento tridimensional total do sistema é a

soma individual dos momentos das part́ıculas e que a energia total é a soma da energia das

part́ıculas individuais, assim como é de se esperar de um sistema de n part́ıculas livres.

A equação (2.32) nos mostra que

N̂ | 0⟩ = 0 , Ĥ | 0⟩ = 0 , P̂ | 0⟩ = 0 . (2.36)

Isso significa que o número de part́ıculas, a energia, e o momento do estado | 0⟩ são zero.

Esse estado é chamado de vácuo.

Como o conjunto de vetores | p1, · · · ,pn⟩ são autovetores da Hamiltoniana, esses po-

dem ser utilizados para formar uma base no espaço dos estados quânticos do campo escalar

livre. Qualquer estado | ψ⟩ pode ser expandido nessa base através de

| ψ⟩ =
∞∑
n=0

∫
dp31 · · · dp3n Φn(p1, · · · ,pn) | p1, · · · ,pn⟩ . (2.37)

O conjunto de estados (2.37) é conhecido como o espaço de Fock.
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2.4 Propagador de Feynman e Funções de Green

Para a teoria de Klein-Gordon a função de Green D(x, x′) definida pela equação

(�+m2 − iε)D(x, x′) = −iδ(x− x′) , (2.38)

onde iε é uma constante pequena, é conhecida como Propagador de Feynman. Utilizando

a transformada de Fourier

D(x, x′) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−x′)D(p) (2.39)

e a identidade

δ(x− x′) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−x′) (2.40)

na equação (2.38) podemos encontrar o propagador na representação dos momentos

D(p) =
i

p2 −m2 + iε
. (2.41)

A constante infinitesimal iε nos mostra como devemos tratar os pólos p2 = m2 na equação

(2.41). Nas próximas fórmulas, por questão de simplicidade, vamos omitir essa constante.

Entretanto, o propagador de Feynman deve ser sempre entendido como em (2.41).

Pela fórmula (2.26) é posśıvel mostrar que DF pode ser representado como [28, 38, 40]

D(x, x′) = ⟨0 | T{φ̂(x)φ̂(x′)} | 0⟩ , (2.42)

onde a operação T significa o ordenamento cronológico dos operadores

T{φ̂(x)φ̂(x′)} = θ(t− t′)φ̂(x)φ̂(x′) + θ(t′ − t)φ̂(x′)φ̂(x) . (2.43)

A generalização da fórmula (2.42) para um modelo de campo escalar qualquer, descrito pela

Lagrangiana L(φ, ∂µφ), é conhecida como função de Green de n pontos ou simplesmente

função de n pontos

Gn(x1, x2, · · · , xn) = ⟨0 | T{φ̂(x1)φ̂(x2) · · · φ̂(xn)} | 0⟩ . (2.44)

A função de Green de n pontos representa um dos objetos centrais para o estudo da

teoria quântica de campos. Através dessa quantidade podemos calcular observáveis f́ısicos

importantes como, por exemplo, as seções de choque de um processo de espalhamento

e as taxas de decaimento de part́ıculas [38, 40]. Em especial as divergências de 1-loop

podem ser calculadas através das funções de Green por meio da técnica dos diagramas de

Feynman. Esse assunto será abordado dentro da teoria dos Galileons na seção 4.4.



Caṕıtulo 3

Métodos funcionais da teoria

quântica de campos

Vamos terminar aqui os caṕıtulos relacionados à revisão bibliográfica considerando os

métodos funcionais da teoria quântica de campos. Na seção 3.1 vamos mostrar como a

matriz do operador de evolução temporal pode ser escrita pela integral funcional, usando

como referência [28, 38, 40, 41]. Nas seções 3.2 e 3.3 vamos seguir [7] e construir o funcional

gerador das funções de Green, a ação efetiva e sua expansão em termos dos loops. O

resultado central do caṕıtulo é a fórmula (3.50) para a ação efetiva de 1-loop. Por fim,

vamos expor de maneira resumida o método do tempo próprio de Schwinger-DeWitt. Essa

técnica é uma poderosa ferramenta para calcular as divergências da ação efetiva tanto no

espaço-tempo plano como no espaço curvo.

3.1 Integral funcional

A dinâmica de um sistema quântico é definida pelo operador de evolução temporal

Û(t′′, t′). O elemento de matriz ⟨φ′′ | Û(t′′, t′) | φ′⟩ ≡ ⟨φ′′, t′′ | φ′, t′⟩ representa a ampli-

tude de transição entre a configuração de campo φ′(x) no instante de tempo t′ para a

configuração φ′′(x) no momento t′′. O objetivo dessa seção é expressar esse objeto por

meio de uma representação útil, conhecida como integral de caminho de Feynman ou

simplesmente integral funcional.

Primeiramente vamos considerar, por questão de simplicidade, um sistema quântico

com apenas um grau de liberdade descrito por um único operador de coordenada q̂ e um

único operador de momento p̂. Seja |q⟩ o autoestado de posição e seja |p⟩ um autoestado

11
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do momento, nesse caso são válidas as relações padrões [41]

q̂|q⟩ = q|q⟩ , (3.1)

p̂|p⟩ = p|p⟩ , (3.2)

⟨p | q⟩ = 1√
2π~

e−
i
~pq , (3.3)

1̂ =

∫
dq | q⟩⟨q |=

∫
dp | p⟩⟨p | . (3.4)

A Hamiltoniana do sistema é Ĥ = H(p, q)
∣∣
q=q̂,p=p̂

, onde H(p, q) é a correspondente função

de Hamilton clássica. Considere agora a amplitude de transição

⟨q′′, t′′ | q′, t′⟩ = ⟨q′′ | Û(t′′, t′) | q′⟩ . (3.5)

Através da relação de completeza (3.4), podemos escrever

⟨q′′ | Û(t′′, t′) | q′⟩ =
∫
dp ⟨q′′ | p⟩⟨p | Û(t′′, t′) | q′⟩ . (3.6)

Se o intervalo de tempo t′′ − t′ for suficientemente pequeno, é válida a aproximação [41]

Û(t′′, t′) ≈ 1̂− i

~
(t′′ − t′)Ĥ . (3.7)

Sendo assim,

⟨p | Û(t′′, t′) | q′⟩ ≈ ⟨p | q′⟩ − i

~
(t′′ − t′)⟨p | Ĥ | q′⟩ (3.8)

= ⟨p | q′⟩
[
1− i

~
(t′′ − t′)H(q′, p)

]
≈ ⟨p | q′⟩e−

i
~ (t

′′−t′)H(q′,p) .

Portanto, utilizando as fórmulas (3.8) e (3.3) encontramos

⟨q′′ | Û(t′′, t′) | q′⟩ ≈
∫

dp

2π~
exp

{
i

~

[
p
q′′ − q′

t′′ − t′
− (t′′ − t′)H(q′, p)

]}
. (3.9)

Seja agora o intervalo de tempo t′′− t′ arbitrário. Nesse caso podemos subdividi-lo em

N partes iguais de tamanho ∆t = ti − ti−i onde i = 1, ..., N − 1 e t1 < t2 < ... < tN−1.

Através da propriedade de composição do operador de evolução temporal

Û(t′′, t′) = Û(t′′, tN−1) Û(tN−1, tN−2) · · · Û(t2, t1) Û(t1, t′) (3.10)
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e da fórmula (3.4) podemos escrever

⟨q′′ | Û(t′′, t′) | q′⟩ =
∫
dqN−1 · · · dq1 ⟨q′′ | Û(t′′, tN−1) | qN−1⟩ × (3.11)

× · · · ⟨q2 | Û(t2, t1) | q1⟩⟨q1 | Û(t1, t′) | q′⟩ .

Desde que ∆t possa ser suficientemente pequeno podemos aplicar em cada elemento de

matriz da equação (3.10) a relação (3.9) obtendo assim

⟨q′′ | Û(t′′, t′) | q′⟩ ≈
∫
dq1dp1
2π~

· · · dqN−1dpN−1

2π~
dpN
2π~

exp
{ i
~
∆t× (3.12)

×
[
pN

q′′ − qN−1

∆t
+ pN−1

qN−1 − qN−2

∆t
+ · · ·+ p2

q2 − q1
∆t

+ p1
q1 − q2
∆t

−H(qN−1, pN)−H(qN−2, pN−1)− · · · −H(q1, p2)−H(q′, p1)
]}

.

Para que a equação acima seja exata devemos considerar o limite em que ∆t → 0 e

correspondentemente N → ∞. Nesse caso a expressão no expoente de (3.12) é uma soma

de Riemann para a integral∫ t′′

t′
dt [p(t)q̇(t)−H(q(t), p(t))] = SH(t

′′, t′) , (3.13)

onde SH(t
′′, t′) é a ação clássica escrita no formalismo de Hamilton. Quando N → ∞ o

número de integrais em (3.12) formalmente tende ao infinito, sendo realizada uma inte-

gração sobre todas as posśıveis trajetórias entre q′ e q′′ no espaço de fase. Introduzindo a

notação condensada ∫
DqDp ≡ lim

N→∞

∫ N−1∏
i=1

N∏
j=1

dqi dpj
(2π~)N

, (3.14)

a equação (3.12) pode ser escrita resumidamente como

⟨q′′, t′′ | q′, t′⟩ =
∫
DqDp e

i
~SH(t′′,t′) . (3.15)

A equação (3.15) é conhecida como integral de caminho sobre o espaço de fase.

Agora vamos considerar o caso especial em que a função de Hamilton é

H(q, p) =
p2

2m
+ V (q) . (3.16)

Substituindo a equação (3.16) em (3.15) encontramos

⟨q′′, t′′ | q′, t′⟩ =
∫
DqDp exp

{ i
~

[
p(t)q̇(t)− p(t)2

2m
− V (q(t))

]}
. (3.17)
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Realizando o deslocamento p(t) → p(t) +mq̇(t) sobre a integral é posśıvel mostrar que

⟨q′′, t′′ | q′, t′⟩ = N−
∫
Dq e

i
~S(t

′′,t′) , (3.18)

onde S(t′′, t′) =
∫ t′′

t′
dt L(q(t), q′(t)) é a ação no formalismo de Lagrange e

N− ≡
∫
Dp e−

i
~
∫ t′′
t′

p(t)2

2m , (3.19)

é nesse caso um fator de normalização, pois não depende de q e nem de p. Por questão de

simplicidade vamos omiti-lo durante o texto.

A equação (3.18) é conhecida como representação do elemento de matriz do operador

de evolução temporal pela integral de trajetória de Feynman. Essa integral é realizada

sobre todos os posśıveis caminhos do espaço das configurações em que todas as trajetórias

tem ińıcio no instante t′ no ponto q′ e terminam no momento t′′ na posição q′′.

Agora considere um modelo de campo escalar descrito pela Lagrangiana L(φ, ∂µφ).

Como explicado no caṕıtulo anterior, o campo φx(t) pode ser visto como uma coordenada

generalizada enumerada pelo vetor posição x. Logo, através do processo de discretização

dos campos é posśıvel repetir todas as considerações acima, obtendo o resultado [28, 38, 40]

⟨φ′′, t′′ | φ′, t′⟩ =
∫
Dφ e

i
~S(t

′′,t′) , (3.20)

onde S(t′′, t′) =
∫ t′′

t′
dt

∫
d3xL(φ, ∂µφ) .

Os experimentos t́ıpicos de teoria de quântica de campos realizados nos aceleradores de

part́ıculas são processos de espalhamento. Nesses experimentos, inicialmente as part́ıculas

se encontram livres, são jogadas umas contra as outras, colidem e interagem por um

intervalo de tempo t́ıpico e tornando-se depois livres novamente. Definindo o instante

inicial e final assintoticamente por t → ∓∞ e sendo o estado inicial e final o vácuo a

amplitude de probabilidade de transição desse processo pode ser escrita como

⟨0,∞ | 0,∞⟩ =
∫
Dφ e

i
~S[φ] , (3.21)

onde S[φ] =
∫
d4xL(φ, ∂µφ) é a ação total no formalismo de Lagrange. A expressão (3.21)

é conhecida como probabilidade de transição vácuo a vácuo e será a relação básica para

futuras considerações.
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3.2 Funcional gerador das Funções de Green e Ação

Efetiva

Um dos objetos mais fundamentais da teoria quântica de campos são as funções de

Green

Gn(x1, x2, · · · , xn) = ⟨T φ̂(x1)φ̂(x2) · · · φ̂(xn) ⟩ , (3.22)

onde o śımbolo T define o ordenamento cronológico dos operadores e usamos a notação

condensada para o valor esperado do vácuo ⟨· · · ⟩ ≡ ⟨0 | · · · | 0⟩. O conjunto das funções

de Green Gn(x1, x2, · · · , xn) contém toda a informação de interesse na teoria quântica de

campos. Através do mesmo tipo de considerações utilizada na seção anterior é posśıvel

expressar o produto de operadores (3.22) por meio da integral funcional

Gn(x1, x2, · · · , xn) =
∫
Dφφ(x1)φ(x2) · · ·φ(xn)eiS[φ]∫

DφeiS[φ]
. (3.23)

Podemos, ao invés de considerar individualmente cada uma das funções Gn, introduzir um

objeto que inclui todas as funções de Green conhecido como funcional gerador das funções

Green Z[J ]. Esse é definido por

Z[J ] =

∫
Dφei(S[φ]+φJ) , (3.24)

onde J(x) é um campo escalar clássico arbitrário conhecido como fonte e na equação acima

usamos a notação condensada de Bryce DeWitt para o produto de dois campos

φJ =

∫
dxφ(x)J(x) . (3.25)

Através da equação (3.23) é posśıvel ver que qualquer função de Green pode ser obtida a

partir de Z[J ] pela diferenciação

Gn(x1, x2, · · · , xn) =
1

Z[J ]

δnZ[J ]

δiJ(x1)δiJ(x2) · · · δiJ(xn)

∣∣∣
J=0

. (3.26)

Um outro objeto fundamental para a teoria quântica de campos é a ação efetiva Γ[ϕ].

Para introduzi-lo, considere o funcional W [J ] definido pela regra

Z[J ] = eiW [J ] , (3.27)
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ou de maneira equivalente

W [J ] = −i lnZ[J ]. (3.28)

Agora considere a quantidade

δW [J ]

δJ(x)
=

1

Z[J ]

δZ[J ]

δiJ(x)
=

∫
Dφφ(x)ei(S[φ]+φJ)∫
Dφei(S[φ]+φJ)

≡ ⟨ φ̂(x|J) ⟩ . (3.29)

O escalar definido pela fórmula (3.29) é conhecido como campo médio ou campo de fundo.

Por questões de simplicidade vamos denotá-lo por ⟨ φ̂(x|J) ⟩ ≡ ϕ(x|J).

Assumindo que a relação

ϕ(x|J) = δW [J ]

δJ(x)
(3.30)

possa ser resolvida de maneira que a fonte seja expressa como uma função do campo de

fundo,

J = J(x|ϕ) , (3.31)

definimos a ação efetiva Γ[ϕ] pela transformação de Legendre

Γ[ϕ] =
(
W [J ]− ϕJ

)∣∣
J=J(x|ϕ) . (3.32)

Uma das consequências diretas da definição (3.32) e da fórmula (3.29) é a equação de

movimento

δΓ[ϕ]

δϕ
=
δW [J ]

δJ

δJ

δϕ
− ϕ

δJ

δϕ
− J = −J , (3.33)

isto é,

δΓ[ϕ]

δϕ(x)
= −J(x) . (3.34)

A equação (3.34) é análoga à equação de campo para a ação clássica na presença do termo

fonte,

δS[φ]

δφ(x)
= −J(x) . (3.35)

Sendo assim, comparando as equações (3.34) e (3.35), podemos ver que a ação efetiva

desempenha na teoria quântica o mesmo papel do que a ação S[φ] para a teoria clássica. Na

próxima seção vamos reforçar essa interpretação mostrando que na teoria de perturbações

a ação efetiva pode ser escrita como a ação clássica mais correções quânticas em potências

da constante ~.
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3.3 Expansão em loops da Ação Efetiva

A ação efetiva Γ[ϕ] é um objeto extremamente complicado, sendo assim, na prática

ela é usualmente calculada em termos da teoria de perturbação baseada na expansão em

loops. O objetivo dessa seção é revisar esse formalismo.

Considere o funcional gerador das funções de Green escrito na forma

Z[J ] = e
i
~W [J ] =

∫
Dφe

i
~ (S[φ]+φJ) . (3.36)

Introduzindo a ação efetiva por meio da fórmula (3.32), obtemos

e
i
~ (Γ[ϕ]+ϕJ) =

∫
Dφe

i
~ (S[φ]+φJ) . (3.37)

Utilizando a equação de movimento (3.34) e realizando a troca de variável na integral

φ→ φ+ ϕ, conhecida como deslocamento de fundo, encontramos

e
i
~Γ[ϕ] =

∫
Dφe

i
~(S[ϕ+φ]−φ

δΓ[ϕ]
δϕ ) . (3.38)

O funcional S[ϕ + φ] pode ser expandido em uma série de Taylor funcional no campo

quântico φ(x)

S[ϕ+ φ] = S[ϕ] +
∞∑
n=1

1

n!

∫
dx1 · · · dxn

δnS[ϕ]

δϕ(x1) · · · δϕ(xn)
φ(x1) · · ·φ(xn) , (3.39)

ou resumidamente usando as notações de DeWitt

S[ϕ+ φ] =
∞∑
n=0

S(n) = S[ϕ] +
∞∑
n=1

1

n!
Sn[ϕ]φ

n , (3.40)

onde

Sn[ϕ] ≡
δnS[ϕ]

δϕ(x1) · · · δϕ(xn)
. (3.41)

Usando a fórmula (3.40) em (3.38) encontramos

exp
( i
~
Γ[ϕ]

)
=

∫
Dφ exp

{ i
~

[
S[ϕ] +

1

2
φS2[ϕ]φ+

∞∑
n=3

1

n!
Sn[ϕ]φ

n (3.42)

− φ
δ

δϕ

(
Γ[ϕ]− S[ϕ]

)]}
.

Agora, fazendo a substituição na integral funcional φ→ ~ 1
2φ, temos

exp
( i
~
Γ[ϕ]

)
=

∫
Dφ exp

{ i
~

[
S[ϕ] +

~
2
φS2[ϕ]φ+

∞∑
n=3

~n
2

n!
Sn[ϕ]φ

n (3.43)

− ~
1
2φ

δ

δϕ

(
Γ[ϕ]− S[ϕ]

)]}
.
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Para resolver a equação (3.43) para a ação efetiva vamos utilizar a teoria das perturbações.

Assumimos que a ação efetiva possa ser expandida no parâmetro pequeno ~:

Γ[ϕ] =
∞∑
n=0

~nΓ̄(n)[ϕ] . (3.44)

A expansão (3.44) é conhecida como expansão em loops e o parâmetro n define o número

de loops. A substituição direta de (3.44) na equação (3.43) nos mostra que na ordem zero

em ~ a ação efetiva coincide com a ação clássica, isto é,

Γ[ϕ] = S[ϕ] +
∞∑
n=1

~nΓ̄(n)[ϕ] . (3.45)

Assim podemos ver que a ação efetiva pode ser escrita perturbativamente como a ação

clássica, mais correções quânticas no parâmetro de loop ~. Substituindo a fórmula (3.45)

na equação (3.43), encontramos

exp
(
i

∞∑
n=1

Γ̄(n)[ϕ]
)

=

∫
Dφ exp

[
i
(1
2
φS2[ϕ]φ+

∞∑
n=3

~n
2
−1

n!
Sn[ϕ]φ

n (3.46)

− ~
1
2
+nφ

δΓ̄(1)[ϕ]

δϕ

)]
.

A equação (3.46) define a teoria de perturbações para a ação efetiva. Ela pode ser resolvida

para cada ordem no parâmetro ~, em particular, na primeira ordem temos

eiΓ̄
(1)[ϕ] =

∫
Dφe

i
2
φS2[ϕ]φ = (DetS2[ϕ])

−1/2 , (3.47)

onde utilizamos a integração gaussiana. Introduzindo a notação para a forma bilinear da

ação

Ĥ = Ĥ(x, y) = S2[ϕ] =
δ2S[ϕ]

δϕ(x)δϕ(y)
, (3.48)

a relação (3.47) pode ser reduzida à equação

Γ̄(1)[ϕ] =
i

2
ln Det Ĥ . (3.49)

Agora, extrapolando a relação da álgebra linear tr lnA = det lnA para os operadores,

encontramos

Γ̄(1)[ϕ] =
i

2
Tr ln Ĥ . (3.50)

A equação (3.50) é conhecida como ação efetiva de 1-loop, sendo a principal fórmula para

os cálculos de 1-loop na teoria quântica de campos. O śımbolo Tr denota o traço funcional

Tr Â =

∫
dxA(x, x) , (3.51)
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onde A(x, x) = A(x, y)
∣∣
y=x

e A(x, y) é o núcleo do operador Â definido por

Â = A(x, y)δ(x− y). (3.52)

A relação (3.50) reduz o cálculo da ação efetiva de 1-loop ao cálculo dos traços funcionais

do operador Ĥ. O traços funcionais podem ser calculados, por exemplo, através do método

de Schwinger-DeWitt que será o nosso próximo assunto.

3.4 Método de Schwinger-DeWitt

A técnica de Schwinger-DeWitt é um formalismo para o cálculo ação efetiva e em

particular, de sua parte divergente. O método foi originalmente proposto por Schwinger

[42], sendo estendida por DeWitt [20] para o espaço-tempo curvo e generalizada para

operadores não mı́nimos por A. O. Barvinsky e G. A. Vilkovisky [4]. Em especial, o

formalismo que aqui será desenvolvido permite realizar cálculos no espaço-tempo curvo

com cálculos explicitamente covariantes.

A ação efetiva de 1-loop (3.50) depende de parâmetros externos através da forma bi-

linear da ação Ĥ. Considere sua variação com respeito a esses parâmetros

δΓ̄(1) =
i

2
Tr Ĥ−1 δĤ . (3.53)

O operador Ĥ−1 pode ser representado como

Ĥ−1 = i

∫ ∞

0

ds e−isĤ . (3.54)

A equação (3.54) é conhecida como representação do operador Ĥ−1 pela integral sobre o

tempo próprio s. Como resultado,

δΓ̄(1) = −1

2
Tr

∫ ∞

0

ds e−isĤδĤ = δ
(
− i

2
Tr

∫ ∞

0

ds

s
e−isĤ

)
. (3.55)

Logo, além de uma constante aditiva não essencial, o funcional δΓ̄(1) é dado por

Γ̄(1) = − i

2
Tr

∫ ∞

0

ds

s
e−isĤ . (3.56)

A quantidade

K(x, x′|s) = e−isĤ , (3.57)
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é conhecida como núcleo de calor de Schwinger. Esse operador satisfaz a equação de

Schrodinger,

i
∂

∂s
K(x, x′|s) = −ĤK(x, x′|s) , (3.58)

com a condição inicial

K(x, x′|0) = 1̂ . (3.59)

O cálculo da ação efetiva é então nesse caso, reduzido ao cálculo da quantidade K(x, x′|s)

através da equação diferencial (3.58). Se o operador Ĥ pode ser escrito na sua forma

mı́nima

Ĥ = �+m2 + P̂ , (3.60)

essa equação pode ser resolvida por uma expansão em séries através do seguinte ansatz

K(x, x′|s) = K0(x, x
′|s) Ω(x, x′|s) . (3.61)

onde

K0(x, x
′|s) = 1

(4πis)ω
e−

i(x−x′)2
4s

−im2s , (3.62)

2ω é a dimensão do espaço-tempo e

Ω(x, x′|s) =
∞∑
k=0

(is)kâk(x, x
′) . (3.63)

Os termos âk(x, x
′) são conhecidos como coeficientes de DeWitt. Substituindo (3.61) na

equação (3.58) podemos encontrar a seguinte relação de recorrência para âk(x, x
′)

(k + 1)âk+1 +
1

2
(x− x′)µ∂µâk+1 = �âk + P̂ âk . (3.64)

Em particular os primeiros coeficientes, no limite de coincidência x = x′, obtidos a partir

dessa fórmula são, por exemplo,

â0(x, x) = 1̂ , (3.65)

â1(x, x) = P̂ , (3.66)

â2(x, x) =
1

2
P̂ 2 +

1

6
�P̂ . (3.67)
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Através da fórmula (3.61) podemos encontrar a fórmula final para a ação efetiva de

1-loop

Γ̄(1) =
i

2
Tr

∫ ∞

0

ds

s

1

(4πs)ω
e−

i(x−x′)2
4s

−im2s

∞∑
k=0

(is)kâk(x, x
′) . (3.68)

Um resultado importante (para sua demonstração, veja [4]) é que a parte divergente da

ação efetiva corresponde aos três primeiros termos da série em (3.68). Em especial, as di-

vergências logaŕıtmicas correspondem a k = 2, tal que a expressão para a parte divergente

da ação efetiva de 1-loop, na regularização dimensional [31], é

Γ̄
(1)
div = −1

ϵ

∫
d4x â2(x, x) , (3.69)

onde ϵ = (4π)2(2ω − 4). Através da aplicação direta da fórmula (3.69) podemos calcular

as divergências logaŕıtmicas para teorias em que a parte bilinear da ação pode ser escrita

na forma mı́nima (3.60). No entanto, quando o operador Ĥ não é mı́nimo é necessário

utilizar a generalização do método de Schwinger-DeWitt proposta por A. O. Barvinsky e

G. A. Vilkovisky [4].

Para calcular as divergências nesse formalismo é necessário reduzir a ação efetiva (3.50),

por meio de manipulações algébricas, a quantidades fundamentais conhecidas como traços

universais funcionais

Tr ∂α1∂α2 · · · ∂αk

1

�n
δ(x− x′) . (3.70)

Aqui 1/� é o inverso do operador de D’Alembert e pode ser definido pela transformada

de Fourier

1

�f(x) =
∫

d4k

(2π)4
eikx

(
− 1

k2

)
f(k) . (3.71)

Na referência [4] os traços universais (3.70) foram expressados através de uma expansão

nos coeficientes de Schwinger bastante similar a equação (3.68), a saber

Tr ∂α1∂ · · · ∂αk

1

�n
δ(x− x′) = − (−i)n+1

(n− 1)!
Tr

∫ ∞

0

ds

s

sn

(4πs)ω

[
∂α1 + (3.72)

i

4s
(x− x′)α1)

]
· · ·

[
∂αk

+
i

4s
(x− x′)αk

)
] ∞∑

j=0

(is)j âj(x, x
′) .

Também foi mostrado que as divergências contidas nesses traços podem ser expressadas,

no espaço-tempo plano, pela fórmula
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Tr ∂µ1 · · · ∂µ2n−4

1

�n
δ(x− x′)

∣∣∣
div

= − 2i

ϵ

∫
d4x

g
(n−2)
µ1···µ2n−4

2n−2 (n− 1)!
, (3.73)

onde n ≥ 2 e

g(n−2)
µ1···µ2n−4

= gµ1µ2 gµ3µ4 · · · gµ2n−3µ2n−4 + todas as permutações dos ı́ndices . (3.74)

As manipulações algébricas que são necessárias para a aplicação da fórmula (3.73) não são

complicadas e estão bastante detalhadas em [4] (veja também [7]). As transformações que

iremos utilizar para o cálculo das divergências do modelo dos Galileons serão mostradas

na prática no decorrer da seção 4.2.



Caṕıtulo 4

Divergências de 1-loop no modelo

dos Galileons

A ação efetiva Γ[ϕ] é um dos principais objetos de interesse na teoria quântica de

campos. Usualmente é calculada em termos da teoria de perturbações baseada na expansão

em loops. Nessa expansão são encontrados tipicamente termos dependentes de integrais de

Feynman que são divergentes no limite dos momentos grandes. Isso significa que a teoria

quântica de campos contém divergências ultravioletas.

O procedimento especial de reconstrução de uma teoria de maneira que as divergências

não sejam mais presentes na ação efetiva é conhecido como renormalização (maiores detal-

hes sobre a teoria da renormalização podem ser encontrados em vários livros textos como

[5, 11, 28, 38, 40], em especial para o espaço-tempo curvo veja [7]). Teorias não renor-

malizáveis são no geral a ńıvel quântico desprovidas de sentido f́ısico. Sendo assim é de

grande importância para um novo modelo de campo considerar o problema de sua renor-

malização. Em especial a aproximação de 1-loop é de grande interesse na teoria quântica

de campos, pois na maioria das vezes é suficiente para encontrar propriedades f́ısicas de

um modelo, como a renormalização.

O objetivo desse caṕıtulo é desenvolver o cálculo das divergências de 1-loop para o

recente modelo dos Galileons [37, 16, 15]. Na seção 4.1 iremos apresentar uma revisão

bibliográfica desse modelo. Na seção 4.2 as divergências são calculadas pela técnica de

Schwinger-DeWitt generalizada por Barvinsky e Vilkovisky [4]. A elegância desse método

é a possibilidade de extensão direta para o espaço-tempo curvo mantendo a covariância

geral em todos os passos das considerações. Essa propriedade é vantajosa em relação a

técnica dos diagramas de Feynman, que necessita para sua aplicação no espaço-tempo

23
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curvo a expansão da métrica no fundo plano gµν = ηµν + hµν . Essa expansão não mantém

explicitamente a covariância, dificultando os cálculos práticos e interpretação dos resul-

tados. Vale enfatizar que uma extensão dos cálculos que serão aqui apresentados para o

espaço-tempo curvo é altamente recomendada, pois as principais aplicações dos Galileons

estão na Cosmologia.

Para o cálculo das divergências, é necessário também dar um sentido matemático às

quantidades infinitas. Isso pode ser realizado por um procedimento conhecido como regu-

larização. Qualquer processo de regularização consiste na introdução de novos parâmetros

de maneira que, quando esses parâmetros tendem a algum valor definido, as quantidades

calculadas formalmente divergem. Durante todo este trabalho será usado a regularização

dimensional (para uma revisão sobre o assunto veja [31]) sendo as divergências expressas

pelo parâmetro ϵ = (4π)2(2ω − 4) onde 2ω é a dimensão do espaço-tempo.

Na seção 4.3 discutimos as propriedades quânticas da teoria dos Galileons baseados nos

resultados obtidos previamente. Veremos que a teoria é não renormalizável podendo ser

completada para se tornar super-renormalizável. Entretanto, neste caso o modelo perde

suas propriedades iniciais como a simetria Galileana, as equações de movimento de segunda

ordem e ausência de fantasmas. Por fim, como estamos lidando aqui apenas com o espaço-

tempo plano, vamos na seção 4.4 repetir os cálculos da seção 4.2 por meio dos diagramas

de Feynman, com o objetivo ilustrativo e pedagógico. Uma revisão sobre o método dos

diagramas de Feynman é altamente recomendável para um melhor entendimento dessa

seção. Veja, por exemplo, [38, 40]. A parte original que será aqui desenvolvida foi publicada

no artigo [35].

4.1 O modelo dos Galileons

O modelo de Dvali-Gabadadze-Porrati (DGP) é um modelo da gravitação sobre uma

brana com dimensão 3 + 1 imersa em um volume 5D com a ação [21]

S =M3
5

∫
d5X

√
−GR5[G] +M2

p

∫
d4x

√
−g R[g] , (4.1)

onde X = (y, xµ) é a coordenada, GAB(X) é a métrica em cinco dimensões e R5[G] o

escalar de Ricci 5D. A brana é localizada em y = 0 sendo gµν(x) ≡ GAB(y = 0, x) a

métrica induzida 4D e R[g] o escalar de Ricci quadridimensional. É posśıvel obter a ação

efetiva 4D integrando pela superf́ıcie. Foi mostrado em [32] que o limite de desacoplamento
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do modelo de DGP existe e que a ação efetiva quadridimensional se reduz a uma teoria

de um único campo escalar π com ação

∆S = −M
3
5

2

∫
d4x ∂µπ∂

µπ�π . (4.2)

Esse termo apesar de conter derivadas superiores possui a propriedade de que suas equações

de campo são segunda ordem. Outra importante propriedade é a invariância sob a trans-

formação

π → π + bµx
µ + c , (4.3)

onde c e bµ são constantes. O parâmetro vetorial bµ corresponde a um deslocamento

constante no gradiente ∂µπ → ∂µπ + bµ, o que nada mais é do que uma generalização

espaço-temporal da simetria de Galileu ẋ→ ẋ+ v, da mecânica não relativ́ıstica. Por esse

motivo a equação (4.3) é conhecida como transformação Galileana.

É posśıvel generalizar a estrutura (4.2) associando a ela todos os outros termos que

têm a mesma simetria e que continuam com equações de campo de segunda ordem. Na

referência [37] foi mostrado que no espaço-tempo quadridimensional plano existem apenas

cinco Lagrangianas contendo essas propriedades

L1 = π , (4.4)

L2 =
1

2
∂µπ∂

µπ ,

L3 = ∂µπ∂
µπ�π ,

L4 =
1

2
∂µπ∂

µπ(�π)2 − ∂µπ∂
µ∂νπ∂νπ�π − 1

2
∂µ∂νπ∂

µ∂νπ∂ϱπ∂
ρπ

+ ∂µπ∂
µ∂νπ∂ν∂ϱπ∂

ρπ ,

L5 =
1

6
∂µπ∂

µπ(�π)3 − 1

2
∂µπ∂

µ∂νπ∂νπ�π − 1

2
∂µ∂νπ∂

µ∂νπ∂ϱπ∂
ρπ�π

+ ∂µπ∂
µ∂νπ∂ν∂ϱπ∂

ρπ�π +
1

3
∂µ∂

νπ∂ν∂
ϱπ∂ϱ∂

µπ∂λπ∂
λπ

+
1

2
∂µ∂νπ∂

µ∂νπ∂ϱπ∂
ϱ∂λπ∂λπ − ∂µπ∂

µ∂νπ∂ν∂ϱπ∂
ϱ∂λ∂λπ .

O modelo descrito pela Lagrangina

Lπ =
5∑

i=1

ciLi , (4.5)

onde ci’s são coeficientes genéricos, é conhecido como modelo dos Galileons e o campo π

é conhecido como Galileon.



26

Os Galileons tem várias aplicações, sendo a maior parte relacionada a Cosmologia

[23, 9, 1, 13, 12, 14, 18, 30, 34]. No entanto, nesse trabalho não vamos entrar nos detalhes

de suas aplicações, vamos assumir a Lagrangiana (4.5) e através de cálculos de 1-loop

estudar as propriedades quânticas da teoria.

4.2 Cálculo das divergências de 1-loop

Nessa seção vamos mostrar em detalhes o cálculo dos contratermos que contribuem

para o propagador da teoria (4.5). Para calcular as divergências vamos utilizar o método

de Schwinger-DeWitt generalizado por Barvinsky e Vilkovisky [4]. Em resumo, a técnica

consiste em realizar manipulações algébricas para reduzir a ação efetiva de 1-loop (3.50)

em partes menores conhecidas como traços funcionais universais. A obtenção dos traços

universais pode ser encontrado em detalhes no artigo original [4], sendo assim, não é

nosso objetivo aqui descrever o método complicado de obtenção desses traços. Ao invés

disso, vamos apresentar suas expressões finais e demonstrar sua aplicação no cálculo das

divergências de 1-loop. Os únicos tipos de traços universais não nulos no espaço-tempo

plano podem ser resumidos na fórmula [4]

Tr ∂µ1 · · · ∂µ2n−4

1

�n

∣∣∣
div

= − 2i

ϵ

∫
d4x

g
(n−2)
µ1···µ2n−4

2n−2 (n− 1)!
, n ≥ 2 , (4.6)

onde

g(n−2)
µ1···µ2n−4

= gµ1µ2 gµ3µ4 · · · gµ2n−3µ2n−4 + todas as permutações dos ı́ndices

(4.7)

e ϵ = (4π)2(2ω − 4) é o parâmetro da regularização dimensional [31].

Para que possamos aplicar a fórmula (4.6) vamos realizar cálculos similares aos pre-

viamente usados em [6] (descritos também passo a passo no Caṕıtulo 8 do livro [7]).

Primeiramente, considere a ação efetiva de 1-loop

Γ̄(1) =
i

2
Tr ln Ĥ , (4.8)

aqui Ĥ é a forma bilinear da ação (4.5). Para encontrar o operador Ĥ vamos utilizar o

método do campo de fundo, que consiste na divisão dos campos em campo de fundo e

parte quântica

π → π′ = π + σ. (4.9)
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Substituindo (4.9) em (4.5) e colecionando os termos de segunda ordem no campo quântico

σ, encontramos a forma bilinear da ação

S(2) = −1

2

∫
d4x σ Ĥ σ , (4.10)

em que devido a estrutura geral da Lagrangiana (4.5), Ĥ pode ser representado como

Ĥ = �+ P̂1 + P̂2 + · · · , (4.11)

com P̂1 ∼ O(π), P̂2 ∼ O(π2) e assim por diante. Antes de escrevermos a forma expĺıcita

dos operadores P̂1,2,.. podemos considerar alguns aspectos qualitativos que nos permitirão

reduzir a quantidade dos cálculos necessários. De ińıcio, notemos que como estamos apenas

interessados em calcular os termos que contribuem para a função de dois pontos do campo

escalar, todos os nossos cálculos deverão ser realizados até a ordem O(π2), ou seja, não

precisamos levar em conta termos além de P̂2 e do quadrado de P̂1.

Agora, substituindo (4.11) em (4.8) encontramos

Tr ln Ĥ = Tr ln
(
�+ P̂1 + P̂2 + · · ·

)
= Tr ln�+ Tr ln

(
1 + P̂1

1

� + P̂2
1

� + · · ·
)

= Tr ln�+ Tr
(
P̂1

1

� + P̂2
1

� − 1

2
P̂1

1

� P̂1
1

�
)
+ · · · (4.12)

Na equação acima foi utilizado a propriedade ln (Â · B̂) = ln (Â)+ ln (B̂) e a definição do

logaŕıtmico de um operador por meio de sua série de potências. Os termos omitidos em

(4.12) são da ordem O(π3) e como mencionamos acima eles são irrelevantes para a nossa

finalidade.

Pode-se notar que as divergências aparecem em (4.6) somente para n = 2, 3, ..., logo

todos os termos proporcionais a (1/�) na equação (4.12) não contribuem para nossos

cálculos. Além disso, a parte divergente de Tr ln� é nula, pois esse termo não pertence

ao conjunto dos traços universais (4.6). Então, podemos escrever

Tr ln Ĥ
∣∣∣
div

= − 1

2
Tr P̂1

1

� P̂1
1

�

∣∣∣
div
. (4.13)

Para calcular a equação (4.13) precisamos da forma expĺıcita de P̂1, a saber

P̂1 = Ûµν ∂µ∂ν , onde Ûµν = 4c3

[
(�π)gµν − (∂µ∂νπ)

]
. (4.14)

Para reduzir o problema ao traço universal (4.6) precisamos realizar a comutação a
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seguir:

Tr P̂1
1

� P̂1
1

�

∣∣∣
div

= Tr Ûαβ∂α∂β
1

�Û
µν∂µ∂ν

1

�

∣∣∣
div

= Tr Ûαβ∂α∂β

{
Ûµν∂µ∂ν

1

�2
+
[ 1
� , Û

µν
]
∂µ∂ν

1

�

} ∣∣∣
div
. (4.15)

Com a ajuda da identidade [ 1
� , Â

]
= − 1

�
[
� , Â

] 1
� , (4.16)

podemos calcular o comutador que aparece na equação (4.15)[ 1
� , Û

µν
]
∂µ∂ν

1

� = −(�Ûµν)∂µ∂ν
1

�3
+ (�2Ûµν)∂µ∂ν

1

�4
(4.17)

+4(∂λ�Ûµν)∂λ∂µ∂ν
1

�4
− 12(∂λ∂τ�Ûµν)∂λ∂τ∂µ∂ν

1

�5
− 2(∂λÛµν)∂λ∂µ∂ν

1

�3

+4(∂λ∂τ Ûµν)∂λ∂τ∂µ∂ν
1

�4
− 8(∂ρ∂λ∂τ Ûµν)∂ρ∂λ∂τ∂ν∂µ

1

�5

+16 (∂ω∂ρ∂λ∂τ Ûµν) ∂ω∂ρ∂λ∂τ∂ν∂µ
1

�6
+O

(
1

l5

)
.

Os termos omitidos possuem dimensão de fundo (para maiores detalhes sobre essa termi-

nologia veja [4]) maior do que 1/l4 e podem ser omitidos, pois são finitos [4]. Substituindo

a equação (4.17) na equação (4.15) encontramos a seguinte expressão:

Tr P̂1
1

� P̂1
1

�

∣∣∣
div

= Tr
{
− Ûαβ(∂α∂β�Ûµν)∂µ∂ν

1

�3
+ Ûαβ(�2Ûµν)∂α∂β∂µ∂ν

1

�4

+8Ûαβ(∂α∂
λ�Ûµν)∂β∂λ∂µ∂ν

1

�4
− 12Ûαβ(∂λ∂τ�Ûµν)∂α∂β∂λ∂τ∂µ∂ν

1

�5

+4Ûαβ(∂α∂β∂
λ∂τ Ûµν)∂λ∂τ∂µ∂ν

1

�4
− 16Ûαβ(∂α∂

ρ∂λ∂τ Ûµν)∂β∂ρ∂λ∂τ∂ν∂µ
1

�5

+16Ûαβ(∂ω∂ρ∂λ∂τ Ûµν)∂α∂β∂ω∂ρ∂λ∂τ∂ν∂µ
1

�6

}∣∣∣
div
. (4.18)

Usando os traços universais podemos encontrar o valor de cada termo da equação

acima. Como exemplo, vamos mostrar em detalhes como utilizar a fórmula (4.6) no

primeiro termo da equação (4.18). Para n = 3 a fórmula do traço universal (4.6) fica

− Tr Ûαβ(∂α∂β�Ûµν)∂µ∂ν
1

�3

∣∣∣
div

=
i

2ϵ

∫
d4xÛαβ(∂α∂β�Ûµν) gµν

=
i

2ϵ

∫
d4x Ûαβ

(
∂α∂β�Ûµ

µ

)
. (4.19)

Por considerações análogas podemos calcular todos os outros termos da equação (4.18),

encontrando o seguinte resultado

Tr Ûαβ(�2Ûµν)∂α∂β∂µ∂ν
1

�4

∣∣∣
div

= − i

12 ϵ

∫
d4x

{
2 Ûµν(�2Ûµν) + Ûα

α (�2Ûµ
µ )
}
,
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8Tr Ûαβ(∂α∂
λ�Ûµν)∂β∂λ∂µ∂ν

1

�4

∣∣∣
div

= −2i

3ϵ

∫
d4x

{
2Ûα

ν (∂α∂µ�Ûµν) + Ûαβ(∂α∂β�Ûµ
µ )
}
,

4Tr Ûαβ(∂α∂β∂
λ∂τ Ûµν)∂λ∂τ∂µ∂ν

1

�4

∣∣∣
div

= − i

3ϵ

∫
d4x

{
2 Ûαβ(∂α∂β∂µ∂νÛ

µν) + Ûαβ(∂α∂β�Ûµ
µ )
}
,

− 12Tr Ûαβ(∂λ∂τ�Ûµν)∂α∂β∂λ∂τ∂µ∂ν
1

�5

∣∣∣
div

=
i

4ϵ

∫
d4x

{
Ûαβ(∂α∂β�Ûµ

µ ) +
1

2
Ûα
α (�2Ûµ

µ ) + 4Ûα
ν (∂α∂µ�Ûµν)

+ Ûµν(�2Ûµν) + Ûα
α (∂µ∂ν�Ûµν)

}
,

− 16Tr Ûαβ(∂α∂
ρ∂λ∂τ Ûµν)∂β∂ρ∂λ∂τ∂ν∂µ

1

�5

∣∣∣
div

=
i

2ϵ

∫
d4x

{
Ûαβ(∂α∂β�Ûµ

µ ) + 2Ûαβ(∂α∂β∂µ∂νÛ
µν) + 2Ûα

ν (∂α∂µ�Ûµν)
}
,

e

16 Tr Ûαβ(∂ω∂ρ∂λ∂τ Ûµν) ∂α∂β∂ω∂ρ∂λ∂τ∂ν∂µ
1

�6

∣∣∣
div

= − i

5 ϵ

∫
d4x

{1

4
Ûα
α

(
�2Ûµ

µ

)
+ Ûα

α

(
∂µ∂ν�Ûµν

)
+ Ûαβ

(
∂α∂β�Ûµ

µ

)
+2Ûαβ(∂α∂β∂µ∂νÛ

µν) + 4Ûα
ν

(
∂α∂µ�Ûµν

)
+

1

2
Ûµν

(
�2Ûµν

)}
. (4.20)

Deste modo, a equação (4.18) pode ser reduzida a

Tr P̂1
1

� P̂1
1

�

∣∣∣
div

=
2i

ϵ

∫
d4x

{ 1

40
Ûαβ(∂α∂β�Ûµ

µ )−
1

120
Ûµν(�2Ûµν)

− 1

240
Ûα
α (�2Ûµ

µ )−
1

30
Ûαβ(∂α∂β∂µ∂νÛ

µν)− 1

15
Ûα
ν (∂α∂µ�Ûµν)

+
1

40
Ûα
α (∂µ∂ν�Ûµν)

}
. (4.21)

Substituindo a forma expĺıcita do operador Ûµν definida por (4.14) na equação (4.21)

chegamos a

Tr P̂1
1

� P̂1
1

�

∣∣∣
div

= − 2i

ε
c23

∫
d4x π�4π . (4.22)

Finalmente, a partir dessa expressão e das fórmulas (4.8), (4.13) obtemos o resultado para

as divergências de 1-loop da ação efetiva no setor do campo livre,

Γ̄
(1)
div = − c23

2 ϵ

∫
d4x π�4π . (4.23)
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4.3 Discussão dos resultados

Resumiremos de uma forma sistemática as informações relevantes sobre as propriedades

quânticas da teoria dos Galileons que podem ser obtidas através do resultado (4.23):

• As divergências logaŕıtmicas ultravioletas do modelo exigem contratermos com a forma

π�4π. Como a ação clássica (4.5) não contém esse tipo de termo não é posśıvel ter um

controle sobre esse tipo de divergências através de um processo de renormalização. Para

que a teoria dos Galileons seja consistente no ńıvel quântico devemos incluir o mesmo tipo

de termo na sua ação clássica.

• De acordo com a análise da teoria gravitacional similar em [3], a teoria dos Galileons com

o termo clássico extra π�4π tem, tipicamente, dois fantasmas massivos (excitações com

energia cinética negativamente definida), um grau de liberdade do tipo escalar massivo

e o modo escalar original sem massa. Sendo assim, o propagador do campo π pode ser

representado pela estrutura geral [3]

G(p) =
1

p2
− A1

p2 +m2
1

+
A2

p2 +m2
2

− A3

p2 +m2
3

, (4.24)

A1,2,3 > 0 , m3 > m2 > m1 > 0 .

Na fórmula acima, usamos a assinatura Euclidiana da métrica e assumimos que não exis-

tem táquions no espectro de part́ıculas. Isso pode ser sempre providenciado adicionando-se

à ação clássica termos do tipo π�2π e π�3π seguido de um ajuste de seus coeficientes. En-

tretanto, as considerações que serão apresentadas a seguir também são válidas na presença

de táquions.

• A análise da referência [3] nos mostra que o modelo com o termo adicional π�4π é

super-renormalizável para qualquer escolha dos coeficientes ck no setor de interação de

(4.5). Teorias super-renormalizáveis são aquelas em que o grau superficial de divergência

diminui quando avançamos na ordem da teoria de perturbações, isto é, a partir de um certo

número de loops apenas subdiagramas de ordem inferior podem ser divergentes. No nosso

caso, as divergências aparecem apenas a ńıvel de 1-loop, já no segundo loop somente os

subdiagramas de 1-loop contém divergências. Essa propriedade não depende se o espaço-

tempo é plano e também é válida para o espaço-tempo curvo (veja a referência [7] para

uma introdução na teoria geral da renormalização no espaço-tempo curvo).
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• A abordagem efetiva na teoria quântica dos Galileons é perfeitamente posśıvel se colo-

carmos um parâmetro suficientemente pequeno na frente do termo clássico
∫
π�4π. Esse

parâmetro deve ter a dimensão M−6 e, portanto, a escolha de um coeficiente pequeno

significa que escolhemos um parâmetro de massa M grande. As massas de ambos os fan-

tasmas m1, m3 e do escalar com energia cinética positiva, m2, vão ser da mesma ordem de

magnitude de M (veja [3] para detalhes). Se considerarmos fenômenos f́ısicos clássicos ou

quânticos com energias t́ıpicas muito menores do queM , os modos massivos serão inativos

e as conclusões encontradas em [32, 36] e [27, 47] permanecem corretas, inclusive o teorema

de não renormalização.

• As divergências de 1-loop (4.23) não são invariantes perante a transformação (4.3). Isso

significa que a simetria Galileana é de fato uma simetria de baixas energias, sendo violada

pelas correções ultravioletas.

4.4 Cálculo das divergências de 1-loop através dos

Diagramas de Feynman

Na seção anterior calculamos as divergências logaŕıtmicas de 1-loop por meio do método

generalizado de Schwinger-DeWitt. Esse formalismo é vantajoso, pois é relativamente

simples generalizá-lo para o espaço-tempo curvo. Entretanto, como aqui estamos lidando

apenas com o espaço-tempo plano, podemos realizar também o cálculo equivalente pelos

tradicionais diagramas de Feynman. O objetivo dessa seção é ter um controle adicional

sobre o resultado (4.23) e como a teoria dos Galileons não é usual, as considerações apre-

sentadas aqui podem ser instrutivas. Vamos também fazer uma breve comparação entre

os diagramas de Feynman e os traços universais considerados na seção anterior.

Os diagramas que podem contribuir para o propagador do modelo dos Galileons no

ńıvel de 1-loop são provenientes dos termos de interação L3,4,5 da Lagrangiana (4.5). Con-

sideraremos cada um desses termos de maneira separada. Como a Lagrangiana L3 contém

apenas três campos, seus diagramas são análogos aos diagramas de uma teoria do tipo λϕ3.

A única diferença está em todas as posśıveis maneiras distintas de contrair as derivadas

presentes em L3. Denotando a derivada do propagador por

≡ ∂µD(x− y) = i

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−y) ipµ

p2 −m2
, (4.25)



32

podemos representar os diagramas conectados vindos do vértice L3 pelas Figuras 1 e 2.

Figura 1. O primeiro conjunto de diagramas fornecidos pelo termo L3.

Figura 2. O segundo conjunto de diagramas gerados por L3.

Os próximos diagramas são fornecidos pela Lagrangiana L4. Devido ao fato desse termo

ter somente quatro campos, seus diagramas têm a forma parecida com os diagramas da

teoria λϕ4

Figura 3. Os diagramas gerados pela Lagrangiana L4 que podem con-

tribuir para o propagador do campo dos Galileons.

Já a Lagrangiana L5 não pode gerar nenhum diagrama de 1-loop para a função de dois

pontos. Para a demonstração dessa afirmação, considere a definição do número de loops

L de um diagrama de Feynman em termo do número de suas linhas internas I e número

vértices V [40]

L = I − V + 1 . (4.26)

Como L5 tem um número ı́mpar de campos, de acordo com teorema de Wick [28, 38, 40],

somente a partir da segunda ordem na constante de acoplamento c5 os diagramas deixam

de ser nulos. Na segunda ordem temos que realizar a contração entre dez campos quânticos,

sendo dois desses responsáveis por linhas externas do diagrama. Os oito campos restantes

são contráıdos em pares formando as linhas internas do diagrama. Sendo assim, temos um

número mı́nimo de linhas internas I = 4. Como estamos na segunda ordem em c5 temos

V = 2, logo pela equação (4.26) L = 3. Isto é, já no primeiro diagrama de Feynman não

nulo gerado por L5 temos três loops, o que termina nossa demonstração.
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Antes de realizarmos os cálculos necessários, podemos fazer uma análise qualitativa dos

diagramas de Feynman no regime de grandes momentos. Como estamos interessados nas

divergências ultravioletas, essa análise é suficiente para nos mostrar qual desses diagramas

realmente contribuem para as divergências logaŕıtmicas. Considere a integral associada ao

primeiro diagrama da Figura 1

Π1(p) = c23

∫
d4q

(2π)4
p4qµqν(q

µ − pµ)(qν − pν)

q2(q − p)2
. (4.27)

Para grandes momentos podemos expandir o denominador da equação (4.27) no parâmetro

pequeno (p/q)

1

q2(q − p)2
=

1

q4
(
1− p

q

)2 =
1

q4

(
1 + 2

p

q
+ 3

p2

q2
+ · · ·

)
(4.28)

e usando também a relação ∫
d4q ∼

∫ ∞

0

dq q3 , (4.29)

chegamos à (na próxima equação vamos omitir os ı́ndices tensoriais e coeficientes, pois

estamos apenas interessados na análise qualitativa que pode ser conseguida através da

contagem do número de momentos p)

Π1(p)
q→∞∼ c23

∫ ∞

0

dq
(
· · ·+ p6q + p7 +

p8

q
+ · · ·

)
. (4.30)

Podemos ver que o terceiro termo da equação acima diverge logaritmicamente e a potência

de p que o acompanha tem grau oito. Esse número de momentos é justamente, na repre-

sentação de coordenadas, o termo �4 obtido na seção anterior. Por considerações análogas

é posśıvel mostrar que os outros diagramas da Figura 1 também possuem o comportamento

(4.30) nos grandes momentos.

Já os diagramas das Figuras 2 e 3, de fato, não contribuem para as divergências da

teoria dos Galileons. O motivo é que esses diagramas têm derivadas espaço-temporais do

propagador

D(0) = D(x− y)
∣∣
y=x

=

∫
d4p

(2π)4
i

p2 −m2
, (4.31)

que é definido sobre um único ponto do espaço tempo, ou seja, nesse caso temos ∂µD(0) =

0.

Através da análise simples feita acima, podemos explicar de maneira qualitativa, por

meio dos diagramas de Feynman, as contribuições de cada termo para as divergências na
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expansão da ação efetiva (4.12). Considere o primeiro termo Tr P̂1
1
� . Como P̂1 é propor-

cional à c3 o mesmo acontece com o termo Tr P̂1
1
� , logo esse contém apenas contribuições

provenientes da Lagrangiana L3. Então, podemos ver que esse termo não contribui porque

corresponde aos diagramas proporcionais a c3 que são todos nulos pois, L3 tem um número

ı́mpar de campos.

O próximo termo é Tr P̂2
1
� . Lembre-se que P̂2 é da ordem O(π2) sendo assim, esse é

proporcional a c4. Consequentemente esse termo é nulo, pois ele corresponde aos diagramas

da Figura 3, que como mencionado previamente não contribuem para as divergências.

Finalmente, o último traço é Tr P̂1
1
� P̂1

1
� . Esse termo é proporcional a c23, e sua contribuição

é dada pelos diagramas da Figura 1.

Todas as considerações apresentadas acima nos permitem escrever a expressão para a

parte divergente da função de dois pontos como

G
(1−loop)

div (x, y) = 1
2

(
α1×x y + α2×x y + α3×x y

+α4×x y

)∣∣∣
div

=
x y

∣∣∣
div

,
(4.32)

onde α1,2,3 são coeficientes combinatorias e o operador de polarização é dado por

= Π(p) =
4∑

i=1

1
2αiΠi(p) , (4.33)

sendo

Π1(p) = c23

∫
d4q

(2π)4
p4qµqν(q

µ − pµ)(qν − pν)

q2(q − p)2
, (4.34)

Π2(p) = c23

∫
d4q

(2π)4
p2q2qµpν(q

µ − pµ)(qν − pν)

q2(q − p)2
, (4.35)

Π3(p) = c23

∫
d4q

(2π)4
pµpνq

2qµ(pν − qν)(pα − qα)(p
α − qα)

q2(q − p)2
(4.36)

e

Π4(p) = c23

∫
d4q

(2π)4
pµpνq

4(pµ − qµ)(pν − qν)

q2(q − p)2
. (4.37)

Para separar a parte divergente das integrais acima vamos usar a regularização dimen-

sional [31]. Essa consiste em reformular a teoria para um espaço-tempo de dimensão

arbitrária 2ω. Calculando as integrais iremos encontrar resultados que dependem do
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parâmetro ω. As divergências ultravioletas se manifestam na forma de pólos simples

do tipo 1/(2− ω).

Usando as fórmulas do apêndice A podemos calcular as integrais (4.34)−(4.37), encon-

trando como resultado

Π1(p, ω) =
i c23
4
p8 I1 ,

Πi(p, ω) = 0 , i = 2, 3, 4 . (4.38)

A definição da integral I1 pode ser encontrada no Apêndice A. Para calcularmos a parte di-

vergente do operador de polarização vamos tomar o limite em que ω → 2. As divergências

são encontradas no pólo da função gamma Γ(2− ω) existente em I1. Então, encontramos

I1
∣∣
div

= −2

ϵ
, (4.39)

onde ϵ = (4π)2(2ω − 4). Levando em consideração o coeficiente combinatorial α1 = 4,

chegamos a

Πdiv(p, ω) =
i c23
2
p8 I1

∣∣
div

= − i c23
ϵ
p8 . (4.40)

Por fim, devemos calcular através do operador de polarização (4.40) a ação efetiva

divergente na representação de coordenadas. Com essa finalidade podemos usar a fórmula

de Dyson (para maiores detalhes, veja a seção 7.3 de [40])

G−1(p) = D−1(p) − Π(p) . (4.41)

Como o propagador de Feynman D(p) não possúı termos divergentes, a equação (4.41)

pode ser reescrita em função da parte divergente da ação efetiva como

δ2Γ̄
(1)
div

δπδπ
= − iΠdiv(�) = − c23

ϵ
�4 . (4.42)

A equação (4.42) pode ser facilmente resolvida, e sua solução é

Γ̄
(1)
div = − c23

2 ϵ

∫
d4x π�4π , (4.43)

que é exatamente o mesmo resultado obtido na seção anterior por meio da técnica de

Schwinger-DeWitt.



Caṕıtulo 5

Conclusão e Perspectivas

Nesse trabalho foi desenvolvido o método do campo de fundo junto com a técnica ge-

neralizada de Schwinger-DeWitt para o cálculo das divergências de 1-loop que contribuem

para o propagador do modelo dos Galileons. O cálculo também foi realizado através dos

diagramas de Feynman. A conclusão é que o limite ultravioleta da teoria inclui termos de

derivadas superiores, tal como foi antecipado em [32, 36]. Esse termo faz com que a teoria

dos Galileons seja não renormalizável. Entretanto, um novo aspecto interessante é que se

adicionarmos o mesmo tipo de termo a ação clássica do modelo

S =
5∑

i=1

∫
d4xLi +M−6

∫
π�4π , (5.1)

somos levados a uma teoria quântica super-renormalizável, onde apenas a contribuição de

1-loop para a ação efetiva é divergente e tudo além dessa ordem é finito. O novo termo

não possui a simetria Galileana π → π+bµx
µ+c e consequentemente não possui equações

de movimento de segunda ordem. Isso significa que esse tipo de teoria tem fantasmas

massivos, excitações do campo com energia cinética negativa.

Essas conclusões nos mostram que existe uma grande similaridade entre o modelo

quântico dos Galileons e a gravitação quântica. A teoria gravitacional com ação clássica

SEH = −M2
p

∫
d4x

√
−g (R + 2Λ) , (5.2)

onde R é o escalar de Ricci e Λ é um termo constante, também possui divergências de

1-loop com derivadas superiores e também não é renormalizável no caso geral [45, 19, 29].

36
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Do mesmo modo, é posśıvel considerar aqui a adição dos termos de derivada superior a

ação clássica

S = SEH + SDS , (5.3)

onde

SDS =

∫
d4x

√
−g {a1C2 + a2E + a3�R + a4R

2} , (5.4)

sendo C2 o quadrado do tensor de Weyl e E o termo topológico de Gauss-Bonnet. A teoria

(5.3) é conhecida como gravitação quântica com derivadas superiores (GQDS).

A GQDS é uma teoria renormalizável [44], podendo até mesmo ser generalizado para

se tornar super-renomalizável [3]. E assim como o modelo dos Galileons com o termo

extra
∫
π�4π, a GQDS possui em seu espectro de part́ıculas fantasmas. O estado dos

fantasmas nessas duas teorias são muito próximos, no caso da GQDS é a massa de Planck

MP que desempenha o papel do parâmetro massivo M da equação (5.1). Em ambos os

casos podemos providenciar, no ńıvel de árvore, a ausência de fantasmas para energias

suficientemente pequenas.

Um teste simples da última afirmação foi recentemente considerado na Cosmologia [22].

Foi mostrado que as soluções cosmológicas fisicamente relevantes na teoria da gravitação

com derivadas superiores (mesmo com correções semiclássicas complicadas) são estáveis

com respeito a perturbações gravitacionais (ondas gravitacionais). Definitivamente, este

resultado é esperado valer até quando não começamos a lidar com perturbações com a

amplitude inicial da ordem da magnitude de Planck. No entanto, depois que o universo

passou através de sua época inicial na escala de Planck, tais perturbações violentas não

são mais geradas e, portanto, a teoria é segura no ńıvel clássico. Provavelmente, isso deve

significar que a teoria quântica também é livre do problema dos fantasmas no ńıvel de

árvore. Certamente isto não é uma afirmação óbvia, porque não é claro como as soluções

clássicas mais importantes da teoria gravitacional (como, por exemplo, as cosmológicas)

podem ser reproduzidas através da aproximação linear da gravitação. Ao mesmo tempo, a

estabilidade das soluções cosmológicas [22] é definitivamente uma questão muito mais fun-

damental do que a abordagem linearizada da gravitação, assim podemos definitivamente

dizer que temos argumentos fortemente positivos a favor das teorias com derivadas
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superiores 1.

Vamos agora, finalmente, discutir as lições práticas que podemos aprender da analogia

entre o modelo quântico dos Galileons (5.1) e a GQDS. Como as principais aplicações dos

Galileons são relacionadas a Cosmologia (veja, como exemplo [23, 9, 1, 13, 12, 14, 18,

30, 34]), seria interessante em trabalhos futuros considerar, em analogia com a referência

[22], a estabilidade das soluções cosmológicas clássicas na teoria com derivadas superiores

(5.1). Entretanto, para esse fim devemos completar o termo calculado aqui,
∫
π�4π, por

termos dependentes também da curvatura do espaço-tempo. Para se realizar esse tipo de

cálculo, a técnica adequada é o método de Schwinger-DeWitt, pois este, permite realizar

cálculos no espaço-tempo curvo sem a quebra da covariância das equações. O formalismo

desenvolvido na seção 4.2 pode ser diretamente generalizado para o espaço-tempo curvo.

Vamos aqui, discutir qualitativamente as posśıveis mudanças nos cálculos e as fontes de

novos termos dependentes da curvatura. A primeira delas está no próprio modelo dos

Galileons. Qual é a Lagrangiana dos Galileons no espaço-tempo curvo? Este assunto

foi extensivamente discutido nas referências [15, 16, 17, 25, 24, 8], sendo mostrado que

é posśıvel realizar generalizações não mı́nimas das Lagrangianas (4.3). Isto é, podemos

adicionar a ação clássica do modelo novos termos que dependem da curvatura do espaço-

tempo. As outras diferenças são encontradas durante as manipulações algébricas. Como

a derivada covariante ∇µ não comuta, durante os cálculos de, por exemplo, Ĥ ou até

mesmo de comutadores como o da equação (4.17) são gerados novos termos dependentes

da curvatura. Como ilustração, na teoria dos Galileons com generalização mı́nima, o

operador P̂1 (equação (4.14)) deve ser substitúıdo no espaço-tempo curvo por

P̂1 = V̂ µ∇µ + Ûµν∇µ∇ν , (5.5)

onde V̂ µ = 4c3R
µν(∇νπ) e Ûµν = 4c3[−(�π)gµν + (∇µ∇µπ)].

Por fim, a última diferença está nos próprios traços universais. No espaço-tempo curvo

existem vários outros tipos de traços diferentes de (4.6) que não são nulos [4]. Em especial

os traços proporcionais a (1/�), o que faz com que, por exemplo, o termo P̂2 possa

contribuir para as divergências na expansão (4.12).

1Existem várias outras propostas interessantes para a solução do problema dos fantasmas na GQDS

[46, 2, 26, 33, 39] que podem também ser produtivas. Em qualquer caso é importante se preocupar com

os termos de derivadas superiores na gravitação, uma vez que esses são necessários para a consistência da

teoria quântica dos campos de matéria com a gravitação clássica de fundo [7, 43].
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Independentemente da maioria das informações relevantes para as aplicações Cos-

mológicas poderem ser perfeitamente obtidas a partir de argumentos de contagem de

potência, é importante de qualquer maneira generalizar nosso cálculo das divergências de

1-loop para espaço-tempo curvo em um trabalho futuro.



Apêndice A

Integrais da regularização

dimensional

Para calcular as integrais de Feyman dos diagramas da seção 4.3, precisamos das

fórmulas a seguir. As equações básicas (A.1)-(A.5) podem ser encontradas na referência

[31] e as outras integrais podem ser obtidas pelo método explicado em [10]. Todas as inte-

grais são definidas sobre o espaço Euclidiano e devem ser entendidas através da prescrição

adicional para o caso sem massa como explicado em [31].

∫
d2ωq

(2π)2ωq2(q − p)2
= I1 , (A.1)

∫
d2ωq qµ

(2π)2ωq2(q − p)2
= pµI1 , (A.2)

∫
d2ωq qµqν

(2π)2ωq2(q − p)2
= δµνI3 + pµpνI4 , (A.3)

∫
d2ωq qµqνqα

(2π)2ωq2(q − p)2
= pµpνpαI5 + EµναI6 , (A.4)

∫
d2ωq qµqνqαqβ

(2π)2ωq2(q − p)2
= pµpνpαpβI7 +GµναβI8 +HµναβI9 , (A.5)

∫
d2ωq qµqνqαqβqρ
(2π)2ωq2(q − p)2

= pµpνpαpβpρI10 +KµναβρI11 + LµναβρI12 , (A.6)

40
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∫
d2ωq qµqνqαqβqρqω
(2π)2ωq2(q − p)2

= pµpνpαpβpρpωI13 +RµναβρωI14 + SµναβρωI15 (A.7)

+ TµναβρωI16 ,

onde

Eµνα = δµνpα + todas as permutações dos ı́ndices , (A.8)

Gµναβ = δµνpαpβ + todas as permutações dos ı́ndices , (A.9)

Hµναβ = δµνδαβ + todas as permutações dos ı́ndices , (A.10)

Kµναβρ = δµνpαpβpρ + todas as permutações dos ı́ndices , (A.11)

Lµναβρ = δµνδαβpρ + todas as permutações dos ı́ndices , (A.12)

Rµναβρω = δµνpαpβpρpω + todas as permutações dos ı́ndices , (A.13)

Sµναβρω = δµνδαβpρpω + todas as permutações dos ı́ndices , (A.14)

Tµναβρω = δµνδαβδρω + todas as permutações dos ı́ndices . (A.15)

As integrais I2, ... , I16 podem ser expressadas em termos da integral básica I1,

I1 ≡
1

(4π)ωΓ(2ω − 2)
Γ(2− ω)Γ(ω − 1)Γ(ω − 1)p2(ω−2) (A.16)

e são dadas pelas expressões

I2 =
1

2
I1 , (A.17)

I3 =
−p2

4(2ω − 1)
I1 , (A.18)

I4 =
ω

2(2ω − 1)
I1 , (A.19)
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I5 =
(ω + 1)

4(2ω − 1)
I1 , (A.20)

I6 =
−p2

8(2ω − 1)
I1 , (A.21)

I7 =
(ω + 1)(ω + 2)

4(4ω2 − 1)
I1 , (A.22)

I8 =
−(ω + 1)p2

8(4ω2 − 1)
I1 , (A.23)

I9 =
p4

16(4ω2 − 1)
I1 , (A.24)

I10 =
(ω + 3)(ω + 2)

8(4ω2 − 1)
I1 , (A.25)

I11 =
−(ω + 2)p2

16(4ω2 − 1)
I1 , (A.26)

I12 =
p4

32(4ω2 − 1)
I1 , (A.27)

I13 =
(ω + 4)(ω + 3)(ω + 2)

8(2ω + 3)(4ω2 − 1)
I1 , (A.28)

I14 =
−(ω + 3)(ω + 2)p2

16(2ω + 3)(4ω2 − 1)
I1 , (A.29)

I15 =
(ω + 2)p4

32(2ω + 3)(4ω2 − 1)
I1 , (A.30)

I16 =
−p6

64(2ω + 3)(4ω2 − 1)
I1 . (A.31)
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