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Resumo

No espaço não-comutativo de Doplicher, Fredenhagen, Roberts e Amorim (DFRA),

que é uma extensão do espaço DFR, o objeto da não-comutatividade (θij) é uma variável

do sistema não-comutativo e tem um momento canônico conjugado. Nesta dissertação,

mostraremos que θij (i, j = 1, 2, 3), na Mecânica Quântica Não-Comutativa (MQNC), é

um operador no espaço de Hilbert e exploraremos as consequências da chamada “opera-

lização”. A álgebra DFRA será constrúıda em um espaço-tempo estendido com graus de

liberdade independentes associados com o objeto da não-comutatividade θij. Mostraremos

as propriedades de simetrias de um espaço-tempo estendido x + θ (D = 10), dado pelo

grupo P ′, que tem o grupo de Poincaré P como um subgrupo. O formalismo de Noether

adaptado a tal espaço-tempo estendido x + θ será descrito. Uma álgebra consistente que

envolve o conjunto ampliado de operadores canônicos será explicada, o que permitirá cons-

truir teorias que são dinamicamente invariantes perante a ação do grupo de rotação. Nessa

estrutura também é posśıvel fornecer dinâmica ao setor operatorial da não-comutatividade

resultando em novas caracteŕısticas. Uma formulação consistente da mecânica clássica vai

ser analisada de tal maneira que, sob quantização, fornecerá uma teoria quântica não-

comutativa com resultados interessantes. O formalismo de Dirac para sistemas Hamil-

tonianos vinculados é considerado e o objeto da não-comutatividade θij tem um papel

fundamental como uma quantidade independente. Em seguida, explicaremos as simetrias

dinâmicas nas teorias relativ́ısticas não-comutativas usando a álgebra DFRA. Também

falaremos sobre a equação de Dirac generalizada, em que o campo fermiônico não depende

somente das coordenadas comuns mas também de θij. A simetria dinâmica satisfeita por

tal teoria fermiônica será discutida e mostraremos que sua ação é invariante perante P ′.

Na última parte deste trabalho descreveremos os campos escalares quânticos complexos

usando esta nova estrutura. Em um formalismo de primeira quantização, θij e seu mo-

mento canônico πij são vistos como operadores que vivem em algum espaço de Hilbert. Na

perspectiva do formalismo de segunda quantização, mostraremos uma forma expĺıcita para
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os geradores de Poincaré estendidos e a mesma álgebra é gerada via relações de Heisenberg

generalizadas. Também consideraremos um termo fonte e construiremos uma solução geral

para os campos escalares quânticos complexos usando a técnica da função de Green.

Palavras–chave : não-comutatividade; mecânica quântica; teorias de calibre



Abstract

In the Doplicher, Fredenhagen, Roberts and Amorim (DFRA) noncommutative (NC)

space, which is an extension of the DFR space, the object of noncommutativity (θij) is

a variable of the NC system and has a canonical conjugate momentum. In this disserta-

tion, we will show that θij (i, j = 1, 2, 3), in NC quantum mechanics, is an operator in

Hilbert space and we will explore the consequences of this so-called “operationalization”.

The DFRA algebra is constructed in an extended space-time with independent degrees of

freedom associated with the object of noncommutativity θij. We will show the symme-

try properties of an extended x+θ (D=10) space-time, given by the group P ′, which has

the Poincaré group P as a subgroup. The Noether formalism adapted to such extended

x+θ (D = 4 +6) space-time will be depicted. A consistent algebra involving the enlarged

set of canonical operators will be described, which permits one to construct theories that

are dynamically invariant under the action of the rotation group. In this framework it is

also possible to give dynamics to the NC operator sector, resulting in new features. A

consistent classical mechanics formulation will be analyzed in such a way that, under quan-

tization, furnishes a NC quantum theory with interesting results. The Dirac formalism

for constrained Hamiltonian systems is considered and the object of noncommutativity θij

plays a fundamental role as an independent quantity. Next, we will explain the dynamical

spacetime symmetries in NC relativistic theories by using the DFRA algebra. It is also

explained about the generalized Dirac equation issue, that the fermionic field depends not

only on the ordinary coordinates but also θij. The dynamical symmetry content of such

fermionic theory is discussed, and we will show that its action is invariant under P ′. In

the last part of this work we will depict the complex quantum scalar fields using this new

framework. In a first quantized formalism, θij and its canonical momentum πij are seen

as operators living in some Hilbert space. In a second quantized formalism perspective,

we will show an explicit form for the extended Poincaré generators and the same algebra

is generated via generalized Heisenberg relations. We also will consider a source term
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and construct a general solution for the complex quantum scalar fields using the Green

function technique.

Keywords : noncommutativity; quantum mechanics; gauge theories
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Introdução

O LHC (Large Hadron Collider)1 é uma das grandes esperanças dos f́ısicos teóricos, pois

acredita-se que possa haver manifestações experimentais a respeito da F́ısica na escala de

Planck2, ou seja, nos primeiros momentos do Big Bang. Essa manifestação poderia levar,

por exemplo, ao fato de que o espaço-tempo quadridimensional padrão pode tornar-se não-

comutativo, ou seja, que o operador quadrivetor posição xµ obedeça à seguinte relação de

não-comutação

[xµ,xν ] = iθµν , (1)

onde θµν é uma matriz real, antissimétrica e constante. Neste espaço não-comutativo, a

definição de teorias de campo envolvem operadores de campo que são funções das coorde-

nadas não-comutativas. Em outras palavras, espera-se que a geometria do espaço-tempo,

na escala de Planck, seja não-comutativa.

Outra constatação que talvez possa ser encontrada graças ao LHC é a existência de

dimensões extras. Vamos ver que o espaço-tempo não-comutativo no qual vamos trabalhar

é composto de dez dimensões, o que não é desconfortável em Teoria Quântica dos Campos

(TQC), pois é o mesmo número de dimensões da supergravidade.

Em busca de uma TQC renormalizável, Heisenberg3 sugeriu que podeŕıamos usar uma

estrutura não-comutativa para as coordenadas do espaço-tempo nas escalas de compri-

mentos muito pequenos (na escala de Planck) para introduzir um “parâmetro de corte”

ultravioleta efetivo. Após conversar com Oppenheimer4, este passou o problema para

o seu aluno de doutorado Snyder, que publicou o primeiro trabalho considerando uma

1Para informações adicionais sobre o LHC consulte o site oficial do LHC, http://lhc.web.cern.ch/lhc/.
2Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858-1947), f́ısico alemão, considerado o pai da f́ısica quântica e um

dos f́ısicos mais importantes do século XX.
3Werner Karl Heisenberg (1901-1976), f́ısico alemão, um dos fundadores da Mecânica Quântica.
4Julius Robert Oppenheimer (1904-1967), f́ısico norte-americano, que dirigiu o projeto Manhattan para

o desenvolvimento da bomba atômica, durante a Segunda Guerra Mundial, no Laboratório Nacional de

Los Álamos, no Novo México.

1
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não-comutatividade do espaço-tempo em 1947 [1] onde sua motivação principal era evi-

tar singularidades em TQC. Atualmente, o problema é motivado pela teoria de cordas

[2], pois nesta teoria quando se introduz um campo magnético, a álgebra obtida é a não-

comutativa [3], ou seja, quando cordas abertas têm suas extremidades sobre D-branas na

presença de um campo magnético constante, teorias de calibre efetivas sobre um espaço

não-comutativo surgem [3, 4]. Nessas teorias de campo não-comutativas (TCNC’s) [5],

usamos a Eq. (1). Isto provocou um ressurgimento do trabalho de Snyder.

Snyder introduziu um espaço-tempo com cinco dimensões tendo o SO(4,1) como grupo

de simetria, com geradores MAB, que satisfazem a álgebra de Lorentz5, onde A,B =

0, 1, 2, 3, 4 e usando o sistema de unidades naturais, isto é, ~ = c = 1. Além disso, ele

postulou a relação entre as coordenadas e os geradores da álgebra SO(4,1)

xµ = aM4µ, (2)

(onde µ, ν = 0, 1, 2, 3 e o parâmetro a tem dimensão de comprimento), promovendo as

coordenadas do espaço-tempo a operadores Hermitianos. A relação mencionada acima

introduz o comutador através da Eq. (1),

[xµ,xν ] = ia2Mµν (3)

e as identidades

[Mµν ,xλ] = i(xµηνλ − xνηµλ) (4)

e

[Mµν ,Mαβ] = i(Mµβηνα −Mµαηνβ + Mναηµβ −Mνβηµα), (5)

que estão de acordo com a invariância de Lorentz quadridimensional. Dessa forma Snyder

recupera a invariância expĺıcita de Lorentz perdida em (1), pois θµν é uma constante.

Entretanto, C. N. Yang6 [6] mostra logo em seguida (no mesmo ano do trabalho de Snyder)

que os problemas de divergência na teoria quântica de campos continuavam presentes no

espaço-tempo não-comutativo de Snyder. Isto provocou um esquecimento do trabalho de

Snyder.

5Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928), f́ısico holandês, que recebeu em 1902 o Nobel de F́ısica por seu

trabalho sobre as radiações eletromagnéticas.
6Chen-Ning Franklin Yang (1922- ), f́ısico chinês, que trabalha com mecânica estat́ıstica e f́ısica de

part́ıculas.
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Explicando melhor, o ponto fundamental sobre o espaço não-comutativo padrão é que

o objeto da não-comutatividade θµν geralmente é considerado como sendo uma matriz

antissimétrica nas TCNC’s. Isso viola a simetria de Lorentz pois fixa uma direção em

um sistema de referência inercial. A violação da invariância de Lorentz é um problema,

pois traz efeitos tais como a birrefringência do vácuo [7] (A descrição de tais efeitos fo-

gem aos objetivos deste trabalho). No entanto, ao mesmo tempo nos permite tratar as

TCNC’s como deformações de teorias quânticas de campos comuns, substituindo produ-

tos comuns por produtos Moyal, e interações de calibre comuns por suas correspondentes

não-comutativas. Como é bem conhecido, essas teorias carregam sérios problemas como

não-unitariedade, não-localizabilidade, não-renormalizabilidade, mistura UV x IR, etc.

Por outro lado, a invariância pode ser recuperada construindo-se o espaço-tempo não-

comutativo com θµν sendo um operador tensorial com o mesmo ńıvel hierárquico que os

x’s. Isso foi feito em [8] usando uma redução conveniente da álgebra de Snyder. Tanto

xµ e θµν pertencem, nesse caso, à mesma álgebra afim. Os campos devem ser funções dos

autovalores de xµ e θµν . O fato de θµν agora ser uma coordenada resolve o problema da

invariância que era quebrada em (1).

Os resultados que aparecem na referência [8] são explorados por alguns autores [8-12].

Alguns deles preferem começar adotando a álgebra de Doplicher-Fredenhagen-Roberts

(DFR) [14] que está baseada em pŕıncipios da Relatividade Geral (RG) e da Mecânica

Quântica (MQ), que usa a equação (1) como também o desaparecimento do comutador

triplo entre os operadores coordenadas

[xµ, θαβ] = 0. (6)

Na álgebra de DFR é a representação de Weyl7 dos operadores NC que obedecem às

equações (1) e (6) e mantém a forma usual do produto Moyal 8, e consequentemente a

forma usual das TCNC’s, embora os campos tenham sido considerados dependentes não

somente de xµ, mas também de θαβ. O argumento é que muitas medidas precisas da

localização no espaço-tempo poderiam transferir às part́ıculas teste energia suficiente para

criar um campo gravitacional que em prinćıpio poderia confinar fótons. Essa possibilidade

7Hermann Klaus Hugo Weyl (1885-1955), matemático alemão, que desenvolveu suas pesquisas em f́ısica

teórica bem como a teoria de números e grupos.
8José Enrique Moyal (1910-1998), f́ısico matemático, que ajudou a estabelecer a formulação do espaço

de fase da Mecânica Quântica em 1949, além de contribuir para a engenharia aeronáutica, engenharia

elétrica e estat́ıstica.
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está relacionada com as relações de incerteza do espaço-tempo que podem ser derivadas

das equações (1) e (6) assim como das condições quânticas

θµνθ
µν = 0

(1
4
∗ θµνθµν)2 = λ8P ,

(7)

onde ∗θµν = 1
2
εµνρσθ

ρσ e λP é o comprimento de Planck.

Estes operadores são vistos atuando sobre um espaço de Hilbert9 H e esta teoria implica

em dimensões extras compactificadas [14]. O uso das condições (7) nas Refs. [7-12] trouxe

consequências triviais, uma vez que nesses trabalhos os resultados relevantes dependem

do valor de θ2, que é tomado como uma média com alguma função peso W (θ). Eles

usam nesse processo as transformações de Seiberg-Witten [3]. É claro que esses autores

não usam (7), uma vez que suas motivações não estão relacionadas à gravitação quântica,

mas com a construção de uma TCNC que mantenha a invariância de Lorentz. Este é um

problema fundamental, uma vez que não há evidência experimental para supor a violação

da simetria de Lorentz [7].

Uma estrutura interessante para estudar aspectos sobre não-comutatividade é dada

pela chamada Mecânica Quântica Não-Comutativa (MQNC) devido a sua abordagem sim-

ples. Há vários trabalhos interessantes sobre MQNC [14-29]. Na maioria desses artigos,

o objeto da não-comutatividade θij (onde i, j = 1, 2, 3 e o espaço é Euclidiano), que é

o resultado da comutação de dois operadores coordenada, é considerado como uma ma-

triz constante, embora esse não seja o caso geral [1, 8, 12, 14, 21]. Considerar θij como

uma matriz constante quebra a simetria de Lorentz ou simetria de rotação para teorias

não-relativ́ısticas, como já falamos. Em MQNC, o tempo é um parâmetro comutativo e

as coordenadas espaciais não comutam. No entanto, os objetos da não-comutatividade

não são considerados como operadores no espaço de Hilbert. Como uma consequência, os

momentos conjugados correspondentes não são introduzidos. E como é bem conhecido,

isso é importante para implementar a rotação como uma simetria dinâmica [31]. Como

um resultado, as teorias não são invariantes por rotações.

Em um trabalho recente [32] R. Amorim realizou uma extensão da álgebra de DFR

para a mecânica quântica não-relativ́ıstica de uma maneira não-trivial e mantendo a con-

9David Hilbert (1862-1943), matemático alemão, que contribuiu com idéias brilhantes sendo conside-

rado como um dos maiores matemáticos do século XX, no mesmo ńıvel de Henri Poincaré. Devemos a ele,

principalmente, a lista de 23 problemas, alguns dos quais não foram resolvidos até hoje, que ele apresentou

em 1900 no Congresso Internacional de Matemáticos em Paris.
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sistência. Os objetos da não-comutatividade (as coordenadas θij) foram considerados

como operadores e seus momentos conjugados foram introduzidos. Isto permite exibir

uma álgebra completa e consistente entre os operadores num espaço de Hilbert estendido

com seis dimensões novas e construir operadores momentum angular generalizados, que

obedecem a álgebra SO(D), e em uma maneira dinâmica, atuando propriamente em todos

os setores desse espaço de Hilbert. Se isto não for efetuado, alguns objetos fundamen-

tais geralmente empregados na literatura, como o operador coordenada deslocado, deixam

de se transformar perante rotações. A simetria não é implementada de uma maneira

algébrica, onde as transformações são baseadas na estrutura dos ı́ndices das variáveis,

mas vem dinamicamente da ação consistente de um operador, como discutido em [31].

Este novo espaço não-comutativo tem dez dimensões e agora é conhecido como o espaço

não-comutativo de Doplicher-Fredenhagen-Roberts-Amorim (DFRA).

Esta dissertação é organizada da seguinte forma: no caṕıtulo 1 veremos a

não-comutatividade via produto Moyal, abordaremos a mecânica clássica não-comutativa

e a teoria de calibre U(1) não-comutativa e no caṕıtulo 2 descreveremos os detalhes

matemáticos desse novo espaço não-comutativo. Após isso, descreveremos o espaço de

Hilbert não-comutativo e constrúıremos um modelo de oscilador harmônico para esse novo

espaço. No caṕıtulo 3, exploraremos as bases para o tratamento de sistemas vinculados

no espaço DRFA e trataremos a questão com o formalismo de Dirac10. No caṕıtulo 4

explicaremos as simetrias e os detalhes do grupo de simetria de Poincaré11 estendido.

Além disso, também vamos estudar as caracteŕısticas relativ́ısticas do espaço de DRFA

e constrúıremos a equação de Klein-Gordon12 13 14 junto com o formalismo de Noether

15. No caṕıtulo 5, analisaremos os férmions nessa nova estrutura e estudaremos a equação

de Dirac. Finalmente, no caṕıtulo 6, consideraremos a elaboração de campos escalares

10Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984), f́ısico teórico britânico, que contribuiu para o desenvolvimento

da mecânica quântica e eletrodinâmica quântica.
11Jules Henri Poincaré (1854-1912), matemático, f́ısico e filósofo da ciência francês. Estudou numerosos

problemas sobre óptica, eletricidade, telegrafia, capilaridade, elasticidade, termodinâmica, mecânica

quântica, teoria da relatividade e cosmologia.
12Oskar Benjamin Klein (1894-1977), f́ısico teórico sueco.
13Walter Gordon (1893-1939), f́ısico teórico alemão.
14ou equação de Klein-Fock-Gordon.
15Amalie “Emmy”Noether (1882-1935), matemática e f́ısica alemã. Trabalhou nas áreas de teoria dos

anéis e álgebra abstrata. Elaborou o Teorema de Noether, que explica as conexões entre simetria e as leis

de conservação em f́ısica teórica. A maior parte de seu trabalho no entanto, foi centrada no estudo de

álgebra.
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quânticos complexos e a análise do termo fonte das teorias quânticas dos campos. Nos

apêndices encontram-se as demonstrações mais trabalhosas.

Esta dissertação é baseada no artigo de revisão publicado em [35].



Caṕıtulo 1

Aspectos Gerais da

Não-Comutatividade via Produto

Moyal

Em 1980, a teoria matemática conhecida atualmente como Geometria Não-Comutativa

iniciou o seu desenvolvimento com o trabalho de Alain Connes1 [36], em que as noções

básicas da Geometria Não-Comutativa foram introduzidas e aplicadas ao toro não-comuta-

tivo, o qual permanece como um modelo de espaço não-comutativo. Seu cálculo diferencial

foi generalizado num Congresso ocorrido na cidade alemã Oberwolfach em setembro de

1981. Neste mesmo ano, Alain Connes descobriu uma homologia de correntes para a

álgebra de operadores [37] que tornou-se conhecida como cohomologia ćıclica [38], sendo

desenvolvida em detalhes em um trabalho posterior no ano de 1982 cujo t́ıtulo é Geometria

Diferencial Não-Comutativa [39]. Embora esta não-comutatividade de Connes não seja

explorada neste trabalho, o leitor interessado pode encontrá-los nas referências citadas

acima.

1.1 Produto Moyal

Vamos apresentar nesta seção2, a t́ıtulo de tornar este trabalho auto-consistente, uma

versão da não-comutatividade dada pelo chamado produto Moyal. Este produto tem que

ser consistente com a álgebra do espaço não-comutativo. Vamos procurar, de forma simpli-

1Alain Connes (1947- ), matemático francês, especialista em álgebra de operadores.
2Vamos seguir as referências [40, 41].

7
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ficada, apresentar seu desenvolvimento. Para isso, consideremos uma álgebra comutativa

de funções em RD, munida do produto usual

(f.g)(x) = f(x)g(x), (1.1)

onde vamos supor que todas as funções são de decréscimo rápido no infinito [42], ou seja,

sup
x

(1 + |x|2)k+n1+...+nD |∂n1
1 ...∂

nD
D f(x)|2 <∞, (1.2)

∀k, ni ∈ Z+ e ∂i = ∂
∂xi

. A relação (1.2) é conhecida como condição de Schwartz.

A condição de Schwartz implica que toda função φ(x) pode ser descrita pela sua trans-

formada de Fourier3

φ̃(k) =

∫
dDx e−ikjx

j

φ(x). (1.3)

É fácil notar que φ̃(−k) = φ̃(k), desde que φ(x) ∈ R.

Um espaço não-comutativo também pode ser constrúıdo por meio da substituição das

coordenadas locais xj ∈ RD por operadores hermitianos x̂j, que satisfazem a relação

de comutação definida em (1). Os operadores hermitianos x̂j geram uma álgebra não

comutativa. A correspondência entre a álgebra de campos em RD e a álgebra de operadores

pode ser perfeitamente realizada através da quantização de Weyl. É fácil ver que o produto

Moyal preserva (1), como vamos demostrar daqui a pouco.

Dada uma função φ(x) ∈ D, juntamente com sua transformada de Fourier, dada na

equação (1.3), introduzimos o śımbolo de Weyl

Ŵ [φ] ≡ Φ̂ =
1

(2π)D

∫
dDk φ̃(k) exp (ikjx̂j), (1.4)

em que adotamos o ordenamento simétrico de operadores proposto por Weyl onde, por

exemplo, Ŵ [eikjx
j
] = eikj x̂

j
. A partir da equação (1.4), notamos que Ŵ [φ] é hermitiano se

φ(x) é real. A equação (1.4) pode ser reescrita em função do operador

T̂ (k) ≡ eikj x̂
j

(1.5)

da seguinte forma

Φ̂ =
1

(2π)D

∫
dDk T̂ (k)φ̃(k). (1.6)

Como os x̂i,s são operadores hermitianos, então

T̂ †(k) = T̂ (−k). (1.7)

3Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), matemático e f́ısico francês, que iniciou a investigação das

séries de Fourier, transformadas de Fourier e lei de Fourier.
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Vamos encontrar algumas relações algébricas que serão úteis a seguir. Primeiro, vamos

calcular o produto de operadores T̂ (k)T̂ (k′). Logo, considerando a equação (1.5), temos

que

T̂ (k)T̂ (k′) = eikj x̂
j

eik
′
lx̂
l

. (1.8)

Usando a fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff [47],

eAeB = eA+Be
1
2
[A,B], (1.9)

temos que

T̂ (k)T̂ (k′) = eikj x̂
j+ik′lx̂

l

e
1
2
[ikj x̂

j ,ik′lx̂
l]

= ei(k+k
′)j x̂je−

1
2
kjk
′
l[x̂

j ,x̂l]. (1.10)

Usando a equação (1), temos que

T̂ (k)T̂ (k′) = ei(k+k
′)j x̂je−

1
2
kjk
′
l(iθ

jl)

= ei(k+k
′)j x̂je−

i
2
kjk
′
lθ
jl

= T̂ (k + k′)e−
i
2
kjk
′
lθ
jl

. (1.11)

Além disso,

Tr(T̂ (k)) =

∫
dDx

〈
x|T̂ (k)|x

〉
=

∫
dDx

〈
x|eiklx̂l |x

〉
, (1.12)

onde |x〉 são autofunções dos operadores x̂j.

Para calcularmos a expressão acima, precisamos definir certas quantidades. Veremos,

de uma forma mais geral, como podemos definir uma função arbitrária de um operador.

Consideremos uma função F de uma variável z e vamos supor que, em um certo domı́nio,

F pode ser expandida em séries de potências de z

F (z) =
∞∑
n=0

fnz
n. (1.13)

Por definição, a função correspondente do operador A é o operador F (A) definido por uma

série que tem os mesmos coeficientes fn

F (A) =
∞∑
n=0

fnA
n. (1.14)
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Seja |φa〉 um autovetor de A com autovalor a

A|φa 〉= a|φa〉 . (1.15)

Aplicando o operador n vezes, obtemos que

An|φa 〉= an|φa〉 . (1.16)

Logo, aplicando a série (1.13), temos que

F (A)|φa〉 =
∞∑
n=0

fna
n|φa 〉= F (a)|φa〉 . (1.17)

Isto nos leva a seguinte regra: quando |φa〉 é um autovetor de A com o autovalor a, |φa〉 é

um autovetor de F (A) com autovalor F (a). Usando este resultado e a definição da função

delta, podemos reescrever a equação (1.11)

Tr(T̂ (k)) =

∫
dDx eikjx

j 〈x̂j|x̂j〉

=

∫
dDx eikjx

j

= (2π)D
∏
j

δ(kj). (1.18)

Usando as propriedades (1.6), (1.7), (1.11) e (1.18), obtemos

Tr(Φ̂(k′)T̂ †(k)) = Tr

{
1

(2π)D

∫
dDk′T̂ (k′)φ̃(k′)T̂ (−k)

}
=

1

(2π)D

∫
dDk′φ̃(k′)Tr(T̂ (k′)T̂ (−k))

=
1

(2π)D

∫
dDk′φ̃(k′)Tr

{
T̂ (k − k′)e

i
2
kjk
′
lθ
jl

}
=

1

(2π)D

∫
dDk′φ̃(k′)e

i
2
kjk
′
lθ
jl

(2π)D
∏
j

δ(k − k′)j

= φ̃(k). (1.19)

e este resultado servirá como motivação para a construção do produto Moyal. Se o operador

Φ̂ for substitúıdo pelo produto de dois operadores, φ̂1φ̂2, em que os operadores Φ̂1 e Φ̂2

são definidos de forma análoga a Φ̂, o novo campo φ̃ estará relacionado aos campos φ̃1 e
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φ̃2 através de um produto diferente do usual

˜(φ1 ∗ φ2)(k) ≡ (2π)DTr{Φ̂1Φ̂2T̂
†(k)}

= (2π)DTr

{(
1

(2π)D

∫
dDk,T̂ (k,)Φ̃1(k

,)

)
.

.

(
1

(2π)D

∫
dDk,,T̂ (k,,)Φ̃2(k

,,)

)
T̂ (−k)

}
=

1

(2π)D

∫
dDk,dDk,,φ̃1(k

,)φ̃2(k
,,)Tr{T̂ (k,)T̂ (k,,)T̂ (−k)}

=
1

(2π)D

∫
dDk,dDk,,φ̃1(k

,)φ̃2(k
,,)Tr{T̂ (k,)T̂ (k,, − k).

.e−
i
2
k,,j (−kl)θ

jl}

=
1

(2π)D

∫
dDk,dDk,,φ̃1(k

,)φ̃2(k
,,)Tr{T̂ (k,)T̂ (k,, − k)}.

.e−
i
2
k,,j klθ

jl

=
1

(2π)D

∫
dDk,dDk,,φ̃1(k

,)φ̃2(k
,,)e(

i
2
θjlk,,j kl).

.T r{T̂ (k, + (k,, − k))e−
i
2
k,m(k,,−k)nθmn}

=
1

(2π)D

∫
dDk,dDk,,φ̃1(k

,)φ̃2(k
,,)e(

i
2
θjlk,,j kl)e

i
2
k,m(k,,−k)nθmn .

.(2π)D
∏
j

(
δ(k, + k,, − k)j

)
=

∫
dDk,φ̃1(k

,)φ̃2(k − k,)e
i
2
θjl(k−k,)jkle

i
2
k,jk

,
lθ
jl

=

∫
dDk,φ̃1(k

,)φ̃2(k − k,)e−
i
2
k,jklθ

jl

, (1.20)

onde ˜(φ1 ∗ φ2)(k) indica transformada de Fourier de (φ1 ∗ φ2)(k).

A equação (1.20) pode ser reescrita de uma forma mais interessante, usando as seguintes

notações

k̂i|k >= ki|k > < k|φ >= φ̃(k), (1.21)

x̂i|x >= xi|x > < x|φ >= φ(x), (1.22)

< k|x >=
e−ikjx

j

(2π)
D
2

, (1.23)

juntamente com a noção de produto tensorial ⊗ , temos que

˜(φi ∗ φ2)(k) =

∫
dDk,(< k − k,|⊗ < k,|)(|φ1 > ⊗|φ2 >)e−

i
2
klk

,
jθ
lj

=

∫
dDk,(< k − k,|⊗ < k,|)e−

i
2
(k̂l⊗k̂,j)θ

lj

(|φ1 > ⊗|φ2 >)

=

∫
dDk,dDxdDy(< k − k,|⊗ < k,|)(|x > ⊗|y >).

.(< x|⊗ < y|)e−
i
2
(k̂l⊗k̂,j)θ

lj

(|φ1 > ⊗|φ2 >) (1.24)
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onde introduzimos uma identidade, a relação de fechamento, na expressão acima, dada

por ∫
dDxdDy(|x > ⊗|y >)(< x|⊗ < y|) = 1. (1.25)

Com isso, segue-se

˜(φ1 ∗ φ2)(k) =
1

(2π)2D

∫
dDk,dDxdDye−i(k−k

,)jx
j−ik,jy

j

.

.e−
i
2
θlj(−i∂xl )(−i∂

y
j )φ1(x)φ2(y). (1.26)

Mas, sabemos que

(φ1 ∗ φ2)(x) =

∫
dDkeikjx

j ˜(φ1 ∗ φ2)(k). (1.27)

Logo, o novo produto entre os campos é dado por

(φ1 ∗ φ2)(x) =

∫
dDkeikjx

j 1

(2π)2D

∫
dDk,dDx,dDye−i(k−k

,)jx
,j−ik,jy

j

.

.e
i
2
θlj∂x

,

l ∂
y
j φ1(x

,)φ2(y)

=

∫
dDx,dDy

(
1

(2π)D

∫
dDke−ikj(x

,j−xj)
)(

1

(2π)D

∫
dDk,e−ik

,
j(y

j−xj)
)
.

.e
i
2
θlj(∂x

,

l )(∂yj )φ1(x
,)φ2(y)

=

∫
dDx,dDyδD(x, − x)δD(y − x)e

i
2
θlj(∂x

,

l )(∂yj )φ1(x
,)φ2(y)

=

∫
dDyδD(y − x)e

i
2
θlj(∂xl )(∂

y
j )φ1(x)φ2(y)

= e
i
2
θlj(∂xl )(∂

y
j )φ1(x)φ2(y)

∣∣∣
x=y

. (1.28)

Portanto,

(φ1 ∗ φ2)(x) = exp

(
i

2
θlj(∂xl )(∂yj )

)
φ1(x)φ2(y)

∣∣∣
x=y

, (1.29)

que é vista como a definição do produto Moyal. Podemos reescrever o produto Moyal de

uma outra forma,

(φ1 ∗ φ2)(x) ≡ φ1(x) ∗ φ2(x)

= φ1(x) exp

(
i

2

←
∂

∂xµ
θµν

→
∂

∂xν

)
φ2(x)

= φ1(x)φ2(x) +
∞∑
n=1

(
i

2

)n
1

n!

{
∂µ1∂µ2 ...∂µnφ1(x)

}
θµ1ν1 .

.θµ2ν2 ...θµnνn
{
∂ν1∂ν2 ...∂νnφ2(x)

}
, (1.30)

a qual exibe a não-localidade do produto Moyal, dado que a mesma possui um número

infinito de derivadas.
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A partir deste momento, discutiremos algumas das propriedades mais importantes do

produto Moyal. Usando a expansão

ex =
∞∑
x=0

xn

n!
, ∀ x ∈ R, (1.31)

podemos escrever o produto Moyal de maneira análoga,

φ1(x) ∗ φ2(x) = φ1(x)φ2(x) +
i

2
θµν∂µφ1(x)∂νφ2(x) +

1

2!

i

2
θµν

i

2
θρλ∂µ∂ρφ1(x)∂ν∂λφ2(x) +

+
1

3!

i

2
θµν

i

2
θρλ

i

2
θξη∂µ∂ρ∂ξφ1(x)∂ν∂λ∂ηφ2(x) +O(θ4). (1.32)

É importante notar que ao realizarmos o produto Moyal entre dois campos iguais,

temos uma particularidade: os termos ı́mpares em θ, isto é, os que contém produto de n

matrizes θ antissimétricas, com n ı́mpar, serão nulos devido a antissimetria.

A partir da expansão acima, podemos encontrar a regra de derivação para o produto

Moyal. Como iremos aplicar as regras de derivação usual aos termos da expansão, é

imediato que à regra de derivação do produto Moyal seja dada por

∂µ(φ1 ∗ φ2) = (∂µφ1) ∗ φ2 + φ1 ∗ (∂µφ2), (1.33)

que é idêntica a regra de derivação usual.

Uma situação interessante, mas esperada, surge ao realizarmos o produto Moyal entre

duas funções φ1 e φ2 definidas por φ1 = xµ e φ2 = xν .

xµ ∗ xν = xµxν +
i

2
θµν∂µx

µ∂νx
ν

= xµxν +
i

2
θµν . (1.34)

Percebemos que o lado direito da equação anterior tem uma parte simétrica e outra

antissimétrica. Deste modo, o comutador Moyal de xµ com xν é dado por

[xµ, xν ]∗ ≡ xµ ∗ xν − xν ∗ xµ

= xµxν +
i

2
θµν − xνxµ − i

2
θνµ

= iθµν , (1.35)

que é a relação de comutação dada em (1). Logo, demonstramos que o produto Moyal

preserva a relação fundamental da não-comutatividade.

Para tornar o produto Moyal mais familiar, será descrito a seguir um exemplo bem

simples para o produto entre dois campos. Considere um espaço bidimensional (θ12 ≡ θ)
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e sejam dois campos φ1 = x1 e φ2 = x2 definidos nesse espaço, o produto Moyal entre eles

é dado por

φ1 ∗ φ2 = x1x2 + iθ, (1.36)

e, consequentemente,

[x1, x2]∗ = iθ12, (1.37)

onde usamos o fato de que a matriz θ12 é antissimétrica, por definição.

Algo interessante em relação ao produto Moyal é que apesar de ser não-local, devido à

existência de um número infinito de derivadas em sua definição, esta não-localidade não

aparece em termos quadráticos da ação. De fato∫
dDxφ1(x) ∗ φ2(x) =

∫
dDk1d

Dk2φ̃1(k1)φ̃2(k2)

∫
dDxeikix ∗ eik2x. (1.38)

Utilizando a definição de produto Moyal, e considerando que

φi(x) =

∫
dDkeikjx

j

φ̃i(ki), (1.39)

podemos escrever∫
dDxeikix ∗ eik2x =

∫
dDx

{
e
i
2
θµν∂µ

x∂ν
y

eik1xeik2x
}

=

∫
dDx

{
ei(k1+k2) +

i

2
θµνk1µk2νe

i(k1+k2)

}
=

∫
dDxe

i
2
θµνk1µk2νei(k1+k2). (1.40)

Sendo assim∫
dDxφ1(x) ∗ φ2(x) =

∫
dDk1d

Dk2(2π)Dδ(K1 + k2)φ̃1(k1)φ̃2(k2)e
i
2
θµνk1µk2ν

=

∫
dDk1d

Dk2d
Dx(ei(k1+k2)φ̃1(k1)φ̃2(k2)

=

∫
dDx

{∫
dDk1e

ik1xφ̃1(k1)

}{∫
dDk2e

ik2xφ̃1(k1)}
}
,

(1.41)

segue que ∫
dDxφ1(x) ∗ φ2(x) =

∫
dDxφ1(x)φ2(x)

=

∫
dDxφ2(x)φ1(x)

=

∫
dDxφ2(x) ∗ φ1(x), (1.42)
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que é o resultado desejado.

Assim como, ∫
dDx∂µφ1(x) ∗ ∂µφ2(x) =

∫
dDx∂µφ1(x)∂µφ2(x), (1.43)

em que admitimos o bom comportamento dos campos no infinito, logo, os termos de

superf́ıcie são nulos.

Notamos que, para o caso de exatamente dois campos,∫
dDxφ1 ∗ φ2 =

∫
dDxφ1(x)φ2(x). (1.44)

Outras propriedades do produto Moyal que seguem diretamente da definição são

F (x) ∗ δ(x− y) = δ(x− y) ∗ F (y), (1.45)

(
φ1 ∗ φ2

)
∗ φ3 = φ1 ∗

(
φ2 ∗ φ3

)
,

≡ φ1 ∗ φ2 ∗ φ3. (1.46)

Essas propriedades serão úteis, como relatado anteriormente, quando utilizarmos o produto

Moyal para construção de teorias de campos não-comutativas.
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1.2 Mecânica Clássica Não-Comutativa

Os espaços não-comutativos são caracterizados pelas relações entre os operadores co-

ordenadas definidos na seção anterior

[xi,xj] = i~θij, (1.47)

onde o parâmetro da não-comutatividade é dado por ~θij, o qual é real, antissimétrico e

tem dimensão de área.

Como já discutimos anteriormente, uma nova teoria pode ser constrúıda se mudarmos

o produto usual de funções pelo produto Moyal

(f ∗ g)(x) = exp(
i

2
θij∂i∂j)f(x)g(y)|x=y, (1.48)

em que f e g são funções de classe C∞ em seus domı́nios de definição.

Com base nesta não-comutatividade, vamos construir os seguintes comutadores

[pi,pj] = 0 (1.49a)

[xi,xj] = i~θij (1.49b)

[xi,pj] = i~δij . (1.49c)

Logo, uma mecânica quântica não-comutativa pode ser constrúıda, onde i, j = 1, 2, 3.

Considerando-se a existência de uma estrutura simplética [43], que vamos definir

abaixo, consistente com as regras de comutação (1.49), obteremos as equações de movi-

mento correspondentes.

Consideremos um conjunto de variáveis ξa, com a = 1, 2, ..., 2n, e uma matriz anti-

ssimétrica Λab = {ξa, ξb}, onde {ξa, ξb} representa o parêntese de Poisson4 entre ξa e ξb

[44]. Dadas duas funções de ξa, F e G, podemos definir uma estrutura simplética por

{F,G} = {ξa, ξb} ∂F
∂ξa

∂F

∂ξb
. (1.50)

Dada uma Hamiltoniana H = H(ξa), podemos obter as equações de movimento usando

essa estrutura simplética. A variação temporal de ξa é dada por

ξ̇a = {ξa, H}, (1.51)

e em geral, para qualquer função F definida neste espaço de fase, temos que

Ḟ = {F,H}. (1.52)

4Siméon Denis Poisson (1781-1840), matemático e f́ısico francês.
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Agora, consideremos o espaço de fase dado por ξa = (xi, pi), com i = 1, 2, 3 e as

regras de comutação da mecânica quântica não-comutativa (1.49). A estrutura simplética

consistente com estas regras é definida por

{xi, xj} = θij, (1.53a)

{xi, pj} = δij, (1.53b)

{pi, pj} = 0. (1.53c)

Se F = F (xi, pj) e G = G(xi, pj), então usando (1.53) obtemos os seguintes parênteses

de Poisson modificados

{F,G}H = {xi, xj}∂F
∂xi

∂G

∂xj
+ {xi, pj}

∂F

∂xi
∂G

∂pj
+ {pi, xj}

∂F

∂pi

∂G

∂xj

= θij
∂F

∂xi
∂G

∂xj
+ δij

∂F

∂xi
∂G

∂pj
− δji

∂F

∂pi

∂G

∂xj

= θij
∂F

∂xi
∂G

∂xj
+

(
∂F

∂xi
∂G

∂pi
− ∂F

∂pi

∂G

∂xi

)
. (1.54)

Dada a Hamiltoniana

H =
pip

i

2m
+ V (x),

as equações de movimento correspondentes a esta nova estrutura simplética podem ser

obtidas. Assim,

ẋi = {xi, H}

= {xi, pjp
j

2m
+ V (xj)}.

Usando a propriedade dos parênteses de Poisson, {A,B+C} = {A,B}+{A,C}, obtemos

ẋi = {xi, pjp
j

2m
}+ {xi, V (xj)}.

Usando a equação (1.54) e a propriedade dos parênteses de Poisson, {A,BC} = {A,B}C+

B{A,C}, temos que

ẋi = {xi, pj
2m
}pj +

pj
2m
{xi, pj}+ θij

∂V

∂xj

= δij
pj

2m
+

pj
2m

δij + θij
∂V

∂xj

=
pi

2m
+

pi

2m
+ θij

∂V

∂xj

=
pi

m
+ θij

∂V

∂xj
. (1.55)
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que é a primeira equação de movimento. A outra equação de movimento é dada por,

ṗi = {pi, H}

= {pi,
pjp

j

2m
+ V (xj)}

= {pi,
pjp

j

2m
}+ {pi, V (xj)}.

Usando as equações (1.54), (1.61c) e a propriedade dos parênteses de Poisson, obtemos

que

ṗi = {pi,
pj
2m
}pj +

pj
2m
{pi, pj} −

∂V

∂xi

= −∂V
∂xi

. (1.56)

que é a segunda equação de movimento.

Derivando a equação (1.55) em relação ao tempo e usando a equação (1.56), temos que

ẍi =
ṗi

m
+ θij

∂2V

∂xj∂xk
ẋk

mẍi = −∂V
∂xi

+mθij
∂2V

∂xj∂xk
ẋk. (1.57)

Esta é uma reformulação da segunda lei de Newton5, onde o primeiro termo do lado direito

é o termo usual, enquanto o segundo é proporcional à velocidade e depende do parâmetro

não-comutativo θij e também da variação do potencial externo.

Note que a construção da segunda lei de Newton não-comutativa (1.57) foi obtida

através do produto Moyal onde θij é constante. Nos próximos caṕıtulos, este fator será

uma coordenada e terá um momento associado a ele. Entretanto, teremos um espaço de

nove dimensões, onde três serão do espaço de fase e seis pertencentes ao espaço θij e nessa

formulação também podemos construir uma formulação da mecânica clássica no espaço

DFRA, mas isso foge aos objetivos deste trabalho.

5Isaac Newton (1643-1727), cientista inglês, mais reconhecido como f́ısico e matemático, embora tenha

sido também astrônomo, alquimista, filósofo natural e teólogo. Sua obra, Philosophiae Naturalis Principia

Mathematica, é considerada uma das mais influentes em História da ciência. Publicada em 1687, esta obra

descreve a lei da gravitação universal e as três leis de Newton, que fundamentaram a mecânica clássica.
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1.3 Teoria de Calibre U(1) Não-Comutativa

A ação que descreve a teoria de calibre U(1) comutativa (teoria eletromagnética de

Maxwell6) é dada por [40, 45]

S = −1

4

∫
d4xFµνF

µν . (1.58)

Nosso objetivo inicial é obter a versão não-comutativa da ação da teoria de calibre

U(1). Considerando-se as propriedades (1.43) e (1.44), temos que

S = −1

4

∫
d4xFµνF

µν

= −1

4

∫
d4xFµν ∗ F µν , (1.59)

em que tomamos a dimensão do espaço-tempo como sendo quadridimensional.

A diferença entre a teoria de calibre U(1) comutativa e a não comutativa se encontra

no tensor de Maxwell. Como sabemos, o tensor de Maxwell é definido por

−ieFµν = [Dµ, Dν ], (1.60)

em que a derivada covariante Dµ é dada por

Dµ = ∂µ − ieAµ. (1.61)

Assim, sobre um espaço não-comutativo, temos que

−ieFµν = [Dµ, Dν ]∗

= Dµ ∗Dν −Dν ∗Dµ

= (∂µ − ieAµ) ∗ (∂ν − ieAν)− (∂ν − ieAν) ∗ (∂µ − ieAµ)

= ∂µ ∗ ∂ν − ie∂µ ∗ Aν − ieAµ ∗ ∂ν + (ie)2Aµ ∗ Aν − ∂ν ∗ ∂µ + ie∂ν ∗ Aµ +

+ieAν ∗ ∂µ − (ie)2Aν ∗ Aµ

= −ie(∂µAν − ∂νAµ) + (ie)2(Aµ ∗ Aν − Aν ∗ Aµ). (1.62)

Consequentemente,

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − ie[Aµ, Aν ]∗. (1.63)

Notamos portanto, que o tensor das tensões de Maxwell não-comutativo tem a mesma

forma geral do campo da teoria de Yang-Mills7. De fato, a teoria U(1) não-comutativa é

6James Clerk Maxwell (1831-1879), f́ısico e matemático britânico, mais conhecido por unir a eletrici-

dade, o magnetismo e a óptica, através das equações de Maxwell.
7Robert L. Mills (1927-1999), f́ısico americano, especialista em teoria quântica dos campos.
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não-abeliana, em que o campo de calibre acopla consigo mesmo por meio do comutador

Moyal. Esta teoria também é conhecida na literatura como teoria de Yang-Mills U(1)

não-comutativa.

A transformação de calibreAµ, que deixa a ação invariante, pode ser obtida considerando-

se que a transformação de calibre da derivada covariante atuando em algum campo car-

regado ψ deve satisfazer a relação

(Dµ ∗ ψ)′ = U ∗Dµ ∗ ψ, (1.64)

em que U(α) está relacionado ao grupo de simetria não-comutativo U(1), ou seja,

U(α) = exp ∗ (iα)

= 1 + iα +
1

2
iα ∗ iα +

1

3!
iα ∗ iα ∗ iα + ... (1.65)

Logo,

U−1(α) = exp ∗ (−iα). (1.66)

De fato, usando a definição do produto Moyal dada pela equação (1.29), temos que

U ∗ U−1 = exp[
i

2
θµν∂xµ∂

y
ν ]eiα(x)e−iα(y)

∣∣
x=y

= [eiα(x)e−iα(y) +
i

2
θµν∂xµe

iα(x)∂yνe
−iα(y) +

+
1

2!

i

2
θµν

i

2
θρλ∂xµ∂

x
ρe

iα(x)∂yν∂
y
λe
−iα(y) + ...]

∣∣
x=y

= [eiα(x)e−iα(y) +
i

2
θµν∂xµα(x)∂yνα(y)eiα(x)e−iα(y) + ...]

∣∣
x=y

= [(1 +
i

2
θµν∂xµα(x)∂yνα(y) + ...)eiα(x)e−iα(y)]

∣∣
x=y

= [exp(
i

2
θµν∂xµα(x)∂yνα(y))eiα(x)e−iα(y)]

∣∣
x=y

= 1. (1.67)

O campo ψ deve se transformar da seguinte maneira

ψ′ = U ∗ ψ. (1.68)

Logo,

(Dµ ∗ ψ)′ = (∂µ − ieA′µ) ∗ ψ′

= (∂µ − ieA′µ) ∗ U ∗ ψ

= ∂µU ∗ ψ + U ∗ ∂µψ − ieA′µ ∗ U ∗ ψ

= ∂µ(U ∗ ψ)− ieA′µ ∗ U ∗ ψ (1.69)
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Então, usando (1.61) e (1.64) e comparando com (1.69), Aµ deve transformar-se como

A′µ(x) = U(x) ∗ Aµ(x) ∗ U−1(x)− i

e
∂µU(x) ∗ U−1(x)

= [U(x) ∗ Aµ(x)− i

e
∂µU(x)] ∗ U−1(x)

= [U(x) ∗ Aµ(x)− i

e
[Dµ ∗ U(x) + ieAµ ∗ U(x)]] ∗ U−1(x)

=
i

e
U ∗Dµ ∗ U−1 (1.70)

Considerando-se, agora, a transformação de Fµν , sob a transformação (1.70), temos

(esta demonstração encontra-se no Apêndice A),

F ′µν = U ∗ Fµν ∗ U−1. (1.71)

Com este resultado, a ação (1.58) é invariante sob a transformação de calibre (1.70), ou

seja, pela transformação de Fµν dada na equação (1.71). De fato,

S ′ = −1

4

∫
d4xF ′µν ∗ F ′µν

= −1

4

∫
d4xU ∗ Fµν ∗ U−1 ∗ U ∗ F µν ∗ U−1

= −1

4

∫
d4xU ∗ Fµν ∗ F µν ∗ U−1

= −1

4

∫
d4xFµν ∗ F µν ∗ U−1 ∗ U

= −1

4

∫
d4xFµνF

µν

= S. (1.72)

Nosso próximo passo é obter as equações de movimento não-comutativas. Para fazermos

isso, faremos a variação da ação dada em (1.59). Portanto,

δS = δ
[
− 1

4

∫
d4xFµνF

µν
]

= −1

4

∫
d4xδ(FµνF

µν)

= −1

4

∫
d4x
[
(δFµν)F

µν) + Fµν(δF
µν)
]

= −1

4

∫
d4x2FµνδF

µν

= −1

2

∫
d4xFµνδF

µν . (1.73)

Usando as propriedades (1.43) e (1.44), temos que

δS = −1

2

∫
d4xFµν ∗ δF µν . (1.74)
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Substituindo a equação (1.63), obtemos

δS = −1

2

∫
d4xFµν ∗ δ(∂µAν − ∂νAµ − ie[Aµ, Aν ]∗). (1.75)

Usando a definição do comutador Moyal ([A,B]∗ = A∗B−B∗A), resulta em (no Apêndice

A),

δS = −
∫
d4xFµν ∗ ∂µδAν + ie

∫
d4xFµν ∗ δAµ ∗ Aν + ie

∫
d4xFµν ∗ Aµ ∗ δAν , (1.76)

onde usamos a antissimetria de Fµν (Fµν = −Fνµ).

Iremos, agora, reescrever o termo ie
∫
d4xFµν ∗ δAµ ∗ Aν de uma maneira mais conve-

niente. Logo,

ie

∫
d4xFµν ∗ δAµ ∗ Aν = ie

∫
d4xFνµ ∗ δAν ∗ Aµ

= ie

∫
d4x(−Fµν) ∗ δAν ∗ Aµ

= −ie
∫
d4xFµν ∗ δAν ∗ Aµ. (1.77)

Usando as propriedades (1.43) e (1.44), temos que

ie

∫
d4xFµν ∗ δAµ ∗ Aν = −ie

∫
d4xAµ ∗ Fµν ∗ δAν . (1.78)

Substituindo (1.78) em (1.76), obtemos

δS = −
∫
d4xFµν ∗ ∂µδAν − ie

∫
d4xAµ ∗ Fµν ∗ δAν + ie

∫
d4xFµν ∗ Aµ ∗ δAν (1.79)

de onde teremos que

δS =

∫
d4x∂µFµν ∗ δAν − ie

∫
d4xAµ ∗ Fµν ∗ δAν + ie

∫
d4xFµν ∗ Aµ ∗ δAν

=

∫
d4x(∂µFµν − ieAµ ∗ Fµν + ieFµν ∗ Aµ) ∗ δAν

=

∫
d4x(∂µFµν − ie[Aµ, Fµν ]∗) ∗ δAν . (1.80)

Pelo pŕıncipio de Hamilton 8 sabemos que a evolução de um sistema da configuração A para

a configuração B é tal que a ação é um mı́nimo, ou seja, a variação da ação é nula. Logo,

8William Rowan Hamilton (1805-1865), matemático, f́ısico e astrônomo irlandês, que contribuiu no

desenvolvimento da óptica, dinâmica e álgebra. Sua descoberta mais importante em matemática é a dos

quaterniões. Em f́ısica é muito conhecido pelo seu trabalho em Mecânica Anaĺıtica, que veio a ser influente

nas áreas da Mecânica Quântica e da Teoria Quântica de Campos.
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da expressão anterior podemos deduzir que as equações de movimento não-comutativas

são

∂µFµν − ie[Aµ, Fµν ]∗ = 0, (1.81)

que pode ser escrita em uma forma mais elegante, usando a seguinte propriedade da

derivada covariante: Dµ ∗ (F ∗G) = ∂µ(F ∗G)− ie[Aµ, F ∗G]∗, como

Dµ ∗ Fµν = 0 (1.82)

Vamos verificar a consistência desta equação. Aplicando a derivada ∂ν à equação (1.81),

obtemos

∂ν(∂µFµν − ie[Aµ, Fµν ]∗) = 0

∂ν∂µFµν − ie∂ν [Aµ, Fµν ]∗ = 0

∂µ∂νFµν − ie∂ν [Aµ, Fµν ]∗ = 0. (1.83)

Podemos demonstrar facilmente (Apêndice A) que, analogamente ao caso comutativo,

∂µ∂νFµν = 0. (1.84)

Então, a equação (1.83) fica

−ie∂ν [Aµ, Fµν ]∗ = 0. (1.85)

Por outro lado,

∂ν [Aµ, Fµν ]∗ = ∂ν(Aµ ∗ Fµν − Fµν ∗ Aµ)

= ∂ν(Aµ ∗ Fµν)− ∂ν(Fµν ∗ Aµ)

= ∂νAµ ∗ Fµν + Aµ ∗ ∂νFµν − ∂νFµν ∗ Aµ − Fµν ∗ ∂νAµ

= [∂νAµ, Fµν ]∗ + [Aµ, ∂νFµν ]∗ . (1.86)

Vamos analisar cuidadosamente os dois termos da expressão acima. Considerando que

um tensor de segunda ordem pode ser decomposto de modo uńıvoco em dois tensores de

segunda ordem, ou seja,

Tij =
1

2
(Tij + Tji) +

1

2
(Tij − Tji), (1.87)

podemos escrever que

∂νAµ =
1

2
(∂νAµ + ∂µAν) +

1

2
(∂νAµ − ∂µAν), (1.88)
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onde o primeiro termo é um tensor simétrico e o segundo termo é um tensor antissimétrico.

Já o segundo termo da equação (1.86) pode ser reescrito trocando-se µ por ν e ν por µ,

isto é,

[Aµ, ∂νFµν ]∗ = [Aν , ∂µFνµ]∗. (1.89)

Como Fµν é antissimétrico, temos que

[Aµ, ∂νFµν ]∗ = [Aν , ∂µ(−Fµν)]∗

= −[Aν , ∂µFµν ]∗. (1.90)

Substituindo (1.88) e (1.90) em (1.86), obtemos

∂ν [Aµ, Fµν ]∗ =
[1
2

(∂νAµ + ∂µAν) +
1

2
(∂νAµ − ∂µAν), Fµν

]
∗ − [Aν , ∂µFµν ]∗. (1.91)

Usando o propriedade satisfeita pelo comutador Moyal, [A + B,C]∗ = [A,C]∗ + [B,C]∗,

temos que

∂ν [Aµ, Fµν ]∗ =
[1
2

(∂νAµ + ∂µAν), Fµν
]
∗ +

[1
2

(∂νAµ − ∂µAν), Fµν
]
∗ − [Aν , ∂µFµν ]∗. (1.92)

Como 1
2
(∂νAµ + ∂µAν) é um tensor simétrico e Fµν é um tensor antissimétrico, podemos

concluir que [1
2
(∂νAµ + ∂µAν), Fµν ] = 0, logo,

∂ν [Aµ, Fµν ]∗ =
[1
2

(∂νAµ − ∂µAν), Fµν
]
∗ − [Aν , ∂µFµν ]∗

=
[
− 1

2
(∂µAν − ∂νAµ), Fµν

]
∗ − [Aν , ∂µFµν ]∗

= −1

2
[∂µAν − ∂νAµ, Fµν ]∗ − [Aν , ∂µFµν ]∗. (1.93)

Usando a equação (1.63) e a equação (1.81), obtemos

∂ν [Aµ, Fµν ]∗ = −1

2
[F µν + ie[Aµ, Aν ]∗, Fµν ]∗ − [Aν , ie[Aµ, Fµν ]∗]∗

= −1

2
[F µν , Fµν ]∗ −

1

2
[ie[Aµ, Aν , Fµν ]− ie[Aν , [Aµ, Fµν ]∗]∗. (1.94)

O cálculo detalhado do comutador [F µν , Fµν ]∗ encontra-se no Apêndice A. Logo,

[F µν , Fµν ]∗ = 0, (1.95)

que é o resultado análogo à versão comutativa.

A equação (1.94) fica

∂ν [Aµ, Fµν ]∗ = −1

2
[ie[Aµ, Aν ]∗, Fµν ]∗ − ie[Aν , [Aµ, Fµν ]∗]∗

= −ie
2

[[Aµ, Aν ]∗, Fµν ]∗ − ie[Aν , [Aµ, Fµν ]∗]∗. (1.96)
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Como Fµν é um tensor de segunda ordem antissimétrico, podemos escrevê-lo como

Fµν =
1

2
(Fµν − Fνµ). (1.97)

Logo,

∂ν [Aµ, Fµν ]∗ = −ie
2

[[Aµ, Aν ]∗, Fµν ]∗ − ie[Aν , [Aµ,
1

2
(Fµν − Fνµ)]∗]∗

= −ie
2

[[Aµ, Aν ]∗, Fµν ]∗ −
ie

2
[Aν , [Aµ, Fµν ]∗ − [Aµ, Fνµ]∗]∗

= −ie
2

[[Aµ, Aν ]∗, Fµν ]∗ −
ie

2
[Aν , [Aµ, Fµν ]∗]∗ +

ie

2
[Aν , [Aµ, Fνµ]∗]∗

= −ie
2

[[Aµ, Aν ]∗, Fµν ]∗ −
ie

2
[Aν , [Aµ, Fµν ]∗]∗ +

ie

2
[Aν , [Aµ,−Fµν ]∗]∗.

(1.98)

Sabemos que [A,B]∗ = −[B,A]∗, logo

∂ν [Aµ, Fµν ]∗ = −ie
2

[[Aµ, Aν ]∗, Fµν ]∗ −
ie

2
[Aν , [Aµ, Fµν ]∗]∗ +

ie

2
[Aν , [Fµν , A

µ]∗]∗. (1.99)

Como [Aν , [Fµν , A
µ]∗]∗ = −[Aµ, [Fµν , A

ν ]∗]∗, a equação anterior fica

∂ν [Aµ, Fµν ]∗ = −ie
2

[[Aµ, Aν ]∗, Fµν ]∗ −
ie

2
[Aν , [Aµ, Fµν ]∗]∗ −

ie

2
[Aµ, [Fµν , A

ν ]∗]∗

= −ie
2

([[Aµ, Aν ]∗, Fµν ]∗ + [Aν , [Aµ, Fµν ]∗]∗ + [Aµ, [Fµν , A
ν ]∗]∗).

(1.100)

Podemos interpretar a expressão entre parênteses no lado direito da equação acima como

uma identidade de Jacobi não-comutativa, ou seja,

[[Aµ, Aν ]∗, Fµν ]∗ + [Aν , [Aµ, Fµν ]∗]∗ + [Aµ, [Fµν , A
ν ]∗]∗ = 0. (1.101)

Portanto,

∂ν [Aµ, Fµν ]∗ = 0. (1.102)

Isto significa que (1.85) é apenas uma identidade e não alguma relação de v́ınculo envol-

vendo o campo de calibre Aµ.



Caṕıtulo 2

Mecânica Quântica Não-Comutativa

no espaço DFRA

2.1 A Álgebra Não-Comutativa de Snyder

A Teoria da Relatividade pode ser baseada na invariância da forma quadrática in-

definida

s2 = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 = −xµxµ, (2.1)

para uma transformação de um referencial inercial para outro. Vamos usar a seguinte

métrica de Minkowski, ηµν = (-1,+1,+1,+1).

Snyder considerou xµ como sendo operadores Hermitianos para as coordenadas do

espaço-tempo de um referencial de Lorentz particular. Também considerou que os espec-

tros das coordenadas do espaço-tempo são invariantes perante transformações de Lorentz.

Esta última afirmação é claramente satisfeita pelo espaço-tempo cont́ınuo comum. Entre-

tanto não é a única solução. Snyder mostrou que existe um espaço-tempo invariante de

Lorentz no qual existe uma unidade natural de comprimento.

Para encontrar os operadores xµ que possuem um espectro invariante de Lorentz, Sny-

der considerou a forma quadrática homogênea

−(y)2 = (y0)
2 − (y1)

2 − (y2)
2 − (y3)

2 − (y4)
2

= −yµyµ − (y4)
2, (2.2)

onde os y′s são considerados variáveis reais. Então os operadores xµ são definidos através

dos elementos infinitesimais de grupo perante os quais (2.2) é invariante. Os operadores

26
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xµ podem então ser escritos como

xµ = ia

(
y4

∂

∂yµ
− yµ ∂

∂y4

)
, (2.3)

onde a é a unidade natural de comprimento. Estes operadores atuam sobre funções de yµ

e y4. Os espectros de xi, onde i = 1, 2, 3, são discretos, mas x0 tem um espectro cont́ınuo

que varia de -∞ a ∞.

As transformações que deixam a forma quadrática (2.2) e y4 invariantes são trans-

formações de Lorentz covariantes sobre y1, y2, y3 e y0, e estas transformações induzem

transformações contravariantes de Lorentz em xµ.

Vamos definir operadores adicionais

Mµν = −i

(
yµ

∂

∂yν
− yν ∂

∂yµ

)
, (2.4)

que são elementos infinitesimais do grupo de Lorentz quadridimensional. Os dez operado-

res definidos em (2.3) e (2.4) obedecem às seguintes relações de comutação

[xµ,xν ] = ia2Mµν (2.5a)

[Mµν ,xλ] = i(xµηνλ − xνηµλ) (2.5b)

[Mµν ,Mαβ] = i(Mµβηνα −Mµαηνβ + Mναηµβ −Mνβηµα). (2.5c)

A simetria de Lorentz SO(3, 1) dada em (2.3) foi estendida para a simetria SO(4, 1)

determinada na equação (2.5).

Como os operadores xi têm espectro discreto, podemos entendê-los em termos de uma

incerteza mı́nima não-nula nas posições. É posśıvel [33] obter a parte espacial da álgebra

de Snyder considerando-se uma álgebra generalizada de Heisenberg [34].

2.2 O Espaço DFRA

A álgebra de Doplicher-Fredenhagen-Roberts (DFR) [14], que essencialmente parte de

(1) assim como do resultado do comutador triplo entre os operadores coordenadas,

[xµ, [xν ,xρ]] = 0, (2.6)

é baseada em prinćıpios da Relatividade Geral (RG) e da Mecânica Quântica (MQ). Junto

com (1), supõe também que

[xµ, θαβ] = 0 (2.7)
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e considera-se que o espaço tem dimensões arbitrárias D ≥ 2. Normalmente xµ e pν ,

onde µν = 1, ..., D, representam o operador posição e seu momento conjugado. A variável

não-comutativa θµν representa o operador da não-comutatividade, sendo πµν seu momento

conjugado. De acordo com a discussão acima, temos a álgebra

[xµ,pν ] = iδµν ,

[θµν , παβ] = iδµναβ,
(2.8)

onde δµναβ = δµαδ
ν
β−δ

µ
βδ

ν
α, pois a generalização do delta de Kronecker é efetuada admitindo-

se que esse operador fique definido pelo seguinte determinante

δij···kpq···r =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

δip δiq · · · δir

δjp δjq · · · δjr

· · · · · · · · · · · ·

δkp δkq · · · δkr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.9)

onde os ı́ndices assumem os valores 1, 2, 3, ..., N . Logo,

δijkl =

∣∣∣∣∣∣ δ
i
k δil

δjk δjl

∣∣∣∣∣∣ (2.10)

δijkl = δikδ
j
l − δ

i
lδ
j
k.

A relação (1) em um espaço euclidiano com D dimensões, por exemplo, pode ser escrita

como

[xi,xj] = i θij e [pi,pj] = 0, (2.11)

juntamente com a condição do comutador triplo (2.6) do espaço-tempo padrão, isto é,

[xµ, θνα] = 0. (2.12)

Isso implica que

[θµν , θαβ] = 0 , (2.13)

que é facilmente demonstrável. Sabemos que

[θµν , θαβ] = θµνθαβ − θαβθµν . (2.14)

Da primeira equação em (1), temos que

θµν =
1

i
[xµ,xν ]. (2.15)
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Logo, a equação (2.14) fica

[θµν , θαβ] =
1

i
[xµ,xν ]θαβ − θαβ 1

i
[xµ,xν ]

=
1

i

(
(xµxν − xνxµ)θαβ − θαβ(xµxν − xνxµ)

)
=

1

i

(
xµxνθαβ − xνxµθαβ − θαβxµxν + θαβxνxµ

)
=

1

i

(
[xµxν , θαβ] + [θαβ,xνxµ]

)
Considerando as propriedades dos comutadores: [A,BC] = [A,B]C+B[A,C] e [BC,A] =

[B,A]C + B[C,A], obtemos

[θµν , θαβ] =
1

i

(
[xµ, θαβ]xν + xµ[xν , θαβ] + [θαβ,xν ]xµ + xν [θαβ,xµ]

)
.

Substituindo a equação (2.12), temos que

[θµν , θαβ] = 0, (2.16)

que é exatamente a equação (2.13) e completa a álgebra DFR.

Recentemente, com o propósito de obter consistência com a Mecânica Quântica, R.

Amorim [32] introduziu o momento canônico conjugado πµν , supondo por simplicidade

que

[pµ, θ
να] = 0 , [pµ, πνα] = 0 . (2.17)

É bem conhecido da MQ que a identidade de Jacobi obedecida pelos operadores A, B e

C, é dada por

[[A,B],C] + [[B,C],A] + [[C,A],B] = 0. (2.18)

Logo, fazendo a identificação: A = xµ, B = xν e C = παβ, temos que

[[xµ,xν ], παβ] + [[xν , παβ],xµ] + [[παβ,x
µ],xν ] = 0. (2.19)

Usando a primeira equação em (2.11), resulta em

[iθµν , παβ] + [[xν , παβ],xµ]− [[xµ, παβ],xν ] = 0.

Usando a segunda equação em (2.8), temos que

−δµναβ + [[xν , παβ],xµ]− [[xµ, παβ],xν ] = 0

=⇒ [[xµ, παβ],xν ]− [[xν , παβ],xµ] = −δµναβ. (2.20)
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A solução, a menos de termos triviais, é dada por

[xµ, παβ] = − i
2
δµναβpν , (2.21)

pois,

I = [[xµ, παβ],xν ]− [[xν , παβ],xµ] (2.22)

onde

[xµ, παβ] = − i
2
δµγαβpγ (2.23)

e

[xν , παβ] = − i
2
δνραβpρ. (2.24)

Logo,

I = [− i
2
δµγαβpγ,x

ν ]− [− i
2
δνραβpρ,x

µ]

= − i
2

(δµγαβ[pγ,x
ν ]− δνραβ[pρ,x

µ]).

Com a primeira equação em (2.8), teremos que

I = − i
2

(δµγαβ(−iδνγ)− δνραβ(−iδµρ ))

= −1

2
(δµγαβδ

ν
γ − δ

νρ
αβδ

µ
ρ ).

Considerando que δµναβ = δµαδ
ν
β − δ

µ
βδ

ν
α, temos que

I = −1

2
((δµαδ

γ
β − δ

µ
βδ

γ
α)δνγ − (δναδ

ρ
β − δ

ν
βδ

ρ
α)δµρ )

= −1

2
(δµαδ

γ
βδ

ν
γ − δ

µ
βδ

γ
αδ

ν
γ − δναδ

ρ
βδ

µ
ρ + δνβδ

ρ
αδ

µ
ρ )

= −1

2
(δµαδ

ν
β − δ

µ
βδ

ν
α − δναδ

µ
β + δνβδ

µ
α)

= −1

2
(δµναβ − δ

νµ
αβ).

Como δµναβ apresenta antissimetria em relação aos ı́ndices superiores, temos que

δµναβ = −δνµαβ.

Logo,

I = −1

2
(δµναβ − (−δµναβ))

= −1

2
(δµναβ + δµναβ)

= −δµναβ.
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Portanto, (2.21) é solução de (2.20).

Verifica-se que o conjunto inteiro de relações de comutação listadas acima é, de fato,

consistente perante todas as identidades de Jacobi posśıveis. Para recuperarmos a comu-

tatividade do espaço-tempo, podemos construir o operador coordenada deslocado [16, 24,

25, 28, 46]

Xµ ≡ xµ +
1

2
θµνpν , (2.25)

que comuta com πkl, θ
kl e Xj.

Com efeito,

i). [Xµ,Xρ] =
[
xµ +

1

2
θµνpν ,x

ρ +
1

2
θργpγ

]
=

(
xµ +

1

2
θµνpν

)(
xρ +

1

2
θργpγ

)
−
(
xρ +

1

2
θργpγ

)(
xµ +

1

2
θµνpν

)
= xµxρ +

1

2
xµθργpγ +

1

2
θµνpνx

ρ +
1

4
θµνpνθ

ργpγ −

−xρxµ − 1

2
xρθµνpν −

1

2
θργpγx

µ − 1

4
θργpγθ

µνpν

= [xµ,xρ] +
1

2

[
xµ, θργpγ

]
+

1

2

[
θµνpν ,x

ρ
]

+
1

4

[
θµνpν , θ

ργpγ

]
.

Usando a primeira equação de (2.11), obtemos

[Xµ,Xρ] = iθµρ +
1

2

(
[xµ, θργ]pγ + θργ[xµ,pγ]

)
+

1

2

(
[θµν ,xρ]pν + θµν [pν ,x

ρ]
)

+

+
1

4

(
[θµνpν , θ

ργ]pγ + θργ[θµνpν ,pγ]
)
.

Usando a primeira equação de (2.8) e (2.12), teremos que

[Xµ,Xρ] = iθµρ +
1

2
θργ(iδµγ ) +

1

2
θµν(−iδρν) +

+
1

4

(
([θµν , θργ]pν + θµν [pν , θ

ργ])pγ + θργ([θµν ,pγ]pν + θµν [pν ,pγ])
)
.

Usando a equação (2.13), a primeira equação de (2.17) e a segunda equação de (2.11),

[Xµ,Xρ] = iθµρ +
i

2
θρµ − i

2
θµρ

=
i

2
θµρ +

i

2
θρµ.

Como o objeto da não-comutatividade é um operador tensorial antissimétrico,

[Xµ,Xρ] =
i

2
θµρ +

i

2
(−θµρ)

= 0. (2.26)
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Com este resultado, demonstramos que a construção do operador Xµ recupera a comuta-

tividade do espaço-tempo. O uso deste operador afeta os sistemas no qual é usado onde a

coordenada θµν é considerada uma contribuição da não-comutatividade.

ii). [Xµ, παβ] =
[
xµ +

1

2
θµνpν , παβ

]
=

(
xµ +

1

2
θµνpν

)
παβ − παβ

(
xµ +

1

2
θµνpν

)
= xµπαβ +

1

2
θµνpνπαβ − παβxµ −

1

2
παβθ

µνpν

= [xµ, παβ] +
1

2

[
θµνpν , παβ

]
.

Usando a equação (2.21), teremos que

[Xµ, παβ] = − i
2
δµγαβpγ +

1

2

(
[θµν , παβ]pν + θµν [pν , παβ]

)
.

Com a equação (2.8) e a segunda equação em (2.17), obtemos

[Xµ, παβ] = − i
2
δµγαβpγ +

1

2

(
iδµναβpν

)
= − i

2
δµναβpν +

i

2
δµναβpν

= 0. (2.27)

iii). [Xµ, θαβ] =
[
xµ +

1

2
θµνpν , θ

αβ
]

=
(
xµ +

1

2
θµνpν

)
θαβ − θαβ

(
xµ +

1

2
θµνpν

)
= xµθαβ +

1

2
θµνpνθ

αβ − θαβxµ − 1

2
θαβθµνpν

= [xµ, θαβ] +
1

2

[
θµνpν , θ

αβ
]
.

Com a equação (2.12), teremos que

[Xµ, θαβ] =
1

2

(
[θµν , θαβ]pν + θµν [pν , θ

αβ]
)
.

Usando a equação (2.13) e a primeira equação de (2.17), obtemos finalmente que

[Xµ, θαβ] = 0. (2.28)

O operador coordenada deslocado satisfaz uma relação de comutação não-trivial com

objetos que dependem de pi, que podemos escrever

[Xµ,pν ] = iδµν (2.29)



33

pois,

[Xµ,pν ] =
[
xµ +

1

2
θµγpγ,pν

]
=

(
xµ +

1

2
θµγpγ

)
pν − pν

(
xµ +

1

2
θµγpγ

)
= xµpν +

1

2
θµγpγpν − pνx

µ − 1

2
pνθ

µγpγ

= [xµ,pν ] +
1

2

[
θµγpγ,pν

]
,

e usando a primeira equação de (2.8),

[Xµ,pν ] = iδµν +
1

2

(
[θµγ,pν ]pγ + θµγ[pγ,pν ]

)
.

Usando a segunda equação de (2.11) e a primeira equação de (2.17), obtemos

[Xµ,pν ] = iδµν .
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2.2.1 O Espaço de Hilbert

Com o intuito de introduzir uma base cont́ınua para um espaço de Hilbert geral com

o aux́ılio das relações de comutação acima, é necessário primeiramente encontrar um con-

junto máximo de operadores que comutam entre si. Por exemplo, vamos escolher uma

base dos momentos formada pelos autovetores de p e π. Também pode ser introduzida

uma base formada pelos autovetores de X e θ, entre outras possibilidades. Observamos

que não é posśıvel formar uma base que envolva mais de uma componente do operador

posição x, uma vez que suas componentes não comutam.

Para esclarecer, vamos exibir as relações fundamentais que envolvem essas bases, isto

é, as relações de completeza, ortogonalidade e autovalores

Xi|X ′, θ′ >= X ′
i|X ′, θ′ > , θij|X ′, θ′ >= θ′

ij|X ′, θ′ > , (2.30)

pi|p′, π′ >= p′i|p′, π′ > , πij|p′, π′ >= π′ij|p′, π′ > , (2.31)

< X ′, θ′|X”, θ” >= δD(X ′ −X”)δ
D(D−1)

2 (θ′ − θ”) , (2.32)

< p′, π′|p”, π” >= δD(p′ − p”)δ
D(D−1)

2 (π′ − π”) , (2.33)∫
dDX ′ d

D(D−1)
2 θ′|X ′, θ′ >< X ′, θ′| = 1 , (2.34)∫

dDp′ d
D(D−1)

2 π′|p′, π′ >< p′, π′| = 1 . (2.35)

Note que a dimensão D representa as coordenadas espaciais e D(D−1)
2

as coordenadas θ.

Isso pode ser visto claramente das equações (2.32) até (2.35).

As representações dos operadores nessas bases podem ser obtidas em uma maneira

usual. Por exemplo, as relações de comutação (2.8) até (2.29) e as relações de autovalores

acima, a menos de termos triviais, resultam em

< X ′, θ′|pi|X”, θ” > = < X ′, θ′| − i ∂

∂X i
|X”, θ” >

= −i ∂

∂X ′i
< X ′, θ′|X”, θ” >

= −i ∂

∂X ′i
δD(X ′ −X”)δ

D(D−1)
2 (θ′ − θ”) (2.36)

e

< X ′, θ′|πij|X”, θ” > = −iδD(X ′ −X”)
∂

∂θ′ij
δ
D(D−1)

2 (θ′ − θ”) . (2.37)

O operador π, que obedece as equações (2.8), (2.17), (2.21) e (2.27), pode ser dado por

πij = −i ∂

∂θij
. (2.38)
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As transformações de uma base para a outra são realizadas pela transformada de

Fourier estendida. Podemos relacionar essas transformações com a onda plana através de

< X ′, θ′|p”, π” >= N exp(ip”X ′ + iπ”θ′) , (2.39)

onde os produtos internos estão representados em uma maneira compacta. Por exemplo,

p”X ′ + π”θ′ = p”iX
′i +

1

2
π”ijθ

′ij . (2.40)

Antes de discutir qualquer dinâmica, parece interessante estudarmos os geradores do

grupo de rotações SO(D). Sem considerar o setor de spin, vemos que o operador momento

angular usual

lij = xi pj − xj pi (2.41)

não completa a álgebra devido a (2.11). E temos que

[lij, lkl] = iδillkj − iδjllki − iδikllj + iδjklli − iθilpkpj + iθjlpkpi + iθikplpj − iθjkplpi,

(2.42)

onde a demonstração encontra-se no Apêndice B.

Vale ressaltar que as componentes de lij não são os geradores do grupo SO(D) nesse

espaço de Hilbert estendido. Pelo contrário, o operador

Lij = Xipj −Xjpi , (2.43)

completa a álgebra SO(D)

[Lij,Lkl] = iδilLkj − iδjlLki − iδikLlj + iδjkLli, (2.44)

cujo cálculo encontra-se no Apêndice B.

Para atuar no setor (θ, π), o operador momento angular Lij tem que ser generalizado

para o operador momento angular total

Jij = Lij − θilπ j
l + θjlπ i

l , (2.45)

onde demonstramos no apêndice B que

[Jij,Jkl] = iδilJkj − iδjlJki − iδikJlj + iδjkJli . (2.46)
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Podemos observar que o operador momento angular total Jij gera rotações em todos

os setores do espaço de Hilbert, ou seja,

i). δXi =
i

2
εkl [X

i,Jkl] = εikXk , (2.47a)

ii). δpi =
i

2
εkl [p

i,Jkl] = εikpk , (2.47b)

iii). δθij =
i

2
εkl [θ

ij,Jkl] = εikθ jk + εjkθik , (2.47c)

iv). δπij =
i

2
εkl [π

ij,Jkl] = εikπ j
k + εjkπik , (2.47d)

v). δxi =
i

2
εkl [x

i,Jkl] = εikxk , (2.47e)

onde a demonstração de cada equação encontra-se no Apêndice B.

Podemos observar que na MQNC usual, onde os objetos da não-comutatividade são

parâmetros ou onde o operador momento angular não foi generalizado, X não se trans-

forma como um operador vetorial perante SO(D) [16, 24, 25, 28, 46]. A consistência das

transformações (2.47) vem do fato de que são geradas através da ação de um operador de

simetria e não de operações baseadas na estrutura indicial dessas variáveis.

É oportuno mencionar que em D = 2 o operador Jij reduz-se ao Lij, de acordo com o

fato de que nesse caso θ ou π tem somente uma componente independente. Em D = 3,

é posśıvel representar θ ou π pelos três vetores e ambas as partes do operador momento

angular têm o mesmo tipo de estrutura, e então o mesmo espectro. Uma adição inesperada

de momento angular surge, embora o setor (θ, π) pode levar a um subespaço de Hilbert

j = 0. Rotações unitárias são geradas por U(ω) = exp(−iω · J), enquanto que translações

unitárias, por T (λ,Ξ) = exp(−iλ · p− iΞ · π).

2.2.2 O Oscilador Harmônico Não-Comutativo

Nesta seção consideraremos um oscilador harmônico com D = 10 dimensões no espaço

DFRA onde encontramos várias possibilidades de Hamiltonianas invariantes por rotação

que apresentam o limite comutativo próprio [16, 17, 25, 26].

A expressão, bem conhecida, que representa a Hamiltoniana do oscilador harmônico,

pode ser escrita como

H0 =
1

2m
p2 +

mω2

2
X2 , (2.48)

uma vez que Xi comuta com Xj, satisfaz a relação canônica (2.29) e se transforma de

acordo com (2.47a). Com esses resultados, podemos construir os operadores de criação e
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aniquilação da maneira usual,

Ai =

√
mω

2

(
Xi +

ipi

mω

)
e A†i =

√
mω

2

(
Xi − ipi

mω

)
, (2.49)

onde Ai e A† i satisfazem a álgebra do oscilador harmônico usual e H0 pode ser escrita

em termos da soma dos operadores números Ni = A†iAi, que tem o mesmo espectro e as

mesmas degenerescências quando comparado com a Mecânica Quântica comum [47].

O setor (θ, π), no entanto, não é modificado por qualquer nova dinâmica se H0 repre-

senta a Hamiltoniana total. Como o oscilador harmônico descreve um sistema próximo a

uma configuração de equiĺıbrio, parece interessante também adicionar à (2.48) um novo

termo

Hθ =
1

2Λ
π2 +

ΛΩ2

2
θ2 , (2.50)

onde Λ é um parâmetro com dimensão de (comprimento)−3 e Ω é uma frequência qualquer.

Ambas as Hamiltonianas podem ser simultaneamente diagonalizadas, ou seja, separada em

setores, uma vez que elas comutam entre si. Portanto, os estados da Hamiltoniana total

serão formados pelo produto direto dos autoestados da Hamiltoniana de cada setor.

Os operadores de criação e aniquilação, considerando o setor (θ, π), são definidos,

respectivamente, como

Aij =

√
ΛΩ

2

(
θij +

iπij

ΛΩ

)
e A† ij =

√
ΛΩ

2

(
θij − iπij

ΛΩ

)
, (2.51)

que satisfazem a álgebra do oscilador

[Aij,A† kl] = δij,kl , (2.52)

pois,

[Aij,A†kl] =

[√
ΛΩ

2

(
θij +

iπij

ΛΩ

)
,

√
ΛΩ

2

(
θkl − iπkl

ΛΩ

)]

=

√
ΛΩ

2

((
θij +

iπij

ΛΩ

)(
θkl − iπkl

ΛΩ

)
−

(
θkl − iπkl

ΛΩ

)(
θij +

iπij

ΛΩ

))

=

√
ΛΩ

2

(
θijθkl − i

ΛΩ
θijπkl +

i

ΛΩ
πijθkl +

1

(ΛΩ)2
πijπkl −

−θklθij − i

ΛΩ
θklπij +

i

ΛΩ
πklθij − 1

(ΛΩ)2
πklπij

)

=

√
ΛΩ

2

(
[θij, θkl] +

i

ΛΩ
[πkl, θij] +

i

ΛΩ
[πij, θkl] +

1

(ΛΩ)2
[πij, πkl]

)
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Usando a equação (2.13), a segunda equação em (2.8) e o fato de que πij comuta com πkl,

resulta em

[Aij,A†kl] =
i

2
(−iδij,kl − iδkl,ij)

=
1

2
(δij,kl + δkl,ij).

Como δµναβ = δµαδ
ν
β − δ

µ
βδ

ν
α, podemos escrever que

δµν,αβ = δµαδνβ − δµβδνα

e

δαβ,µν = δαµδβν − δανδβµ

= δµν,αβ.

Logo,

[Aij,A†kl] = δij,kl,

e podemos construir os autoestados de Hθ, associados com os números quânticos nij .

Como é bem conhecido, o estado fundamental é aniquilado por Aij e sua função de onda

no setor (θ, π) é

< θ′|nij = 0, t >=
(ΛΩ

π

)D(D−1)
8

exp
[
− ΛΩ

4
θ′ijθ

′ij
]
exp
[
− iD(D − 1)

Ω

4
t
]
. (2.53)

No entanto, as funções de onda para os estados excitados podem ser obtidas através da

aplicação do operador criação A† kl sobre o estado fundamental. Por outro lado, esperamos

que Ω deva ser tão grande que somente o ńıvel fundamental desse oscilador generalizado

poderia ser ocupado. Isso gerará somente um deslocamento no espectro do oscilador, que

é ∆E = D(D−1)
4

Ω, e essa nova energia de vácuo gerará comportamentos inesperados.

Outra situação relacionada com (2.53) é que ela nos fornece uma maneira natural

para introduzir a função peso W (θ) que aparece, no contexto das TCNC’s, em [8, 12].

W (θ) é uma função normalizada necessária, por exemplo, para controlar a integração

θ. Analisando o setor (θ, π), o valor esperado de qualquer função f(θ) sobre o estado

fundamental é

< f(θ) > = < nkl = 0, t|f(θ)|nkl = 0, t >

=
(ΛΩ

π

)D(D−1)
4

∫
d
D(D−1)

2 θ′ f(θ′) exp
[
− ΛΩ

2
θ′rsθ

′rs
]

≡
∫

d
D(D−1)

2 θ′W (θ′) f(θ′), (2.54)
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onde

W (θ′) ≡
(ΛΩ

π

)D(D−1)
4

exp
[
− ΛΩ

2
θ′rsθ

′rs
]
, (2.55)

e os valores esperados são dados por

< 1 > = 1

< θij > = 0

1

2
< θijθij > = < θ2 >

< θijθkl > =
2

D(D − 1)
δij,kl < θ2 >, (2.56)

onde

< θ2 >≡ 1

2 Λ Ω

e agora podemos calcular os valores esperados para os operadores coordenadas f́ısicos.

Pode-se verificar que < xi >=< Xi >= 0, mas podemos encontrar contribuições da não-

comutatividade não-triviais aos valores esperados para outros operadores. Por exemplo,

vemos de (2.56) e (2.25) que

< x2 >=< X2 > +
2

D
< θ2 >< p2 > ,

onde < X2 > e < p2 > são os resultados da Mecânica Quântica comum para um oscilador

isotrópico em um dado estado. Isso nos mostra que a não-comutatividade amplia o desvio

quadrático médio para o operador coordenada f́ısico.



Caṕıtulo 3

Coordenadas Tensoriais na Mecânica

Não-Comutativa

3.1 Vı́nculos no espaço DFRA

Todos os operadores introduzidos até agora pertencem à mesma álgebra e têm o mesmo

ńıvel hierárquico. A necessidade de uma invariância por rotação perante o grupo SO(D) é

uma consequência desse espaço de Hilbert ampliado (DFRA). A invariância por rotação,

em uma teoria não-relativ́ıstica, é fundamental se pretendemos descrever qualquer sistema

f́ısico de uma maneira consistente.

Nas TCNC’s é posśıvel obter a invariância SO(D, 1) também promovendo θµν de uma

matriz constante a um operador tensorial [7-12] como fizemos no caṕıtulo anterior, em-

bora nessa última situação as regras são um pouco diferentes daquelas encontradas na

MQNC, uma vez que em uma teoria quântica dos campos os operadores relevantes não

são coordenadas, mas sim campos.

Agora que estamos familiarizados com a nova versão proposta da MQNC [32] onde os

θij são tensores no espaço de Hilbert estendido e πij são os seus momentos canonicamente

conjugados, mostraremos nessa seção que uma posśıvel teoria clássica fundamental, sob

quantização, pode reproduzir a estrutura algébrica exibida no caṕıtulo 2.

O formalismo de Dirac [48] para sistemas Hamiltonianos vinculados é usado extensi-

vamente para esse objetivo. Como é bem conhecido, quando uma teoria apresenta um

conjunto completo de v́ınculos de segunda classe Ξa = 0, a = 1, 2, ..., 2N , os parênteses

de Poisson {A,B} entre duas quantidades quaisquer do espaço de fase A e B devem ser

40
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substitúıdos pelos parênteses generalizados ou parênteses de Dirac

{A,B}D = {A,B} − {A,Ξa}∆−1ab {Ξ
b, B} , (3.1)

tal que a evolução do sistema respeita a superf́ıcie de v́ınculo dada por Ξa = 0.

Em (3.1)

∆ab = {Ξa,Ξb} (3.2)

é a chamada matriz de v́ınculos e ∆−1ab é a sua inversa. O fato dos v́ınculos Ξa serem de

segunda classe garante a existência de ∆ab. Se essa matriz fosse singular, combinações

lineares de Ξa poderiam ser de primeira classe. Para a primeira situação, o número de

graus de liberdade efetivos da teoria é dado por 2D −2N , onde 2D é o número de variáveis

do espaço de fase e 2N é o número de v́ınculos de segunda classe.

Como o espaço de fase é descrito somente por 2D variáveis xi, pi, θ
ij e πij onde

2D = 2D + 2
D(D − 1)

2

a introdução dos v́ınculos de segunda classe gera uma teoria vinculada quando comparada

com a estrutura algébrica dada no caṕıtulo 2. Consequentemente, parece necessário am-

pliar o espaço de fase para 2N variáveis e introduzir ao mesmo tempo 2N v́ınculos de

segunda classe. Uma maneira simples de implementar esses conceitos sem destruir a sime-

tria por rotações é ampliar o espaço de fase introduzindo um par de variáveis canônicas

(Zi, Ki), e ao mesmo tempo um conjunto de v́ınculos de segunda classe (Ψi,Φi).

Considerando esse conjunto de variáveis do espaço de fase, segue por construção a

estrutura dos parentêses de Poisson fundamentais (não-nulos)

{xi, pj} = δij,

{θij, πkl} = δijkl,

{Zi, Kj} = δij, (3.3)

e a estrutura de parênteses de Dirac é obtida de acordo com a forma dos v́ınculos de

segunda classe, assunto que será discutido a seguir.
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3.2 O formalismo de Dirac no espaço DFRA

Vamos supor que Zi tem dimensão de comprimento L, como xi. Isso implica que ambos

pi e Ki tem dimensão de L−1. Como θij e πij têm dimensão de L2 e L−2 respectivamente,

a expressão para os v́ınculos Ψi e Φi será dada por

Ψi = Zi + αxi + βθijpj + γθijKj

e

Φi = Ki + ρpi + σπijx
j + λπijZ

j ,

se somente parâmetros adimensionais α, β, γ, ρ, σ e λ forem introduzidos e qualquer potência

mais alta do que dois nas variáveis do espaço de fase for descartada. É posśıvel exibir um

grupo inteiro de parâmetros durante o cálculo do formalismo de Dirac. No final dos

cálculos, os parâmetros foram escolhidos com o intuito de gerar, sob quantização, a es-

trutura de comutadores que aparece nas equações (2.8) até (2.21). Com essa condição, os

v́ınculos se reduzem, nessa situação, a

Ψi = Zi − 1

2
θijpj,

Φi = Ki − pi, (3.4)

e a matriz de v́ınculos (3.2) é dada por

(∆ab) =

 {Ψi,Ψj} {Ψi,Φj}

{Φi,Ψ
j} {Φi,Φj}

 . (3.5)

Calcularemos os elementos da matriz de v́ınculos acima. O primeiro elemento da matriz é

dado por

i). {Ψi,Ψj} = {Zi − 1

2
θilpl, Z

j − 1

2
θjkpk}

= {Zi − 1

2
θilpl, Z

j}+ {Zi − 1

2
θilpl,−

1

2
θjkpk}

= {Zi, Zj}+ {−1

2
θilpl, Z

j}+ {Zi,−1

2
θjkpk}+ {−1

2
θilpl,−

1

2
θjkpk}.

Usando a equação (3.3), {Zi, Zj} = 0, temos que

{Ψi,Ψj} = {−1

2
θilpl, Z

j}+ {Zi,−1

2
θjkpk}+ {−1

2
θilpl,−

1

2
θjkpk}

= −1

2
θil{pl, Zj}+ {−1

2
θil, Zj}pl + {Zi, pk}

(
− 1

2
θjk
)

+ pk{Zi,−1

2
θjk} −

−1

2
θil{pl,−

1

2
θjkpk}+ {−1

2
θil,−1

2
θjkpk}pl.
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Usando a equação (3.3), {pl, Zj} = 0, {θil, Zj} = 0, {Zi, pk} = 0, {Zi, θjk} = 0, temos

que

{Ψi,Ψj} = −1

2
θil{pl,−

1

2
θjkpk}+ {−1

2
θil,−1

2
θjkpk}pl

= −1

2
θil
(
{pl, pk}

(
− 1

2
θjk
)

+ pk{pl,−
1

2
θjk}

)
+ {−1

2
θil, pk}

(
− 1

2
θjk
)

+

+pk{−
1

2
θil,−1

2
θjk}. (3.6)

Usando a equação (3.3), {pl, pk} = 0, {pl, θjk} = 0, {θil, pk} = 0, {θil, θjk} = 0,

=⇒ {Ψi,Ψj} = 0. (3.7)

O segundo elemento da matriz é dado por

ii). {Φi,Φj} = {Ki − pi, Kj − pj}

= {Ki − pi, Kj}+ {Ki − pi,−pj}

= {Ki, Kj}+ {−pi, Kj}+ {Ki,−pj}+ {−pi,−pj}. (3.8)

Usando a equação (3.3), {Ki, Kj} = 0, {pi, Kj} = 0, {pi, pj} = 0,

=⇒ {Φi,Φj} = 0. (3.9)

O terceiro elemento da matriz é dado por

iii). {Ψi,Φj} = {Zi − 1

2
θilpl, Kj − pj}

= {Zi − 1

2
θilpl, Kj}+ {Zi − 1

2
θilpl,−pj}

= {Zi, Kj}+ {−1

2
θilpl, Kj}+ {Zi,−pj}+ {−1

2
θilpl,−pj} .

(3.10)

Usando a equação (3.3), {Zi, Kj} = δij e {Zi, pj} = 0,

{Ψi,Φj} = δij + {−1

2
θilpl, Kj}+ {−1

2
θilpl,−pj} (3.11)

= δij −
1

2
θil{pl, Kj}+ {−1

2
θil, Kj}pl −

1

2
θil{pl,−pj}+ {−1

2
θil,−pj}pl.

(3.12)

Usando a equação (3.3), {pl, Kj} = 0, {θil, Kj} = 0, {pl, pj} = 0, {θil, pj} = 0,

=⇒ {Ψi,Φj} = δij. (3.13)
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O quarto elemento da matriz é dado em função do terceiro, usando a propriedade de

antissimetria dos parênteses de Poisson

iv). {Φi,Ψ
j} = −{Ψj,Φi, }. (3.14)

Usando a equação (3.13), obtemos

=⇒ {Φi,Ψ
j} = −δji . (3.15)

Portanto, a matriz de v́ınculos (3.2) torna-se

(∆ab) =

 {Ψi,Ψj} {Ψi,Φj}

{Φi,Ψ
j} {Φi,Φj}

 =

 0 δij

−δji 0

 . (3.16)

Note que (3.16) é regular mesmo se θij for singular. Esse fato garante que o limite comu-

tativo correto da teoria pode ser tomado.

A inversa de (3.16) é trivialmente dada por

(∆−1ab ) =

 0 −δ ji
δij 0

 (3.17)

e os parênteses de Dirac envolvendo somente o conjunto original das variáveis do espaço

de fase são

i). {xi, pj}D = δij ; ii). {xi, xj}D = θij

iii). {pi, pj}D = 0 ; iv). {θij, πkl}D = δijkl

v). {θij, θkl}D = 0 ; vi). {πij, πkl}D = 0

vii). {xi, θkl}D = 0 ; viii). {xi, πkl}D = −1

2
δijklpj

ix). {pi, θkl}D = 0 ; x). {pi, πkl}D = 0 . (3.18)

As demonstrações dessas relações em (3.18) encontram-se no Apêndice C.

Nas equações em (3.18), se yA representar as variáveis do espaço de fase e yA os

operadores do espaço de Hilbert estendido, o procedimento de quantização de Dirac

{yA, yB}D →
1

i
[yA,yB]

resultará nos comutadores em (2.8) até (2.21). Por completeza, os parênteses de Dirac
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envolvendo Zi e Ki são (Apêndice C),

i). {Zi, Kj}D = 0 ; ii). {Zi, Zj}D = 0

iii). {Ki, Kj}D = 0 ; iv). {Zi, xj}D = −1

2
θij

v). {Ki, x
j}D = −δji ; vi). {Zi, pj}D = 0

vii). {Ki, pj}D = 0 ; viii).{Zi, θkl}D = 0

ix). {Zi, πkl}D =
1

2
δijklpj ; x). {Ki, θkl}D = 0

xi). {Ki, πkl}D = 0 . (3.19)

As identidades de Jacobi não-triviais que envolvem os parênteses de Dirac que aparecem

em (3.18) e (3.19) são dadas por

i). J1 = {{xi, πkl}D, xj}D + {{πkl, xj}D, xi}D + {{xj, xi}D, πkl}D,

(3.20)

ii). J2 = {{xi, πkl}D, Zj}D + {{πkl, Zj}D, xi}D + {{Zj, xi}D, πkl}D ,

sendo ambas nulas.

Para demonstrar as equações (3.20) vamos considerar a identidade de Jacobi generali-

zada,

{{A,B}D, C}D + {{B,C}D, A}D + {{C,A}D, B}D = 0.

i). Fazendo A = xi, B = πkl e C = xj, temos que,

J1 = {{xi, πkl}D, xj}D + {{πkl, xj}D, xi}D + {{xj, xi}D, πkl}D.

Usando a equação (3.18), {xi, πkl}D = −1
2
δiqklpq, {xi, xj}D = θij,

J1 = {−1

2
δiqklpq, x

j}D + {1

2
δjsklps, x

i}D + {−θij, πkl}D

= −1

2
δiqkl{pq, x

j}D +
1

2
δjskl{ps, x

i}D − {θij, πkl}D.

E com a equação (3.18), {xi, pj}D = δij, {θij, πkl}D = δijkl,

J1 = −1

2
δiqkl(−δ

j
q) +

1

2
δjskl(−δ

i
s)− δ

ij
kl

=
1

2
δijkl −

1

2
δjikl − δ

ij
kl

= −1

2
δijkl −

1

2
δjikl.
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Como δµναβ = δµαδ
ν
β − δ

µ
βδ

ν
α, podemos escrever que,

δjikl = δjkδ
i
l − δ

j
l δ
i
k

= −(δikδ
j
l − δ

i
lδ
j
k)

= −δijkl.

Logo,

J1 = −1

2
δijkl −

1

2
(−δijkl)

= −1

2
δijkl +

1

2
δijkl

= 0.

Então,

{{xi, πkl}D, xj}D + {{πkl, xj}D, xi}D + {{xj, xi}D, πkl}D = 0.

ii). Fazendo A = xi, B = πkl e C = Zj, temos que

J2 = {{xi, πkl}D, Zj}D + {{πkl, Zj}D, xi}D + {{Zj, xi}D, πkl}D.

Usando a equação (3.18), {xi, πkl}D = −1
2
δiqklpq e a equação (3.19), {Zi, πkl}D =

1
2
δijklpj, {Zi, xj} = −1

2
θij,

J2 = {−1

2
δiqklpq, Z

j}D + {−1

2
δjsklps, x

i}D + {−1

2
θji, πkl}D

= −1

2
δiqkl{pq, Z

j}D −
1

2
δjskl{ps, x

i}D −
1

2
{θji, πkl}D.

E com a equação (3.18), {θij, πkl}D = δijkl, {xi, pj}D = δij e também com a equação (3.19),

{Zi, pj}D = 0, podemos escrever que,

J2 = −1

2
δjskl(−δ

i
s)−

1

2
δjikl

=
1

2
δjikl −

1

2
δjikl

= 0.

Então,

{{xi, πkl}D, Zj}D + {{πkl, Zj}D, xi}D + {{Zj, xi}D, πkl}D = 0.

É claro que (3.19) é apenas um conjunto auxiliar, uma vez que devido aos v́ınculos (3.4),

Zi e Ki podem ser vistos como variáveis dependentes. Depois de usar os parênteses de

Dirac, esses v́ınculos podem ser usados fortemente.
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Nessa teoria clássica a coordenada deslocada, definida no caṕıtulo anterior

X i = xi +
1

2
θijpj , (3.21)

que corresponde ao operador (2.25), também tem um papel fundamental. Pode-se verificar

(Apêndice C) que

i). {X i, Xj}D = 0 ; ii). {X i, pj}D = δij

iii). {X i, xj}D =
1

2
θij ; iv). {X iθkl}D = 0

v). {X i, πkl}D = 0 ; vi). {X i, Zj}D = −1

2
θij

vii). {X i, Kj}D = δij . (3.22)

3.3 Simetrias

O tensor momento angular

J ij = X ipj −Xjpi − θilπ j
l + θjlπ i

l (3.23)

obedece a álgebra SO(D) clássica, usando os parênteses de Dirac ao invés de comutadores.

De fato,

{J ij, Jkl}D = δilJkj − δjlJki − δikJ lj + δjkJ li , (3.24)

e como no caso quântico, as transformações de simetrias próprias sobre todas as variáveis

do espaço de fase são geradas por (3.23). Começando com

δA = −1

2
εkl{A, Jkl}D , (3.25)

temos como resultado que

δX i = εijX
j,

δxi = εijx
j,

δpi = ε ji pj,

δθij = εikθ
kj + εjkθ

ik,

δπij = ε ki πkj + ε kj πik,

δZi =
1

2
εijθ

jkpk,

δKi = ε j
i pj . (3.26)
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As últimas duas equações acima também fornecem o resultado correto sobre a superf́ıcie

de v́ınculos. Portanto, foi posśıvel gerar toda estrutura desejada exibida no caṕıtulo 2

usando os parênteses de Dirac e os v́ınculos dados em (3.4). Esses v́ınculos, também como

os parênteses de Poisson fundamentais em (3.3), podem ser gerados pela ação de primeira

ordem

S =

∫
dt LFO (3.27)

onde

LFO = p · ẋ + K · Ż + π · θ̇ − λaΞ
a −H . (3.28)

As 2D quantidades λa são os multiplicadores de Lagrange introduzidos convenientemente

para implementar os v́ınculos Ξa = 0 dados por (3.4), e H é uma Hamiltoniana. Os

pontos “·”entre as coordenadas do espaço de fase representam produtos internos. O mo-

mento canonicamente conjugado aos multiplicadores de Lagrange são v́ınculos primários

que, quando conservados no tempo, geram v́ınculos secundários Ξa = 0. Uma vez que

esses v́ınculos são de segunda classe, são automaticamente conservados pela teoria e os

multiplicadores de Lagrange são determinados no processo.

A expressão geral para a Lagrangeana de primeira ordem em (3.28) mostra que a

implementação dos v́ınculos nesse espaço ampliado é um resultado trivial, análogo ao pro-

cedimento padrão através dos multiplicadores de Lagrange. Para obter uma Lagrangeana

de segunda ordem mais clara, devemos seguir o procedimento padrão e com a ajuda da

Hamiltoniana, integrar sobre as variáveis de momento em (3.28).

Como explicamos anteriormente, além da introdução da referida estrutura algébrica,

uma Hamiltoniana espećıfica foi fornecida, representando um oscilador harmônico isotrópico

generalizado, que contempla com dinâmica não somente às coordenadas vetoriais usuais,

mas também com o setor da não-comutatividade gerado pelas quantidades tensoriais θ e

π. A Hamiltoniana clássica correspondente pode ser escrita mais uma vez como

H =
1

2m
p2 +

mω2

2
X2 +

1

2Λ
π2 +

ΛΩ2

2
θ2 , (3.29)

que sabemos ser invariante perante rotações. Em (3.29) m é a massa, Λ é um parâmetro

com dimensão de L−3 e ω e Ω são as frequências. Outras escolhas para a Hamiltoniana

podem ser feitas sem quebrar a estrutura algébrica discutida acima.

O sistema clássico dado por (3.27), (3.28) e (3.29) representa dois osciladores isotrópicos

independentes em D e D(D−1)
2

dimensões, expressos em termos das variáveis X i, pi, θ
ij e πij.

A solução é elementar, mas quando se expressam os osciladores em termos de variáveis
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f́ısicas xi, pi, θ
ij e πij, uma interação aparece entre eles, com equações de movimento

simples. Nesse sentido, o conjunto formador das variáveis nos fornece, no espaço de fase,

as coordenadas normais que desacoplam ambos osciladores.

Portanto, podemos considerar posśıvel gerar uma estrutura algébrica de parênteses de

Dirac que, quando quantizada, reproduz exatamente a álgebra de comutadores que aparece

nas últimas seções. Demonstramos que a teoria apresentada é invariante perante a ação

do grupo de rotação SO(D) e poderia ser derivada através de um prinćıpio variacional.

Uma vez que essa estrutura foi dada, não é dif́ıcil construir uma generalização relativ́ıstica

de tal modelo. Os parênteses de Poisson fundamentais tornam-se

{xµ, pν} = δµν

{θµν , πρσ} = δµνρσ

{Zµ, Kν} = δµν , (3.30)

e os v́ınculos (3.4) são generalizados a

Ψµ = Zµ − 1

2
θµνpν

Φµ = Kµ − pµ , (3.31)

gerando uma matriz de v́ınculo inverśıvel

(∆µν) =

 {Ψµ,Ψν} {Ψµ,Φν}

{Φµ,Ψν} {Φµ,Φν}

 =

 0 ηµν

−ηµν 0

 . (3.32)

Para terminar este caṕıtulo, podemos dizer que os parênteses de Dirac entre as variáveis

do espaço de fase podem também ser generalizados de (3.18) e (3.19). A Hamiltoniana,

é claro, não pode ser dada por (3.29), mas pelo menos para a part́ıcula livre é identica-

mente nula, como é usual aparecer em sistemas clássicos covariantes [48]. É necessário

também para um novo v́ınculo, que deve ser de primeira classe, gerar as transformações

de reparametrização. Em uma extensão mı́nima do caso comutativo usual, é dada pela

camada de massa

χ = p2 +m2 = 0 ,

mas outras escolhas são posśıveis, fornecendo dinâmica ao setor da não-comutatividade ou

ampliando a simetria satisfeita pela ação relativ́ıstica.



Caṕıtulo 4

Simetrias Dinâmicas em Teorias

Não-Comutativas

Neste caṕıtulo, analisaremos as simetrias dinâmicas do espaço-tempo em teorias não-

comutativas usando a álgebra DFRA descrita nos caṕıtulos anteriores. Como já foi ex-

plicado, o formalismo é constrúıdo em um espaço-tempo estendido com graus de liber-

dade independentes associados com o objeto da não-comutatividade θµν . Nessa estrutura,

podemos considerar teorias que são invariantes perante o grupo de Poincaré P ou perante

sua extensão P ′, quando translações em dimensões extras são permitidas. Vamos neste

caṕıtulo usar o conhecido formalismo de Noether adaptado a tal espaço-tempo estendido

x+ θ [31].

Ainda neste caṕıtulo, generalizaremos o formalismo que aparece em [32] para o caso rel-

ativ́ıstico, estudando como as simetrias podem ser implementadas dinamicamente usando

a álgebra DFRA. Estudaremos a estrutura algébrica dos operadores coordenada generali-

zados e seus momentos conjugados. Além disso, construiremos as representações apropri-

adas para os geradores contidos em P e P ′, assim como para os operadores de Casimir.

Algumas ações na MQNC constrúıdas com esses operadores de Casimir serão introduzi-

das, e após isso investigaremos a simetria satisfeita por cada uma dessas teorias usando o

procedimento de Noether.
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4.1 Operadores coordenadas e suas transformações

na MQNC relativ́ıstica

Nas formulações usuais da MQNC, interpretadas aqui como teorias relativ́ısticas, as

coordenadas xµ e seus momentos conjugados pµ são operadores que atuam em um espaço

de Hilbert H satisfazendo as relações de comutação fundamentais dadas no caṕıtulo 2.

Então, podemos definir o operador

G1 =
1

2
ωµνL

µν , (4.1)

notando que é posśıvel gerar dinamicamente transformações infinitesimais sobre qualquer

operador A seguindo a regra usual δA = i[A,G1].

Para Xµ, pµ e Lµν , dados em (2.25) e (2.43) , com as coordenadas do espaço-tempo,

temos os seguintes resultados (Apêndice D),

i). δXµ = ωµνX
ν ,

ii). δpµ = ω ν
µ pν , (4.2)

iii). δLµν = ωµρL
ρν + ωνρL

µρ .

No entanto, as coordenadas f́ısicas deixam de se transformar de uma maneira apropriada.

Como pode ser visto, a mesma regra aplicada sobre xµ fornece como resultado (Apêndice

D),

iv). δxµ = ωµν(x
ν +

1

2
θρνpν)−

1

2
θµνωνρp

ρ, (4.3)

que é uma consequência de θµν não ser transformado.

É importante ressaltar que a equação (4.2) provavelmente quebrará a simetria de

Lorentz em qualquer teoria. A cura para esses problemas pode ser obtida considerando

θµν como um operador em H e também introduzindo seu momento canônico πµν . O preço

a ser pago é que θµν terá que ser associado com dimensões extras [7-13].

Além disso, temos que a relação de comutação

[xµ, πρσ] = − i
2
δµνρσpν , (4.4)

é necessária para a consistência algébrica perante identidades de Jacobi. A equação (4.4)

completa a álgebra exibida no caṕıtulo 2, isto é, a álgebra DFRA. Podemos então genera-

lizar a expressão para o momento angular total, dada em (2.45).
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A estrutura constrúıda acima permite adotar [49]

Mµν = Xµpν −Xνpµ − θµσπ ν
σ + θνσπ µ

σ (4.5)

e considerar esse objeto como o gerador do grupo de Lorentz, uma vez que obedece uma

álgebra apropriada (Apêndice D),

[Mµν ,Mρσ] = iηµσMρν − iηνσMρµ − iηµρMσν + iηνρMσµ . (4.6)

Vale ressaltar que o objeto dado na equação (4.5) gera as transformações de Lorentz

esperadas sobre os operadores do espaço de Hilbert. Na verdade, para δA = i[A,G2], com

G2 = 1
2
ωµνM

µν , teremos que (Apêndice D),

i). δxµ = ωµνx
ν ,

ii). δXµ = ωµνX
ν ,

iii).δpµ = ω ν
µ pν ,

iv).δθµν = ωµρθ
ρν + ωνρθ

µρ,

v). δπµν = ω ρ
µ πρν + ω ρ

ν πµρ,

vi). δMµν = ωµρM
ρν + ωνρM

µρ , (4.7)

que em prinćıpio deveria garantir a invariância de Lorentz de uma teoria consistente.

Observamos que essa construção é posśıvel pelo fato da introdução do par canônico θµν e

πµν como variáveis independentes. Esse par permite a construção de um objeto como Mµν

em (4.5), que gera dinamicamente as transformações dadas acima [31] e não simplesmente

leva em conta a estrutura indicial das variáveis.

Ao examinarmos a estrutura descrita pela equação (4.7), vemos que o gerador de

Lorentz (4.5) pode ser escrito como a soma de dois objetos que comutam entre si,

Mµν = Mµν
1 + Mµν

2 ,

onde

Mµν
1 = Xµpν −Xνpµ e Mµν

2 = −θµσπ ν
σ + θνσπ µ

σ ,

como na adição usual de momentos angulares. Ambos operadores tem que satisfazer a

álgebra de Lorentz. É posśıvel encontrar representações convenientes que reproduzam

(4.7). No setor H1 de H = H1⊗H2 associado com (X,p), pode ser usada a representação

matricial usual 4× 4, D1(Λ) = (Λµ
α) tal que, por exemplo

X′
µ

= Λµ
νX

ν .
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Para o setor de H2 associado com (θ, π), é posśıvel usar a representação de produto

antissimétrico 6× 6,

D2(Λ) = (Λ[µ
αΛ

ν]
β) ,

tal que, por exemplo,

θ′
µν

= Λ[µ
αΛ

ν]
βθ

αβ .

A representação completa é dada por D = D1⊕D2. No caso infinitesimal, Λµ
ν = δµν +ωµν e

(4.7) são reproduzidas. Existem quatro operadores invariantes de Casimir nesse contexto

e eles são dados por

Cj1 = Mj
µνMjµν

e

Cj2 = εµνρσMj
µνMj

ρσ ,

onde j = 1, 2. Notamos que, embora o espaço alvo tenha 10 dimensões, o grupo de simetria

tem somente 6 parâmetros independentes e não os 45 parâmetros independentes do grupo

de Lorentz em D = 10. Lembrando, esse espaço-tempo D = 10 compreende as quatro

coordenadas do espaço-tempo e as seis coordenadas θ.

É posśıvel implementar a simetria de Lorentz na MQNC seguindo as linhas acima, onde

introduzimos uma teoria apropriada, por exemplo, dada por uma ação escalar. Sabemos,

no entanto, que as part́ıculas elementares são classificadas de acordo com os autovalores

dos operadores de Casimir do grupo de Lorentz não-homogêneo. Portanto, vamos estender

essa abordagem ao grupo de Poincaré P .

Considerando os operadores apresentados aqui, podemos em prinćıpio considerar

G3 =
1

2
ωµνM

µν − aµpµ +
1

2
bµνπ

µν

como o gerador de algum grupo P ′, que tem o grupo de Poincaré como um subgrupo.

Seguindo a mesma regra como a usada na obtenção de (4.7), com G2 substitúıda por G3,
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chegamos ao conjunto de transformações (Apêndice D),

i). δXµ = ωµνX
ν + aµ,

ii). δpµ = ω ν
µ pν ,

iii). δθµν = ωµρθ
ρν + ωνρθ

µρ + bµν ,

iv). δπµν = ω ρ
µ πρν + ω ρ

ν πµρ,

v). δMµν
1 = ωµρM

ρν
1 + ωνρM

µρ
1 + aµpν − aνpµ,

vi). δMµν
2 = ωµρM

ρν
2 + ωνρM2

µρ + bµρπ ν
ρ + bνρπµρ,

vii). δxµ = ωµνx
ν + aµ +

1

2
bµνpν . (4.8)

Entretanto, observamos que há um termo inesperado na última equação em (4.8). Isso

é uma consequência do operador coordenada em (2.25), que é uma combinação não-linear

de operadores que atuam sobre H1 e H2.

A ação de P ′ sobre os operadores do espaço de Hilbert é em algum sentido igual a

ação do grupo de Poincaré com uma translação adicional sobre o setor (θµν). Todos os

seus geradores completam uma álgebra perante comutação. Então P ′ é um grupo bem

definido de transformações. Na verdade, a comutação de duas transformações completa

uma álgebra

[δ2, δ1] y = δ3 y (4.9)

onde y representa qualquer um dos operadores que aparecem em (4.8). A regra de com-

posição de pârametros é dada por

ωµ3 ν = ωµ1 αω
α
2 ν − ω

µ
2 αω

α
1 ν ,

aµ3 = ωµ1 νa
ν
2 − ω

µ
2 νa

ν
1, (4.10)

bµν3 = ωµ1 ρb
ρν
2 − ω

µ
2 ρb

ρν
1 − ων1 ρb

ρµ
2 + ων2 ρb

ρµ
1 .

Vamos examinar a estrutura de simetria dada acima. Se considerarmos os operadores

atuando somente sobre H1, verificamos que se transformam de maneira usual perante o

grupo de Poincaré P em D = 4, cujos geradores são pµ e Mµν
1 . Como é bem conhecido,

ele é formado pelo produto semi-direto entre o grupo de Lorentz L em D = 4 e o grupo

de translação T4, e apresenta dois operadores invariantes de Casimir C1 = p2 e C2 =

s2 = sµs
µ, onde sµ = 1

2
εµνρσM

νρ
1 pσ é o vetor de Pauli-Lubanski. Se incluirmos em M1

termos associados com o spin, manteremos a classificação usual das part́ıculas elementares
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baseadas nesses invariantes. Uma representação para P pode ser dada pela matriz 5× 5

D3(Λ, A) =

 Λµ
ν Aµ

0 1

 (4.11)

atuando em um vetor com cinco dimensões
(
Xµ

1

)
.

Considerando os operadores que atuam sobre H2, encontramos uma estrutura seme-

lhante. Chamando o grupo de simetria correspondente de G que tem como geradores os

operadores πµν e Mµν
2 . Como podemos verificar, C3 = π2 e C4 = Mµν

2 πµν são os operado-

res de Casimir correspondentes. Dessa forma G pode ser visto como o produto semi-direto

entre o grupo de Lorentz e o grupo de translação T4. Uma representação posśıvel usa a

representação antissimétrica 6× 6, D2(Λ) já discutida, e é dada pela matriz 7× 7

D4(Λ, B) =

 Λ
[µ
αΛ

ν]
β Bµν

0 1

 (4.12)

atuando em um vetor com sete dimensões
(
θµν

1

)
. Vimos que o grupo completo P ′ é apenas

o produto de P e G, que tem uma representação matricial 11× 11 dada por

D5(Λ, A,B) =


Λµ

ν 0 Aµ

0 Λ
[µ
αΛ

ν]
β Bµν

0 0 1

 (4.13)

atuando em um vetor com 11 dimensões
Xµ

θµν

1

 .

Um elemento do grupo precisa de 6 + 4 + 6 parâmetros a serem determinados e P ′ é um

subgrupo do grupo de Poincaré P10 em D = 10. Observe que um elemento de P10 precisa

de 55 parâmetros a serem especificados. Aqui, no caso infinitesimal, quando A vai para a,

B vai para b e Λµ
ν vai para δµν +ωµν , as transformações (4.8) são obtidas da ação de (4.13)

definida acima. É claro que C1, C2, C3 e C4 são os operadores de Casimir de P ′.

Então, uma posśıvel estrutura algébrica entre os operadores em H foi considerada

e os conjuntos de transformações posśıveis para esses operadores. A escolha de uma

teoria espećıfica, no entanto, vai gerar um critério exigente para selecionar entre esses

conjuntos de transformações. Teremos então as simetrias dinâmicas da ação. Se a teoria

considerada não for invariante perante as translações θ, mas for por transformações de
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Lorentz e translações x, o conjunto de transformações de simetria sobre as coordenadas

generalizadas será dado por (4.7), mas efetivamente considerando bµν nulo, o que implica

que P ′, com essa condição, é contráıdo dinamicamente no grupo de Poincaré. Observe,

no entanto, que πµν será ainda um operador relevante, uma vez que Mµν depende da

representação adotada. Um ponto importante relacionado com a ação dinâmica de P é

que ela conserva as condições quânticas (7).

Consideraremos alguns pontos referentes a algumas ações que geram modelos para uma

MQNC relativ́ıstica com o intuito de derivar suas equações de movimento e exibir suas

simetrias na seção 4.3.

4.2 Ações

Como já foi discutido anteriormente quando introduzimos a MQNC no espaço DFRA,

as coordenadas f́ısicas não comutam e seus autovetores não podem ser usados com o

intuito de formar uma base em H = H1 +H2. Isso não ocorre com o operador coordenada

deslocado Xµ devido a (2.12), (2.13) e (2.26). Consequentemente, seus autovetores podem

ser usados na construção de tal base. Generalizando o que foi feito em [32], é posśıvel

introduzir uma base de coordenadas |X ′, θ′ >= |X ′ > ⊗ |θ′ > de tal maneira que

Xµ|X ′, θ′ > = X ′
µ|X ′, θ′ >

θµν |X ′, θ′ > = θ′
µν |X ′, θ′ > (4.14)

que satisfaz as relações de ortonormalidade e completeza. Nessa base em dez dimensões

< X ′, θ′|pµ|X”, θ” >= −i ∂

∂X ′µ
δ4(X ′ −X”)δ6(θ′ − θ”) (4.15)

e

< X ′, θ′|πµν |X”, θ” >= −iδ4(X ′ −X”)
∂

∂θ′µν
δ6(θ′ − θ”) (4.16)

implicando que ambos momentos adquirem uma relação com derivadas. Podemos construir

o operador πij com a forma já vista anteriormente,

πµν = −i∂µν . (4.17)
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Um estado f́ısico |φ >, na base de coordenadas definida acima, será representado pela

função de onda φ(X ′, θ′) =< X ′, θ′|φ > satisfazendo alguma equação de onda que vamos

supor que pode ser derivada de uma ação, através de um prinćıpio variacional. Como é bem

conhecido, um caminho direto para a construção de uma teoria quântica livre relativ́ıstica

comum é impor que os estados f́ısicos sejam aniquilados pela condição de massa na camada

de massa

(p2 +m2)|φ >= 0 (4.18)

constrúıda com o operador de Casimir C1 = p2. Na representação de coordenada, isso

gera a equação de Klein-Gordon. O mesmo resultado é obtido da quantização da part́ıcula

relativ́ıstica clássica, cuja ação é invariante perante reparametrização [48], onde o gerador

da simetria de reparametrização é o v́ınculo (p2+m2) ≈ 0. A condição (4.18) é interpretada

como a que seleciona os estados f́ısicos, que devem ser invariantes perante transformações

de calibre (reparametrização). No caso não-comutativo, além de (4.18), é razoável supor

também que a segunda condição

(π2 + ∆)|φ >= 0 (4.19)

deve ser imposta sobre os estados f́ısicos, uma vez que também é um invariante e não é

afetado pela evolução gerada por (4.18). Em (4.19), ∆ é alguma constante com dimensão

de M4, cujo sinal e valor dependem se π é tipo-espaço, tipo-tempo ou nulo. Ambas

equações permitem construir uma solução generalizada em ondas planas

φ(X ′, θ′) ≡< X ′, θ′|φ >∼ exp
(
ikµX

′µ +
i

2
Kµνθ

′µν
)
,

onde k2 + m2 = 0 e K2 + ∆ = 0. Na representação de coordenadas dada pelas equações

(4.14) até (4.16), a equação (4.18) gera apenas a equação de Klein-Gordon

(�X −m2)φ(X ′, θ′) = 0, (4.20)

enquanto (4.19) gera a equação suplementar

(�θ −∆)φ(X ′, θ′) = 0, (4.21)

onde

�X = ∂µ∂µ , (4.22)

com

∂µ =
∂

∂X ′µ
. (4.23)
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Também

�θ =
1

2
∂µν∂µν , (4.24)

com

∂µν =
∂

∂θ′µν
. (4.25)

Ambas as equações podem ser derivadas da ação

S =

∫
d4X ′ d6θ′Ω(θ′)

{1

2
( ∂µφ∂µφ+m2 φ2) − Λ(�θ −∆)φ

}
. (4.26)

Em (4.26) Λ é um multiplicador de Lagrange necessário para impor a condição (4.21).

Ω(θ′) pode ser visto como uma simples constante θ−60 para manter as dimensões usuais dos

campos como S deve ser adimensional em unidades naturais, ou como uma função peso de

paridade par como a que aparece em [7-12] usada para fazer a conexão entre o formalismo

em D = 4 + 6 e o usual in D = 4 após a integração em θ′, ou uma distribuição usada para

impor condições adicionais como as que aparecem em (7) e adotadas em [14].

Devemos lembrar que a função Ω(θ) é uma função peso invariante de Lorentz que tem

a seguinte normalização ∫
d6 θΩ(θ) = 1 . (4.27)

Em geral, é considerada como sendo uma função positiva e de paridade par de θµν tal que∫
d6 θΩ(θ) θµν = 0 . (4.28)

Para a função peso invariante de Lorentz de paridade par, temos que∫
d6 θΩ(θ) θαβ θµν =

< θ2 >

12
(gαµ gβν − gαν gβµ) , (4.29)

onde

< θ2 >=

∫
d6 θΩ(θ) θµν θµν , (4.30)

e a função peso cai muito rápido no infinito tal que todas as integrais são bem definidas

[8, 11].

Um modelo que não envolve os multiplicadores de Lagrange, mas dois dos operadores

de Casimir de P ′, C1 = p2 e C3 = π2, é dado por

S =

∫
d4X ′ d6θ′Ω(θ′)

1

2

{
∂µφ∂µφ+

λ2

4
∂µνφ∂µνφ+m2 φ2

}
, (4.31)

onde λ é um parâmetro com dimensão de comprimento, que tem que ser introduzido por

razões dimensionais. Se ele for igualado a zero obteremos a ação de Klein-Gordon.
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Na próxima seção construiremos as equações de movimento e analisaremos o teorema

de Noether derivado para teorias gerais definidas no espaço x+ θ, e especificamente para

ação (4.31), considerando Ω(θ) como uma função bem comportada.

4.3 Equações de Movimento e Teorema de Noether

Vamos considerar a ação

S =

∫
R

d4 x d6θΩ(θ)L(φi, ∂µφ
i, ∂µνφ

i, x, θ) , (4.32)

que depende de um conjunto de campos φi, das derivadas com respeito a xµ e θµν , e das

coordenadas xµ e θµν . De agora em diante, usaremos x no lugar de X ′ e θ no lugar de θ′

com o intuito de simplificar a notação. Os campos φi podem ser funções de xµ e θµν . O

ı́ndice i permite tratar φ de uma maneira geral. Consideramos em (4.32), assim como em

(4.31), o elemento de integração modificado pela introdução de Ω(θ).

Considerando que S seja estacionária para uma variação arbitrária δφi que é nula no

contorno ∂R da região de integração R, podemos escrever a equação de Euler-Lagrange

como sendo

Ω
( ∂L
∂φi
− ∂µ

∂L
∂∂µφi

)
− ∂µν

(
Ω

∂L
∂∂µνφi

)
= 0 . (4.33)

Trataremos as variações δxµ, δθµν das coordenadas generalizadas e δφi dos campos tal

que o integrando se transforma como uma divergência total no espaço x + θ, δ(ΩL) =

∂µ(ΩSµ) + ∂µν(ΩSµν). Então o teorema de Noether garante que, na camada de massa,

ou quando (4.33) for satisfeita, existe uma corrente conservada (jµ, jµν) definida por

jµ =
∂L
∂∂µφi

δφi + Lδxµ,

jµν =
∂L

∂∂µνφi
δφi + Lδθµν , (4.34)

tal que,

Ξ = ∂µ(Ω jµ) + ∂µν(Ω jµν) (4.35)

é nulo. A carga correspondente

Q =

∫
d3 x d6θΩ(θ) j0 , (4.36)

é independente do “tempo” x0. Pelo contrário, se lá existe uma corrente conservada como

(4.34), a ação (4.32) é invariante perante as transformações de simetria correspondentes.
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Isso é apenas uma extensão trivial da versão usual do teorema de Noether [31] com o

intuito de incluir θµν como coordenadas independentes, também como um elemento de

integração modificado devido a presença de Ω(θ). Note que Ω não foi inclúıdo na definição

da corrente (4.34) porque é visto como parte do elemento de integração, mas está presente

em (4.35), que é a divergência relevante. Também está dentro da carga (4.36) uma vez

que a carga é uma quantidade integrada.

Vamos usar as equações (4.32) até (4.35) no modelo simples dado por (4.31). A equação

de Euler-Lagrange resulta em

δS

δφ
= −Ω (�−m2)φ− λ2

2
∂µν(Ω ∂µνφ)

= 0 (4.37)

e (4.35) pode ser escrita como

Ξ = ∂µ

{
Ω ∂µφ δφ+

Ω

2

(
∂αφ∂

αφ+
λ2

4
∂αβφ∂

αβφ+m2φ2
)
δxµ
}

(4.38)

+ ∂µν

{
Ωλ2∂µνφ δφ+

Ω

2

(
∂αφ∂

αφ+
λ2

4
∂αβφ∂

αβφ+m2φ2
)
δθµν

}
.

Antes de usar (4.38), observamos que a transformação

δφ = −(aµ + ωµνx
ν) ∂µφ−

1

2
(bµν + 2ωµρθ

ρν) ∂µνφ , (4.39)

completa uma álgebra, como em (4.9), com a mesma regra de composição definida em

(4.10). A equação acima define como um campo escalar se transforma no espaço x + θ

perante a ação de P ′.

Vamos agora estudar uma translação ŕıgida (simetria global) em x, dada por

δax
µ = aµ,

δaθ
µν = 0,

δaφ = −aµ ∂µφ, (4.40)

onde aµ é constante. Vemos de (4.38) e (4.40) que

Ξa = aµ ∂µφ
δS

δφ
(4.41)

é nulo na camada de massa, quando (4.37) for válida.

Para uma translação ŕıgida em θ, temos que

δbx
µ = 0,

δbθ
µν = bµν ,

δbφ = −1

2
bµν∂µνφ, (4.42)
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onde bµν é constante e podemos escrever que

Ξb =
1

2
bµν
(
∂µνφ

δS

δφ
+ L∂µνΩ

)
. (4.43)

O primeiro termo no lado direito é nulo na camada de massa, mas o segundo depende da

forma de Ω.

Por último, vamos considerar uma transformação de Lorentz, dada por

δωx
µ = ωµνx

ν ,

δωθ
µν = ωµρθ

ρν + ωνρθ
µρ,

δωφ = −
(
ωµνx

ν∂µ + ωµρθ
ρν∂µν

)
φ, (4.44)

com ωµν constante e antissimétrico. Obtemos que

Ξω = ωµν
δS

δφ
(xν∂µφ+ θνρ∂µρφ) + L ∂µνΩωµα θ

αν . (4.45)

O primeiro termo na expressão anterior é nulo na camada de massa e o segundo também

é nulo se Ω for um escalar perante as transformações de Lorentz e depende somente de θ.

Em uma teoria completa onde outras contribuições para a ação total estariam presentes,

a simetria perante translações em θ poderia ser quebrada por diferentes razões, como caso

da teoria de calibre U(1) não-comutativa. Nessa situação P poderia ser o grupo de simetria

da teoria completa mesmo considerando Ω(θ) como uma constante.



Caṕıtulo 5

Férmions e Teorias Não-Comutativas

Usando a estrutura DFRA onde o objeto da não-comutatividade θµν representa graus

de liberdade independentes, explicaremos as propriedades de simetria de um espaço-tempo

estendido x+ θ, dado pelo grupo P ′, que tem o grupo de Poincaré P como um subgrupo.

Nessa seção, usaremos a álgebra DFRA para introduzir uma equação de Dirac genera-

lizada, onde o campo fermiônico não depende somente das coordenadas comuns, mas

também de θµν . A simetria dinâmica contida em tal teoria fermiônica será discutida e será

mostrado que sua ação é invariante perante P ′.

Nos caṕıtulos anteriores, vimos que a álgebra DFRA implementada em uma estrutura

da MQNC [50] tem a invariância de Poincaré como simetria dinâmica [31]. É claro que isso

representa uma entre as várias possibilidades de se incorporar a não-comutatividade em

teorias quânticas. Vimos também que não somente as coordenadas xµ e seus momentos

conjugados pµ são operadores que atuam em um espaço de Hilbert H, mas também θµν

e seus momentos canônicos πµν são considerados como operadores que também atuam no

espaço de Hilbert. A álgebra DFRA foi dada em (1), (2.8) até (2.13) e (2.21), onde todas

as relações são consistentes, por construção, com todas as indentidades de Jacobi.

Como dito antes, um ponto importante é que, devido a (1), o operador xµ não pode

ser usado para rotular uma posśıvel base em H. No entanto, como as componentes de

Xµ comutam, sabemos da Mecânica Quântica que seus autovalores podem ser usados

para tal objetivo. Para simplificar a notação, vamos denotar neste caṕıtulo por x e θ os

autovalores de X e θ. Em [51], foram considerados esses pontos de forma mais detalhada

e foi proposta uma maneira de construir algumas ações que representam posśıveis teorias
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de campos nesse espaço-tempo estendido x+ θ. Uma delas foi dada por

S = −
∫
d4 x d6θΩ(θ)

1

2

{
∂µφ∂µφ+

λ2

4
∂µνφ∂µνφ+m2 φ2

}
, (5.1)

onde λ já é conhecido assim como Ω(θ), que tem o intuito de fazer a conexão entre os

formalismos D = 4 + 6 e D = 4 e onde usamos as definições em (4.22) até (4.25).

A equação de Euler-Lagrange correspondente resulta em

δS

δφ
= Ω (�−m2)φ+

λ2

2
∂µν(Ω ∂µνφ)

= 0 (5.2)

e a ação (5.1) é invariante perante a transformação

δφ = −(aµ + ωµνx
ν) ∂µφ−

1

2
(bµν + 2ωµρθ

ρν) ∂µνφ, (5.3)

e Ω é considerado como uma constante em (5.2). Se Ω for uma função escalar de θ, a

transformação acima será somente uma simetria de (5.1) (quando bµν é nulo) que trans-

forma dinamicamente P ′ em P [51]. Observe que (5.3) completa uma álgebra, como em

(4.9), com a mesma regra de composição de parâmetros definida em (4.10). A equação

(5.3) define como um campo escalar se transforma no espaço x+ θ perante a ação de P ′.

Vamos agora mostrar como introduzir férmions nesse espaço estendido x + θ. Para

alcançar esse objetivo, observe que P é um subgrupo do grupo de Poincaré P ’. Denotando

os ı́ndices A,B, ... como ı́ndices do espaço-tempo em D = 10, A,B, .. = 0, 1, ..., 9, um vetor

Y A se transformaria perante P ’ como

δY A = ωABY
B + ∆A ,

onde os 45 ω’s e os 10 ∆’s são parâmetros infinitesimais. Se indentificarmos os últimos seis

ı́ndices A,B, .. com os micro-́ındices µν, µ, ν, .. = 0, 1, 2, 3, considerados como quantidades

antissimétricas, as relações de transformação dadas acima podem ser reescritas como

δY µ = ωµνY
ν +

1

2
ωµαβY

αβ + ∆µ,

δY µν = ωµναY
α +

1

2
ωµναβY

αβ + ∆µν . (5.4)

Com essa notação, a métrica de Minkowski diagonal D = 10 é rescrita como ηAB =

(ηµν , ηαβ,γδ) e a álgebra de Clifford {ΓA,ΓB} = −2ηAB como

{Γµ,Γαβ} = 0,

{Γµ,Γν} = −2ηµν ,

{Γµν ,Γαβ} = −2ηµν,αβ. (5.5)
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Essa é apenas uma maneira de se escrever as relações usuais em D = 10 [2]. Identificando

Y A com (xµ, 1
λ
θαβ), vemos da estrutura dada acima que as transformações permitidas em

P são essas de P ’, submetidas às condições

ωµνα = ω α
µν = 0,

ωµναβ = 4ω[µ
αδ

ν]
β,

∆µ = aµ, (5.6)

∆αβ =
1

λ
bαβ,

obviamente mantendo a identificação entre ωAB e ωµν quando A = µ e B = ν. É claro

que temos agora somente 6 ω’s independentes, 10 a’s e b’s. Com as relações dadas acima

é posśıvel extrair a “raiz quadrada” da equação de Klein-Gordon generalizada (5.2)

(� + λ2�θ −m2)φ = 0, (5.7)

considerando novamente que Ω é uma constante em (5.2). Essa equação pode ser inter-

pretada como uma relação de dispersão nesse espaço-tempo D = 4 + 6. Portanto, (5.7)

fornece a equação de Dirac generalizada[
i(Γµ∂µ +

λ

2
Γαβ∂αβ)−m

]
ψ = 0 . (5.8)

Vamos aplicar, pela esquerda de (5.8), o operador[
i(Γν∂µ +

λ

2
Γαβ∂αβ) +m

]
.

Depois de usar (5.5), observamos que ψ também satisfaz a equação de Klein-Gordon

generalizada (5.7). A covariância da equação de Dirac generalizada (5.8) também pode

ser provada. Primeiro, notamos que o operador

Mµν =
i

4

(
[Γµ,Γν ] + [Γµα,Γνα]

)
(5.9)

fornece a representação desejada para os geradores do SO(1, 3), porque não somente com-

pleta a álgebra de Lorentz (4.6), mas também satisfaz as relações de comutação

[Γµ,Mαβ] = 2iδµ[αΓβ],

[Γµν ,Mαβ] = 2iδµ[αΓ ν
β] − 2iδν[αΓ µ

β] . (5.10)

Com essas relações é posśıvel provar que (5.8) é de fato, covariante perante as trans-

formações de Lorentz dadas por

ψ(x′, θ′) = exp(− i
2

ΛµνMµν)ψ(x, θ). (5.11)
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Considerando o grupo completo P ’, observamos que as transformações infinitesimais de ψ

são dadas por

δψ = −
[
(aµ + ωµνx

ν)∂µ +
1

2
(bµν + 2ωµρθ

νρ)∂µν +
i

2
ωµνMµν

]
ψ, (5.12)

que completa a álgebra de P ’ com a mesma regra de composição dada em (4.10), que pode

ser mostrada após um pouco de álgebra. Por último, podemos mostrar que aqui também

existem correntes conservadas de Noether associadas com a transformação (5.12), uma vez

que observamos que a equação (5.8) pode ser derivada da ação

S =

∫
d4 x d6θΩ(θ) ψ̄

[
i(Γµ∂µ +

λ

2
Γαβ∂αβ)−m

]
ψ, (5.13)

onde estamos considerando que Ω = θ−60 e ψ̄ = ψ†Γ0. Primeiro, notamos que (omitindo

fatores triviais θ−60 ),

δLS

δψ̄
=

[
i(Γµ∂µ +

λ

2
Γαβ∂αβ)−m

]
ψ,

δRS

δψ
= −ψ̄

[
i(Γµ
←−
∂ µ +

λ

2
Γαβ
←−
∂ αβ) +m

]
, (5.14)

onde as derivadas L e R atuam da esquerda e direita, respectivamente. A corrente (jµ, jµν),

analogamente como em [53], é escrita aqui como

jµ =
∂RL
∂∂µψ

δψ + δψ̄
∂LL
∂∂µψ̄

+ Lδxµ,

jµν =
∂RL
∂∂µνψ

δψ + δψ̄
∂LL
∂∂µνψ̄

+ Lδθµν , (5.15)

onde

δψ̄ = −ψ̄
[←−
∂ µ(aµ + ωµνx

ν) +
←−
∂ µν

1

2
(bµν + 2ωµρθ

νρ)− i

2
ωµνMµν

]
, (5.16)

δψ é dada em (5.12), δxµ e δθµν tem a mesma forma encontrada em (4.8). Usando esses

últimos resultados, pode-se mostrar que

∂µj
µ + ∂µνj

µν = −
(
δψ̄
δLS

δψ̄
+
δRS

δψ
δψ
)
, (5.17)

é nulo na camada de massa, provando a invariância da ação (5.13) perante P ′. Podemos

concluir que P ′ pode ser contráıdo dinamicamente em P , preservando a estrutura usual

dos invariantes de Casimir, caracteŕıstica das teorias quânticas comuns.

Usando (5.17) podemos ver que existe uma carga conservada

Q =

∫
d3xd6θ j0 , (5.18)
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para cada uma das transformações espećıficas dentro de (5.15). Realizando uma simples

derivação temporal, temos que

Q̇ = −
∫
d3xd6θ (∂i j

i + ∂µνj
µν) ,

é nulo como uma consequência do teorema da divergência. Considerando somente trans-

lações em xµ, podemos escrever j0 = j0µ a
µ, e consequentemente definir o operador momento

Pµ = −
∫
d3xd6θj0µ.

Analisando as translações θµν e as transformações de Lorentz, podemos derivar de

uma maneira semelhante uma forma expĺıcita para os outros geradores de P ′, aqui vamos

chamá-los de Πµν e Jµν . Perante uma estrutura de parênteses apropriada e seguindo o

teorema de Noether, essas cargas conservadas geram as transformações (5.12) e (5.16).

Finalmente, com esses resultados podemos dizer que foi posśıvel introduzir férmions

satisfazendo uma equação de Dirac generalizada, que é covariante perante a ação do grupo

de Poincaré estendido P ’. Essa equação de Dirac foi derivada através de um prinćıpio

variacional cuja ação é dinamicamente invariante perante P ’. Isso pode justificar posśıveis

papéis tomados pelas teorias que envolvem não-comutatividade de uma maneira com-

pat́ıvel com a RG. É claro que isso é apenas um pequeno passo em direção ao programa

de quantização da teoria de campos nesse espaço-tempo estendido x+ θ, como veremos a

seguir.



Caṕıtulo 6

Campos Escalares Quânticos

Complexos e a Não-Comutatividade

Ao longo dos últimos caṕıtulos, vimos que em um formalismo de primeira quantização

(MQ) θµν e seu momento canônico πµν são vistos como operadores que vivem em algum

espaço de Hilbert estendido. Essa estrutura é compat́ıvel com a álgebra DFRA e ela é

invariante perante um grupo de simetria de Poincaré estendido. Em um cenário de segunda

quantização (TQC), reproduziremos neste caṕıtulo os resultados obtidos em [54]. Uma

forma expĺıcita para os geradores de Poincaré estendido é apresentada e a mesma álgebra

é gerada por meio de relações de Heinsenberg generalizadas. Introduziremos também um

termo fonte e construiremos a solução geral para campos escalares complexos usando a

técnica de função de Green. Consideraremos a “segunda quantização” do modelo discutido

anteriormente [51], mostrando que a simetria de Poincaré estendida aqui é gerada por meio

de relações de Heisenberg generalizadas, fornecendo a mesma álgebra exibida em [51, 54].

Exploraremos uma teoria de Klein-Gordon carregada não-comutativa descrita anteri-

ormente nesse espaço x+θ em D = 10 e analisaremos sua estrutura de simetria, associada

com a invariância da ação perante algum grupo de Poincaré estendido (P ′). Essa estrutura

de simetria também será exibida no ńıvel da segunda quantização, constrúıda por meio

de relações de Heisenberg generalizadas. Depois disso, os campos serão mostrados como

expansões em uma base de onda plana com o intuito de resolver as equações de movimento

usando o formalismo de funções de Green adaptado a esse novo espaço x+ θ em D = 10.
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6.1 A ação e as relações de simetria

Um ponto importante é que devido a (1), o operador xµ não pode ser usado para

rotular uma base posśıvel em H. No entanto, como as componentes de Xµ comutam,

como pode ser verificado da álgebra de DFRA e das relações que dela são obtidas, seus

autovalores podem ser usados para tal objetivo. Continuaremos a usar que x e θ são os

autovalores de X e θ.

No caṕıtulo 2, vimos que as relações (1), (2.7) até (2.17) e (2.21) nos permitiram utilizar

[49] que

Mµν = Xµpν −Xνpµ − θµσπ ν
σ + θνσπ µ

σ

é o gerador do grupo de Lorentz, onde [50]

Xµ = xµ +
1

2
θµνpν ,

e vimos que a álgebra correta é fechada, isto é,

[Mµν ,Mρσ] = iηµσMρν − iηνσMρµ − iηµρMσν + iηνρMσµ .

Os Mµν geram as transformações de simetria esperadas quando atuam sobre todos os

operadores no espaço de Hilbert estendido, isto é, definindo a transformação dinâmica de

um operador arbitrário A em H de tal maneira que δA = i[A,G], onde

G =
1

2
ωµνM

µν − aµpµ +
1

2
bµνπµν , (6.1)

e ωµν = −ωνµ, aµ, bµν = −bνµ são parâmetros infinitesimais, como já dissemos antes, e

segue que

δxµ = ωµνx
ν + aµ +

1

2
bµνpν , (6.2)

δXµ = ωµνX
ν + aµ , (6.3)

δpµ = ω ν
µ pν , (6.4)

δθµν = ωµρθ
ρν + ωνρθ

µρ + bµν , (6.5)

δπµν = ω ρ
µ πρν + ω ρ

ν πµρ , (6.6)

δMµν = ωµρM
ρν + ωνρM

µρ + aµpν − aνpµ + bµρπ ν
ρ + bνρπµρ , (6.7)

cujas demonstrações são análogas às anteriores, generalizando a ação do grupo de Poincaré

P com intuito de incluir as transformações de θ e π, isto é, obtendo P ′. As transformações

de P ′ completam uma álgebra, tal que

[δ2, δ1] A = δ3 A , (6.8)
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e a regra de composição de parâmetros é dada por (Apêndice E)

ωµ3 ν = ωµ1 αω
α
2 ν − ω

µ
2 αω

α
1 ν ,

aµ3 = ωµ1 νa
ν
2 − ω

µ
2 νa

ν
1 ,

bµν3 = ωµ1 ρb
ρν
2 − ω

µ
2 ρb

ρν
1 − ων1 ρb

ρµ
2 + ων2 ρb

ρµ
1 . (6.9)

A estrutura de simetria exibida nas equações (6.2) até (6.7) já foi discutida anteriormente.

Nos últimos caṕıtulos, tentamos esclarecer todos esses pontos de forma detalhada e

mostramos uma maneira de construir ações representando posśıveis teorias de campos

nesse espaço-tempo estendido x + θ. Uma dessas ações, generalizada com o intuito de

permitir que os campos escalares sejam complexos, é dada por

S = −
∫
d4 x d6θ

{
∂µφ∗∂µφ+

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ+m2 φ∗φ

}
, (6.10)

onde também omitimos um posśıvel fator Ω(θ) na medida.

Agora sabemos que a equação de Euler-Lagrange correspondente nos leva à

δS

δφ
= (� + λ2�θ −m2)φ∗

= 0 , (6.11)

com uma equação de movimento semelhante para φ. A ação (6.10) é invariante perante a

transformação

δφ = −(aµ + ωµνx
ν) ∂µφ−

1

2
(bµν + 2ωµρθ

ρν) ∂µνφ . (6.12)

Além disso, também temos a transformação de fase

δφ = −iα φ , (6.13)

com expressões semelhante para φ∗, obtida de (6.12) e (6.13), por conjugação complexa.

Observamos que (6.4) completa uma álgebra, como em (6.8), com a mesma regra de

composição de parâmetros definida em (6.9). A equação (6.12), que define como um campo

escalar carregado, se transforma no espaço x+θ perante P ′. A transformação subalgébrica

gerada por (6.5) é Abeliana. Embora poderia ter sido diretamente generalizada para uma

configuração mais geral.

Associada com essas transformações de simetria, podemos definir as correntes conser-

vadas [51] como sendo

jµ =
∂L
∂∂µφ

δφ+ δφ∗
∂L
∂∂µφ∗

+ Lδxµ ,

jµν =
∂L
∂∂µνφ

δφ+ δφ∗
∂L

∂∂µνφ∗
+ Lδθµν . (6.14)
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Na verdade, usando (6.4) e (6.5), bem como (6.3) e (6.5), podemos mostrar, depois de

algum trabalho algébrico, que

∂µj
µ + ∂µνj

µν = −δS
δφ
δφ− δφ∗ δS

δφ∗
. (6.15)

As expressões acima, como dissemos anteriormente, nos permitiram derivar a carga es-

pećıfica

Q = −
∫
d3xd6θ j0 , (6.16)

para cada tipo de simetria conservada em (6.4) e (6.5), uma vez que

Q̇ =

∫
d3xd6θ (∂ij

i +
1

2
∂µνj

µν) (6.17)

é nula, como uma consequência do teorema da divergência nesse espaço estendido (x, θ).

Vamos considerar cada simetria espećıfica em (6.4) e (6.5). Para translações usuais em x,

podemos escrever j0 = j0µa
µ, e então podemos definir o momento total

Pµ = −
∫
d3xd6θ j0µ

=

∫
d3xd6θ (φ̇∗∂µφ+ φ̇∂µφ

∗ − Lδ0µ) . (6.18)

Fazendo µ = 0 na primeira equação em (6.14), resulta em

j0 =
∂L
∂∂0φ

δφ+ δφ∗
∂L
∂∂0φ∗

+ Lδx0

=
∂L
∂φ̇

δφ+ δφ∗
∂L
∂φ̇∗

+ Lδx0. (6.19)

Substituindo a equação (6.24) (mais a frente) em (6.19), temos que

j0 = φ̇∗δφ+ δφ∗φ̇+ Lδx0.

Como podemos escrever j0 = j0µa
µ, teremos que

φ̇∗δφ+ δφ∗φ̇+ Lδx0 = j0µx
µ.

Donde se conclui que

j0µ = −φ̇∗∂µφ− φ̇∂µφ∗ + Lδ0µ.

Substituindo a equação (6.20) na primeira equação de (6.18), obtemos

Pµ =

∫
d3xd6θ(φ̇∗∂µφ+ φ̇∂µφ

∗ − Lδ0µ).
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Observamos que, para translações em θ, podemos escrever que j0 = j0µνb
µν , e consequente-

mente,

Pµν = −
∫
d3xd6θ j0µν

=
1

2

∫
d3xd6θ (φ̇∗∂µνφ+ φ̇∂µνφ

∗) . (6.20)

De uma maneira semelhante, definimos a carga de Lorentz. Usando o operador

∆µν = x[µ∂ν] + θ α
[µ ∂ν]α (6.21)

e definindo j0 = j̄0µνω
µν , podemos escrever

Mµν = −
∫
d3xd6θ j̄0µν

=

∫
d3xd6θ (φ̇∗∆νµφ+ φ̇∆νµφ

∗ − Lδ0[µxν]) . (6.22)

Por último, para a simetria dada por (6.5), podemos escrever a carga U(1) como

Q = i

∫
d3xd6θ (φ̇∗φ− φ̇φ∗) . (6.23)

Vamos agora mostrar como essas cargas geram as transformações de campo apropriadas (e

dinâmicas) em um cenário quântico, como as relações de Heisenberg generalizadas. Para

começar a quantização de tal teoria, podemos definir, como de costume, os momentos do

campo

π =
∂L
∂φ̇

= φ̇∗ ,

π∗ =
∂L
∂φ̇∗

= φ̇ , (6.24)

satisfazendo os comutadores em tempos iguais não-nulos (daqui em diante os comutadores

serão em tempos iguais)

[π(x, θ), φ(x′, θ′)] = −iδ3(x− x′)δ6(θ − θ′) ,

[π∗(x, θ), φ∗(x′, θ′)] = −iδ3(x− x′)δ6(θ − θ′) . (6.25)

A nossa estratégia será apenas generalizar a teoria de campos usual e reescrever as cargas

(6.18) até (6.23) eliminando as derivadas temporais dos campos em favor das de momentos

dos campos. Depois disso, usaremos (6.25) para gerar dinamicamente as operações de

simetria. Nesse esṕırito, de acordo com (6.18) e (6.24), a translação espacial é gerada por

Pi =

∫
d3xd6θ

(
π∂iφ+ π∗∂iφ

∗
)
. (6.26)
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Com efeito, substituindo a equação (6.24) em (6.18), temos que

Pµ =

∫
d3xd6θ(π∂µφ+ π∗∂µφ

∗ − Lδ0µ).

Considerando apenas o gerador de translação espacial, ou seja, µ = i 6= 0,

Pi =

∫
d3xd6θ(π∂iφ+ π∗∂iφ

∗ − Lδ0i )

=

∫
d3xd6θ(π∂iφ+ π∗∂iφ

∗).

Podemos verificar (Apêndice E), usando a equação (6.25), que

[Pi,Y(x, θ)] = −i∂iY(x, θ) , (6.27)

onde Y representa φ, φ∗, π ou π∗.

É importante ressaltar que a dinâmica é gerada por

P0 =

∫
d3xd6θ

(
π∗π + ∂iφ∗∂iφ+

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ+m2φ∗φ

)
(6.28)

concordando com (6.18) e (6.24).

Com efeito, substituindo a equação (6.24) em (6.18), temos que

Pµ =

∫
d3xd6θ(π∂µφ+ π∗∂µφ

∗ − Lδ0µ).

Como queremos obter o gerador da dinâmica, iremos fazer µ = 0. Logo,

P0 =

∫
d3xd6θ(π∂0φ+ π∗∂0φ

∗ − Lδ00)

=

∫
d3xd6θ (πφ̇+ π∗φ̇∗ − L). (6.29)

Substituindo a equação (6.24) em (6.29), teremos que

P0 =

∫
d3xd6θ (ππ∗ + π∗π − L).

Considerando a ação (6.10), temos que a Lagrangeana é dada por

L = −∂µφ∗∂µφ−
λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ−m2φ∗φ.

Logo, a equação (6.29) fica

P0 =

∫
d3xd6θ(ππ∗ + π∗π + ∂µφ∗∂µφ+

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ+m2φ∗φ).
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Como ηµν = (−1, 1, 1, 1), obtemos

P0 =

∫
d3xd6θ(ππ∗ + π∗π − ∂0φ∗∂0φ+ ∂iφ∗∂iφ+

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ+m2φ∗φ)

=

∫
d3xd6θ(ππ∗ + π∗π − φ̇∗φ̇+ ∂iφ∗∂iφ+

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ+m2φ∗φ).

Substituindo a equação (6.24), temos que

P0 =

∫
d3xd6θ(ππ∗ + π∗π − ππ∗ + ∂iφ∗∂iφ+

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ+m2φ∗φ)

=

∫
d3xd6θ(π∗π + ∂iφ∗∂iφ+

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ+m2φ∗φ).

Com a Lagrangeana dada em (6.10), temos que

πµν =
∂L

∂(∂µνφ)
=
λ2

4
∂µνφ

∗,

π∗µν =
∂L

∂(∂µνφ∗)
=
λ2

4
∂µνφ.

Esses são os momentos conjugados no espaço θ, os momentos θ. Junto com π e π∗, temos

o espaço de momentos completo.

Vamos agora convenientemente considerar que, classicamente

∂µνφ∗∂µνφ ≥ 0

para assegurar que a Hamiltoniana H = P0 é definida como sendo positiva. Essa condição

também pode ser escrita como

πµνπ∗µν ≥ 0 ,

uma vez que sempre temos um expoente par em λ. Usando os comutadores fundamentais

(6.25), as equações de movimento (6.11) e as definições (6.24), é posśıvel provar (Apêndice

E) a relação de Heisenberg

[P0,Y(x, θ)] = −i∂0Y(x, θ) . (6.30)

Observamos que as translações em θ, concordando com (6.20) e (6.24), são geradas por

Pµν =
1

2

∫
d3xd6θ

(
π∂µνφ+ π∗∂µνφ

∗
)
. (6.31)

Substituindo a equação (6.24) em (6.20), temos que

Pµν =
1

2

∫
d3xd6θ(π∂µνφ+ π∗∂µνφ

∗).
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Agora que obtivemos a equação (6.31), obtemos (Apêndice E) a partir da equação (6.25)

que

[Pµν ,Y(x, θ)] = −i∂µνY(x, θ) . (6.32)

As transformações de Lorentz são geradas por (6.22) de uma maneira semelhante. O

gerador de rotações espaciais é dado por

Mij =

∫
d3xd6θ

(
π∆jiφ+ π∗∆jiφ

∗
)
. (6.33)

Fazendo µ = i e ν = j em (6.22), temos que

Mij =

∫
d3xd6θ (φ̇∗∆jiφ+ φ̇∆jiφ

∗ − Lδ0[ixj]) . (6.34)

Substituindo a equação (6.24), temos que

Mij =

∫
d3xd6θ (π∆jiφ+ π∗∆jiφ

∗ − Lδ0[ixj]) . (6.35)

Como Mij é o gerador de rotações espaciais, ou seja, i 6= 0. Logo, δ0[ixj] = 0. Então

Mij =

∫
d3xd6θ(π∆jiφ+ π∗∆jiφ

∗).

Os “boosts” serão gerados por

M0i =
1

2

∫
d3xd6θ

{
π∗πxi − x0

(
π∂iφ+ π∗∂iφ

∗
)

+ π
(

2θ γ
[i ∂0]γ − x0∂i

)
φ+

+π∗
(

2θ γ
[i ∂0]γ − x0∂i

)
φ∗ +

(
∂jφ

∗∂jφ+
λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ + m2φ∗φ

)
xi

}
.(6.36)

Pode-se verificar (Apêndice E), de uma maneira direta a partir de (6.33) e de uma maneira

indireta a partir de (6.36), que

[Mµν ,Y(x, θ)] = i∆µνY(x, θ) , (6.37)

para qualquer quantidade dinâmica Y , onde ∆µν foi definido em (6.21).

Por último, podemos reescrever (6.23) como

Q = i

∫
d3xd6θ

(
πφ− π∗φ∗

)
, (6.38)

gerando (6.5) e sua conjugada, e expressões semelhantes para π e π∗.

Substituindo a equação (6.24) em (6.23), temos que

Q = i

∫
d3xd6θ(πφ− π∗φ∗).
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As transformações em P ’ e as de calibre podem ser geradas pela ação do operador

G =
1

2
ωµνM

µν − aµPµ +
1

2
bµνPµν − αQ (6.39)

sobre os campos complexos e seus momentos, usando as relações de comutação canônicas

(6.25). Desta forma, as transformações em P ’ e as de calibre são geradas como relações de

Heisenberg generalizadas. Esse é um resultado que mostra a consistência do formalismo

de DFRA. Além disso, também existem quatro operadores de Casimir definidos com os

operadores dados acima, com a mesma forma que aqueles anteriormente definidos no

cenário da primeira quantização. Então a estrutura exibida acima é muito semelhante

a usual encontrada em campos escalares complexos quânticos comuns. O nosso próximo

passo será expandir os campos e momentos em modos, resultando também alguma outra

prescrição, para definir o espaço de Fock relevante, o espectro, as funções de Green e toda

estrutura básica relacionada aos campos bosônicos livres.

6.2 Ondas planas e funções de Green

Com o intuito de estudar um pouco mais a estrutura descrita nas últimas seções,

iremos reescrever a ação de Klein-Gordon carregada generalizada (6.10) com termos de

fonte como

S = −
∫
d4xd6θ

{
∂µφ∗∂µφ +

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ + m2 φ∗φ + J∗φ + Jφ∗

}
. (6.40)

Variando essa ação, obtemos as equações de movimento correspondentes, dadas por(
� + λ2�θ −m2

)
φ(x, θ) = J(x, θ), (6.41)

assim como suas conjugadas complexas. Do estudo de equações diferenciais, sabemos que

a solução formal pode ser escrita como

φ(x, θ) = φJ=0(x, θ) + φJ(x, θ) , (6.42)

onde φJ=0(x, θ) é a solução sem fontes e φJ(x, θ) é a a solução com fontes, ou seja, J 6= 0.

A função de Green para (6.41) satisfaz a seguinte relação

(� + λ2�θ −m2)G(x− x′, θ − θ′) = δ4(x− x′) δ6(θ − θ′) , (6.43)

onde δ4(x − x′) e δ6(θ − θ′) são as funções delta de Dirac em x e θ, respectivamente,

definidas por

δ4(x− x′) =
1

(2π)4

∫
d4K(1) e

iK(1)·(x−x′) , (6.44)
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δ6(θ − θ′) =
1

(2π)6

∫
d6K(2) e

iK(2)·(θ−θ′) . (6.45)

Vamos definir, em D = 10, os seguintes objetos

X = (xµ,
1

λ
θµν) (6.46)

e

K = (Kµ
(1), λK

µν
(2)) , (6.47)

onde λ já é um parâmetro conhecido anteriormente. Podemos escrever, a partir de (6.46)

e (6.47), que

K ·X = K(1)µ x
µ +

1

2
K(2)µν θ

µν ,

onde o fator 1
2

foi introduzido com o intuito de eliminar termos repetidos. Vamos considerar

que

d10K = d4K(1)d
6K(2)

e

d10X = d4x d6θ .

Então, a partir de (6.41) e (6.43), temos que a solução formal para o caso em que J 6= 0

pode ser escrita como

φJ(X) =

∫
d10X ′G(X −X ′) J(X ′) . (6.48)

Precisamos encontrar agora uma forma expĺıcita para a função de Green. Para fazermos

isso iremos expandir G(X −X ′) em termos de ondas planas. Logo,

G(X −X ′) =
1

(2π)10

∫
d10K G̃(K) eiK·(X−X

′) . (6.49)

Substituindo (6.44), (6.45) e (6.49) em (6.43), obtemos(
� + λ2�θ −m2

) ∫ d10K

(2π)10
G̃(K) eiK·(x−x

′) =

∫
d10K

(2π)10
eiK·(x−x

′) (6.50)

Após a aplicação do operador
(
� + λ2�θ −m2

)
encontramos a solução para G̃(K), que

seria alguma regularização de

G̃(K) = − 1

K2 + m2
, (6.51)
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onde K2, a partir de (6.47), é dado por

K2 = K(1)µK
µ
(1) +

λ2

2
K(2)µν K

µν
(2) .

Para determinarmos G(x− x′, θ − θ′) basta substituirmos a solução para G̃(K), dada

em (6.51), na equação (6.49). Logo,

G(x− x′, θ − θ′) =
1

(2π)10

∫
d10K(

−1

K2 +m2
) eiK·(x−x

′)

=
1

(2π)10

∫
d10K(

1

−K(1)µK
µ
(1) −

λ2

2
K(2)µν K

µν
(2) −m2

) eiK·(x−x
′)

=
1

(2π)10

∫
d9K

∫
dK0 1

(K0)2 − ~K(1) · ~K(1) − λ2

2
K(2)µν K

µν
(2) −m2

eiK·(x−x
′).

Definindo

ω = ω( ~K(1), K(2))

=

√
~K(1) · ~K(1) +

λ2

2
K(2)µν K

µν
(2) +m2 (6.52)

como sendo a “frequência”no espaço (x+ θ), temos que

G(x− x′, θ − θ′) =
1

(2π)10

∫
d9K

∫
dK0 1

(K0)2 − ω2
eiK·(x−x

′) (6.53)

A equação (6.52) pode ser vista como a relação de dispersão no espaço D = 4 + 6. Além

disso, podemos construir uma solução análoga para φ∗J(x, θ). Podemos ver da equação

acima que há dois pólos K0 = ± ω nessa estrutura. Em geral, os pólos da função de Green

podem ser interpretados como as massas das part́ıculas estáveis descritas pela teoria.

Podemos ver da equação (6.52) que as ondas planas no espaço (x + θ) estabelecem a

interação entre as correntes nesse espaço e têm energia dada por ω( ~K(1), K(2)), uma vez

que

ω2 = ~K2
(1) +

λ2

2
K2

(2) +m2 = K2
(1,2) +m2 ,

onde

K2
(1,2) = ~K2

(1) +
λ2

2
K2

(2) .

Portanto, as ondas planas que mediam a interação descrevem a propagação das part́ıculas

em um espaço-tempo x+ θ com uma massa igual a m.
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Por completeza, notamos que substituindo (6.48) e (6.53) em (6.40), chegaremos na

ação efetiva

Seff = −
∫

d4x d6θ d4x′ d6θ′ J∗(X)

∫
d9K

(2π)10

∫
dK0 1

(K0)2 − ω2 + iε
eiK·(X−X

′) J(X ′) ,

(6.54)

que poderia ser obtida, em um formalismo funcional, após integrarmos os campos.



Conclusão e Perspectivas Futuras

Nesta dissertação fizemos um esforço no sentido de explicar de maneira pedagógica e

auto-suficiente uma forma desenvolvida recentemente de considerar a f́ısica teórica no ńıvel

da escala de Planck, isto é, a versão da não-comutatividade desenvolvida por Doplicher,

Fredenhagen, Roberts e Amorim. Uma esperança de que as bases fundamentais das nos-

sas considerações sejam comprovadas experimentalmente está depositada nos resultados

provenientes do LHC.

Primeiramente expomos ao leitor uma primeira menção à posśıvel existência de um

espaço não-comutativo graças à ideia de Heisenberg, levada a sério por Oppenheimer e

constrúıda por Snyder. O objetivo principal era a eliminação das divergências na Teoria

Quântica de Campos. Entretanto, C. N. Yang mostrou logo em seguida que os problemas

de renormalizabilidade continuavam.

Depois de um longo esquecimento, a teoria de Snyder foi recuperada graças à teoria de

cordas, onde a existência de um campo magnético de fundo forçava a existência de uma

álgebra não-comutativa para as cordas. Por outro lado, independente desses resultados da

teoria de cordas, na década de oitenta, A. Connes construiu uma geometria não-comutativa

e a aplicou à F́ısica.

Neste trabalho aqui exposto, nossas atenções se voltaram para a construção algébrica de

Snyder, onde o parâmetro da não-comutatividade, considerado constante, é introduzido Ad

Hoc no comutador (contrariamente ao valor nulo numa teoria comutativa) das coordenadas

espaciais da teoria. Mas, ao mesmo tempo, isso quebra de forma expĺıcita a invariância

de Lorentz.

Na teoria original, Snyder consegue recuperar a invariância de Lorentz construindo as

coordenadas espaciais como sendo proporcionais a um vetor. Logicamente o comutador

entre as mesmas seria igual a um tensor, o que recupera a invariância de Lorentz. Mas

como dissemos, as divergências continuavam.

Mesmo com a existência das divergências, graças à teoria de cordas, houve uma corrida

79



80

para entender esse “novo mundo” não-comutativo onde as coordenadas espaciais não comu-

tam entre si e a solução do problema da invariância de Lorentz foi resolvido promovendo-se

o parâmetro não-comutativo à condição de coordenada do sistema, ou seja, uma coorde-

nada tensorial do sistema. Este parâmetro agora faz parte do espaço de fase da teoria.

Este é o trabalho de Doplicher, Fredenhagem e Roberts, o chamado espaço DFR.

Entretanto, ficamos com a pergunta: se o parâmetro é uma coordenada no espaço

de fase, por que não possui, como toda coordenada, um momento canônico conjugado?

Amorim respondeu positivamente a esta pergunta e construiu uma mecânica quântica neste

novo espaço não-comutativo com dez dimensões, onde quatro são pertinentes ao espaço-

tempo e as outras seis são relativas às coordenadas (ex-parâmetros) não-comutativas.

Acreditamos então, que na escala de Planck, a F́ısica pode ser explicada neste espaço

chamado de DRFA na literatura.

Neste trabalho tentamos fazer uma exposição completa de todo o formalismo envol-

vendo o espaço DFRA e para isso nos baseamos em um artigo de revisão publicado em

[35].

Foram expostos aqui resultados consistentes no espaço DFRA relativos, além dos ditos

acima, à formulação de uma mecânica quântica relativ́ıstica onde mostramos a equação

de Klein-Gordon e Dirac. Escrevemos todas as simetrias pertinentes a essas teorias e,

logicamente, mostramos a inclusão de férmions e bósons (espinores e campos escalares).

Além disso mostramos como tratar sistemas vinculados usando a nomenclatura de Dirac

de v́ınculos e finalmente expomos as bases de uma teoria quântica de campos em DFRA.

Um resultado que pode ser considerado como original nesta dissertação é a forma do

operador πµν , que é não trivial uma vez que tem que obedecer condições de dimensionali-

dade e aos comutadores da álgebra DFRA.

Como perspectivas futuras temos várias questões e assuntos que podem ser desenvolvi-

dos. Vamos listar alguns:

1 - desenvolver toda a formulação de uma teoria quântica de campos do espaço DFRA;

2 - no caṕıtulo 6, poderemos desenvolver o cálculo das funções de Green que apenas

deixamos indicado;

3 - a partir do desenvolvimento de uma equação de Dirac, como seria a formulação no

DFRA de part́ıculas fermiônicas em sistemas complexos, como por exemplo, o grafeno?

4 - qual seria a forma de um tensor métrico em DFRA? A partir dele, qual seria a

forma das Eqs. de Einstein no espaço DFRA?
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5 - nos modelos de métrica torcida, como Randall-Sundrum, como esta quinta dimensão

do espaço-tempo seria explorada em DFRA?

6 - a partir dáı, como seria um modelo de “braneworld”em DFRA?

7 - como seriam descritos modelos supersimétricos em mecânica quântica e teoria

quântica de campos com esta álgebra?

8 - se acrescentássemos ao comutador das coordenadas em DFRA um termo compat́ıvel

com uma álgebra de Lie, quais seriam as consequências f́ısicas e matemáticas?

9 - como ficaria a segunda lei de Newton em DFRA? O espaço seria de nove dimensões

pois teŕıamos que trabalhar no espaço Euclidiano.

10 - como seriam os modelos de força entrópica que exploram a lei da gravitação de

Newton? A correção entrópica teria uma modificação devida à álgebra DFRA?

11 - e finalmente, como seria a formulação de um bóson quiral em DFRA?

Como vemos, existe todo um universo de questões, a ńıvel da escala de Planck, que

precisam ser exploradas.



Apêndice A: Demonstrações do

Caṕıtulo 1

A-1 Demonstração da equação (1.71)

F ′µν = ∂µA
′
ν − ∂νA′µ − ie[A′µ, A′ν ]∗

= ∂µ(U ∗ Aν ∗ U−1 −
i

e
∂νU ∗ U−1)− ∂ν(U ∗ Aµ ∗ U−1 −

i

e
∂µU ∗ U−1)−

−ie[U ∗ Aµ ∗ U−1 −
i

e
∂µU ∗ U−1, U ∗ Aν ∗ U−1 −

i

e
∂νU ∗ U−1]∗

= ∂µ(U ∗ Aν ∗ U−1 −
i

e
∂νU ∗ U−1)− ∂ν(U ∗ Aµ ∗ U−1 −

i

e
∂µU ∗ U−1)−

−ie(U ∗ Aµ ∗ U−1 −
i

e
∂µU ∗ U−1) ∗ (U ∗ Aν ∗ U−1 −

i

e
∂νU ∗ U−1) +

+ie(U ∗ Aν ∗ U−1 −
i

e
∂νU ∗ U−1) ∗ (U ∗ Aµ ∗ U−1 −

i

e
∂µU ∗ U−1)

= ∂µ(U ∗ Aν ∗ U−1)−
i

e
∂µ(∂νU ∗ U−1)− ∂ν(U ∗ Aµ ∗ U−1) +

i

e
∂ν(∂µU ∗ U−1)−

−ie((U ∗ Aµ ∗ U−1) ∗ (U ∗ Aν ∗ U−1)−
i

e
(U ∗ Aµ ∗ U−1) ∗ (∂νU ∗ U−1)−

− i
e

(∂µU ∗ U−1) ∗ (U ∗ Aν ∗ U−1) + (
i

e
)2(∂µU ∗ U−1) ∗ (∂νU ∗ U−1)−

−(U ∗ Aν ∗ U−1) ∗ (U ∗ Aµ ∗ U−1) +
i

e
(U ∗ Aν ∗ U−1) ∗ (∂µU ∗ U−1) +

+
i

e
(∂νU ∗ U−1) ∗ (U ∗ Aµ ∗ U−1)− (

i

e
)2(∂νU ∗ U−1) ∗ (∂µU ∗ U−1))

= ∂µU ∗ Aν ∗ U−1 + U ∗ ∂µAν ∗ U−1 + U ∗ Aν ∗ ∂µU−1 −

− i
e

(∂µ∂νU ∗ U−1 + ∂νU ∗ ∂µU−1)− (∂νU ∗ Aµ ∗ U−1 + U ∗ ∂νAµ ∗ U−1 +

+U ∗ Aµ ∗ ∂νU−1) +
i

e
(∂ν∂µU ∗ U−1 + ∂µU ∗ ∂νU−1)−

−ie((U ∗ Aµ ∗ U−1) ∗ (U ∗ Aν ∗ U−1)− (U ∗ Aν ∗ U−1) ∗ (U ∗ Aµ ∗ U−1))

= U ∗ ∂µAν ∗ U−1 − U ∗ ∂νAµ ∗ U−1 − ie((U ∗ Aµ ∗ Aν ∗ U−1)−

−(U ∗ Aν ∗ Aµ ∗ U−1))

82
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F ′µν = U ∗ (∂µAν − ∂νAµ − ie(Aµ ∗ Aν − Aν ∗ Aµ)) ∗ U−1

= U ∗ (∂µAν − ∂νAµ − ie[Aµ, Aν ]∗) ∗ U−1

= U ∗ Fµν ∗ U−1.

A-2 Demonstração da equação (1.76)

δS = −1

2

∫
d4xFµν ∗ δ(∂µAν − ∂νAµ − ie(Aµ ∗ Aν − Aν ∗ Aµ))

= −1

2

∫
d4xFµν ∗ δ(∂µAν − ∂νAµ − ieAµ ∗ Aν + ieAν ∗ Aµ)

= −1

2

∫
d4xFµν ∗ (∂µδAν − ∂νδAµ − ieδ(Aµ ∗ Aν) + ieδ(Aν ∗ Aµ))

= −1

2

∫
d4xFµν ∗ (∂µδAν − ∂νδAµ − ie(δAµ ∗ Aν + Aµ ∗ δAν) +

+ie(δAν ∗ Aµ + Aν ∗ δAµ))

= −1

2

∫
d4xFµν ∗ (∂µδAν − ∂νδAµ − ieδAµ ∗ Aν − ieAµ ∗ δAν +

+ieδAν ∗ Aµ + ieAν ∗ δAµ)

= −1

2

∫
d4xFµν ∗ (∂µδAν + ∂µδAν − ieδAµ ∗ Aν − ieAµ ∗ δAν −

−ieδAµ ∗ Aν − ieAµ ∗ δAν)

= −1

2

∫
d4xFµν ∗ (2∂µδAν − 2ieδAµ ∗ Aν − 2ieAµ ∗ δAν)

= −
∫
d4xFµν ∗ (∂µδAν − ieδAµ ∗ Aν − ieAµ ∗ δAν)

= −
∫
d4xFµν ∗ ∂µδAν + ie

∫
d4xFµν ∗ δAµ ∗ Aν + ie

∫
d4xFµν ∗ Aµ ∗ δAν .
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A-3 Demonstração da equação (1.84)

∂µ∂νFµν = ∂µ∂ν(∂µAν − ∂νAµ − ie[Aµ, Aν ]∗)

= ∂µ(∂ν∂µAν − ∂ν∂νAµ − ie∂ν(Aµ ∗ Aν − Aν ∗ Aµ))

= ∂µ(∂ν∂µAν − ∂ν∂νAµ − ie∂ν(Aµ ∗ Aν) + ie∂ν(Aν ∗ Aµ))

= ∂µ(∂ν∂µAν − ∂ν∂νAµ − ie∂νAµ ∗ Aν −

−ieAµ ∗ ∂νAν + ie∂νAν ∗ Aµ + ieAν ∗ ∂νAµ)

= ∂µ∂ν∂µAν − ∂µ∂ν∂νAµ − ie∂µ(∂νAµ ∗ Aν)− ie∂µ(Aµ ∗ ∂νAν) +

+ie∂µ(∂νAν ∗ Aµ) + ie∂µ(Aν ∗ ∂νAµ)

= ∂µ∂ν∂µAν − ∂µ∂ν∂νAµ − ie∂µ∂νAµ ∗ Aν − ie∂νAµ ∗ ∂µAν −

−ie∂µAµ ∗ ∂νAν − ieAµ ∗ ∂µ∂νAν + ie∂µ∂νAν ∗ Aµ + ie∂νAν ∗ ∂µAµ +

+ie∂µAν ∗ ∂νAµ + ieAν ∗ ∂µ∂νAµ

= 0.

A-4 Demonstração da equação (1.95)

[F µν , Fµν ]∗ = [∂µAν − ∂νAµ − ie[Aµ, Aν ]∗, ∂µAν − ∂νAµ − ie[Aµ, Aν ]∗]∗

= (∂µAν − ∂νAµ − ie[Aµ, Aν ]∗) ∗ (∂µAν − ∂νAµ − ie[Aµ, Aν ]∗)−

−(∂µAν − ∂νAµ − ie[Aµ, Aν ]∗) ∗ (∂µAν − ∂νAµ − ie[Aµ, Aν ]∗)

= ∂µAν ∗ ∂µAν − ∂µAν ∗ ∂νAµ − ie∂µAν ∗ [Aµ, Aν ]∗ − ∂νAµ ∗ ∂µAν +

+∂νAµ ∗ ∂νAµ + ie∂νAµ ∗ [Aµ, Aν ]∗ − ie[Aµ, Aν ]∗ ∗ ∂µAν +

+ie[Aµ, Aν ]∗ ∗ ∂νAµ + (ie)2[Aµ, Aν ]∗ ∗ [Aµ, Aν ]∗ − ∂µAν ∗ ∂µAν +

+∂µAν ∗ ∂νAµ + ie∂µAν ∗ [Aµ, Aν ]∗ + ∂νAµ ∗ ∂µAν − ∂νAµ ∗ ∂νAµ −

−ie∂νAµ ∗ [Aµ, Aν ]∗ + ie[Aµ, Aν ]∗ ∗ ∂µAν − ie[Aµ, Aν ]∗ ∗ ∂νAµ −

−(ie)2[Aµ, Aν ]∗ ∗ [Aµ, Aν ]∗

= 0.



Apêndice B: Demonstrações do

Caṕıtulo 2

B-1 Demonstração da equação (2.42)

[lij, lkl] = [xipj − xjpi,xkpl − xlpk]

= (xipj − xjpi)(xkpl − xlpk)− (xkpl − xlpk)(xipj − xjpi)

= xipjxkpl − xipjxlpk − xjpixkpl + xjpixlpk − xkplxipj + xkplxjpi +

+xlpkxipj − xlpkxjpi

= [xipj,xkpl] + [xkpl,xjpi] + [xlpk,xipj] + [xjpi,xlpk]

= [xipj,xk]pl + xk[xipj,pl] + [xkpl,xj]pi + xj[xkpl,pi] + [xlpk,xi]pj +

+xi[xlpk,pj] + [xjpi,xl]pk + xl[xjpi,pk]

= ([xi,xk]pj + xi[pj,xk])pl + xk([xi,pl]pj + xi[pj,pl]) +

+([xk,xj]pl + xk[pl,xj])pi + xj([xk,pi]pl + xk[pl,pi]) +

+([xl,xi]pk + xl[pk,xi])pj + xi([xl,pj]pk + xl[pk,pj]) +

+([xj,xl]pi + xj[pi,xl])pk + xl([xj,pk]pi + xj[pi,pk]).
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Usando a primeira equação de (2.8) e a equação (2.11), temos que

[lij, lkl] = iθikpjpl + xi(−iδkj)pl + xk(iδil)pj + iθkjplpi + xk(−iδjl)pi + xj(iδki)pl +

+iθlipkpj + xl(−iδik)pj + xi(iδlj)pk + iθjlpipk + xj(−iδli)pk + xl(iδjk)pi

= iθikpjpl − iδkjxipl + iδilxkpj + iθkjplpi − iδjlxkpi + iδkixjpl +

+iθlipkpj − iδikxlpj + iδljxipk + iθjlpipk − iδlixjpk + iδjkxlpi

= iδjkxlpi − iδjkxipl + iδilxkpj − iδilxjpk − iδjlxkpi + iδjlxipk −

−iδikxlpj + iδikxjpl + iθikpjpl + iθkjplpi + iθlipkpj + iθjlpipk

= iδjk(xlpi − xipl) + iδil(xkpj − xjpk)− iδjl(xkpi − xipk)−

−iδik(xlpj − xjpl) + iθikpjpl + iθkjplpi + iθlipkpj + iθjlpipk

= iδjklli + iδillkj − iδjllki − iδikllj + iθikpjpl + iθkjplpi + iθlipkpj + iθjlpipk

= iδillkj − iδjllki − iδikllj + iδjklli + iθikpjpl + iθkjplpi + iθlipkpj + iθjlpipk

= iδillkj − iδjllki − iδikllj + iδjklli + iθikplpj + i(−θjk)plpi + i(−θil)pkpj +

+iθjlpkpi

= iδillkj − iδjllki − iδikllj + iδjklli + iθikplpj − iθjkplpi − iθilpkpj + iθjlpkpi

= iδillkj − iδjllki − iδikllj + iδjklli − iθilpkpj + iθjlpkpi + iθikplpj − iθjkplpi
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B-2 Demonstração da equação (2.44)

[Lij,Lkl] = [Xipj −Xjpi,Xkpl −Xlpk]

= (Xipj −Xjpi)(Xkpl −Xlpk)− (Xkpl −Xlpk)(Xipj −Xjpi)

= XipjXkpl −XipjXlpk −XjpiXkpl + XjpiXlpk −XkplXipj +

+XkplXjpi + XlpkXipj −XlpkXjpi

= [Xipj,Xkpl] + [Xkpl,Xjpi] + [Xlpk,Xipj] + [Xjpi,Xlpk]

= [Xipj,Xk]pl + Xk[Xipj,pl] + [Xkpl,Xj]pi + Xj[Xkpl,pi] +

+[Xlpk,Xi]pj + Xi[Xlpk,pj] + [Xjpi,Xl]pk + Xl[Xjpi,pk]

= ([Xi,Xk]pj + Xi[pj,Xk])pl + Xk([Xi,pl]pj + Xi[pj,pl]) +

+([Xk,Xj]pl + Xk[pl,Xj])pi + Xj([Xk,pi]pl + Xk[pl,pi]) +

+([Xl,Xi]pk + Xl[pk,Xi])pj + Xi([Xl,pj]pk + Xl[pk,pj]) +

+([Xj,Xl]pi + Xj[pi,Xl])pk + Xl([Xj,pk]pi + Xj[pi,pk]).

Usando as equações (2.11), (2.29) e (2.26), resulta em

[Lij,Lkl] = Xi(−iδkj)pl + Xk(iδil)pj + Xk(−iδjl)pi + Xj(iδki)pl +

+Xl(−iδik)pj + Xi(iδlj)pk + Xj(−iδli)pk + Xl(iδjk)pi

= −iδkjXipl + iδilXkpj − iδjlXkpi + iδkiXjpl −

−iδikXlpj + iδljXipk − iδliXjpk + iδjkXlpi

= iδilXkpj − iδilXjpk − iδjlXkpi + iδjlXipk −

−iδikXlpj + iδikXjpl + iδjkXlpi − iδjkXipl

= iδil(Xkpj −Xjpk)− iδjl(Xkpi −Xipk)−

−iδik(Xlpj −Xjpl) + iδjk(Xlpi −Xipl)

= iδilLkj − iδjlLki − iδikLlj + iδjkLli.
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B-3 Demonstração da equação (2.46)

[Jij,Jkl] = [Lij − θimπ j
m + θjmπ i

m ,Lkl − θknπ l
n + θlnπ k

n ]

= (Lij − θimπ j
m + θjmπ i

m )(Lkl − θknπ l
n + θlnπ k

n )−

−(Lkl − θknπ l
n + θlnπ k

n )(Lij − θimπ j
m + θjmπ i

m )

= LijLkl − LklLij − Lijθknπ l
n + Lijθlnπ k

n − θimπ j
m Lkl + θimπ j

m θknπ l
n −

−θimπ j
m θlnπ k

n + θjmπ i
m Lkl − θjmπ i

m θknπ l
n + θjmπ i

m θlnπ k
n +

+Lklθimπ j
m − Lklθjmπ i

m + θknπ l
n Lij − θknπ l

n θimπ j
m +

+θknπ l
n θjmπ i

m − θlnπ k
n Lij + θlnπ k

n θimπ j
m − θlnπ k

n θjmπ i
m .

Usando a equação (2.43), obtemos

[Jij,Jkl] = [Lij,Lkl]− (Xipj −Xjpi)θknπ l
n + (Xipj −Xjpi)θlnπ k

n −

−θimπ j
m (Xkpl −Xlpk) + [θimπ j

m , θknπ l
n ] + [θlnπ k

n , θimπ j
m ] +

+θjmπ i
m (Xkpl −Xlpk) + [θknπ l

n , θjmπ i
m ] + [θjmπ i

m , θlnπ k
n ] +

+(Xkpl −Xlpk)θimπ j
m − (Xkpl −Xlpk)θjmπ i

m +

+θknπ l
n (Xipj −Xjpi)− θlnπ k

n (Xipj −Xjpi).

Usando a equação (2.44), resulta em

[Jij,Jkl] = iδilLkj − iδjlLki − iδikLlj + iδjkLli −Xipjθknπ l
n + Xjpiθknπ l

n +

+Xipjθlnπ k
n −Xjpiθlnπ k

n − θimπ j
m Xkpl + θimπ j

m Xlpk +

+[θimπ j
m , θkn]π l

n + θkn[θimπ j
m , π l

n ] + [θlnπ k
n , θim]π j

m +

+θim[θlnπ k
n , π j

m ] + θjmπ i
m Xkpl − θjmπ i

m Xlpk + [θknπ l
n , θjm]π i

m +

+θjm[θknπ l
n , π i

m ] + [θjmπ i
m , θln]π k

n + θln[θjmπ i
m , π k

n ] +

+Xkplθimπ j
m −Xlpkθimπ j

m −Xkplθjmπ i
m + Xlpkθjmπ i

m +

+θknπ l
n Xipj − θknπ l

n Xjpi − θlnπ k
n Xipj + θlnπ k

n Xjpi.
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[Jij,Jkl] = iδilLkj − iδjlLki − iδikLlj + iδjkLli + [θknπ l
n ,Xipj] + [Xjpi, θknπ l

n ] +

+[Xipj, θlnπ k
n ] + [θlnπ k

n ,Xjpi] + [Xkpl, θimπ j
m ] + [θimπ j

m ,Xlpk] +

+[θjmπ i
m ,Xkpl] + [Xlpk, θjmπ i

m ] + ([θim, θkn]π j
m + θim[π j

m , θkn])π l
n +

+θkn([θim, π l
n ]π j

m + θim[π j
m , π l

n ]) + ([θln, θim]π k
n + θln[π k

n , θim])π j
m +

+θim([θln, π j
m ]π k

n + θln[π k
n , π j

m ]) + ([θkn, θjm]π l
n + θkn[π l

n , θjm])π i
m +

+θjm([θkn, π i
m ]π l

n + θkn[π l
n , π i

m ]) + ([θjm, θln]π i
m + θjm[π i

m , θln])π k
n +

+θln([θjm, π k
n ]π i

m + θjm[π i
m , π k

n ]).

Usando a equação (2.13), a primeira equação de (2.8), resulta em

[Jij,Jkl] = iδilLkj − iδjlLki − iδikLlj + iδjkLli + [θknπ l
n ,Xi]pj + Xi[θknπ l

n ,pj] +

+[Xjpi, θkn]π l
n + θkn[Xjpi, π l

n ] + [Xipj, θln]π k
n + θln[Xipj, π k

n ] +

+[θlnπ k
n ,Xj]pi + Xj[θlnπ k

n ,pi] + [Xkpl, θim]π j
m + θim[Xkpl, π j

m ] +

+[θimπ j
m ,Xl]pk + Xl[θimπ j

m ,pk] + [θjmπ i
m ,Xk]pl + Xk[θjmπ i

m ,pl] +

+[Xlpk, θjm]π i
m + θjm[Xlpk, π i

m ] + θim(−iδknjm )π l
n + θkn(iδimln )π j

m +

+θln(−iδimkn )π j
m + θim(iδlnjm )π k

n + θkn(−iδjmln )π i
m + θjm(iδknim )π l

n +

+θjm(−iδlnim )π k
n + θln(iδjmkn )π i

m

= iδilLkj − iδjlLki − iδikLlj + iδjkLli + ([θkn,Xi]π l
n + θkn[π l

n ,Xi])pj +

+Xi([θkn,pj]π l
n + θkn[π l

n ,pj]) + ([Xj, θkn]pi + Xj[pi, θkn])π l
n +

+θkn([Xj, π l
n ]pi + Xj[pi, π l

n ]) + ([Xi, θln]pj + Xi[pj, θln])π k
n +

+θln([Xi, π k
n ]pj + Xi[pj, π k

n ]) + ([θln,Xj]π k
n + θln[π k

n ,Xj])pi +

+Xj([θln,pi]π k
n + θln[π k

n ,pi]) + ([Xk, θim]pl + Xk[pl, θim])π j
m +

+θim([Xk, π j
m ]pl + Xk[pl, π j

m ]) + ([θim,Xl]π j
m + θim[π j

m ,Xl])pk +

+Xl([θim,pk]π j
m + θim[π i

m ,pk]) + ([θjm,Xk]π i
m + θjm[π i

m ,Xk])pl +

+Xk([θjm,pl]π i
m + θjm[π i

m ,pl]) + ([Xl, θjm]pk + Xl[pk, θjm])π i
m +

+θjm([Xl, π i
m ]pk + Xl[pk, π i

m ])− iθimδknjm π l
n + iθknδimln π j

m −

−iθlnδimkn π j
m + iθimδlnjm π k

n − iθknδjmln π i
m + iθjmδknim π l

n −

−iθjmδlnim π k
n + iθlnδjmkn π i

m .
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Usando a equação (2.17), além do fato que Xµ comuta com θkl e πkl, obtemos

[Jij,Jkl] = iδilLkj − iδjlLki − iδikLlj + iδjkLli − iθimδknjm π l
n + iθknδimln π j

m −

−iθlnδimkn π j
m + iθimδlnjm π k

n − iθknδjmln π i
m +

+iθjmδknim π l
n − iθjmδlnim π k

n + iθlnδjmkn π i
m .

Considerando que, δµναβ = δµαδ
ν
β − δ

µ
βδ

ν
α, temos que

[Jij,Jkl] = iδilLkj − iδjlLki − iδikLlj + iδjkLli − iθim(δkmδ
nj − δkjδnm)π l

n +

+iθkn(δinδ
ml − δilδmn )π j

m − iθln(δinδ
mk − δikδmn )π j

m +

+iθim(δlmδ
nj − δljδnm)π k

n − iθkn(δjnδ
ml − δjlδmn )π i

m +

+iθjm(δkmδ
ni − δkiδnm)π l

n − iθjm(δlmδ
ni − δliδnm)π k

n +

+iθln(δjnδ
mk − δjkδmn )π i

m

= iδilLkj − iδjlLki − iδikLlj + iδjkLli − iθimδkmδnjπ l
n + iθimδkjδnmπ

l
n +

+iθknδinδ
mlπ j

m − iθknδilδmn π j
m − iθlnδinδmkπ j

m + iθlnδikδmn π
j

m +

+iθimδlmδ
njπ k

n − iθimδljδnmπ k
n − iθknδjnδmlπ i

m + iθknδjlδmn π
i

m +

+iθjmδkmδ
niπ l

n − iθjmδkiδnmπ l
n − iθjmδlmδniπ k

n + iθjmδliδnmπ
k

n +

+iθlnδjnδ
mkπ i

m − iθlnδjkδmn π i
m

= iδilLkj − iδjlLki − iδikLlj + iδjkLli − iδnjθikπ l
n + iδkjθinπ l

n +

+iδmlθkiπ j
m − iδilθkmπ j

m − iδmkθliπ j
m + iδikθlmπ j

m +

+iδnjθilπ k
n − iδljθinπ k

n − iδmlθkjπ i
m + iδjlθkmπ i

m +

+iδniθjkπ l
n − iδkiθjnπ l

n − iδniθjlπ k
n + iδliθjnπ k

n +

+iδmkθljπ i
m − iδjkθlmπ i

m

= iδilLkj − iδilθkmπ j
m + iδilθjnπ k

n − iδjlLki − iδjlθinπ k
n + iδjlθkmπ i

m −

−iδikLlj + iδikθlmπ j
m − iδikθjnπ l

n + iδjkLli + iδkjθinπ l
n − iδjkθlmπ i

m −

−iδnjθikπ l
n + iδnjθilπ k

n + iδmlθkiπ j
i − iδmlθkjπ i

m − iδmkθliπ j
m +

+iδmkθljπ i
m + iδniθjkπ l

n − iδniθjlπ k
n

= iδil(Lkj − θkmπ j
m + θjnπ k

n )− iδjl(Lki − θkmπ i
m + θinπ k

n )−

−iδik(Llj − θlmπ j
m + θjnπ l

n ) + iδjk(Lli − θlmπ i
m + θinπ l

n ) +

+iδnj(θilπ k
n − θikπ l

n ) + iδml(θkiπ j
m − θkjπ i

m ) + iδmk(θljπ i
m − θliπ j

m ) +

+iδni(θjkπ l
n − θjlπ k

n )

= iδilJkj − iδjlJki − iδikJlj + iδjkJli.
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B-4 Demonstração da equação (2.47)

i). δXi =
i

2
εkl[X

i,Jkl]

=
i

2
εkl[X

i,Lkl − θkmπ l
m + θlmπ k

m ]

=
i

2
εkl[X

i,Xkpl −Xlpk − θkmπ l
m + θlmπ k

m ]

=
i

2
εkl(X

i(Xkpl −Xlpk − θkmπ l
m + θlmπ k

m )−

−(Xkpl −Xlpk − θkmπ l
m + θlmπ k

m )Xi)

=
i

2
εkl(X

iXkpl −XiXlpk −Xiθkmπ l
m + Xiθlmπ k

m −

−XkplXi + XlpkXi + θkmπ l
m Xi − θlmπ k

m Xi)

=
i

2
εkl([X

i,Xkpl] + [Xlpk,Xi] + [θkmπ l
m ,Xi] + [Xi, θlmπ k

m ])

=
i

2
εkl([X

i,Xk]pl + Xk[Xi,pl] + [Xl,Xi]pk + Xl[pk,Xi] +

+[θkm,Xi]π l
m + θkm[π l

m ,Xi] + [Xi, θlm]π k
m + θlm[Xi, π k

m ]).

Usando as equações (2.27), (2.28), (2.29) e (2.26), resulta em

δXi =
i

2
εkl(iX

kδil − iXlδik)

= −1

2
εklX

kδil +
1

2
εklX

lδik

= −1

2
εklX

kδil +
1

2
εlkX

kδil.

Como εkl é antissimétrico, ou seja, εkl = −εlk, obtemos

δXi = −1

2
(−εlk)Xkδil +

1

2
εlkX

kδil

=
1

2
δilεlkX

k +
1

2
δilεlkX

k

= δilεlkX
k

= ε ikX
k

= εikXk.
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ii). δpi =
i

2
εkl[p

i,Jkl]

=
i

2
εkl[p

i,Lkl − θkmπ l
m + θlmπ k

m ]

=
i

2
εkl[p

i,Xkpl −Xlpk − θkmπ l
m + θlmπ k

m ]

=
i

2
εkl(p

i(Xkpl −Xlpk − θkmπ l
m + θlmπ k

m )−

−(Xkpl −Xlpk − θkmπ l
m + θlmπ k

m )pi)

=
i

2
εkl(p

iXkpl − piXlpk − piθkmπ l
m + piθlmπ k

m −

−Xkplpi + Xlpkpi + θkmπ l
m pi − θlmπ k

m pi)

=
i

2
εkl([p

i,Xkpl] + [Xlpk,pi] + [θkmπ l
m ,pi] + [pi, θlmπ k

m ])

=
i

2
εkl([p

i,Xk]pl + Xk[pi,pl] + [Xl,pi]pk + Xl[pk,pi] +

+[θkm,pi]π l
m + θkm[π l

m ,pi] + [pi, θlm]π k
m + θlm[pi, π k

m ]).

Usando a segunda equação de (2.11) e as equações (2.17) e (2.29), resulta em

δpi =
i

2
εkl(−iδkipl + iδlipk)

=
1

2
εklδ

kipl − 1

2
εklδ

lipk

=
1

2
εlkδ

lipk − 1

2
εklδ

lipk

=
1

2
δilεlkp

k − 1

2
εklδ

lipk

=
1

2
δilεlkp

k − 1

2
(−εlk)δlipk

=
1

2
δilεlkp

k +
1

2
δilεlkp

k

= δilεlkp
k

= ε ikp
k

= εikpk.
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iii). δθij =
i

2
εkl[θ

ij,Jkl]

=
i

2
εkl[θ

ij,Lkl − θkmπ l
m + θlmπ k

m ]

=
i

2
εkl[θ

ij,Xkpl −Xlpk − θkmπ l
m + θlmπ k

m ]

=
i

2
εkl(θ

ij(Xkpl −Xlpk − θkmπ l
m + θlmπ k

m )−

−(Xkpl −Xlpk − θkmπ l
m + θlmπ k

m )θij)

=
i

2
εkl(θ

ijXkpl − θijXlpk − θijθkmπ l
m + θijθlmπ k

m −

−Xkplθij + Xlpkθij + θkmπ l
m θij − θlmπ k

m θij)

=
i

2
εkl([θ

ij,Xkpl] + [Xlpk, θij] + [θkmπ l
m , θij] + [θij, θlmπ k

m ])

=
i

2
εkl([θ

ij,Xk]pl + Xk[θij,pl] + [Xl, θij]pk + Xl[pk, θij] +

+[θkm, θij]π l
m + θkm[π l

m , θij] + [θij, θlm]π k
m + θlm[θij, π k

m ]).

Usando a primeira equação de (2.17), a segunda equação de (2.8) e as equações (2.13) e

(2.28), resulta em

δθij =
i

2
εkl(−iθkmδijlm + iθlmδijkm ).

Como δµναβ = δµαδ
ν
β − δ

µ
βδ

ν
α, temos que

δµνβα = δµαδ
νβ − δµβδνα.

Logo,

δθij =
i

2
εkl(−iθkm(δimδ

jl − δilδjm) + iθlm(δimδ
jk − δikδjm))

=
i

2
εkl(−iθkmδimδjl + iθkmδilδjm + iθlmδimδ

jk − iθlmδikδjm)

=
i

2
εkl(−iθkiδjl + iθkjδil + iθliδjk − iθljδik)

=
1

2
εklδ

jlθki − 1

2
εklδ

ilθkj − 1

2
εklδ

jkθli +
1

2
εklδ

ikθlj

=
1

2
εlkδ

jkθli − 1

2
εklδ

jkθli +
1

2
εlkδ

ilθkj − 1

2
εklδ

ilθkj

=
1

2
εlkδ

jkθli − 1

2
(−εlk)δjkθli +

1

2
εlkδ

ilθkj − 1

2
(−εlk)δilθkj

=
1

2
εlkδ

jkθli +
1

2
εlkδ

jkθli +
1

2
εlkδ

ilθkj +
1

2
εlkδ

ilθkj

= εlkδ
jkθli + εlkδ

ilθkj

= εj lθ
li + εi kθ

kj

= εj kθ
ki + εi kθ

kj

= εikθ j
k + εjkθ i

k.
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iv). δπij =
i

2
εkl[π

ij,Jkl]

=
i

2
εkl[π

ij,Lkl − θkmπ l
m + θlmπ k

m ]

=
i

2
εkl[π

ij,Xkpl −Xlpk − θkmπ l
m + θlmπ k

m ]

=
i

2
εkl(π

ij(Xkpl −Xlpk − θkmπ l
m + θlmπ k

m )−

−(Xkpl −Xlpk − θkmπ l
m + θlmπ k

m )πij)

=
i

2
εkl(π

ijXkpl − πijXlpk − πijθkmπ l
m + πijθlmπ k

m −

−Xkplπij + Xlpkπij + θkmπ l
m πij − θlmπ k

m πij)

=
i

2
εkl([π

ij,Xkpl] + [Xlpk, πij] + [θkmπ l
m , πij] + [πij, θlmπ k

m ])

=
i

2
εkl([π

ij,Xk]pl + Xk[πij,pl] + [Xl, πij]pk + Xl[pk, πij] +

+[θkm, πij]π l
m + θkm[π l

m , πij] + [πij, θlm]π k
m + θlm[πij, π k

m ]).

Usando o fato que παβ comuta com πργ, e além disso, usando a segunda equação de (2.17),

a segunda equação de (2.8) e a equação (2.27), resulta em

δπij =
i

2
εkl(iδ

km;ijπ l
m − iδlm;ijπ k

m ).

Como δµναβ = δµαδ
ν
β − δ

µ
βδ

ν
α, vem que

δµν;αβ = δµαδνβ − δµβδνα.

Logo,

δπij =
i

2
εkl(i(δ

kiδmj − δkjδmi)π l
m − i(δliδmj − δljδmi))π k

m

=
i

2
εkl(iδ

kiδmjπ l
m − iδkjδmiπ l

m − iδliδmjπ k
m + iδljδmiπ k

m )

=
i

2
εkl(iδ

kiπjl − iδkjπil − iδliπjk + iδljπik)

= −1

2
εklδ

kiπjl +
1

2
εklδ

kjπil +
1

2
εklδ

liπjk − 1

2
εklδ

ljπik

= −1

2
(−εlk)δkiπjl +

1

2
(−εlk)δkjπil +

1

2
εklδ

liπjk − 1

2
εklδ

ljπik

=
1

2
εliπj l −

1

2
εljπi l +

1

2
εkiπj k −

1

2
εkjπik

=
1

2
εkiπj k −

1

2
εkjπi k +

1

2
εkiπj k −

1

2
εkjπi k

Como πj k é antissimétrico, ou seja, πj k = −π j
k , temos que

δπij = −1

2
(−εik)(−π j

k )− 1

2
(−εjk)πi k +

1

2
(−εik)(−π j

k )− 1

2
(−εjk)πi k

=
1

2
εikπ j

k +
1

2
εjkπi k +

1

2
εikπ j

k +
1

2
εjkπi k

= εikπ j
k + εjkπi k.
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v). δxi =
i

2
εkl[x

i,Jkl]

=
i

2
εkl[x

i,Lkl − θkmπ l
m + θlmπ k

m ]

=
i

2
εkl[x

i,Xkpl −Xlpk − θkmπ l
m + θlmπ k

m ]

=
i

2
εkl(x

i(Xkpl −Xlpk − θkmπ l
m + θlmπ k

m )−

−(Xkpl −Xlpk − θkmπ l
m + θlmπ k

m )xi)

=
i

2
εkl(x

iXkpl − xiXlpk − xiθkmπ l
m + xiθlmπ k

m −

−Xkplxi + Xlpkxi + θkmπ l
m xi − θlmπ k

m xi).

Usando a equação (2.25), resulta em

δxi =
i

2
εkl(x

i(xk +
1

2
θknpn)pl − xi(xl +

1

2
θlopo)p

k − xiθkmπ l
m + xiθlmπ k

m −

−(xk +
1

2
θknpn)plxi + (xl +

1

2
θlopo)p

kxi + θkmπ l
m xi − θlmπ k

m xi)

=
i

2
εkl(x

ixkpl +
1

2
xiθknpnp

l − xixlpk − 1

2
xiθlopop

k − xiθkmπ l
m + xiθlmπ k

m −

−xkplxi − 1

2
θknpnp

lxi + xlpkxi +
1

2
θlopop

kxi + θkmπ l
m xi − θlmπ k

m xi)

=
i

2
εkl([x

i,xkpl] + [xlpk,xi] +
1

2
[xi, θknpnp

l] +
1

2
[θlopop

k,xi] +

+[θkmπ l
m ,xi] + [xi, θlmπ k

m ])

=
i

2
εkl([x

i,xk]pl + xk[xi,pl] + [xl,xi]pk + xl[pk,xi] +

+
1

2
([xi, θknpn]pl + θknpn[xi,pl]) +

1

2
([θlopo,x

i]pk + θlopo[p
k,xi]) +

+[θkm,xi]π l
m + θkm[π l

m ,xi] + [xi, θlm]π k
m + θlm[xi, π k

m ]).

Usando a primeira equação de (2.11), a primeira equação de (2.8), a equação (2.12) e a

equação (2.21)

δxi =
i

2
εkl(iθ

ikpl + xkiδil + iθlipk + xl(−iδik) +
1

2
(([xi, θkn]pn + θkn[xi,pn])pl +

+θknpniδ
il) +

1

2
(([θlo,xi]po + θlo[po,xi])pk + θlopo(−δik)) + θkm

i

2
δilmqp

q +

+θlm(− i
2
δikmrp

r)).
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Considerando o fato que, δµναβ = δµαδ
ν
β − δ

µ
βδ

ν
α ,e além disso, usando a equação (2.12) e

a primeira equação de (2.8), obtemos que

δxi =
i

2
εkl(iθ

ikpl + iδilxk + iθlipk − iδikxl +
1

2
iδinθ

knpl +
1

2
iδilθknpn −

1

2
iδioθ

lopk −

− i
2
δikθlopo +

i

2
θkmpq(δimδ

l
q − δiqδlm)− i

2
θlmpr(δimδ

k
r − δirδkm))

=
i

2
εkl(iθ

ikpl + iδilxk + iθlipk − iδikxl +
i

2
θk ip

l +
i

2
δilθknpn −

i

2
θl ip

k − i

2
δikθlopo +

+
i

2
θkmδimδ

l
qp

q − i

2
δiqp

qθkmδlm −
i

2
θlmδimδ

k
rp

r +
i

2
θlmδkmδ

i
rp

r)

=
i

2
εkl(iθ

ikpl + iδilxk + iθlipk − iδikxl +
i

2
θk ip

l +
i

2
δilθknpn −

i

2
θl ip

k − i

2
δikθlopo +

+
i

2
θk ip

l − i

2
piθ

k
l −

i

2
θl ipk +

i

2
θl kpi)

=
i

2
εkl(θ

ikpl + iδilxk + i(−θil)pk − iδikxl)

=
i

2
εkl(iθ

ikpl + iδilxk − iθilpk − iδikxl)

=
i

2
εkl(iδ

ilxk − iδikxl)

= −1

2
εklδ

ilxk +
1

2
εklδ

ikxl

= −1

2
εklδ

lixk +
1

2
δikεklxl

= −1

2
εkixk +

1

2
εilxl

= −1

2
(−εik)xk +

1

2
εilxl

=
1

2
εikxk +

1

2
εilxl

= εikxk.



Apêndice C: Cálculo dos Parênteses

de Dirac do Caṕıtulo 3

C-1 Demonstração da equação (3.18)

i). {xi, pj}D = {xi, pj} − {xi, Zk − 1

2
θklpl}(−δmk ){Km − pm, pj} −

−{xi, Kk − pk}δkm{Zm − 1

2
θmqpq, pj}

= δij + ({xi, Zk} − {xi,−1

2
θklpl})δmk ({Km, pj}+ {−pm, pj})−

−({xi, Kk}+ {xi,−pk})δkm({Zm, pj}+ {−1

2
θmqpq, pj}).

Usando a equação (3.3), {xi, Zk} = {Km, pj} = {pm, pj} = 0, {xi, pk} = δik, temos que

{xi, pj}D = δij + δikδ
k
m(−1

2
θmq{pq, pj}+ {−1

2
θmq, pj}pq).

Substituindo a equação (3.3), {pq, pj} = 0, {θmq, pj} = 0,

{xi, pj}D = δij.

ii). {xi, xj}D = {xi, xj} − {xi, Zk − 1

2
θklpl}(−δmk ){Km − pm, xj} −

−{xi, Kk − pk}δkm{Zm − 1

2
θmqpq, x

j}

= ({xi, Zk}+ {xi,−1

2
θklpl})δmk ({Km, x

j}+ {−pm, xj})−

−({xi, Kk}+ {xi,−pk})δkm({Zm, xj}+ {−1

2
θmqpq, x

j}).

Usando a equação (3.3), {xi, Zk} = {Km, x
j} = {xi, Kk} = {Zm, xj} = 0,

{xi, pk} = δik, {pm, xj} = −δjm,

{xi, xj}D = {xi,−1

2
θklpl}δmk δjm − δikδkm{−

1

2
θmqpq, x

j}

= ({xi, pl}(−
1

2
θkl) + pl{xi,−

1

2
θkl})δmk δjm +

+δik(−
1

2
θmq{pq, xj}+ {−1

2
θmq, xj}pq)δkm.

97
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Usando a equação (3.3), {xi, pl} = δil , {pq, xj} = −δjq , {xi, θkl} = {θmq, xj} = 0,

{xi, xj}D = −1

2
θklδilδ

m
k δ

j
m +

1

2
δikθ

mqδjqδ
k
m

= −1

2
θklδilδ

m
k δ

j
m +

1

2
δikδ

j
qθ
mqδkm

= −1

2
θklδilδ

j
k +

1

2
θmqδikδ

j
qδ
k
m

= −1

2
θkiδjk +

1

2
θmqδjqδ

i
m

= −1

2
θji +

1

2
θij

= θij.

iii). {pi, pj}D = {pi, pj} − {pi, Zk − 1

2
θklpl}(−δmk ){Km − pm, pj} −

−{pi, Kk − pk}δkm{Zm − 1

2
θmqpq, pj}.

Usando a equação (3.3), {pi, pj} = 0,

{pi, pj}D = ({pi, Zk}+ {pi,−
1

2
θklpl})δmk ({Km, pj}+ {−pm, pj})−

−({pi, Kk}+ {pi,−pk})δkm({Zm, pj}+ {−1

2
θmqpq, pj}).

Usando a equação (3.3), {pi, Zk} = {Km, pj} = {pi, Kk} = {pm, pj} = 0,

{pi, pj}D = 0.

iv). {θij, πkl}D = {θij, πkl} − {θij, Zn − 1

2
θnopo}(−δmn ){Km − pm, πkl} −

−{θij, Kn − pn}δnm{Zm − 1

2
θmqpq, πkl}.

Usando a equação (3.3), {θij, πkl} = δijkl,

{θij, πkl}D = δijkl + ({θij, Zn}+ {θij,−1

2
θnopo})δmn ({Km, πkl}+ {−pm, πkl})−

−({θij, Kn}+ {θij,−pn})δnm({Zm, πkl}+ {−1

2
θmqpq, πkl}).

Usando a equação (3.3), {θij, Zn} = {Km, πkl} = {pm, πkl} = {θij, Kn} = {θij, pn} =

{Zm, πkl} = 0,

{θij, πkl}D = δijkl.

v). {θij, θkl}D = {θij, θkl} − {θij, Zn − 1

2
θnopo}(−δmn ){Km − pm, θkl} −

−{θij, Kn − pn}δnm{Zm − 1

2
θmqpq, θ

kl}.
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Usando a equação (3.3), {θij, θkl} = 0,

{θij, θkl}D = ({θij, Zn}+ {θij,−1

2
θnopo})δmn ({Km, θ

kl}+ {−pm, θkl})−

−({θij, Kn}+ {θij,−pn})δnm({Zm, θkl}+ {−1

2
θmqpq, θ

kl}).

Usando a equação (3.3), {θij, Zn} = {Km, θ
kl} = {pm, θkl} = {θij, Kn} = {θij, pn} = 0,

{θij, θkl}D = 0.

vi). {πij, πkl}D = {πij, πkl} − {πij, Zn − 1

2
θnopo}(−δmn ){Km − pm, πkl} −

−{πij, Kn − pn}δnm{Zm − 1

2
θmqpq, πkl}.

Usando a equação (3.3), {πij, πkl} = 0,

{πij, πkl}D = ({πij, Zn}+ {πij,−
1

2
θnopo})δmn ({Km, πkl}+ {−pm, πkl})−

−({πij, Kn}+ {πij,−pn})δnm({Zm, πkl}+ {−1

2
θmqpq, πkl}).

Usando a equação (3.3), {πij, Zn} = {Km, πkl} = {pm, πkl} = 0,

{πij, πkl}D = 0.

vii). {xi, θkl}D = {xi, θkl} − {xi, Zn − 1

2
θnopo}(−δmn ){Km − pm, θkl} −

−{xi, Kn − pn}δnm{Zm − 1

2
θmqpq, θ

kl}.

Usando a equação (3.3), {xi, θkl} = 0,

{xi, θkl}D = ({xi, Zn}+ {xi,−1

2
θnopo})δmn ({Km, θ

kl}+ {−pm, θkl})−

−({xi, Kn}+ {xi,−pn})δnm({Zm, θkl}+ {−1

2
θmqpq, θ

kl}).

Usando a equação (3.3), {xi, pj} = δij,

{xi, θkl}D = δinδ
n
m{−

1

2
θmqpq, θ

kl}

= δim(θkl{−1

2
θmq, pq}+ {θkl, pq}(−

1

2
θmq)).

E finalmente com a equação (3.3), {θmq, pq} = 0,

{xi, θkl}D = 0.
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viii). {xi, πkl}D = {xi, πkl} − {xi, Zn − 1

2
θnopo}(−δmn ){Km − pm, πkl} −

−{xi, Kn − pn}δnm{Zm − 1

2
θmqpq, πkl}.

Usando a equação (3.3), {xi, πkl} = 0,

{xi, πkl}D = ({xi, Zn}+ {xi,−1

2
θnopo})δmn ({Km, πkl}+ {−pm, πkl})−

−({xi, Kn}+ {xi,−pn})δnm({Zm, πkl}+ {−1

2
θmqpq, πkl}).

Com a equação (3.3), {xi, Zn} = {Km, πkl} = {pm, πkl} = {xi, Kn} = 0 e {xi, pn} = δin,

{xi, πkl}D = δinδ
n
m{−

1

2
θmqpq, πkl}

= δim(−1

2
θmq{pq, πkl}+ {−1

2
θmq, πkl}pq),

e com a equação (3.3), {θij, πkl} = δijkl e {pq, πkl} = 0,

{xi, πkl}D = −1

2
δimδ

mq
klpq

= −1

2
δiqklpq.

ix). {pi, θkl}D = {pi, θkl} − {pi, Zn − 1

2
θnopo}(−δmn ){Km − pm, θkl} −

−{pi, Kn − pn}δnm{Zm − 1

2
θmqpq, θ

kl}

= ({pi, Zn}+ {pi,−
1

2
θnopo})δmn ({Km, θ

kl}+ {−pm, θkl})−

−({pi, Kn}+ {pi,−pn})δnm({Zm, θkl}+ {−1

2
θmqpq, θ

kl}).

Usando a equação (3.3), {Km, θ
kl} = {pm, θkl} = {pi, Kn} = {pi, pn} = {Zm, θkl} = 0,

{pi, θkl}D = 0.

x). {pi, πkl}D = {pi, πkl} − {pi, Zn − 1

2
θnopo}(−δmn ){Km − pm, πkl} −

−{pi, Kn − pn}δnm{Zm − 1

2
θmqpq, πkl}

= ({pi, Zn}+ {pi,−
1

2
θnopo})δmn ({Km, πkl}+ {−pm, πkl})−

−({pi, Kn}+ {pi,−pn})δnm({Zm, πkl}+ {−1

2
θmqpq, πkl}).

Com a equação (3.3), {pi, Zn} = {Km, πkl} = {pm, πkl} = {pi, Kn} = {pi, pn} = {Zm, πkl} =

0,

{pi, πkl}D = 0.
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C-2 Demonstração da equação (3.19)

i). {Zi, Kj}D = {Zi, Kj} − {Zi, Zn − 1

2
θnopo}(−δmn ){Km − pm, Kj} −

−{Zi, Kn − pn}δnm{Zm − 1

2
θmqpq, Kj}.

Usando a equação (3.3), {Zi, Kj} = δij,

{Zi, Kj}D = δij + ({Zi, Zn}+ {Zi,−1

2
θnopo})δmn ({Km, Kj}+ {−pm, Kj})−

−({Zi, Kn}+ {Zi,−pn})δnm({Zm, Kj}+ {−1

2
θmqpq, Kj}).

Usando a equação (3.3), {Zi, Zn} = {Km, Kj} = {pm, Kj} = {Zi, pn} = 0 e {Zi, Kn} =

δin,

{Zi, Kj}D = δij − δinδnmδmj

= δij − δij

= 0.

ii). {Zi, Zj}D = {Zi, Zj} − {Zi, Zn − 1

2
θnopo}(−δmn ){Km − pm, Zj} −

−{Zi, Kn − pn}δnm{Zm − 1

2
θmqpq, Z

j}.

Usando a equação (3.3), {Zi, Zj} = 0,

{Zi, Zj}D = ({Zi, Zn}+ {Zi,−1

2
θnopo})δmn ({Km, Zj}+ {−pm, Zj})−

−({Zi, Kn}+ {Zi,−pn})δnm({Zm, Zj}+ {−1

2
θmqpq, Z

j}).

Com a equação (3.3), {Zi, Zn} = {pm, Zj} = {Zi, pm} = 0 e {Zi, Kj} = δij,

{Zi, Zj}D = {Zi,−1

2
θnopo}δmn (−δjm)− δinδnm{−

1

2
θmqpq, Z

j}

= (−1

2
θno{po, Zi}+ {−1

2
θno, Zi}po)δmn (−δjm)−

−δim(−1

2
θmq{pq, Zj}+ {−1

2
θmq, Zj}pq).

Usando a equação (3.3), {po, Zi} = {θno, Zi} = 0,

{Zi, Zj}D = 0.

iii). {Ki, Kj}D = {Ki, Kj} − {Ki, Z
n − 1

2
θnopo}(−δmn ){Km − pm, Kj} −

−{Ki, Kn − pn}δnm{Zm − 1

2
θmqpq, Kj}.
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Com a equação (3.3), {Ki, Kj} = 0,

{Ki, Kj}D = ({Ki, Z
n}+ {Ki,−

1

2
θnopo})δmn ({Km, Kj}+ {−pm, Kj})−

−({Zi, Kn}+ {Zi,−pn})δnm({Zm, Kj}+ {−1

2
θmqpq, Kj}).

Usando a equação (3.3), {Kn, Kj} = {pm, Kj} = {Zi, pn} = 0 e {Zi, Kj} = δij,

{Ki, Kj}D = −δinδnm{−
1

2
θmqpq, Kj}

= −δim(−1

2
θmq{pq, Kj}+ {−1

2
θmq, Kj}pq).

Usando a equação (3.3), {pq, Kj} = {θmq, Kj} = 0,

{Ki, Kj}D = 0.

iv). {Zi, xj}D = {Zi, xj} − {Zi, Zn − 1

2
θnopo}(−δmn ){Km − pm, xj} −

−{Zi, Kn − pn}δnm{Zm − 1

2
θmqpq, x

j}.

Com a equação (3.3), {Zi, xj} = 0,

{Zi, xj}D = ({Zi, Zn}+ {Zi,−1

2
θnopo})δmn ({Km, x

j}+ {−pm, xj})−

−({Zi, Kn}+ {Zi,−pn})δnm({Zm, xj}+ {−1

2
θmqpq, x

j}).

Usando a equação (3.3), {Zi, Zn} = {xj, Km} = {Zi, pn} = {Zm, xj} = 0 e

{Zi, Kj} = δij,

{Zi, xj}D = {Zi,−1

2
θnopo}δmn δjm − δinδnm{−

1

2
θmqpq, x

j}

= ({Zi, po}(−
1

2
θno) + po{Zi,−1

2
θno})δjm − δim(−1

2
θmq{pq, xj}+ {−1

2
θmq, xj}pq).

Usando a equação (3.3), {Zi, po} = {Zi, θno} = {θmq, xj} = 0 e

{xj, pq} = δjq ,

{Zi, xj}D = δim
1

2
θmq(−δjq)

= −1

2
θij.

v). {Ki, x
j}D = {Ki, x

j} − {Ki, Z
n − 1

2
θnopo}(−δmn ){Km − pm, xj} −

−{Ki, Kn − pn}δnm{Zm − 1

2
θmqpq, x

j}.
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Usando a equação (3.3), {Ki, x
j} = 0,

{Ki, x
j}D = ({Ki, Z

n}+ {Ki,−
1

2
θnopo})δmn ({Km, x

j}+ {−pm, xj})−

−({Ki, Kn}+ {Ki,−pn})δnm({Zm, xj}+ {−1

2
θmqpq, x

j}).

Com a equação (3.3), {Zn, Ki} = δni , {Km, x
j} = {Ki, Kn} = {Ki, pn} = {Zm, xj} =

0 e {xj, pm} = δjm,

{Ki, x
j}D = (−δni + {Ki,−

1

2
θnopo})δmn δjm

= (−δni + (Ki{−
1

2
θno, po}+ {Ki, po}(−

1

2
θno)))δjn.

Usando a equação (3.3), {θno, po} = {Ki, po} = 0,

{Ki, x
j}D = −δji .

vi). {Zi, pj}D = {Zi, pj} − {Zi, Zn − 1

2
θnopo}(−δmn ){Km − pm, pj} −

−{Zi, Kn − pn}δnm{Zm − 1

2
θmqpq, pj}.

Usando a equação (3.3), {Zi, pj} = 0,

{Zi, pj}D = ({Zi, Zn}+ {Zi,−1

2
θnopo})δmn ({Km, pj}+ {−pm, pj})−

−({Zi, Kn}+ {Zi,−pn})δnm({Zm, pj}+ {−1

2
θmqpq, pj}).

Usando a equação (3.3), {Zi, Zn} = {Km, pj} = {pm, pj} = {Zi, pn} = 0 e

{Zi, Kn} = δin,

{Zi, pj}D = −δinδnm{−
1

2
θmqpq, pj}

= −δim(−1

2
θmq{pq, pj}+ {−1

2
θmq, pj}pq).

Usando a equação (3.3), {pq, pj} = {θmq, pj} = 0,

{Zi, pj}D = 0.

vii). {Ki, pj}D = {Ki, pj} − {Ki, Z
n − 1

2
θnopo}(−δmn ){Km − pm, pj} −

−{Ki, Kn − pn}δnm{Zm − 1

2
θmqpq, pj}.



104

Com a equação (3.3), {Ki, pj} = 0,

{Ki, pj}D = ({Ki, Z
n}+ {Ki,−

1

2
θnopo})δmn ({Km, pj}+ {−pm, pj})−

−({Ki, Kn}+ {Ki,−pn})δnm({Zm, pj}+ {−1

2
θmqpq, pj}).

Vamos usar a equação (3.3), {Km, pj} = {pm, pj} = {Ki, Kn} = {Ki, pn} = {Zm, pj} =

0 e {Zi, Kj} = δij, para ter

{Ki, pj}D = 0.

viii). {Zi, θkl}D = {Zi, θkl} − {Zi, Zn − 1

2
θnopo}(−δmn ){Km − pm, θkl} −

−{Zi, Kn − pn}δnm{Zm − 1

2
θmqpq, θ

kl}.

Com a equação (3.3), {Zi, θkl} = 0,

{Zi, θkl}D = ({Zi, Zn}+ {Zi,−1

2
θnopo})δmn ({Km, θ

kl}+ {−pm, θkl})−

−({Zi, Kn}+ {Zi,−pn})δnm({Zm, θkl}+ {−1

2
θmqpq, θ

kl}).

Usando a equação (3.3), {Zi, Zn} = {Km, θ
kl} = {pm, θkl} = {Zi, pn} = {Zm, θkl} =

0 e {Zi, Kn} = δin,

{Zi, θkl}D = −δinδnm{−
1

2
θmqpq, θ

kl}

= −δim(−1

2
θmq{pq, θkl}+ {−1

2
θmq, θkl}pq).

Usando a equação (3.3), {pq, θkl} = {θmq, θkl} = 0,

{Zi, θkl}D = 0.

ix). {Zi, πkl}D = {Zi, πkl} − {Zi, Zn − 1

2
θnopo}(−δmn ){Km − pm, πkl} −

−{Zi, Kn − pn}δnm{Zm − 1

2
θmqpq, πkl}.

Com a equação (3.3), {Zi, πkl} = 0,

{Zi, πkl}D = ({Zi, Zn}+ {Zi,−1

2
θnopo})δmn ({Km, πkl}+ {−pm, πkl})−

−({Zi, Kn}+ {Zi,−pn})δnm({Zm, πkl}+ {−1

2
θmqpq, πkl}).

Vamos usar a equação (3.3), {Zi, Zn} = {Km, πkl} = {pm, πkl} = {Zi, pn} = {Zm, πkl} =

0 e {Zi, Kn} = δin, e podemos escrever que,

{Zi, πkl}D = −δinδnm{−
1

2
θmqpq, πkl}

= −δim(−1

2
θmq{pq, πkl}+ {−1

2
θmq, πkl}pq).
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Usando a equação (3.3), {pq, πkl} = 0, {θmq, πkl} = δmqkl,

{Zi, πkl}D =
1

2
δimδ

mq
klpq

=
1

2
δiqklpq.

x). {Ki, θkl}D = {Ki, θkl} − {Ki, Zn − 1

2
θnopo}(−δmn ){Km − pm, θkl} −

−{Ki, Kn − pn}δnm{Zm − 1

2
θmqpq, θ

kl}.

Usando a equação (3.3), {Ki, θkl} = 0,

{Ki, θkl}D = ({Ki, Zn}+ {Ki,−1

2
θnopo})δmn ({Km, θ

kl}+ {−pm, θkl})−

−({Ki, Kn}+ {Ki,−pn})δnm({Zm, θkl}+ {−1

2
θmqpq, θ

kl}).

Com a equação (3.3), {Km, θ
kl} = {Ki, Kn} = {Ki, pn} = {Zm, θkl} = 0 e

{Zi, Kj} = δij, temos que

{Ki, θkl}D = 0.

xi). {Ki, πkl}D = {Ki, πkl} − {Ki, Z
n − 1

2
θnopo}(−δmn ){Km − pm, πkl} −

−{Ki, Kn − pn}δnm{Zm − 1

2
θmqpq, πkl}.

Com a equação (3.3), {Ki, πkl} = 0,

{Ki, πkl}D = ({Ki, Z
n}+ {Ki,−

1

2
θnopo})δmn ({Km, πkl}+ {−pm, πkl})−

−({Ki, Kn}+ {Ki,−pn})δnm({Zm, πkl}+ {−1

2
θmqpq, πkl}).

E finalmente com a equação (3.3), {Km, πkl} = {pm, πkl} = {Ki, Kn} = {Ki, pn} =

{Zm, πkl} = 0,

{Ki, πkl}D = 0.

C-3 Demonstração da equação (3.22)

i). {X i, Xj}D = {X i, Xj} − {X i, Zn − 1

2
θnopo}(−δmn ){Km − pm, Xj} −

−{X i, Kn − pn}δnm{Zm − 1

2
θmqpq, X

j}

= {X i, Xj}+ ({X i, Zn}+ {X i,−1

2
θnopo})δmn ({Km, X

j}+ {−pm, Xj})−

−({X i, Kn}+ {X i,−pn})δnm({Zm, Xj}+ {−1

2
θmqpq, X

j}).
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Usando a equação (3.21),

{X i, Xj}D = {X i, Xj}+ ({xi +
1

2
θiqpq, Z

n}+ {xi +
1

2
θirpr,−

1

2
θnopo})δmn .

.({Km, x
j +

1

2
θjsps}+ {−pm, xj +

1

2
θjtpt})−

−({xi +
1

2
θiupu, Kn}+ {xi +

1

2
θivpv,−pn})δnm.

.({Zm, xj +
1

2
θjxpx}+ {−1

2
θmqpq, x

j +
1

2
θjwpw})

= {X i, Xj}+ ({xi, Zn}+ {1

2
θiqpq, Z

n}+ {xi,−1

2
θnopo}+

+{1

2
θirpr,−

1

2
θnopo})δmn ({Km, x

j}+ {Km,
1

2
θjsps}+ {−pm, xj}+

+{−pm,
1

2
θjtpt})− ({xi, Kn}+ {1

2
θiupu, Kn}+ {xi,−pn}+

+{1

2
θivpv,−pn})δnm({Zm, xj}+ {Zm,

1

2
θjxpx}+ {−1

2
θmqpq, x

j}+

+{−1

2
θmqpq,

1

2
θjwpw}).

Usando a equação (3.3), {xi, Zn} = {Km, x
j} = {xi, Kn} = {Zm, xj} = 0 e

{xi, pn} = δin,

{X i, Xj}D = {X i, Xj}+ ({1

2
θiqpq, Z

n}+ {xi,−1

2
θnopo}+ {1

2
θirpr,−

1

2
θnopo})δmn .

.({Km,
1

2
θjsps}+ {−pm,

1

2
θjtpt}+ δjm)− ({1

2
θiupu, Kn} − δin +

+{1

2
θivpv,−pn})δnm({Zm,

1

2
θjxpx}+ {−1

2
θmqpq, x

j}+

+{−1

2
θmqpq,

1

2
θjwpw})

= {X i, Xj}+ (
1

2
θiq{pq, Zn}+ {1

2
θiq, Zn}pq + {xi, po}(−

1

2
θno) +

+po{xi,−
1

2
θno}+ {1

2
θirpr, po}(−

1

2
θno) + po{

1

2
θirpr,−

1

2
θno})δmn .

.({Km, ps}
1

2
θjs + ps{km,

1

2
θjs}+ {−pm, pt}

1

2
θjt + pt{−pm,

1

2
θjt}+ δjm)−

−(
1

2
θiu{pu, Kn}+ {1

2
θiu, Kn}pu − δin +

1

2
θiv{pv,−pn}+ {1

2
θiv,−pn}pv)δnm.

.({Zm, px}
1

2
θjx + px{Zm,

1

2
θjx} − 1

2
θmq{pq, xj}+ {−1

2
θmq, xj}pq +

+{−1

2
θmqpq, pw}

1

2
θjw + pw{−

1

2
θmqpq,

1

2
θjw}).

Com a equação (3.3), {pq, Zn} = {θiq, Zn} = {xi, θno} = {Km, ps} = {Km, θ
js} =
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= {pm, pt} = {pm, θjt} = {pu, Kn} = 0,

{X i, Xj}D = {X i, Xj}+ (−1

2
θnoδio −

1

2
θno{1

2
θirpr, po}+ po{

1

2
θirpr,−

1

2
θno})δmn δjm +

+δinδ
n
m(

1

2
θmqδjq + {−1

2
θmqpq, pw}

1

2
θjw + pw{−

1

2
θmqpq,

1

2
θjw})

= {X i, Xj}+ (−1

2
θnoδio −

1

2
θno(

1

2
θir{pr, po}+ {1

2
θir, po}pq) +

+po(
1

2
θir{pr,−

1

2
θno}+ {1

2
θir,−1

2
θno}pr))δjn + δim(

1

2
θmqδjq +

+{−1

2
θmq{pq, pw}+ {−1

2
θmq, pw}pq)

1

2
θjw + pw(−1

2
θmq{pq,

1

2
θjw}+

+{−1

2
θmq,

1

2
θjw}pq)).

E com a equação (3.3), {pr, po} = {θir, po} = {θir, θno} = 0,

{X i, Xj}D = {X i, Xj} − 1

2
θniδjn +

1

2
θmjδim

= {X i, Xj} − 1

2
θji +

1

2
θij. (C-1)

Agora iremos calcular o parêntese de Poisson {X i, Xj}. Logo,

{X i, Xj} =
∂X i

∂xn

∂Xj

∂pn
− ∂X i

∂pn

∂Xj

∂xn
.

Usando a equação (3.21),

{X i, Xj} =
∂

∂xn
(xi +

1

2
θiopo)

∂

∂pn
(xj +

1

2
θjmpm)− ∂

∂pn
(xi +

1

2
θiopo)

∂

∂xn
(xj +

1

2
θjmpm)

=
∂xi

∂xn

1

2
θjm

∂pm
∂pn
− 1

2
θio
∂po
∂pn

∂xj

∂xn

= δin
1

2
θjmδmn −

1

2
θioδonδ

j
n

=
1

2
θjnδin −

1

2
θinδjn

=
1

2
θji − 1

2
θij.

Portanto, a equação (C-1) fica

{X i, Xj}D =
1

2
θji − 1

2
θij − 1

2
θji +

1

2
θij

= 0.

ii). {X i, pj}D = {X i, pj} − {X i, Zn − 1

2
θnopo}(−δmn ){Km − pm, pj} −

−{X i, Kn − pn}δnm{Zm − 1

2
θmqpq, pj}

= {X i, pj}+ ({X i, Zn}+ {X i,−1

2
θnopo})δmn ({Km, pj}+ {−pm, pj})−

−({X i, Kn}+ {X i,−pn})δnm({Zm, pj}+ {−1

2
θmqpq, pj}).
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Usando as equações (3.21) e (3.3), {Km, pj} = {pm, pj} = {Zm, pj} = 0,

{X i, pj}D = {X i, pj} − ({xi +
1

2
θiqpq, Kn}+ {xi +

1

2
θiqpq,−pn})δnm{−

1

2
θmqpq, pj}

= {X i, pj} − ({xi, Kn}+ {1

2
θiqpq, Kn}+ {xi,−pn}+

+{1

2
θiqpq,−pn})δnm({−1

2
θmqpq, pj}.

Usando a equação (3.3), {xi, Kn} = 0 e {xi, pn} = δin,

{X i, pj}D = {X i, pj} − (
1

2
θiq{pq, Kn}+ {1

2
θiq, Kn}pq − δin +

1

2
θiq{pq,−pn}+

+{1

2
θiq,−pn}pq)δnm(−1

2
θmq{pq, pj}+ {−1

2
θmq, pj}pq).

Usando a equação (3.3), {pq, Kn} = {θiq, Kn} = {pq, pn} = {θiq, pn} = 0, obtemos

{X i, pj}D = {X i, pj}. (C-2)

Agora iremos calcular o parêntese de Poisson {X i, pj}. Logo,

{X i, pj} =
∂X i

∂xn

∂pj
∂pn
− ∂X i

∂pn

∂pj
∂xn

.

Usando a equação (3.21), temos que

{X i, pj} =
∂

∂xn
(xi +

1

2
θiqpq)δjn

= (
∂xi

∂xn
+

1

2
θiq

∂pq
∂xn

)δjn

=
∂xi

∂xn
δjn

= δinδjn

= δij.

Portanto, a equação (C-2) fica

{X i, pj}D = δij.

iii). {X i, xj}D = {X i, xj} − {X i, Zn − 1

2
θnopo}(−δmn ){Km − pm, xj} −

−{X i, Kn − pn}δnm{Zm − 1

2
θmqpq, x

j}

= {X i, xj}+ ({X i, Zn}+ {X i,−1

2
θnopo})δmn ({Km, x

j}+ {−pm, xj})−

−({X i, Kn}+ {X i,−pn})δnm({Zm, xj}+ {−1

2
θmqpq, x

j}).



109

Com as equações (3.21) e (3.3), {Km, x
j} = {Zm, xj} = 0 e

{pm, xj} = −δjm,

{X i, xj}D = {X i, xj}+ ({xi +
1

2
θisps, Z

n}+ {xi +
1

2
θisps,−

1

2
θnopo})δmn δjm −

−({xi +
1

2
θisps, Kn}+ {xi +

1

2
θisps,−pn})δnm{−

1

2
θmqpq, x

j})

= {X i, xj}+ ({xi, Zn}+ {1

2
θisps, Z

n}+ {xi,−1

2
θnopo}+

+{1

2
θisps,−

1

2
θnopo})δjn − ({xi, Kn}+ {1

2
θisps, Kn}+ {xi,−pn}+

+{1

2
θisps,−pn})δnm{−

1

2
θmqpq, x

j}.

Usando a equação (3.3), {xi, Zn} = {xi, Kn} = 0 e {xi, pn} = δin,

{X i, xj}D = {X i, xj}+ (
1

2
θis{ps, Zn}+ {1

2
θis, Zn}ps + {xi, po}(−

1

2
θno) +

+po{xi,−
1

2
θno}+ {1

2
θisps, po}(−

1

2
θno) + po{

1

2
θisps,−

1

2
θno})δjn −

−(
1

2
θis{ps, Kn}+ {1

2
θis, Kn}ps − δin +

1

2
θis{ps,−pn}+

+{1

2
θis,−pn}ps)δnm(−1

2
θmq{pq, xj}+ {−1

2
θmq, xj}pq).

Usando a equação (3.3), {ps, Zn} = {θis, Zn} = {xi, θno} = {ps, Kn} = {θis, Kn} =

= {ps, pn} = {θis, pn} = 0 e {xj, pq} = δjq ,

{X i, xj}D = {X i, xj}+ (−1

2
θnoδio − (

1

2
θis{ps, po}+ {1

2
θis, po}ps)

1

2
θno +

+po(
1

2
θis{ps,−

1

2
θno}+ {1

2
θis,−1

2
θno}ps))δjn −

−(−δinδnm(−1

2
θmq(−δjq))).

Com a equação (3.3), {ps, po} = {θis, po} = {θis, θno} = 0,

{X i, xj}D = {X i, xj} − 1

2
θniδjn +

1

2
δimθ

mj

= {X i, xj} − 1

2
θji +

1

2
θij. (C-3)

Agora iremos calcular o parêntese de Poisson {X i, xj}. Logo,

{X i, xj} =
∂X i

∂xn

∂xj

∂pn
− ∂X i

∂pn

∂xj

∂xn
.
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Usando a equação (3.21), temos que

{X i, xj} = − ∂

∂pn
(xi +

1

2
θiqpq)δ

j
n

= (− ∂x
i

∂pn
− 1

2
θiq
∂pq
∂pn

)δjn

= −1

2
θiqδqnδ

j
n

= −1

2
θinδjn

= −1

2
θij.

Portanto, a equação (C-3) fica

{X i, xj}D = {X i, xj} − 1

2
θji +

1

2
θij

= −1

2
θij − 1

2
θji +

1

2
θij

= −1

2
θji

=
1

2
θij.

iv). {X i, θkl}D = {X i, θkl} − {X i, Zn − 1

2
θnopo}(−δmn ){Km − pm, θkl} −

−{X i, Kn − pn}δnm{Zm − 1

2
θmqpq, θ

kl}

= {X i, θkl}+ ({X i, Zn}+ {X i,−1

2
θnopo})δmn ({Km, θ

kl}+ {−pm, θkl})−

−({X i, Kn}+ {X i,−pn})δnm({Zm, θkl}+ {−1

2
θmqpq, θ

kl}).

Usando a equação (3.3), {Km, θ
kl} = {pm, θkl} = {Zm, θkl} = 0,

{X i, θkl}D = {X i, θkl} − ({X i, Kn}+ {X i,−pn})δmn (−1

2
θmq{pq, θkl}+ {−1

2
θmq, θkl}pq).

Com a equação (3.3), {pq, θkl} = {θmq, θkl} = 0, obtemos

{X i, θkl}D = {X i, θkl}.

Usando a equação (3.21),

{X i, θkl}D = {xi +
1

2
θitpt, θ

kl}

= {xi, θkl}+ {1

2
θitpt, θ

kl}.

Com a equação (3.3), {xi, θkl} = 0,

{X i, θkl}D =
1

2
θit{pt, θkl}+ {1

2
θit, θkl}pt.
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Novamente com a equação (3.3), {pt, θkl} = {θit, θkl} = 0, obtemos

{X i, θkl}D = 0.

v). {X i, πkl}D = {X i, πkl} − {X i, Zn − 1

2
θnopo}(−δmn ){Km − pm, πkl} −

−{X i, Kn − pn}δnm{Zm − 1

2
θmqpq, πkl}

= {X i, πkl}+ ({X i, Zn}+ {X i,−1

2
θnopo})δmn ({Km, πkl}+ {−pm, πkl})−

−({X i, Kn}+ {X i,−pn})δnm({Zm, πkl}+ {−1

2
θmqpq, πkl}).

Usando a equação (3.3), {Km, πkl} = {pm, πkl} = {Zm, πkl} = 0,

{X i, πkl}D = {X i, πkl} − ({X i, Kn}+ {X i,−pn})δnm(−1

2
θmq{pq, πkl}+ {−1

2
θmq, πkl}pq).

E com a equação (3.3), {pq, πkl} = 0 e {θmq, πkl} = δmqkl e a equação (3.21),

{X i, πkl}D = {xi +
1

2
θisps, πkl} − ({xi +

1

2
θisps, Kn}+ {xi +

1

2
θisps,−pn})δnm(−1

2
δmqklpq)

= {xi, πkl}+ {1

2
θisps, πkl} − ({xi, Kn}+ {1

2
θisps, Kn}+ {xi,−pn}+

+{1

2
θisps,−pn})δnm(−1

2
δmqklpq).

Usando a equação (3.3), {xi, πkl} = {xi, Kn} = 0, {xi, pn} = δin,

{X i, πkl}D =
1

2
θis{ps, πkl}+ {1

2
θis, πkl}ps − (

1

2
θis{ps, Kn}+ {1

2
θis, Kn}ps − δin +

+
1

2
θis{ps,−pn}+ {1

2
θis,−pn}ps)δnm(−1

2
δmqklpq).

Com a equação (3.3), {ps, πkl} = {ps, Kn} = {θis, Kn} = {ps, pn} = {θis, pn} = 0, {θis, πkl} =

δiskl,

{X i, πkl}D =
1

2
δisklps −

1

2
δinδ

n
mδ

mq
klpq

=
1

2
δisklps −

1

2
δimδ

mq
klpq

=
1

2
δisklps −

1

2
δiqklpq

= 0.

vi). {X i, Zj}D = {X i, Zj} − {X i, Zn − 1

2
θnopo}(−δmn ){Km − pm, Zj} −

−{X i, Kn − pn}δnm{Zm − 1

2
θmqpq, Z

j}

= {X i, Zj}+ ({X i, Zn}+ {X i,−1

2
θnopo})δmn ({Km, Z

j}+ {−pm, Zj})−

−({X i, Kn}+ {X i,−pn})δnm({Zm, Zj}+ {−1

2
θmqpq, Z

j}).
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Usando a equação (3.3), {pm, Zj} = {Zm, Zj} = 0, {Zi, Kj} = δij,

{X i, Zj}D = {X i, Zj}+ ({X i, Zn}+ {X i, po}(−
1

2
θno) + po{X i,−1

2
θno})δmn (−δjm)−

−({X i, Kn}+ {X i,−pn})δnm(−1

2
θmq{pq, Zj}+ {−1

2
θmq, Zj}pq).

Usando a equação (3.3), {pq, Zj} = 0 e a equação (3.21),

{X i, Zj}D = {xi +
1

2
θisps, Z

j}+ ({xi +
1

2
θisps, Z

n} − 1

2
θno{xi +

1

2
θisps, po}+

+po{xi +
1

2
θisps,−

1

2
θno})(−δjn)

= {xi, Zj}+ {1

2
θisps, Z

j}+ ({xi, Zn}+ {1

2
θisps, Z

n} − 1

2
θno({xi, po}+

+{1

2
θisps, po}) + po({xi,−

1

2
θno}+ {1

2
θisps,−

1

2
θno}))(−δjn).

Com a equação (3.3), {xi, Zj} = {xi, θno} = 0, {xi, po} = δio,

{X i, Zj}D =
1

2
θis{ps, Zj}+ {1

2
θis, Zj}ps + (

1

2
θis{ps, Zn}+ {1

2
θis, Zn}ps)−

−1

2
θno(δio +

1

2
θis{ps, po}+ {1

2
θis, po}ps) + po(

1

2
θis{ps,−

1

2
θno}+

+{1

2
θis,−1

2
θno}ps)(−δjn).

Usando a equação (3.3), {ps, Zj} = {θis, Zj} = {ps, po} = {θis, po} = {θis, θno} = 0,

{X i, Zj}D =
1

2
θnoδioδ

j
n

=
1

2
θniδjn

=
1

2
θji

= −1

2
θij.

vii). {X i, Kj}D = {X i, Kj} − {X i, Zn − 1

2
θnopo}(−δmn ){Km − pm, Kj} −

−{X i, Kn − pn}δnm{Zm − 1

2
θmqpq, Kj}

= {X i, Kj}+ ({X i, Zn}+ {X i,−1

2
θnopo})δmn ({Km, Kj}+ {−pm, Kj})−

−({X i, Kn}+ {X i,−pn})δnm({Zm, Kj}+ {−1

2
θmqpq, Kj}).

Usando a equação (3.3), {Km, Kj} = {pm, Kj} = 0, {Zm, Kj} = δmj ,

{X i, Kj}D = {X i, Kj} − ({X i, Kn}+ {X i,−pn})δnm(δmj −
1

2
θmq{pq, Kj}+

+{−1

2
θmq, Kj}pq).
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Usando a equação (3.3), {pq, Kj} = {θmq, Kj} = 0 e (3.21),

{X i, Kj}D = {xi +
1

2
θisps, Kj} − ({xi +

1

2
θisps, Kn}+ {xi +

1

2
θisps,−pn})δnj

= {xi, Kj}+ {1

2
θisps, Kj} − ({xi, Kn}+ {1

2
θisps, Kn}+ {xi,−pn}+

+{1

2
θisps,−pn})δnj .

Usando a equação (3.3), {xi, Kj} = 0, {xi, pn} = δin,

{X i, Kj}D =
1

2
θis{ps, Kj}+ {1

2
θis, Kj}ps − (

1

2
θis{ps, Kn}+ {1

2
θis, Kn}ps −

−δin +
1

2
θis{ps,−pn}+ {1

2
θis,−pn}ps)δnj .

Usando a equação (3.3), {ps, Kj} = {θis, Kj} = {ps, pn} = {θis, pn} = 0,

{X i, Kj}D = δij.



Apêndice D: Demonstrações do

Caṕıtulo 4

D-1 Demonstração da equação (4.2)

i). δXµ = i[Xµ,
1

2
ωρσL

ρσ]

= i[Xµ,
1

2
ωρσ(Xρpσ −Xσpρ)]

=
i

2
ωρσ(Xµ(Xρpσ −Xσpρ)− (Xρpσ −Xσpρ)Xµ)

=
i

2
ωρσ(XµXρpσ −XµXσpρ −XρpσXµ + XσpρXµ)

=
i

2
ωρσ([Xµ,Xρpσ] + [Xσpρ,Xµ])

=
i

2
ωρσ([Xµ,Xρ]pσ + Xρ[Xµ,pσ] + [Xσ,Xµ]pρ + Xσ[pρ,Xµ]).

Usando a equação (2.26) e a equação (2.29)

δXµ =
i

2
ωρσ(iXρηµσ − iXσηµρ)

= −1

2
ωρσX

ρηµσ +
1

2
ωρσX

σηµρ

= −1

2
Xρωρση

σµ +
1

2
ηµρωρσX

σ

= −1

2
ωρµXρ +

1

2
ωµσXσ

= −1

2
(−ωµρ)Xρ +

1

2
ωµσXσ

=
1

2
ωµρXρ +

1

2
ωµσXσ

= ωµνXν

= ωµ νX
ν .
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ii). δpµ = i[pµ,
1

2
ωρσL

ρσ]

= i[pµ,
1

2
ωρσ(Xρpσ −Xσpρ)]

=
i

2
ωρσ(pµ(Xρpσ −Xσpρ)− (Xρpσ −Xσpρ)pµ)

=
i

2
ωρσ(pµX

ρpσ − pµX
σpρ −Xρpσpµ + Xσpρpµ)

=
i

2
ωρσ([pµ,X

ρpσ] + [Xσpρ,pµ])

=
i

2
ωρσ([pµ,X

ρ]pσ + Xρ[pµ,p
σ] + [Xσ,pµ]pρ + Xσ[pρ,pµ]).

Com a segunda equação em (2.11) e a equação (2.29),

δpµ =
i

2
ωρσ(−iηρµpσ + iησµp

ρ)

=
1

2
ωρση

ρ
µp

σ − 1

2
ωρση

σ
µp

ρ

=
1

2
ω σ
µ pσ −

1

2
ωρ µpρ.

Como ωρ µ é antissimétrico, ou seja, ωρ µ = −ω ρ
µ ,

δpµ =
1

2
ω σ
µ pσ −

1

2
(−ω ρ

µ )pρ

=
1

2
ω σ
µ pσ +

1

2
ω ρ
µ pρ

= ω ν
µ pν .

iii). δLµν = i[Lµν ,
1

2
ωρσL

ρσ]

= i[Xµpν −Xνpµ,
1

2
ωρσ(Xρpσ −Xσpρ)]

=
i

2
ωρσ((Xµpν −Xνpµ)(Xρpσ −Xσpρ)− (Xρpσ −Xσpρ)(Xµpν −Xνpµ))

=
i

2
ωρσ(XµpνXρpσ −XµpνXσpρ −XνpµXρpσ + XνpµXσpρ −XρpσXµpν +

+XρpσXνpµ + XσpρXµpν −XσpρXνpµ)

=
i

2
ωρσ([Xµpν ,Xρpσ] + [Xνpµ,Xσpρ] + [Xσpρ,Xµpν ] + [Xρpσ,Xνpµ])

=
i

2
ωρσ([Xµpν ,Xρ]pσ + Xρ[Xµpν ,pσ] + [Xνpµ,Xσ]pρ + Xσ[Xνpµ,pρ] +

+[Xσpρ,Xµ]pν + Xµ[Xσpρ,pν ] + [Xρpσ,Xν ]pµ + Xν [Xρpσ,pµ])

=
i

2
ωρσ(([Xµ,Xρ]pν + Xµ[pν ,Xρ])pσ + Xρ([Xµ,pσ]pν + Xµ[pν ,pσ]) +

+([Xν ,Xσ]pµ + Xν [pµ,Xσ])pρ + Xσ([Xν ,pρ]pµ + Xν [pµ,pρ]) +

+([Xσ,Xµ]pρ + Xσ[pρ,Xµ])pν + Xµ([Xσ,pν ]pρ + Xσ[pρ,pν ]) +

+([Xρ,Xν ]pσ + Xρ[pσ,Xν ])pµ + Xν([Xρ,pµ]pσ + Xρ[pσ,pµ])).
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Usando a segunda equação de (2.11),(2.29) e (2.26),

δLµν =
i

2
ωρσX

µ(−iηρν)pσ +
i

2
ωρσX

ρiηµσpν +
i

2
ωρσX

ν(−iησµ)pρ +
i

2
ωρσX

σiηνρpµ +

+
i

2
ωρσX

σ(−iηµρ)pν +
i

2
ωρσX

µiησνpρ +
i

2
ωρσX

ρ(−iηνσ)pµ +
i

2
ωρσX

νiηρµpσ

=
1

2
ωρσX

µηρνpσ − 1

2
ωρσX

ρηµσpν +
1

2
ωρσX

νησµpρ − 1

2
ωρσX

σηνρpµ +

+
1

2
ωρσX

σηµρpν − 1

2
ωρσX

µησνpρ +
1

2
ωρσX

ρηνσpµ − 1

2
ωρσX

νηρµpσ

=
1

2
ωρσX

µηρνpσ − 1

2
ωρσX

σηρνpµ +
1

2
ωρσX

νησµpρ − 1

2
ωρσX

ρησµpν +

+
1

2
ωρσX

σηµρpν − 1

2
ωρσX

νηµρpσ +
1

2
ωρσX

ρηνσpµ − 1

2
ωρσX

µηνσpρ

=
1

2
ωνσX

µpσ − 1

2
ωνσX

σpµ +
1

2
ωµρX

νpρ − 1

2
ωµρX

ρpν +

+
1

2
ωµσX

σpν − 1

2
ωµσX

νpσ +
1

2
ωνρX

ρpµ − 1

2
ωνρX

µpρ

= ωµρL
ρν + ωνρL

µρ.

iv). δxµ = i[xµ,
1

2
ωρσL

ρσ]

= i[xµ,
1

2
ωρσ(Xρpσ −Xσpρ)]

=
i

2
ωρσ(xµ(Xρpσ −Xσpρ)− (Xρpσ −Xσpρ)xµ)

=
i

2
ωρσ(xµXρpσ − xµXσpρ −Xρpσxµ + Xσpρxµ)

=
i

2
ωρσ([xµ,Xρpσ] + [Xσpρ,xµ])

=
i

2
ωρσ([xµ,Xρ]pσ + Xρ[xµ,pσ] + [Xσ,xµ]pρ + Xσ[pρ,xµ]).

Usando a primeira equação de (2.8) e (2.25),

δxµ =
i

2
ωρσ([xµ,xρ +

1

2
θργpγ]p

σ + Xρiηµσ + [xσ +
1

2
θσαpα,x

µ]pρ + Xσ(−iηµρ)

=
i

2
ωρσ((xµ(xρ +

1

2
θργpγ)− (xρ +

1

2
θρσpγ)x

µ)pσ + iηµσXρ + ((xσ +
1

2
θσαpα)xµ −

−xµ(xσ +
1

2
θσαpα))pρ − iηµρXσ)

=
i

2
ωρσ(([xµ,xρ] +

1

2
[xµ, θργpγ])p

σ + iηµσXρ + ([xσ,xµ] +
1

2
[θσαpα,x

µ])pρ −

−iηµρXσ).

Com as primeiras equações de (2.8) e (2.11),

δxµ =
i

2
ωρσ((iθµρ +

1

2
([xµ, θργ]pγ + θργ[xµ,pγ]))p

σ + iηµσXρ +

+(iθσµ +
1

2
([θσα,xµ]pα + θσα[pα,x

µ]))pρ −

−iηµρXσ).
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Com a primeira equação de (2.8) e a equação (2.12), obtemos

δxµ = −1

2
θµρωρσp

σ +
i

4
θργωρσp

σiηµγ −
1

2
Xρωρση

µσ − 1

2
ωρσθ

σµpρ +
i

4
ωρσθ

σα(−iηµα)pρ +

+
1

2
ωρση

µρXσ.

Usando a equação (2.25),

δxµ = −1

2
θµρωρσp

σ − 1

4
θµρωρσp

σ − 1

2
ωρµ(xρ +

1

2
θρνp

ν)− 1

2
ωρσθ

σµpρ +

+
1

4
ωρσθ

µ
σp

ρ +
1

2
ωµσ(xσ +

1

2
θσηp

η)

= ωµν(x
ν +

1

2
θρνpν)−

1

2
θµνωνρp

ρ.

D-2 Demonstração da equação (4.6)

[Mµν ,Mρσ] = [Xµpν −Xνpµ − θµαπ ν
α + θναπ µ

α ,X
ρpσ −Xσpρ − θρβπ σ

β + θσβπ ρ
β ]

= (Xµpν −Xνpµ − θµαπ ν
α + θναπ µ

α )(Xρpσ −Xσpρ − θρβπ σ
β + θσβπ ρ

β )−

−(Xρpσ −Xσpρ − θρβπ σ
β + θσβπ ρ

β )(Xµpν −Xνpµ − θµαπ ν
α + θναπ µ

α )

= XµpνXρpσ −XµpνXσpρ −Xµpνθρβπ σ
β + Xµpνθσβπ ρ

β −XνpµXρpσ +

+XνpµXσpρ + Xνpµθρβπ σ
β −Xνpµθσβπ ρ

β − θ
µαπ ν

α Xρpσ +

+θµαπ ν
α Xσpρ + θµαπ ν

α θ
ρβπ σ

β − θµαπ ν
α θ

σβπ ρ
β + θναπ µ

α Xρpσ −

−θναπ µ
α Xσpρ − θναπ µ

α θ
ρβπ σ

β + θναπ µ
α θ

σβπ ρ
β −XρpσXµpν +

+XρpσXνpµ + Xρpσθµαπ ν
α −Xρpσθναπ µ

α + XσpρXµpν −

−XσpρXνpµ −Xσpρθµαπ ν
α + Xσpρθναπ µ

α + θρβπ σ
β Xµpν −

−θρβπ σ
β Xνpµ − θρβπ σ

β θ
µαπ ν

α + θρβπ σ
β θ

ναπ µ
α − θσβπ

ρ
β Xµpν +

+θσβπ ρ
β Xνpµ + θσβπ ρ

β θ
µαπ ν

α − θσβπ
ρ
β θ

ναπ µ
α

= [Xµpν ,Xρpσ] + [Xσpρ,Xµpν ] + [θρβπ σ
β ,X

µpν ] + [Xµpν , θσβπ ρ
β ] +

+[Xρpσ,Xνpµ] + [Xνpµ,Xσpρ] + [Xνpµ, θρβπ σ
β ] + [θσβπ ρ

β ,X
νpµ] +

+[Xρpσ, θµαπ ν
α ] + [θµαπ ν

α ,X
σpρ] + [θµαπ ν

α , θ
ρβπ σ

β ] + [θσβπ σ
β , θ

µαπ ν
α ] +

+[θναπ µ
α ,X

ρpσ] + [Xσpρ, θναπ µ
α ] + [θρβπ σ

β , θ
ναπ µ

α ] + [θναπ µ
α , θ

σβπ ρ
β ].
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[Mµν ,Mρσ] = [Xµpν ,Xρ]pσ + Xρ[Xµpν ,pσ] + [Xσpρ,Xµ]pν + Xµ[Xσpρ,pν ] +

+[θρβπ σ
β ,X

µ]pν + Xµ[θρβπ σ
β ,p

ν ] + [Xµpν , θσβ]π ρ
β + θσβ[Xµpν , π ρ

β ] +

+[Xρpσ,Xν ]pµ + Xν [Xρpσ,pµ] + [Xνpµ,Xσ]pρ + Xσ[Xνpµ,pρ] +

+[Xνpµ, θρβ]π σ
β + θρβ[Xνpµ, π σ

β ] + [θσβπ ρ
β ,X

ν ]pµ + Xν [θσβπ ρ
β ,p

µ] +

+[Xρpσ, θµα]π ν
α + θµα[Xρpσ, π ν

α ] + [θµαπ ν
α , X

σ]pρ + Xσ[θµαπ ν
α ,p

ρ] +

+[θµαπ ν
α , θ

ρβ]π σ
β + θρβ[θµαπ ν

α , π
σ
β ] + [θσβπ ρ

β , θ
µα]π ν

α + θµα[θσβπ ρ
β , π

ν
α ] +

+[θναπ µ
α ,X

ρ]pσ + Xρ[θναπ µ
α ,p

σ] + [Xσpρ, θνα]π µ
α + θνα[Xσpρ, π µ

α ] +

+[θρβπ σ
β , θ

να]π µ
α + θνα[θρβπ σ

β , π
µ
α ] + [θναπ µ

α , θ
σβ]π ρ

β + θσβ[θναπ µ
α , π

ρ
β ]

= ([Xµ,Xρ]pν + Xµ[pν ,Xρ])pσ + Xρ([Xµ,pσ]pν + Xµ[pν ,pσ]) +

+([Xσ,Xµ]pρ + Xσ[pρ,Xµ])pν + Xµ([Xσ,pν ]pρ + Xσ[pρ,pν ]) +

+([θρβ,Xµ]π σ
β + θρβ[π σ

β ,X
µ])pν + Xµ([θρβ,pν ]π σ

β + θρβ[π σ
β ,p

ν ]) +

+([Xµ, θσβ]pν + Xµ[pν , θσβ])π ρ
β + θσβ([Xµ, π ρ

β ]pν + Xµ[pν , π ρ
β ]) +

+([Xρ,Xν ]pσ + Xρ[pσ,Xν ])pµ + Xν([Xρ,pµ]pσ + Xρ[pσ,pµ]) +

+([Xν ,Xσ]pµ + Xν [pµ,Xσ])pρ + Xσ([Xν ,pρ]pµ + Xν [pµ,pρ]) +

+([Xν , θρβ]pµ + Xν [pµ, θρβ])π σ
β + θρβ([Xν , π σ

β ]pµ + Xν [pµ, π σ
β ]) +

+([θσβ,Xν ]π ρ
β + θσβ[π ρ

β ,X
ν ])pµ + Xν([θσβ,pµ]π ρ

β + θσβ[π ρ
β ,p

µ]) +

+([Xρ, θµα]pν + Xρ[pν , θµα])π ν
α + θµα([Xρ, π ν

α ]pσ + Xρ[pσ, π ν
α ]) +

+([θµα,Xσ]π ν
α + θµα[π ν

α ,X
σ])pρ + Xσ([θµα,pρ]π ν

α + θµα[π ν
α ,p

ρ]) +

+([θµα, θρβ]π ν
α + θµα[π ν

α , θ
ρβ])π σ

β + θρβ([θµα, π σ
β ]π ν

α + θµα[π ν
α , π

σ
β ]) +

+([θσβ, θµα]π ρ
β + θσβ[π ρ

β , θ
µα])π ν

α + θµα([θσβ, π ν
α ]π ρ

β + θσβ[π ρ
β , π

ν
α ]) +

+([θνα,Xρ]π µ
α + θνα[π µ

α ,X
ρ])pσ + Xρ([θνα,pσ]π µ

α + θνα[π µ
α ,p

σ]) +

+([Xσ, θνα]pρ + Xσ[pρ, θνα])π µ
α + θνα([Xσ, π µ

α ]pρ + Xσ[pρ, π µ
α ]) +

+([θρβ, θνα]π σ
β + θρβ[π σ

β , θ
να])π µ

α + θνα([θρβ, π µ
α ]π σ

β + θρβ[π σ
β , π

µ
α ]) +

+([θνα, θσβ]π µ
α + θνα[π µ

α , θ
σβ])π ρ

β + θσβ([θνα, π ρ
β ]π µ

α + θνα[π µ
α , π

ρ
β ]).

Usando as equações (2.11), (2.13), (2.17), (2.27), (2.28), (2.29), (2.26) e usando o fato que
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πkl comuta com πij, obtemos

[Mµν ,Mρσ] = Xµ(−iηρν)pσ + Xρiηµσpν + Xσ(−iηµρ)pν + Xµiησνpρ +

+Xρ(−iηνσ)pµ + Xνiηρµpσ + Xν(−iησµ)pρ + Xσiηνρpµ +

+θµα(−iηρβνα )π σ
β + θρβiηµασβ π ν

α + θσβ(−iηµαρβ )π ν
α +

+θµαiησβνα π ρ
β + θρβ(−iηνασβ )π µ

α + θναiηρβµα π σ
β +

+θνα(−iησβµα )π ρ
β + θσβiηναρβ π µ

α

= iηµσXρpν + iηµσ(−Xνpρ) + iηνρXσpµ + iηνρ(−Xµpσ)−

−iηµρXσpν − iηµρ(−Xνpσ)− iηνσXρpµ − iηνσ(−Xµpρ)−

−iθµα(ηραη
βν − ηρνηβα)π σ

β + iθρβ(ηµβη
ασ − ηµσηαβ )π ν

α −

−iθσβ(ηµβη
αρ − ηµρηαβ )π ν

α + iθµα(ησαη
βν − ησνηβα)π ρ

β −

−iθρβ(ηνβη
ασ − ηνσηαβ )π µ

α + iθνα(ηραη
βµ − ηρµηβα)π σ

β −

−iθνα(ησαη
βµ − ησµηβα)π ρ

β + iθσβ(ηνβη
αρ − ηνρηαβ )π µ

α

= iηµσXρpν + iηµσ(−Xνpρ) + iηνρXσpµ + iηνρ(−Xµpσ)−

−iηµρXσpν − iηµρ(−Xνpσ)− iηνσXρpµ − iηνσ(−Xµpρ)−

−iθµαηραηβνπ σ
β + iθµαηρνηβαπ

σ
β + iθρβηµβη

ασπ ν
α −

−iθρβηµσηαβπ ν
α − iθσβη

µ
βη

αρπ ν
α + iθσβηµρηαβπ

ν
α +

+iθµαησαη
βνπ ρ

β − iθ
µαησνηβαπ

ρ
β − iθ

ρβηνβη
ασπ µ

α +

+iθρβηνσηαβπ
µ
α + iθναηραη

βµπ σ
β − iθναηρµηβαπ σ

β −

−iθναησαηβµπ
ρ
β + iθναησµηβαπ

ρ
β + iθσβηνβη

αρπ µ
α − iθσβηνρηαβπ µ

α

= iηµσ(Xρpν −Xνpρ) + iηνρ(Xσpµ −Xµpσ)−

−iηµρ(Xσpν −Xνpσ)− iηνσ(Xρpµ −Xµpρ)−

−iθµαηραηβνπ σ
β + iθµαησαη

βνπ ρ
β +

+iθµαηρνηβαπ
σ
β − iθσβηνρηαβπ µ

α +

+iθρβηµβη
ασπ ν

α − iθρβηνβηασπ µ
α +

+iθσβηµρηαβπ
ν
α − iθναηρµηβαπ σ

β +

+iθναηραη
βµπ σ

β − iθναησαηβµπ
ρ
β +

+iθναησµηβαπ
ρ
β − iθ

ρβηµσηαβπ
ν
α +

+iθρβηνσηαβπ
µ
α − iθµαησνηβαπ

ρ
β −

−iθσβηµβη
αρπ ν

α + iθσβηνβη
αρπ µ

α .
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[Mµν ,Mρσ] = iηµσ(Xρpν −Xνpρ) + iηνρ(Xσpµ −Xµpσ)−

−iηµρ(Xσpν −Xνpσ)− iηνσ(Xρpµ −Xµpρ) +

+iθµαηνρηβαπ
σ
β − iθσβηνρηαβπ µ

α +

+iθσβηµρηαβπ
ν
α − iθναηµρηβαπ σ

β +

+iθναηµσηβαπ
ρ
β − iθ

ρβηµσηαβπ
ν
α +

+iθρβηνσηαβπ
µ
α − iθµαηνσηβαπ

ρ
β

= iηµσ(Xρpν −Xνpρ − θρβηαβπ ν
α + θναηβαπ

ρ
β ) +

+iηνρ(Xσpµ −Xµpσ − θσβηαβπ µ
α + θµαηβαπ

σ
β )−

−iηµρ(Xσpν −Xνpσ − θναηβαπ σ
β + θσβηαβπ

ν
α )−

−iηνσ(Xρpµ −Xµpρ − θµαηβαπ
ρ
β + θρβηαβπ

µ
α )

= iηµσ(Xρpν −Xνpρ − θραπ ν
α + θναπ ρ

α ) +

+iηνρ(Xσpµ −Xµpσ − θσαπ µ
α + θµαπ σ

α )−

−iηµρ(Xσpν −Xνpσ − θναπ σ
α + θσαπ ν

α )−

−iηνσ(Xρpµ −Xµpρ − θµαπ ρ
α + θραπ µ

α )

= iηµσMρν − iηνσMρµ − iηµρMσν + iηνρMσµ.

D-3 Demonstração da equação (4.7)

i). δxµ = i[xµ,
1

2
ωαβM

αβ]

=
i

2
ωαβ[xµ,Xαpβ −Xβpα − θασπ β

σ + θβσπ α
σ ]

=
i

2
ωαβ(xµ(Xαpβ −Xβpα − θασπ β

σ + θβσπ α
σ )−

−(Xαpβ −Xβpα − θασπ β
σ + θβσπ α

σ )xµ)

=
i

2
ωαβ(xµXαpβ − xµXβpα − xµθασπ β

σ + xµθβσπ α
σ −

−Xαpβxµ + Xβpαxµ + θασπ β
σ xµ − θβσπ α

σ xµ)

=
i

2
ωαβ([xµ,Xαpβ] + [Xβpα,xµ] + [θασπ β

σ ,x
µ] + [xµ, θβσπ α

σ ])

=
i

2
ωαβ([xµ,Xα]pβ + Xα[xµ,pβ] + [Xβ,xµ]pα + Xβ[pα,xµ] +

+[θασ,xµ]π β
σ + θασ[π β

σ ,x
µ] + [xµ, θβσ]π α

σ + θβσ[xµ, π α
σ ]).

Usando a primeira equação de (2.8), a equação (2.12), a equação (2.21) e a equação (2.25),
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temos que

δxµ =
i

2
ωαβ([xµ,xα +

1

2
θαγpγ]p

β + iηµβ(xα +
1

2
θαηpη) + [xβ +

1

2
θβρpρ,x

µ]pα −

−iηµα(xβ +
1

2
θβεpε) +

i

2
θασηµβσχp

χ − i

2
θβσηµασξp

ξ)

=
i

2
ωαβ((xµ(xα +

1

2
θαγpγ)− (xα +

1

2
θαγpγ)x

µ)pβ + iηµβxα +
i

2
ηµβθαηpη +

+((xβ +
1

2
θβρpρ)x

µ − xµ(xβ +
1

2
θβρpρ))p

α − iηµαxβ − i

2
ηµαθβεpε +

+
i

2
θασηµβσχp

χ − i

2
θβσηµασξp

ξ)

=
i

2
ωαβ(([xµ,xα] +

1

2
[xµ, θαγpγ])p

β + iηµβxα +
i

2
ηµβθαηpη +

+([xβ,xµ] +
1

2
[θβρpρ,x

µ])pα − iηµαxβ − i

2
ηµαθβεpε +

+
i

2
θασηµβσχp

χ − i

2
θβσηµασξp

ξ).

Com a equação (2.11),

δxµ =
i

2
ωαβ((iθµα +

1

2
([xµ, θαγ]pγ + θαγ[xµ,pγ]))p

β + iηµβxα +
i

2
ηµβθαηpη +

+(iθβµ +
1

2
([θβρ,xµ]pρ + θβρ[pρ,x

µ]))pα − iηµαxβ − i

2
ηµαθβεpε +

+
i

2
θασηµβσχp

χ − i

2
θβσηµασξp

ξ).

Com a primeira equação de (2.8) e a equação (2.12),

δxµ =
i

2
ωαβ((iθµα +

i

2
θαγηµγ )pβ + iηµβxα +

i

2
ηµβθαηpη + (iθβµ − i

2
θβρηµρ )pα −

−iηµαxβ − i

2
ηµαθβεpε +

i

2
θασηµβσχp

χ − i

2
θβσηµασξp

ξ)

=
i

2
ωαβ(iηµβxα − iηµαxβ)

= −1

2
ηµβωαβx

α +
1

2
ηµαωαβx

β

=
1

2
ηµβωβαx

α +
1

2
ηµαωαβx

β

= ηµαωαβx
β

= ωµβx
β

= ωµνx
ν .
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ii). δXµ = i[Xµ,
1

2
ωαβM

αβ]

=
i

2
ωαβ[Xµ,Xαpβ −Xβpα − θασπ β

σ + θβσπ α
σ ]

=
i

2
ωαβ(Xµ(Xαpβ −Xβpα − θασπ β

σ + θβσπ α
σ )−

−(Xαpβ −Xβpα − θασπ β
σ + θβσπ α

σ )Xµ)

=
i

2
ωαβ(XµXαpβ −XµXβpα −Xµθασπ β

σ + Xµθβσπ α
σ −

−XαpβXµ + XβpαXµ + θασπ β
σ Xµ − θβσπ α

σ Xµ)

=
i

2
ωαβ([Xµ,Xαpβ] + [Xβpα,Xµ] + [θασπ β

σ ,X
µ] + [Xµ, θβσπ α

σ ])

=
i

2
ωαβ([Xµ,Xα]pβ + Xα[Xµ,pβ] + [Xβ,Xµ]pα + Xβ[pα,Xµ] +

+[θασ,Xµ]π β
σ + θασ[π β

σ ,X
µ] + [Xµ, θβσ]π α

σ + θβσ[Xµ, π α
σ ]).

Com as equações (2.26), (2.27), (2.28) e (2.29),

δXµ =
i

2
ωαβ(iηµβXα − iηµαXβ)

= −1

2
ωαβη

µβXα +
1

2
ηµαωαβX

β

=
1

2
ηµβωβαX

α +
1

2
ηµαωαβX

β

= ηµαωαβX
β

= ωµβX
β

= ωµνX
ν .

iii). δpµ = i[pµ,
1

2
ωαβM

αβ]

=
i

2
ωαβ[pµ,X

αpβ −Xβpα − θασπ β
σ + θβσπ α

σ ]

=
i

2
ωαβ(pµ(Xαpβ −Xβpα − θασπ β

σ + θβσπ α
σ )−

−(Xαpβ −Xβpα − θασπ β
σ + θβσπ α

σ )pµ)

=
i

2
ωαβ(pµX

αpβ − pµX
βpα − pµθ

ασπ β
σ + pµθ

βσπ α
σ −

−Xαpβpµ + Xβpαpµ + θασπ β
σ pµ − θβσπ α

σ pµ)

=
i

2
ωαβ([pµ,X

αpβ] + [Xβpα,pµ] + [θασπ β
σ ,pµ] + [pµ, θ

βσπ α
σ ])

=
i

2
ωαβ([pµ,X

α]pβ + Xα[pµ,p
β] + [Xβ,pµ]pα + Xβ[pα,pµ] +

+[θασ,pµ]π β
σ + θασ[π β

σ ,pµ] + [pµ, θ
βσ]π α

σ + θβσ[pµ, π
α
σ ]).
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Usando a segunda equação de (2.11), a equação (2.17) e a equação (2.29),

δpµ =
i

2
ωαβ(−iηαµpβ + iηβµpα)

=
1

2
ηαµωαβp

β − 1

2
ωαβη

β
µpα

=
1

2
ηαµωαβp

β +
1

2
ηβµωβαp

α

= ηαµωαβp
β

= ω β
µ pβ

= ω ν
µ pν .

iv). δθµν = i[θµν ,
1

2
ωαβM

αβ]

=
i

2
ωαβ[θµν ,Xαpβ −Xβpα − θασπ β

σ + θβσπ α
σ ]

=
i

2
ωαβ(θµν(Xαpβ −Xβpα − θασπ β

σ + θβσπ α
σ )−

−(Xαpβ −Xβpα − θασπ β
σ + θβσπ α

σ )θµν)

=
i

2
ωαβ(θµνXαpβ − θµνXβpα − θµνθασπ β

σ + θµνθβσπ α
σ −

−Xαpβθµν + Xβpαθµν + θασπ β
σ θ

µν − θβσπ α
σ θ

µν)

=
i

2
ωαβ([θµν ,Xαpβ] + [Xβpα, θµν ] + [θασπ β

σ , θ
µν ] + [θµν , θβσπ α

σ ])

=
i

2
ωαβ([θµν ,Xα]pβ + Xα[θµν ,pβ] + [Xβ, θµν ]pα + Xβ[pα, θµν ] +

+[θασ, θµν ]π β
σ + θασ[π β

σ , θ
µν ] + [θµν , θβσ]π α

σ + θβσ[θµν , π α
σ ]).

Com a segunda equação de (2.8), (2.13), (2.17), (2.20) e (2.28),

δθµν =
i

2
ωαβ(−iθασηµνβσ + iθβσηµνασ ).
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Considerando que, ηknjm = ηkmη
nj − ηkjηnm,

δθµν =
i

2
ωαβ(−iθασ(ηµση

νβ − ηµβηνσ) + iθβσ(ηµση
να − ηµαηνσ))

=
i

2
ωαβ(−iθασηµσηνβ + iθασηµβηνσ + iθβσηµση

να − iθβσηµαηνσ)

=
i

2
ωαβ(−iθαµηνβ + iθανηµβ + iθβµηνα − iθβνηµα)

=
1

2
ωαβθ

αµηνβ − 1

2
ωαβθ

ανηµβ − 1

2
ωαβθ

βµηνα +
1

2
ωαβθ

βνηµα

=
1

2
ωαβθ

αµηνβ +
1

2
ωβαθ

ανηµβ +
1

2
ωβαθ

βµηνα +
1

2
ωαβθ

βνηµα

= ηµβωβαθ
αν + ηναωβαθ

βµ

= ηµβωβαθ
αν + ηναωαβθ

µβ

= ωµαθ
αν + ωνβθ

µβ

= ωµρθ
ρν + ωνρθ

µρ.

v). δπµν = i[πµν ,
1

2
ωαβM

αβ]

=
i

2
ωαβ[πµν ,X

αpβ −Xβpα − θασπ β
σ + θβσπ α

σ ]

=
i

2
ωαβ(πµν(X

αpβ −Xβpα − θασπ β
σ + θβσπ α

σ )−

−(Xαpβ −Xβpα − θασπ β
σ + θβσπ α

σ )πµν)

=
i

2
ωαβ(πµνX

αpβ − πµνXβpα − πµνθασπ β
σ + πµνθ

βσπ α
σ −

−Xαpβπµν + Xβpαπµν + θασπ β
σ πµν − θβσπ α

σ πµν)

=
i

2
ωαβ([πµν ,X

αpβ] + [Xβpα, πµν ] + [θασπ β
σ , πµν ] + [πµν , θ

βσπ α
σ ])

=
i

2
ωαβ([πµν ,X

α]pβ + Xα[πµν ,p
β] + [Xβ, πµν ]p

α + Xβ[pα, πµν ] +

+[θασ, πµν ]π
β
σ + θασ[π β

σ , πµν ] + [πµν , θ
βσ]π α

σ + θβσ[πµν , π
α
σ ]).

Usando a segunda equação de (2.8), a segunda equação de (2.17) e a equação (2.27),

δπµν =
i

2
ωαβ(iηασµνπ

β
σ − iηβσµνπ α

σ ).
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Considerando que, ηµναβ = ηµαη
ν
β − η

µ
βη

ν
α,

δπµν =
i

2
ωαβ(i(ηαµη

σ
ν − ηαν ησµ)π β

σ − i(ηβµησν − ηβν ησµ)π α
σ )

=
i

2
ωαβ(iηαµη

σ
νπ

β
σ − iηαν ησµπ β

σ − iηβµησνπ α
σ + iηβν η

σ
µπ

α
σ )

=
i

2
ωαβ(iηαµπ

β
ν − iηαν π β

µ − iηβµπ α
ν + iηβνπ

α
µ )

= −1

2
ωαβη

α
µπ

β
ν +

1

2
ωαβη

α
ν π

β
µ +

1

2
ωαβη

β
µπ

α
ν −

1

2
ωαβη

β
νπ

α
µ )

=
1

2
ωαβη

α
µπ

β
ν +

1

2
ωαβη

α
ν π

β
µ +

1

2
ωβαη

β
µπ

α
ν +

1

2
ωβαη

β
νπ

α
µ

= ωαβη
α
µπ

β
ν + ωαβη

α
ν π

β
µ

= ω β
µ πβν + ω β

ν πµβ

= ω ρ
µ πρν + ω ρ

ν πµρ.

vi). δMµν = i[Mµν ,
1

2
ωρσM

ρσ]

=
i

2
ωρσ[Mµν ,Mρσ].

Com a equação (4.6),

δMµν =
i

2
ωρσ(iηµσMρν − iηνσMρµ − iηµρMσν + iηνρMσµ)

= −1

2
ωρση

µσMρν +
1

2
ωρση

νσMρµ +
1

2
ωρση

µρMσν − 1

2
ωρση

νρMσµ

=
1

2
ηµσωσρM

ρν +
1

2
ωρση

νσMρµ +
1

2
ωρση

µρMσν +
1

2
ωσρη

νρMσµ

= ηµσωσρM
ρν + ωρση

νσMρµ.

Como Mµν é antissimétrico, ou seja, Mµν = −Mνµ,

δMµν = ηµσωσρM
ρν + ηνσωσρM

µρ

= ωµρM
ρν + ωνρM

µρ.
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D-4 Demonstração da equação (4.8)

i). δXµ = i[Xµ,
1

2
ωαβM

αβ − aαpα +
1

2
bαβπ

αβ]

= i([Xµ,
1

2
ωαβM

αβ] + [Xµ,−aαpα] + [Xµ,
1

2
bαβπ

αβ])

= i[Xµ,
1

2
ωαβM

αβ] + i([Xµ,−aαpα] + [Xµ,
1

2
bαβπ

αβ]).

Usando a segunda equação de (4.7),

δXµ = ωµνX
ν + i([Xµ,−aαpα] + [Xµ,

1

2
bαβπ

αβ])

= ωµνX
ν + i([Xµ,−aα]pα − aα[Xµ,pα] + [Xµ,

1

2
bαβ]παβ +

1

2
bαβ[Xµ, παβ]).

Com as equações (2.29) e (2.27),

δXµ = ωµνX
ν − iaα(iδµα)

= ωµνX
ν + aµ.

ii). δpµ = i[pµ,
1

2
ωαβM

αβ − aαpα +
1

2
bαβπ

αβ]

= i([pµ,
1

2
ωαβM

αβ] + [pµ,−aαpα] + [pµ,
1

2
bαβπ

αβ])

= i[pµ,
1

2
ωαβM

αβ] + i([pµ,−aαpα] + [pµ,
1

2
bαβπ

αβ]).

Com a terceira equação de (4.7),

δpµ = ω ν
µ pν + i([pµ,−aαpα] + [pµ,

1

2
bαβπ

αβ])

= ω ν
µ pν + i([pµ,−aα]pα − aα[pµ,pα] + [pµ,

1

2
bαβ]παβ +

1

2
bαβ[pµ, π

αβ]).

Com a segunda equação de (2.11) e a segunda equação de (2.17),

δpµ = ω ν
µ pν .

iii). δθµν = i[θµν ,
1

2
ωαβM

αβ − aαpα +
1

2
bαβπ

αβ]

= i([θµν ,
1

2
ωαβM

αβ] + [θµν ,−aαpα] + [θµν ,
1

2
bαβπ

αβ])

= i[θµν ,
1

2
ωαβM

αβ] + i([θµν ,−aαpα] + [θµν ,
1

2
bαβπ

αβ]).

Usando a quarta equação de (4.7), temos que

δθµν = ωµρθ
ρν + ωνρθ

µρ + i([θµν ,−aαpα] + [θµν ,
1

2
bαβπ

αβ])

= ωµρθ
ρν + ωνρθ

µρ + i([θµν ,−aα]pα − aα[θµν ,pα] + [θµν ,
1

2
bαβ]παβ +

+
1

2
bαβ[θµν , παβ]).
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Com a segunda equação de (2.8) e (2.17), resulta em

δθµν = ωµρθ
ρν + ωνρθ

µρ +
i

2
bαβiδ

µν;αβ.

Considerando que, δµναβ = δµαδ
ν
β − δ

µ
βδ

ν
α,

δµν;αβ = δµαδνβ − δµβδνα.

Logo,

δθµν = ωµρθ
ρν + ωνρθ

µρ − 1

2
bαβ(δµαδνβ − δµβδνα)

= ωµρθ
ρν + ωνρθ

µρ − 1

2
bαβδ

µαδνβ +
1

2
bαβδ

µβδνα.

Como bµν é antissimétrico, ou seja, bµν = −bνµ,

δθµν = ωµρθ
ρν + ωνρθ

µρ +
1

2
bβαδ

µαδνβ +
1

2
bαβδ

µβδνα

= ωµρθ
ρν + ωνρθ

µρ + δνβbβαδ
αµ

= ωµρθ
ρν + ωνρθ

µρ + bµν .

iv). δπµν = i[πµν ,
1

2
ωαβM

αβ − aαpα +
1

2
bαβπ

αβ]

= i([πµν ,
1

2
ωαβM

αβ] + [πµν ,−aαpα] + [πµν ,
1

2
bαβπ

αβ])

= i[πµν ,
1

2
ωαβM

αβ] + i([πµν ,−aαpα] + [πµν ,
1

2
bαβπ

αβ]).

Usando a quinta equação de (4.7),

δπµν = ω ρ
µ πρν + ω ρ

ν πµρ + i([πµν ,−aαpα] + [πµν ,
1

2
bαβπ

αβ])

= ω ρ
µ πρν + ω ρ

ν πµρ + i([πµν ,−aα]pα − aα[πµν ,pα] + [πµν ,
1

2
bαβ]παβ +

+
1

2
bαβ[πµν , π

αβ]).

Com a equação (2.17) e o fato que πµν comuta com παβ,

δπµν = ω ρ
µ πρν + ω ρ

ν πµρ.
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v). δM1
µν = i[M1

µν ,
1

2
ωαβM

αβ − aαpα +
1

2
bαβπ

αβ]

= i([M1
µν ,

1

2
ωαβM

αβ] + [M1
µν ,−aαpα] + [M1

µν ,
1

2
bαβπ

αβ])

= i([Xµpν −Xνpµ,
1

2
ωαβM

αβ] + [Xµpν −Xνpµ,−aαpα] +

+[Xµpν −Xνpµ,
1

2
bαβπ

αβ])

= i([Xµpν ,
1

2
ωαβM

αβ] + [−Xνpµ,
1

2
ωαβM

αβ] + [Xµpν ,−aαpα] +

+[−Xνpµ,−aαpα] + [Xµpν ,
1

2
bαβπ

αβ] + [−Xνpµ,
1

2
bαβπ

αβ])

= i([Xµ,
1

2
ωαβM

αβ]pν + Xµ[pν ,
1

2
ωαβM

αβ] + [−Xν ,
1

2
ωαβM

αβ]pµ −

−Xν [pµ,
1

2
ωαβM

αβ] + [Xµ,−aαpα]pν + Xµ[pν ,−aαpα] +

+[−Xν ,−aαpα]pµ −Xν [pµ,−aαpα] + [Xµ,
1

2
bαβπ

αβ]pν +

+Xµ[pν ,
1

2
bαβπ

αβ] + [−Xν ,
1

2
bαβπ

αβ]pµ −Xν [pµ,
1

2
bαβπ

αβ])

= i(([Xµ,
1

2
ωαβ]Mαβ +

1

2
ωαβ[Xµ,Mαβ])pν + Xµ([pν ,

1

2
ωαβ]Mαβ +

+
1

2
ωαβ[pν ,Mαβ]) + ([−Xν ,

1

2
ωαβ]Mαβ +

1

2
ωαβ[−Xν ,Mαβ])pµ −

−Xν([pµ,
1

2
ωαβ]Mαβ +

1

2
ωαβ[pµ,Mαβ]) + ([Xµ,−aα]pα − aα[Xµ,pα])pν +

+Xµ([pν ,−aα]pα − aα[pν ,pα]) + ([−Xν ,−aα]pα − aα[−Xν ,pα])pµ −

−Xν([pµ,−aα]pα − aα[pµ,pα]) + ([Xµ,
1

2
bαβ]παβ +

1

2
bαβ[Xµ, παβ])pν +

+Xµ([pν ,
1

2
bαβ]παβ +

1

2
bαβ[pν , παβ]) + ([−Xν ,

1

2
bαβ]παβ +

1

2
bαβ[−Xν , παβ])pµ −

−Xν([pµ,
1

2
bαβ]παβ +

1

2
bαβ[pµ, παβ])).

Com a segunda equação de (2.11), a segunda equação de (2.17), (2.21), (2.29) e (4.5),

δM1
µν =

i

2
ωαβ[Xµ,Xαpβ −Xβpα − θασπ β

σ + θβσπ α
σ ]pν +

i

2
ωαβX

µ[pν ,Xαpβ −Xβpα −

−θασπ β
σ + θβσπ α

σ ] +
i

2
ωαβ[−Xν ,Xαpβ −Xβpα − θασπ β

σ + θβσπ α
σ ]pµ −

− i
2
ωαβX

ν [pµ,Xαpβ −Xβpα − θασπ β
σ + θβσπ α

σ ]− iaαiδµαpν − iaα(−iδνα)pµ +

+
i

2
bαβ(− i

2
δµρ;αβpρ)p

ν +
i

2
bαβ

i

2
δνε;αβpεp

µ.
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δM1
µν =

i

2
ωαβ([Xµ,Xαpβ] + [Xµ,−Xβpα] + [Xµ,−θασπ β

σ ] + [Xµ, θβσπ α
σ ])pν +

i

2
ωαβX

µ([pν ,Xαpβ] + [pν ,−Xβpα] + [pν ,−θασπ β
σ ] + [pν , θβσπ α

σ ]) +

+
i

2
ωαβ([−Xν ,Xαpβ] + [−Xν ,−Xβpα] + [−Xν ,−θασπ β

σ ] + [−Xν , θβσπ α
σ ])pµ −

− i
2
ωαβX

ν([pµ,Xαpβ] + [pµ,−Xβpα] + [pµ,−θασπ β
σ ] + [pµ, θβσπ α

σ ]) + aµpν +

+aνpµ +
1

4
bαβδ

µρ;αβpρp
ν − 1

4
bαβδ

νε;αβpεp
µ

=
i

2
ωαβ([Xµ,Xα]pβ + Xα[Xµ,pβ] + [Xµ,−Xβ]pα −Xβ[Xµ,pα] + [Xµ,−θασ]π β

σ −

−θασ[Xµ, π β
σ ] + [Xµ, θβσ]π α

σ + θβσ[Xµ, π α
σ ])pν +

i

2
ωαβX

µ([pν ,Xα]pβ +

+Xα[pν ,pβ] + [pν ,−Xβ]pα −Xβ[pν ,pα] + [pν ,−θασ]π β
σ − θασ[pν , π β

σ ] +

+[pν , θβσ]π α
σ + θβσ[pν , π α

σ ]) +
i

2
ωαβ([−Xν ,Xα]pβ + Xα[−Xν ,pβ] +

+[−Xν ,−Xβ]pα −Xβ[−Xν ,pα] + [−Xν ,−θασ]π β
σ − θασ[−Xν , π β

σ ] +

+[−Xν , θβσ]π α
σ + θβσ[−Xν , π α

σ ])pµ − i

2
ωαβX

ν([pµ,Xα]pβ + Xα[pµ,pβ] +

+[pµ,−Xβ]pα −Xβ[pµ,pα] + [pµ,−θασ]π β
σ − θασ[pµ, π β

σ ] + [pµ, θβσ]π α
σ +

+θβσ[pµ, π α
σ ]) + aµpν + aνpµ +

1

4
bαβδ

µρ;αβpρp
ν − 1

4
bαβδ

νε;αβpεp
µ.

Usando a segunda equação de (2.11), (2.17), as equações (2.27), (2.28), (2.29) e (2.26),

δM1
µν =

i

2
ωαβX

αiδµβpν − i

2
ωαβX

βiδµαpν +
i

2
ωαβX

µ(−iδαν)pβ +
i

2
ωαβX

µiδβνpα +

+
i

2
ωαβX

α(−iδνβ)pµ − i

2
ωαβX

β(−iδνα)pµ − i

2
ωαβX

ν(−iδαµ)pβ − i

2
ωαβX

νiδβµpα +

+aµpν + aνpµ +
1

4
bαβδ

µρ;αβpρp
ν − 1

4
bαβδ

νε;αβpεp
µ

= −1

2
Xαωαβδ

µβpν +
1

2
δµαωαβX

βpν +
1

2
δναωαβX

µpβ − 1

2
ωαβδ

βνXµpα +

+
1

2
Xαωαβδ

βνpµ − 1

2
δναωαβX

βpµ − 1

2
δαµωαβX

νpβ +
1

2
ωαβδ

βµXνpα +

+aµpν + aνpµ +
1

4
bαβδ

µρ;αβpρp
ν − 1

4
bαβδ

νε;αβpεp
µ

= ωµρM1
ρν + ωνρM1

µρ + aµpν − aνpµ.
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vi). δM2
µν = i[Mµν

2 ,
1

2
ωαβM

αβ − aαpα +
1

2
bαβπ

αβ]

= i([Mµν
2 ,

1

2
ωαβM

αβ] + [Mµν
2 ,−aαpα] + [Mµν

2 ,
1

2
bαβπ

αβ])

= i([−θµσπ ν
σ + θνσπ µ

σ ,
1

2
ωαβM

αβ] + [−θµσπ ν
σ + θνσπ µ

σ ,−aαpα] +

+[−θµσπ ν
σ + θνσπ µ

σ ,
1

2
bαβπ

αβ])

= i([−θµσπ ν
σ ,

1

2
ωαβM

αβ] + [θνσπ µ
σ ,

1

2
ωαβM

αβ] + [−θµσπ ν
σ ,−aαpα] +

+[θνσπ µ
σ ,−aαpα] + [−θµσπ ν

σ ,
1

2
bαβπ

αβ] + [θνσπ µ
σ ,

1

2
bαβπ

αβ])

= i([−θµσ, 1

2
ωαβM

αβ]π ν
σ − θµσ[π ν

σ ,
1

2
ωαβM

αβ] + [θνσ,
1

2
ωαβM

αβ]π µ
σ +

+θνσ[π µ
σ ,

1

2
ωαβM

αβ] + [−θµσ,−aαpα]π ν
σ − θµσ[π ν

σ ,−aαpα] +

+[θνσ,−aαpα]π µ
σ + θνσ[π µ

σ ,−aαpα] + [−θµσ, 1

2
bαβπ

αβ]π ν
σ −

−θµσ[π ν
σ ,

1

2
bαβπ

αβ] + [θνσ,
1

2
bαβπ

αβ]π µ
σ + θνσ[π µ

σ ,
1

2
bαβπ

αβ])

= i(([−θµσ, 1

2
ωαβ]Mαβ +

1

2
ωαβ[−θµσ,Mαβ])π ν

σ − θµσ([π ν
σ ,

1

2
ωαβ]Mαβ +

+
1

2
ωαβ[π ν

σ ,M
αβ]) + ([θνσ,

1

2
ωαβ]Mαβ +

1

2
ωαβ[θνσ,Mαβ])π µ

σ +

+θνσ([π µ
σ ,

1

2
ωαβ]Mαβ +

1

2
ωαβ[π µ

σ ,M
αβ]) + ([−θµσ,−aα]pα − aα[−θµσ,pα])π ν

σ −

−θµσ([πνσ,−aα]pα − aα[π ν
σ ,pα]) + ([θνσ,−aα]pα − aα[θνσ,pα])π µ

σ +

+θνσ([π µ
σ ,−aα]pα − aα[π µ

σ ,pα]) + ([−θµσ, 1

2
bαβ]παβ +

1

2
bαβ[−θµσ, παβ])π ν

σ −

−θµσ([π ν
σ ,

1

2
bαβ]παβ +

1

2
bαβ[π ν

σ , π
αβ]) + ([θνσ,

1

2
bαβ]παβ +

1

2
bαβ[θνσ, παβ])π µ

σ +

+θνσ([π µ
σ ,

1

2
bαβ]παβ +

1

2
bαβ[π µ

σ , π
αβ])).

Considerando o fato que πµν comuta com πρσ, usando a segunda equação de (2.11) e as

equações (2.17) e (4.5),

δM2
µν =

i

2
ωαβ[−θµσ,Xαpβ −Xβpα − θαρπ β

ρ + θβρπ α
ρ ]π ν

σ −
i

2
ωαβθ

µσ[π ν
σ ,X

αpβ −

−Xβpα − θαρπ β
ρ + θβρπ α

ρ ] +
i

2
ωαβ[θνσ,Xαpβ −Xβpα − θαρπ β

ρ +

+θβρπ α
ρ ]π µ

σ +
i

2
ωαβθ

νσ[π µ
σ ,X

αpβ −Xβpα − θαρπ β
ρ + θβρπ α

ρ ] +

+
i

2
bαβ(−iδµσ;αβ)π ν

σ +
i

2
bαβ(iδνσ;αβ)π µ

σ .
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δM2
µν =

i

2
ωαβ([−θµσ,Xαpβ] + [−θµσ,−Xβpα] + [−θµσ,−θαρπ β

ρ ] + [−θµσ, θβρπ α
ρ ])π ν

σ −

− i
2
ωαβθ

µσ([π ν
σ ,X

αpβ] + [π ν
σ ,−Xβpα] + [π ν

σ ,−θαρπ β
ρ ] + [π ν

σ , θ
βρπ α

ρ ]) +

+
i

2
ωαβ([θνσ,Xαpβ] + [θνσ,−Xβpα] + [θνσ,−θαρπ β

ρ ] + [θνσ, θβρπ α
ρ ])π µ

σ +

+
i

2
ωαβθ

νσ([π µ
σ ,X

αpβ] + [π µ
σ ,−Xβpα] + [π µ

σ ,−θαρπ β
ρ ] + [π µ

σ , θ
βρπ α

ρ ]) +

+
1

2
bαβδ

µσ;αβπ ν
σ −

1

2
bαβδ

νσ;αβπ µ
σ

=
i

2
ωαβ([−θµσ,Xα]pβ + Xα[−θµσ,pβ] + [−θµσ,−Xβ]pα −Xβ[−θµσ,pα] +

+[−θµσ,−θαρ]π β
ρ − θαρ[−θµσ, π β

ρ ] + [−θµσ, θβρ]π α
ρ + θβρ[−θµσ, π α

ρ ])π ν
σ −

− i
2
ωαβθ

µσ([π ν
σ ,X

α]pβ + Xα[π ν
σ ,p

β] + [π ν
σ ,−Xβ]pα −Xβ[π ν

σ ,p
α] +

+[π ν
σ ,−θαρ]π β

ρ − θαρ[π ν
σ , π

β
ρ ] + [π ν

σ , θ
βρ]π α

ρ + θβρ[π ν
σ , π

α
ρ ]) +

+
i

2
ωαβ([θνσ,Xα]pβ + Xα[θνσ,pβ] + [θνσ,−Xβ]pα −Xβ[θνσ,pα] +

+[θνσ,−θαρ]π β
ρ − θαρ[θνσ, π β

ρ ] + [θνσ, θβρ]π α
ρ + θβρ[θνσ, π α

ρ ])π µ
σ +

+
i

2
ωαβθ

νσ([π µ
σ ,X

α]pβ + Xα[π µ
σ ,p

β] + [π µ
σ ,−Xβ]pα −Xβ[π µ

σ ,p
α] +

+[π µ
σ ,−θαρ]π β

ρ − θασ[π µ
σ , π

β
σ ] + [π µ

σ , θ
βρ]π α

ρ + θβρ[π µ
σ , π

α
ρ ]) +

+
1

2
bαβδ

µσ;αβπ ν
σ −

1

2
bαβδ

νσ;αβπ µ
σ .

Usando a segunda equação de (2.8) e as equações (2.13), (2.17), (2.27), (2.28),

δM2
µν = − i

2
ωαβθ

αρ(−iδµσβρ )π ν
σ +

i

2
ωαβθ

βρ(−iδµσαρ )π ν
σ −

i

2
ωαβθ

µσ(iδαρνσ )π β
ρ −

− i
2
ωαβθ

µσ(−iδβρνσ )π α
ρ −

i

2
ωαβθ

αρiδνσβρ π µ
σ +

i

2
ωαβθ

βρiδνσαρ π µ
σ +

+
i

2
ωαβθ

νσiδαρµσ π β
ρ +

i

2
ωαβθ

νσ(−iδβρµσ )π α
ρ +

1

2
bαβδ

µσ;αβπ ν
σ −

1

2
bαβδ

νσ;αβπ µ
σ

= −1

2
ωαβθ

αρδµσβρ π ν
σ +

1

2
ωαβθ

βρδµσαρ π ν
σ +

1

2
ωαβθ

µσδαρνσ π β
ρ −

−1

2
ωαβθ

µσδβρνσ π α
ρ +

1

2
ωαβθ

αρδνσβρ π µ
σ −

1

2
ωαβθ

βρδνσαρ π µ
σ −

−1

2
ωαβθ

νσδαρµσ π β
ρ +

1

2
ωαβθ

νσδβρµσ π α
ρ +

1

2
bαβδ

µσ;αβπ ν
σ −

1

2
bαβδ

νσ;αβπ µ
σ .

Considerando que, δµναβ = δµαδ
ν
β − δ

µ
βδ

ν
α,

δµνβα = δµαδ
νβ − δµβδνα

δµν;αβ = δµαδνβ − δµβδνα.
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Logo,

δM2
µν = −1

2
ωαβθ

αρ(δµρ δ
σβ − δµβδσρ )π ν

σ +
1

2
ωαβθ

βρ(δµρ δ
σα − δµαδσρ )π ν

σ +

+
1

2
ωαβθ

µσ(δασδ
ρν − δανδρσ)π β

ρ −
1

2
ωαβθ

µσ(δβσδ
ρν − δβνδρσ)π α

ρ +

+
1

2
ωαβθ

αρ(δνρδ
σβ − δνβδσρ )π µ

σ −
1

2
ωαβθ

βρ(δνρδ
σα − δναδσρ )π µ

σ −

−1

2
ωαβθ

νσ(δασδ
ρµ − δαµδρσ)π β

ρ +
1

2
ωαβθ

νσ(δβσδ
ρµ − δβµδρσ)π α

ρ +

+
1

2
bαβ(δµαδσβ − δµβδσα)π ν

σ −
1

2
bαβ(δναδσβ − δνβδσα)π µ

σ

= −1

2
ωαβθ

αρδµρ δ
σβπ ν

σ +
1

2
ωαβθ

αρδµβδσρπ
ν
σ +

1

2
ωαβθ

βρδµρ δ
σαπ ν

σ −

−1

2
ωαβθ

βρδµαδσρπ
ν
σ +

1

2
ωαβθ

µσδασδ
ρνπ β

ρ −
1

2
ωαβθ

µσδανδρσπ
β
ρ −

−1

2
ωαβθ

µσδβσδ
ρνπ α

ρ +
1

2
ωαβθ

µσδβνδρσπ
α
ρ +

1

2
ωαβθ

αρδνρδ
σβπ µ

σ −

−1

2
ωαβθ

αρδνβδσρπ
µ
σ −

1

2
ωαβθ

βρδνρδ
σαπ µ

σ +
1

2
ωαβθ

βρδναδσρπ
µ
σ −

−1

2
ωαβθ

νσδασδ
ρµπ β

ρ +
1

2
ωαβθ

νσδαµδρσπ
β
ρ +

1

2
ωαβθ

νσδβσδ
ρµπ α

ρ −

−1

2
ωαβθ

νσδβµδρσπ
α
ρ +

1

2
bαβδ

µαδσβπ ν
σ −

1

2
bαβδ

µβδσαπ ν
σ −

−1

2
bαβδ

ναδσβπ µ
σ +

1

2
bαβδ

νβδσαπ µ
σ

= ωµρM
ρν
2 + ωνρM

µρ
2 + bµρπ ν

ρ + bνρπµρ.

vii). δxµ = i[xµ,
1

2
ωαβM

αβ − aαpα +
1

2
bαβπ

αβ]

= i([xµ,
1

2
ωαβM

αβ] + [xµ,−aαpα] + [xµ,
1

2
bαβπ

αβ])

= i[xµ,
1

2
ωαβM

αβ] + i([xµ,−aαpα] + [xµ,
1

2
bαβπ

αβ]).

Com a primeira equação de (4.7),

δxµ = ωµνx
ν + i([xµ,−aαpα] + [xµ,

1

2
bαβπ

αβ])

= ωµνx
ν + i([xµ,−aα]pα − aα[xµ,pα] + [xµ,

1

2
bαβ]παβ +

1

2
bαβ[xµ, παβ]).

Usando a primeira equação de (2.8) e a equação (2.21), resulta em

δxµ = ωµνx
ν − iaαiδµα +

i

2
bαβ(− i

2
δµν;αβpν)

= ωµνx
ν + aµ +

1

4
bαβδ

µν;αβpν .

Considerando que, δµναβ = δµαδ
ν
β − δ

µ
βδ

ν
α,

δµν;αβ = δµαδνβ − δµβδνα.
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Logo,

δxµ = ωµνx
ν + aµ +

1

4
bαβ(δµαδνβ − δµβδνα)pν

= ωµνx
ν + aµ +

1

4
δµαbαβδ

βνpν −
1

4
bαβδ

µβδναpν .

Como bαβ é antissimétrico, ou seja, bαβ = −bβα,

δxµ = ωµνx
ν + aµ +

1

4
δµαbαβδ

βνpν +
1

4
δµβbβαδ

ανpν

= ωµνx
ν + aµ +

1

2
δµαbαβδ

βνpν

= ωµνx
ν + aµ +

1

2
bµνpν .



Apêndice E: Demonstrações do

Caṕıtulo 6

E-1 Demonstração da equação (6.9)

δ2δ1A− δ1δ2A = δ3A.

Fazendo A = xµ,

δ2(δ1x
µ)− δ1(δ2xµ) = δ3x

µ.

Substituindo a equação (6.2), resulta em

δ2(ω
µ
1 αx

α + aµ1 +
1

2
bµα1 pα)− δ1(ωµ2 αx

α + aµ2 +
1

2
bµα2 pα) = ωµ3 αx

α + aµ3 +
1

2
bµα3 pα

ωµ1 αδ2x
α + δ2a

µ
1 +

1

2
bµα1 δ2pα − ωµ2 αδ1x

α − δ1aµ2 −
1

2
bµα2 δ1pα = ωµ3 αx

α + aµ3 +
1

2
bµα3 pα.

Substituindo as equações (6.2) e (6.4), obtemos

ωµ3 νx
ν + aµ3 +

1

2
bµν3 pν = ωµ1 α(ωα2 νx

ν + aα2 +
1

2
bαν2 pν) +

1

2
bµα1 (ων2 αpν)−

−ωµ2 α(ωα1 νx
ν + aα1 +

1

2
bαν1 pν)−

1

2
bµα2 ων1 αpν .

Analisando os termos semelhantes,

ωµ1 αω
α
2 ν − ω

µ
2 αω

α
ν = ωµ3 ν

ωµ1 αa
α
2 − ω

µ
2 αa

α
1 = aµ3 (E-1)

1

2
ωµ1 αb

αν
2 +

1

2
bµα1 ων2 α −

1

2
ωµ2 αb

αν
1 −

1

2
bµα2 ων1 α =

1

2
bµν3 .

Como ωµν e bµν são antissimétricos, ou seja, ωµν = −ωνµ e bµν = −bνµ, a terceira equação

de (E-1) fica

ωµ1 αb
αν
2 − ω

µ
2 αb

αν
1 − (−ων1 α)(−bαµ2 ) + (−ων2 α)(−bαµ1 ) = bµν3

ωµ1 αb
αν
2 − ω

µ
2 αb

αν
1 − ων1 αb

αµ
2 + ων2 αb

αµ
1 = bµν3 .
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Trocando-se α por ρ, obtemos

ωµ1 ρb
ρν
2 − ω

µ
2 ρb

ρν
1 − ων1 ρb

ρµ
2 + ων2 ρb

ρµ
1 = bµν3 .

E-2 Demonstração da equação (6.27)

i). [Pi, φ(x, θ)] =

[∫
d3x′d6θ′(π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′) + π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′)), φ(x, θ)

]
=

∫
d3x′d6θ′(π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′) + π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′))φ(x, θ)−

−φ(x, θ)

∫
d3x′d6θ′(π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′) + π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′))

=

∫
d3x′d6θ′(π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′)φ(x, θ) + π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′)φ(x, θ))−

−
∫
d3x′d6θ′(φ(x, θ)π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′) + φ(x, θ)π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′))

=

∫
d3x′d6θ′(π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′)φ(x, θ) + π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′)φ(x, θ)−

−φ(x, θ)π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′)− φ(x, θ)π∗(x′, θ′)∂iφ
∗(x′, θ′))

=

∫
d3x′d6θ′([π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′), φ(x, θ)] + [π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′), φ(x, θ)])

=

∫
d3x′d6θ′([π(x′, θ′), φ(x, θ)]∂iφ(x′, θ′) + π(x′, θ′)[∂iφ(x′, θ′), φ(x, θ)] +

+[π∗(x′, θ′), φ(x, θ)]∂iφ
∗(x′, θ′) + π∗(x′, θ′)[∂iφ

∗(x′, θ′), φ(x, θ)]).

Usando a equação (6.25), temos que

[Pi, φ(x, θ)] =

∫
d3x′d6θ′(−iδ3(x− x′)δ6(θ − θ′)∂iφ(x′, θ′))

= −i∂iφ(x, θ).
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ii). [Pi, φ
∗(x, θ)] =

[∫
d3x′d6θ′(π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′) + π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′)), φ∗(x, θ)

]
=

∫
d3x′d6θ′(π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′) + π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′))φ∗(x, θ)−

−φ∗(x, θ)
∫
d3x′d6θ′(π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′) + π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′))

=

∫
d3x′d6θ′(π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′)φ∗(x, θ) + π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′)φ∗(x, θ))−

−
∫
d3x′d6θ′(φ∗(x, θ)π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′) + φ∗(x, θ)π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′))

=

∫
d3x′d6θ′(π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′)φ∗(x, θ) + π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′)φ∗(x, θ)−

−φ∗(x, θ)π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′)− φ∗(x, θ)π∗(x′, θ′)∂iφ∗(x′, θ′))

=

∫
d3x′d6θ′([π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′), φ∗(x, θ)] + [π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′), φ∗(x, θ)])

=

∫
d3x′d6θ′([π(x′, θ′), φ∗(x, θ)]∂iφ(x′, θ′) + π(x′, θ′)[∂iφ(x′, θ′), φ∗(x, θ)] +

+[π∗(x′, θ′), φ∗(x, θ)]∂iφ
∗(x′, θ′) + π∗(x′, θ′)[∂iφ

∗(x′, θ′), φ∗(x, θ)]).

Com a equação (6.25), temos que

[Pi, φ
∗(x, θ)] =

∫
d3x′d6θ′(−iδ3(x− x′)δ6(θ − θ′)∂iφ∗(x′, θ′))

= −i∂iφ∗(x, θ).

iii). [Pi, π(x, θ)] =

[∫
d3x′d6θ′(π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′) + π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′)), π(x, θ)

]
=

∫
d3x′d6θ′(π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′) + π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′))π(x, θ)−

−π(x, θ)

∫
d3x′d6θ′(π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′) + π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′))

=

∫
d3x′d6θ′(π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′)π(x, θ) + π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′)π(x, θ))−

−
∫
d3x′d6θ′(π(x, θ)π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′) + π(x, θ)π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′))

=

∫
d3x′d6θ′(π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′)π(x, θ) + π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′)π(x, θ)−

−π(x, θ)π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′)− π(x, θ)π∗(x′, θ′)∂iφ
∗(x′, θ′))

=

∫
d3x′d6θ′([π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′), π(x, θ)] + [π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′), π(x, θ)])

=

∫
d3x′d6θ′([π(x′, θ′), π(x, θ)]∂iφ(x′, θ′) + π(x′, θ′)[∂iφ(x′, θ′), π(x, θ)] +

+[π∗(x′, θ′), π(x, θ)]∂iφ
∗(x′, θ′) + π∗(x′, θ′)[∂iφ

∗(x′, θ′), π(x, θ)])

= −i∂iπ(x, θ).
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iv). [Pi, π
∗(x, θ)] =

[∫
d3x′d6θ′(π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′) + π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′)), π∗(x, θ)

]
=

∫
d3x′d6θ′(π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′) + π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′))π∗(x, θ)−

−π∗(x, θ)
∫
d3x′d6θ′(π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′) + π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′))

=

∫
d3x′d6θ′(π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′)π∗(x, θ) + π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′)π∗(x, θ))−

−
∫
d3x′d6θ′(π∗(x, θ)π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′) + π∗(x, θ)π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′))

=

∫
d3x′d6θ′(π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′)π∗(x, θ) + π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′)π∗(x, θ)−

−π∗(x, θ)π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′)− π∗(x, θ)π∗(x′, θ′)∂iφ∗(x′, θ′))

=

∫
d3x′d6θ′([π(x′, θ′)∂iφ(x′, θ′), π∗(x, θ)] + [π∗(x′, θ′)∂iφ

∗(x′, θ′), π∗(x, θ)])

=

∫
d3x′d6θ′([π(x′, θ′), π∗(x, θ)]∂iφ(x′, θ′) + π(x′, θ′)[∂iφ(x′, θ′), π∗(x, θ)] +

+[π∗(x′, θ′), π∗(x, θ)]∂iφ
∗(x′, θ′) + π∗(x′, θ′)[∂iφ

∗(x′, θ′), π∗(x, θ)])

= −i∂iπ∗(x, θ).
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E-3 Demonstração da equação (6.30)

i). [P0, φ(x, θ)] =

[∫
d3x′d6θ′(π∗π + ∂iφ∗∂iφ+

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ+m2φ∗φ), φ(x, θ)

]

=

∫
d3x′d6θ′(π∗π + ∂iφ∗∂iφ+

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ+m2φ∗φ)φ(x, θ)−

−φ(x, θ)

∫
d3x′d6θ′(π∗π + ∂iφ∗∂iφ+

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ+m2φ∗φ)

=

∫
d3x′d6θ′(π∗πφ(x, θ) + ∂iφ∗∂iφφ(x, θ) +

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφφ(x, θ) +

+m2φ∗φφ(x, θ))−
∫
d3x′d6θ′(φ(x, θ)π∗π + φ(x, θ)∂iφ∗∂iφ+

+φ(x, θ)
λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ+ φ(x, θ)m2φ∗φ)

=

∫
d3x′d6θ′(π∗πφ(x, θ) + ∂iφ∗∂iφφ(x, θ) +

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφφ(x, θ) +

+m2φ∗φφ(x, θ))− φ(x, θ)π∗π − φ(x, θ)∂iφ∗∂iφ−

−φ(x, θ)
λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ− φ(x, θ)m2φ∗φ)

=

∫
d3x′d6θ′([π∗π, φ(x, θ)] + [∂iφ∗∂iφ, φ(x, θ)] +

+
λ2

4
[∂µνφ∗∂µνφ, φ(x, θ)] +m2[φ∗φ, φ(x, θ)])

=

∫
d3x′d6θ′([π∗, φ(x, θ)]π + π∗[π, φ(x, θ)] + [∂iφ∗, φ(x, θ)]∂iφ+

+∂iφ∗[∂iφ, φ(x, θ)] +
λ2

4
([∂µνφ∗, φ(x, θ)]∂µνφ+ ∂µνφ∗[∂µνφ, φ(x, θ)]) +

+m2([φ∗, φ(x, θ)]φ+ φ∗[φ, φ(x, θ)])).

Substituindo a equação (6.25), temos que

[P0, φ(x, θ)] =

∫
d3x′d6θ′π∗(−iδ3(x− x′)δ6(θ − θ′))

= −iπ∗(x, θ).

Substituindo a segunda equação de (6.24),

[P0, φ(x, θ)] = −iφ̇(x, θ)

= −i∂0φ(x, θ).
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ii). [P0, φ
∗(x, θ)] =

[∫
d3x′d6θ′(π∗π + ∂iφ∗∂iφ+

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ+m2φ∗φ), φ∗(x, θ)

]

=

∫
d3x′d6θ′(π∗π + ∂iφ∗∂iφ+

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ+m2φ∗φ)φ∗(x, θ)−

−φ∗(x, θ)
∫
d3x′d6θ′(π∗π + ∂iφ∗∂iφ+

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ+m2φ∗φ)

=

∫
d3x′d6θ′(π∗πφ∗(x, θ) + ∂iφ∗∂iφφ∗(x, θ) +

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφφ

∗(x, θ) +

+m2φ∗φφ∗(x, θ))−
∫
d3x′d6θ′(φ∗(x, θ)π∗π + φ∗(x, θ)∂iφ∗∂iφ+

+φ∗(x, θ)
λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ+ φ∗(x, θ)m2φ∗φ)

=

∫
d3x′d6θ′(π∗πφ∗(x, θ) + ∂iφ∗∂iφφ∗(x, θ) +

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφφ

∗(x, θ) +

+m2φ∗φφ∗(x, θ))− φ∗(x, θ)π∗π − φ∗(x, θ)∂iφ∗∂iφ−

−φ∗(x, θ)λ
2

4
∂µνφ∗∂µνφ− φ∗(x, θ)m2φ∗φ)

=

∫
d3x′d6θ′([π∗π, φ∗(x, θ)] + [∂iφ∗∂iφ, φ∗(x, θ)] +

+
λ2

4
[∂µνφ∗∂µνφ, φ

∗(x, θ)] +m2[φ∗φ, φ∗(x, θ)])

=

∫
d3x′d6θ′([π∗, φ∗(x, θ)]π + π∗[π, φ∗(x, θ)] + [∂iφ∗, φ∗(x, θ)]∂iφ+

+∂iφ∗[∂iφ, φ∗(x, θ)] +
λ2

4
([∂µνφ∗, φ∗(x, θ)]∂µνφ+ ∂µνφ∗[∂µνφ, φ

∗(x, θ)]) +

+m2([φ∗, φ∗(x, θ)]φ+ φ∗[φ, φ∗(x, θ)])).

Substituindo a equação (6.25),

[P0, φ
∗(x, θ)] =

∫
d3x′d6θ′(−iδ3(x− x′)δ6(θ − θ′)π

= −i∂0φ∗(x, θ).

Substituindo a segunda equação de (6.24),

[P0, φ(x, θ)] = −iφ̇∗(x, θ)

= −i∂0φ∗(x, θ).
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iii). [P0, π(x, θ)] =

[∫
d3x′d6θ′(π∗π + ∂iφ∗∂iφ+

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ+m2φ∗φ), π(x, θ)

]

=

∫
d3x′d6θ′(π∗π + ∂iφ∗∂iφ+

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ+m2φ∗φ)π(x, θ)−

−π(x, θ)

∫
d3x′d6θ′(π∗π + ∂iφ∗∂iφ+

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ+m2φ∗φ)

=

∫
d3x′d6θ′(π∗ππ(x, θ) + ∂iφ∗∂iφπ(x, θ) +

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφπ(x, θ) +

+m2φ∗φπ(x, θ))−
∫
d3x′d6θ′(π(x, θ)π∗π + π(x, θ)∂iφ∗∂iφ+

+π(x, θ)
λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ+ π(x, θ)m2φ∗φ)

=

∫
d3x′d6θ′(π∗ππ(x, θ) + ∂iφ∗∂iφπ(x, θ) +

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφπ(x, θ) +

+m2φ∗φπ(x, θ))− π(x, θ)π∗π − π(x, θ)∂iφ∗∂iφ−

−π(x, θ)
λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ− π(x, θ)m2φ∗φ)

=

∫
d3x′d6θ′([π∗π, π(x, θ)] + [∂iφ∗∂iφ, π(x, θ)] +

+
λ2

4
[∂µνφ∗∂µνφ, π(x, θ)] +m2[φ∗φ, π(x, θ)])

=

∫
d3x′d6θ′([π∗, π(x, θ)]π + π∗[π, π(x, θ)] + [∂iφ∗, π(x, θ)]∂iφ+

+∂iφ∗[∂iφ, π(x, θ)] +
λ2

4
([∂µνφ∗, π(x, θ)]∂µνφ+ ∂µνφ∗[∂µνφ, π(x, θ)]) +

+m2([φ∗, π(x, θ)]φ+ φ∗[φ, π(x, θ)]))

= −i∂0π(x, θ).
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iv). [P0, π
∗(x, θ)] =

[∫
d3x′d6θ′(π∗π + ∂iφ∗∂iφ+

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ+m2φ∗φ), π∗(x, θ)

]

=

∫
d3x′d6θ′(π∗π + ∂iφ∗∂iφ+

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ+m2φ∗φ)π∗(x, θ)−

−π∗(x, θ)
∫
d3x′d6θ′(π∗π + ∂iφ∗∂iφ+

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ+m2φ∗φ)

=

∫
d3x′d6θ′(π∗ππ∗(x, θ) + ∂iφ∗∂iφπ∗(x, θ) +

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφπ

∗(x, θ) +

+m2φ∗φπ∗(x, θ))−
∫
d3x′d6θ′(π∗(x, θ)π∗π + π∗(x, θ)∂iφ∗∂iφ+

+π∗(x, θ)
λ2

4
∂µνφ∗∂µνφ+ π∗(x, θ)m2φ∗φ)

=

∫
d3x′d6θ′(π∗ππ∗(x, θ) + ∂iφ∗∂iφπ∗(x, θ) +

λ2

4
∂µνφ∗∂µνφπ

∗(x, θ) +

+m2φ∗φπ∗(x, θ))− π∗(x, θ)π∗π − π∗(x, θ)∂iφ∗∂iφ−

−π∗(x, θ)λ
2

4
∂µνφ∗∂µνφ− π∗(x, θ)m2φ∗φ)

=

∫
d3x′d6θ′([π∗π, π∗(x, θ)] + [∂iφ∗∂iφ, π∗(x, θ)] +

+
λ2

4
([∂µνφ∗∂µνφ, π

∗(x, θ)] +m2[φ∗φ, π∗(x, θ)]))

=

∫
d3x′d6θ′([π∗, π∗(x, θ)]π + π∗[π, π∗(x, θ)] + [∂iφ∗, π∗(x, θ)]∂iφ+

+∂iφ∗[∂iφ, π∗(x, θ)] +
λ2

4
([∂µνφ∗, π∗(x, θ)]∂µνφ+ ∂µνφ∗[∂µνφ, π

∗(x, θ)]) +

+m2([φ∗, π∗(x, θ)]φ+ φ∗[φ, π∗(x, θ)]))

= −i∂0π∗(x, θ).
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E-4 Demonstração da equação (6.32)

i). [Pµν , φ(x, θ)] =

[∫
d3x′d6θ′(π∂µνφ+ π∗∂µνφ

∗), φ(x, θ)

]
=

∫
d3x′d6θ′(π∂µνφ+ π∗∂µνφ

∗)φ(x, θ)−

−φ(x, θ)

∫
d3x′d6θ′(π∂µνφ+ π∗∂µνφ

∗)

=

∫
d3x′d6θ′(π∂µνφφ(x, θ) + π∗∂µνφ

∗φ(x, θ)−

−φ(x, θ)π∂µνφ− φ(x, θ)π∗∂µνφ
∗)

=

∫
d3x′d6θ′([π∂µνφ, φ(x, θ)] + [π∗∂µνφ

∗, φ(x, θ)])

=

∫
d3x′d6θ′([π, φ(x, θ)]∂µνφ+ π[∂µνφ, φ(x, θ)] +

+[π∗, φ(x, θ)]∂µνφ
∗ + π∗[∂µνφ

∗, φ(x, θ)]).

Substituindo a primeira equação de (6.25),

[Pµν , φ(x, θ)] =

∫
d3x′d6θ′(−iδ3(x− x′)δ6(θ − θ′))∂µνφ

= −i∂µνφ(x, θ).

ii). [Pµν , φ
∗(x, θ)] =

[∫
d3x′d6θ′(π∂µνφ+ π∗∂µνφ

∗), φ∗(x, θ)

]
=

∫
d3x′d6θ′(π∂µνφ+ π∗∂µνφ

∗)φ∗(x, θ)−

−φ∗(x, θ)
∫
d3x′d6θ′(π∂µνφ+ π∗∂µνφ

∗)

=

∫
d3x′d6θ′(π∂µνφφ

∗(x, θ) + π∗∂µνφ
∗φ∗(x, θ)−

−φ∗(x, θ)π∂µνφ− φ∗(x, θ)π∗∂µνφ∗)

=

∫
d3x′d6θ′([π∂µνφ, φ

∗(x, θ)] + [π∗∂µνφ
∗, φ∗(x, θ)])

=

∫
d3x′d6θ′([π, φ∗(x, θ)]∂µνφ+ π[∂µνφ, φ

∗(x, θ)] +

+[π∗, φ∗(x, θ)]∂µνφ
∗ + π∗[∂µνφ

∗, φ∗(x, θ)]).

Substituindo a segunda equação de (6.25),

[Pµν , φ
∗(x, θ)] =

∫
d3x′d6θ′(−iδ3(x− x′)δ6(θ − θ′))∂µνφ∗

= −i∂µνφ∗(x, θ).
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iii). [Pµν , π(x, θ)] =

[∫
d3x′d6θ′(π∂µνφ+ π∗∂µνφ

∗), π(x, θ)

]
=

∫
d3x′d6θ′(π∂µνφ+ π∗∂µνφ

∗)π(x, θ)−

−π(x, θ)

∫
d3x′d6θ′(π∂µνφ+ π∗∂µνφ

∗)

=

∫
d3x′d6θ′(π∂µνφπ(x, θ) + π∗∂µνφ

∗π(x, θ)−

−π(x, θ)π∂µνφ− π(x, θ)π∗∂µνφ
∗)

=

∫
d3x′d6θ′([π∂µνφ, π(x, θ)] + [π∗∂µνφ

∗, π(x, θ)])

=

∫
d3x′d6θ′([π, π(x, θ)]∂µνφ+ π[∂µνφ, π(x, θ)] +

+[π∗, π(x, θ)]∂µνφ
∗ + π∗[∂µνφ

∗, π(x, θ)])

= −i∂µνπ(x, θ).

iv). [Pµν , π
∗(x, θ)] =

[∫
d3x′d6θ′(π∂µνφ+ π∗∂µνφ

∗), π∗(x, θ)

]
=

∫
d3x′d6θ′(π∂µνφ+ π∗∂µνφ

∗)π∗(x, θ)−

−π∗(x, θ)
∫
d3x′d6θ′(π∂µνφ+ π∗∂µνφ

∗)

=

∫
d3x′d6θ′(π∂µνφπ

∗(x, θ) + π∗∂µνφ
∗π∗(x, θ)−

−π∗(x, θ)π∂µνφ− π∗(x, θ)π∗∂µνφ∗)

=

∫
d3x′d6θ′([π∂µνφ, π

∗(x, θ)] + [π∗∂µνφ
∗, π∗(x, θ)])

=

∫
d3x′d6θ′([π, π∗(x, θ)]∂µνφ+ π[∂µνφ, π

∗(x, θ)] +

+[π∗, π∗(x, θ)]∂µνφ
∗ + π∗[∂µνφ

∗, π∗(x, θ)])

= −i∂µνπ∗(x, θ).
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E-5 Demonstração da equação (6.37)

i). [Mij, φ(x, θ)] =

[∫
d3x′d6θ′(π∆jiφ+ π∗∆jiφ

∗), φ(x, θ)

]
=

∫
d3x′d6θ′(π∆jiφ+ π∗∆jiφ

∗)φ(x, θ)−

−φ(x, θ)

∫
d3x′d6θ′(π∆jiφ+ π∗∆jiφ

∗)

=

∫
d3x′d6θ′(π∆jiφφ(x, θ) + π∗∆jiφ

∗φ(x, θ)−

−φ(x, θ)π∆jiφ− φ(x, θ)π∗∆jiφ
∗)

=

∫
d3x′d6θ′([π∆jiφ, φ(x, θ)] + [π∗∆jiφ

∗, φ(x, θ)])

=

∫
d3x′d6θ′([π, φ(x, θ)]∆jiφ+ π[∆jiφ, φ(x, θ)] +

+[π∗, φ(x, θ)]∆jiφ
∗ + π∗[∆jiφ

∗, φ(x, θ)]).

Substituindo a primeira equação de (6.25), temos que

[Mij, φ(x, θ)] =

∫
d3x′d6θ′(−iδ3(x− x′)δ6(θ − θ′))∆jiφ

= −i∆jiφ(x, θ)

= i∆ijφ(x, θ).

ii). [Mij, φ
∗(x, θ)] =

[∫
d3x′d6θ′(π∆jiφ+ π∗∆jiφ

∗), φ∗(x, θ)

]
=

∫
d3x′d6θ′(π∆jiφ+ π∗∆jiφ

∗)φ∗(x, θ)−

−φ∗(x, θ)
∫
d3x′d6θ′(π∆jiφ+ π∗∆jiφ

∗)

=

∫
d3x′d6θ′(π∆jiφφ

∗(x, θ) + π∗∆jiφ
∗φ∗(x, θ)−

−φ∗(x, θ)π∆jiφ− φ∗(x, θ)π∗∆jiφ
∗)

=

∫
d3x′d6θ′([π∆jiφ, φ

∗(x, θ)] + [π∗∆jiφ
∗, φ∗(x, θ)])

=

∫
d3x′d6θ′([π, φ∗(x, θ)]∆jiφ+ π[∆jiφ, φ

∗(x, θ)] +

+[π∗, φ∗(x, θ)]∆jiφ
∗ + π∗[∆jiφ

∗, φ∗(x, θ)]).

Substituindo a segunda equação de (6.25), temos que

[Mij, φ
∗(x, θ)] =

∫
d3x′d6θ′(−iδ3(x− x′)δ6(θ − θ′))∆jiφ

∗

= −i∆jiφ
∗(x, θ)

= i∆ijφ
∗(x, θ).
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iii). [Mij, π(x, θ)] =

[∫
d3x′d6θ′(π∆jiφ+ π∗∆jiφ

∗), π(x, θ)

]
=

∫
d3x′d6θ′(π∆jiφ+ π∗∆jiφ

∗)π(x, θ)−

−π(x, θ)

∫
d3x′d6θ′(π∆jiφ+ π∗∆jiφ

∗)

=

∫
d3x′d6θ′(π∆jiφπ(x, θ) + π∗∆jiφ

∗π(x, θ)−

−π(x, θ)π∆jiφ− π(x, θ)π∗∆jiφ
∗)

=

∫
d3x′d6θ′([π∆jiφ, π(x, θ)] + [π∗∆jiφ

∗, π(x, θ)])

=

∫
d3x′d6θ′([π, π(x, θ)]∆jiφ+ π[∆jiφ, π(x, θ)] +

+[π∗, π(x, θ)]∆jiφ
∗ + π∗[∆jiφ

∗, π(x, θ)])

= i∆ijπ(x, θ).

iv). [Mij, π
∗(x, θ)] =

[∫
d3x′d6θ′(π∆jiφ+ π∗∆jiφ

∗), π∗(x, θ)

]
=

∫
d3x′d6θ′(π∆jiφ+ π∗∆jiφ

∗)π∗(x, θ)−

−π∗(x, θ)
∫
d3x′d6θ′(π∆jiφ+ π∗∆jiφ

∗)

=

∫
d3x′d6θ′(π∆jiφπ

∗(x, θ) + π∗∆jiφ
∗π∗(x, θ)−

−π∗(x, θ)π∆jiφ− π∗(x, θ)π∗∆jiφ
∗)

=

∫
d3x′d6θ′([π∆jiφ, π

∗(x, θ)] + [π∗∆jiφ
∗, π∗(x, θ)])

=

∫
d3x′d6θ′([π, π∗(x, θ)]∆jiφ+ π[∆jiφ, π

∗(x, θ)] +

+[π∗, π∗(x, θ)]∆jiφ
∗ + π∗[∆jiφ

∗, π∗(x, θ)])

= i∆ijπ
∗(x, θ).
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