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Resumo

Esta tese visa obter as equações tipo-Maxwell, para um fluido compresśıvel. A dinâmica do
sistema é constrúıda em função da vorticidade e do vector de Lamb. Uma função correlação
e a relação de dispersão foram analisados como função do número de Reynolds. Uma La-
grangeana para o vetor de Lamb e a vorticidade foi constrúıda e as equações de movimento
foram discutidas. Em seguida, analisamos a dinâmica para o caso de um fluido carregado.
Por fim, introduzimos a generalização não-Abeliana de alguns resultados conhecidos. No
apêndice, encontra-se uma breve revisão sobre fluidos não-Abelianos.

Palavras-Chave: Dinâmica dos fluidos, formulação não-Abeliana, equações tipo-Maxwell.

ii



Abstract

This thesis aims to obtain the Maxwell-type equations for a compressible fluid whose sour-
ces are functions of velocity and vorticity. A correlation function and the dispersion relation
were analyzed as functions of the Reynolds number. A Lagrangian for the Lamb vector and
the vorticity were constructed, and the equations of motion were discussed. After that, we
have analyzed the case of a charged fluid dynamics. Finally, the non-Abelian generalization
of some results was introduced. A basic review for non-Abelian fluids was described in the
Appendix.

Keywords: Fluids dynamics, non-Abelian formulation, Maxwell-type equations.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A eletrodinâmica de Maxwell é a teoria de campo clássica que usamos como base para uma
nova abordagem da dinâmica de fluidos. Uma vez que a teoria de Maxwell passou por um
processo de generalização não-Abeliano, o mesmo comportamento é esperado da dinâmica
de fluidos. O auge desta evolução não-Abeliana é o chamado plasma de quark-glúons, ou
simplesmente QGP [Quark-Gluons Plasma], o qual é obtido a partir das colisões a alta energia
de núcleos pesados. Esse estado da matéria tem atráıdo grande interesse tanto de teóricos,
quanto em experimentos no Colisor de Íons Pesados Relativ́ısticos (RHIC) e no CERN. O
QGP é um ĺıquido denso. Entretanto, ele aparentemente flui com muita pouca viscosidade,
fato que o aproxima de um fluido ideal, o qual é regido pelas leis da hidrodinâmica padrão.
Assim, ao analisarem-se os resultados oriundos do RHIC pode-se adotar um ponto de vista
hidrodinâmico para o plasma para a construção de suas propriedades. A fim de descrever
uma dinâmica adequada para quarks e glúons faz-se necessário considerar as cargas não-
Abelianas dos mesmos. Há no meio cient́ıfico inúmeras teorias sobre alguns aspectos de um
fluido ideal em interação com o campo de Yang-Mills ([2] - [6]).

Um dos objetivos para se criar QGP a partir da colisão de ı́ons pesados - a alta energia, é
testar a previsão para uma transição de um confinamento de cor para uma fase não confinada
em QCD a alta temperatura e/ou densidade. Trabalhos mais atuais têm apresentado uma
forma alternativa para descrever a dinâmica de fluidos, fluidos compresśıveis [7] e as equações
de um plasma[8]. Esses resultados foram obtidos através da reformulação das equações e
pela obtenção de um conjunto de equações tipo-Maxwell para fluidos. Esta transformação
na estrutura das equações implica numa generalização dos conceitos de carga e corrente
relacionadas à dinâmica do fluido [9]. A compreensão do que será considerado como um
termo de fonte (gerador) no formalismo final depende da escolha das quantidades e será
a principal questão desta nova estrutura de dinâmica de fluidos. No trabalho de Lighthill
sobre o som [10], o tensor de tensão aplicado é considerado como sendo a fonte do campo de
radiação.

O objetivo aqui é construir as equações tipo-Maxwell para fluidos compresśıveis consi-
derando a presença do termo dissipativo desde o ińıcio do processo - analogamente ao que
fizera Marmanis, porém, para um fluido incompresśıvel. Neste caso, nota-se que há uma
diferença fundamental entre as definições dos termos de fontes.
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

Outro ponto importante que será analisado é a possibilidade em se obter uma descrição de
Lagrangeana para o fluido compresśıvel. Em [8] os autores têm recentemente introduzido uma
extensão desta nova estrutura das equações de plasma, para cada tipo de fluido, começando
com as equações de movimento que descrevem tal sistema.

Podem-se obter as equações através da extensão da descrição Lagrangeana em relação ao
fluido compresśıvel. Porém, neste caso, precisa-se realizar uma parametrização da velocidade,
conforme sugerido por [1] Considerar-se-á um fluido carregado e seu acoplamento com o
campo eletromagnético. Combinar-se-á vorticidade e vetor de Lamb com os campos elétricos
e magnéticos. Certificar-se-á que este acoplamento com o campo eletromagnético resultará
em algumas mudanças do conjunto de equações tipo-Maxwell que descrevem o sistema e
também serão obtidos novos termos fontes.

Apesar da exposição acima ter se concentrado em QGP e plasmas, há inúmeras aplicações
de fluidos tipo-Maxwell. Artigos recentes apontam para estudos sobre o limite Newtoniano de
tais fluidos, investigando e comprovando validade da analogia entre as equações constitutivas
de Maxwell e a lei de Newton para a viscosidade. Outros, por sinal, optam por explorarem
a versão não-Abeliana de fluidos tipo-Maxwell porém, aos olhos da F́ısica Quântica.

Só para registro, há ainda trabalhos em magnetohidrodinâmica (MHD) e um dos que nos
fascina é a aplicação à astrof́ısica; em particular, quando se analisa modelos de fluidos não-
Abelianos relativ́ısticos nos quais os efeitos da rotação do fluido de matéria se relacionam com
a vorticidade e densidade de spin do “background” cosmológico. Em grande escala, a métrica
FRW descreve o universo homogêneo e isotrópico. Porém, esta aproximação não consegue
descrever de maneira fidedigna as complexidades e riquezas de nosso universo. O espectro
da anisotropia tem sido mapeado e pode-se afirmar que nosso universo é a consequência da
presença de anisotropia nas estruturas do universo recente. Neste sentido, é posśıvel estudar
a presença de vorticidade e densidade de spin ao longo da evolução cosmológica do universo.
E o podemos fazer via Dinâmica Metafluida (DM), além de aplicarmos DM às equações
da Magnetohidrodinâmica, que abordam estrelas densas e objetos compactados em rotação.
Tais aplicações são mencionadas em [29]- [35].

Essa tese [36] está assim composta: no caṕıtulo 2 serão apresentadas as equações básicas
da Mecânica de fluidos explicitando aquelas que regem o movimento de um fluido, a sa-
ber: Equação da Continuidade, Equação do Momentum linear, Equação de Navier-Stokes e
Equação da vorticidade. No caṕıtulo 3, será introduzida a Dinâmica Metafluida (DM) como
um sistema vinculado. E em seguida, no caṕıtulo 4, será calculada a função correlação para
a velocidade. No caṕıtulo 5, serão apresentadas as formulações Lagrangeana e Hamiltoniana
para fluidos compresśıveis e será realizada uma extensão para o campo não-Abeliano. No
caṕıtulo 6, serão realizadas as análises para um fluido compresśıvel carregado. E por fim,
serão apresentadas as conclusões.



Caṕıtulo 2

Conceitos básicos de Mecânica dos
Fluidos

Segundo [26], “fluere” que significa fluir (em português) é o termo latino para toda e
qualquer substância que flui. Portanto, fluidos. A nomenclatura “fluidos” engloba não
somente ĺıquidos e gases, mas também, plasmas e qualquer outra substância que se deforme
sob a ação de tensões, como por exemplo, a de cisalhamento. A Mecânica dos Fluidos
costumeiramente é apresentada em duas partes: a estática de fluidos e a dinâmica de fluidos.
Em particular, quando o objeto de estudo for a água, temos respectivamente, hidrostática e
hidrodinâmica.

Ao estudar fluidos, o primeiro passo é dominar as equações que os regem. A saber,

a) Equação da Continuidade.

b) Equação do Momentum linear.

c) Equação de Navier-Stokes.

d) Equação da Vorticidade.

Iniciemos, portanto, a exposição de cada uma das equações acima.

2.1 Equação da Continuidade

Dado um volume de controle qualquer, o balanço de massa que atravessa as fronteiras
daquele é dado por

dmentrou

dt
− dmsaiu

dt
=
dmelemento

dt
, (2.1)

onde mentrou, msaiu e melemento ,são respectivamente, a massa que entrou e saiu do volume
de controle e a massa do elemento. Em termos das quantidades ρvx , ρvy e ρvz, onde ρ é a

3



4 CAPÍTULO 2. EQS. BÁSICAS DA MEC. DOS FLUIDOS

densidade do fluido e ~v é a velocidade do fluido, a equação (2.1) torna-se

[ ρvx −
∂(ρvx)

∂x

dx

2
]dydz − [ρvx +

∂(ρvx)

∂x

dx

2
]dydz + [ρvy −

∂(ρvy)

∂y

dy

2
]dxdz −

− [ρvy +
∂(ρvy)

∂y

dy

2
]dxdz + [ρvz −

∂(ρvz)

∂z

dz

2
]dydz − [ρvz +

∂(ρvz)

∂z

dz

2
]dxdy =

∂(ρdxdydz)

dt
.

(2.2)

Após algumas simplificações, segue-se que

−∂(ρvx)

∂x
dxdydz − ∂(ρvy)

∂y
dxdydz − ∂(ρvz)

∂z
dxdydz =

∂ρ

∂t
dxdydz.

−∂(ρvx)

∂x
− ∂(ρvy)

∂y
− ∂(ρvz)

∂z
=

∂ρ

∂t
.

(2.3)

Efetuemos as derivadas,

ρ
[∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

]
+ vx

∂ρ

∂x
+ vy

∂ρ

∂y
+ vz

∂ρ

∂z
= −∂ρ

∂t
,

ou ainda,

ρ
[∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

]
+
[
vx

∂

∂x
+ vy

∂

∂y
+ vz

∂

∂z

]
ρ+

∂ρ

∂t
= 0,

ρ(∇.~v) + (~v.~∇)ρ+
∂ρ

∂t︸ ︷︷ ︸
Dρ
Dt

= 0.

ρ(~∇ · ~v) +
Dρ

Dt
= 0. (Equação da Continuidade) (2.4)

Na equação acima, o termo

Dρ

Dt
=
∂ρ

∂t
+ (~v · ~∇)ρ, (2.5)

é a derivada substancial da massa espećıfica (ρ). Denominamos por fluxos incompresśıveis,
àqueles em que - ao longo do movimento de uma part́ıcula, a densidade espećıfica do mesmo
é mantida invariável. Ou seja, aqueles para os quais é válida a relação

~∇ · ~v = 0. (Fluidos Incompresśıveis)

Consequentemente, denominaremos por fluidos compresśıveis àqueles em que o termo
~∇ · ~v for não-nulo.



2.2. EQUAÇÃO DE NAVIER-STOKES 5

2.2 Equação de Navier-Stokes

Quanto à viscosidade, há dois tipos de fluidos. Chamam-se Fluidos Newtonianos àqueles
em que a viscosidade é constante, e a tensão de cisalhamento (σjk) é escrita pela lei da
Viscosidade de Newton

σjk = µ∂jvk, (Lei da Viscosidade de Newton) (2.6)

onde ∂jvk é o gradiente de velocidade, µ é a viscosidade dinâmica do fluido e τ é a tensão
de cisalhamento. Por conseguinte, fluidos que não obedecem à lei da viscosidade de Newton
são denominados fluidos não-Newtonianos. Entretanto, nos casos mais gerais, a tensão não
é um simples vetor, e sim, um tensor. O que equivale a dizer que a tensão apresenta vários
componentes. Para um fluido Newtoniano, as componentes da tensão total são dadas por:

τij = −
(
p+

2

3
µ~∇ · ~v

)
δij + µ

( ∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
. (2.7)

Uma vez que a equação de Cauchy é dada por [28]

ρ
Dvi
Dt

= ρgi +
∂τij
∂xj

, (2.8)

onde gi é a componente do vetor aceleração da gravidade, e τjk é a tensão total, então,
substitui-se (2.7) em (2.8), logo em notação vetorial tem-se

ρ
D~v

Dt
= ρ~g − ~∇p− 2

3
µ~∇(~∇ · ~v) + µ∇2~v + µ~∇(~∇ · ~v),

ρ
D~v

Dt
= ρ~g − ~∇p+ µ∇2~v +

1

3
µ~∇(~∇ · ~v), (2.9)

que é a Equação de Navier-Stokes para fluidos compresśıveis. Para os fluidos incom-
presśıveis, tem-se que ~∇ · ~v = 0 e a equação de Navier-Stokes se reduz a

ρ
D~v

Dt
= ρ~g − ~∇p+ µ∇2~v. (2.10)

Ou explicitando a derivada material, onde ν é a viscosidade cinemática do fluido,

∂~v

∂t
= ~g − ~∇(

p

ρ
)− (~v · ~∇)~v + ν∇2~v. (2.11)

O penúltimo termo à direita da equação (2.11) tem dimensão de [v]2

L
ao passo que o último

termo, da mesma equação, tem dimensão de [ν] [v]
[L]2

. A razão entre esses dois termos (para

o caso incompresśıvel) é o número de Reynolds. Define-se por número de Reynolds (Re) à
razão entre a força de corpo (forças de inércia) e a força viscosa. Assim, a dimensão do Re

é dada por

[Re] =
[Fcorpo]

[Fviscosa]
,
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[Re] =
[ρv ∂v

∂x

µ ∂
2v
∂x2

]
,

[Re] =
[ρ]

[µ]

[v]2

[L]

[L]2

[v]
,

[Re] =
[v][L]

[ν]
,

considerando as equações acima, nota-se que o número de Reynolds é adimensional. Assim

Re =
ρvL

µ
, (2.12)

onde ρ é a densidade do fluido, v é a velocidade e L a escala de distância presente em cada
problema (por exemplo, se o fluido estivesse escoando em um cano, L seria o diâmetro do
mesmo) e µ a viscosidade do fluido. Analisando a equação (2.12), se Re for muito grande,
então, os efeitos viscosos serão despreźıveis. Por outro lado, para situações nas quais a visco-
sidade é relevante, o número de Reynolds é pequeno. Também, para um número de Reynolds
pequeno, o escoamento do fluido será laminar, caso no qual a viscosidade tende a amortecer
qualquer presença de vórtice. Ao passo que será denominado escoamento turbulento quando
Re for grande. Fato que será posśıvel se a densidade, ou a velocidade ou as dimensões lineares
forem grandes.

2.3 Equação do Momentum Linear

A partir da segunda lei de Newton, ao dividir ambos os membros da equação pelo volume
e a lembrar que ρ = m

V
e ~a = D~v

Dt
, segue-se que∑

~F = m~a,∑ ~F

V
=

m

V
~a,

= ρ~a, (2.13)

para uma part́ıcula do fluido que ocupa um elemento infinitesimal, as contribuições para a
força são dadas pelas componentes do tensor das tensões (2.7), lembrando que a componente
x do vetor aceleração da gravidade é dada por Dvx

Dt
, a equação acima (2.13) fica após uma

expansão em Taylor (
τxx +

∂τxx
∂x

dx

2

)
dydz +

(
τyx +

∂τyx
∂y

dy

2

)
dxdz +

+
(
τzx +

∂τzx
∂z

dz

2

)
dxdy −

(
τxx −

∂σxx
∂x

dx

2

)
dydz +

−
(
τyx −

∂τyx
∂y

dy

2

)
dxdz −

(
τzx +

∂τzx
∂z

dz

2

)
dxdy +

+ ρgxdxdydz = ρdxdydz
Dvx
Dt

,

ρ
Dvx
Dt

=
∂τxx
∂x

+
∂τyx
∂y

+
∂τzx
∂z
− ρgx. (2.14)
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Analogamente, temos para as componentes y e z, respectivamente,

ρ
Dvy
Dt

=
∂τyy
∂y

+
∂τxy
∂x

+
∂τzy
∂z
− ρgy, (2.15)

ρ
Dvz
Dt

=
∂τzz
∂z

+
∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y
− ρgz, (2.16)

nas equações acima (2.14)-(2.16) τxx, τyy e τzz são respectivamente as componentes normais à
superf́ıcie, ao passo que τxy = τyx = σxy = σyx; τxz = τzx = σxz = σzx; τzy = τyz = σzy = σyz
são as componentes da tensão de cisalhamento.

Sem comprometer a generalidade da equação acima, faremos a seguinte aproximação para
o tensor de tensão: consideraremos despreźıveis as contribuições devido às componentes da
tensão de cisalhamento e assumiremos que as componentes normais da tensão sejam iguais
ao negativo da pressão P , assim as equações acimas são reescritas como

ρ
Dvx
Dt

= −∂p
∂x
− ρgx. (2.17)

ρ
Dvy
Dt

= −∂p
∂y
− ρgy. (2.18)

ρ
Dvz
Dt

= −∂p
∂z
− ρgz. (2.19)

Novamente, explicitamos a derivada substancial e re-escrevemos a equação acima em
notação vetorial

∂~v

∂t
= −(~v · ~∇)~v − 1

ρ
~∇p− ~g. (2.20)

Da equação acima, notamos que um caso particular da equação do Momentum-linear é
a equação de Euler.

2.4 Equação da vorticidade

Define-se vorticidade por

~ω = ~∇× ~v, (2.21)

e usando a identidade vetorial ~∇ · (~∇× ~A) = 0, percebemos que

~∇ · ~ω = 0, (2.22)

para quaisquer tipos de escoamento, laminar, ou turbulento. Para obtermos a equação da
vorticidade, partiremos da aplicação do rotacional à Equação de Navier-Stokes (para fluidos
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incompresśıveis), isto é, a partir de (2.10).

D~v

Dt
= ~g +

1

ρ
~∇p+

µ

ρ
∇2~v.

∂~v

∂t
+ (~v · ~∇)~v = ~g +

1

ρ
~∇p+

µ

ρ
∇2~v.

~∇×
[∂~v
∂t

+ (~v · ~∇)~v
]

= ~∇×
[
~g +

1

ρ
~∇p+

µ

ρ
∇2~v

]
.

∂~ω

∂t
+ ~∇× (~v · ~∇)~v = ν∇2~ω. (2.23)

A equação (2.23) é a equação da vorticidade. Porém, vamos trabalhá-la um pouco mais
e escrevê-la de maneira mais elegante. Para isso, partiremos da seguinte identidade vetorial
[28]

( ~A · ~∇) ~B = (~∇× ~A)× ~B +
1

2
~∇( ~A · ~B), (2.24)

após identificarmos ~A = ~B = ~v tem

(~v · ~∇)~v = (~∇× ~v)× ~v +
1

2
~∇(~v · ~v),

(~v · ~∇)~v = ~ω × ~v +
1

2
~∇(~v · ~v). (2.25)

Agora, ao aplicar o rotacional

~∇× (~v · ~∇)~v = ~∇× (~ω × ~v) +
1

2
~∇× [~∇(~v · ~v)]︸ ︷︷ ︸

=0

,

usando a identidade

~∇× ( ~A× ~B) = (~∇ · ~B) ~A− (~∇ · ~A) ~B + ( ~B · ~∇) ~A− ( ~A · ~∇) ~B, (2.26)

e identificando ~A = ~ω e ~B = ~v segue que

~∇× (~ω × ~v) = (~∇ · ~v)~ω︸ ︷︷ ︸
=0

− (~∇ · ~ω)~v︸ ︷︷ ︸
=0

+(~v · ~∇)~ω − (~ω · ~∇)~v,

~∇× (~ω × ~v) = (~v · ~∇)~ω − (~ω · ~∇)~v. (2.27)

Portanto, a equação da vorticidade (2.23) fica

∂~ω

∂t
+ ~∇× (~v · ~∇)~v = ν∇2~ω.

∂~ω

∂t
+ (~v · ~∇)~ω − (~ω · ~∇)~v = ν∇2~ω.

∂~ω

∂t
+ (~v · ~∇)~ω = (~ω · ~∇)~v + ν∇2~ω.

D~ω

Dt
= (~ω · ~∇)~v + ν∇2~ω. (Equação da Vorticidade) (2.28)

Vale lembrar que a equação (2.27) guarda informações similares à equação (2.10), haja
vista que se (2.28) é o rotacional da equação de Navier-Stokes.



Caṕıtulo 3

Equações tipo-Maxwell para um
fluido compresśıvel

Antes de iniciarmos o estudo com fluidos compresśıveis, vamos primeiro fazer o desenvol-
vimento para fluidos incompresśıveis. Sempre em um primeiro momento, levaremos em conta
fluidos inv́ıscidos e em seguida introduziremos a viscosidade. A equação de Navier-Stokes
para fluidos incompresśıveis e inv́ıscidos, desprezando-se o termo da gravidade e levando-se
em consideração as equações (2.11) e (2.25) é dada por

∂~v

∂t
= −~ω × ~v − ~∇

(p
ρ

+
v2

2

)
. (3.1)

onde ~v(~x, t), ~ω(~x, t), p(~x, t), são respectivamente, os campos de velocidade, vorticidade e
pressão do fluido e ρ é a densidade do mesmo. Aliás, o termo entre parênteses na equação
(3.1) é a energia de Bernoulli φ que será representada por

φ =
(p
ρ

+
v2

2

)
. (3.2)

Usando (3.2), podemos reescrever (3.1) como

∂~v

∂t
= −~ω × ~v − ~∇φ, (3.3)

que é a equação para um fluido incompresśıvel e inv́ıscido. Notamos se tratar de uma equação
linear. Entretanto, se estivéssemos lidando com um fluido viscoso, teŕıamos que acrescentar
um termo não-linear à equação acima - o que levaria o escoamento para o regime turbulento.
Sendo assim, nossa proposta será encarar a turbulência como fruto da interação entre duas
outras grandezas, a saber: vorticidade e o vetor de Lamb, assim definidos:

~ω = ~∇× ~v, (vorticidade) (3.4)

~l = ~ω × ~v. (vetor de Lamb) (3.5)

9
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Denomina-se “Dinâmica Metafluida”(DM) [9] à esta “nova teoria” da turbulência a qual
visa obter um conjunto de equações para os valores médios da vorticidade e do vetor de
Lamb. Para alcançar este objetivo, iniciamos por aplicar o rotacional à equação (3.3)

~∇× (
∂~v

∂t
) = ~∇× [−~∇φ− (~ω × ~v)].

∂~ω

∂t
= −~∇×~l. (3.6)

Agora, busquemos uma equação para o vetor de Lamb e para isso, apliquemos a di-
vergência à equação (3.3)

∂~v

∂t
= −~∇φ− (~ω × ~v).

~∇ ·~l = −∇2φ. (3.7)

Comparando (2.22) e (3.7) percebemos que há uma equação para a divergência da vor-
ticidade e outra para a divergência do vetor de Lamb,

~∇ · ~ω = 0, (3.8)

~∇ ·~l = −∇2φ. (3.9)

Entretanto, não há até o momento uma equação correspondente para a evolução da
vorticidade. Com o intuito de buscar tal expressão, vamos re-escrever a equação de Navier-
Stokes somente em função do vetor de Lamb, velocidade e da energia total. Desta maneira,
de (3.3)

∂~v

∂t
= −~ω × ~v − ~∇φ,

∂~v

∂t
= −~l − ~∇φ,

~l = −~∇φ− ∂~v

∂t
, (3.10)

agora, deriva-se a expressão acima com respeito à variável tempo ( t) para obter-se

∂~l

∂t
= −~∇∂φ

∂t
− ∂2~v

∂t2
. (3.11)

Por outro lado, a partir de (3.5)

∂~l

∂t
=

∂(~ω × ~v)

∂t
,

∂~l

∂t
=

∂~ω

∂t
× ~v + ~ω × ∂~v

∂t
. (3.12)
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Agora, aplicando-se (3.10) e (3.6) na equação acima, vem que

∂~l

∂t
=

∂~ω

∂t
× ~v + ~ω × ∂~v

∂t
,

= −(~∇×~l)× ~v + ~ω × [−~∇φ− (~ω × ~v)],

= −(~∇×~l)× ~v + ~ω × [−~∇φ−~l],
= −(~∇×~l)× ~v − ~ω × ~∇φ− (~ω ×~l). (3.13)

Por outro lado,

~∇( ~A · ~B) = ( ~A · ~∇) ~B + ( ~B · ~∇) ~A+ ~A× (~∇× ~B) + ~B × (~∇× ~A), (3.14)

identificando-se ~A = ~v e ~B = ~l, obtemos:

~∇(~v ·~l) = (~v · ~∇)~l + (~l · ~∇)~v + ~v × (~∇×~l) +~l × (~∇× ~v),

= (~v · ~∇)~l + (~l · ~∇)~v + ~v × (~∇×~l) + (~l × ~ω), (3.15)

lembrando-se que
~v ·~l = ~v · (~ω × ~v) = 0,

a equação (3.15) nos fornece

~∇(~v ·~l) = (~v · ~∇)~l + (~l · ~∇)~v + ~v × (~∇×~l) + (~l × ~ω),

0 = (~v · ~∇)~l + (~l · ~∇)~v + ~v × (~∇×~l) + (~l × ~ω),

0− ~v × (~∇×~l) = (~v · ~∇)~l + (~l · ~∇)~v − ~v × (~∇×~l) + ~v × (~∇×~l) + (~l × ~ω),

−~v × (~∇×~l) = (~v · ~∇)~l + (~l · ~∇)~v + (~l × ~ω),

~v × (~∇×~l) = −(~v · ~∇)~l − (~l · ~∇)~v − (~l × ~ω),

−(~∇×~l)× ~v = −(~v · ~∇)~l − (~l · ~∇)~v − (~l × ~ω). (3.16)

Com o resultado acima, a equação (3.13) fica

∂~l

∂t
= −(~∇×~l)× ~v − ~ω × ~∇φ− (~ω ×~l),

= [−(~v · ~∇)~l − (~l · ~∇)~v − (~l × ~ω)]− ~ω × ~∇φ− (~ω ×~l),
= −(~v · ~∇)~l − (~l · ~∇)~v − (~l × ~ω)− ~ω × ~∇φ− (~ω ×~l),
= −(~v · ~∇)~l − (~l · ~∇)~v + (~ω ×~l)− ~ω × ~∇φ− (~ω ×~l),
= −(~v · ~∇)~l − (~l · ~∇)~v − ~ω × ~∇φ. (3.17)

Introduzimos agora, a densidade de carga turbulenta n(~x, t), definida em [9] dada por:

n(~x, t) = ~∇ ·~l, (3.18)

assim

n(~x, t) = ~∇ ·~l,
n(~x, t) = ~∇ · (~ω × ~v),
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como ~∇ · ( ~A× ~B) = ~B · (~∇× ~A)− ~A · (~∇× ~B) e identificando ~A = ~ω e ~B = ~v segue que

n(~x, t) = ~v · (~∇× ~ω)− ~ω · (~∇× ~v),

n(~x, t) = ~v · (~∇× ~ω)− ~ω · ~ω, (3.19)

e consequentemente, a densidade de carga turbulenta é nula para um escoamento irrotacional.
A equação (3.16) pode ser escrita em termos da densidade de carga turbulenta, para isso,
observemos que

~∇× ( ~A× ~B) = ~A(~∇ · ~B)− ~B(~∇ · ~A) + ( ~B · ~∇) ~A− ( ~A · ~∇) ~B,

identificamos ~A = ~v e ~B = ~l para obter

~∇× (~v ×~l) = ~v(~∇ ·~l)−~l (~∇ · ~v)︸ ︷︷ ︸
=0

+(~l · ~∇)~v − (~v · ~∇)~l,

~∇× (~v ×~l) = ~v(~∇ ·~l) + (~l · ~∇)~v − (~v · ~∇)~l,

~∇× (~v ×~l) = ~vn+ (~l · ~∇)~v − (~v · ~∇)~l,

−(~v · ~∇)~l = ~∇× (~v ×~l)− ~vn− (~l · ~∇)~v,

−(~v · ~∇)~l = ~∇× [~v × (~ω × ~v)]− ~vn− (~l · ~∇)~v, (3.20)

mas, ~A× ( ~B × ~C) = ( ~A · ~C) ~B − ( ~B · ~C) ~A para ~A = ~v, ~B = ~ω e ~C = ~v temos

~v × (~ω × ~v) = v2~ω − (~ω · ~v)~v. (3.21)

Após substituir (3.21) em (3.20) temos

−(~v · ~∇)~l = ~∇× [~v × (~ω × ~v)]− ~vn− (~l · ~∇)~v,

= ~∇× [v2~ω − (~ω · ~v)~v]− ~vn− (~l · ~∇)~v,

= ~∇× (v2~ω)− ~∇× (~ω · ~v)~v − ~vn− (~l · ~∇)~v. (3.22)

Usando a identidade vetorial ~∇× (Ψ ~A) = Ψ~∇× ~A+ ~∇Ψ× ~A, onde Ψ = v2 e ~A = ~ω,

~∇× (v2~ω) = v2~∇× ~ω + ~∇(v2)× ~ω. (3.23)

Logo, (3.22) fica

−(~v · ~∇)~l = ~∇× (v2~ω)− ~∇× (~ω · ~v)~v − ~vn− (~l · ~∇)~v.

−(~v · ~∇)~l = v2~∇× ~ω + ~∇(v2)× ~ω − ~∇× (~ω · ~v)~v − ~vn− (~l · ~∇)~v. (3.24)

Substitui-se (3.24) em (3.17) onde

∂~l

∂t
= −(~v · ~∇)~l − (~l · ~∇)~v − ~ω × ~∇φ.

= v2~∇× ~ω + ~∇(v2)× ~ω − ~∇× (~ω · ~v)~v − ~vn− (~l · ~∇)~v − (~l · ~∇)~v − ~ω × ~∇φ.
= v2~∇× ~ω − ~ω × ~∇(v2)− ~∇× (~ω · ~v)~v − ~vn− (~l · ~∇)~v − (~l · ~∇)~v − ω × ~∇φ.
= v2~∇× ~ω − ~vn− ~∇× (~v · ~ω)~v − ~ω × ~∇(φ+ v2)− 2(~l · ~∇)~v. (3.25)
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Comparando a equação (3.25) e a equação que descreve a evolução da vorticidade

∂~ω

∂t
= −~∇×~l,

∂~l

∂t
= v2~∇× ~ω − ~vn− ~∇× (~v · ~ω)~v − ~ω × ~∇(φ+ v2)− 2(~l · ~∇)~v,

percebemos que há uma correspondência entre o primeiro termo do lado direito de ambas
as equações. Haja vista que ambos envolvem um rotacional. Olhando somente para este
termo, uma equação reproduz a outra a menos do sinal negativo e/ou do fator v2, bastando

trocar ~ω por ~l e vice-versa. Entretanto, os demais termos da equação (3.25) não possuem
seus correspondentes na equação de evolução da vorticidade. Introduzindo o vetor corrente
turbulenta ~j(~x, t) definido por [9]

~j = ~vn+ ~∇× (~v · ~ω)~v + ~ω × ~∇(φ+ v2) + 2(~l · ~∇)~v, (3.26)

a equação (3.25) pode ser re-escrita como

∂~l

∂t
= v2~∇× ~ω − ~vn− ~∇× (~v · ~ω)~v − ~ω × ~∇(φ+ v2)− 2(~l · ~∇)~v.

= v2~∇× ~ω − [~vn+ ~∇× (~v · ~ω)~v + ~ω × ~∇(φ+ v2)− 2(~l · ~∇)~v].

= v2~∇× ~ω −~j. (3.27)

Portanto, a Dinâmica Metafluida nos fornece o seguinte conjunto de equações

~∇ · ~ω = 0, (3.28)

~∇ ·~l = n, (3.29)

~∇×~l = −∂~ω
∂t
, (3.30)

~∇× ~ω =
1

v2

(∂~l
∂t

+~j
)
. (3.31)

As equações acima são aquelas que a DM [9] nos apresenta para um fluido incompresśıvel
e inv́ıscido. Segundo o teorema de Helmoltz, todo campo fica completamente definido através
de seu divergente e de seu rotacional. Neste sentido, temos do lado esquerdo das equações
da DM, para um fluido incompresśıvel, os campos de Lamb e vorticidade. E do lado di-
reito daquelas, temos as “fontes” desses campos, neste caso, n e j são os termos-fonte de
turbulência. Outro detalhe encontra-se no fato da taxa de variação temporal da vorticidade
gerar um campo de Lamb e vice-versa. O conjunto de equações acima sugerem uma ana-
logia com as equações de Maxwell (do eletromagnetismo). Tal analogia fica mais clara ao
reescrevermos as equações acima, porém, sem os termos-fonte

~∇ · ~ω = 0, (3.32)

~∇ ·~l = 0, (3.33)

~∇×~l = −∂~ω
∂t
, (3.34)

~∇× ~ω =
1

v2

∂~l

∂t
(3.35)
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Voltaremos a discutir sobre esta analogia mais adiante. Por ora, falta-nos introduzir
a viscosidade à equação de Navier-Stokes e para tal finalidade basta acrescentar o termo
viscoso à equação (3.1) que ficará

∂~v

∂t
= −~ω × ~v − ~∇

(p
ρ

+
v2

2

)
+ ν∇2~v. (3.36)

Usando a energia de Bernoulli φ e a definição do vetor de Lamb, a equação acima fica

∂~v

∂t
= −~l − ~∇φ+ ν∇2~v. (3.37)

Aplica-se o rotacional à equação (3.36) e encontramos a taxa de variação temporal da
vorticidade

∂~ω

∂t
= −~∇×~l + ν∇2~ω. (3.38)

Para obtermos a equação que descreve a evolução do vetor de Lamb, basta isolá-lo em
(3.37) e derivar com respeito ao tempo. Após alguns cálculos similares àqueles realizados na
primeira parte deste caṕıtulo, podemos expressar a taxa temporal do vetor de Lamb (levando
em consideração os termos-fonte)

∂~l

∂t
= v2~∇× ~ω −~j + ν∇2∂v

∂t
. (3.39)

A partir de (3.39) segue-se que

∂~l

∂t
= v2~∇× ~ω −~j + ν∇2∂v

∂t
.

= v2~∇× ~ω −~j + ν∇2[−~l − ~∇φ+ ν∇2~v].

= v2~∇× ~ω −~j − ν∇2~l + ν∇2(−~∇φ) + ν2∇4~v.

= v2~∇× ~ω −~j − ν∇2~l + ν ~∇(−∇2φ) + ν2∇4~v.

= v2~∇× ~ω −~j − ν∇2~l + ν ~∇(~∇ ·~l) + ν2∇4~v.

= v2(~∇× ~ω)−~j − ν∇2~l + ν ~∇n+ ν2∇4~v.

= v2(~∇× ~ω)−~j + ν ~∇n− ν∇2~l + ν2∇4~v.

= v2(~∇× ~ω)−~j + ν ~∇n− ν∇2~l. (3.40)

Notamos que na penúltima passagem, acima, desprezamos o último termo da equação
(3.40) por se tratar de uma correção de segunda ordem para a viscosidade. Conforme [9]
afirma, a equação (3.40) implica em duas correções à equação (3.27), no caso inv́ıscido. A
saber, uma diz respeito ao gradiente da carga turbulenta podendo ser interpretado como
uma correção viscosa ao vetor corrente turbulenta ~j. A outra envolve os gradientes espaciais
do vetor de Lamb e descrevem como tais gradientes afetam à evolução do mesmo através da
viscosidade. Marmanis chama a atenção para o sinal negativo em frente a estes termos, uma
vez que tais sinais serão determinantes na obtenção de uma equação de onda simples tanto
para a vorticidade, quanto para o vetor de Lamb.
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Assim, a DM fornece o seguinte conjunto de equações para um fluido incompresśıvel e
viscoso

~∇ · ~ω = 0, (3.41)

~∇ ·~l = n, (3.42)

~∇×~l = −∂~ω
∂t

+ ν∇2~ω, (3.43)

~∇× ~ω =
1

v2

[∂~l
∂t

+~j − ν ~∇n+ ν∇2~l
]
, (3.44)

que é um sistema de equações lineares e válido tanto escoamentos laminares, quanto turbu-
lentos. na qual evidencia os campos (do lado esquerdo das equações acima) e as “fontes”

(do lado direito - neste sentido, a taxa temporal de variação de ~l é vista como termo gerador
de ~ω e vice-versa). Observamos que não há fonte para o campo vorticidade. Ao passo que o
campo do vetor de Lamb apresenta uma fonte, a densidade de carga turbulenta. Notamos
também que um sinal negativo em seu “fluxo” ao passo que o outro apresenta sinal positivo.
Por fim, na última das quatro equações acima (3.44) aparece o termo 1/v2 que sugere-nos
uma equação de onda. Com tais evidências, torna-se natural averiguar a semelhança desses
campos com o eletromagnético.

3.1 Analogia entre as equações de Maxwel e as equações

da Dinâmica Metafluida

Para facilitar nossa tarefa, escreveremos as equações [3.41- 3.44], ao lado das equações
microscópicas de Maxwell

~∇ · ~ω = 0, ~∇ ·~b = 0, (3.45)

~∇ ·~l = n, ~∇ · ~e = 4πρ, (3.46)

~∇×~l = −∂~ω
∂t
, ~∇× ~e = −∂

~b

∂t
, (3.47)

~∇× ~ω =
1

v2

[∂~l
∂t

+~j
]
, ~∇×~b =

1

c2

[∂~e
∂t

+ 4π~i
]
, (3.48)

sendo ~b(~x, t) o campo magnético microscópico, ~e(~x, t) o campo elétrico microscópico, ρ(~x, t)
é a densidade de carga microscópica e~i(~x, t) é a densidade de corrente microscópica. Ou em
termos do potencial, temos

~ω = ~∇× ~v, ~b = ~∇× ~a, (3.49)

~l = −∂~v
∂t
− ~∇φ, ~e = −∂~a

∂t
− ~∇Ψ. (3.50)
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Aplicando o divergente à equação (3.48)

~∇× ~ω =
1

v2

[∂~l
∂t

+~j
]
,

~∇ ·
(
~∇× ~ω

)
= ~∇ ·

[ 1

v2

(∂~l
∂t

+~j
)]
,

0 =
1

v2

[∂(~∇ ·~l)
∂t

+ (~∇ ·~j)
]
,

∂(~∇ ·~l)
∂t

+ ~∇ ·~j = 0,

∂n

∂t
+ ~∇ ·~j = 0. (3.51)

Do eletromagnetismo temos

∂ρ

∂t
+ ~∇ ·~i = 0, (3.52)

ao compararmos (3.51) com (3.52) fica mais claro os nomes para n e ~j, respectivamente,
densidade de carga turbulenta e corrente turbulenta.

As equações de onda para ~ω e ~l são, respectivamente:

~∇× ~ω =
1

v2

[∂~l
∂t

+~j
]
,

~∇×
[
~∇× ~ω

]
=

1

v2

[∂(~∇×~l)
∂t

+ ~∇×~j
]
,

−∇2~ω =
1

v2

∂(~∇×~l)
∂t

,

∇2~ω =
1

v2

∂2~ω

∂t2
. (3.53)

~∇×~l = −∂~ω
∂t
,

~∇×
[
~∇×~l

]
= −~∇×

[∂~ω
∂t

]
,

~∇(~∇ ·~l)−∇2~l = −∂(~∇× ~ω)

∂t
,

~∇(~∇ ·~l)−∇2~l = − 1

v2

[∂~l
∂t

+~j
]
,

∇2~l =
1

v2

∂2~l

∂t2
. (3.54)

Portanto,

∇2~ω =
1

v2

∂2~ω

∂t2
, ∇2~b =

1

c2

∂2~b

∂t2
, (3.55)

∇2~l =
1

v2

∂2~l

∂t2
, ∇2~e =

1

c2

∂2~e

∂t2
. (3.56)
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As equações (3.55) e (3.56) são as equações de onda para os campos ~ω e ~l, e ao lado, suas
“correspondentes” equações no eletromagnetismo de Maxwell]. Tais equações evidenciam o
caráter ondulatório da dinâmica de fluidos, além do mais, sugerem uma analogia funcional
(sugerida primeiramente por [9])entre as seguintes grandezas :

~b⇔ ~ω; (3.57)

~e⇔ ~l; (3.58)

ρ⇔ n; (3.59)
~i⇔ ~j; (3.60)

(3.61)

Uma vez que o campo de Lamb e de vorticidade são definidos pelas equações abaixo

~∇ · ~ω = 0, (3.62)

~∇ ·~l = n, (3.63)

~∇×~l = −∂~ω
∂t

+ ν∇2~ω, (3.64)

~∇× ~ω =
1

v2

[∂~l
∂t

+~j − ν ~∇n+ ν∇2~l
]
, (3.65)

agora, estamos em condições de fazer as médias das quantidades envolvidas, e para isso
aplicaremos o método de filtragem desenvolvido por Russakoff [27]. Segundo tal método, a
média espacial de uma dada função A(~x, t) com respeito a uma função teste f(~x) é dada por

< A(~x, t) >=

∫
f(~x′)A(~x− ~x′, t)d3x′. (3.66)

Macroscopicamente, os campos de Lamb e vorticidade, são respectivamente,

~L =< ~l(~x, t) >, (3.67)

~W =< ~ω(~x, t) > . (3.68)

Em termos das grandezas acima, as equações [3.62 - 3.65] ficam

~∇ · ~W = 0, (3.69)

~∇ · ~L = N(~x, t), (3.70)

~∇× ~L = −∂
~W

∂t
+ ν∇2 ~W, (3.71)

~∇× ~W =
1

< v2 >

[∂~L
∂t

+ <~j(~x, t) > −ν < ~∇n(~x, t) > +ν∇2~L
]
. (3.72)

Nas equações acima [3.69 - 3.72], percebemos dois tipos de escoamentos, um denominado
“escoamento homogêneo, caso em que as fontes turbulentas são nulas - e outro denominado
“escoamento inomogêneo - caso nos quais as fontes turbulentas estão presentes. Outro de-
talhe é que a média dos termos-fontes são dados de entrada da equação e são determinados
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pela experimentação e/ou simulação numérica. A média espacial de uma função ~A(~x, t)dada
por (3.66) é na verdade uma integral de convolução. E pelo teorema da convolução, a trans-
formada de Fourier de uma convolução de duas funções absolutamente integráveis é igual ao
produto das transformadas de Fourier de cada função. Dito de outra maneira, a convolução
em um domı́nio é equivalente a uma multiplicação ponto a ponto no outro domı́nio. Este
teorema é verdadeiro, entretanto, a demonstração do mesmo foge ao escopo desta tese. Na
abordagem acima, assumiu-se também a seguinte aproximação: < v2~∇×~ω >=< v2 > ~∇×~ω.

3.2 Eqs. da Dinâmica de fluidos - fluidos compresśıveis

Recentemente, a analogia funcional entre as equações da eletrodinâmica clássica e a
dinâmica de fluidos tem sido usada para escrever as equações de movimento de um fluido
com a mesma estrutura que as equações de Maxwell do eletromagnetismo - dáı a expressão
“equações tipo-Maxwell da dinâmica dos fluidos”. Marmanis [9] descreveu o comportamento
dinâmico de quantidades de escoamento médio em escoamento de fluidos incompresśıveis
com alto número de Reynolds. Kambe [7] apresentou uma generalização de [9], porém,
tratando-se de um fluido compresśıvel.

Diferentemente do que fora realizado em [7], a nossa proposta é obter as equações tipo-
Maxwell considerando a viscosidade desde o prinćıpio e construir um sistema de equações
como funções do campo vorticidade (~ω) e campo de Lamb (~l = ~ω × ~v).
A equação de movimento para um fluido compresśıvel e não-viscoso é

∂~v

∂t
+ ~ω × ~v + ~∇

(v2

2

)
= −1

ρ
~∇p, (3.73)

onde v2/2 é a energia cinética, e esta equação é complementada pela equação da continuidade

∂ρ

∂t
+ ~∇(~vρ) = 0, (3.74)

e pela equação da entropia

∂s

∂t
+ ~v · ~∇s = 0. (caso entrópico) (3.75)

Da termodinâmica temos

−1

ρ
~∇p = −~∇h+ T ~∇s, (3.76)

onde ρ é a densidade do fluido, s é a entropia por unidade de massa,T é a temperatura, p
é a pressão e ~ω = ~∇ × ~v é a vorticidade. Assim, para levarmos em consideração os termos
viscoso, teremos que inseri-los via tensor das tensões, assim definido

τij = µeij + ξδijD, (3.77)

eij = ∂jui + ∂iuj −
2

3
δijD, (3.78)
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onde D ≡ ∂mum, e os coeficientes µ e ξ são denominados coeficientes de viscosidade (e ξ é
também conhecido como a segunda viscosidade). Dessa maneira, a Eq. (3.73) fica

∂~v

∂t
+ ~w × ~v + ~∇

(1

2
v2
)

= −~∇h+ ~κ, (3.79)

onde

~κ = T ~∇s+
1

ρ
~∇τ, (3.80)

h é a entalpia, s é a entropia e a eq.( 3.79) é a equação de Navier-Stokes para um fluido
compresśıvel e viscoso [11]. Ao fazermos uma análise dimensional da Eq. (3.80) notamos
que ~κ tem dimensão de aceleração.

[κ] =
[σ]

[ρ][L]
,

[κ] =
kg

m.s2

m3

kg

1

m
=

m3

m2s2
,

[κ] =
m

s2
. (3.81)

Agora, reescrevamos a equação de movimento

∂~v

∂t
+ ~w × ~v + ~∇

(1

2
v2
)

= −~∇h+ ~κ,

∂~v

∂t
+~l = −~∇

(
h+

1

2
v2
)

+ ~κ,

∂~v

∂t
+~l = −~∇Ω + ~κ,

~l = −∂~v
∂t
− ~∇Ω + ~κ, (3.82)

onde

Ω = h+
1

2
v2 (3.83)

é a energia total.
Em seguida, após calcularmos a divergência, o rotacional e a derivada do vetor Lamb,

vem que
~∇ ·~l = n+ ~∇ · ~κ, (3.84)

~∇×~l +
∂~ω

∂t
= ~∇× ~κ, (3.85)

∂~l

∂t
− v2~∇× ~ω = −~j +

∂~κ

∂t
. (3.86)

Para completar as equações básicas da dinâmica de fluidos, calculamos o divergente do
campo vorticidade

~∇ · ~ω = 0, (3.87)
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repare nas equações acima que ~j (que será definido posteriormente) e n, que é dado por

n = − ∂

∂t
~∇ · ~v −∇2Ω, (3.88)

em analogia, respectivamente, à densidade de corrente e carga elétrica, serão relacionados
com o termo “fonte”, sendo denominados, respectivamente por densidade de corrente turbu-
lenta e carga turbulenta. Nota-se que n é diretamente proporcional à variação temporal da
dilatação e à variação espacial da energia. Por outro lado, sabe-se que

~∇ ·~l = ~v · ~∇× ~ω − ~ω · ~ω

e a partir de [11] pode-se escrever que

n = ~v · ~∇× ~ω − ~ω × ~ω

o que significa que o termo fonte pode ser determinado apenas pela velocidade e vorticidade.
A partir da fórmula da aceleração de Lagrange [17] dada por

~̇v =
∂~v

∂t
+ ~ω × ~v + ~∇

(1

2
v2
)

=⇒ ~∇× ~̇v =
∂~ω

∂t
+ ~∇×~l,

a qual é análoga à Eq.(3.85), e como fora dito acima, ~κ é a aceleração. Na Eq. (3.84)
tem-se que as fontes do vetor de Lamb são a pressão, entalpia e o gradiente de velocidade.
Na Eq. (3.85) pode-se mostrar que a variação temporal da velocidade angular é igual ao
torque dado pela força de Coriolis, que é o vetor Lamb. A última equação representa a
conservação do fluxo vorticidade ao longo de um tubo de vorticidade. Analogamente ao
caso eletromagnético, pode-se dizer que isso significa a ausência de (fontes) monopolos de
vorticidade. Mais ainda, de volta a Eq.(3.85), no caso de um movimento com vorticidade

constante (∂~ω/∂t = 0) e um vetor de Lamb lamilar, ou seja, ~∇×~l = 0, tem-se com o uso da
Eq.(3.80) que

~∇T × ~∇s = −~∇1

ρ
× ~∇σ,

a qual é a condição para o segundo e terceiro teoremas da vorticidade de Helmholtz [17].
A novidade é que esta última equação é a condição para a preservação da circulação

do movimento independentemente de ~ω e ~l. Desta forma, o vetor de Lamb e a vorticidade
podem ser tomados como o Kernel da dinâmica turbulenta através dos campos velocidades
e vorticidade ou dos campos velocidade e pressão [9]. Assim, alguns termos que não podem

ser explicitamente escritos como uma função somente de ~ω ou ~l, serão tratados como um
termo de fonte. Dentro do termo relacionado com a viscosidade através do termo fonte nas
Eqs.(3.88) e

~j = ~vn+ ~∇× (~v · ~ω)~v + ~ω × ~∇(Ω + u2) + 2[(~ω × ~v) · ~∇]~v − (~ω × ~v)(~∇ · ~v), (3.89)

onde nota-se que os termos de fonte nas Eqs. (3.88) e (3.89), diferem daqueles termos

fontes dados em [9] graças à presença do termo ~∇·~v, uma vez que o fluido é compresśıvel. A
densidade de carga n, relacionada à vorticidade pode ser considerada como uma caracteŕıstica
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topológica do escoamento [18]. Uma importante observação pode ser feita sobre a presença do
termo ~κ na Eq. (3.84) e seu efeito nas equações tipo-Maxwell, as quais podem ser reescritas
como

~∇ ·
(
~l − ~κ

)
= n, (3.90)

~∇×
(
~l − ~κ

)
+
∂~ω

∂t
= 0, (3.91)

∂(~l − ~κ)

∂t
− u2~∇× ~ω = −~j (3.92)

~∇ · ~ω = 0. (3.93)

Pode-se ver que a presença do termo ~κ, em analogia com o eletromagnetismo de Maxwell,
mostra que ~κ atua como um vetor polarização para o vetor Lamb, tal como o vetor ~P para o
campo elétrico em eletrodinâmica clássica. Então, introduzindo-se um novo vetor de Lamb
~l′ = ~l− ~κ nas equações [3.90 - 3.93] e consequentemente, re-obteremos o mesmo conjunto de

equações [3.84 - 3.87] para os vetores ~l′ e ~ω [7]. O sistema de equações [3.90 - 3.93] apresenta
uma caracteŕıstica comum com as equações microscópicas de Maxwell em relação a campos
que variam extremamente rápidos no espaço e no tempo. Como em [9] para um fluido
incompresśıvel, usar-se-á o método de filtragem espacial, proposto por Russakoff [27] para
obter o comportamento dinâmico das quantidades médias do escoamento. Após a aplicação
de tal processo, tem-se que

~∇· < ~l′ >=< n >, (3.94)

~∇× < ~l′ > +
∂ < ~ω >

∂t
= 0, (3.95)

∂ < ~l′ >

∂t
− < v2 > ~∇× < ~ω >= − <~j > (3.96)

~∇· < ~ω >= 0, (3.97)

onde < v2 >= a2 é a velocidade quadrática média. Pode-se promover uma extensão desta
analogia, introduzindo os potenciais que, neste caso, correspondem ao campo de velocidade
média < ~v > (potencial vetor) e à função energia < Ω > (o potencial escalar). Como no
eletromagnetismo de Maxwell, às vezes é mais apropriado trabalhar com as equações que
envolvam apenas o potencial, com a finalidade de manter um número menor de equações de
segunda ordem, do que se trabalhar com um conjunto de equações diferenciais parciais de
primeira ordem [3.94 - 3.97]. Assim, a partir da Eq. (3.96) e usando a expressão em (3.84),
pode-se mostrar que a velocidade média obedece a seguinte equação de onda, vamos a prova.

Primeiro para a obtenção da equação de onda para < ~v >

∂ < ~l′ >

∂t
− < v2 > ~∇× < ~ω >= − <~j >,

∂

∂t

(
− ∂ < ~v >

∂t
− ~∇ < Ω >

)
− < v2 > ~∇× < ~ω >= − <~j >,

∇2 < ~v > − 1

a2

∂2 < ~v >

∂t2
− ~∇

[
~∇· < ~v > +

1

a2

∂ < Ω >

∂t

]
= −a−2 <~j >,

(3.98)
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procedimento análogo, nos levará a

∇2 < Ω > +
∂

∂t
~∇· < ~v >= − < n̂ >, (3.99)

para a função energia < Ω >. As Eqs.[3.98- 3.99] mostram, novamente, o caráter ondulatório
das equações da dinâmica de fluidos descritas pelas Eqs. [3.94 - 3.97]. Além disso, elas
nos permite fazer uma observação interessante sobre a diferença conceitual entre ambas as
teorias, a saber, o eletromagnetismo e as teorias de fluidos. As equações para os potenciais
eletromagnéticos ( ~A,Φ), os quais têm expressões análogas às equações matemáticas, podem
ser desacopladas através de uma escolha adequada para o potencial - chamado transformações
de calibre (ou de gauge)

~∇ · ~A = 0, (Calibre de Coulomb) (3.100)

e
~∇ · ~A+

1

c2

∂Φ

∂t
= 0, (Calibre de Lorentz) (3.101)

os quais não afetam a f́ısica do sistema. Na dinâmica de fluidos, essa liberdade não é sim-
plesmente uma escolha de calibre, ela tem implicações sobre a natureza f́ısica do escoamento.

A relação ~∇· < ~v >= 0 em dinâmica de fluidos, que é equivalente ao gauge de Coulomb,
não é um verdadeiro calibre, mas é uma escolha da incompressibilidade do escoamento. Do
mesmo modo, o gauge de Lorentz tem uma equação correspondente que liga a dinâmica dos
fluidos dada por

~∇· < ~v > +
1

a2

∂ < Ω >

∂t
= 0, (3.102)

e que está relacionada com um escoamento compresśıvel. De fato, observou-se que a “escolha
do gauge”, em dinâmica dos fluidos está diretamente relacionada com a hipótese feita sobre
a compressibilidade ou incompressibilidade do fluido [8].

3.3 A função de correlação

Um objeto matemático de grande importância na teoria estat́ıstica da dinâmica de fluidos
é a função de correlação de dois pontos do campo velocidade, assim definida

Rij(~r) ≡< vi(~x)vj(~x+ ~r) > (3.103)

para dois pontos separados por um vetor deslocamento ~r. Ambos os pressupostos: o da
estacionaridade e da homogeneidade permitem (como fora dito acima) estabelecer que esta
correlação independe do tempo, mas somente do vetor deslocamento ~r. As correlações do
espaço-tempo são fundamentais em dinâmica dos fluidos e tem uma ampla aplicação [19].
Ao longo dos anos, a ciência tem buscado entender como a energia cinética de um fluido
em escoamento turbulento é dividida durante o seu escoamento em certas escalas. A chave
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para esta questão encontra-se no estudo do espectro de energia do escoamento turbulento no
espaço de Fourier. A propósito, isso é realizado através da função de correlação da velocidade.

Nossa proposta é esclarecer a relação entre essa função e a densidade de corrente ~j. Para
alcançar nosso objetivo, há de se ponderar que tanto para fluidos incompresśıveis, quanto
compresśıveis tal relação não é algo trivial. Para elucidar essa afirmação, abordaremos um
fluido incompresśıvel e viscoso ( com alto número de Reynolds) sob um regime completamente
turbulento [20]. Neste caso, a equação de onda em (3.98) (sem o campo eletromagnético
acoplado) pode ser escrita como

∂2~v

∂t2
= a2∇2~v +~j − ~∇

(∂φ
∂t

)
+ ν2∇4~v, (3.104)

onde ν é a viscosidade cinemática, ~v =< ~v > e φ =< Ω >. Assim como na teoria eletro-
magnética, temos a liberdade em decompor ~j em sua parte longitudinal (irrotacional) ~jl e
sua parte transversal (solenoidal) ~jt, ou seja,

~j = ~jl +~jt, (3.105)

onde identificamos a componente transversal da densidade de corrente

~jl = ~∇∂φ
∂t

(3.106)

e a Eq.(3.104) pode ser reescrita como segue

∂2~v

∂t2
= a2∇2~v + ν2∇4~v +~jt, (3.107)

a qual é uma equação de onda com um termo de força exclusivamente expresso em termos
das fontes de turbulência. A equação de onda não-homogênea (3.107) tem uma solução do
tipo

~v(~x, t) =

∫
d4~xG(~x, t; ~x′, t)~jt(~x

′, t′) (3.108)

onde a função de Green em (3.108) satisfaz a equação não-homogênea(
a2∇2 + ν2∇4 − ∂2

∂t2

)
G(~x′, t; ~x, t) = δ(~x− ~x′)δ(t− t′). (3.109)

A equação de onda em (3.107) descreve ondas com a seguinte relação de dispersão [9],

ω = ak
(

1− ν2

2a2
k2
)
, (3.110)

onde, no limite superior para o valor do vetor de onda (~k) (kf : filtro de microescala) tem-se

ν2k2
f

a2
= O(Re

−1).
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Para fluidos com alto Re há uma lei linear para a relação de dispersão, a saber: ω(κ) = aκ.
Neste caso, o operador em (3.109) é o tipo D’Alembertiano com a função de Green usual,
assim como

G(~x, t; ~x, t′) =

{
1

4πa2
δ(t−t′− |~x−~x

′|
a

)

|~x−~x′| se (t > t′).

0 se (t < t′).
(3.111)

Agora, substituindo (3.111) em (3.108) e resolvendo a integração em t′ tem-se que

~v(~x, t) =

∫
d4~xG(~x, t; ~x′, t)~jt(~x

′, t′),

=

∫
d4~x

1

4πa2

δ(t− t′ − |~x−~x
′|

a
)

|~x− ~x′|
~jt(~x

′, t′),

=

∫
d3~x′

~jt(~x
′, t− |~x−~x

′|
a

)

|~x− ~x′|
, (3.112)

e com este resultado, pode-se escrever a função de correlação como

Rij(~r) = < vi(~x)vj(~x+ ~r) >=

∫ ~x+~r

~x

d3~y

∫ ~x+~r

~x

d3~z < fi(~y)fj(~z) >,

Rij(~r) =

∫ ~x+~r

~x

d3~y

∫ ~x+~r−~y

~x−~y
d3~ρ < fi(~y)fj(~y + ~ρ) >, (3.113)

onde definiu-se

~f(~x′; t) =
~jt(~x

′, t− |~x−~x
′|

a
)

|~x− ~x′|
. (3.114)

Percebemos na equação (3.113) que a função de correlação do campo de velocidade de-
pende tanto da função de correlação da densidade de corrente ~jt, quanto do vetor de deslo-
camento ~r. A densidade de corrente é uma variável de entrada e não pode ser determinada,
a priori, pela teoria, ela depende da observação e da geometria do escoamento.



Caṕıtulo 4

Formalismo Lagrangeano e
acoplamento mı́nimo

4.1 Lagrangeana de um fluido compresśıvel descarre-

gado

Arnold [14] mostrou que o escoamento de Euler pode ser apresentado como um forma-
lismo Hamiltoniano, o que acarreta em algumas consequências, tal como na possibilidade em
se introduzir métodos estat́ısticos no estudo de sistemas dinâmicos. Embora a Hamiltoniana
seja útil na construção de uma medida estat́ıstica, não é trivial o processo de obtenção da
mesma quando se trata de fluidos viscosos (haja vista que temos a existência de sistemas
vinculados). Entretanto, se forem consideradas as equações da dinâmica de fluidos, a ob-
tenção da Hamiltoniana torna-se uma tarefa posśıvel, como fora provado em [13]. Desde que
as estruturas das Eqs. [(3.94) - (3.97)] sejam as mesmas que as equações de DM, embora
tenha-se trabalhado com um fluido compresśıvel; podemos, similarmente, escrever abaixo a
densidade de Lagrangeana da teoria de um fluido compresśıvel. Por esta razão, iniciaremos
com

L =
1

2
(~l2 − a2~ω2) (4.1)

onde definir-se-á o vetor de Lamb médio ~l =< ~l >, como

~l = −∂~v
∂t
− ~∇φ+ ~κ, (4.2)

onde ~ω =< ~ω > e ~κ =< ~κ >. Escrita da maneira acima, a Lagrangeana dada em (4.1)
apresenta um tipo de dualidade, haja vista que a mesma é invariante sob a substituição
l→ iaω e aω → il.

L =
1

2
(~l2 − a2~ω2),

L =
1

2
[(iaω2)− (il)2)],

L =
1

2
[−a2ω2 + l2].

25
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A densidade de Lagrangeana pode ser reescrita em função do potencial

L =
1

2

(
− ∂~v

∂t
− ~∇φ+ ~κ

)2

− 1

2
a2(~∇× ~v)2, (4.3)

que (4.3) é a Lagrangeana de um fluido compresśıvel e inv́ıscido. Notamos que a equação
de Navier-Stokes pode ser obtida diretamente a partir do momento conjugado do campo de
velocidade

~π =
δL
δ~̇v

=
∂~v

∂t
+ ~∇φ− ~κ = −~l, (4.4)

quando ela é comparada com a equação (4.2). Desta maneira, a equação de Navier-Stokes
para o campo médio

∂~v

∂t
= ~l − ~∇φ− ~κ, (4.5)

onde ~l = ~ω × ~v.
Para tratarmos com fluidos compresśıveis viscosos, basta averiguar que as contribuições

da viscosidade e T ~∇s estão contempladas em ~κ. Mais ainda, a densidade de Lagrangeana
(4.3) dá o conjunto de equações do tipo Maxwell [3.84- 3.87] para o caso homogêneo (sem
fontes). Vamos explicitar isso, a começar pelo cálculo das equações de Euler-Lagrange em
relação a φ e ~v a partir da equação (4.4), respectivamente, pode-se escrever que

~∇ · (−~∇φ− ~̇v + ~k) = 0, (4.6)

e usando a equação (4.2), vê-se que
~∇ ·~l = 0. (4.7)

Para o campo de velocidade ~v, tem-se

∂

∂t
(−~∇φ− ~̇v + ~κ) = a2(~∇× ~∇× ~v), (4.8)

e a partir da Eq.(4.2) e usando a definição ~ω = ~∇×~v, a equação (4.8) pode ser escrita como

∂~l

∂t
= a2(~∇× ~ω) +

∂~κ

∂t
. (4.9)

As outras duas equações, (3.85) e (3.87), podem ser obtidas diretamente a partir das

definições de ~ω e ~l. Tomando a divergência de ~ω, pode-se obter a Eq.(3.87). Para obter a
Eq.(3.85), tem-se que tomar o rotacional da Eq.(4.2).

Agora, considera-se o caso onde as fontes estejam presentes. Desta vez, elas aparecem
dentro das equações de movimento e, como consequência, sua densidade de Lagrangeana
pode ser escrita como

L =
1

2

(
− ∂~v

∂t
− ~∇φ+ ~κ

)2

− 1

2
a2(~∇× ~v)2 + ~J · ~v −Nφ (4.10)

onde N =< n > e ~J =<~j >.
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Considerando o termo ~κ como um vetor de polarização para o vetor de Lamb, define-se

~l′ =< ~l − ~κ >= −∂~v
∂t
− ~∇φ, (4.11)

e pode-se reescrever a densidade de Lagrangeana (na ausência de fontes) como

L =
1

2

(
~l′

2
− a2~ω2

)
=

1

2

(
− ∂~v

∂t
− ~∇φ

)2

− 1

2
a2(~∇× ~v)2. (4.12)

Por esta razão, olhando para o vetor de Lamb definido em (4.11) e a vorticidade média

~ω = ~∇× ~v. (4.13)

Pela analogia que estamos a desenvolver façamos tal como fora feito para os campos
elétrico e magnético, a composição dos componentes de um tensor de segunda ordem, um
tensor intensidade (análogo ao tensor intensidade do eletromagnetismo). Porém, cujas com-

ponentes sejam ~l′ e ~ω. Neste contexto, o tensor intensidade, é definido por

T µν = ∂̃µUν − ∂̃νUµ, (4.14)

onde ∂̃µ = ( 1
a
∂
∂t
, ~∇) e o potencial quadri-vetor é

Uµ ≡ (φ, a~v). (4.15)

Os componentes não-nulos do T µν são

T 0i = l′
i

e T ij = aωk com i, j, k ćıclicos. (4.16)

Desta maneira pode-se ver que, comparado com o vetor de segunda ordem em (4.14), o
tensor de segunda ordem introduzido por Mahajan em [16] é uma extensão relativ́ıstica do
vetor de Lamb e da vorticidade dados em (4.16). Portanto, pode-se escrever (4.12) usando
T µν como

L = −1

4
T µνTµν , (4.17)

ou considerando a presença do termo de fonte, tem-se que

L = −1

4
T µνTµν −

1

a
JµU

µ, (4.18)

em que o quadri-vetor Jµ é definido como

Jµ ≡ (a N, ~J). (4.19)

As equações não-homogêneas do fluido compresśıvel (3.94) e (3.96), em termos de T µν

e a quadri-corrente Jµ, permitem que estas grandezas sejam relacionadas através de uma
expressão covariante

∂µT
µν =

1

a
Jν . (4.20)



28 CAPÍTULO 4. FORMALISMO LAGRANGEANO E ACOPLAMENTO MÍNIMO

Similarmente, as equações homogêneas Eqs. (3.95) e (3.97) podem ser escritas em termos
do tensor dual campo-intensidade como

∂µT µν = 0 (4.21)

onde T µν = 1
2
εµναβTαβ. De fato o tensor T µν é dado pela seguinte matriz

Tµν =


0 l′x

a

l′y
a

l′z
a

− l′x
a

0 ωz −ωy
− l′y

a
−ωz 0 ωx

− l′x
a

ωy −ωx 0

 (4.22)

e

T µν =


0 ωx ωy ωz

−ωx 0 − l′z
a

l′y
a

−ωy l′z
a

0 − l′x
a

−ωz −
l′y
a

l′x
a

0

 (4.23)

onde T µν é o tensor dual do tensor T µν . De (4.14) segue que

T µν = ∂µV ν − ∂νV µ,

T 01 = ∂0V 1 − ∂1V 0,

T 01 = −1

a

∂vx
∂t
− 1

a

∂φ

∂x
= +

l′x
a
, (4.24)

de maneira similar temos

T 02 = ∂0V 2 − ∂2V 0,

T 02 = −1

a

∂vy
∂t
− 1

a

∂φ

∂y
= +

l′y
a
, (4.25)

T 03 = ∂0V 3 − ∂3V 0,

T 03 = −1

a

∂vz
∂t
− 1

a

∂φ

∂z
= +

l′z
a
, (4.26)

T 10 = ∂1V 0 − ∂0V 1,

T 10 = −(∂0V 1 − ∂1V 0)

T 10 = −T 01 = − l
′
x

a
, (4.27)

T 12 = ∂1V 2 − ∂2V 1,

T 12 = ∂xvy − ∂yvx,
T 12 = (~∇× ~v)z = +ωz, (4.28)
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T 13 = ∂1V 3 − ∂3V 1,

T 13 = ∂xvz − ∂zvx,
T 13 = −(~∇× ~v)y = −ωy, (4.29)

T 20 = ∂2V 0 − ∂0V 2,

T 20 = −(∂0V 2 − ∂2V 0)

T 20 = −T 02 = −
l′y
a
, (4.30)

T 21 = ∂2V 1 − ∂1V 2,

T 21 = −(∂1V 2 − ∂2V 1)

T 21 = −T 12 = −ωz, (4.31)

T 23 = ∂2V 3 − ∂3V 2,

T 23 = ∂yvz − ∂zvy,
T 23 = (~∇× ~v)x = +ωx, (4.32)

T 30 = ∂3V 0 − ∂0V 3,

T 30 = −(∂0V 3 − ∂3V 0)

T 30 = −T 03 = − l
′
z

a
, (4.33)

T 31 = ∂3V 1 − ∂1V 3,

T 31 = −(∂1V 3 − ∂3V 1)

T 31 = −T 13 = ωy, (4.34)

T 32 = ∂3V 2 − ∂2V 3,

T 32 = −(∂2V 3 − ∂3V 2)

T 32 = −T 23 = −ωx. (4.35)

De (4.24) temos para ν = 0

∂0T
00 + ∂1T

10 + ∂2T
20 + ∂3T

30 =
1

a
J0,

∂xl
′
x + ∂yl

′
y + ∂zl

′
z =

1

a
(aN),

~∇ · ~l′ = N. (4.36)
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Para ν = 1 temos

∂0T
10 + ∂1T

11 + ∂2T
12 + ∂3T

13 =
1

a
J1,

−1

a

∂T 10

∂t
+
∂T 12

∂y
+
∂T 13

∂z
=

1

a
Jx,

−1

a

∂l′x
∂t

+ a
∂(~∇× ~v)z

∂y
+ a

∂(~∇× ~v)y
∂z

=
1

a
Jx,

−∂l
′
x

∂t
+ a2(∂yωz − ∂zωy) = Jx,

∂l′x
∂t
− a2(~∇× ~ω)x = −Jx, (4.37)

analogamente, para ν = 2 e ν = 3 temos que

∂l′y
∂t
− a2(~∇× ~ω)y = −Jy, (4.38)

∂l′z
∂t
− a2(~∇× ~ω)z = −Jz, (4.39)

logo, chegamos a

∂~l′

∂t
− a2(~∇× ~ω) = − ~J. (4.40)

As outras duas equações para a vorticidade podem ser obtidas via tensor dual T µν e da
equação

∂T µν

∂xν
= 0, (4.41)

para µ = 0

∂T 0ν

∂xν
= 0,

∂T 00

∂x0
+
∂T 01

∂x1
+
∂T 02

∂x2
+
∂T 03

∂x3
= 0,

−
(∂ωx
∂x

+
∂ωy
∂y

+
∂ωz
∂z

)
= 0,

~∇ · ~ω = 0. (4.42)

Para µ = 1

∂T 0ν

∂xν
= 0,

∂T 10

∂x0
+
∂T 11

∂x1
+
∂T 12

∂x2
+
∂G13

∂x3
= 0,

−1

a

∂(ωx)

∂t
+

1

a

∂l′z
∂y
− 1

a

∂l′y
∂z

= 0,

−∂ωx
∂t

+ (~∇× ~l′)x = 0,

∂ωx
∂t

= −(~∇× ~l′)x. (4.43)
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Procedimento análogo, fornece-nos para µ = 2 e µ = 3, respectivamente,

∂ωy
∂t

= −(~∇× ~l′)y. (4.44)

∂ωz
∂t

= −(~∇× ~l′)z. (4.45)

Ou ainda, em notação vetorial

∂~ω

∂t
= −~∇× ~l′. (4.46)

A equação (4.3) representa a densidade de Lagrangeana para um fluido

∂

∂t

( ∂L
∂(∂tφ)

)
+ ∂j

∂L
∂(∂jφ)

+ ∂jk
∂L

∂(∂jkφ)
− ∂L
∂φ

= 0, (4.47)

∂

∂t

( ∂L
∂(∂tvk)

)
+ ∂j

∂L
∂(∂jvk)

+ ∂ij
∂L

∂(∂ijvk)
− ∂L
∂vk

= 0. (4.48)

Ao levarmos em consideração que

∂L
∂(∂tφ)

= 0, (4.49)

∂L
∂(∂jkφ)

= 0, (4.50)

∂L
∂φ

= 0, (4.51)

∂L
∂(∂jkφ)

= −(−∂iφ− vi + ki) = −liδij. (4.52)

A equação (4.47) fornece

∂j(−li)δij = 0,

−∂jliδij = 0,

∂ili = 0,
~∇ ·~l = 0. (4.53)

Também temos que

∂L
∂(∂tv)

= −(−∂iφ− v̇i + ki) = −li, (4.54)

∂L
∂(∂jvk)

= −a2εlji(~∇× ~v)i, (4.55)

∂ij
∂L

∂(∂ijvi)
= 0, (4.56)

∂L
∂vi

= 0. (4.57)
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Desta maneira, (4.48) fica

−∂tli + a2εlji∂j(~∇× ~v)i = 0,

−∂
~l

∂t
= −a2~∇× (~∇× ~v),

∂~l

∂t
= a2~∇× ~ω. (4.58)

Definiremos a densidade de Lagrangeana de interação Lint

Lint = ~J · ~v −Nφ− ν(~v · ~∇N), (4.59)

e através dela introduziremos os termos com fontes. Na verdade, basta acrescentar a La-
grangeana de interação à (4.3)

L =
1

2

(
− ∂~v

∂t
− ~∇φ+ ~κ

)2

− 1

2
a2(~∇× ~v)2 + ~J · ~v −Nφ− ν(~v · ~∇N). (4.60)

O cálculo do momentum conjugado ~π fornece-nos a equação de Navier-Stokes e as equações
de movimento para φ e ~v nos fornecem, respectivamente,

~∇ · ~l′ = N, (4.61)

∂~l′

∂t
= a2~∇× ~ω + ~k − ~J + ν ~∇N. (4.62)

Observemos que isso se deu pois

∂L
∂vi

= ~J − ν ~∇N, (4.63)

em (4.48), graças a (4.60). Outro detalhe encontra-se no fato de, na hipótese de termos
um fluido incompresśıvel, mesmo assim a contribuição desse termo oriundo da densidade de
Lagrangeana de interação ser não-nulo. Uma vez que as fontes estejam presentes.

4.2 Obtenção da Hamiltoniana

Vamos primeiro calcular o momento conjugado

~π =
∂L
∂v̇

= −(−~∇φ− ~̇v + ~k) = −~l. (4.64)

A Hamiltoniana é definida por

H =

∫
d3~x(~π · ~̇v − L), (4.65)

mas,
~̇v = ~π − ~∇φ+ ~κ, (4.66)
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logo
~π · ~̇v = ~π2 − ~π · ~∇φ+ ~π · ~κ. (4.67)

Assim, a Hamiltoniana ( para um fluido compresśıvel e com termos de fonte)fica

H =
1

2
~π2 − ~π · ~∇φ+ ~π · ~κ+

1

2
a2(~∇× ~v)2 − ~J · ~v +Nφ+ ν~v · ~∇N. (4.68)

As equações de movimento para (4.68) são

∂~v

∂t
=
∂H
∂~π

= ~π − ~∇φ+ ~κ, (4.69)

−∂~π
∂t

=
∂H
∂~v

= ν∇2~π + a2~∇× (~∇× ~v) + ν ~∇N − ~J. (4.70)

Entretanto, temos que garantir que a natureza f́ısica do problema não tenha mudado,
embora a maneira de descrevê-lo o tenha. Iniciemos por escrever a Hamiltoniana para um
fluido tipo Maxwell

Hc =
1

2
~π2 − ~π · ~∇Ω +

1

2
a2

0(~∇× ~v)2. (4.71)

A Lagrangeana pode ser escrita da seguinte forma

L =
1

2
~v2 − 1

2
(~∇Ω)2 + ~̇v · ~∇Ω− 1

2
a2

0(~∇× ~v)2, (4.72)

onde seus respectivos momentos conjugados são:

πΩ
0 = 0, πvi = v̇i + ∂iΩ (4.73)

e φ1 ≡ πΩ
0 ≈ 0 é um v́ınculo primário no formalismo de Dirac. A partir daqui,a condição de

consistência para φ1 é dada por

φ̇1 = {φ1,HT } = 0, (4.74)

onde
HT = Hc + λ1φ1 (4.75)

sendo λ1 um multiplicador de Lagrange. Portanto, nós temos que

φ2 = φ̇1 ≡ ~∇ · ~π, (4.76)

onde φ1 e φ2 são v́ınculos de primeira classe. A contagem dos graus de liberdade segue a
fórmula

2G = 2N − C2 − 2C1, (4.77)

onde G é o número de graus de liberdade, N é o número de variáveis, C2 é o número de
v́ınculos de segunda-classe e C1 é o número de v́ınculos de primeira classe. Nesses termos, o
nosso sistema acima tem 2 graus de liberdade.

A fim de comparar este resultado com a formulação padrão para um fluido compresśıvel
o qual é representado pela Hamiltoniana dada por [1]

Hc =
1

2
ρ~v2 − V (ρ), (4.78)



34 CAPÍTULO 4. FORMALISMO LAGRANGEANO E ACOPLAMENTO MÍNIMO

neste caso, a descrição Lagrangena correspondente é posśıvel após a parametrização da ve-
locidade

~v = ~∇θ + α~∇β, (4.79)

conhecida por parametrização de Clebsch (ou decomposição) e (α, β) são os potenciais Gaus-
sianos. Assim, a Lagrangeana fica:

L = −ρ(θ̇ + αβ̇)− ρ

2
(~∇θ + α~∇β)2 + V (ρ). (4.80)

Agora o espaço de fase é dado por (ρ, θ, α, β) e os momenta conjugados são dados por

πρ = 0, πα = 0, πβ = −ρα, πθ = −ρ, (4.81)

os quais são v́ınculos de segunda classe [fato que pode ser visto após alguns cálculos]. E a
Hamiltoniana total fica

HT = Hc + λ1πρ + λ2(πθ + ρ) + λ3(πβ + ρα) + λ4πα, (4.82)

e a evolução temporal dos v́ınculos em (4.81) são dados por

χ1 = πρ, χ2 = πθ + ρ, χ3 = πρ + ρα, χ4 = πα. (4.83)

Usando a equação (4.77), temos N = 4, C1 = 0, C2 = 4 o que resulta em G = 2. Portanto,
temos apenas dois graus de liberdade, o mesmo valor apresentado pela nossa descrição para
o fluido compresśıvel. O que equivale a dizer que mudamos a maneira de descrever o nosso
problema, porém, não mudamos a natureza f́ısica do mesmo.

4.3 A generalização não-Abeliana

Aqui vamos fazer uma generalização não-Abeliana (NA) para os fluidos compresśıveis.
Uma das vantagens mais fascinantes em se ter uma versão NA para tais fluidos encontra-se
no fato de que na Teoria não-Abeliana estão presentes termos não-lineares nas equações de
campos clássicos. E por conseguinte, o campo de calibre pode apresentar um comporta-
mento caótico, mesmo na ausência de fontes. Para maior compreensão dos cálculos abaixo,
sugerimos a leitura prévia do Apêndice. Em 2006, Bambah e colaboradores [25] fizeram uma
generalização NA do trabalho de Mahajan (2003) [16], visando a aplicação ao formalismo
para QGP. Nossa motivação encontra-se na seguinte questão: será que existe uma genera-
lização “análoga” àquela feita em [25] para um fluido? Caso a resposta seja afirmativa, os
campos de Lamb e vorticidade exerceriam quais papeis?

Para respondermos essas indagações, consideraremos Qa a cor clássica da carga de uma
part́ıcula definiremos a álgebra de Lie a qual é definida com os objetos da álgebra de Lie
anti-Hermitiana com base T a

[T a, T b] = fabcT c

tr(T aT b) = −1

2
δab, (4.84)
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o qual permite definir a velocidade do fluido como

~u = ~uaT a (4.85)

e a vorticidade como ~ω = ~ωaT a onde

~ωa = ~∇× ~ua (4.86)

e o vetor de Lamb é ~l = ~laT a em que

~l′
a

= ωb × uc. (4.87)

Daqui pode-se reescrever a Lagrangeana na Eq.(4.12) como

L =
1

2
(~l′

2

a − a2~ω2
a) =

1

2

(
− ∂~va

∂t
− ~∇φa

)2

− 1

2
a2(~∇× ~va)2, (4.88)

onde ~ωa = Qa~ω e ~la = Qa
~l. O tensor intensidade na equação (4.14) pode ser escrito na forma

NA como
T aµν = ∂̃µU

a
ν − ∂̃νUa

µ − ig[Uµ, Uν ]
a (4.89)

onde [Uµ, Uν ]
a = fabcU

b
µU

c
ν e g é a carga de calibre. O quadri-vetor potencial NA é dada por

Uµ
a = QaU

µ, (4.90)

onde T 0ia = l′ia e T ija = aωka onde i, j, k = ćıclicas, e a Lagrangeana para o campo NA na
Eq.(4.17)

L = −1

4
T µνa T aµν (4.91)

e, considerando o termo de fonte tem-se que

L = −1

4
T µνa T aµν −

1

a
JaµU

µa (4.92)

onde Jµ = (Na, a ~Ja); Na = Qa < u > e Jµa = Qa < jµa >. O processo de “não-abelianização”
das equações (4.20) e (4.21) é direto. E de maneira similar, pode-se fazer a não-abelianização
para o caso de um fluido carregado.

Por ora, temos desenvolvido uma generalização NA para obter um sistema de fluido NA
análogo ao conhecido fluido de Yang-Mills.



Caṕıtulo 5

Análise da interação eletromagnética

Vamos considerar agora o caso onde o fluido descrito pelas equações [3.1 - 3.3] é um
fluido carregado, de carga εα, sendo que cada espécie é caracterizada pelo ı́ndice α. Além do
que, ele pode ser descrito por um conjunto de equações lineares tipo-Maxwell para o campo
médio, tal como

~∇ ·~l′α = Nα, (5.1)

~∇×~l′α +
∂~ωα
∂t

= 0, (5.2)

∂~l′α
∂t
− a2~∇× ~ωα = − ~Jα (5.3)

~∇ · ~ωα = 0, (5.4)

onde ~l′α =< ~lα − ~κα > é analogamente para as Eqs.[3.94 -3.97], as quais podem ser obtidas
a partir da densidade de Lagrangeana para cada espécie dada por

L =
1

2
(~l′

2

α − a2
α~ω

2
α), (5.5)

onde a2
α =< ~v2

α >. Em trabalhos recentes ([8] e [16]) apresentaram uma extensão da analogia
entre dinâmica dos fluidos e eletrodinâmica clássica por considerar um plasma multifluido
usando diferentes abordagens. De qualquer forma, em qualquer caso tem-se como ponto de
partida as equações de movimento. Propõe-se aqui, o tratamento do fluido considerando-o
imerso no campo eletromagnético e a interação entre eles a partir da densidade de Lagrange-
ana dada em (5.5) Considera-se o campo de Lamb (~l′α) e o campo de vorticidade (~ωα) pela
definição do acoplamento com o campo eletromagnético tal como

~l′α =⇒ ~̂lα = ~l′α + g ~E (5.6)

e

~ωα =⇒ ~̂ωα = ~ωα + b ~B, (5.7)

36
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onde g e b são as constantes de acoplamento que serão calculadas posteriormente. Usando
equações (5.6) e (5.7), pode-se escrever a nova densidade de Lagrangeana L′

L′ =
1

2
(~̂l2α − a2

α~ω
2
α)

L′ =
1

2
(~l′α + g ~E)2 − 1

2
a2
α(~ωα + b ~B)2

L′ =
1

2
(−∂~vα

∂t
− ~∇φα + ~κ+ g ~E)2 − 1

2
a2
α(~∇× ~vα + b ~B)2, (5.8)

a qual é a densidade de Lagrangeana do fluido carregado imerso em um campo eletro-
magnético onde o termo ~κα carrega as contribuições devido à viscosidade e as caracteŕısticas
estat́ısticas T ~∇s dos fluidos. O momento conjugado associado à velocidade é calculado
como

~π′α =
δL′

δ~̇vα
=
∂~vα
∂t

+ ~∇φα − ~κα − g ~E = −~̂lα (5.9)

ou
∂~vα
∂t

+ ~∇φα − ~κα − g ~E = −~̂ωα × ~vα. (5.10)

Usando a relação (5.7), finalmente tem-se que

∂~vα
∂t

+ ~ωα × ~vα = −~∇φα + ~κα + g ~E + b(~vα × ~B). (5.11)

Ao comparar-se a equação acima com a equação para o momento para um fluido carregado
imerso no campo eletromagnético [8], vê-se que os últimos dois termos do lado direito da
equação (5.11) é a força de Lorentz. Portanto, as constantes de acoplamento g e b são ambas
iguais e dadas por

g = b =
εα
mα

, (5.12)

onde εα é a carga e mα é a massa da carga. Então, a equação de Navier-Stokes pode ser
escrita como

∂~vα
∂t

+ ~ωα × ~vα = −~∇φα +
εα
mα

[
~E + ~vα × ~B

]
+ ~κα, (5.13)

o qual é um resultado muito interessante, pois, tem-se que uma densidade de Lagrangeana
que descreve um fluido compresśıvel e carregado em uma representação muito geral. Usando
o potencial vetor ( ~A) e o potencial escalar (Φ) do campo eletromagnético em (5.8) pode-se
reescrever a Lagrangeana como segue

L′ = 1

2

[
− ∂~vα

∂t
− ~∇φα + ~κα +

εα
mα

(
− ∂ ~A

∂t
− ~∇Φ

)]2

− 1

2
a2
α

(
~∇× ~vα +

εα
mα

~∇× ~A
)2

, (5.14)

a qual pode ser escrita como

L′ = 1

2

(
− ∂~̂vα

∂t
− ~∇φ̂α + ~κα

)2

− 1

2
a2
α

(
~∇× ~̂vα

)2

, (5.15)

onde

~̂vα = ~vα +
εα
mα

~A, e φ̂α = φα +
εα
mα

~Φ. (5.16)
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Nota-se que a Lagrangeana na equação (5.15) tem a mesma estrutura que a Lagrangeana
em (4.12) onde o campo eletromagnético é zero. Entretanto, pode ser visto que o acopla-
mento introduz algumas modificações às equações do tipo-Maxwell da dinâmica dos fluidos
carregados mostradas em [5.1 - 5.4]. Usando as Eqs. (5.6) e (5.7) tem-se que

~̂lα = −∂~vα
∂t
− ~∇φ̂α + ~κα (5.17)

e
~̂ωα = ~∇× ~̂vα. (5.18)

Aplica-se o divergente, o rotacional, e a derivada temporal ao vetor de Lamb na Eq.(5.17)
e finalmente o divergente da vorticidade, obtém-se

~∇ · ~̂lα = N̂α +
εα
mα

1

ε0
ρel + ~∇ · ~κα, (5.19)

e usando ambos a lei de Ampere e

N̂α = − ∂

∂t
~∇ · ~̂vα −∇2φ̂α, (5.20)

tem-se que

~∇× l̂α +
∂ω̂α
∂t

= ~∇× ~κα. (5.21)

Substituindo a Eq. (5.21) na derivada temporal do vetor de Lamb, de tal forma que se
pode escrever

∂~̂lα
∂t

=
∂~̂ωα
∂t
× ~̂vα + ~̂ωα ×

∂~̂vα
∂t

,

∂~̂lα
∂t

= (~∇× ~̂lα)× ~̂vα + ~̂ωα ×
∂~̂vα
∂t

, (5.22)

e depois de alguns cálculos vê-se que

∂~̂lα
∂t
− a2

α∇× ~̂ωα = − ~̂Jα +
∂~κα
∂t

, (5.23)

onde a nova equação para a densidade de corrente é dada por

~̂Jα =
(
N̂α +

εα
mα

1

ε0
ρel + ~∇ · ~κα

)
~̂vα + 2~̂lα · ~∇~̂vα − ~̂lα(~∇ · ~̂vα) + ~̂lα × ~̂ωα − ~̂ωα ×

∂~̂vα
∂t

. (5.24)

Finalmente, substituindo o divergente da vorticidade na Eq. (5.18) obtem-se a última
equação

~∇ · ~̂ωα = 0. (5.25)

Para resumir, tem-se um conjunto de equações dado por

~∇ · ~̂lα = N̂α +
εα
mα

1

ε0
ρel + ~∇ · ~̂κα, (5.26)
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~∇× ~̂lα +
∂~̂ωα
∂t

= ~∇× ~̂κα, (5.27)

∂~̂lα
∂t
− a2

α
~∇× ~̂ωα = − ~̂Jα +

∂~̂κα
∂t

, (5.28)

~∇ · ~̂ωα = 0. (5.29)

Da mesma forma como em (4.14), pode-se introduzir um tensor de segunda ordem
levando-se em conta o acoplamento com campo eletromagnético, dado por

Gµν
α = T µνα +

εα
mα

F µν , (5.30)

onde
T µνα = ∂̃µUν

α − ∂̃νUµ
α , (5.31)

e
Uµν
α = (φ̂α, a~̂vα), (5.32)

e onde F µν é o tensor de segunda ordem do campo eletromagnético. A densidade de Lagran-
geana (4.18) pode ser reescrita como

L′ = −1

4
Gµν
α G(α)µν −

1

a
JµαU(α)µ, (5.33)

onde Jµα = (N̂α, a ~̂Jα), a quadri-corrente carrega consigo os termos de fonte N̂α e Ĵα.
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Conclusões

Em [9], o autor desenvolveu um formalismo tipo-Maxwell análogo para um fluido incom-
presśıvel sem considerar termos dissipativos. Nesta tese, acreditamos que fora dado um passo
à frente nesta questão, uma vez que foi realizado um modelo com equações tipo-Maxwell para
um fluido compresśıvel com termos dissipativos, desde os primeiros prinćıpios.

A fim de apresentar o formalismo de uma forma completa, constrúımos uma Lagrangeana
para o fluido compresśıvel e, em seguida, fizemos uma generalização NA para o mesmo.
Também foi levada em consideração a Lagrangeana para um fluido compresśıvel carregado.

Verificamos que o espaço de configuração para ambos os fluidos compresśıveis (carregado
ou não) é formado pelos campos de Lamb e vorticidade. Os quais podem ser organizados
como componentes de um tensor de intensidade de campo e assim, a analogia com a Lagran-
geana de Maxwell é direta. Além disso, a fim de analisar as aplicações deste eletromagne-
tismo de fluido em QGP, realizou-se uma versão NA do fluido compresśıvel descarregado. O
mesmo procedimento para um fluido carregado pode ser obtido, como já fora visto. Como
uma perspectiva óbvia. Pode-se usar alguma análise das teorias de Yang-Mills para atacar o
problema QGP. Além disso, também pode-se considerar outras analogias para formalismos
eletromagnéticos alternativos como Podolsky (Lee-Wick) e outros.
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Apêndice A

Fluidos não-Abelianos

A principal motivação para se investigar fluidos não-Abelianos (NA) encontra-se no cres-
cente interesse na dinâmica de plasmas NA a elevad́ıssimas temperatura e densidade. Outras
análises podem ser realizadas em relação aos plasmas NA relativ́ısticos em condições cos-
mológicas e astrof́ısicas extremas. Como exemplos, citam-se

a) o plasma eletro-fraco no universo recente.

b) a f́ısica das explosões que ocorrem em supernovas.

c) a f́ısica das densas estrelas de neutrons.

Portanto, faz-se necessária a obtenção de uma descrição teórica de um cenário quantita-
tivo para plasmas NA tanto dentro, quanto fora do equiĺıbrio. Considerando, por exemplo,
o QGP, a equação cinemática para uma part́ıcula pode ser escrita como

P µ
[ ∂

∂Xµ
+ gQaF

a
µν

∂

∂Pν
+ gfabcA

b
µQc

∂

∂Qc

]
f(X,P,Q) = C(t) (A.1)

onde f(X,P,Q) é a função distribuição para uma part́ıcula; C é o termo integral de colisão,
o qual considera o espalhamento da part́ıcula; Abµ e F a

µν são, respectivamente, o quadri-
potencial e o campo para a teoria não Abeliana, a qual conta com um grupo de calibre cuja
constante de estrutura é fabc; e Qa é cor clássica da carga da part́ıcula. O caso no qual C = 0
implica em plasma não-interagente (sem colisões) e a equação de Boltzman (é a equação para
uma função distribuição para part́ıculas isoladas que obedecem as equações clássicas básicas
do movimento para part́ıculas não-Abelianas, denominada, equação de Wong e dada por

m
dXµ

dτ
= P µ, (A.2)

m
dPµ
dτ

= gQaF
a
µνP

ν , (A.3)

m
dQa

dτ
= −gfabcP µAbµQ

c, (A.4)

onde os graus de liberdade da propriedade cor variam de a = 1 até N2 − 1 para um grupo
de calibre SU(N) e τ é o tempo próprio da part́ıcula. Em uma análise microscópica, as
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trajetórias no espaço de fase são conhecidas exatamente. As equações de Wong dão as
trajetórias x(τ), p(τ) e Q(τ) para cada part́ıcula, ou seja, elas são as equações clássicas do
movimento. Nota-se, também, que as cargas NA estão sujeitas à evolução dinâmica. Vê-se
que as equações (A.4) podem ser reescritas como DτQa = 0, onde Dτ = dxµ

dτ
Dµ é a derivada

covariante na linha de mundo, e

Dac
µ [A] = ∂µδ

ac + gfabcAbµ (A.5)

é sua representação adjunta. Além disso, a equação de Boltzmann é invariante sob trans-
formações de calibre (gauge), ou seja, se f(X,P,Q) é a solução de (A.1), então, f(X,P, U−1QU)
também é uma solução. Em virtude das equações para um fluido Abeliano terem um amplo
regime de validade, pode-se considerar uma derivação da mecânica dos fluidos NA, a qual
compreenda os graus de liberdade NA, com acoplamento a um campo de calibre NA, etc.,
tudo válido para sistemas não dilúıdos, não perturbativos e densos. Os tensores campo F a

µν

e energia-momento (dos campos de gauge) são escritos-respectivamente- como

F a
µν [A] = ∂µA

a
ν − ∂νAaµ + gfabcAbνA

c
µ (A.6)

Θµν [A] = 1/4gµνF a
ρσF

ρσ
a + F µρ

a F aν
ρ (A.7)

mais uma vez fabc são as constantes de estrutura de SU(N) e está a se trabalhar com
unidades naturais. As constantes de estrutura anti-simétricas fabc resultam do comutador
[λa, λb] = 2ifabcλc onde λa são as matrizes de Gell-Mann. A partir de (A.4), vê-se que as
cargas NA têm, também, uma evolução dinâmica. Com as soluções das equações de Wong,
pode-se construir a “corrente de cor” para as part́ıculas dadas por

jµa (x) = g

∫
dτ
dxµ

dτ
Qa(τ)δ(4)[x− x]

= g

∫
dτ
pµ

m
Qa(τ)δ(4)[x− x] (A.8)

e usam-se (A.2) e (A.3) para escrever

mẍµ(τ) = gQaF µν
a (x(τ))ẋν(τ) (A.9)

onde os pontos denotam as derivadas com respeito a τ . Com o uso das equações de Wong
encontra-se que Dµj

µ = 0, ou seja, a corrente é conservada. O tensor energia-momentum
das part́ıculas é dado por

T µνpart.(x) =

∫
dτ
dxµ

dτ
pν(τ)δ(4)[x− x(τ)] (A.10)

e as equações de Yang-Mills são
DµF

µν(x) = Jν(x) (A.11)

o qual tem o termo fonte como

Jν(x) =
∑

particles

jν(x) (A.12)
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para a soma de todas as part́ıculas. O tensor energia-momentum do campo de Yang-Mills
(cor) é dado por

T µνYM = F µρ
a F aν

ρ +
1

4
gµνF 2, (A.13)

onde F 2 = F µνaF a
µν [o que é idêntico a eq. (A.7)]. Consequentemente, tem-se a lei de

conservação
∂µ[T µνpart.(x) + T µνYM(x)] = 0 (A.14)

onde o divergente ∂µT
µν
YM é dado por

∂µT
µν
YM = gjaµF

µν
a (A.15)

nota-se que foi usado(
DµF

µν
)
a
(x) = ∂µF

µν
a (x) + gfabcA

b
µ(x)F µνc(x) = gjµa (x) (A.16)

sendo jµa (x) é a corrente de cor das part́ıculas dadas pela equação (A.8). Portanto, tomando-
se por base as equações (A.8) e (A.14) pode-se escrever que∫

dτ
dxµ

dτ
Qa(τ)δ(4)[x− x(τ)] = 0 (A.17)

a qual é especificamente válido somente na aproximação de campo clássico para o setor
de cor. As leis de conservação (A.8) e (A.14) podem ser usadas como padrão para uma
análise macroscópica da dinâmica de fluidos para o plasma de quarks e glúons. No entanto,
é importante salientar que o fluxo (no espaço-tempo) das variáveis macroscópicas (energia
e densidade de momentum), densidade de entropia, a temperatura, etc, as quais regulam a
estrutura geral do tempo de vida e evolução do plasma. Nesse conjunto de leis de conservação
pode-se notar que é mostrado o acoplamento do fluido-quark colorido ao campo de cor NA,
que é diferente daquela dinâmica de fluido padrão, ela é a tão conhecida cromohidrodinâmica,
que é a extensão de f́ısica de plasmas.
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