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Resumo

Na primeira parte deste trabalho, nds obtemos o potencial efetivo para um campo
escalar no espago-tempo curvo, usando dois tipos de regularizacao cut-off covariante. O
primeiro deles é baseado na representacao de momento local e coordenandas normais
de Riemann, enquanto que o segundo ¢ baseado na representacao de tempo proprio de
Fock-Scwinger-DeWitt. Noés mostramos, para o exemplo de um campo escalar com auto
interagao, que ambos os métodos produzem resultados iguais para as divergéncias. No
entanto, o primeiro método fornece informacoes mais detalhadas com respeito a parte
finita. Além disso, nés calculamos também a contribuicao, a um loop, de um férmion
massivo. Finalmente, discutimos as equacoes do grupo de renormaliza¢ao, bem como sua
aplicagao para teorias de multi-massa.

Na segunda parte deste trabalho, usamos a equacao para o potencial efetivo previa-
mente obtida e estudamos o tensor energia-momento renormalizado de vacuo. Embora
este tensor tenha sido profundamente estudado pela comunidade cientifica por décadas,
notava-se a presenca de alguns aspectos duvidosos. Realizamos um estudo sobre a imple-
mentagao do momento cut-off de maneira covariante. Uma parte qualitativamente nova é o
calculo do tensor energia-momento, no caso da quebra espontanea de simetria. Apesar da
complexidade do assunto, mostramos que o resultado final satisfaz as leis de conservacao

e isso permite controlar bem o resultado final.

Palavras chave: Potencial efetivo; Coordenadas normais; Espaco curvo; Grupo de re-
normalizacao; Esquema de renormalizacao.

Areas do conhecimento : Teoria Quantica de Campos em espago-tempo curvo; Gra-

vitacao.



Abstract

In the fist part of this work, we consider derivation of the effective potential for a sca-
lar field in curved space-time within the physical regularization scheme, using two sorts of
covariant cut-off regularizations. The first one is based on the local momentum representa-
tion and Riemann normal coordinates and the second is operatorial regularization, based
on the Fock-Scwinger-DeWitt proper-time representation. We show, on the example of a
self-interacting scalar field, that these two methods produce equal results for divergences,
but the first one gives more detailed information about the finite part. Furthermore, we
calculate the contribution from a massive fermion loop and discuss renormalization group
equations and their interpretation for the multi-mass theories.

In the second part of the work, we study the renormalized energy-momentum tensor
of vacuum. This tensor has been deeply explored many years ago. The main result of
these studies was that such a tensor should satisfy the conservation laws which reflects the
covariance of the theory in the presence of loop corrections. In view of this general result
we address two important questions, namely how to implement the momentum cut-off
in a covariant way and whether this general result holds in the theory with Spontaneous
Symmetry Breaking. In the last case some new interesting details arise and although the

calculations are more involved we show that the final result satisfies the conservation laws.

Keywords: FEffective potential; Curved space; Normal coordinates; Renormalization
group; Renormalization schemes

Knowledge areas: Quantum Field Theory in curved space-time;

Gravitation.
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Capitulo 1

Introducao

Durante muito tempo, a compreensao do homem em relagdo ao mundo que o cerca
se resumia a visao Newtoniana da natureza e o pensamento cientifico se estabelecia so-
bre as bases de uma versao classica e determinista do mundo. Até o inicio do século
XX, acreditava-se que a Mecanica Classica era suficientemente capaz de explicar todos
os fenomenos fisicos. Neste contexto, a equagao dinamica de Newton desempenhou um
papel fundamental, pois ela descreve, por meio de equacoes diferenciais de segunda ordem,
o movimento de um sistema de particulas massivas. Uma vez que conhecemos posicao e
velocidade iniciais de uma dada particula, podemos obter todas as informagoes sobre o
sistema e o movimento fica, dessa forma, completamente determinado. Essa maneira de
descrever a natureza foi o paradigma da ciéncia durante muitos anos.

Com a melhoria no entendimento da eletricidade e dos fenomenos magnéticos, Maxwell
se valeu do conceito de campo para descrever com sucesso a fisica da eletricidade e do
magnetismo. A solucao das equagoes de Newton representam uma trajetéria dinamica, na
qual associa-se para cada instante de tempo, um vetor no espaco. Um campo, por outro
lado, é uma relagao que associa, para cada ponto no espago e cada instante de tempo,
uma quantidade que pertence a um dado espaco. Um dos grandes triunfos de Maxwell
foi obter uma formulagao dinamica, onde os campos elétrico e magnético eram descritos
como sendo duas manifestacoes de uma tnica entidade: o campo eletromagnético.

Uma das predigoes mais relevantes da teoria do eletromagnetismo foi a finitude da
velocidade de propagacao da radiagao eletromagnética, independentemente do sistema de
referéncia inercial, o que representou uma caracteristica nova e que nao estava presente no

arcabouco da Mecanica Classica, onde se acredita que a informacao se propagava instan-



taneamente.

Além disso, a constancia da velocidade da luz entrava em contradi¢ao com as, até entao
bem estabelecidas, transformacoes de Galileu. Com o intuito de superar estas dificuldades,
Einstein desenvolveu a teoria da Relatividade Especial, na qual a constancia da veloci-
dade da luz, num sistema inercial de referéncia era considerado como um postulado da
teoria. A Relatividade Especial apresentou uma nova maneira, até entao desconhecida, de
entendermos o espaco e o tempo onde ambos formam uma estrutura quadri-dimensional
chamada de espaco-tempo.

No mesmo periodo que Einstein desenvolveu a Relatividade Especial, outra importante
teoria que mudaria o panorama da ciéncia estava nos estagios iniciais de seu desenvolvi-
mento. A Mecanica Quantica surgiu da necessidade de explicar certos resultados experi-
mentais (por exemplo a catéstrofe do ultra-violeta e o efeito fotoelétrico), que nao podiam
ser compreendidos no ambito da Mecanica Classica e do Eletromagnetismo.

Alguns anos mais tarde, a Mecanica Quantica e a Relatividade Especial se tornariam
aceitas pela comunidade cientifica como sendo as teorias mais adequadas para descrever
os fenomenos aos quais elas se aplicam. Entretanto, logo percebeu-se que nao havia uma
compatibilidade entre essas duas teorias, pois na Relatividade Especial, espago e tempo
desempenham o mesmo papel no contexto da formulacao matematica desta teoria. Ja na
Mecanica Quantica, o tempo desempenha um papel privilegiado, que pode ser visto ja
na equacao de Schroedinger. Para compatibilizar a Relatividade Especial e a Mecanica
Quantica, finalmente desenvolveu-se uma teoria relativisticamente invariante conhecida
como Teoria Quantica de Campos (TQC). Uma importante diferenca entre a Mecanica
Quantica e a TQC diz respeito a descricao de particulas. Na Mecanica Quantica, a funcao
de onda é um elemento do espaco de Hilbert e descreve um sistema com um nimero de
particulas fixo. Na TQC, o campo é um operador atuando no espaco de Fock e des-
creve estados quanticos com nimero de particulas varidvel, ou seja, na TQC o niimero de
particulas nao é constante, o que nos leva a descri¢ao do fenomeno de criagao de particulas
de modo que os operadores associados aos campos sao interpretados por meio de opera-
dores de criacao e aniquilacao de particulas.

Uma das contribui¢coes mais importantes para o desenvolvimento da TQC foi apre-
sentada por Feynman em 1942 em sua tese de doutorado [49], onde ele desenvolveu o

formalismo conhecido como método de integracdo de caminho. A integragdo (soma) de



caminhos resulta numa amplitude de transicao para os processos quanticos representada
por uma soma sobre todos os possiveis caminhos no espaco de configuracao entre os es-
tados inicial e final do processo que se deseja descrever. Nesta formulagao, a integracao
deve conter, na versao Euclidiana, a acao classica como o argumento negativo de uma
exponencial, sendo que aqueles caminhos que mais se aproximarem da trajetéria classica
devem contribuir de maneira mais significativa para a integracao.

Sabe-se que varios métodos aproximativos tem sido importantes ferramentas para o
estudo de fenomenos no ambito da TQC, a razao disto é que esta teoria apresenta pro-
blemas complexos, para os quais obter uma solugao exata, em grande parte dos casos, €
praticamente impossivel. Em funcao de suas caracteristicas, o método de integragao de
caminhos se torna particularmente adequado para ser aplicado na construcao de diferentes
aproximacoes, inclusive na aproximacao semi-classica, no caso de teoria em espago-tempo
curvo.

Um dos esquemas de aproximagao mais importantes, especialmente por sua forma co-
variante, é o método de campo de fundo, que foi em grande parte desenvolvido por DeWitt
[41, 42]. No contexto deste método podemos dizer que a quantidade mais importante é a
acao efetiva (AE) [27], a qual é um funcional do campo de fundo e, em principio, contém
toda a informacao sobre a teoria quantica. Para que a TQC seja consistente no que diz
respeito a descrever os processos de espalhamento, ela deve ser capaz de fornecer amplitu-
des de probabilidade de uma variedade destes processos, onde a matriz de espalhamento é
conhecida como matriz S. A AE determina o propagador e as fungoes de vértice levando em
consideracao, de maneira adequada, todas as correcoes quanticas. Dessa forma, podemos
dizer que por meio da AE pode-se determinar a matriz S e consequentemente obtem-se
um estudo bem fundamentado sobre o processo de espalhamento [39, 75, 79].

Na discussao acima apresentada nota-se a auséncia de um importante elemento, no sen-
tido em que as teorias citadas nao levam em consideracao a Relatividade Geral (RG). A RG
é uma teoria para o campo gravitacional, na qual espaco-tempo e campo gravitacional sao
descritos, respectivamente, por uma variedade e por um tensor simétrico nao-degenerado
chamado métrica, g,,. A RG descreve eficazmente uma grande quantidade de fenomenos
gravitacionais. No entanto, em um certo nivel mais fundamental, acredita-se na existéncia
de uma versao quantizada desta teoria. Meritérios esforcos tem sido feitos por parte da

comunidade cientifica para encontrar uma teoria consistente que corresponda a uma gra-



vidade quantica e este ainda é um problema em aberto. Embora muitos modelos teéricos
apontem para a unificacao da mecanica quantica com a RG, nenhum deles parece ser
consistente em absoluto.

Uma das grandes dificuldades que surge quando se busca uma teoria para a gravi-
dade quantica tange o aspecto da nao-renormalizabilidade da teoria. Em outras palavras,
aparecem certas infinitudes na teoria quantizada que nao podem ser adequadamente remo-
vidas. Contudo, uma abordagem bem estabelecida e que aponta na direcao de encontrar
uma teoria quantizada para a gravitacao é o que conhecemos como TQC no espago curvo
[23]. Nesta teoria, o campo gravitacional representa um campo de fundo cléssico para os
campos quanticos de matéria. Por esta razao, dizemos que a TQC no espaco-tempo curvo
é uma teoria semi-classica da gravitacao. A equacgao que descreve o comportamento do

tensor métrico ponto a ponto no espago-tempo é dado por

1

% G;w - T:,iat + <T/1,1/>UCLC7 (11)

onde G ¢ a constante da gravitagao universal de Newton, G, € o tensor de Einstein, T’ ;’},‘”
¢ o tensor energia-momento (TEM) de matéria e (T}, )vqc, 0 TEM de vécuo.

Um dos maiores triunfos desta teoria é o que conhecemos como radia¢ao Hawking [58],
segundo a qual um buraco negro emite radiagao térmica, assim como um corpo negro, em
funcao de efeitos quanticos. O processo descrito pela radiacao Hawking reduz a massa
do buraco negro, razao pela qual esse processo também é conhecido como evaporacao de
buracos negros.

Observe que a quantidade (7),,)yqc na equacao (1.1) representa correcoes quanticas para
o TEM vécuo, ou seja, contribuicao de matéria quantica para a gravitacao, que ¢ classica.
De modo que, em particular, para o caso em que (7},,)pac = 0, estamos trabalhando no
regime cléssico e a equagao (1.1) se reduz a equacao de Einstein para a gravitagao. Muitos
estudos, a partir dos anos 70, foram dedicados & avaliagao de (T}, )vac, veja Ref. [23] (e
referéncias correlacionadas). De maneira especial, estamos interessados em entender como
a quebra espontanea de simetria (QES) afeta a quantidade (7),,),q. mencionada acima.

Uma das importantes questoes da TQC no espago-tempo curvo é o calculo do TEM de
vacuo, pois os campos de matéria e particulas, estao diretamente associadas as equagoes
cosmologicas e gravitacionais na forma do TEM de matéria. Dessa forma, é razoavel espe-

rar que os efeitos das flutuacoes do campo se facam notar nas correspondentes equagoes de



estado. Como exemplo podemos citar o fato do trago do TEM para a radiagao ter um tracgo
nao nulo em razao da anomalia conforme. Esta anomalia faz com que aparecam alguns
efeitos relevantes na equacao de estado para a radiacao na fase em que esta era predomi-
nante no universo [86]. Por outro lado, as corregdes quanticas nao conferem ao conteido
de matéria um carater relativistico, e assim as equagoes de estado para as particulas
massivas e matéria barionica nao devem se alterar muito. No entanto, se levarmos em
consideragao os efeitos do vacuo quantico, a situagao pode ser bem diferente daquela em
que consideramos o setor de matéria.

As corregoes quanticas acima mencionadas, podem ser relevantes no setor de vacuo
de baixas energias e seria razoavel esperar que os efeitos quanticos associados com tais
corregoes pudessem ser obtidos por meio de uma aproximagao no arcaboucgo da TQC. No
entanto, como pode-se observar em [87], ndo hd métodos regulares que efetivamente nos
conduzam a tais resultados. A razao disso é que a correcao quantica para a AE de vacuo
se reduz, neste caso, a uma soma escrita em termos de produtos infinitos de componentes
do tensor de curvatura, o que gera um problema, uma vez que teriamos de adicionar
uma infinidade de termos nao-locais. Uma possivel solu¢ao para o problema seria, em
principio, abandonar a covariancia e trabalhar com a parametrizacao conforme da métrica
de fundo, calculando assim, as corre¢oes quanticas [88]. S6 que para isso, terfamos que
trabalhar no regime de altas energias onde existe uma certa confiabilidade no procedimento
de subtragoes minimas. Observe que como foi mencionado acima, estamos interessados
em calcular as correcoes quanticas no regime de baixas energias, o que torna a idéia de
abandonar a covariancia e usar a parametrizacao conforme da métrica de fundo para o
calculo das correcoes quanticas, pouco prolifera.

Na tentativa de encontrar uma aproximacao alternativa para calcular as correcoes
quanticas, alguns autores obtiveram resultados que se baseiam numa regularizagao cut-
off onde a métrica considerada é a métrica cosmoldgica conformalmente plana [21, 65]
(veja também [61]). Nestes trabalhos, a regularizacao cut-off no espago dos momentos é
utilizada para calcular quantidades como “densidade de energia” e “pressao” do vacuo. No
desenvolvimento de tais trabalhos considera-se a expansao do Universo por meio de uma
série perturbativa no parametro de Hubble H. A ordem zero desta expansao foi calculada
e discutida em detalhes em Refs. [37] e [2]. Este procedimento nao covariante é produto

da equagao do estado de véicuo para a radiagdo puec = Puac/3, €sta equacdo nos guia no



sentido de entender o aparecimento da nao covariancia e de restaurar a covariancia ad hoc
[71]. Neste ponto, DeWitt esclareceu que [37] o resultado em si advém propriamente de
uma regularizacao nao covariante.

No caso descrito acima, onde se usa a regularizacao cut-off e a métrica cosmoldgica
conformalmente plana, usa-se também a subtracao do resultado do espaco-tempo plano
2], isso resulta numa equagao de estado para o vdcuo que é proporcional ao produto
dos quadrados da constante de Hubble H? e do parametro cut-off. Este resultado indica
uma contradicao para a covariancia geral da AE, e as caracteristicas bem estabelecidas
da renormalizagdo em espagos curvos sao violadas [23, 27, 63]. Os resultados dos célculos
associados com a situacao acima apresentada, embora inconsistentes com um esquema de
renormalizacao no espaco-tempo curvo bem estabelecido, nao devem ser negligenciados
por completo, pois eles abrem caminho para a possibilidade de estudo das correcoes do
tipo O(H?) para a energia de vdcuo. E valido ainda ressaltar que o problema da imple-
mentacao da regularizagao cut-off de maneira covariante, foi solucionado (considerando-se
a representagao de momentos local) em [22], com base nos resultados de Ref. [93].

A situacao acima apresentada constitui o conteiido motivacional desta tese.

Devido a grande importéancia que a abordagem da AE tem no desenvolvimento deste
trabalho, dedicamos parte do Capitulo dois desta tese a descricao desta abordagem. Res-
saltamos que este Capitulo nao tem contetdo original e é incluido por razoes de consisténcia
geral da tese. E importante lembrar que a AE é uma das ferramentas mais poderosas na
TQC e gravitacao quantica, pois, como foi mencionado acima, a partir dela pode-se obter
as informacoes sobre a teoria considerada. Apresentamos as fungoes de Green e a expansao
em Jloop para a AE. Uma ferramenta de cdlculo em espagos curvos que utilizaremos no de-
correr do trabalho é o método de Schwinger-DeWitt. Apresentamos uma breve revisao
sobre este método, o qual também sera utilizado para realizar o calculo do potencial efe-
tivo no espaco-tempo curvo. Apresentamos ainda uma breve revisao sobre as equacoes do
grupo de renormalizagao, pois as mesmas sao necessarias na interpretacao dos resultados

obtidos no capitulo seguinte.



Comecamos o Capitulo trés com uma revisao sobre o calculo do potencial efetivo no
espaco-tempo plano. Em seguida, calculamos o potencial efetivo para um campo escalar
no espago-tempo curvo dentro do esquema fisico de regularizagao, usando dois tipos de
regularizagoes cut-off covariantes. A primeira delas é baseada na representacao local de
momentos e nas coordenadas normais de Riemann [76] e a segunda se baseia na repre-
sentacao de tempo préprio de Fock-Schwinger-DeWitt!. Nés mostramos que, no contexto
de um campo escalar com auto-interacao, estes dois métodos produzem resultados iguais
para as divergéncias. No entanto, o primeiro método nos fornece informacoes mais deta-
lhadas a respeito da parte finita. Além disso, calculamos também a contribuicao de um
férmion massivo a um loop e discutimos as equagoes do grupo de renormalizacao, bem como
suas respectivas interpretacoes para teorias com massas dos campos quanticos diferentes.

No Capitulo quatro mostramos que, no caso de teorias com quebra espontanea de si-
metria no espago-tempo curvo, a quantidade (7),,).q. ganha a contribui¢do de um novo
termo, inédito na literatura. De modo geral, o Capitulo é dedicado ao estudo deste novo
termo. Consideramos as leis de conservacao para o TEM, que refletem diretamente, na
covariancia da teoria na presenga de correcoes quanticas. Com base neste resultado, nés
levantamos duas questoes importantes. A primeira delas diz respeito a como implementar
o momento cut-off, de maneira covariante. A segunda delas estd relacionada com a pos-
sibilidade de saber se este resultado geral se insere no contexto da quebra espontanea de
simetria. Neste caso, com base nos calculos apresentados no decorrer deste Capitulo, nés

mostramos que o resultado final esta de acordo com as leis de conservagao para o TEM.

IPor razoes de simplicidade, usaremos a partir deste ponto, a expressio: tempo préprio de DeWitt.



Capitulo 2

A Abordagem da Acao Efetiva

Neste Capitulo, apresentamos uma revisao sobre a abordagem da acao efetiva (AE),
cuja importancia para a construcao da TQC é notavel. Em particular, conhecendo a AE,
podemos calcular a matriz S. Conforme veremos mais adiante, as derivadas funcionais
da AE possuem relevancia para o calculo de amplitudes de transicao. Por exemplo, a
derivada funcional de ordem quadrética da AE com respeito ao campo nos fornece uma
quantidade que contém as correcoes quanticas para o propagador do campo. Derivadas
funcionais da AE superiores a ordem dois, determinam as func¢oes de vértice. Dessa forma,
dizemos que a acao efetiva é o funcional gerador das fungoes de vértice.

Neste ponto, é relevante ressaltar que, através de um conhecimento prévio das fungoes
de vértice, juntamente com o propagador da teoria, é possivel determinar as fungoes de
Green, e por meio destas é possivel conhecer, como mencionamos acima, a matriz completa
dos processos de espalhamento, ou seja, a matriz .S . Todavia, as quantidades fundamentais
da TQC, como o propagador e as fungoes de vértice, se baseiam em variagoes funcionais
da quantidade T'[¢]. Por esta razao dizemos que a agao efetiva I'[p] é a quantidade mais
importante da teoria considerada, visto que a partir dela, podemos obter toda a informacao
para construir a TQC.

Comecamos com uma breve revisao sobre as fungoes de Green, onde obtemos o propa-
gador da teoria no ramo do método de campo de fundo, que descreve todas as correcoes
quanticas. Em seguida apresentamos uma revisao sobre a expansao em loops para a AE,

sobre o método de Schwinger-DeWitt e sobre as equacoes do Grupo de Renormalizagao.



2. A Abordagem da Acao Efetiva 9

2.1 Funcoes de Green

Para fundamentar a abordagem da AE é necessario comecar com o funcional gerador

das fungdes de Green, a quantidade Z[.J],
Z[J] — /DSD e(SJrJgD) _ /DQO eiSoJriSmtJriJgo’ (21)

onde a acao da teoria livre é
0 Lo, 2 2
So = dx§(8 gp@mp—mgp) (2.2)

e o termo de interagao é escrito como

Sint = — i d*z ¢t (2.3)

Podemos expandir Z[.J] em poténcias de J, ao fazermos isso obtermos o seguinte re-

sultado
Z0] = /dgoeis [1+z’/d4x1,](:1:1)<,0(a:1)
N g / i, / Ao (1) (2} 1)) + .
— %i / d*s... / d*z g J(21)...J (x) / Dy p(x1)...o(zs) €9 (2.4)

Introduzindo a notagao (veja [75, 103] para maiores detalhes)

z1)...0(xzs) e
Gs<x1,...xs):<¢(x1)...¢<a;s)>:IDWI(DSO;SE Jer (2.5)

podemos reescrever a equagao (2.4) como
217 = 20] Zm/d‘lxl.../d4an(x1)...J(xn) G (1. ) (2.6)
s=0

onde

Z0] :/Dgae”o, (2.7)
As quantidades G™(z;...x,) definidas acima sdo as chamadas funcdes de Green de n
pontos, as quais podem ser escritas, levando em consideracao a equagao (2.7), como

1 " Z[J]
i"Z[0] 0J(xq)...0J(xy) lu=0"

G (zy...2,) = (2.8)
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A quantidade G™(z;... x,,) é escrita em termos da variacdo funcional n-ésima da quanti-
dade Z[J] com relacao a fonte J(x), razao pela qual esta quantidade é conhecida como a
funcional geratriz das fungoes de Green.

Outra maneira de escrever a quantidade Z[J] é através da consideragao da expansao
no parametro A. Podemos citar como exemplo a funcao de Green de dois pontos, que
descreve a propagacao de uma particula de x; a x5, assim tomando s = 2 na equacao
(2.5), temos

(Sl

G(Q)(xba?z) = (0]p(x1)p(z2)|0) + 4

(_

2 [t lptanplee )0
(Zf!;g /d4f’5/d4y (Ol (z1)p(m2)* ()0 (y)|0) + .. (2.9)

+

A funcdo de Green G®(zy,,), descreve a propagacdo na teoria com interacio entre
os pontos x; e 9. No entanto, na teoria livre, ou seja, em ordem zero de )\, a funcao de
dois pontos é o propagador (da teoria livre) D(x; — ), de tal maneira que G® (21, z,) =
ZD(J]l — Ig).

E claro que ao escrevermos os diagramas de Feynman correspondentes a relacao (2.8),
encontramos diagramas que sao conectados [79] e diagramas nao-conectados. Em outras
palavras, a equacao (2.8) nao representa uma relacdo que nos fornece apenas diagramas
conectados. Para descrever a fisica que estd ligada com os processos de espalhamento,
precisamos trabalhar somente com funcoes de Green conectadas!, tal fato torna notéria a
necessidade de uma equagao andloga a equagao (2.8) que nos permita obter exclusivamente
os diagramas conectados. No desenvolvimento que se segue vamos apresentar tal equagao e
explicitar a relacao das fungoes de Green conectadas com a AE, a qual é o objeto principal
de nosso estudo.

E importante ressaltar que as funcoes de Green que estao diretamente ligadas com os
elementos da matriz S sao as chamadas funcoes de Green conexas. Em particular, estamos
interessados numa classe mais especial das funcoes de Green conexas conhecida como one
particle irreducible, 1P1. E essa classe de funcoes de Green que esta diretamente ligada aos
elementos da matriz S e o que garante tal afimacao é a formula de redugao LSZ (veja por
exemplo, [24, 75, 101]). Neste contexto, os diagramas sao tais que nao podem ser divididos

em dois pelo corte de uma linha interna. Estes diagramas correspondem exatamente as

L As funcoes de Green conectadas sdo adequadas, porque as nao-conectadas podem ser encontradas em

fungao delas.
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funcoes de Green acima definidas como 1PI.
Introduzimos o funcional gerador das fungées de Green conectadas W[J| através da

seguinte relacao
"W 1J]
c = ) 2.1
G(1, T2, ooy 2 ) 01 (21)01J (x3)...00 ] () -

Uma importante diferenca com a equagao (2.8) é que aqui nao colocamos J = 0 depois de

tomar as derivadas funcionais.

As quantidades Z[J] e W|[J] estao relacionadas da seguinte maneira [27]
Z|J) = eVl (2.11)

Em seguida definimos o campo médio através da relagao

SWIJ 1 6Z[J]  (0]T@(x)exp(i [ dup(x) ] (2))]|0) _

5T() ~ Z0160(0) — {OTeap( [ deg@)I@)[0) L) (2.12)
ou seja,
pla) = (?j(]/(g] : (2.13)

Esta tltima relacao representa a equacao para encontrar a fonte J(x). O campo médio
¢ um funcional da fonte externa J(x). E possivel mostrar que a derivada funcional do
campo médio com respeito a fonte externa J(x), é o propagador. Assim, se a matriz para
o propagador for nao degenerada, podemos escrever a fonte externa como um funcional
de p. Por meio desta propriedade, é possivel mostrar [39, 43] que existe um funcional
['[¢], o qual chamamos de agao efetiva, que depende do campo médio e pode ser escrito

em termos da seguinte relacao [27]

L] = W[J] — /d.rgp(x)J(a:). (2.14)

Assim, dizemos que a agao efetiva I'[¢] é um funcional do campo médio ().
Em seguida apresentamos algumas propriedades importantes do funcional I'[¢]. Inici-
almente lembremos que para o caso da acao classica contendo um termo de interagao entre

o campo @ e a fonte externa J(x), a equacao cldssica de movimento é dada por
05p]
dep(x)

De maneira inteiramente andloga, podemos escrever uma equac¢ao de movimento para

= —J(x). (2.15)

a acao efetiva. Naturalmente, para chegarmos a tal equagao é necessario tomar a variacao

de T'[¢] com respeito a p(z) em ambos os lados da equagao (2.14). Tal variagdo produz

oLl OWJI0J(y) oy 5J(y)
so(z) / W T(y) op(x) J(z) / dy o (y) 5o(z) (2.16)
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Substituindo a equagao (2.13) na equagao (2.16), resulta que

O[]
dp(z)

Esta ultima equacao representa a equacao efetiva de movimento associada com a dinamica

= —J(z). (2.17)

do campo médio. Ao compararmos as equagoes (2.15) e (2.17), podemos concluir que o
funcional I'[¢] desempenha na teoria quantica, o mesmo papel que a agao S[p] desempenha
na teoria cldssica. Por esta razao, chamamos ao funcional I'[¢] de agao efetiva.

Mas de que forma o propagador da teoria estaria relacionado com a acgao efetiva? Para
responder a esta pergunta vamos tomar a variagdo com respeito a fonte externa J(z) em
ambos os lados da equagao (2.13), e também a variagdo com respeito ao campo ¢ em
ambos os lados da equagao (2.17), de tal maneira que

WL dp(x)
6J(x)dJ(y)  dJ(y)

(2.18)

62T [y] _ 0 ()
dp(x)0p(y) op(y)

Com base nas equagoes (2.18) e (2.19), podemos escrever que

W) e [ o) $I)
/dy 0. ()87 (y) dp(y)op(z) /dy 5I(y) 60(2) oz —2). (2-20)

A quantidade G§(x,y|J) esta definida na equagao (2.10). Entao chegamos, se conside-

(2.19)

rarmos n = 2 na equagao (2.10), a seguinte igualdade

/deg(x,yU)% =d(x —z2). (2.21)

A partir desta ultima equacao concluimos que
c _ (Tl

GS(x, y|J) = (5(,0(3;)590(3/)) . (2.22)
Dessa forma, dizemos que a relagao (2.21) define o propagador da teoria. Tal propaga-
dor é considerado como o propagador do campo de fundo, o qual contém todas as correcoes
quanticas. Derivadas funcionais da acao efetiva, superiores a ordem dois, determinam to-
das as fungoes de vértice da teoria quantica [27]. Dessa forma, dizemos que a agao efetiva é
o funcional gerador das fungoes de vértice. Neste ponto, é relevante ressaltar que, através
de um conhecimento prévio das funcoes de vértice, juntamente com o propagador da teoria,

é possivel determinar as funcoes de Green, e por meio destas, é possivel conhecer a matriz
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de espalhamento, ou seja, a matriz S [101]. Note que toda a construgao apresentada acima
se baseia em variagoes funcionais da quantidade I'[¢]. Por esta razao dizemos que a agao
efetiva I'[¢] é a quantidade mais importante da teoria considerada, visto que a partir dela,

podemos obter todas as informagoes para construir a TQC [7, 27, 39, 43].

2.2 Expansao em loop para a agao efetiva

De acordo com o que foi apresentado previamente, a quantidade Z[.J] pode ser escrita
em termos de W, que é o funcional gerador das funcoes de Green conectadas, essa relacao
é descrita pela equacao (2.11). Por outro lado, sabemos as quantidades I' e W estao
relacionadas pela equagao (2.14). Vamos entao substituir (2.14) em (2.11), o que resulta
em

Z17] = exp (Wh[‘] ]) — oxp [% (rio] + / dr 6(x)J(x) )] (2.23)

onde denotamos o campo médio por ¢. Observe que restauramos a quantidade A de

maneira que possamos usa-la como um parametro de expansao em loops.
Lembre que a fonte externa J(x) é descrita pela equagao (2.17). Por outro lado,

sabemos que a integragao funcional que descreve a teoria de campos é dada pela equagao

200 = / Dy exp [%(S[@]Jr / dr p(2)J(x))] . (2.24)

Como as equagoes (2.23) e (2.24) descrevem a mesma quantidade, podemos iguala-las,
lembrando que o campo ¢ pode ser escrito como um campo que descreve uma configuragao
estavel acrescida de uma quantidade que deve flutuar em torno dessa configuracao estavel,
ou seja, vamos usar que ¢ — ¢ + ¢, onde naturalmente, ¢ ¢ o que chamamos de campo
de fundo. Entao resulta que

e (510) = [ Doewo [ (slo+ ol - [are T2 e29)

onde foi usada a relacdo J = 6I'/§p. Vamos realizar uma mudanca de varidveis p = h'/2¢p.

Expandindo o funcional S[h!/2¢p + ¢| numa série de poténcias de ¢(z) e agrupando os

termos adequadamente, obtemos

exp {%(F[eb]—s[qﬁ])} = /Dso exp [%Sz[qb]cp%ri hn:;!l S go”—h_l/ng(Fl[qﬁ]—Sl[qﬁ])} ,

) (2.26)
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onde denotamos que

_os
s

oT[¢]
op(x)

E razoavel esperar que a AE seja escrita como a soma de duas parcelas. A primeira

S, (2.27)

ewHMI/MM@

delas corresponderia a uma contribuigao classica S[¢| e a segunda a uma contribuigao
quantica (a qual vamos denotar por I'[¢]), de tal maneira que I'[¢] = S[¢] + '[¢]. Mas a
quantidade T'[¢] deve representar todas as correcoes quanticas para a acao cldssica, isso

nos permite escrever essa quantidade como uma série de poténcias em h
(e}
Lol =) mT®g], (2.28)
n=1

essa expansao ¢ chamada de expansao em loop, onde o numero de loops é dado pela

poténcia de i. Com base no que foi apresentado, podemos reescrever a equagao (2.26) sob

a forma
. 00 hn_lf W\ . lS ) 00 hn/2—1 g - 00 h_1/2+n F(n)
exp (i) [6™) = | Dy exp | 558"+ ——Sue" =) P TV [0]) .
n=1 n=3 ’ n=1

(2.29)
As quantidades funcionais que estao na exponencial do lado direito dessa tltima equagao
representam a acao de uma teoria cujo propagador esta associado com o termo quadratico
S50? e termos de ordem superior & ordem quadrética representam as interacoes entre os
campos.

Da equagao (2.29) resulta que

exp (il''[¢]) = /Dgp exp (%Sgw2> = Det /28,y . (2.30)

Logo
g = %m Det Sy[p] = %Tr In Ss[¢] . (2.31)

Esta expressao nos permite calcular a correcao a um loop para a AE, a qual é o objeto
importante da TQC, pois varias informagcoes da teoria quantica estao contidas na estrutura
de funcional da AE de um loop. No entanto, aparecem termos que apresentam divergéncias.
A maneira como procedemos neste caso, é adicionar os contratermos, os quais cancelam
os termos divergentes. A acao que contém os contratermos é chamada de acao classica
renormalizada.

No que tange o aspecto do procedimento utilizado nesta secao para o desenvolvimento

da expansao em loop, é notério o fato de que na equagao (2.25) o campo foi considerado
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sob o aspecto de uma reparametrizacao, na medida em que usamos ¢ — ¢ + ¢. Contudo,

o que fundamenta tal reparametrizagao é o chamado método de campo de fundo [1].

2.3 Meétodo de Schwinger-DeWitt

O método de Schwinger-DeWitt nos permite calcular, de maneira covariante, corre¢oes
quanticas a um loop para a AE. Uma abordagem que antecede este método e que foi de
importancia capital para o desenvolvimento do mesmo foi a técnica do heat kernel. Para
ser mais preciso, em 1937 Fock mostrou que é possivel representar as fungoes de Green
como integrais sobre uma varidavel auxiliar (tempo préprio) de um nicleo (kernel) que
satisfaz a uma equacao de calor [51]. Mais tarde, Schwinger percebeu que a abordagem
apresentada por Fock se encaixava no contexto da renormalizacao e da invariancia de
calibre na TQC [81]. Estes dois trabalhos acima citados, basicamente introduziram o
método do heat kernel na TQC (mais especificamente para a eletrodinamica quantica).
Posteriormente, DeWitt aplicou os resultados de Schwinger para a realizacao de calculos
em espagos curvos [39, 40, 41, 42]. A relevancia de descrever o método de Schwinger-
DeWitt nesta secao, se deve ao fato de que vamos usa-lo para calcular, no Capitulo 3, o
potencial efetivo no espago-tempo curvo. Por esta razao, apresentamos no que se segue
uma exposicao breve sobre este método e uma versao completa pode ser encontrada em
[39].

Comecamos esta abordagem com a equacao para o propagador no espago-tempo curvo

V=g HG(z,z) = —b(z,2') . (2.32)

A quantidade H éum operador que atua no espaco dos campos ¢ e é dado por

- L1
H:A+(P—6R) (2.33)
onde
A=1¢"D,D,. (2.34)

Nesta ultima equacao, temos que

D, =V, +h, (2.35)

2Vamos usar a expressao heat kernel ao invés de nicleo de calor.
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representa a derivada covariante generalizada, a qual obedece a seguinte relacao de co-
mutacao

D, D) = Sy (2.36)

Observe que a quantidade A definida na equacao (2.34) pode ser escrita, por meio da

equagao (2.35), como
A =g V3V, + h)g g™ (Y, + hy). (2.37)

Entao resulta das equagoes (2.33) e (2.37) que

. B A ) A i
H = g V3V, +0)g 2" (V, + 1) + (P - 6R)

= 1042k, V" +11, (2.38)

onde nesta tltima passagem identificamos as seguintes quantidades

= ﬁ—gRJrquuiLJw. (2.39)
E possivel mostrar que
1 . ..
P = H—l—éR—V#h“—h“h“,
Su = 1V, V] + Vol — Vb, +hyhy, —hy by, (2.40)
Na descrigao que se segue, vamos considerar a fungao de Green G(zx,z’) como sendo o
elemento matricial de um operador G’, de modo que G(x,2’) = <x‘é‘x’ >, onde o operador

G atua no espago de Hilbert [81]. Os vetores ‘x’ > sao auto-vetores de um conjunto de

operadores hermitianos que comutam x*, logo
xt|z) = a#|x) e (z|2') = 6(z,2'). (2.41)

Escrevendo a equacao (2.32) na forma de operador, temos

~

HG =1. (2.42)
O operador G admite representacao integral [81] em termos da varidvel auxiliar® s

G=H"'= 2/ e oM s, (2.43)
0

3Esta varidvel auxiliar corresponde ao tempo préprio de DeWitt.
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Uma vez que G(x,z’) é um elemento do operador matricial G podemos escrever, por meio

da equacio (2.43), o seguinte elemento de G
G(z,2) = z/ <x, s|1:',0> ds, (2.44)
0

onde nesta ultima passagem usamos que <x, s|x/, 0> = <x‘e*ms‘x’>. No entanto, a quanti-
dade <x, s|a:’, 0> é uma amplitude de transicao, que denotamos por ﬁ(x, x',s) = <x, s|x’, 0>,
e essa amplitude deve satisfazer uma equagao parecida com a equagao de Schroedinger (que

também é chamada de equagao do heat kernel)

z% Uz, 2, s) = (z, s|7:l,|z’, 0). (2.45)

Neste ponto, seria interessante recordar que a proposta deste método é encontrar o
propagador no espaco-tempo curvo, ou seja, resolver a equagao (2.32). Contudo, levando
em consideragao o desenvolvimento acima apresentado, tudo que precisamos fazer ¢ deter-
minar a amplitude de transicao U (x,2', s) que é dada pela equagdo (2.45), ou seja, estamos
diante de um problema dinamico governado pelo operador H. Naturalmente, uma vez que
ja conhecemos a quantidade U (z,2’,s), o proximo passo é substituir o resultado encon-
trado na equacao (2.44) e considerar a integragdo em ds. Essa tarefa se torna possivel se
escrevermos o seguinte ansatz [67] para a amplitude de transigao

oo

Uz, ',s) = —i(4n) "*[D(x,2")]Y2s™"/? exp [io(z,2") /2] Z(zs)k ag(z, '), (2.46)
k=0

onde n representa a dimensao do espago-tempo e quantidade D(x, ") é o determinante de

Van Vleck-Morett [68]
Do (x, ") )
Oxroz'v

A quantidade o(x,z") é um bi-escalar conhecido como intervalo geodésico. Este intervalo

D(z,2') = det ( - (2.47)

é metade do quadrado da distancia geodésica entre os pontos (z,7) e (2/,7") e dizemos que
ele é um bi-escalar, devido ao fato de que ele se transforma como um escalar em ambos os
pontos mencionados.

Vamos adotar a seguinte notacao para o limite de coincidéncia

Ainda com relagao a equacao (2.46) assumimos (com base na notacdo previamente
definida) que
aog |=1. (2.49)
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Para determinar os coeficientes a5 | devemos substituir a equagao (2.46) na equagao

(2.45), de modo que

. . . D \11/2 >
U(x,2',s) = exp (is?—[)é(x,:r/) = (47:)71/2 [ (252)] exp [w 2, } ; gz, 1)
(2.50)
Substituindo entao U(;E, x',s) = exp (z’s?—l)é(w, 2') na equagao do heat kernel
0 N
(z@ + H) U(x,2',8) =0, (2.51)
é possivel mostrar que [11, 39]
a |= P, (2.52)
ay |= ! —(R:,.s — B2, +OR) + Lp2 gy 1DP+ —5? (2.53)
2118 s 2 6 1271 '

onde as quantidades PeS L 80 descritas pelas equacoes (2.40). Lembre que a quantidade
ao | € descrita pela equacao (2.49).

Podemos também analisar o problema do ponto de vista da AE, isso nos permite
tirar algumas conclusoes importantes sobre as divergéncias que estao associadas com os
coeficientes @y, |. Vamos entdo considerar que Sy[¢] = H na equacio (2.31), o que nos
permite escrever

ST[4] = %5(@ In#) = %Tr (76T . (2.54)
Novamente, o propagador ! a admite representagao integral descrita na equagao (2.43)

e a equacao (2.54) fica reescrita como

! _ 1 o [ —isH | _ __Z = E —isH
or [¢]—2Tr{57-[/0 idse }—5{2 Tr/O S € } (2.55)
Portanto,
['[¢] = —= Tt / ds istt (2.56)
2 0o S

Em Ref. [39] o operador evolugao temporal U (x,2';s) = e~5M ¢ definido como

. 1 DYV2(2,2) ewa) 2,
/. _ ? 1—g,— —1Mms ~ /
Ulx,2';s) = COREE ez E ag(z, '), (2.57)

Como explicado acima, esta ltima equagao obedece a uma equacao diferencial parcial
do tipo equacao do calor e apds algumas consideragoes, que nao serao aqui abordadas, os
resultados para os coeficientes Gy |, G1 | € ag | coincidem (no caso do campo escalar) com as

equagoes (2.49), (2.52) e (2.53). Substituindo a equagao (2.57) na equagao (2.56), temos

P = iy [Td5 L D) e s
M =5 [ DT om e e, )
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A expressao (2.58) foi estudada em muitos aspectos, comegando com [39]. Um dos re-
sultados importantes (veja Ref.[11]) é que as divergéncias ultra-violeta estao relacionadas
apenas com o limite inferior de integracao. E vélido ressaltar também que para 4 di-
mensoes, a contribuicao a um loop para a AE apresenta divergéncias que estao associadas
a apenas trées termos desta ultima equagao. Em particular, para o caso quadri-dimensional,
as divergéncias quarticas, quadraticas e logaritmicas estao associadas com os valores k = 0,
k=1 e k = 2 respectivamente.

E importante ainda destacar que a equagao (2.58) possui uma certa restrigdo, pois
ela leva a certos problemas de interpretacao para o caso em que m = 0. Com o intuito
de estudar o caso de teorias que levam em consideracao campos sem massa, tais como
teorias de gauge ou gravidade quantica, Vilkovisky propos um novo método [97], o qual
ficou conhecido como teoria de perturbacao covariante e foi desenvolvido numa série de

trabalhos [10, 12, 13, 14].

2.4 Equacoes do Grupo de Renormalizacao

Uma consequéncia do processo de renormalizacao é que os resultados obtidos no fim do
processo podem depender da escolha da escala de renormalizacao p. Existe um grupo de
transformacoes associadas com a variacao do parametro . E preciso ressaltar que existe
também uma simetria que advém da dependéncia do parametro y acima mencionada, de
tal maneira que o grupo de transformacoes que diz respeito a variagao do parametro p é
chamado de grupo de renormalizacao (GR) [35]. Nesta parte do trabalho, vamos seguir
a abordagem descrita em [27, 69] para obter as equagoes do GR no espago-tempo curvo.
Aqui vamos apresentar tudo com base na regularizacao dimensional para trabalhar no
espago-tempo curvo. No entanto, quando calcularmos no capitulo seguinte, as equagcoes
do GR para os parametros do potencial efetivo, vamos usar a regularizacao cut-off.

Vamos considerar o funcional gerador das fung¢oes de Green “nuas” (bare), o qual é
dado por
eiWolJo] _ /DSDO ¢i(Solpo.pol+goJo) (2.59)

e o funcional gerador das funcoes de Green renormalizadas,

W /Dgp ei(S[sovp]ﬂoJ)’ (2.60)
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onde a quantidade p representa um conjunto de parametros tais como constantes de aco-
plamento, massas e alguns outros. Da mesma forma, na equagao (2.59), po representa
o conjunto de parametros “nus”. Em seguida vamos considerar que, de acordo com a
renormaliza¢ao multiplicativa Sy[¢o, po] = S|p, p|, vamos ainda nos valer da seguinte mu-
danga de variaveis ¢y — le / ng, onde g e  sao campos escalares médios. Ressaltamos
que na breve exposicao que se segue, adotamos a abordagem de campos escalares. Mas
pode-se, em principio, obter a generalizacao para outros campos. As consideragoes acima
apresentadas nos permitem concluir, das equagoes (2.59) e (2.60) que WylJo] = W[J].
Assim,

J=pu"z12 (2.61)

Dessa forma, o campo médio deve satisfazer a seguinte relagao

oW,
oo = ——u" 2. (2.62)
dJo
A AE pode ser escrita como
Ulpo] = Wo[Jo] — woJo = Il¢], (2.63)
ou seja,
FO[gquDOapOan] = F[guwgpa]% H, n]a (264)

onde p é a escala de energia tipica e n o parametro de regularizacao dimensional. Observe
que o lado esquerdo da equagao (2.64) nao depende da quantidade p, isso nos permite

escrever que

d
M@F[Quw%paﬂyn] =0. (265)
Consequentemente,
3} dp 0 de(z) 6
- £ d" /= Llg.,o,p,pu,n=0. 2.66
“au+“duap+ T/ —gp 0 5@(0@)] (s 0, D, 5 ] (2.66)
Em seguida, vamos denotar
dp
) (2.67)
e
do(x
W22 — ot (2.68)

onde chamamos a quantidade f,(n) na equacao (2.67) de funcao beta, ou simplesmente,

fungao-f. Por meio das equagoes (2.66), (2.67) e (2.68), podemos escrever que
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0 0 . 5 B
"o +ﬁp(n)a—p +7(n)/d x/—g pp(x) 50() LG 0,0, psm] = 0. (2.69)

Esta ultima equagao é conhecida como a equacao do grupo de renormalizacao para a AE
e pode ser usada, no espaco-tempo curvo, em diferentes contextos, inclusive no contexto
do cdlculo do potencial efetivo [29]. Com rela¢do a interpretagdo do parametro p em
termos de valores fisicos, pode-se citar o exemplo da Eletrodinamica Quantica, onde este
parametro ¢é interpretado como escala de energia. Como veremos no capitulo seguinte,
esta interpretagao nao se aplica para o caso do potencial efetivo de campos escalares e

fermionicos.



Capitulo 3

O Potencial Efetivo no

Espaco-Tempo Curvo

Recentemente houve um crescente interesse sobre os esquemas fisicos de regularizacao
e renormalizacao no espago-tempo curvo. Em particular, podemos mencionar os trabalhos
que tratam do TEM no vécuo na regularizacao cut-off de momentos [2, 21, 37, 65, 66, 70,
73] e a intensa discussao sobre a interpretacao fisica do grupo de renormalizagao [8, 25,
44, 78, 85, 86, 87, 89, 90, 102].

Uma das caracteristicas da abordagem do cut-off é que esta regularizacao pode produzir
uma quebra explicita da invariancia local de Lorentz [37] e também da covariancia geral.
Assim, seria interessante ter um exemplo de calculos baseados no cut-off que preservem
ambas as simetrias explicitamente.

O potencial efetivo de um campo escalar no espaco-tempo curvo foi estudado em varios
trabalhos comegando com [29, 56, 62, 91] (veja [27] para outras referéncias). Em parti-
cular, uma expressdo bem geral para tal potencial efetivo foi obtida em [29] através do
método do grupo de renormalizacao. Na verdade isso estd ligado com o esquema de sub-
tragoes minimas de renormalizacao quando os efeitos de massa dos campos quanticos é
ou ignorado ou levado em consideragao pelo método heuristico. Uma motivacao adicio-
nal para esquemas de regularizacao e renormalizacao mais fisicos vem de consideragoes
inflaciondrias. No recente trabalho [19] observa-se que (veja também trabalhos prévios
[94]) a inflagdo de Higgs, similar & originalmente inventada por A. Guth [57], pode ser
consistente com testes observacionais uma vez que se leva em consideragao que o campo

de Higgs H se acopla nao-minimamente com a curvatura escalar. Deve-se ainda comentar

22
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que o termo correspondente E RH* H é necessario para que o modelo de particulas elemen-
tares seja multiplicativamente renormalizdvel no espago-tempo curvo [27]. O valor de &
deve ser da ordem de 10* — 10°, no caso da inflacao consistente, mas isso niao representa
um problema, porque a quantidade dimensional |{R| ndo excede o quadrado da massa de
Higgs. A grande diferenca entre a inflagao de Higgs e os modelos inflacionérios baseados
no inflaton é que o campo de Higgs foi recentemente detectado experimentalmente com
uma grande certeza. Assim o modelo de [19, 57| deve ser considerado como o primeiro
candidato a descrever um paradigma inflacionério [84]. De acordo com os trabalhos sobre
inflacio de Higgs [9, 20] (veja também [92] e referéncias correlacionadas), as corregoes
quanticas do grupo de renormalizacao para o potencial de Higgs desempenham um papel
essencial neste modelo inflacionario, de tal maneira que se as levarmos em consideracao,
temos como consequéncia importantes restricoes para a massa de Higgs. Este resultado se
baseia no ja bem conhecido grupo de renormalizagao associado com o potencial efetivo no
espago-tempo curvo, completamente equivalente com o qual foi precursoramente desen-
volvido em [29, 27], e trata de contribui¢oes a um ou mais loops. No entanto, na medida
em que tais consideragoes estao baseadas no esquema de subtragoes minimas, seria licito
verificar qual é o efeito das massas dos campos quanticos através de um calculo direto.
Neste sentido, voltamos nossa atencgao para o cut-off covariante e para os efeitos de massas
no potencial de Higgs no espago-tempo curvo, e assim calculamos, a um [oop, o potencial
efetivo de um campo escalar no espago-tempo curvo.

Consideramos dois tipos de regularizacao cut-off. A primeira se baseia na repre-
sentagao de momentos local, que estd ligada com as coordenadas normais de Riemann
e a segunda, também chamada de regularizacao operatorial, se baseia na representacao de
Fock-Schwinger-DeWitt do tempo préprio. Recentemente, demonstrou-se que estes dois
tipos de regularizacao produzem resultados equivalentes no espago-tempo plano [64]. Em
virtude disso, nossos calculos podem ser vistos como uma tentativa de extensao desta
recente demonstracao para o espaco-tempo curvo'.

Comecamos este capitulo como uma descricao sobre o potencial efetivo no espaco-
tempo plano. Em seguida apresentamos uma versao sobre cdlculos em espagos curvos

comecando com uma visao focada nos diagramas de Feynman. Em seguida apresentamos

!Na verdade, no espaco-tempo curvo temos uma pequena diferenca entre os dois métodos no que diz

respeito & parte finita do potencial efetivo, como vai ficar claro nas préximas segoes.
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uma breve discussao sobre o momento cut-off covariante e posteriormente fazemos o calculo
do potencial efetivo para um campo escalar na presenca de auto-interacao do ponto de vista
da regularizacao cut-off na representagao local de momentos. Consideramos também um
esquema, de regularizacao cut-off operatorial tecnicamente mais simples. Usamos ainda
nosso método de calculo para analisar o caso de campos fermionicos. Finalmente, na
ultima secao a dependéncia da quantidade p e as equagoes do grupo de renormalizacao

sao abordadas para os parametros da teoria em discussao.

3.1 Potencial efetivo no espaco-tempo plano

Nesta sec¢ao encontra-se uma consideracao sobre o potencial efetivo no espaco plano.
Para uma exposi¢ao pedagdgica sobre o assunto com maiores detalhes veja Ref. [98].
Consideragoes similares foram recentemente publicadas em [15], para um modelo de dois
campos escalares acoplados a férmions sem massa.

O potencial efetivo no espago plano é bem conhecido [34] (consideragoes sobre o caso
massivo sao descritas em Ref. [98], onde a consideracao é feita via diagramas de Feyman).
Podemos obter o mesmo resultado dos trabalhos acima citados via método funcional de

integral de caminhos. Comegamos com a expansao da AE do campo escalar em derivadas,

() = [ dto [~ Vipslo) + 52N TP + -], (31)

onde a quantidade V.;s(¢) é o potencial efetivo, o qual corresponde ao termo de ordem
zero numa expansao nas derivadas do campo escalar médio. O potencial efetivo, no nivel

de um loop, é dado por

Verp(p) = m*@* + V(p) + V() , (3.2)
onde m? <p2 + V(p) é a parte classica. A contribuicao de um loop tem a forma
/d4x1_/o(g0) = %Tr In Sy (p) — %Tr In Sa(p = 0)
- %Tr In [(O+ m?) (O +m2 + V")]. (3.3)

Vamos denotar a quantidade V' como a derivada primeira do potencial com respeito ao
campo e V" como a derivada segunda. Nesta tltima equagao, Sa(p = 0) é a forma bi-
linear da acao cldssica no formalismo de campo de fundo [59]. O termo Tr In Sy(p = 0)

da equacao (3.3) pode ser visto como uma normalizacdo de uma integral funcional. Na
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verdade, podemos realizar os calculos sem este termo, mas neste caso observariamos a pre-
senca de divergéncias mais fortes, em outras palavras, a presenca deste termo faz com que
divergéncias mais fortes se cancelem e isso nos poupa algum trabalho na hora de adicionar
os contratermos. Ressaltamos ainda que este termo surge naturalmente da representacao
diagramatica do potencial efetivo [98]. No espago-tempo curvo o termo Tr In Sy (p = 0)
passa a depender da métrica e dessa forma se torna relevante. Aqui e no que se segue
vamos omitir o fator de volume infinito.

Note que a contribui¢ao a um loop descrita pela equacao (3.3) representa uma corre¢ao
quantica para a expressao completa V(@) +m?p? e nao somente para a quantidade V (i),
adotaremos também estas premissas no que se segue.

Levando em conta a consideracao no espaco-tempo curvo, vamos denotar o potencial

efetivo no espaco-tempo plano como V;. Por meio da equacao (3.3) escrevemos que

Ak (k4 Y
4 4
/deO /d / ) (3.4)

Em seguida vamos considerar a rotacao de Wick na integral sobre k. Neste caso lembre

que ko = iks, —k* — k%, entdo temos que

k2+m2+V”
4 _ - 4
/dasvo — /d / o) (3.5)

. . ~ 7. oo
Para realizar a integragao vamos usar as coordenadas esféricas, onde [ d*k = 27* [~ k*dk =

7% [ k*dk?. Vamos usar também a regulariza¢ao cut-off, por meio da qual

00 Q
= i . 3.6
/0 s (3.6)
Vamos denotar ainda, a partir deste ponto, a dependéncia da quantidade V;, com respeito

da métrica Minkowskiana. Entao resulta que

_ 1@ k2 +m?2+ V"
% v) = ——= Edk*In | ———— | . 3.7
o ) 327r2/0 ! < K2+ m? (3.7)
Depois de resolver as integracoes chegamos nos seguintes resultados
( ) de + ‘70f7,n : (38)
o 1 0?
div 2 "o - " se
# - gl Yoo vrn(5)). oo
- fin " V” 1 2 11\ 2
yim = 327r2{ v ln<l+w>—1—1(m +v2} (3.10)
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A contribuigao quantica (3.8) deve ser associada com os contratermos locais apropria-

dos, os quais escolhemos como tendo a seguinte forma?

1 02 1
_ O2y - 2 12 - 2 \2
{ % +2(m +V)ln(—,u2>+4(m +V)}. (3.11)

1
3272

AVy =

Observe que eliminanos as divergéncias quadraticas e logaritmicas e chegamos na forma

simples do potencial efetivo renormalizado.

Ve (omw) = m*@? +V + Vo + AV,

ren,0
m2 + V//
2
1%

(m*+V")?In (3.12)

= mPp?+V + !
6472
Uma breve andlise dos contratermos presentes na equagao (3.11) nos mostra que a
teoria renormalizdvel é tal que a estrutura V(¢) = const X ¢* se faz presente. A razao
disso é que para o potencial considerado V (), os contratermos tem a mesma forma do
potencial cldssico, somado a uma constante cosmoldgica. A seguir vamos ver que as

mesmas caracteristicas se fazem notar no espago-tempo curvo, quando o termo nao-minimo

£Ry? for introduzido.

3.1.1 Calculo diagramatico

Nesta secao, vamos calcular o potencial efetivo no espaco-tempo plano através dos
diagramas de Feynman. Essencialmente o que precisamos encontrar sao os diagramas que
correspondem & funcdo de Green de n pontos G™(zy, ..., z,). E importante lembrar que
a acao com a qual estamos trabalhando é do tipo S = Sy + S;u:, onde as quantidade Sy e
Sint sdo dadas, respectivamente, pelas equagoes (2.2) e (2.3). Consequentemente, devemos
considerar diagramas que correspondam a auto-interagao, ou seja, de cada vértice devem
emanar quatro linhas. Uma vez que as fungoes de Green de n pontos podem ser escritas
em termos de uma expansao em série de poténcias em A, o nimero de vértices de cada
diagrama deve corresponder a ordem da expansao em A e o nimero de pontos externos
deve corresponder a ordem de n na equacao (2.5). Ressaltamos que estamos interessados
nas corregoes a um loop, entao os diagramas que devemos considerar estao representados

na figura abaixo

2Por conveniéncia incluimos os contratermos finitos em AV, isso pode ser devidamente compensado

por uma mudanca em (.
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Figura 3.1: Expansao diagramatica em loop para o potencial efetivo.

O primeiro diagrama da figura 3.1 possui um vértice, isso nos mostra que ele diz
respeito a primeira ordem da expansao em A. Desse vértice emanam quatro linhas, ou
seja, o termo de interacdo é de fato do tipo Ap*. Este diagrama possui ainda dois pontos
externos, o que indica que estamos trabalhando com a funcao de dois pontos.

Usando as regras de Feynmann [79], o primeiro diagrama deve corresponder® a

(—iX)p? ;1/ (d P i : (3.13)

2m)* p2 — m? + e
onde usamos que as linhas externas levam a momentos nulos. Em outras palavras, como
linhas externas nao estao associadas ao propagador observamos nesta tultima equacao
apenas uma integracao nos momentos. O primeiro diagrama da figura 3.1 possui apenas
um vértice, isso justifica a presenga do termo i\ na equagao (3.13). Ainda com relagao a
esta equacao observamos que para cada “perna” temos um termo .

O fator de simetria é calculado através da seguinte relacao

)l Sndy (3.14)

onde s, é o fator de simetria de um diagrama individual e d,, é o nimero de diagramas

diferentes. Em particular para o segundo diagrama da figura 3.1 temos na verdade 3 tipos

de representagoes conforme indica a figura abaixo

3Embora a rotacio de Wick tenha sido previamente discutida, vamos aqui trabalhar no espaco de

Minkowski.
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Figura 3.2: Diferentes diagramas associados com o termo ¢* na expansio a um loop do potencial efetivo.

Dessa forma, devemos ter para este caso (n = 2) que dy = 3 e de acordo com o teorema
de Wick, sabemos que sy = 1/2. Entao, o fator de simetria para o segundo diagrama
representado na figura 3.1 deve ser 1/16 e a representagao integral para este diagrama é

dada* por

4 ~ 2
(_MSO)Q%/ (;ZW];4 (p2 — 7722 + ie) ' (3.15)

De maneira geral pode-se mostrar que, para o n-ésimo diagrama com 2n pernas externas
existem d,, = (2n — 1)(2n — 3) diagramas distintos e o fator de simetria de um diagrama
individual é dado por s, = (n—1)!/2, de modo que o fator de simetria do n-ésimo diagrama
é dado por s = (1/2n)(1/2)™. Estas consideragoes nos conduzem a seguinte forma para as

corregoes quanticas a um loop para o potencial efetivo

_ i =1 /Xp2\" [ d*p i n

W= 5 () e o)
f~n\ 2 (2m)* \p? —m? + ie

i d*p Ap? /2
L S AN . L 16
2 / (2m)4 n( p? —m2—|—ie> (3.16)

Para renormalizar a iltima equacao poderiamos adicionar os contratermos, assim como

fizemos na secao anterior. No entanto, esta tentativa nao é valida aqui, pois ainda nao
conhecemos o potencial efetivo para que possamos efetuar o procedimento de adicionar os

contratermos. Por esta razao, vamos nos valer das condicoes de renormalizacao

&2V, 44V,
d¢2ff o m% e d(pjf Y (3.17)

onde mp e \g representam a massa m e a constante A na versao renormalizada.
Em seguida vamos levar em consideragao que V.rr(¢) = (1/2)m?*0* + V() + Vo(p),
onde V() = Ap*/4! e Vo(p) é dado pela equacio (3.16). Entao resulta que

Lo,y Ay z/ d*p Ap? /2
Vepslp) = gmie™+ 19" — 3 Cmt T 2 m2 e (3.18)

4Note que linhas externas correspondem a momentos nulos, motivo pelo qual as mesmas sao negligen-

ciadas.
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Agora por meio das condigoes de renormalizagao e da equagao (3.18) obtemos que

A d*p i
2 2
— _Z d
" MR g / (2m)* p?2 — m?2 +ie’ (3.19)
3. [ dp 1 2
= - = : 2
A Ar 2 A / (2m)4 <p2 —m?+ ie) (3.20)

Substituindo as equagdes (3.19) e (3.20) na equacao do potencial efetivo, obtemos depois

de uma simples algebra que

L 5 o Ar 4 1@ / d4p ()\RSOQ/Q)2
= - — " — = In|l—-———A"—-—+—
1

dp i 2 d*p 1 2
S Ap? _ R 4/ ( ) . (321
4Re / Qm)t p—mh +ie 167 ) @r)F \p2—mZ + e (3:21)

Resolvendo as integracoes em p°, resulta que

1 1

A d3p
Vers(o) = gmie® + 79" + 5/ Ok (\/p2 +my + Arp?/2 — \/p2 + m%)

Y / &y L / p ! (3.22)
8 (2m)* \/p?+m3 64 (2m)3 (p? + m%)3/% '

Apos efetuar todas as integracoes nesta ultima equacao, o resultado para o potencial

efetivo fica escrito na forma

1 AR
Veps(p) = 5”@#72 + I<P4

171 Arp?\ 2 Arp? 1 3
1 16 (7o) (1 5o ) — e - e (323)
R

Esta iltima equacao é equivalente a expressao para o potencial efetivo renormalizado,
que foi encontrada anteriormente na Segao (3.1). Contudo, estamos tratando com as
quantidades m? e X na forma renormalizada, ou seja, para encontrar essas quantidades
utilizamos as condigbes de renormalizagao descritas pela equagao (3.17). Por esta razao,

a expressao para o potencial efetivo (3.23) ndo contém o parametro p.

3.2 Potencial efetivo no espaco-tempo curvo

Uma vez que o alvo principal desta parte do trabalho tange o aspecto da aplicacao a
cosmologia, seria licito estender os resultados conhecidos para o potencial efetivo no que
se refere a levar em consideragao a curvatura.

Em particular estamos interessados, neste trabalho, na ordem linear na curvatura.

A razao disto é que a primeira ordem é suficiente para a nossa proposta de trabalho e
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porque nossos calculos se tornam demasiadamente complexos se trabalhamos uma ordem
a cima. Entretanto, as coordenadas normais de Riemann viabilizam, em principio, a
possibilidade de se fazer calculos em qualquer ordem desejada no tensor de curvatura e nas
suas derivadas, além serem muito uteis quando se avalia contribuicoes de loops superiores.

Nesta parte do trabalho seguimos basicamente a abordagem apresentada em Ref. [93].

3.2.1 Momento cut-off covariante

Conforme foi mencionado anteriormente, o potencial efetivo é definido como o termo

de ordem zero na expansao de derivadas da acao efetiva de um campo escalar médio,

L, guw] = /d4:v \/—_9{ — Verp(e) + %Z(w)g“”aw v +} . (3.24)

O calculo da quantidade V.ss(¢) pode ser feito considerando-se ¢ como constante, em
diferentes teorias com diferentes tipos de campos quanticos. Neste trabalho consideramos
dois exemplos, sendo o primeiro deles a auto interagao de um campo escalar e o segundo
um campo fermionico com acoplamento de Yukawa para o background escalar, ambos no
espaco-tempo curvo.

Nosso ponto de partida é a acao para um campo escalar

Sole, g = /d“r\/—_g{%g“”aw Do — %(W — ER)p* — V(w)} : (3.25)

onde V() + m?¢? é o termo minimo de potencial e ERp? é o termo de acoplamento
nao-minimo, o qual é fundamental para que a teoria seja renormalizavel no espago-tempo
curvo. No espago-tempo plano o escalar de curvatura é nulo (R = 0) e assim o termo de
acoplamento nao-minimo também deve ser nulo. Nossa proposta é calcular as correcoes
a um loop para a equacao (3.25) no caso de escalar constante. Os célculos sao feitos no
espaco-tempo quadri-dimensional e estamos particularmente interessados no caso renor-
malizavel em que V = A\p?/4!. Contudo, vamos nesta secao usar a notacao geral V(¢)
como sendo mais compacta e geral. Também enfatizamos que a teoria do campo escalar,
cuja agao é dada pela equagao (3.25) é renormalizavel no ramo da gravitagao semi-classica
[27], onde a métrica ndo é quantizada e representa um background classico para cam-
pos quanticos de matéria (no nosso caso campos escalares). A consisténcia e o status da

aproximacao semiclassica foram recentemente discutidos em Ref. [84].
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3.2.2 Potencial efetivo e as coordenadas normais de Riemann

As coordenadas normais de Riemann sao uma ferramenta 1til para calcular quanti-
dades locais como divergéncias ou o potencial efetivo. Estas coordenadas se baseiam em
linhas geodésicas que ligam algum ponto fixo P’ (x“/) a outros pontos. Sempre é possivel
assumir que g, (P’) = 1,,. Pode-se fixar as condices inicias para as linhas geodésicas
de tal maneira que a métrica no ponto P(z#) seja escrita como uma série de Taylor em
torno do ponto y* = z — z#'. Os coeficientes de tal expansdo estio associados ao tensor
de curvatura, as suas contragoes e as derivadas covariantes no ponto P’. Em especial,
estamos interessados nesta parte do trabalho, como ja foi dito acima, em termos de pri-
meira ordem na curvatura e assim todas as expansoes serao consideradas como sendo de

primeira ordem. Por exemplo, para o tensor métrico encontramos que [76]

1

9a5(2) = 93(@') = 5 R (#)1"y" (3.26)

O operador bilinear da agao (3.25) ¢ dado por

P S
V=9 0p(x)op ()

Expandindo adequadamente o operador [J em coordenadas de Riemann resulta que

=0+m? —E(R+V". (3.27)

- 1 2
—H =1"0.0,+ 3R "5 Yy 0,0, — gngﬁéa +m?—ER+V". (3.28)

Sem duvida alguma, o termo —& R também pode ser expandido, mas na medida em que
nos interessa apenas termos que estao dentro da ordem considerada O(R), essa expansao
deixa de ser relevante.

A principal vantagem da representacao de momentos local é que todas as consideracoes
podem ser feitas no espago-tempo plano (mas com os elementos modificados da técnica de
Feynman) e o resultado para uma dada quantidade local é sempre covariante. A equacao

para o propagador do campo escalar possui a seguinte forma
HG(z,a") = —g"*(z")5(z, a')g"* (x). (3.29)

Uma maneira menos ardua de realizar os calculos é trabalhar com o propagador modificado

[31] G(z,2"), onde

-

HG(z,2') = —6(z,2). (3.30)
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E de grande importancia para nés que o lado direito desta ultima equagao nao dependa
da métrica, pois necessitamos usar a relacao Tr InH = —Trln G(z,2") para podermos
obter a dependéncia da curvatura. A forma explicita para G(z,2’) é bem conhecida [31]
para o caso livre V" = 0. Mas uma vez que V" = const, podemos simplesmente substituir

m? por m? = m? 4+ V" e assim obter na primeira ordem em R que

_ 'k 1 (€—1/6)R
G — iky — . 3.31
(v) / @ R (2t m2)? (3:31)
Agora, basta expandir TrInH = —Tr In G(z,2') na primeira ordem na curvatura.
Neste sentido vamos definir
H=Hy+ H R+ O(R?, (3.32)
G =G+ GiR+ O(R?) (3.33)
e considerar que
1 o, 1 o
—ETr InG(z,2") = éTr In (Hy + H1R)
1 . 1 .
=3 Tr In Hy + 5 Tr In (GoH 1 R) . (3.34)

O primeiro termo nesta tultima expressao ja foi calculado numa secao prévia, ele corres-
ponde a contribui¢ao do espago-tempo plano. O segundo termo pode ser desenvolvido

COmo se segue

1 A 1 _
§Tr In (GoHR) = —/d4xV1R: §Tr Gyt (2", 2)G (2!, )| R

= %/d‘lx/d‘*x’ Gy (w, 2 )G (2, )| R

1 T
_ = d4 d4 / zk(x—x)/ ip(z’ —z) A—1 2
2/ x/ z R/ ek Pk Gy (k)G (p)

L[, 'k 1A
— §/de/(27T>4 Gyt (k)G (k). (3.35)

Resolvendo esta ultima integracao® temos depois de algumas simples transformacoes, os

seguintes resultados

Vg, gw) =Vo+ ViR, Vi = Vil v (3.36)

SLembre que G1(k) = G1(—k).
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= 2(417r)2 (¢- é){ — 4 (P + V) In (2_22)} ’ (3:37)
g —m (¢~ é) (m2 + V") In (%) | (3.39)

Da mesma forma que procedemos no caso do espacgo-tempo plano, devemos modificar

o potencial através da adi¢ao de contratermos

1 1 02
A= o (6= {0 = 2+ v (25) ) 3.39
= s (€ @ - v (3.39)
Desta forma é possivel eliminar as divergéncias quadraticas e logaritmicas, de tal maneira

que

‘/:e{lﬂl(guua 90) = _5902 -

2 "
1 u) ' (3.40)

2(4m)? (f B é) (m* + V") In ( 112

Naturalmente, uma teoria renormalizavel no espago-tempo curvo deve conter o termo
nao-minimo na expressao classica (3.25). Na auséncia deste termo nés nao podemos lidar
com os contratermos correspondentes (3.39). Agora fazendo uma generalizagao covariante
do resultado do espago-tempo plano (3.12) e somando devidamente com (3.40), chegamos

na equagao completa renormalizada para o potencial efetivo a um loop

1
VI (Gus ) = pa + §(m2 —E(R)P*+V

e [1(m2 A (3 é)R(mQ + V)

2(4m)2 | 2 In (M> (34D

12

onde restauramos o parametro de expansao em loop h e também incluimos o termo de
densidade cléssica de constante cosmoldgica, py. Note que a ambiquidade que surge por
causa do parametro p pode ser eliminada se impusermos condi¢oes de renormalizacao.
Além disso, p cancela automaticamente se nés levarmos em consideracao as relagoes de
renormalizacao para o acoplamento A e a massa m no caso renormalizdvel A\p?/4. Isso
vem da independéncia geral do parametro p da AE. Entretanto, no espacgo-tempo curvo a
dependéncia de p pode ser uma ferramenta 1til para se explorar diferentes limites da AE,
como por exemplo o limite de curtas distancias, o limite de campos escalares fortes ou uma
combinagao de ambos [27, 29] (e referéncias relacionadas). Além do mais, de acordo com
uma discussao recente [87] a dependéncia de p pode ser uma indicagdo para a dependéncia
da escala fisica (running) da constante cosmoldgica.

Uma avaliagdo numérica da importancia relativa do termo gravitacional na equacao

(3.41) depende fortemente da massa m do campo considerado, do valor de £ e da magnitude
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do escalar de curvatura num dado problema fisico. A relacao entre os termos de natureza
[44 7 44 2 = 4 4 : A :
plana” e “curva” na equagao (3.41) é a mesma para os termos cldssicos e quanticos a
um loop. Para o caso em que o campo escalar estd associado ao modelo de Higgs padrao,
nos assumimos que a massa ¢ da ordem de 100 GeV. A magnitude de &, necesséaria para o
modelo de inflagao de Higgs [19], é de 4 x 10%. Entao ¢é facil ver que o valor da curvatura,
quando o termo gravitacional na equagao (3.41) se torna dominante, é inferido através

m?, assim o valor critico encontrado é R ~ 0,25 GeV?2. No cendrio

da relacao ER =
cosmologico o valor correspondente do parametro de Hubble é H ~ GeV', o qual é muito
superior ao valor fenomenologicamente aceito. Isso mostra que o valor de £ nao é grande,
pois o produto dimensional £ R possui um valor pequeno no periodo inflacionario. Mas, por
outro lado, conforme foi discutido em [9, 20] (e referéncias relacionadas) as predigoes da

teoria sao suficientemente sensiveis as corregoes quanticas e isso nos leva a uma restrigao

para a massa de Higgs.

3.2.3 Regularizacao cut-off de tempo proprio

Uma outra possibilidade de implementar a regularizagao cut-off de maneira covariante
é usar a representacao do tempo préoprio de Schwinger-DeWitt. Um calculo similar para
o caso sem massa, usando a regularizacao dimensional foi feito em Ref. [60]. A AE pode

ser escrita como (na versao euclidiana)

— 1 - 1 < d »:
I =_TrnH = - Tr lim & e isH (3.42)
2 2 =z 1/L2 S

onde L é o parametro de cut-off. Lembre que o nicleo de propagagao de calor (heat kernel),

pode ser escrito como [39] (veja também [6, 11] e referéncias relacionadas)

Uz, 2'; s) = eisH 5(x,2') = Uy(z,2'; s) Z Fag(r, x") (3.43)
k=0
onde
A~ ]_ Dl/2 / i0 z,z’ .
Ug(z,2';s) = (z, o) St im?s (3.44)

e
(dmi)n/2 vl ’

onde, como ja sabemos, o(x,z’') é a distancia geodésica entre dois pontos = e 2, a qual
satisfaz a identidade

20 = (Vo)? = o0, (3.45)

e D é o determinante de Van Vleck-Morrete dado pela equacao (2.47).
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Conforme j4 foi mencionado (veja também [39, 6, 7, 11]), as divergéncias estao concen-

tradas no limite de coincidéncia dos trés primeiros coeficientes de Schwinger-DeWitt

T ! Tr [laoL4 +a;L* + ayIn (L—2>] (3.46)
div 9 2 NQ )
onde definimos®
ap = lim ax(z,2') . (3.47)
/' —x

As expressoes para ag, a; e ag sao bem conhecidas [39] (veja também o apéndice B de
[52] para as expressoes com regularizacao cut-off). No caso do campo escalar quantico em

primeira ordem em R, obtemos imediatamente de (3.46) que

Vd(ilv)(escalar) = m{ _ %4 + [mQ Ly <€ _ é)R} 72

- [ vy - v(e-H)Rm(S)} @)
onde novamente negligenciamos termos de ordem superior na curvatura. Uma comparagao
entre os dois tipos de cut-off nos levam a conclusao de que a quantidade %ii)(escalar)
descrita pela equagao (3.48) é igual a soma das equagoes (3.9) e (3.37), se identificarmos
os dois parametros de cut-off 2 e L.

Neste ponto é possivel fazer uma comparagao entre os dois esquemas de cut-off utiliza-
dos. Ambos dao contribuigoes equivalentes para a parte divergente. No entanto, o método
de momento cut-off local fornece ainda expressoes completas no que diz respeito a parte
finita do potencial efetivo a um loop (3.10) e (3.38). Neste caso, por meio do esquema
do tempo préprio, pode-se chegar na mesma expressao (3.41) através da abordagem do
grupo de renormalizagao [29]. Contudo, isso requer uma identificacio ad hoc de p? com
m? + V", Ao mesmo tempo, no método de cut-off de momentos locais essa identificacao
aparece de maneira natural, porque neste caso trabalhamos diretamente com a parte finita
do potencial efetivo renormalizado (3.41). Neste momento é natural pensar em calcular o
potencial efetivo diretamente usando o método de somar as séries de Schwinger-DeWitt
[12]. Entretanto, esta idéia encontra um obstaculo quando ela é usada para calcular quan-
tidades estaticas como por exemplo corregdes quanticas para a constante cosmoldgica [53],
pois nesta situacao surge como resultado um fator de forma, que é dado por uma funcao

algébrica do operador D’Alambertiano O (Laplaciano covariante no caso Euclidiano) que

5No capitulo anterior, usamos a notagao definida na equacio (2.48) para representar o limite de coin-

cidéncia. A partir de agora, para representar este limite, usaremos a notagao definida na equagao (3.47).
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atua na curvatura generalizada. No caso estatico, quando o operador [J atua numa cons-
tante, obtem-se zero e assim este método é ineficiente em sua forma original. O mesmo se
aplica para o caso do potencial do campo escalar, porque de acordo com a equagao (3.24),
as derivadas de um escalar vao para o proximo termo da expansao da AE em derivadas.
Um exercicio interessante seria modificar a série de Schwinger-DeWitt de tal maneira que
a obtencao das correcoes quanticas da parte finita para a constante cosmoldgica ou para
o potencial de um campo escalar (essas duas ultimas quantidades foram analisadas em
[87]) seja possivel. No entanto, as perspectivas positivas de tais esfor¢os ainda nao estao
claras. Ao mesmo tempo, pode-se perfeitamente calcular o potencial efetivo na forma de
uma expansao no tensor de curvatura diretamente via coordenadas normais, como foi feito
anteriormente. Com base nos argumentos acima apresentados podemos concluir que am-
bos os métodos se complementam mutuamente, pois eles viabilizam a identificacao entre

1?2 e m? + V" ou entre expressoes similares que aparecem em outros modelos.

3.2.4 Férmions

Com o objetivo de explorar a equivaléncia entre os dois esquemas de cut-off acima

descritos, podemos analisar o caso de um campo fermionico com interacao de Yukawa.
S = /d4m —giV(y'V,, —ims — ihp)V . (3.49)

Como estamos interessados no calculo do potencial efetivo, podemos considerar o campo

© como constante. Vamos denotar
m=mys+ hp. (3.50)

Levando em consideragao a paridade de Grassmann, o objeto de nosso interesse é (na

versao pseudo-Euclidiana)

f‘gcl)[@, guw) = —iTr In Hy (3.51)

onde ﬁf = i(y*V, —im). Como o resultado deve ser impar em 7 [16], vamos levar em

consideracao a transformacao
. 1 A
TrInHy = §Tr In(HpH}), (3.52)
onde ﬁ} = i(y"V, +1m). O produto [:Ifﬁ]’? pode ser escrito como

- 1
HyH; = - (D - R+ m2> . (3.53)
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Usando o método do tempo proprio chegamos na seguinte expressao para as divergencias
2

VO (fer) = —#{ - L; + <m2 - 1—123> L2 - %(m‘* - éRmQ) In (%)} . (3.54)

onde termos de curvatura de ordem superior foram negligenciados. Lembre que as quan-
tidades fgi, a; e ay sdo descritas pelas equagoes (3.46), (2.52) e (2.53) respectivamente.
Nos valendo da equivaléncia entre os dois esquemas de cut-off podemos escrever a parte
finita da contribuicao renormalizada a um loop para o potencial efetivo
~ 2

VO (fer) = — (4i)2 (m4 . %Rﬁﬂ) In (%) . (3.55)

Quando comparamos este resultado como esquema de renormalizacao de subtragoes minimas,

a identificagao correta para p* é a expressao m? = (my + hy)?.

3.2.5 Grupo de Renormalizagao

Vamos nos focar no resultado para o escalar (3.41) e usé-lo como um exemplo de
como as equagoes do grupo de renormalizagao para os parametros do potencial podem ser
obtidas. Neste sentido, vamos restringir nossas consideragoes para o caso renormalizavel
V = Ap?/4l, de tal maneira que V" = \p?/2 e AV = AVy + AV R. Os contratermos
AVy e AVy, descritos pelas equagoes (3.11) e (3.39) respectivamente, possuem a mesma
dependéncia de ¢ que os seus correspondentes termos classicos.

Com o objetivo de obter as equacoes do grupo de renormalizacao para os parametros
em questao precisamos assumir que o potencial efetivo renormalizado é igual ao potencial
efetivo nu (bare). Ao assumirmos isto estamos nos valendo de uma caracteristica intrinseca
da AFE que pode ser facilmente provada de uma maneira geral [27]. Com relagao a parte
finita do potencial, a aparente dependéncia que existe entre o potencial efetivo renorma-
lizado (3.41) e a quantidade p deve ser compensada pela dependéncia dos parametros
independentes da teoria A\, m e py com respeito a p. Assim, é possivel encontrar as quan-
tidades A\, m e pa diretamente por meio da equagao (3.41). Contudo, ao invés disso, vamos
obter as fungoes-3 correspondentes da renormalizacao infinita da acao classica de maneira
similar ao que foi feito no esquema-MS” e regularizagao dimensional [27].

O potencial cldssico (acrescido da massa e do termo ndo-minimo) na presenga dos

contratermos, forma o potencial classico renormalizado, o qual deve ser igual ao potencial

"Vamos denotar o esquema de subtracoes minimas como esquema-MS.
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nu, de modo que

Ap”

4 )\ 4
%
o Ao+ RAV: = pa) + [y — & Rl¢® + ZOF

pa+ (m® — ER)* + I

(3.56)

O lado esquerdo desta ultima equacgao depende explicitamente de p, enquanto que o lado
direito nao. Esta condicao deve ser satisfeita para todos os termos individualmente, pois
existem quantidades arbitrarias ¢ e R.

Assim, usando as equagoes (3.11) e (3.39), chegamos nas equagoes

Pr0) = P+ % h{f—j , (3.57)
mig = m’+ 2?4—722)2 1n2—§ : (3.58)
Co) = &+ m (¢~ %) mij—Q2 , (3.59)
Aoy = A+ % lnij—j . (3.60)

Neste ponto podemos aplicar o procedimento convencional de tomar as derivadas ,udi das
m
quantidades A, m%o), o) e ,05\0) e igualar essas derivadas a zero. O resultado encontrado

para as funcoes-3 é dado por

T T e pa(Ho) = pao;

DL ot i) =

i - i) e

W= B A=, (3.61)

onde os pontos iniciais das trajetérias do grupo de renormalizacao sao definidos num valor

de referéncia (escala) ug. Consequentemente, resulta que

3hA: .
Ap) = Ao+ ——2 In — 3.62
onde restauramos convenientemente a quantidade h.®
Pode-se verificar que se substituirmos estas solucoes na equacao para o potencial efetivo

renormalizado (3.41), a dependéncia com relagao a p desaparece completamente em termos

do tipo O(h). Definitivamente, isso ndo significa que o potencial efetivo passa a ser trivial,

8Observe que a solucdo no esquema-M$S é bem mais complicada, veja Ref. [17].
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pois o conteiudo real das correcoes quanticas estda relacionado com a dependéncia com
respeito a ¢, a qual nao muda pelo procedimento descrito acima. E possivel entao concluir
que a dependéncia de p nada mais é do que uma ferramenta til para que possamos obter a
dependéncia de ¢ e de suas derivadas (ou de algum outro campo médio). Esta ferramenta
se torna especificamente importante nos casos em que a obtencao da dependéncia explicita
dos campos e de suas derivadas nao é possivel, conforme foi discutido recentemente em
Ref. [87] para o caso de campo gravitacional externo.

Ressaltamos ainda que a relacao entre a dependéncia de p e o potencial efetivo real
pode ser consideravelmente nao trivial em modelos mais complicados. Considere como
exemplo uma teoria onde o campo escalar esteja acoplado com diferentes férmions de
massas distintas. De acordo com o resultado da secao precedente, ou seja, com a equacao
(3.55), nao existe uma identificagdo tnica de p neste caso. Assim, é necessirio tomar
um certo cuidado quando se usar os resultados do grupo de renormalizacao para teorias

massivas, especialmente quando massas diferentes estiverem presentes.



Capitulo 4

O Tensor Energia-Momento no
Contexto da Quebra Espontanea de

Simetria

O desenvolvimento deste capitulo se baseia na abordagem apresentada em Ref. [5].

Tradicionalmente, o calculo de correcoes quanticas para o TEM de vacuo é uma das
mais importantes questoes da TQC no espago-tempo curvo. As razoes para o interesse
especial neste problema se devem ao fato de os campos de matéria e particulas fazerem
parte do contexto das equacoes cosmoldgicas e gravitacionais na forma do TEM da matéria,
o qual é usualmente considerado como um fluido. Os efeitos quanticos das flutuacoes do
campo deve acrescentar algumas contribuicoes nas equacoes de estado correspondentes.
O exemplo mais relevante, provavelmente, é que o TEM para a radiacao “ganha” um
trago nao nulo em func¢ao da anomalia (do trago) conforme, a qual muda a equacao de
estado para a radiacao com alguns possiveis efeitos relevantes na fase do Universo em
que dominava a radiacdo [86]. De maneira oposta a isso, a equagao de estado para as
particulas massivas e para a matéria barionica, em geral, nao mudam essencialmente,
porque as corre¢oes quanticas nao podem fazer com que um conteudo de matéria se torne
relativistico.

A situacao é bem diferente no caso de efeitos do vacuo quantico, que podem ser muito
mais relevantes que os efeitos do setor de matéria. Existem algumas publica¢oes recen-
tes sobre este assunto, incluindo aquelas que tratam dos possiveis efeitos dos campos

quanticos de matéria massiva na Cosmologia e na Astrofisica. Em particular pode-se ver

40
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nas referéncias [8, 44, 48, 86, 89, 90], que as corregoes quanticas podem ser definidas na base
somente da covariancia geral, em termos de um unico parametro livre v. Algumas con-
sequéncias observacionais das possiveis corre¢oes quanticas foram exploradas em [46, 55]
e nos conduzem a estabelecer um limite superior para a magnitude de v. Assim, a mesma
forma unica das corregoes foram aplicadas também a Astrofisica [90] e foram observados
[78] resultados bem precisos no que diz respeito a descri¢ao de curvas de rotacao para
um conjunto de amostras para galaxias discoidais, sem que seja necessario introduzir uma
grande quantidade de contetido de matéria escura (para mais exemplos veja [45]). Outras
aplicagoes a Cosmologia e Astrofisica foram também discutidas em [47].

As aplicagbes acima mencionadas estao baseadas numa premissa unica, porém nao
trivial, de existéncia de correcoes quanticas relevantes no setor de vacuo de baixas energias.
Claramente, o desenvolvimento mais desejavel seria obter tais efeitos quanticos na base
regular, dentro de uma aproximagao rigorosa na TQC. Este problema foi discutido em [87]
e a conclusao final foi, em respeito aos métodos existentes, essencialmente negativa. A
correcao quantica requerida para a AE de vacuo deveria ser dada pela soma de produtos
infinitos de componentes do tensor de curvatura com um nimero infinito de insercoes nao
locais, o que deixa o processo de cédlculo efetivamente impraticavel. Pode-se observar que
a situagao se torna muito mais evidente se nds desistirmos da covariancia e usarmos, por
exemplo, a parametrizacao conforme da métrica de fundo. Neste caso, é possivel calcular
as corregoes quanticas [88]. Entretanto, este método nao é seguro e também é aplicavel
somente no regime de altas energias, quando o procedimento de subtragoes minimas é, a
principio, confidvel.

Seria ideal se existisse alguma aproximagao alternativa para a obtencao de correcoes
quanticas. Recentemente alguns autores apresentaram trabalhos onde o resultado foi ob-
tido por meio de uma regularizacao cut-off com a métrica cosmoldgica conformalmente
plana [21, 65] (veja também [61]). A idéia principal é realizar os célculos de densidade de
“energia” e “pressao” do vacuo na regularizacao de momento cut-off, levando em consi-
deracgao a expansao do Universo, de maneira perturbativa, ordem a ordem no parametro
de Hubble H. A ordem zero nesta aproximagcao foi considerada por Akhmedov em Ref.
2] e também, anteriormente por DeWitt [37]. O procedimento nao covariante baseado na
regularizacao cut-off, troca, a equacao de estado pyec = —puac que corresponde a constante

cosmoldgica, pela equagao de estado da radiagao pyee = prac/3. Uma discussao deste resul-



4. O Tensor Energia-Momento no Contexto da Quebra Espontanea de Simetria 42

tado na regularizacao de Pauli-Villars pode ser encontrada em [71]. Antes disso, DeWitt
explicou o resultado em termos gerais, como sendo consequéncia de uma regularizagao nao
covariante. Os cédlculos de [21, 65] foram baseados na subtragao do resultado do espago-
plano de [2], que conduzem a nova equagao de estado para o vacuo, a qual é proporcional
a constante de Hubble ao quadrado H? vezes o quadrado do parametro de cut-off. O pro-
blema principal com este resultado é que ele ou, aparentemente, contradiz a covariancia
geral da AE, ou a localidade dos contratermos requeridos. Neste caso nds encontramos
uma violacao das caracteristicas fundamentais bem estabelecidas da renormalizacao em
espagos curvos (veja também os livros [23, 27] e os artigos [63]). Entretanto, os resultados
destes calculos devem ser considerados como uma motivacao para o estudo da possivel
existéncia de corregoes do tipo O(H?) para a energia de vdcuo na Cosmologia. Ao mesmo
tempo, entender melhor estes resultados no nivel técnico é de grande relevancia. Estas con-
sideracoes representam uma das principais motivagoes do presente trabalho. Além disso,
é interessante compreender como os cédlculos na regularizacao cut-off podem ser realizados
de maneira covariante. Este problema foi recentemente solucionado em [22] com base na
representagao de momentos local nas coordenadas normais de Riemann (alternativamente,
pode-se conseguir a covariancia de expressoes finitas através da imposigao, passo a passo,
da lei de coservagao, na medida em que se adiciona os contratermos nao covariantes es-
pecialmente ajustados [65, 66]). Além do mais, existe uma possibilidade que merece ser
analisada com mais detalhes. O termo de constante cosmoldgica consiste de duas contri-
buigoes principais [99], a primeira delas é conhecida como um termo classico de vacuo e
a segunda como termo induzido. O teorema de proibigao (no-go) [87] estabelece que a
contribuicao quantica diz respeito somente a parte de vacuo e assim, existe a possibilidade
de encontrarmos termos do tipo O(H?) como corregoes quanticas para a energia de vdcuo
da parte induzida. Como pode-se observar no texto procedente, para a contribuicao indu-
zida, o procedimento para obter o TEM da AE nao é tao direto e simples como o método
para se determinar a contribuicao da parte de “vacuo”. O calculo em questao requer um
maior esforco e esta relacionado com a proposta principal do presente trabalho.

No6s vamos obter a contribuicao quantica para o TEM a partir do termo induzido, de
maneira covariante, em aproximagcao linear na curvatura e vamos eventualmente mostrar
que nesta aproximacgao, o TEM de vacuo é local, satisfaz a lei de conservacao e conse-

guentemente pode ser escrito como uma combinacao linear da métrica e do tensor de
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Einstein.

4.1 Sobre a renormalizacao no espaco-tempo curvo

A renormalizacao da teoria quantica de campos de matéria no espago-tempo curvo foi
um conteido de investigacao muito explorado, comegando com Ref. [96]. A maneira mais
simples para remover divergéncias, de acordo com um procedimento de renormalizacao
consistente, estd relacionada com o método da AE [26, 27, 95]. O resultado final de todos
estes estudos podem ser formulados de uma maneira simples como se segue: a teoria dos
campos quanticos de matéria, renormalizavel no espaco-tempo plano, pode ser formulada
como sendo também renormalizavel no espago-tempo curvo, se existir uma regularizacao
que seja consistente com a covariancia geral e com as simetrias de gauge da teoria. A
renormalizabilidade significa que as divergéncias da AE sao locais e as suas expressoes
covariantes gerais devem ser compativeis com as simetrias de gauge dadas.

Da perspectiva da AE, a renormalizacao do TEM parece bem trivial, pois tudo que é
necessario fazer é encontrar a quantidade I', e em seguida considerar a derivada variacional

com respeito a métrica

(L)) = e gal@)o) (4.1)
—g() 0gap(2)

Além disso, é necessario introduzir os contratermos na AE, isso implica que devemos
também adiciond-los na quantidade ' (4.1), que é equivalente a realizar uma subtragao
especial dos termos divergentes. Tal subtracao deve corresponder exatamente aos contra-
termos locais e covariantes. Os coeficientes da parte finita devem ser fixados, por meio da
imposigao das condi¢oes de renormalizagdo na agao classica renormalizada e/ou no TEM
renormalizado. Para esta finalidade, devemos escolher a acgao classica de uma maneira
especial, de modo que nela seja possivel incluir todas as estruturas possiveis de contrater-
mos. Os argumentos de covariancia e localidade nos levam a seguinte forma para a agao

classica

Svac = SEH + SHD ) (42)

onde Sgp é a agao de Einstein-Hilbert com constante cosmolégica e Sy p, a agao correspon-

dente as derivadas superiores. As quantidades Sgy e Syp sao descritas, respectivamente,
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por
1 T
SEH = _167TG d*x —g(R + 2A) (43)
e
Sup = / d'vy/=g{a:C* + azE + asOR + as R’} , (4.4)
onde O2 — Rimﬁ _R3ﬁ+ (1/3)R? é o quadrado to tensor de Weyl e E = Rimg—‘lRiﬁ"‘RQ

¢ o integrando do termo topoldgico de Gauss-Bonnet.

No presente trabalho, estamos interessados em calculos covariantes em torno do espaco-
tempo plano numa aproximacao linear da curvatura. Isso quer dizer que vamos sistema-
ticamente ignorar a contribuigao que diz respeito a derivadas superiores (4.4) e em geral,
vamos negligenciar termos do tipo O(R)?* e O(OR). Consequentemente, a forma de es-
truturas divergentes que podemos encontrar para a quantidade (7)) esta restrita a dois
termos. O primeiro deles é proporcional a métrica g,,, a qual é responsével pela renorma-
lizagao do termo de constante cosmoldgica. O segundo deles é proporcional ao tensor de
Einstein G, = Ry, — (1/2)Rg,., o qual é responsavel pela renormalizacao do termo de
Einstein-Hilbert na AE.

Nossos célculos serao efetuados na representacao de momentos local, baseada nas co-
ordenadas normais de Rieman (a informagao técnica sobre estas coordenadas estd no
Apéndice A). Vamos usar também a regularizagdo cut-off no espago Euclidiano de mo-
mentos locais. Esta regularizacao tem-se mostrado equivalente ao cut-off da integral de
tempo préprio no formalismo de Schwinger no espago-tempo plano [64], conforme vimos
no capitulo anterior, e recentemente foi usada em Ref. [93] (veja também o Capitulo 3
da presente tese) para calcular o potencial efetivo de um campo escalar no espago-tempo
curvo.

Uma aproximacao alternativa para renormalizar o TEM no espago-tempo curvo seria
trabalhar diretamente com a expressao classica para o TEM, calculando a sua média no
véacuo. Esta aproximagao é mais tradicional [23]. Os cédlculos covariantes foram efetuados
em [32] e [33] por meio da separagao de pontos (point-splitting), usando ou nao o método
da AE. A estrutura covariante das divergéncias do TEM, que foram descritas previamente,
é restaurada no limite de splitting zero, mas somente se este limite for tomado de uma
maneira especial invariante.

Vamos considerar o resultado de [32] para a parte das corre¢oes quanticas do TEM que

corresponde a divergéncias quarticas. Para manter a simplicidade vamos trabalhar com
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expressoes do espago-tempo plano, porque as divergéncias quarticas nao sao essencialmente

afetadas pela escolha da métrica. O resultado de [32, 33] é

1 1 My
(T) quart div = o <QW — 4ngn5> ; (4.5)

onde n, ¢ um pequeno quadri-vetor nao-nulo, definindo a regularizacao de separacao de

pontos das fungoes de Green correspondentes G(z,z) — G(z,x + n). Agora, se nos

escolhermos o vetor n na diregao temporal n = (e2,0,0,0) resulta que

3 0 00
1 01 00

<le>quart. div. = T 954 0010 o
00 01

Observe que a componente que corresponde as divergéncias quarticas do tensor energia
momento total, possui traco nulo. Este resultado esta de acordo com o resultado que
corresponde ao momento cut-off simples no espago plano [2]. Conforme se pode observar
em Ref. [37], ndo existe neste sentido, nenhum tipo de contradi¢do com a invariancia de
Lorentz das divergéncias, isso porque a origem de (4.6) esté relacionada com o uso de
uma regularizagdo nao covariante. No caso da separagdo de pontos (point-splitting) com
direcao temporal, a quebra da invariancia de Lorentz se deve a escolha nao relativistica
n = (€2,0,0,0). No caso da regularizacio cut-off, a origem do aspecto nao covariante
é, num certo sentido, diferente, mas desde que ela seja igualmente nao relativistica, o
resultado final é o mesmo.

E razodvel esperar que regularizagoes que fossem invariantes de Lorentz estivessem de

acordo com [32, 33|

1 0 0 0

<T/“’>quart. div — % ol (4.7)
e 0 0 -1 0
0o 0 0 -1

Note que este tensor é proporcional ao tensor métrico Minkowskiano e pode ser interpre-
tado como uma contribuicao divergente padrao para a energia do ponto zero ou como um

termo de constante cosmoldgica.
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4.2 Quebra espontanea de simetria e tensor energia-
momento no espago-tempo curvo

Nesta parte do trabalho seguimos basicamente a abordagem apresentada em Ref. [54].
Comecamos com a acao classica para o campo escalar real ¢, com acoplamento nao-minimo

e auto-interacao
4 Lo L oo 1 2 Ay
S=[d x\/_—g{ég“ 0u 0+ 5m?” + SERS — 7 } . (4.8)
A equacao dinamica para ¢ tem a forma
1
—O¢ +m2¢? + (R — EW =0. (4.9)

Consequentemente, o valor esperado de vacuo (VEV) para o campo escalar é entao definido

como solucao da equacao
2 L 5
—Ov+m ’U—l—fRU—é)\U =0. (4.10)

Se a interagao entre a curvatura e o campo for minima £ = 0, temos a QES padrao e

a solugao da equacao (4.10) é dada por
v = ——. (4.11)

Entretanto, no espaco-tempo curvo, a interagao minima £ = 0 é inconsistente do ponto
de vista da renormalizabilidade da teoria [27]. Em outras palavras, na presenca de campo
gravitacional, a teoria é renormalizdvel somente com o termo £R. Vamos tentar encontrar
solugoes da equagao (4.11), onde ¢ = ¢y = constante. Observe que se o campo é constante,

termos do tipo L¢g devem ser nulos, entao temos que
2 Ly s
(m* 4+ ER)pg = 6)\%. (4.12)

Mas se ¢g = v, resulta que
v? = 6(m2;—§R) _

Note que se considerarmos £ = 0 nesta tltima equacao, recaimos na solucao bem conhecida

(4.13)

(4.10). No entanto, a equagao (4.13) apresenta uma contradi¢do, pois nesta equagao, v

depende da curvatura R, mas a curvatura, por sua vez nao é constante. Por exemplo, no
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caso da métrica cosmologica, R depende da constante de Hubble, a qual varia no tempo.
Entao podemos concluir que v nao é constante e chegamos a contradicao.
Com o intuito de resolver esta contradigao, os autores em Ref. [54] consideram v como

uma série de poténcias em &R
v(x) = vy + v1() + vo(z) + ...\ (4.14)

onde vy é dado pela equagao (4.11). Estamos interessados apenas nos termos de v que
sao proporcionais a ordem linear da curvatura, por esta razao vamos substituir a relacao

¢ = v = vy + v1 na equagao (4.9), de modo que
1
—D(’UQ + ’Ul) + m2(vo + ’Ul) + fR(’UQ + ’Ul) — 6)\(2}0 + U1)3 =0. (4.15)

Agora, usando a equagao (4.11) e considerando que Cug = 0, temos
m2
—Ovy + mPvg + m’v; — — (vg’ + 3vgvy + 3upv? + vf) + ERvg + ERvy = 0. (4.16)
Yo

No contexto de linearidade da curvatura, podemos desconsiderar termos do tipo Ruvq,

v? and v}, Por meio destas consideragoes podemos reescrever a equagao (4.16) sob a forma
—Ov; — 2m?v; + ERvy = 0. (4.17)

Usando novamente a equagao (4.11) resulta que

(D + )\’US/?)) v; = &Ry . (4.18)
De onde vemos que
o = #“3]3/3 , (4.19)
ou
v = % . (4.20)

E claro que é possivel calcular os termos da expansao em v para qualquer ordem
desejavel e o proximo passo seria calcular v, de maneira analoga a utilizada para calcular
v1. Contudo, o escopo deste trabalho assume que consideremos apenas a primeira ordem
em R. Vamos entao manter nosso foco na equacgao (4.20) e simplifica-la de tal maneira que
termos que representem poténcias superiores e derivadas do escalar de curvatura possam

ser negligenciados. Esta aproximacao vale apenas para valores suficientemente grandes da
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massa fisica para a configuragiao de campo que flutua em torno do minimo, 2m? = /3.

Entao concluimos que

1 1 1 1 ] 1
R= ( )R:—(l—— ...>Rz—R. 4.21
O+ 2m?2 2m2\1 + %2 2m?2 2m?2 + 2m?2 ( )
Ou seja,
3¢
~—R. 4.22
(%1 Ao ( )

Esta tltima equagao também é consistente com a equagao (4.13).

A mesma solugao pode ser obtida diretamente da equagao (4.10) se desconsiderarmos

o termo (v e usarmos a equacao (4.11). No entanto, a consideragao apresentada acima é

mais completa e melhor, visto que ela nos permite controlar a aproximacao. Em calculos

posteriores vamos usar a expressao para a solucao cléssica da teoria no ponto de minimo
do problema da QES,

2
b X R

Poe =V = Vg + V1, onde vgz— e v =
)\’Uo

5y (4.23)

A renormalizagao do setor de vdcuo da teoria com QES estd descrita em Ref. [54],
portanto, nao vamos elabora-la aqui. Ao invés disso, vamos discutir a definicao do TEM
num nivel quantico para a teoria com QES. O tensor de energia-momento classico do

campo ¢ com a presenca de uma métrica externa g = g,,, ¢ definido pela relagao

2 0519, 9]

T, =—""—0ua9v 4.24
Jz —g na JvB 8gas ( )
No nivel quantico, o TEM é dado por
2 35(9,9)
Tw) = ——— o0 <0‘—‘0>, 4.25
< H > \/_—g 124 B 59046 ( )

onde ¢ é o campo quantizado, ¢ ~ ua' + u*a, e a |0) = 0.
De acordo com o que ja foi apresentado, vamos seguir a representagao funcional da
TQC, que tem como objeto essencial o funcional gerador das fungoes de vértice I' = I'[g, ¢],

conforme discutimos no Capitulo 2. Para o caso do campo escalar temos [27]

o {£700.01} = [ a6 exp {3 (sla. 6+ - 2 5) ). (1.26)

No presente trabalho vamos nos restringir a aproximacao de um loop, entao escrevemos a

AE como a soma da contribuicao classica e da contribuicao que corresponde a contribuicao

quantica em primeira ordem em A

TD(6, 6] = S, gu) + AT D(B, 9] - (4.27)
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O TEM do vacuo pode ser escrito a um loop como
(T (@)D = Ty () + T (). (4.28)

onde a primeira contribuigao é classica

o2 5S

v Guavs
H /—_g 7 659%8

O segundo termo da equacao (4.27) representa a corregao quantica a um loop para o TEM

. 4.29
P—o ( )

2 ot
vV =g : ? 59045

Em ambos os casos ¢g ¢é solucao da equacao de movimento. Para trabalhar com uma

280
T, =

) 4.30
$—¢o ( )

teoria puramente classica, devemos substituir ¢y = ¢o. na equagao (4.29). O campo ¢q.
estd definido na equagao (4.23) e ele representa a configuragao estével de campo, em torno
da qual ocorrem as flutuacoes do campo quantico. Nesse sentido, definimos o campo ¢q
como sendo a soma de uma solucao classica e de um termo proporcional a A, o tltimo

representa a correcao quantica

$o = ¢oc + ho1 . (4.31)

Nosso objetivo é compreender como o campo ¢, escrito na forma (4.31) vai alterar ou
modificar a equagao para o valor esperado no vacuo do TEM. Para determinar a quantidade
¢1, vamos considerar a correcao a um loop para a agao efetiva, o que nos leva a seguinte

equacao -
5‘9[97 ¢0] 5F(1) [ga (b()]
= 4.32
So T 0, (4.32)

onde a substituicao ¢ — ¢o deve ser considerada apods o célculo da derivada variacional.

Contudo, nossa proposta é usar a equagao (4.31), isso nos fornece

525[97 ¢OC] 6f(1) [ga gb()c] o
566 o1+ 5o O (4.33)
logo 1
_ 625[97 (b()c] - ) f(l) [g, (boc]
cbl——( 5660 ) 55 : (4.34)

Substituindo essa tltima equagao na equagao (4.31) temos

5%Sg, ml) 5T, 6o ‘ (4.35)

¢0:¢Oc_h< 5¢5¢ (5@



4. O Tensor Energia-Momento no Contexto da Quebra Espontanea de Simetria 50

Por outro lado se considerarmos a expressao para o TEM com o campo ¢q escrito na forma

(4.31) teremos que

2 ) _
Tw) = ————Guagvs——|Slg, ¢o] + ATW[g,
(Tw) =5 Ine 93 5 gaﬂ[ 9, bl g d>o]] oot
2 (5 S[g7 (2500] 525[.97 (2500] 5f‘(1) [g7 (bOc]
_ —=—1 . (4.
\/_—gg,uaguﬁ{ (5901,8 +h 5901,8 5¢ ¢1 +h 5¢ } ( 36)
Substituindo ¢, descrito pela equagao (4.34) nesta ultima equagao resulta que
2 d S[ga ¢OC] o f(l) [ga ¢DC]
T, v = ——F/—Yualv + h
< 1 > /—_ggIJ« g :3[ 5gaﬁ 6go¢ﬁ
2 2 -1 (1)
r
o FL 5 S[g7 ¢Oc] 5 5[97 ¢OC] 5 [g7 ¢Oc] ' (437)
09apd® 0 o¢ 0

O primeiro termo desta tltima equagao é cldssico, o segundo é tipico da teoria livre [33].
No entanto o ultimo termo, que aparece pela primeira vez na literatura em Ref. [5], possui
um carater singular, pois ele vem do fato de estarmos trabalhando com uma teoria com
interagao. Portanto, este termo no contexto da teoria livre é nulo.

Vamos definir

<TMV> = <Tuu>v + <T;w>i; (438)
onde .
_ 2 5S[g’¢06] 5F1 [g7¢00]
(T )v = — =g nadis [ b0s T h s ] (4.39)
€
-1  _
_ 2h 528[97 ¢OC] 528[97 gbOc] 4 P(l) [ga gbOc]
<Tu >1 — \/—_—gguaguﬁ [ 59{16(5@5 ( 5¢ 5¢ ) 5¢ ] . (440)

As quantidades (7},,); e (1,.,), representam as contribuicoes induzida e de vécuo para o
TEM respectivamente. Ambas as contribuicoes serao calculadas neste trabalho no contexto

da QES.

4.3 Covariancia e conservacao do tensor
energia-momento de vacuo

A conservacao do TEM de vacuo sempre foi considerada como um requisito de con-

sisténcia da teoria (veja [23] e referéncias correlacionadas). Uma vez que estamos usando
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a aproximacao para derivadas pequenas, a condicao de conservacao V“<TW> = 0 jun-
tamente com o fato de que o TEM deve ser considerado como a derivada variacional da
acao efetiva covariante, fixa a forma algébrica do TEM completamente, resultando em dois
parametros numéricos no caso da parte finita e das divergéncias quadraticas e logaritmicas
e num Unico parametro numérico para o caso das divergéncias quarticas.

Em seguida explicamos as razoes desta importancia especial da lei de conservagcao.
Para a parte divergente da AE a situacao é especialmente simples, porque como sabemos,
ela deve ser local e a discussao desta parte em espacgos curvos foi considerada em Ref.
[63]. Conforme ja foi discutido, no setor com derivadas inferiores isso significa que os
possiveis contratermos devem ter a forma de um termo de Einstein-Hilbert e da constante
cosmolégica. Consequentemente, a parte divergente do TEM de vacuo deve ter a seguinte
estrutura

<TMV> - Olg,u,u + CQG,U,V ) (441)

onde C; = kg + koQ? + kpIn (Q/ o) e Co = 1,902 + 1 In (Q/ o). ka, ko, kr, lo e I sao
constantes numéricas. Os valores destas constantes devem depender da escolha da teoria
quantica e da ordem da expansao em loop, mas a estrututra da parte divergente deve
ter sempre a forma apresentada em (4.41). No que diz respeito a parte finita do TEM
de vacuo, é possivel imaginar uma expressao bem mais complicada do que a apresentada
acima (4.41), como por exemplo uma série infinita de curvaturas e fungoes de Green [87].
E possivel ter uma indicagao a respeito desta possibilidade através do célculo de variaveis
conformes [88]. Entretanto, como nossos cédlculos sao relativamente simples, pois foram
feitos com base na aproximagao O(R), nao ha espaco para nao localidades na acao efetiva.
Entao, o que podemos esperar como resultado ¢ alguma quantidade que tenha os mesmos
termos que estao presentes na equacao (4.41), cuja estrutura, é a inica que pode ser obtida
a partir de um principio variacional e que ao mesmo tempo satisfaz a lei de conservagao.

A acao efetiva I' é um funcional escalar covariante que depende do tensor métrico
g € do campo escalar ¢. Se considerarmos uma transformacao infinitesimal geral de
coordenadas z% — 2/* = % + £%(x), de modo que estes dois campos se transformem de

acordo com regras bem conhecidas

0Gu = —V,.& — Vi€, (4.42)
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0 = —£"0,0, (4.43)

entao a identidade de Noether para a invariancia de difeomorfismo de I" é

2 dl'g, 9] 1 6lg, ¢] _
/ Ay ﬁ{ﬁ T \/—_—QW@V,@} —0. (4.44)

Integrando por partes esta ultima equacao, obtemos a lei de conservagao V“<TM,,> o = 0,

onde usamos que a derivada funcional é nula na camada de massa, ou seja,

ol g, ¢o
Mgl _, a9

Agora, vamos observar como estas consideracoes podem ser feitas se realizarmos uma
expansao de I'[g, ¢g| em série de hi. Vale lembrar que estamos interessados apenas no termo
de primeira ordem dessa expansao. Por meio das equagoes (4.27) e (4.29), vemos que para
a ordem zero de h devemos ter que §5]g, ¢oc|/0¢ = 0 e a lei de conservagao é obtida para o
nivel classico V#T),,|4,. = 0. Contudo, a solugao ¢y = ¢o. + o1 deve garantir que ¢y seja

solucao das equacoes de movimento a um loop e para que essa situacao seja contemplada,

a seguinte equacgao deve ser valida

VT (doc)), + V(T (doc) ), = 0. (4.46)

Esta tultima equagao nos diz que a soma das contribuicoes de vacuo e induzida do TEM,
descritas pelas equagoes (4.39) e (4.40), respectivamente, deve satisfazer a lei de con-

servagao.

4.4 Tensor energia-momento: parte classica

Nesta parte do trabalho vamos calcular a contribuicao classica do TEM de vécuo e
em partes posteriores, as contribui¢oes quanticas a um loop. Consideraremos o TEM no
estado de vacuo, o qual é caracterizado pelo VEV definido na equagao (4.23). Tomando a

variagao da agao classica com respeito da métrica, obtemos a seguinte equacao

T, =2 g 4. 5099
V= Sgag

1 1
+ 2€¢(gw/D¢ - Vuvu¢) + €¢2 <R;w - §Rg;w> + §g,uum2¢2 +

_ (25 - %>g“v<v¢)2 + (1 —26)(9,0)(9,0)

A 4
SqOmdt . (447)
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O trago do TEM, nas equagoes de movimento (4.9) tem a forma
A
T = (66 —1)[(V¢)* + Re* — ggbﬂ +2(1 — 3¢)m?*¢”. (4.48)

Observe que para m? =0 e £ = 1/6 temos T It = 0. Entretanto estamos interessados no
caso massivo, dado pela equacao (4.23). Neste ponto seria interessante discutir sobre a
aproximacao O(R) que usaremos nesta segdo. A principal questdo é saber como tratar as
derivadas de ¢, = vo+v;. Uma vez que vy é constante, as suas derivadas sao naturalmente

nulas. Mas a derivada de v; produz

3
Vot = Vot — “C VR (4.49)
)\Uo

Contudo, o termo V,R estd fora do ambito por nés considerado!, pois ele nao cor-
responde a ordem linear em R. Isso implica que termos do tipo derivadas da curvatura
serao negligenciados, o que torna possivel que consideremos a curvatura como sendo cons-
tante, ou ainda que v; é constante, ja que ambas as quantidades possuem derivadas nulas.
Substituindo a equagao (4.23) na equagao (4.47) e considerando apenas termos lineares na
curvatura, obtemos que

4
AU

v 4.
1 M ( 50)

TW(CbOc) = f”g <RW - %RQMV> -

Essa tltima equagao representa a contribuicao induzida para as equacoes de Einstein, que

neste caso sao escritas como

1 1 1 vac in, materia
(87TG + yer d) (RW - §R9;w) - (PA + P d)gw =T, teria (4.51)
onde
1 — 2 ind __ )\Ué
Gy S0 ¢ A= (4.52)

e as quantidades G4 € pi*® denotam a constante de Newton do vécuo e a densidade de

constante cosmoldgica respectivamente. Essas constantes nao dependem dos parametros
que estdo originalmente na agao da teoria. Por outro lado, as quantidades Gj,q e p¢ sao
quantidades induzidas que dependem dos detalhes da teoria quantica em questao.

Os valores da constante cosmoldgica induzida e de vicuo sao no minimo cinquenta e

cinco ordens de magnitude maiores do que a soma dessas quantidades apresentada em

'Para que a agao descrita pela equagao (4.8) seja adimensional, as quantidades V,, e R e devem ter
dimensao de massa ao quadrado. Consequentemente, o termo V,R tem dimensdo de massa elevada a

quarta poténcia, o que no permite negligencid-lo em nossas consideragoes.
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(4.51), esse é conhecido como o problema da constante cosmolégica [99]. Com respeito a

Ging, conhecemos a seguinte relacao

Gmd . _871'51)3
Gvac B M}2> 7

(4.53)

o quociente Gynqa/Guae ¢ pequeno para o caso do modelo padrao, onde vZ &~ 10°GeV?2. No
caso considerado, o valor de ¢ corresponde a inflacio de Higgs € ~ 4 x 10*. Como Mp
possui um valor alto, Mp ~ 1033GeV?2, podemos dizer que Ging < Guae € a quantidade
Ging nao é relevante no modelo padrao.

No entanto, nas teorias de grande unificagao (TGU), para o caso das versoes super-
simétricas, a situacao ¢ bem diferente. Neste caso, temos v3 ~ 1032GeV?. Entao para a
magnitude de £ acima mencionada, podemos estimar que Gjng ~ Gqe. Isso significa que
nas versoes mencionadas para as TGU, o termo induzido presente na equagao (4.51), é

relevante.

4.5 Calculo de <T/w>v

Nosso ponto de partida serd a AE a um loop I'V[g, ¢]. Por construcio, esta é a AE

na teoria com QES. Pode-se escrever, usando uma expansao nas derivadas,

O O
[00g.0] = [ dov=g{ = Vess(0) + 5¥,0 ko (15) V70 4 50%he ()R + o} (450
onde o potencial efetivo tem a forma
Vers(9) = Vo+ViR+O(R?). (4.55)

O potencial efetivo foi calculado por meio do cut-off covariante em [93] (veja também
o Capitulo 3). Na equacao (4.54) k, (%) e k:g(%) sao os fatores de forma, que também
contém poténcias diferentes nas derivadas. A expansdo em (4.54) ¢ infinita, mas nés
podemos facilmente “limita-la” se considerarmos a mesma aproximacao usada na secao
precedente. Para £ = 0 nds sabemos que ¢o. = const, conforme indica a equacao (4.9).
Dessa forma, quaisquer derivadas de ¢g. sao na verdade proporcionais a ¢ e também a R.

Na medida em que estamos interessados em termos do tipo O(R), podemos considerar

somente a parte constante dos fatores de forma ky e ke. Assim, podemos escrever que

@(%) = Z2(8), e k;g(E) S x(8). (4.56)
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Além do mais, na aproximacao considerada o termo %(bQ X(¢) R é uma parte do potencial

efetivo Vi = Vi (¢). Entdo, para nés I'V[g, ¢] se torna

[0(g,0) = [ doy=g{ = Vess(6) + 32()(V07} (4.57

onde Vipp=Vo(¢) +Vi(¢) R e ¢ — do.. Em seguida vamos considerar que
[dev=az@nver = [day=gvar- [dey=g2()000
[ dev=az 6oy (4.58)

Note que para ¢ — ¢q., a quantidade [1¢p pode ser escrita como

§vo o
Oeoe = O(vo + v1) = T om? OR = o3 OR + O(R). (4.59)
Por outro lado,
v,
V,u¢00 - V,LLUO + vuvl = v,uvl = %VuR + O<V3R> . (460)

Agora, uma vez que [0 < m? para ¢, a quantidade (V¢)? estd fora da ordem consi-
derada O(R). Finalmente, podemos restringir nossa consideragao neste ponto, somente

ao potencial efetivo, considerando que

[0y, 0] = = [ d' V=g Vops(6n). (4.61)

Lembre que nosso objetivo neste ponto é calcular o termo (7},,),. Mas através da
equagao (4.39), podemos ver que este termo depende da variacdo da primeira corregao
quantica para a acao efetiva f‘(l)[g, ¢oc] com respeito ao tensor métrico. Por outro lado, a
equacdo (4.61) nos diz que a quantidade T'M[g, ¢o.] deve ser a integral em todo o espaco
do potencial efetivo. Mas o potencial efetivo, para a aproximacao O(R), possui duas
contribuigoes, a primeira delas é uma contribuicao que corresponde ao espago-tempo plano.
Ja a segunda contribuicao é proporcional a curvatura e o calculo do potencial efetivo no
espaco-tempo curvo foi realizado no Capitulo anterior.

A expressao renormalizada para o potencial é

Vet (G 0) = V0" + V" R
2

- [l(v” —m?)? - (5 - é) R(V" - m2)] In (V%

2(4m)2 12 ) - (462)
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Nesta expressao nds usamos a forma geral do termo de interagao cldssico V' = V(yp), mas
daqui por diante este termo serd considerado como sendo V = \p?/4 . Por generalidade
vamos considerar a parte divergente do potencial nao renormalizado, na regularizagao

cut-off de momentos local. Na aproximacao considerada nds temos

r 7div

(s ©) = Vo + V'R, (4.63)

onde também de acordo com Ref. [93]

7 div 1 1 2 QQ

‘/Od = 327‘_2 {QQV// — 5 (V// — m2) In ﬁ} s (464)
7 div 1 1 2 " 2 02

% 3%2(5—6){—9 +(V —m)lan}. (4.65)

Neste ponto é conveniente introduzirmos uma notagao para as contribuicoes a um loop
para as equagoes de movimento de um campo escalar

(1 (1)

1) 1 or® L 0Veff

e e = L

V=g 6¢ loo. 0b lgoe

(4.66)

. .. . (1
Depois que adicionarmos os contratermos correspondentes, a quantidade ), deve repre-
sentar a versao renormalizada do termo descrito pela ultima equagao. Agora, lembrando

que Vipp=Vo(¢) +Vi(d) R e ¢o. = vg + vy, vamos definir

) _ _8‘_/0(1) B (9‘_/1(1)
a¢ d)Oc 6¢ ¢Oc
8‘70(1) 82‘70(1) 8‘71(1) W )
= — — — R = g S 4.67
26 | ~ 062 lu"" 96 |, — 0 T (4.67)

Naturalmente, as quantidades 5[()1) e 5&” tem suas correspondentes contribuicoes finita

e divergente e apds adicionarmos os contratermos ndés podemos também definir as suas
versoes renormalizadas. Neste trabalho vamos calcular somente as contribuigoes divergente
e renormalizada, mas a parte finita pode ser calculada de maneira inteiramente analoga
[93]. Uma tltima observagao relevante e que nos auxilia na realizacao dos célculos futuros
é, dentro da aproximagcao adotada O(R), o aspecto constante das quantidades 5‘81) e gP,

sejam elas nas suas versoes divergente, finita nao renormalizada, ou renormalizada.

Com base nos argumentos apresentados acima, podemos por meio da equagao (4.39) e
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da definigao apresentada na equagao (4.61) encontrar a seguinte expressao

r 2h 5f(1)[9 Poc]
T, viv — — —F7——YGua9v —
( u) \/_—g pa Y 8Gas
1 v
= —2hVi(vg) (R;w — = Rgu,,> + AVh(vo) g + hv1 g -0
2 00 |
héw
= —2hVi(v0) G + BV (v0) G — %Re(@ G - (4.68)

Esta 1ltima equacao nos apresenta um fato notavel na medida em que ela confirma o que
ja haviamos antecipado na se¢ao 4.3. Observe que os dois primeiros termos da equacao
(4.68) sao contribui¢oes quanticas para o tensor de Einstein e para a constante cosmolégica
nas equacoes de Einstein. Entretanto, o ultimo termo possui uma certa estranheza, pois
ele viola a covariancia, viola a lei de conservacao e além de tudo nao pode ser obtido por
. . s . ~ s z z 44 b
meio do principio da acao minima. O que nds esperamos é que este termo “estranho” se
cancele com a contribuigao correspondente que vem do termo (7),,);, definido em (4.40).

Na proxima se¢ao vamos ver se esta hipétese é de fato confirmada.

4.6 Calculo de <TW>@'

Como um primeiro passo, vamos reescrever a expressao (4.40) sob a forma

<TMV($)>i == 2hgua(x) guﬁ(m) /d4y\/ —g(y)/d42\, _g(2> (\/l—_g 550[;9([‘5;?(;?1;))

. 1 2S00 \ y 1 6IWg, go.] (4.69)
—9() 30(y) 06 (2) —g(z) 09(x) ) |

E importante ressaltar que quantidades do tipo g,,(x) sdao consideradas dentro do con-

texto das coordenadas normais de Rieman?. O préximo passo é, naturalmente, calcular
explicitamente todos os trés termos que se encontram dentro no paréntesis na equacao
(4.69). Lembre que os célculos serao feitos em primeira ordem na curvatura.

No primeiro termo da tultima equagao, temos uma variacao da agao com respeito a

métrica e ao campo. Basicamente, o que temos que fazer é variar a equacao (4.47) com

2Para mais detalhes veja o Apéndice A.
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respeito ao campo, isso nos permite escrever que

1 528
V=9 06(y)0g, ()

= £0(VuVy = g D) + (26 = D(V,.0)V,

(5 2)9u(TO)Vs + £(V,.6 — g, 00)

1 1 A
- €¢<wa - §Rguu> + §m2¢gw/ - EQSSng . (470)

Como na equagao (4.69) o argumento da quantidade S é o campo ¢y, devemos considerar
na equagao (4.70) que ¢ — ¢g. e que derivadas do campo estao fora de nosso regime de

consideracao. Portanto,

1 528 1
—F7— Ya v e < - c \Y vu - V|:| - c R v A R v
= 998 55 §oe (ViVy = gu0) — Edo ( w3 gu>
1 A
+ 5 m2¢00 G — gﬁbgc 9uv - (471)

O proximo passo ¢ considerar, nesta ultima equacao que, ¢g. = vg + v1, onde vy e vy
sao dados, respectivamente, pelas equagoes (4.11) and (4.19). Mantendo a ordem de
aproximacao desejada, ou seja, negligenciando termos que nao correspondem a primeira
ordem na curvatura e expandindo quantidade V,V, — g,,[J em coordenadas normais de
Riemann, (para mais detalhes sobre essa expansao veja o Apéndice A) podemos escrever

que o primeiro termo dentro do paréntesis na equagao (4.69) assume a forma

2
= &y (Gu(?,, — 77”,,(92) + w (@L&, — 77W82) — &vg R, (4.72)

®oc 2m2

1 0S
vV —3g 5g,uz/5¢

1
+ gfvo [2 R ()Y Ox + 21 Ri‘ Yy O\ + Ruawp vy’ 9% + N RP a/g“yo‘yﬁ 0,05 .

O primeiro termo do lado direito desta ultima equacao corresponde a ordem zero na
curvatura e os demais sao de primeira ordem. Com relacao a métrica, depois que todos
os célculos forem feitos, vamos deixar de trabalhar com a métrica 7,, no ponto P, para
passar a considerar a métrica geral g, .

Vamos considerar o segundo termo entre paréntesis na equagao (4.69). Observe que

1 5‘92[97¢00]
V=g 09069

) = G(yvz; ¢Oc) (473)

)

é o propagador das excitacoes escalares perto do ponto de minimo. E importante lembrar

que nés precisamos trabalhar no contexto em que ha a presenca da curvatura. Assim, de
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acordo com [31, 72] (veja também [93]), é necessdrio modificar a equacao (4.73), de modo

que

( 1 552(g, doc]

g =g~ Goly) 5¢(z)> = G(y, 7 doc) (4.74)

Agora podemos usar o resultado bem conhecido para o propagador, o qual estd em comum
acordo com as referéncias [31, 72, 93]. Antes disso, é preciso analisar a massa das excitagoes
escalares perto do ponto de minimo. Comecgamos analisando o propagador para o caso em

que ¢, = vy + v1. Observe da equagao (4.10) que

1825 , A,
\/—__gw&b_—Der +ER =S 6% (4.75)

Em seguida considere que

¢ = ¢p. = (vo+v1)? = vg + 2vpv; (4.76)

Agora se substituirmos (4.11) e (4.19) na equagao (4.76) obtemos depois de uma simples
algebra que

6m?

O+ 2m2) R
—(O+2m?) — 2R, (4.77)

= —0O+2m? +§(1—

Q

onde nesta ultima passagem usamos a aproximacao O(R). Depois de compararmos esta
ultima equagao com a equagao (4.9), fica claro que a equagao (4.77) indica que nés temos
um propagador de uma particula escalar com massa positiva 2m? e com parametro nao-
minimo —2¢. Através do uso da expressao geral (A.7), nés obtemos a versdo euclidiana

do segundo fator que esté entre parénteses na equagao (4.69), o qual é dada por

Glz—y) = /(;ﬁTk)zl et*==y) {m - (25 — %) W} . (4.18)

O terceiro fator entre parénteses, dentro do integrando na equagao (4.69) nada mais
¢ que a equacao de movimento efetiva (4.66). De acordo com a equacao (4.67) podemos
escreve-la como a soma de duas contribuicoes, sendo uma delas classica e a outra quantica
e = &0 4+ heM | onde o termo £ também pode ser expandido em série na curvatura
escalar. Todas estas expressoes foram devidamente calculadas, mas para manter a fluidez

da leitura, deixamos esta parte inclusa no Apéndice B.
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Depois destas consideracoes podemos calcular a quantidade (7),,);. Como um primeiro
passo, vamos obter a expressao que corresponde ao espago-tempo plano e considerar em
seguida termos um pouco mais complexos, os quais dependem da curvatura. Tomando
o limite do espago-tempo plano nas equagoes (4.72) e (4.78), os unicos termos que per-
manecem sao os primeiros termos destas equagoes, ou seja, aqueles que nao possuem a
quantidade R. Com relagao a equacao de movimento podemos dizer que neste contexto de
auséncia de curvatura, somente o termo é(()l) apresenta relevancia (claro que nas versoes

divergente e renormalizada). Dessa maneira temos que

(TW(;I:))ZQ = 2h§vo/d4zd4y Mz —1)

dAk eikz(y—z) )
X (a/‘al/ - nuan)y/ (27T)4 k2 + 2m2 €0 (2)7 (479)

e é(()l)(z), indica que

onde nesta tltima equagao, o indice 0 presente nos termos (7}, (x))?

estamos trabalhando no limite do espaco-tempo plano e o indice entre parénteses, esta

associado com as corregoes quanticas a um loop. Realizando a integracao sobre y e usando
é(()l)(z) = const, obtemos que
0 4 2
Tule))? = 20w [ @tz (2,0, = nut®), | (

dAk eik(mfz) )
50
2m)4 k2 + 2m?

(1) 2 gy & %z ins
= 275,5 U € (ap,al/ - nul’a )a: d'k k2 + 2m? (27’[’)4 ‘
k2 4 2m?

()

= 2R vy ey / d*k 64 (k) et = 0. (4.80)

Assim, conclufmos que a contribuigdo da quantidade (T}, (z))? para a constante cos-
moldgica induzida é nula. Consequentemente, vemos também que no espaco-tempo curvo,
as contribuicoes que envolvem termos do tipo é%w ou Efzen, também sao nulas. Pois
ambos os termos sao constantes na ordem linear na curvatura e nao usamos uma forma
explicita da constante é(()l) nos calculos apresentados acima.

Outro fato que devemos destacar é que contribuicoes que envolvem termos proporcio-

nais a R na equagao (4.78) também devem ser nulas. A razao disso, reside no fato de que

se considerarmos a seguinte troca

1 1 R
w65 mraep (481

na equacao (4.79), o resultado da integragdo continua sendo nulo. Entao concluimos que
0 que precisamos levar em consideragao sao os termos que dependem da curvatura no

primeiro fator na equagao (4.72).
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O dltimo passo a ser considerado é calcular a quantidade (7},,(z)); no espaco-tempo

curvo na ordem O(R). Com base nos argumentos apresentados acima, podemos escrever

que
4 5 ik(y—=z)
1 =(1) 4, 14 d’k i 4 €
Tl = 2nel) [atyats [ G5 > 0L ) g ()
onde
0;(111/) = _57}0 Nz
02 = £ R(0,0, - nud?)
i 2m pe=
O;(LE;/) = g gUO [RA (p)T + nMVRﬂ yT6A7
1
O;(ﬁ/) = 557}0 R,uowﬁ yayﬁ 827
1
O = &0 RS vy 0,0, (4.83)

Vamos elaborar todos os termos da equagao (4.82), ressaltando que os termos correspon-
dentes as equagoes (4.83) estao representados por indices superiores. A contribuigao da
quantidade O/(}l,) possui a mesma estrutura da equagao (4.79) e assim o procedimento de

calculo é o mesmo apresentado acima, portanto

(1) 1 4, 4 d4 M=)
(Tw); = —2hEvoR,, 60 d*yd*z T 50 (r —y)
ezk’x hé-vo ~
= —2h{vy Ry &' /d4k 5*(k) P - e R, eV (4.84)

Em seguida vemos que a contribui¢ao do termo 0P 4w € nula, pois ele possui a mesma

estrutura do termo de espago-tempo plano (4.79),

T, = 0. (4.85)
A contribui¢ao do termo (O),(i,) ¢ apresentada sob a forma

4h 61}0

(3)<T#l/>z1 = 3 [R (pv)T +?7MVR)\:| (()1) [)\, (486)
onde
d4k‘ a eik(yfz)
dlydz | —= -9y 5—— - 4.87
/ y Z/(%)4 (x—y)y A CEETT (4.87)
Esta tltima integral pode ser calculada se nos valermos da expressao
1
Iy = 5—05. (4.88)

2m?2
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Entao resulta que

2h&v ~
® <Tm/>z1 = - 3720 (R;w — me) 8[()1) ) (4.89)

A soma das contribuigdes (O),(f,,) e (O)fg,) é escrita como

2h&vy . " N
(45) <T#V>21 = 3 ° 5(()1) [R,ucwﬁ np - Roz r B8 nﬂl/} me p , (490)
onde
d*k H2 6ik(y—z)
Joo 2P = [ dyd* /—54 —y) y*y° : 4.91
po / y z (27T)4 (.’,E y)y y 8ypayo. k2 + 2m2 ( )
Resolvendo a integracao ficamos com
af 1 af af 1 a B B sa
Jpa s = W(Spa 5 onde 5pa y = 5(50 50 — 5,060) . (492)

Usando este resultado, temos depois de uma algebra simples que

2h&vy 1
) <T/U/>zl = 3m20 6[()1) (R/u/ + 5 RT]#V) . (493)

A expressao geral pode ser obtida substituindo os resultados para todas as contribuigoes
expressas pelas equagoes (4.84), (4.84), (4.89) e (4.93), na equacao (4.83). Apds feito isso,

resulta que

hé&vy _
Ta) = 2o Eén( ~ R, + Rn,“,> . (4.94)

Naturalmente, esta expressao possui uma forma diferente da estrutura G, e assim ela
viola a covariancia e a lei de conservagao. No entanto, se nés somarmos a ela o resultado
previamente obtido (7},,). da equacao (4.68), nds chegamos finalmente & expressao que

esta de acordo com as nossas expectativas

<Tuu>1 = <Tuu>z1 + <T;w>11;

hfvo 1 (1
= —2hVi(vo) Gu + hVo(vo) Guv — “mZ <RW - §R9/ﬂ/>5§) )v
[
= —h|2Vi(vy) + %gg”] G + BVo(v0) gy | (4.95)

onde substituimos a métrica Minkoskiana 7,,, pela métrica geral.

No sentido de reescrever as contribuicoes quanticas na forma final, precisamos das

quantidades Vp(vg), Vi(vo) € éél). As versoes divergentes e renormalizadas de Vj(vg) e
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Vi(vo) podem ser obtidas de (4.62) e (4.64) sob a forma

Vren(vy) = (471T _m* In (%‘2) (4.96)
Vv (gy) = 37:; [392 —2m? In (Z—Z)] , (4.97)
Vien(ng) = — (47175)2 In (2;';2), (4.98)
R T

Levando em consideracdo na equagao (4.95) as expressoes é(()l) obtidas no Apéndice
B através de (B.8) e (B.9), obtemos o resultado final para as contribui¢oes quanticas do

TEM

hm?* 2m? m? 2m?
Teen = (oo In ( . ) g — W[Q(l +36) In (7) + 3¢] G (4.100)
para a expressao renormalizada e
hm? 02
(L) div 3972 [392 —2m? In W} G
h 1 5 , . 2

para a expressao divergente.



Capitulo 5

Conclusao

Nesta tese, foram obtidos os seguintes resultados originais:

1. Realizamos céalculos explicitamente covariantes do potencial efetivo usando dois tipos
distintos de regularizacao cut-off. As divergéncias sao idénticas dentro das duas
abordagens, mas o cut-off de momento local covariante mostrou-se mais vantajoso
na medida em que ele apresenta, de forma mais detalhada, a parte finita do potencial
efetivo para o caso massivo, ou seja, ele indica a interpretagao fisica para o parametro

i do grupo de renormalizacgao.

2. Discutimos a possibilidade de aplicar o mesmo método para calcular o TEM de vacuo
e desta maneira, resolver o problema relevante das divergéncias nao covariantes, do
tipo poténcias, conforme descrito em [2, 21, 65]. Outra conclusdo importante so-
bre nosso trabalho é a compreensao apresentada sobre o grupo de renormalizagao,
baseado em correcoes quanticas para a teoria quantica de campos massivos, especi-
ficamente quando se leva em consideracao que diferentes massas estao presentes na

teoria.

3. Consideramos diferentes aspectos sobre o TEM de vacuo no espago-tempo curvo. A
principio, calculos ingénuos que levam em consideragao o momento cut-off produzem
um resultado que viola a covariancia geral. Acreditava-se que essa violagao era efeito
de um esquema de cut-off que a principio é nao covariante e assim nao pode ser
considerado como uma caracteristica fisica da teoria. Com base no que foi dito,
surgem neste ponto duas importantes questoes. A primeira delas diz respeito a

possibilidade de introduzir em tal contexto, um cut-off de maneira covariante. A
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segunda por sua vez diz respeito sobre a possibilidade de encontrar uma contribuicao
quantica nao trivial para o TEM de vacuo de modo que a lei de conservacao seja

contemplada.

4. Abordamos as questoes mencionadas no item anterior, utilizando o método da AE.
Em ambos os casos, os resultados de nossa investigacao foram perfeitamente consis-
tentes com as expectativas, baseadas na estrutura conhecida de renormalizagao no

espago-tempo curvo e na lei de conservacao para o TEM.

5. Mostramos que os calculos na teoria com QES, apontaram para a existéncia de um
novo termo, que até entao era desconhecido na literatura. Ao mesmo tempo, depois
de desenvolvermos explicitamente este termo, encontramos que os resultados finais,
descritos pelas equagoes (4.100) e (4.101), possuem a forma usual e que os efeitos
quanticos sempre nos conduzem a renormalizacao do inverso da constante de Newton

e da constante cosmoldgica na equagao (4.50) e também nas equagoes (4.51) e (4.52).

6. Observamos que nossos calculos nao podem ser interpretados como um teorema de
proibicao de uma contribuicao quantica nao trivial para o setor de baixas energias da
acao gravitacional. Conforme foi previamente explicado em [87], a possibilidade de
encontrar tais correcoes existem, mas isto pode ser verificado somente no referencial
de uma ferramenta matematica qualitativa nova, a qual nao deve ser baseada numa
expansao perturbativa da curvatura. A aproximacao linear na curvatura que foi
adotada aqui, nao fornece qualquer informacao sobre estes tipos de correcoes. No
entanto, a tentativa de verificar que as consideragoes padroes contemplam a situacgao
nao trivial de ter gravidade associada a QES, no contexto da TQC, foi absolutamente

véalida.



Apeéendice A

Coordenadas normais de Riemann

(ferramental matematico)

Os célculos realizados no capitulo 4 foram feitos com base nas coordenadas normais de
Riemann (para uma introducao ao assunto veja Ref. [76]) e na representagdo de momen-
tos locais [31, 72]. Neste apéndice nés apresentamos alguns elementos importantes para
que se construa as ferramentas matematicas que sao de importancia capital para o desen-
volvimento dos célculos apresentados durante a tese. Inicialmente vamos obter a forma
explicita do operador g,,[0—V,V,, cdlculo este que é relativamente trivial.

A expansao em coordenadas normais de uma quantidade em torno de um ponto especial P
(este método funciona bem somente quando trabalhando com quantidades locais), onde a
métrica é considerada como sendo a métrica plana Minkowskiana .A expansao da métrica

em coordenadas normais é dada por

1 for
Guv = Muw — gRﬂaVﬂ Yy yﬂ —+ ... (Al)

Aqui e no que se segue todos as componentes do tensor de curvatura correspondem ao
ponto P. Na equacao (A.1) nés omitimos os termos de ordem superior nos tensores de
curvaturas e suas derivadas. Além disso, y* representa um desvio com relagdo ao ponto
P, de tal maneira que todas as derivadas parcial que se encontram abaixo, sao derivadas

com respeito a y*. Considerando agora a equagao (A.1) podemos escrever as seguintes

expansoes
1
gv = S R syt
2
Fi\LV = - 5 R)\ (pv) TyT . (A2)
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Entao para duas derivadas covariantes V,V,,, atuando num escalar, obtemos que

2

V,uvu = a,uaz/ + 5 R/\ (wv) yTa)\ . (Ag}

Realizando uma contragao com o tensor

v v 1 v a, B
g =n" +§R“A s Yy, (A4)
resulta que
v 2 2 AT 1 v a, B

O=¢"V,V, =0" -z Ry o+ s R"."5y"y0,0,, (A.5)

3 3

onde 9% = n*9,0,. Em seguida levando em consideragao as equagoes (A.1), (A.3) e (?77?),
finalmente obtemos o operador de nosso interesse
2 SA T 2 2 S\, T
V,uvzx - g,ul/D = 8yazx + gR (w) 7Y a)\ - n,uz/a + gmuRT?/ a)\
1

. 1.
- gnWRp o’ B yayﬂap&,. — gRWVByay582 : (A.6)

A préxima quantidade que estamos interessados é o propagador do campo escalar. Através
da equacao (A.5) encontramos, (mais detalhes sobre a obtengao do propagador se encon-
tram em Refs. [31, 72]) a expressao relevante para o propagador do campo de massa m

na aproximacao linear da curvatura,

Gly) = / (;l:;eiky [k:2 —i m2 (6 a é) (k:TRmQ)?} ’ (A7)

onde nds assumimos a rotagao de Wick no espaco euclidiano. A equagao (A.7) foi recen-

temente utilizada em Ref. [93] no cdlculo do potencial efetivo de um campo escalar na
regularizacao de momento cut-off. Uma vez que nés usamos a representacao de momentos
local, podemos garantir que o resultado (A.7) possui uma forma covariante, apesar dessa
simples aplicacao do esquema de cut-off ser, a principio, supostamente capaz de quebrar

até mesmo a invariancia de Lorentz.



Apeéendice B
Equacoes de movimento efetivas

Apresentamos aqui as equagoes efetivas de movimento na aproximagao O(R), para o caso

em que a agao efetiva é reduzida a (4.61). Por meio das equagoes (4.61) e (4.67) obtemos

que
_ oV,
g = - a_g; . (B.1)
€
- 0V oV,
ggﬂz_aqb; o a_g;vo‘ (B.2)

Vamos denotar a parte do potencial cldssico, que nao depende da massa e do tensor de

curvatura como

V=V(e) =24 (B.3)

Agora, se nos valermos das quantidades Vj e V; dadas por (4.64) e (4.65), pode-se facil-

mente mostrar que

[ 7 div 1 QQ
8‘8/(; _ 327T2 |:Q2VN/ . (V// o mQ)vl// ln ﬁ ’
21 7 div 1 0?2 0?
88‘;22 — 32 5 [QQ‘/NN _ (V///)2 ln _2 _ V////(V// _ m2) ln _2:| ,
s m m
8‘71div 1 1 QQ
- e o
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Além disso, das quantidades V9 e V&) dadas por (4.62), obtemos que

69

(B.5)

820:;” - 327r2(VH Q)V/,/[l’fl(wp;mQ)J“%}’
2 = llore () ).
T = e g () ).

Em seguida vamos calcular as expressoes on-shell, considerando que considerar que ¢ —

boe € Avz = 6m?, na forma

aVOdiv B 1 ) ) Q2
36l T~ 321 [)\UOQ — 2 m g In ﬁ] ,
oVt 1 1 0?2
96 lw — 3272 ('5 - 6>M0 5
AT 2

@ng Vo 327T2

De maneira analoga, as expressoes renormalizadas on-shell, sao dadas por

Pl = e m () + 5],
2Y/ren

86‘_22 w i\6n7:2 [4111(2;1)*5]
T, = s p ) ]

Neste ponto, podemos obter os elementos das equagoes de movimento

SO a‘7d(i(1);) . Ao o AmPug an_2
0.div 1)) 3272 1672 m2’
oV, 1 om2\ 1
= DL (20, ]
’ 0P v 1672 12 2
21/ div [ 7div
0V oVy
<C’:l,di’u - a¢2 " % B R a¢
3¢ Avg Q2
S O’R (3 >Rl
Sorzog B g2 (36 ey
21/ ren ren
(1) Vg %
- o — R
81 ;ren 8¢2 " U1 8¢ -
AUg 2m? 1\ Avg
= (e g) R () (464 )
3271'2( &+ ne ST %) 320

R.

(B.6)

(B.7)

(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

Uma tultima observacao é que, conforme ja haviamos mencionado no corpo do texto, todas

estas expressoes devem ser consideradas como constantes na aproximacao considerada.
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