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Resumo

Na primeira parte deste trabalho, nós obtemos o potencial efetivo para um campo

escalar no espaço-tempo curvo, usando dois tipos de regularização cut-off covariante. O

primeiro deles é baseado na representação de momento local e coordenandas normais

de Riemann, enquanto que o segundo é baseado na representação de tempo próprio de

Fock-Scwinger-DeWitt. Nós mostramos, para o exemplo de um campo escalar com auto

interação, que ambos os métodos produzem resultados iguais para as divergências. No

entanto, o primeiro método fornece informações mais detalhadas com respeito à parte

finita. Além disso, nós calculamos também a contribuição, a um loop, de um férmion

massivo. Finalmente, discutimos as equações do grupo de renormalização, bem como sua

aplicação para teorias de multi-massa.

Na segunda parte deste trabalho, usamos a equação para o potencial efetivo previa-

mente obtida e estudamos o tensor energia-momento renormalizado de vácuo. Embora

este tensor tenha sido profundamente estudado pela comunidade cient́ıfica por décadas,

notava-se a presença de alguns aspectos duvidosos. Realizamos um estudo sobre a imple-

mentação do momento cut-off de maneira covariante. Uma parte qualitativamente nova é o

cálculo do tensor energia-momento, no caso da quebra espontânea de simetria. Apesar da

complexidade do assunto, mostramos que o resultado final satisfaz as leis de conservação

e isso permite controlar bem o resultado final.

Palavras chave : Potencial efetivo; Coordenadas normais; Espaço curvo; Grupo de re-

normalização; Esquema de renormalização.

Áreas do conhecimento : Teoria Quântica de Campos em espaço-tempo curvo; Gra-

vitação.
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Abstract

In the fist part of this work, we consider derivation of the effective potential for a sca-

lar field in curved space-time within the physical regularization scheme, using two sorts of

covariant cut-off regularizations. The first one is based on the local momentum representa-

tion and Riemann normal coordinates and the second is operatorial regularization, based

on the Fock-Scwinger-DeWitt proper-time representation. We show, on the example of a

self-interacting scalar field, that these two methods produce equal results for divergences,

but the first one gives more detailed information about the finite part. Furthermore, we

calculate the contribution from a massive fermion loop and discuss renormalization group

equations and their interpretation for the multi-mass theories.

In the second part of the work, we study the renormalized energy-momentum tensor

of vacuum. This tensor has been deeply explored many years ago. The main result of

these studies was that such a tensor should satisfy the conservation laws which reflects the

covariance of the theory in the presence of loop corrections. In view of this general result

we address two important questions, namely how to implement the momentum cut-off

in a covariant way and whether this general result holds in the theory with Spontaneous

Symmetry Breaking. In the last case some new interesting details arise and although the

calculations are more involved we show that the final result satisfies the conservation laws.

Keywords : Effective potential; Curved space; Normal coordinates; Renormalization

group; Renormalization schemes

Knowledge areas : Quantum Field Theory in curved space-time;

Gravitation.
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B Equações de movimento efetivas 68

Bibliografia 70



Lista de Figuras
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Caṕıtulo 1

Introdução

Durante muito tempo, a compreensão do homem em relação ao mundo que o cerca

se resumia à visão Newtoniana da natureza e o pensamento cient́ıfico se estabelecia so-

bre as bases de uma versão clássica e determinista do mundo. Até o ińıcio do século

XX, acreditava-se que a Mecânica Clássica era suficientemente capaz de explicar todos

os fenômenos f́ısicos. Neste contexto, a equação dinâmica de Newton desempenhou um

papel fundamental, pois ela descreve, por meio de equações diferenciais de segunda ordem,

o movimento de um sistema de part́ıculas massivas. Uma vez que conhecemos posição e

velocidade iniciais de uma dada part́ıcula, podemos obter todas as informações sobre o

sistema e o movimento fica, dessa forma, completamente determinado. Essa maneira de

descrever a natureza foi o paradigma da ciência durante muitos anos.

Com a melhoria no entendimento da eletricidade e dos fenômenos magnéticos, Maxwell

se valeu do conceito de campo para descrever com sucesso a f́ısica da eletricidade e do

magnetismo. A solução das equações de Newton representam uma trajetória dinâmica, na

qual associa-se para cada instante de tempo, um vetor no espaço. Um campo, por outro

lado, é uma relação que associa, para cada ponto no espaço e cada instante de tempo,

uma quantidade que pertence a um dado espaço. Um dos grandes triunfos de Maxwell

foi obter uma formulação dinâmica, onde os campos elétrico e magnético eram descritos

como sendo duas manifestações de uma única entidade: o campo eletromagnético.

Uma das predições mais relevantes da teoria do eletromagnetismo foi a finitude da

velocidade de propagação da radiação eletromagnética, independentemente do sistema de

referência inercial, o que representou uma caracteŕıstica nova e que não estava presente no

arcabouço da Mecânica Clássica, onde se acredita que a informação se propagava instan-

1
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taneamente.

Além disso, a constância da velocidade da luz entrava em contradição com as, até então

bem estabelecidas, transformações de Galileu. Com o intuito de superar estas dificuldades,

Einstein desenvolveu a teoria da Relatividade Especial, na qual a constância da veloci-

dade da luz, num sistema inercial de referência era considerado como um postulado da

teoria. A Relatividade Especial apresentou uma nova maneira, até então desconhecida, de

entendermos o espaço e o tempo onde ambos formam uma estrutura quadri-dimensional

chamada de espaço-tempo.

No mesmo peŕıodo que Einstein desenvolveu a Relatividade Especial, outra importante

teoria que mudaria o panorama da ciência estava nos estágios iniciais de seu desenvolvi-

mento. A Mecânica Quântica surgiu da necessidade de explicar certos resultados experi-

mentais (por exemplo a catástrofe do ultra-violeta e o efeito fotoelétrico), que não podiam

ser compreendidos no âmbito da Mecânica Clássica e do Eletromagnetismo.

Alguns anos mais tarde, a Mecânica Quântica e a Relatividade Especial se tornariam

aceitas pela comunidade cient́ıfica como sendo as teorias mais adequadas para descrever

os fenômenos aos quais elas se aplicam. Entretanto, logo percebeu-se que não havia uma

compatibilidade entre essas duas teorias, pois na Relatividade Especial, espaço e tempo

desempenham o mesmo papel no contexto da formulação matemática desta teoria. Já na

Mecânica Quântica, o tempo desempenha um papel privilegiado, que pode ser visto já

na equação de Schroedinger. Para compatibilizar a Relatividade Especial e a Mecânica

Quântica, finalmente desenvolveu-se uma teoria relativisticamente invariante conhecida

como Teoria Quântica de Campos (TQC). Uma importante diferença entre a Mecânica

Quântica e a TQC diz respeito à descrição de part́ıculas. Na Mecânica Quântica, a função

de onda é um elemento do espaço de Hilbert e descreve um sistema com um número de

part́ıculas fixo. Na TQC, o campo é um operador atuando no espaço de Fock e des-

creve estados quânticos com número de part́ıculas variável, ou seja, na TQC o número de

part́ıculas não é constante, o que nos leva à descrição do fenômeno de criação de part́ıculas

de modo que os operadores associados aos campos são interpretados por meio de opera-

dores de criação e aniquilação de part́ıculas.

Uma das contribuições mais importantes para o desenvolvimento da TQC foi apre-

sentada por Feynman em 1942 em sua tese de doutorado [49], onde ele desenvolveu o

formalismo conhecido como método de integração de caminho. A integração (soma) de
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caminhos resulta numa amplitude de transição para os processos quânticos representada

por uma soma sobre todos os posśıveis caminhos no espaço de configuração entre os es-

tados inicial e final do processo que se deseja descrever. Nesta formulação, a integração

deve conter, na versão Euclidiana, a ação clássica como o argumento negativo de uma

exponencial, sendo que aqueles caminhos que mais se aproximarem da trajetória clássica

devem contribuir de maneira mais significativa para a integração.

Sabe-se que vários métodos aproximativos tem sido importantes ferramentas para o

estudo de fenômenos no âmbito da TQC, a razão disto é que esta teoria apresenta pro-

blemas complexos, para os quais obter uma solução exata, em grande parte dos casos, é

praticamente imposśıvel. Em função de suas caracteŕısticas, o método de integração de

caminhos se torna particularmente adequado para ser aplicado na construção de diferentes

aproximações, inclusive na aproximação semi-clássica, no caso de teoria em espaço-tempo

curvo.

Um dos esquemas de aproximação mais importantes, especialmente por sua forma co-

variante, é o método de campo de fundo, que foi em grande parte desenvolvido por DeWitt

[41, 42]. No contexto deste método podemos dizer que a quantidade mais importante é a

ação efetiva (AE) [27], a qual é um funcional do campo de fundo e, em prinćıpio, contém

toda a informação sobre a teoria quântica. Para que a TQC seja consistente no que diz

respeito a descrever os processos de espalhamento, ela deve ser capaz de fornecer amplitu-

des de probabilidade de uma variedade destes processos, onde a matriz de espalhamento é

conhecida como matriz S. A AE determina o propagador e as funções de vértice levando em

consideração, de maneira adequada, todas as correções quânticas. Dessa forma, podemos

dizer que por meio da AE pode-se determinar a matriz S e consequentemente obtem-se

um estudo bem fundamentado sobre o processo de espalhamento [39, 75, 79].

Na discussão acima apresentada nota-se a ausência de um importante elemento, no sen-

tido em que as teorias citadas não levam em consideração a Relatividade Geral (RG). A RG

é uma teoria para o campo gravitacional, na qual espaço-tempo e campo gravitacional são

descritos, respectivamente, por uma variedade e por um tensor simétrico não-degenerado

chamado métrica, gµν . A RG descreve eficazmente uma grande quantidade de fenômenos

gravitacionais. No entanto, em um certo ńıvel mais fundamental, acredita-se na existência

de uma versão quantizada desta teoria. Meritórios esforços tem sido feitos por parte da

comunidade cient́ıfica para encontrar uma teoria consistente que corresponda a uma gra-
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vidade quântica e este ainda é um problema em aberto. Embora muitos modelos teóricos

apontem para a unificação da mecânica quântica com a RG, nenhum deles parece ser

consistente em absoluto.

Uma das grandes dificuldades que surge quando se busca uma teoria para a gravi-

dade quântica tange o aspecto da não-renormalizabilidade da teoria. Em outras palavras,

aparecem certas infinitudes na teoria quantizada que não podem ser adequadamente remo-

vidas. Contudo, uma abordagem bem estabelecida e que aponta na direção de encontrar

uma teoria quantizada para a gravitação é o que conhecemos como TQC no espaço curvo

[23]. Nesta teoria, o campo gravitacional representa um campo de fundo clássico para os

campos quânticos de matéria. Por esta razão, dizemos que a TQC no espaço-tempo curvo

é uma teoria semi-clássica da gravitação. A equação que descreve o comportamento do

tensor métrico ponto a ponto no espaço-tempo é dado por

1

8πG
Gµν = Tmat

µν + ⟨Tµν⟩vac , (1.1)

onde G é a constante da gravitação universal de Newton, Gµν é o tensor de Einstein, Tmat
µν

é o tensor energia-momento (TEM) de matéria e ⟨Tµν⟩vac, o TEM de vácuo.

Um dos maiores triunfos desta teoria é o que conhecemos como radiação Hawking [58],

segundo a qual um buraco negro emite radiação térmica, assim como um corpo negro, em

função de efeitos quânticos. O processo descrito pela radiação Hawking reduz a massa

do buraco negro, razão pela qual esse processo também é conhecido como evaporação de

buracos negros.

Observe que a quantidade ⟨Tµν⟩vac na equação (1.1) representa correções quânticas para

o TEM vácuo, ou seja, contribuição de matéria quântica para a gravitação, que é clássica.

De modo que, em particular, para o caso em que ⟨Tµν⟩vac = 0, estamos trabalhando no

regime clássico e a equação (1.1) se reduz à equação de Einstein para a gravitação. Muitos

estudos, a partir dos anos 70, foram dedicados à avaliação de ⟨Tµν⟩vac, veja Ref. [23] (e

referências correlacionadas). De maneira especial, estamos interessados em entender como

a quebra espontânea de simetria (QES) afeta a quantidade ⟨Tµν⟩vac mencionada acima.

Uma das importantes questões da TQC no espaço-tempo curvo é o cálculo do TEM de

vácuo, pois os campos de matéria e part́ıculas, estão diretamente associadas às equações

cosmológicas e gravitacionais na forma do TEM de matéria. Dessa forma, é razoável espe-

rar que os efeitos das flutuações do campo se façam notar nas correspondentes equações de
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estado. Como exemplo podemos citar o fato do traço do TEM para a radiação ter um traço

não nulo em razão da anomalia conforme. Esta anomalia faz com que apareçam alguns

efeitos relevantes na equação de estado para a radiação na fase em que esta era predomi-

nante no universo [86]. Por outro lado, as correções quânticas não conferem ao conteúdo

de matéria um caráter relativ́ıstico, e assim as equações de estado para as part́ıculas

massivas e matéria bariônica não devem se alterar muito. No entanto, se levarmos em

consideração os efeitos do vácuo quântico, a situação pode ser bem diferente daquela em

que consideramos o setor de matéria.

As correções quânticas acima mencionadas, podem ser relevantes no setor de vácuo

de baixas energias e seria razoável esperar que os efeitos quânticos associados com tais

correções pudessem ser obtidos por meio de uma aproximação no arcabouço da TQC. No

entanto, como pode-se observar em [87], não há métodos regulares que efetivamente nos

conduzam a tais resultados. A razão disso é que a correção quântica para a AE de vácuo

se reduz, neste caso, a uma soma escrita em termos de produtos infinitos de componentes

do tensor de curvatura, o que gera um problema, uma vez que teŕıamos de adicionar

uma infinidade de termos não-locais. Uma posśıvel solução para o problema seria, em

prinćıpio, abandonar a covariância e trabalhar com a parametrização conforme da métrica

de fundo, calculando assim, as correções quânticas [88]. Só que para isso, teŕıamos que

trabalhar no regime de altas energias onde existe uma certa confiabilidade no procedimento

de subtrações mı́nimas. Observe que como foi mencionado acima, estamos interessados

em calcular as correções quânticas no regime de baixas energias, o que torna a idéia de

abandonar a covariância e usar a parametrização conforme da métrica de fundo para o

cálculo das correções quânticas, pouco proĺıfera.

Na tentativa de encontrar uma aproximação alternativa para calcular as correções

quânticas, alguns autores obtiveram resultados que se baseiam numa regularização cut-

off onde a métrica considerada é a métrica cosmológica conformalmente plana [21, 65]

(veja também [61]). Nestes trabalhos, a regularização cut-off no espaço dos momentos é

utilizada para calcular quantidades como “densidade de energia” e “pressão” do vácuo. No

desenvolvimento de tais trabalhos considera-se a expansão do Universo por meio de uma

série perturbativa no parâmetro de Hubble H. A ordem zero desta expansão foi calculada

e discutida em detalhes em Refs. [37] e [2]. Este procedimento não covariante é produto

da equação do estado de vácuo para a radiação pvac = ρvac/3, esta equação nos guia no
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sentido de entender o aparecimento da não covariância e de restaurar a covariância ad hoc

[71]. Neste ponto, DeWitt esclareceu que [37] o resultado em si advém propriamente de

uma regularização não covariante.

No caso descrito acima, onde se usa a regularização cut-off e a métrica cosmológica

conformalmente plana, usa-se também a subtração do resultado do espaço-tempo plano

[2], isso resulta numa equação de estado para o vácuo que é proporcional ao produto

dos quadrados da constante de Hubble H2 e do parâmetro cut-off. Este resultado indica

uma contradição para a covariância geral da AE, e as caracteŕısticas bem estabelecidas

da renormalização em espaços curvos são violadas [23, 27, 63]. Os resultados dos cálculos

associados com a situação acima apresentada, embora inconsistentes com um esquema de

renormalização no espaço-tempo curvo bem estabelecido, não devem ser negligenciados

por completo, pois eles abrem caminho para a possibilidade de estudo das correções do

tipo O(H2) para a energia de vácuo. É válido ainda ressaltar que o problema da imple-

mentação da regularização cut-off de maneira covariante, foi solucionado (considerando-se

a representação de momentos local) em [22], com base nos resultados de Ref. [93].

A situação acima apresentada constitui o conteúdo motivacional desta tese.

Devido à grande importância que a abordagem da AE tem no desenvolvimento deste

trabalho, dedicamos parte do Caṕıtulo dois desta tese à descrição desta abordagem. Res-

saltamos que este Caṕıtulo não tem conteúdo original e é inclúıdo por razões de consistência

geral da tese. É importante lembrar que a AE é uma das ferramentas mais poderosas na

TQC e gravitação quântica, pois, como foi mencionado acima, a partir dela pode-se obter

as informações sobre a teoria considerada. Apresentamos as funções de Green e a expansão

em loop para a AE. Uma ferramenta de cálculo em espaços curvos que utilizaremos no de-

correr do trabalho é o método de Schwinger-DeWitt. Apresentamos uma breve revisão

sobre este método, o qual também será utilizado para realizar o cálculo do potencial efe-

tivo no espaço-tempo curvo. Apresentamos ainda uma breve revisão sobre as equações do

grupo de renormalização, pois as mesmas são necessárias na interpretação dos resultados

obtidos no caṕıtulo seguinte.
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Começamos o Caṕıtulo três com uma revisão sobre o cálculo do potencial efetivo no

espaço-tempo plano. Em seguida, calculamos o potencial efetivo para um campo escalar

no espaço-tempo curvo dentro do esquema f́ısico de regularização, usando dois tipos de

regularizações cut-off covariantes. A primeira delas é baseada na representação local de

momentos e nas coordenadas normais de Riemann [76] e a segunda se baseia na repre-

sentação de tempo próprio de Fock-Schwinger-DeWitt1. Nós mostramos que, no contexto

de um campo escalar com auto-interação, estes dois métodos produzem resultados iguais

para as divergências. No entanto, o primeiro método nos fornece informações mais deta-

lhadas a respeito da parte finita. Além disso, calculamos também a contribuição de um

férmion massivo a um loop e discutimos as equações do grupo de renormalização, bem como

suas respectivas interpretações para teorias com massas dos campos quânticos diferentes.

No Caṕıtulo quatro mostramos que, no caso de teorias com quebra espontânea de si-

metria no espaço-tempo curvo, a quantidade ⟨Tµν⟩vac ganha a contribuição de um novo

termo, inédito na literatura. De modo geral, o Caṕıtulo é dedicado ao estudo deste novo

termo. Consideramos as leis de conservação para o TEM, que refletem diretamente, na

covariância da teoria na presença de correções quânticas. Com base neste resultado, nós

levantamos duas questões importantes. A primeira delas diz respeito a como implementar

o momento cut-off, de maneira covariante. A segunda delas está relacionada com a pos-

sibilidade de saber se este resultado geral se insere no contexto da quebra espontânea de

simetria. Neste caso, com base nos cálculos apresentados no decorrer deste Caṕıtulo, nós

mostramos que o resultado final está de acordo com as leis de conservação para o TEM.

1Por razões de simplicidade, usaremos a partir deste ponto, a expressão: tempo próprio de DeWitt.



Caṕıtulo 2

A Abordagem da Ação Efetiva

Neste Caṕıtulo, apresentamos uma revisão sobre a abordagem da ação efetiva (AE),

cuja importância para a construção da TQC é notável. Em particular, conhecendo a AE,

podemos calcular a matriz S. Conforme veremos mais adiante, as derivadas funcionais

da AE possuem relevância para o cálculo de amplitudes de transição. Por exemplo, a

derivada funcional de ordem quadrática da AE com respeito ao campo nos fornece uma

quantidade que contém as correções quânticas para o propagador do campo. Derivadas

funcionais da AE superiores à ordem dois, determinam as funções de vértice. Dessa forma,

dizemos que a ação efetiva é o funcional gerador das funções de vértice.

Neste ponto, é relevante ressaltar que, através de um conhecimento prévio das funções

de vértice, juntamente com o propagador da teoria, é posśıvel determinar as funções de

Green, e por meio destas é posśıvel conhecer, como mencionamos acima, a matriz completa

dos processos de espalhamento, ou seja, a matriz S . Todavia, as quantidades fundamentais

da TQC, como o propagador e as funções de vértice, se baseiam em variações funcionais

da quantidade Γ[φ]. Por esta razão dizemos que a ação efetiva Γ[φ] é a quantidade mais

importante da teoria considerada, visto que a partir dela, podemos obter toda a informação

para construir a TQC.

Começamos com uma breve revisão sobre as funções de Green, onde obtemos o propa-

gador da teoria no ramo do método de campo de fundo, que descreve todas as correções

quânticas. Em seguida apresentamos uma revisão sobre a expansão em loops para a AE,

sobre o método de Schwinger-DeWitt e sobre as equações do Grupo de Renormalização.

8
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2.1 Funções de Green

Para fundamentar a abordagem da AE é necessário começar com o funcional gerador

das funções de Green, a quantidade Z[J ],

Z[J ] =

∫
Dφe(S+Jφ) =

∫
DφeiS0+iSint+iJφ , (2.1)

onde a ação da teoria livre é

S0 =

∫
d4x

1

2

(
∂µφ∂µφ−m2φ2

)
(2.2)

e o termo de interação é escrito como

Sint = − λ

4!

∫
d4xφ4. (2.3)

Podemos expandir Z[J ] em potências de J , ao fazermos isso obtermos o seguinte re-

sultado

Z[J ] =

∫
dφ eiS

[
1 + i

∫
d4x1J(x1)φ(x1)

+
i2

2

∫
d4x1

∫
d4x2J(x1)J(x2)φ(x1)φ(x2) + ...

]
=

is

s!

∞∑
s=0

∫
d4x1...

∫
d4xsJ(x1)...J(xs)

∫
Dφφ(x1)...φ(xs) e

iS[φ] . (2.4)

Introduzindo a notação (veja [75, 103] para maiores detalhes)

Gs(x1, ...xs) =
⟨
φ(x1)...φ(xs)

⟩
=

∫
Dφφ(x1)...φ(xs) e

iS∫
DφeiS0

, (2.5)

podemos reescrever a equação (2.4) como

Z[J ] = Z[0]
∞∑
s=0

in

n!

∫
d4x1...

∫
d4xnJ(x1)...J(xn)G

(n)(x1... xn) , (2.6)

onde

Z[0] =

∫
DφeiS0 . (2.7)

As quantidades G(n)(x1... xn) definidas acima são as chamadas funções de Green de n

pontos, as quais podem ser escritas, levando em consideração a equação (2.7), como

G(n)(x1... xn) =
1

inZ[0]

δnZ[J ]

δJ(x1)...δJ(xn)

∣∣∣
J=0

. (2.8)
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A quantidade G(n)(x1... xn) é escrita em termos da variação funcional n-ésima da quanti-

dade Z[J ] com relação à fonte J(x), razão pela qual esta quantidade é conhecida como a

funcional geratriz das funções de Green.

Outra maneira de escrever a quantidade Z[J ] é através da consideração da expansão

no parâmetro λ. Podemos citar como exemplo a função de Green de dois pontos, que

descreve a propagação de uma part́ıcula de x1 a x2, assim tomando s = 2 na equação

(2.5), temos

G(2)(x1, x2) = ⟨0|φ(x1)φ(x2)|0⟩+
(−iλ)

4!

∫
d4x ⟨0|φ(x1)φ(x2)φ

4(x)|0⟩

+
(−iλ)2

(4!)2

∫
d4x

∫
d4y ⟨0|φ(x1)φ(x2)φ

4(x)φ4(y)|0⟩+ ... (2.9)

A função de Green G(2)(x1, x2), descreve a propagação na teoria com interação entre

os pontos x1 e x2. No entanto, na teoria livre, ou seja, em ordem zero de λ, a função de

dois pontos é o propagador (da teoria livre) D(x1 − x2), de tal maneira que G(2)(x1, x2) =

iD(x1 − x2).

É claro que ao escrevermos os diagramas de Feynman correspondentes à relação (2.8),

encontramos diagramas que são conectados [79] e diagramas não-conectados. Em outras

palavras, a equação (2.8) não representa uma relação que nos fornece apenas diagramas

conectados. Para descrever a f́ısica que está ligada com os processos de espalhamento,

precisamos trabalhar somente com funções de Green conectadas1, tal fato torna notória a

necessidade de uma equação análoga à equação (2.8) que nos permita obter exclusivamente

os diagramas conectados. No desenvolvimento que se segue vamos apresentar tal equação e

explicitar a relação das funções de Green conectadas com a AE, a qual é o objeto principal

de nosso estudo.

É importante ressaltar que as funções de Green que estão diretamente ligadas com os

elementos da matriz S são as chamadas funções de Green conexas. Em particular, estamos

interessados numa classe mais especial das funções de Green conexas conhecida como one

particle irreducible, 1PI. É essa classe de funções de Green que está diretamente ligada aos

elementos da matriz S e o que garante tal afimação é a formula de redução LSZ (veja por

exemplo, [24, 75, 101]). Neste contexto, os diagramas são tais que não podem ser divididos

em dois pelo corte de uma linha interna. Estes diagramas correspondem exatamente às

1As funções de Green conectadas são adequadas, porque as não-conectadas podem ser encontradas em

função delas.



2. A Abordagem da Ação Efetiva 11

funções de Green acima definidas como 1PI.

Introduzimos o funcional gerador das funções de Green conectadas W [J ] através da

seguinte relação

Gc
n(x1, x2, ..., xn|J) =

δnW [J ]

δiJ(x1)δiJ(x2)...δiJ(xn)
. (2.10)

Uma importante diferença com a equação (2.8) é que aqui não colocamos J = 0 depois de

tomar as derivadas funcionais.

As quantidades Z[J ] e W [J ] estão relacionadas da seguinte maneira [27]

Z[J ] = eiW [J ] . (2.11)

Em seguida definimos o campo médio através da relação

δW [J ]

δJ(x)
=

1

Z[J ]

δZ[J ]

δJ(x)
=

⟨
0
∣∣T φ̂(x)exp(i ∫ dxφ̂(x)J(x)

)∣∣0⟩⟨
0
∣∣Texp( ∫ dxφ̂(x)J(x)

)∣∣0⟩ ≡ φ(x) , (2.12)

ou seja,

φ(x) =
δW [J ]

δJ(x)
. (2.13)

Esta última relação representa a equação para encontrar a fonte J(x). O campo médio

é um funcional da fonte externa J(x). É posśıvel mostrar que a derivada funcional do

campo médio com respeito a fonte externa J(x), é o propagador. Assim, se a matriz para

o propagador for não degenerada, podemos escrever a fonte externa como um funcional

de φ. Por meio desta propriedade, é posśıvel mostrar [39, 43] que existe um funcional

Γ[φ], o qual chamamos de ação efetiva, que depende do campo médio e pode ser escrito

em termos da seguinte relação [27]

Γ[φ] = W [J ]−
∫

dxφ(x)J(x) . (2.14)

Assim, dizemos que a ação efetiva Γ[φ] é um funcional do campo médio φ(x).

Em seguida apresentamos algumas propriedades importantes do funcional Γ[φ]. Inici-

almente lembremos que para o caso da ação clássica contendo um termo de interação entre

o campo φ e a fonte externa J(x), a equação clássica de movimento é dada por

δS[φ]

δφ(x)
= −J(x) . (2.15)

De maneira inteiramente análoga, podemos escrever uma equação de movimento para

a ação efetiva. Naturalmente, para chegarmos a tal equação é necessário tomar a variação

de Γ[φ] com respeito a φ(x) em ambos os lados da equação (2.14). Tal variação produz

δΓ[φ]

δφ(x)
=

∫
dy

δW [J ]

δJ(y)

δJ(y)

δφ(x)
− J(x)−

∫
dy φ(y)

δJ(y)

δφ(x)
. (2.16)
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Substituindo a equação (2.13) na equação (2.16), resulta que

δΓ[φ]

δφ(x)
= −J(x) . (2.17)

Esta última equação representa a equação efetiva de movimento associada com a dinâmica

do campo médio. Ao compararmos as equações (2.15) e (2.17), podemos concluir que o

funcional Γ[φ] desempenha na teoria quântica, o mesmo papel que a ação S[φ] desempenha

na teoria clássica. Por esta razão, chamamos ao funcional Γ[φ] de ação efetiva.

Mas de que forma o propagador da teoria estaria relacionado com a ação efetiva? Para

responder a esta pergunta vamos tomar a variação com respeito à fonte externa J(x) em

ambos os lados da equação (2.13), e também a variação com respeito ao campo φ em

ambos os lados da equação (2.17), de tal maneira que

δ2W [J ]

δJ(x)δJ(y)
=

δφ(x)

δJ(y)
(2.18)

e
δ2Γ[φ]

δφ(x)δφ(y)
= −δJ(x)

δϕ(y)
. (2.19)

Com base nas equações (2.18) e (2.19), podemos escrever que∫
dy

δ2W [J ]

δJ(x)δJ(y)

δ2Γ[φ]

δφ(y)δφ(z)
= −

∫
dy

δφ(x)

δJ(y)

δJ(y)

δϕ(z)
= −δ(x− z) . (2.20)

A quantidade Gc
2(x, y|J) está definida na equação (2.10). Então chegamos, se conside-

rarmos n = 2 na equação (2.10), à seguinte igualdade∫
dz Gc

2(x, y|J)
δ2Γ[φ]

δφ(y)δφ(z)
= δ(x− z) . (2.21)

A partir desta última equação concluimos que

Gc
2(x, y|J) =

( δ2Γ[φ]

δφ(x)δφ(y)

)−1

. (2.22)

Dessa forma, dizemos que a relação (2.21) define o propagador da teoria. Tal propaga-

dor é considerado como o propagador do campo de fundo, o qual contém todas as correções

quânticas. Derivadas funcionais da ação efetiva, superiores à ordem dois, determinam to-

das as funções de vértice da teoria quântica [27]. Dessa forma, dizemos que a ação efetiva é

o funcional gerador das funções de vértice. Neste ponto, é relevante ressaltar que, através

de um conhecimento prévio das funções de vértice, juntamente com o propagador da teoria,

é posśıvel determinar as funções de Green, e por meio destas, é posśıvel conhecer a matriz
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de espalhamento, ou seja, a matriz S [101]. Note que toda a construção apresentada acima

se baseia em variações funcionais da quantidade Γ[φ]. Por esta razão dizemos que a ação

efetiva Γ[φ] é a quantidade mais importante da teoria considerada, visto que a partir dela,

podemos obter todas as informações para construir a TQC [7, 27, 39, 43].

2.2 Expansão em loop para a ação efetiva

De acordo com o que foi apresentado previamente, a quantidade Z[J ] pode ser escrita

em termos de W , que é o funcional gerador das funções de Green conectadas, essa relação

é descrita pela equação (2.11). Por outro lado, sabemos as quantidades Γ e W estão

relacionadas pela equação (2.14). Vamos então substituir (2.14) em (2.11), o que resulta

em

Z[J ] = exp
(iW [J ]

~

)
= exp

[ i
~

(
Γ[ϕ] +

∫
dxϕ(x)J(x)

)]
, (2.23)

onde denotamos o campo médio por ϕ. Observe que restauramos a quantidade ~ de

maneira que possamos usá-la como um parâmetro de expansão em loops.

Lembre que a fonte externa J(x) é descrita pela equação (2.17). Por outro lado,

sabemos que a integração funcional que descreve a teoria de campos é dada pela equação

Z[J ] =

∫
Dφ exp

[ i
~

(
S[φ] +

∫
dxφ(x)J(x)

)]
. (2.24)

Como as equações (2.23) e (2.24) descrevem a mesma quantidade, podemos igualá-las,

lembrando que o campo φ pode ser escrito como um campo que descreve uma configuração

estável acrescida de uma quantidade que deve flutuar em torno dessa configuração estável,

ou seja, vamos usar que φ → φ + ϕ, onde naturalmente, ϕ é o que chamamos de campo

de fundo. Então resulta que

exp
( i
~
Γ[ϕ]

)
=

∫
Dφ exp

[ i
~

(
S[φ+ ϕ]−

∫
dxφ(x)

δΓ[ϕ]

δϕ(x)

)]
, (2.25)

onde foi usada a relação J = δΓ/δφ. Vamos realizar uma mudança de variáveis φ = ~1/2φ.

Expandindo o funcional S[~1/2φ + ϕ] numa série de potências de ϕ(x) e agrupando os

termos adequadamente, obtemos

exp
{ i

~

(
Γ[ϕ]−S[ϕ]

)}
=

∫
Dφ exp

[1
2
S2[ϕ]φ

2+
∞∑
n=3

~n/2−1

n!
Sn φ

n−h−1/2φ
(
Γ1[ϕ]−S1[ϕ]

)]
,

(2.26)
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onde denotamos que

Sn =
δnS

δϕn
, Γ1[ϕ] =

δΓ[ϕ]

δϕ(x)
e φΓ1[ϕ] =

∫
dxφ(x)

δΓ[ϕ]

δϕ(x)
. (2.27)

É razoável esperar que a AE seja escrita como a soma de duas parcelas. A primeira

delas corresponderia a uma contribuição clássica S[ϕ] e a segunda a uma contribuição

quântica (a qual vamos denotar por Γ̄[ϕ]), de tal maneira que Γ[ϕ] = S[ϕ] + Γ̄[ϕ]. Mas a

quantidade Γ̄[ϕ] deve representar todas as correções quânticas para a ação clássica, isso

nos permite escrever essa quantidade como uma série de potências em ~

Γ̄[ϕ] =
∞∑
n=1

~nΓ̄(n)[ϕ] , (2.28)

essa expansão é chamada de expansão em loop, onde o número de loops é dado pela

potência de ~. Com base no que foi apresentado, podemos reescrever a equação (2.26) sob

a forma

exp
(
i

∞∑
n=1

~n−1Γ̄[ϕ](n)
)
=

∫
Dφ exp

[1
2
S2[ϕ]φ

2+
∞∑
n=3

~n/2−1

n!
Sn φ

n−
∞∑
n=1

h−1/2+nφ Γ̄
(n)
1 [ϕ]

]
.

(2.29)

As quantidades funcionais que estão na exponencial do lado direito dessa última equação

representam a ação de uma teoria cujo propagador está associado com o termo quadrático

S2φ
2 e termos de ordem superior à ordem quadrática representam as interações entre os

campos.

Da equação (2.29) resulta que

exp
(
iΓ̄1[ϕ]

)
=

∫
Dφ exp

(1
2
S2φ

2
)
= Det −1/2S2[φ] . (2.30)

Logo

Γ̄1[ϕ] =
i

2
ln DetS2[φ] =

i

2
Tr lnS2[φ] . (2.31)

Esta expressão nos permite calcular a correção a um loop para a AE, a qual é o objeto

importante da TQC, pois várias informações da teoria quântica estão contidas na estrutura

de funcional da AE de um loop. No entanto, aparecem termos que apresentam divergências.

A maneira como procedemos neste caso, é adicionar os contratermos, os quais cancelam

os termos divergentes. A ação que contém os contratermos é chamada de ação clássica

renormalizada.

No que tange o aspecto do procedimento utilizado nesta seção para o desenvolvimento

da expansão em loop, é notório o fato de que na equação (2.25) o campo foi considerado
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sob o aspecto de uma reparametrização, na medida em que usamos φ → φ+ ϕ. Contudo,

o que fundamenta tal reparametrização é o chamado método de campo de fundo [1].

2.3 Método de Schwinger-DeWitt

Ométodo de Schwinger-DeWitt nos permite calcular, de maneira covariante, correções

quânticas a um loop para a AE. Uma abordagem que antecede este método e que foi de

importância capital para o desenvolvimento do mesmo foi a técnica do heat kernel2. Para

ser mais preciso, em 1937 Fock mostrou que é posśıvel representar as funções de Green

como integrais sobre uma variável auxiliar (tempo próprio) de um núcleo (kernel) que

satisfaz a uma equação de calor [51]. Mais tarde, Schwinger percebeu que a abordagem

apresentada por Fock se encaixava no contexto da renormalização e da invariância de

calibre na TQC [81]. Estes dois trabalhos acima citados, basicamente introduziram o

método do heat kernel na TQC (mais especificamente para a eletrodinâmica quântica).

Posteriormente, DeWitt aplicou os resultados de Schwinger para a realização de cálculos

em espaços curvos [39, 40, 41, 42]. A relevância de descrever o método de Schwinger-

DeWitt nesta seção, se deve ao fato de que vamos usá-lo para calcular, no Caṕıtulo 3, o

potencial efetivo no espaço-tempo curvo. Por esta razão, apresentamos no que se segue

uma exposição breve sobre este método e uma versão completa pode ser encontrada em

[39].

Começamos esta abordagem com a equação para o propagador no espaço-tempo curvo

√
−g ĤG(x, x′) = −δ(x, x′) . (2.32)

A quantidade Ĥ é um operador que atua no espaço dos campos ϕ e é dado por

Ĥ = △+
(
P̂ − 1̂

6
R
)

(2.33)

onde

△ = 1̂gµνD̂µ D̂ν . (2.34)

Nesta última equação, temos que

D̂µ = ∇µ + ĥµ (2.35)

2Vamos usar a expressão heat kernel ao invés de núcleo de calor.
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representa a derivada covariante generalizada, a qual obedece à seguinte relação de co-

mutação

[D̂µ, D̂ν ]ϕ = Ŝµνϕ . (2.36)

Observe que a quantidade △ definida na equação (2.34) pode ser escrita, por meio da

equação (2.35), como

△ = g−1/2(∇µ + ĥµ)g
1/2gµν(∇ν + ĥν) . (2.37)

Então resulta das equações (2.33) e (2.37) que

Ĥ = g−1/2(∇µ + ĥµ)g
1/2gµν(∇ν + ĥν) +

(
P̂ − 1̂

6
R
)

= 1̂�+ 2 ĥµ∇µ + Π̂ , (2.38)

onde nesta última passagem identificamos as seguintes quantidades

� = gµν∇µ∇µ ,

ĥµ = gµν ĥν ,

Π̂ = P̂ − 1̂

6
R +∇µĥ

µ + ĥµ ĥ
µ . (2.39)

É posśıvel mostrar que

P̂ = Π̂ +
1̂

6
R−∇µĥ

µ − ĥµ ĥ
µ ,

Ŝµν = 1̂[∇ν ,∇µ] +∇ν ĥµ −∇µĥν + ĥµ ĥν − ĥν ĥµ . (2.40)

Na descrição que se segue, vamos considerar a função de Green G(x, x′) como sendo o

elemento matricial de um operador Ĝ, de modo que G(x, x′) =
⟨
x
∣∣Ĝ∣∣x′⟩, onde o operador

Ĝ atua no espaço de Hilbert [81]. Os vetores
∣∣x′⟩ são auto-vetores de um conjunto de

operadores hermitianos que comutam xµ, logo

xµ
∣∣x⟩ = xµ

∣∣x⟩ e
⟨
x
∣∣x′⟩ = δ(x, x′) . (2.41)

Escrevendo a equação (2.32) na forma de operador, temos

ĤĜ = 1̂ . (2.42)

O operador Ĝ admite representação integral [81] em termos da variável auxiliar3 s

Ĝ = Ĥ−1 = i

∫ ∞

0

e−i s Ĥds . (2.43)

3Esta variável auxiliar corresponde ao tempo próprio de DeWitt.
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Uma vez que G(x, x′) é um elemento do operador matricial Ĝ podemos escrever, por meio

da equação (2.43), o seguinte elemento de Ĝ

G(x, x′) = i

∫ ∞

0

⟨
x, s
∣∣x′, 0

⟩
ds , (2.44)

onde nesta última passagem usamos que
⟨
x, s
∣∣x′, 0

⟩
=
⟨
x
∣∣e−iĤs

∣∣x′⟩. No entanto, a quanti-

dade
⟨
x, s
∣∣x′, 0

⟩
é uma amplitude de transição, que denotamos por Û(x, x′, s) =

⟨
x, s
∣∣x′, 0

⟩
,

e essa amplitude deve satisfazer uma equação parecida com a equação de Schroedinger (que

também é chamada de equação do heat kernel)

i
∂

∂s
Û(x, x′, s) =

⟨
x, s
∣∣Ĥ∣∣x′, 0

⟩
. (2.45)

Neste ponto, seria interessante recordar que a proposta deste método é encontrar o

propagador no espaço-tempo curvo, ou seja, resolver a equação (2.32). Contudo, levando

em consideração o desenvolvimento acima apresentado, tudo que precisamos fazer é deter-

minar a amplitude de transição Û(x, x′, s) que é dada pela equação (2.45), ou seja, estamos

diante de um problema dinâmico governado pelo operador Ĥ. Naturalmente, uma vez que

já conhecemos a quantidade Û(x, x′, s), o próximo passo é substituir o resultado encon-

trado na equação (2.44) e considerar a integração em ds. Essa tarefa se torna posśıvel se

escrevermos o seguinte ansatz [67] para a amplitude de transição

Û(x, x′, s) = −i(4π)−n/2[D(x, x′)]1/2s−n/2 exp
[
i σ(x, x′)/2s

] ∞∑
k=0

(is)k âk(x, x
′) , (2.46)

onde n representa a dimensão do espaço-tempo e quantidade D(x, x′) é o determinante de

Van Vleck-Morett [68]

D(x, x′) = det
(
− ∂2σ(x, x′)

∂xµ∂x′ν

)
. (2.47)

A quantidade σ(x, x′) é um bi-escalar conhecido como intervalo geodésico. Este intervalo

é metade do quadrado da distância geodésica entre os pontos (x, τ) e (x′, τ ′) e dizemos que

ele é um bi-escalar, devido ao fato de que ele se transforma como um escalar em ambos os

pontos mencionados.

Vamos adotar a seguinte notação para o limite de coincidência

âk(x, x) = lim
x→x′

âk(x, x
′) = âk | . (2.48)

Ainda com relação à equação (2.46) assumimos (com base na notação previamente

definida) que

â0 |= 1̂ . (2.49)
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Para determinar os coeficientes âk | devemos substituir a equação (2.46) na equação

(2.45), de modo que

Û(x, x′, s) = exp
(
isĤ

)
δ(x, x′) =

i

(4π)n/2
[D(x, x′)]1/2

sn/2
exp

[iσ(x, x′)

2s

] ∞∑
k=0

(is)k âk(x, x
′) .

(2.50)

Substituindo então Û(x, x′, s) = exp
(
isĤ

)
δ(x, x′) na equação do heat kernel(

i
∂

∂s
+ Ĥ

)
Û(x, x′, s) = 0 , (2.51)

é posśıvel mostrar que [11, 39]

â1 |= P̂ , (2.52)

â2 |=
1̂

180

(
R2

µναβ −R2
µν +�R

)
+

1

2
P̂ 2 +

1

6
�P̂ +

1

12
Ŝ2
µν , (2.53)

onde as quantidades P̂ e Ŝµν são descritas pelas equações (2.40). Lembre que a quantidade

â0 | é descrita pela equação (2.49).

Podemos também analisar o problema do ponto de vista da AE, isso nos permite

tirar algumas conclusões importantes sobre as divergências que estão associadas com os

coeficientes âk |. Vamos então considerar que S2[ϕ] = Ĥ na equação (2.31), o que nos

permite escrever

δΓ̄1[ϕ] =
i

2
δ
(
Tr ln Ĥ

)
=

i

2
Tr [Ĥ−1δĤ] . (2.54)

Novamente, o propagador Ĥ−1 a admite representação integral descrita na equação (2.43)

e a equação (2.54) fica reescrita como

δΓ̄1[ϕ] =
i

2
Tr
{
δĤ
∫ ∞

0

i ds e−isĤ
}
= δ
{−i

2
Tr

∫ ∞

0

ds

s
e−isĤ

}
. (2.55)

Portanto,

Γ̄1[ϕ] = − i

2
Tr

∫ ∞

0

ds

s
e−isĤ . (2.56)

Em Ref. [39] o operador evolução temporal Û(x, x′; s) = e−isĤ é definido como

Û(x, x′; s) =
1

(4πi)n/2
D1/2(x, x′)

sn/2
ei

σ(x,x′)
2s

−im2s

∞∑
k=0

âk(x, x
′) , (2.57)

Como explicado acima, esta última equação obedece a uma equação diferencial parcial

do tipo equação do calor e após algumas considerações, que não serão aqui abordadas, os

resultados para os coeficientes â0 |, â1 | e â2 | coincidem (no caso do campo escalar) com as

equações (2.49), (2.52) e (2.53). Substituindo a equação (2.57) na equação (2.56), temos

Γ̄1[ϕ] = − i

2
Tr

∫ ∞

0

ds

s

1

(4πi)n/2
D1/2(x, x′)

sn/2
ei

σ(x,x′)
2s

−im2s

∞∑
k=0

âk(x, x
′) . (2.58)
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A expressão (2.58) foi estudada em muitos aspectos, começando com [39]. Um dos re-

sultados importantes (veja Ref.[11]) é que as divergências ultra-violeta estão relacionadas

apenas com o limite inferior de integração. É válido ressaltar também que para 4 di-

mensões, a contribuição a um loop para a AE apresenta divergências que estão associadas

a apenas três termos desta última equação. Em particular, para o caso quadri-dimensional,

as divergências quárticas, quadráticas e logaritmicas estão associadas com os valores k = 0,

k = 1 e k = 2 respectivamente.

É importante ainda destacar que a equação (2.58) possui uma certa restrição, pois

ela leva a certos problemas de interpretação para o caso em que m = 0. Com o intuito

de estudar o caso de teorias que levam em consideração campos sem massa, tais como

teorias de gauge ou gravidade quântica, Vilkovisky propôs um novo método [97], o qual

ficou conhecido como teoria de perturbação covariante e foi desenvolvido numa série de

trabalhos [10, 12, 13, 14].

2.4 Equações do Grupo de Renormalização

Uma consequência do processo de renormalização é que os resultados obtidos no fim do

processo podem depender da escolha da escala de renormalização µ. Existe um grupo de

transformações associadas com a variação do parâmetro µ. É preciso ressaltar que existe

também uma simetria que advém da dependência do parâmetro µ acima mencionada, de

tal maneira que o grupo de transformações que diz respeito à variação do parâmetro µ é

chamado de grupo de renormalização (GR) [35]. Nesta parte do trabalho, vamos seguir

a abordagem descrita em [27, 69] para obter as equações do GR no espaço-tempo curvo.

Aqui vamos apresentar tudo com base na regularização dimensional para trabalhar no

espaço-tempo curvo. No entanto, quando calcularmos no caṕıtulo seguinte, as equações

do GR para os parâmetros do potencial efetivo, vamos usar a regularização cut-off.

Vamos considerar o funcional gerador das funções de Green “nuas” (bare), o qual é

dado por

eiW0[J0] =

∫
Dφ0 e

i(S0[φ0,p0]+φ0J0) (2.59)

e o funcional gerador das funções de Green renormalizadas,

eiW [J ] =

∫
Dφei(S[φ,p]+φJ) , (2.60)
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onde a quantidade p representa um conjunto de parâmetros tais como constantes de aco-

plamento, massas e alguns outros. Da mesma forma, na equação (2.59), p0 representa

o conjunto de parâmetros “nus”. Em seguida vamos considerar que, de acordo com a

renormalização multiplicativa S0[φ0, p0] = S[φ, p], vamos ainda nos valer da seguinte mu-

dança de variáveis φ0 → Z
1/2
1 φ, onde φ0 e φ são campos escalares médios. Ressaltamos

que na breve exposição que se segue, adotamos a abordagem de campos escalares. Mas

pode-se, em prinćıpio, obter a generalização para outros campos. As considerações acima

apresentadas nos permitem concluir, das equações (2.59) e (2.60) que W0[J0] = W [J ].

Assim,

J = µ(n−4)Z
1/2
1 J0 . (2.61)

Dessa forma, o campo médio deve satisfazer à seguinte relação

φ0 =
δW0

δJ0

µ(n−4)Z
1/2
1 φ . (2.62)

A AE pode ser escrita como

Γ[φ0] = W0[J0]− φ0J0 = Γ[φ] , (2.63)

ou seja,

Γ0[gµν , φ0, p0, n] = Γ[gµν , φ, p, µ, n], (2.64)

onde µ é a escala de energia t́ıpica e n o parâmetro de regularização dimensional. Observe

que o lado esquerdo da equação (2.64) não depende da quantidade µ, isso nos permite

escrever que

µ
d

dµ
Γ[gµν , φ, p, µ, n] = 0 . (2.65)

Consequentemente,[
µ
∂

∂µ
+ µ

dp

dµ

∂

∂p
+

∫
dnx

√
−gµ

dφ(x)

dµ

δ

δφ(x)

]
Γ[gµν , φ, p, µ, n] = 0 . (2.66)

Em seguida, vamos denotar

µ
dp

dµ
= βp(n) (2.67)

e

µ
dφ(x)

dµ
= γ(n)φ(n) , (2.68)

onde chamamos a quantidade βp(n) na equação (2.67) de função beta, ou simplesmente,

função-β. Por meio das equações (2.66), (2.67) e (2.68), podemos escrever que
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[
µ
∂

∂µ
+ βp(n)

∂

∂p
+ γ(n)

∫
dnx

√
−g µφ(x)

δ

δφ(x)

]
Γ[gµν , φ, p, µ, n] = 0 . (2.69)

Esta última equação é conhecida como a equação do grupo de renormalização para a AE

e pode ser usada, no espaço-tempo curvo, em diferentes contextos, inclusive no contexto

do cálculo do potencial efetivo [29]. Com relação a interpretação do parâmetro µ em

termos de valores f́ısicos, pode-se citar o exemplo da Eletrodinâmica Quântica, onde este

parâmetro é interpretado como escala de energia. Como veremos no caṕıtulo seguinte,

esta interpretação não se aplica para o caso do potencial efetivo de campos escalares e

fermiônicos.



Caṕıtulo 3

O Potencial Efetivo no

Espaço-Tempo Curvo

Recentemente houve um crescente interesse sobre os esquemas f́ısicos de regularização

e renormalização no espaço-tempo curvo. Em particular, podemos mencionar os trabalhos

que tratam do TEM no vácuo na regularização cut-off de momentos [2, 21, 37, 65, 66, 70,

73] e a intensa discussão sobre a interpretação f́ısica do grupo de renormalização [8, 25,

44, 78, 85, 86, 87, 89, 90, 102].

Uma das caracteŕısticas da abordagem do cut-off é que esta regularização pode produzir

uma quebra expĺıcita da invariância local de Lorentz [37] e também da covariância geral.

Assim, seria interessante ter um exemplo de cálculos baseados no cut-off que preservem

ambas as simetrias explicitamente.

O potencial efetivo de um campo escalar no espaço-tempo curvo foi estudado em vários

trabalhos começando com [29, 56, 62, 91] (veja [27] para outras referências). Em parti-

cular, uma expressão bem geral para tal potencial efetivo foi obtida em [29] através do

método do grupo de renormalização. Na verdade isso está ligado com o esquema de sub-

trações mı́nimas de renormalização quando os efeitos de massa dos campos quânticos é

ou ignorado ou levado em consideração pelo método heuŕıstico. Uma motivação adicio-

nal para esquemas de regularização e renormalização mais f́ısicos vem de considerações

inflacionárias. No recente trabalho [19] observa-se que (veja também trabalhos prévios

[94]) a inflação de Higgs, similar à originalmente inventada por A. Guth [57], pode ser

consistente com testes observacionais uma vez que se leva em consideração que o campo

de Higgs H se acopla não-minimamente com a curvatura escalar. Deve-se ainda comentar

22
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que o termo correspondente ξRH∗H é necessário para que o modelo de part́ıculas elemen-

tares seja multiplicativamente renormalizável no espaço-tempo curvo [27]. O valor de ξ

deve ser da ordem de 104 − 105, no caso da inflação consistente, mas isso não representa

um problema, porque a quantidade dimensional |ξR| não excede o quadrado da massa de

Higgs. A grande diferença entre a inflação de Higgs e os modelos inflacionários baseados

no inflaton é que o campo de Higgs foi recentemente detectado experimentalmente com

uma grande certeza. Assim o modelo de [19, 57] deve ser considerado como o primeiro

candidato a descrever um paradigma inflacionário [84]. De acordo com os trabalhos sobre

inflação de Higgs [9, 20] (veja também [92] e referências correlacionadas), as correções

quânticas do grupo de renormalização para o potencial de Higgs desempenham um papel

essencial neste modelo inflacionário, de tal maneira que se as levarmos em consideração,

temos como consequência importantes restrições para a massa de Higgs. Este resultado se

baseia no já bem conhecido grupo de renormalização associado com o potencial efetivo no

espaço-tempo curvo, completamente equivalente com o qual foi precursoramente desen-

volvido em [29, 27], e trata de contribuições a um ou mais loops. No entanto, na medida

em que tais considerações estão baseadas no esquema de subtrações mı́nimas, seria ĺıcito

verificar qual é o efeito das massas dos campos quânticos através de um cálculo direto.

Neste sentido, voltamos nossa atenção para o cut-off covariante e para os efeitos de massas

no potencial de Higgs no espaço-tempo curvo, e assim calculamos, a um loop, o potencial

efetivo de um campo escalar no espaço-tempo curvo.

Consideramos dois tipos de regularização cut-off. A primeira se baseia na repre-

sentação de momentos local, que está ligada com as coordenadas normais de Riemann

e a segunda, também chamada de regularização operatorial, se baseia na representação de

Fock-Schwinger-DeWitt do tempo próprio. Recentemente, demonstrou-se que estes dois

tipos de regularização produzem resultados equivalentes no espaço-tempo plano [64]. Em

virtude disso, nossos cálculos podem ser vistos como uma tentativa de extensão desta

recente demonstração para o espaço-tempo curvo1.

Começamos este caṕıtulo como uma descrição sobre o potencial efetivo no espaço-

tempo plano. Em seguida apresentamos uma versão sobre cálculos em espaços curvos

começando com uma visão focada nos diagramas de Feynman. Em seguida apresentamos

1Na verdade, no espaço-tempo curvo temos uma pequena diferença entre os dois métodos no que diz

respeito à parte finita do potencial efetivo, como vai ficar claro nas próximas seções.
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uma breve discussão sobre o momento cut-off covariante e posteriormente fazemos o cálculo

do potencial efetivo para um campo escalar na presença de auto-interação do ponto de vista

da regularização cut-off na representação local de momentos. Consideramos também um

esquema de regularização cut-off operatorial tecnicamente mais simples. Usamos ainda

nosso método de cálculo para analisar o caso de campos fermiônicos. Finalmente, na

última seção a dependência da quantidade µ e as equações do grupo de renormalização

são abordadas para os parâmetros da teoria em discussão.

3.1 Potencial efetivo no espaço-tempo plano

Nesta seção encontra-se uma consideração sobre o potencial efetivo no espaço plano.

Para uma exposição pedagógica sobre o assunto com maiores detalhes veja Ref. [98].

Considerações similares foram recentemente publicadas em [15], para um modelo de dois

campos escalares acoplados a férmions sem massa.

O potencial efetivo no espaço plano é bem conhecido [34] (considerações sobre o caso

massivo são descritas em Ref. [98], onde a consideração é feita via diagramas de Feyman).

Podemos obter o mesmo resultado dos trabalhos acima citados via método funcional de

integral de caminhos. Começamos com a expansão da AE do campo escalar em derivadas,

Γ(φ) =

∫
d4x

[
− Veff (φ) +

1

2
Z(φ)(∇φ)2 + ...

]
, (3.1)

onde a quantidade Veff (φ) é o potencial efetivo, o qual corresponde ao termo de ordem

zero numa expansão nas derivadas do campo escalar médio. O potencial efetivo, no ńıvel

de um loop, é dado por

Veff (φ) = m2φ2 + V (φ) + V̄0(φ) , (3.2)

onde m2 φ2 + V (φ) é a parte clássica. A contribuição de um loop tem a forma∫
d4xV̄0(φ) =

i

2
Tr lnS2(φ)−

i

2
Tr lnS2(φ = 0)

=
i

2
Tr ln [(�+m2)−1(�+m2 + V ′′)] . (3.3)

Vamos denotar a quantidade V ′ como a derivada primeira do potencial com respeito ao

campo e V ′′ como a derivada segunda. Nesta última equação, S2(φ = 0) é a forma bi-

linear da ação clássica no formalismo de campo de fundo [59]. O termo Tr lnS2(φ = 0)

da equação (3.3) pode ser visto como uma normalização de uma integral funcional. Na
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verdade, podemos realizar os cálculos sem este termo, mas neste caso observaŕıamos a pre-

sença de divergências mais fortes, em outras palavras, a presença deste termo faz com que

divergências mais fortes se cancelem e isso nos poupa algum trabalho na hora de adicionar

os contratermos. Ressaltamos ainda que este termo surge naturalmente da representação

diagramática do potencial efetivo [98]. No espaço-tempo curvo o termo Tr lnS2(φ = 0)

passa a depender da métrica e dessa forma se torna relevante. Aqui e no que se segue

vamos omitir o fator de volume infinito.

Note que a contribuição a um loop descrita pela equação (3.3) representa uma correção

quântica para a expressão completa V (φ)+m2φ2 e não somente para a quantidade V (φ),

adotaremos também estas premissas no que se segue.

Levando em conta a consideração no espaço-tempo curvo, vamos denotar o potencial

efetivo no espaço-tempo plano como V̄0. Por meio da equação (3.3) escrevemos que

−
∫

d4xV̄0(φ) =
i

2

∫
d4x

∫
d4k

(2π)4
ln
(−k2 +m2 + V ′′

−k2 +m2

)
. (3.4)

Em seguida vamos considerar a rotação de Wick na integral sobre k. Neste caso lembre

que k0 = ik4, −k2 → k2, então temos que

−
∫

d4xV̄0(φ) = −1

2

∫
d4x

∫
d4k

(2π)4
ln
(k2 +m2 + V ′′

k2 +m2

)
. (3.5)

Para realizar a integração vamos usar as coordenadas esféricas, onde
∫
d4k = 2π2

∫∞
0

k3dk =

π2
∫∞
0

k2dk2. Vamos usar também a regularização cut-off, por meio da qual∫ ∞

0

= lim
Ω→∞

∫ Ω

0

. (3.6)

Vamos denotar ainda, a partir deste ponto, a dependência da quantidade V̄0 com respeito

da métrica Minkowskiana. Então resulta que

V̄0(φ, ηµν) =
1

32π2

∫ Ω

0

k2 dk2 ln

(
k2 +m2 + V ′′

k2 +m2

)
. (3.7)

Depois de resolver as integrações chegamos nos seguintes resultados

V̄0(φ, ηµν) = V̄0 = V̄ div
0 + V̄ fin

0 , (3.8)

V̄ div
0 =

1

32π2

{
Ω2V ′′ − 1

2
(m2 + V ′′)2 ln

(Ω2

m2

)}
, (3.9)

V̄ fin
0 =

1

32π2

{1
2
(m2 + V ′′)2 ln

(
1 +

V ′′

m2

)
− 1

4
(m2 + V ′′)2

}
. (3.10)
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A contribuição quântica (3.8) deve ser associada com os contratermos locais apropria-

dos, os quais escolhemos como tendo a seguinte forma2

△V0 =
1

32π2

{
− Ω2V ′′ +

1

2
(m2 + V ′′)2 ln

(Ω2

µ2

)
+

1

4
(m2 + V ′′)2

}
. (3.11)

Observe que eliminanos as divergências quadráticas e logaritmicas e chegamos na forma

simples do potencial efetivo renormalizado.

V eff
ren,0(φ, ηµν) = m2φ2 + V + V̄0 +△V0

= m2φ2 + V +
1

64π2
(m2 + V ′′)2 ln

(
m2 + V ′′

µ2

)
. (3.12)

Uma breve análise dos contratermos presentes na equação (3.11) nos mostra que a

teoria renormalizável é tal que a estrutura V (φ) = const × φ4 se faz presente. A razão

disso é que para o potencial considerado V (φ), os contratermos tem a mesma forma do

potencial clássico, somado a uma constante cosmológica. A seguir vamos ver que as

mesmas caracteŕısticas se fazem notar no espaço-tempo curvo, quando o termo não-mı́nimo

ξRφ2 for introduzido.

3.1.1 Cálculo diagramático

Nesta seção, vamos calcular o potencial efetivo no espaço-tempo plano através dos

diagramas de Feynman. Essencialmente o que precisamos encontrar são os diagramas que

correspondem à função de Green de n pontos G(n)(x1, ..., xn). É importante lembrar que

a ação com a qual estamos trabalhando é do tipo S = S0 + Sint, onde as quantidade S0 e

Sint são dadas, respectivamente, pelas equações (2.2) e (2.3). Consequentemente, devemos

considerar diagramas que correspondam a auto-interação, ou seja, de cada vértice devem

emanar quatro linhas. Uma vez que as funções de Green de n pontos podem ser escritas

em termos de uma expansão em série de potências em λ, o número de vértices de cada

diagrama deve corresponder à ordem da expansão em λ e o número de pontos externos

deve corresponder à ordem de n na equação (2.5). Ressaltamos que estamos interessados

nas correções a um loop, então os diagramas que devemos considerar estão representados

na figura abaixo

2Por conveniência incluimos os contratermos finitos em △V , isso pode ser devidamente compensado

por uma mudança em µ.
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Figura 3.1: Expansão diagramática em loop para o potencial efetivo.

O primeiro diagrama da figura 3.1 possui um vértice, isso nos mostra que ele diz

respeito à primeira ordem da expansão em λ. Desse vértice emanam quatro linhas, ou

seja, o termo de interação é de fato do tipo λφ4. Este diagrama possui ainda dois pontos

externos, o que indica que estamos trabalhando com a função de dois pontos.

Usando as regras de Feynmann [79], o primeiro diagrama deve corresponder3 a

(−iλ)φ2 1

4

∫
d4p

(2π)4
i

p2 −m2 + iϵ
, (3.13)

onde usamos que as linhas externas levam a momentos nulos. Em outras palavras, como

linhas externas não estão associadas ao propagador observamos nesta última equação

apenas uma integração nos momentos. O primeiro diagrama da figura 3.1 possui apenas

um vértice, isso justifica a presença do termo iλ na equação (3.13). Ainda com relação a

esta equação observamos que para cada “perna” temos um termo φ.

O fator de simetria é calculado através da seguinte relação

s =
1

(2n)!
sn dn , (3.14)

onde sn é o fator de simetria de um diagrama individual e dn é o número de diagramas

diferentes. Em particular para o segundo diagrama da figura 3.1 temos na verdade 3 tipos

de representações conforme indica a figura abaixo

3Embora a rotação de Wick tenha sido previamente discutida, vamos aqui trabalhar no espaço de

Minkowski.
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Figura 3.2: Diferentes diagramas associados com o termo φ4 na expansão a um loop do potencial efetivo.

Dessa forma, devemos ter para este caso (n = 2) que d2 = 3 e de acordo com o teorema

de Wick, sabemos que s2 = 1/2. Então, o fator de simetria para o segundo diagrama

representado na figura 3.1 deve ser 1/16 e a representação integral para este diagrama é

dada4 por

(−iλφ)2
1

16

∫
d4p

(2π)4

( i

p2 −m2 + iϵ

)2
. (3.15)

De maneira geral pode-se mostrar que, para o n-ésimo diagrama com 2n pernas externas

existem dn = (2n − 1)(2n − 3) diagramas distintos e o fator de simetria de um diagrama

individual é dado por sn = (n−1)!/2, de modo que o fator de simetria do n-ésimo diagrama

é dado por s = (1/2n)(1/2)n. Estas considerações nos conduzem à seguinte forma para as

correções quânticas a um loop para o potencial efetivo

V̄0 = − i

2

∞∑
n=1

1

n

(λφ2

2

)n ∫ d4p

(2π)4

( i

p2 −m2 + iϵ

)n
= − i

2

∫
d4p

(2π)4
ln
(
1− λφ2/2

p2 −m2 + iϵ

)
. (3.16)

Para renormalizar a última equação podeŕıamos adicionar os contratermos, assim como

fizemos na seção anterior. No entanto, esta tentativa não é válida aqui, pois ainda não

conhecemos o potencial efetivo para que possamos efetuar o procedimento de adicionar os

contratermos. Por esta razão, vamos nos valer das condições de renormalização

d2Veff

dφ2

∣∣∣
φ=0

= m2
R e

d4Veff

dφ4

∣∣∣
φ=0

= λR , (3.17)

onde mR e λR representam a massa m e a constante λ na versão renormalizada.

Em seguida vamos levar em consideração que Veff (φ) = (1/2)m2φ2 + V (φ) + V̄0(φ),

onde V (φ) = λφ4/4! e V̄0(φ) é dado pela equação (3.16). Então resulta que

Veff (φ) =
1

2
m2φ2 +

λ

4!
φ4 − i

2

∫
d4p

(2π)4
ln
(
1− λφ2/2

p2 −m2 + iϵ

)
. (3.18)

4Note que linhas externas correspondem a momentos nulos, motivo pelo qual as mesmas são negligen-

ciadas.
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Agora por meio das condições de renormalização e da equação (3.18) obtemos que

m2 = m2
R − λ

2

∫
d4p

(2π)4
i

p2 −m2 + iϵ
, (3.19)

λ = λR − 3

2
iλ2

∫
d4p

(2π)4

( 1

p2 −m2 + iϵ

)2
. (3.20)

Substituindo as equações (3.19) e (3.20) na equação do potencial efetivo, obtemos depois

de uma simples álgebra que

Veff (φ) =
1

2
m2

Rφ
2 +

λR

4!
φ4 − i

2

∫
d4p

(2π)4
ln

[
1− (λRφ

2/2)2

p2 −m2
R + iϵ

]

− 1

4
λRφ

2

∫
d4p

(2π)4
i

p2 −m2
R + iϵ

− i
λ2
R

16
φ4

∫
d4p

(2π)4

( 1

p2 −m2
R + iϵ

)2
. (3.21)

Resolvendo as integrações em p0, resulta que

Veff (φ) =
1

2
m2

Rφ
2 +

λR

4!
φ4 +

1

2

∫
d3p

(2π)3

(√
p2 +m2

R + λRφ2/2−
√
p2 +m2

R

)
+

λRφ
2

8

∫
d3p

(2π)3
1√

p2 +m2
R

− λ2
Rφ

4

64

∫
d3p

(2π)3
1

(p2 +m2
R)

3/2
. (3.22)

Após efetuar todas as integrações nesta última equação, o resultado para o potencial

efetivo fica escrito na forma

Veff (φ) =
1

2
m2

Rφ
2 +

λR

4!
φ4

+
1

4π2

[ 1
16

(
m2

R +
λRφ

2

2

)2
ln
(
1 +

λRφ
2

2m2
R

)
− 1

32
λRm

2
Rφ

2 − 3

128
λ2
Rφ

4
]
. (3.23)

Esta última equação é equivalente à expressão para o potencial efetivo renormalizado,

que foi encontrada anteriormente na Seção (3.1). Contudo, estamos tratando com as

quantidades m2 e λ na forma renormalizada, ou seja, para encontrar essas quantidades

utilizamos as condições de renormalização descritas pela equação (3.17). Por esta razão,

a expressão para o potencial efetivo (3.23) não contém o parâmetro µ.

3.2 Potencial efetivo no espaço-tempo curvo

Uma vez que o alvo principal desta parte do trabalho tange o aspecto da aplicação à

cosmologia, seria ĺıcito estender os resultados conhecidos para o potencial efetivo no que

se refere a levar em consideração a curvatura.

Em particular estamos interessados, neste trabalho, na ordem linear na curvatura.

A razão disto é que a primeira ordem é suficiente para a nossa proposta de trabalho e
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porque nossos cálculos se tornam demasiadamente complexos se trabalhamos uma ordem

a cima. Entretanto, as coordenadas normais de Riemann viabilizam, em prinćıpio, a

possibilidade de se fazer cálculos em qualquer ordem desejada no tensor de curvatura e nas

suas derivadas, além serem muito úteis quando se avalia contribuições de loops superiores.

Nesta parte do trabalho seguimos basicamente a abordagem apresentada em Ref. [93].

3.2.1 Momento cut-off covariante

Conforme foi mencionado anteriormente, o potencial efetivo é definido como o termo

de ordem zero na expansão de derivadas da ação efetiva de um campo escalar médio,

Γ[φ, gµν ] =

∫
d4x

√
−g
{
− Veff (φ) +

1

2
Z(φ)gµν∂µφ∂νφ ,+...

}
. (3.24)

O cálculo da quantidade Veff (φ) pode ser feito considerando-se φ como constante, em

diferentes teorias com diferentes tipos de campos quânticos. Neste trabalho consideramos

dois exemplos, sendo o primeiro deles a auto interação de um campo escalar e o segundo

um campo fermiônico com acoplamento de Yukawa para o background escalar, ambos no

espaço-tempo curvo.

Nosso ponto de partida é a ação para um campo escalar

S0[φ, gµν ] =

∫
d4x

√
−g
{1
2
gµν∂µφ∂νφ− 1

2
(m2 − ξR)φ2 − V (φ)

}
, (3.25)

onde V (φ) + m2φ2 é o termo mı́nimo de potencial e ξRφ2 é o termo de acoplamento

não-mı́nimo, o qual é fundamental para que a teoria seja renormalizável no espaço-tempo

curvo. No espaço-tempo plano o escalar de curvatura é nulo (R = 0) e assim o termo de

acoplamento não-mı́nimo também deve ser nulo. Nossa proposta é calcular as correções

a um loop para a equação (3.25) no caso de escalar constante. Os cálculos são feitos no

espaço-tempo quadri-dimensional e estamos particularmente interessados no caso renor-

malizável em que V = λφ4/4!. Contudo, vamos nesta seção usar a notação geral V (φ)

como sendo mais compacta e geral. Também enfatizamos que a teoria do campo escalar,

cuja ação é dada pela equação (3.25) é renormalizável no ramo da gravitação semi-clássica

[27], onde a métrica não é quantizada e representa um background clássico para cam-

pos quânticos de matéria (no nosso caso campos escalares). A consistência e o status da

aproximação semiclássica foram recentemente discutidos em Ref. [84].
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3.2.2 Potencial efetivo e as coordenadas normais de Riemann

As coordenadas normais de Riemann são uma ferramenta útil para calcular quanti-

dades locais como divergências ou o potencial efetivo. Estas coordenadas se baseiam em

linhas geodésicas que ligam algum ponto fixo P ′(xµ′
) a outros pontos. Sempre é posśıvel

assumir que gµν(P
′) = ηµν . Pode-se fixar as condições inicias para as linhas geodésicas

de tal maneira que a métrica no ponto P (xµ) seja escrita como uma série de Taylor em

torno do ponto yµ = xµ − xµ′
. Os coeficientes de tal expansão estão associados ao tensor

de curvatura, às suas contrações e às derivadas covariantes no ponto P ′. Em especial,

estamos interessados nesta parte do trabalho, como já foi dito acima, em termos de pri-

meira ordem na curvatura e assim todas as expansões serão consideradas como sendo de

primeira ordem. Por exemplo, para o tensor métrico encontramos que [76]

gαβ(x) = gαβ(x
′)− 1

3
Rανβν(x

′)yµyν . (3.26)

O operador bilinear da ação (3.25) é dado por

−Ĥ = − 1√
−g

δ2S0

δφ(x)δφ(x′)
= �+m2 − ξR + V ′′ . (3.27)

Expandindo adequadamente o operador � em coordenadas de Riemann resulta que

−Ĥ = ηµν∂µ∂ν +
1

3
Rµ

α
ν
β y

αyβ∂µ∂ν −
2

3
Rα

βy
β∂α +m2 − ξR + V ′′ . (3.28)

Sem dúvida alguma, o termo −ξR também pode ser expandido, mas na medida em que

nos interessa apenas termos que estão dentro da ordem considerada O(R), essa expansão

deixa de ser relevante.

A principal vantagem da representação de momentos local é que todas as considerações

podem ser feitas no espaço-tempo plano (mas com os elementos modificados da técnica de

Feynman) e o resultado para uma dada quantidade local é sempre covariante. A equação

para o propagador do campo escalar possui a seguinte forma

ĤG(x, x′) = −g1/4(x′)δ(x, x′)g1/4(x) . (3.29)

Uma maneira menos árdua de realizar os cálculos é trabalhar com o propagador modificado

[31] Ḡ(x, x′), onde

ĤḠ(x, x′) = −δ(x, x′) . (3.30)
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É de grande importância para nós que o lado direito desta última equação não dependa

da métrica, pois necessitamos usar a relação Tr ln Ĥ = −Tr lnG(x, x′) para podermos

obter a dependência da curvatura. A forma expĺıcita para Ḡ(x, x′) é bem conhecida [31]

para o caso livre V ′′ = 0. Mas uma vez que V ′′ = const, podemos simplesmente substituir

m2 por m̃2 = m2 + V ′′ e assim obter na primeira ordem em R que

Ḡ(y) =

∫
d4k

(2π)4
eiky

[
1

k2 + m̃2
− (ξ − 1/6)R

(k2 + m̃2)2

]
. (3.31)

Agora, basta expandir Tr ln Ĥ = −Tr lnG(x, x′) na primeira ordem na curvatura.

Neste sentido vamos definir

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1R +O(R2) , (3.32)

Ĝ = Ĝ0 + Ĝ1R +O(R2) (3.33)

e considerar que

−1

2
Tr ln Ḡ(x, x′) =

1

2
Tr ln (Ĥ0 + Ĥ1R)

=
1

2
Tr ln Ĥ0 +

1

2
Tr ln (Ḡ0Ĥ1R) . (3.34)

O primeiro termo nesta última expressão já foi calculado numa seção prévia, ele corres-

ponde à contribuição do espaço-tempo plano. O segundo termo pode ser desenvolvido

como se segue

1

2
Tr ln (Ḡ0Ĥ1R) = −

∫
d4xV1R =

1

2
Tr [Ḡ−1

0 (x′′, x′)Ḡ1(x
′, x)]R

=
1

2

∫
d4x

∫
d4x′ [Ḡ−1

0 (x, x′)Ḡ1(x
′, x)]R

=
1

2

∫
d4x

∫
d4x′R

∫
d4k

(2π)4
eik(x−x′)

∫
d4p

(2π)4
eip(x

′−x)Ḡ−1
0 (k)Ḡ1(p)

=
1

2

∫
d4xR

∫
d4k

(2π)4
Ḡ−1

0 (k)Ḡ1(−k) . (3.35)

Resolvendo esta última integração5 temos depois de algumas simples transformações, os

seguintes resultados

V̄ (φ, gµν) = V̄0 + V̄1R , V̄1 = V̄ div
1 + V̄ fin

1 , (3.36)

5Lembre que Ḡ1(k) = Ḡ1(−k).
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V̄ div
1 =

1

2(4π)2

(
ξ − 1

6

){
− Ω2 + (m2 + V ′′) ln

(Ω2

m2

)}
, (3.37)

V̄ fin
1 = − 1

2(4π)2

(
ξ − 1

6

)
(m2 + V ′′) ln

(m2 + V ′′

m2

)
. (3.38)

Da mesma forma que procedemos no caso do espaço-tempo plano, devemos modificar

o potencial através da adição de contratermos

△V1 =
1

2(4π)2

(
ξ − 1

6

){
Ω2 − (m2 + V ′′) ln

(Ω2

µ2

)}
. (3.39)

Desta forma é posśıvel eliminar as divergências quadráticas e logaŕıtmicas, de tal maneira

que

V eff,1
ren (gµν , φ) = −ξφ2 − 1

2(4π)2

(
ξ − 1

6

)
(m2 + V ′′) ln

(m2 + V ′′

µ2

)
. (3.40)

Naturalmente, uma teoria renormalizável no espaço-tempo curvo deve conter o termo

não-mı́nimo na expressão clássica (3.25). Na ausência deste termo nós não podemos lidar

com os contratermos correspondentes (3.39). Agora fazendo uma generalização covariante

do resultado do espaço-tempo plano (3.12) e somando devidamente com (3.40), chegamos

na equação completa renormalizada para o potencial efetivo a um loop

V eff
ren (gµν , φ) = ρΛ +

1

2
(m2 − ξR)φ2 + V

+
~

2(4π)2

[
1

2
(m2 + V ′′)2 −

(
ξ − 1

6

)
R(m2 + V ′′)

]
ln
(m2 + V ′′

µ2

)
, (3.41)

onde restauramos o parâmetro de expansão em loop ~ e também inclúımos o termo de

densidade clássica de constante cosmológica, ρΛ. Note que a ambiquidade que surge por

causa do parâmetro µ pode ser eliminada se impusermos condições de renormalização.

Além disso, µ cancela automaticamente se nós levarmos em consideração as relações de

renormalização para o acoplamento λ e a massa m no caso renormalizável λφ4/4. Isso

vem da independência geral do parâmetro µ da AE. Entretanto, no espaço-tempo curvo a

dependência de µ pode ser uma ferramenta útil para se explorar diferentes limites da AE,

como por exemplo o limite de curtas distâncias, o limite de campos escalares fortes ou uma

combinação de ambos [27, 29] (e referências relacionadas). Além do mais, de acordo com

uma discussão recente [87] a dependência de µ pode ser uma indicação para a dependência

da escala f́ısica (running) da constante cosmológica.

Uma avaliação numérica da importância relativa do termo gravitacional na equação

(3.41) depende fortemente da massam do campo considerado, do valor de ξ e da magnitude
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do escalar de curvatura num dado problema f́ısico. A relação entre os termos de natureza

“plana” e “curva” na equação (3.41) é a mesma para os termos clássicos e quânticos a

um loop. Para o caso em que o campo escalar está associado ao modelo de Higgs padrão,

nós assumimos que a massa é da ordem de 100 GeV. A magnitude de ξ, necessária para o

modelo de inflação de Higgs [19], é de 4× 104. Então é fácil ver que o valor da curvatura,

quando o termo gravitacional na equação (3.41) se torna dominante, é inferido através

da relação ξR = m2, assim o valor cŕıtico encontrado é R ∼ 0, 25 GeV 2. No cenário

cosmológico o valor correspondente do parâmetro de Hubble é H ∼ GeV , o qual é muito

superior ao valor fenomenologicamente aceito. Isso mostra que o valor de ξ não é grande,

pois o produto dimensional ξR possui um valor pequeno no peŕıodo inflacionário. Mas, por

outro lado, conforme foi discutido em [9, 20] (e referências relacionadas) as predições da

teoria são suficientemente senśıveis às correções quânticas e isso nos leva a uma restrição

para a massa de Higgs.

3.2.3 Regularização cut-off de tempo próprio

Uma outra possibilidade de implementar a regularização cut-off de maneira covariante

é usar a representação do tempo próprio de Schwinger-DeWitt. Um cálculo similar para

o caso sem massa, usando a regularização dimensional foi feito em Ref. [60]. A AE pode

ser escrita como (na versão euclidiana)

Γ̄(1) =
1

2
Tr ln Ĥ =

1

2
Tr lim

x′→x

∫ ∞

1/L2

ds

s
e−isĤ , (3.42)

onde L é o parâmetro de cut-off. Lembre que o núcleo de propagação de calor (heat kernel),

pode ser escrito como [39] (veja também [6, 11] e referências relacionadas)

Û(x, x′; s) = e−isĤ δ(x, x′) = Û0(x, x
′; s)

∞∑
k=0

(is)kâk(x, x
′) , (3.43)

onde

Û0(x, x
′; s) =

1

(4π i)n/2
D1/2(x, x′)

sn/2
e

iσ(x,x′)
2s

−im2s , (3.44)

onde, como já sabemos, σ(x, x′) é a distância geodésica entre dois pontos x e x′, a qual

satisfaz a identidade

2σ = (∇σ)2 = σµσµ (3.45)

e D é o determinante de Van Vleck-Morrete dado pela equação (2.47).
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Conforme já foi mencionado (veja também [39, 6, 7, 11]), as divergências estão concen-

tradas no limite de coincidência dos três primeiros coeficientes de Schwinger-DeWitt

Γ̄
(1)
div = −1

2
Tr
[1
2
a0L

4 + a1L
2 + a2 ln

(L2

µ2

)]
, (3.46)

onde definimos6

ak = lim
x′→x

âk(x, x
′) . (3.47)

As expressões para a0, a1 e a2 são bem conhecidas [39] (veja também o apêndice B de

[52] para as expressões com regularização cut-off). No caso do campo escalar quântico em

primeira ordem em R, obtemos imediatamente de (3.46) que

V̄
(1)
div (escalar) =

1

2(4π)2

{
− L4

2
+
[
m2 + V ′′ −

(
ξ − 1

6

)
R
]
L2

−
[1
2
(m2 + V ′′)2 − (m2 + V ′′)

(
ξ − 1

6

)
R
]
ln
(L2

µ2

)}
, (3.48)

onde novamente negligenciamos termos de ordem superior na curvatura. Uma comparação

entre os dois tipos de cut-off nos levam à conclusão de que a quantidade V̄
(1)
div (escalar)

descrita pela equação (3.48) é igual a soma das equações (3.9) e (3.37), se identificarmos

os dois parâmetros de cut-off Ω e L.

Neste ponto é posśıvel fazer uma comparação entre os dois esquemas de cut-off utiliza-

dos. Ambos dão contribuições equivalentes para a parte divergente. No entanto, o método

de momento cut-off local fornece ainda expressões completas no que diz respeito à parte

finita do potencial efetivo a um loop (3.10) e (3.38). Neste caso, por meio do esquema

do tempo próprio, pode-se chegar na mesma expressão (3.41) através da abordagem do

grupo de renormalização [29]. Contudo, isso requer uma identificação ad hoc de µ2 com

m2 + V ′′. Ao mesmo tempo, no método de cut-off de momentos locais essa identificação

aparece de maneira natural, porque neste caso trabalhamos diretamente com a parte finita

do potencial efetivo renormalizado (3.41). Neste momento é natural pensar em calcular o

potencial efetivo diretamente usando o método de somar as séries de Schwinger-DeWitt

[12]. Entretanto, esta idéia encontra um obstáculo quando ela é usada para calcular quan-

tidades estáticas como por exemplo correções quânticas para a constante cosmológica [53],

pois nesta situação surge como resultado um fator de forma, que é dado por uma função

algébrica do operador D’Alambertiano � (Laplaciano covariante no caso Euclidiano) que

6No caṕıtulo anterior, usamos a notação definida na equação (2.48) para representar o limite de coin-

cidência. A partir de agora, para representar este limite, usaremos a notação definida na equação (3.47).
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atua na curvatura generalizada. No caso estático, quando o operador � atua numa cons-

tante, obtem-se zero e assim este método é ineficiente em sua forma original. O mesmo se

aplica para o caso do potencial do campo escalar, porque de acordo com a equação (3.24),

as derivadas de um escalar vão para o próximo termo da expansão da AE em derivadas.

Um exerćıcio interessante seria modificar a série de Schwinger-DeWitt de tal maneira que

a obtenção das correções quânticas da parte finita para a constante cosmológica ou para

o potencial de um campo escalar (essas duas últimas quantidades foram analisadas em

[87]) seja posśıvel. No entanto, as perspectivas positivas de tais esforços ainda não estão

claras. Ao mesmo tempo, pode-se perfeitamente calcular o potencial efetivo na forma de

uma expansão no tensor de curvatura diretamente via coordenadas normais, como foi feito

anteriormente. Com base nos argumentos acima apresentados podemos concluir que am-

bos os métodos se complementam mutuamente, pois eles viabilizam a identificação entre

µ2 e m2 + V ′′ ou entre expressões similares que aparecem em outros modelos.

3.2.4 Férmions

Com o objetivo de explorar a equivalência entre os dois esquemas de cut-off acima

descritos, podemos analisar o caso de um campo fermiônico com interação de Yukawa.

S =

∫
d4x

√
−g iΨ̄(γµ∇µ − imf − ihφ)Ψ . (3.49)

Como estamos interessados no cálculo do potencial efetivo, podemos considerar o campo

φ como constante. Vamos denotar

m̃ = mf + hφ . (3.50)

Levando em consideração a paridade de Grassmann, o objeto de nosso interesse é (na

versão pseudo-Euclidiana)

Γ̄
(1)
f [φ, gµν ] = −iTr ln Ĥf , (3.51)

onde Ĥf = i(γµ∇µ − im̃). Como o resultado deve ser ı́mpar em m̃ [16], vamos levar em

consideração a transformação

Tr ln Ĥf =
1

2
Tr ln (ĤfĤ

∗
f ) , (3.52)

onde Ĥ∗
f = i(γµ∇µ + im̃). O produto ĤfĤ

∗
f pode ser escrito como

ĤfĤ
∗
f = −

(
�− 1

4
R + m̃2

)
. (3.53)
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Usando o método do tempo próprio chegamos na seguinte expressão para as divergências

V̄
(1)
div (fer) = − 2

(4π)2

{
− L4

2
+
(
m̃2 − 1

12
R
)
L2 − 1

2

(
m̃4 − 1

6
Rm̃2

)
ln
(L2

µ2

)}
, (3.54)

onde termos de curvatura de ordem superior foram negligenciados. Lembre que as quan-

tidades Γ̄
(1)
div, a1 e a2 são descritas pelas equações (3.46), (2.52) e (2.53) respectivamente.

Nos valendo da equivalência entre os dois esquemas de cut-off podemos escrever a parte

finita da contribuição renormalizada a um loop para o potencial efetivo

V̄ (1)
ren(fer) = − 1

(4π)2

(
m̃4 − 1

6
Rm̃2

)
ln
(m̃2

µ2

)
. (3.55)

Quando comparamos este resultado como esquema de renormalização de subtrações mı́nimas,

a identificação correta para µ2 é a expressão m̃2 = (mf + hφ)2.

3.2.5 Grupo de Renormalização

Vamos nos focar no resultado para o escalar (3.41) e usá-lo como um exemplo de

como as equações do grupo de renormalização para os parâmetros do potencial podem ser

obtidas. Neste sentido, vamos restringir nossas considerações para o caso renormalizável

V = λφ4/4!, de tal maneira que V ′′ = λφ2/2 e △V = △V0 + △V1R. Os contratermos

△V0 e △V1, descritos pelas equações (3.11) e (3.39) respectivamente, possuem a mesma

dependência de φ que os seus correspondentes termos clássicos.

Com o objetivo de obter as equações do grupo de renormalização para os parâmetros

em questão precisamos assumir que o potencial efetivo renormalizado é igual ao potencial

efetivo nu (bare). Ao assumirmos isto estamos nos valendo de uma caracteŕıstica intŕınseca

da AE que pode ser facilmente provada de uma maneira geral [27]. Com relação à parte

finita do potencial, a aparente dependência que existe entre o potencial efetivo renorma-

lizado (3.41) e a quantidade µ deve ser compensada pela dependência dos parâmetros

independentes da teoria λ, m e ρΛ com respeito a µ. Assim, é posśıvel encontrar as quan-

tidades λ, m e ρΛ diretamente por meio da equação (3.41). Contudo, ao invés disso, vamos

obter as funções-β correspondentes da renormalização infinita da ação clássica de maneira

similar ao que foi feito no esquema-MS7 e regularização dimensional [27].

O potencial clássico (acrescido da massa e do termo não-mı́nimo) na presença dos

contratermos, forma o potencial clássico renormalizado, o qual deve ser igual ao potencial

7Vamos denotar o esquema de subtrações mı́nimas como esquema-MS.
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nu, de modo que

ρΛ + (m2 − ξR)φ2 +
λφ4

4!
+△V0 +R△V1 = ρΛ(0) + [m2

(0) − ξ(0)R]φ2 +
λ(0)φ

4

4!
. (3.56)

O lado esquerdo desta última equação depende explicitamente de µ, enquanto que o lado

direito não. Esta condição deve ser satisfeita para todos os termos individualmente, pois

existem quantidades arbitrárias φ e R.

Assim, usando as equações (3.11) e (3.39), chegamos nas equações

ρΛ(0) = ρΛ +
m4

2(4π)2
ln

Ω2

µ2
, (3.57)

m2
(0) = m2 +

λm2

2(4π)2
ln

Ω2

µ2
, (3.58)

ξ(0) = ξ +
λ

2(4π)2

(
ξ − 1

6

)
ln

Ω2

µ2
, (3.59)

λ(0) = λ+
4!λ2

16(4π)2
ln

Ω2

µ2
. (3.60)

Neste ponto podemos aplicar o procedimento convencional de tomar as derivadas µ d
dµ

das

quantidades λ(0), m
2
(0), ξ(0) e ρ

(0)
Λ e igualar essas derivadas a zero. O resultado encontrado

para as funções-β é dado por

µ
dρΛ
dµ

=
m4

2(4π)2
, ρΛ(µ0) = ρΛ,0;

µ
dm2

dµ
=

λ

(4π)2
m2 , m2(µ0) = m2

0;

µ
dξ

dµ
=

λ

(4π)2

(
ξ − 1

6

)
, ξ(µ0) = ξ0;

µ
dλ

dµ
=

3λ3

(4π)2
, λ(µ0) = λ0 , (3.61)

onde os pontos iniciais das trajetórias do grupo de renormalização são definidos num valor

de referência (escala) µ0. Consequentemente, resulta que

λ(µ) = λ0 +
3~λ2

0

(4π)2
ln

µ

µ0

, (3.62)

onde restauramos convenientemente a quantidade ~ .8

Pode-se verificar que se substituirmos estas soluções na equação para o potencial efetivo

renormalizado (3.41), a dependência com relação a µ desaparece completamente em termos

do tipo O(~). Definitivamente, isso não significa que o potencial efetivo passa a ser trivial,

8Observe que a solução no esquema-MS é bem mais complicada, veja Ref. [17].
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pois o conteúdo real das correções quânticas está relacionado com a dependência com

respeito a φ, a qual não muda pelo procedimento descrito acima. É posśıvel então concluir

que a dependência de µ nada mais é do que uma ferramenta útil para que possamos obter a

dependência de φ e de suas derivadas (ou de algum outro campo médio). Esta ferramenta

se torna especificamente importante nos casos em que a obtenção da dependência expĺıcita

dos campos e de suas derivadas não é posśıvel, conforme foi discutido recentemente em

Ref. [87] para o caso de campo gravitacional externo.

Ressaltamos ainda que a relação entre a dependência de µ e o potencial efetivo real

pode ser consideravelmente não trivial em modelos mais complicados. Considere como

exemplo uma teoria onde o campo escalar esteja acoplado com diferentes férmions de

massas distintas. De acordo com o resultado da seção precedente, ou seja, com a equação

(3.55), não existe uma identificação única de µ neste caso. Assim, é necessário tomar

um certo cuidado quando se usar os resultados do grupo de renormalização para teorias

massivas, especialmente quando massas diferentes estiverem presentes.

.



Caṕıtulo 4

O Tensor Energia-Momento no

Contexto da Quebra Espontânea de

Simetria

O desenvolvimento deste caṕıtulo se baseia na abordagem apresentada em Ref. [5].

Tradicionalmente, o cálculo de correções quânticas para o TEM de vácuo é uma das

mais importantes questões da TQC no espaço-tempo curvo. As razões para o interesse

especial neste problema se devem ao fato de os campos de matéria e part́ıculas fazerem

parte do contexto das equações cosmológicas e gravitacionais na forma do TEM da matéria,

o qual é usualmente considerado como um fluido. Os efeitos quânticos das flutuações do

campo deve acrescentar algumas contribuições nas equações de estado correspondentes.

O exemplo mais relevante, provavelmente, é que o TEM para a radiação “ganha” um

traço não nulo em função da anomalia (do traço) conforme, a qual muda a equação de

estado para a radiação com alguns posśıveis efeitos relevantes na fase do Universo em

que dominava a radiação [86]. De maneira oposta a isso, a equação de estado para as

part́ıculas massivas e para a matéria bariônica, em geral, não mudam essencialmente,

porque as correções quânticas não podem fazer com que um conteúdo de matéria se torne

relativ́ıstico.

A situação é bem diferente no caso de efeitos do vácuo quântico, que podem ser muito

mais relevantes que os efeitos do setor de matéria. Existem algumas publicações recen-

tes sobre este assunto, incluindo aquelas que tratam dos posśıveis efeitos dos campos

quânticos de matéria massiva na Cosmologia e na Astrof́ısica. Em particular pode-se ver

40
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nas referências [8, 44, 48, 86, 89, 90], que as correções quânticas podem ser definidas na base

somente da covariância geral, em termos de um único parâmetro livre ν. Algumas con-

sequências observacionais das posśıveis correções quânticas foram exploradas em [46, 55]

e nos conduzem a estabelecer um limite superior para a magnitude de ν. Assim, a mesma

forma única das correções foram aplicadas também à Astrof́ısica [90] e foram observados

[78] resultados bem precisos no que diz respeito à descrição de curvas de rotação para

um conjunto de amostras para galáxias discoidais, sem que seja necessário introduzir uma

grande quantidade de conteúdo de matéria escura (para mais exemplos veja [45]). Outras

aplicações à Cosmologia e Astrof́ısica foram também discutidas em [47].

As aplicações acima mencionadas estão baseadas numa premissa única, porém não

trivial, de existência de correções quânticas relevantes no setor de vácuo de baixas energias.

Claramente, o desenvolvimento mais desejável seria obter tais efeitos quânticos na base

regular, dentro de uma aproximação rigorosa na TQC. Este problema foi discutido em [87]

e a conclusão final foi, em respeito aos métodos existentes, essencialmente negativa. A

correção quântica requerida para a AE de vácuo deveria ser dada pela soma de produtos

infinitos de componentes do tensor de curvatura com um número infinito de inserções não

locais, o que deixa o processo de cálculo efetivamente impraticável. Pode-se observar que

a situação se torna muito mais evidente se nós desistirmos da covariância e usarmos, por

exemplo, a parametrização conforme da métrica de fundo. Neste caso, é posśıvel calcular

as correções quânticas [88]. Entretanto, este método não é seguro e também é aplicável

somente no regime de altas energias, quando o procedimento de subtrações mı́nimas é, a

prinćıpio, confiável.

Seria ideal se existisse alguma aproximação alternativa para a obtenção de correções

quânticas. Recentemente alguns autores apresentaram trabalhos onde o resultado foi ob-

tido por meio de uma regularização cut-off com a métrica cosmológica conformalmente

plana [21, 65] (veja também [61]). A idéia principal é realizar os cálculos de densidade de

“energia” e “pressão” do vácuo na regularização de momento cut-off, levando em consi-

deração a expansão do Universo, de maneira perturbativa, ordem a ordem no parâmetro

de Hubble H. A ordem zero nesta aproximação foi considerada por Akhmedov em Ref.

[2] e também, anteriormente por DeWitt [37]. O procedimento não covariante baseado na

regularização cut-off, troca, a equação de estado pvac = −ρvac que corresponde à constante

cosmológica, pela equação de estado da radiação pvac = ρvac/3. Uma discussão deste resul-
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tado na regularização de Pauli-Villars pode ser encontrada em [71]. Antes disso, DeWitt

explicou o resultado em termos gerais, como sendo consequência de uma regularização não

covariante. Os cálculos de [21, 65] foram baseados na subtração do resultado do espaço-

plano de [2], que conduzem à nova equação de estado para o vácuo, a qual é proporcional

à constante de Hubble ao quadrado H2 vezes o quadrado do parâmetro de cut-off. O pro-

blema principal com este resultado é que ele ou, aparentemente, contradiz a covariância

geral da AE, ou a localidade dos contratermos requeridos. Neste caso nós encontramos

uma violação das caracteŕısticas fundamentais bem estabelecidas da renormalização em

espaços curvos (veja também os livros [23, 27] e os artigos [63]). Entretanto, os resultados

destes cálculos devem ser considerados como uma motivação para o estudo da posśıvel

existência de correções do tipo O(H2) para a energia de vácuo na Cosmologia. Ao mesmo

tempo, entender melhor estes resultados no ńıvel técnico é de grande relevância. Estas con-

siderações representam uma das principais motivações do presente trabalho. Além disso,

é interessante compreender como os cálculos na regularização cut-off podem ser realizados

de maneira covariante. Este problema foi recentemente solucionado em [22] com base na

representação de momentos local nas coordenadas normais de Riemann (alternativamente,

pode-se conseguir a covariância de expressões finitas através da imposição, passo a passo,

da lei de coservação, na medida em que se adiciona os contratermos não covariantes es-

pecialmente ajustados [65, 66]). Além do mais, existe uma possibilidade que merece ser

analisada com mais detalhes. O termo de constante cosmológica consiste de duas contri-

buições principais [99], a primeira delas é conhecida como um termo clássico de vácuo e

a segunda como termo induzido. O teorema de proibição (no-go) [87] estabelece que a

contribuição quântica diz respeito somente à parte de vácuo e assim, existe a possibilidade

de encontrarmos termos do tipo O(H2) como correções quânticas para a energia de vácuo

da parte induzida. Como pode-se observar no texto procedente, para a contribuição indu-

zida, o procedimento para obter o TEM da AE não é tão direto e simples como o método

para se determinar a contribuição da parte de “vácuo”. O cálculo em questão requer um

maior esforço e está relacionado com a proposta principal do presente trabalho.

Nós vamos obter a contribuição quântica para o TEM a partir do termo induzido, de

maneira covariante, em aproximação linear na curvatura e vamos eventualmente mostrar

que nesta aproximação, o TEM de vácuo é local, satisfaz a lei de conservação e conse-

guentemente pode ser escrito como uma combinação linear da métrica e do tensor de
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Einstein.

4.1 Sobre a renormalização no espaço-tempo curvo

A renormalização da teoria quântica de campos de matéria no espaço-tempo curvo foi

um conteúdo de investigação muito explorado, começando com Ref. [96]. A maneira mais

simples para remover divergências, de acordo com um procedimento de renormalização

consistente, está relacionada com o método da AE [26, 27, 95]. O resultado final de todos

estes estudos podem ser formulados de uma maneira simples como se segue: a teoria dos

campos quânticos de matéria, renormalizável no espaço-tempo plano, pode ser formulada

como sendo também renormalizável no espaço-tempo curvo, se existir uma regularização

que seja consistente com a covariância geral e com as simetrias de gauge da teoria. A

renormalizabilidade significa que as divergências da AE são locais e as suas expressões

covariantes gerais devem ser compat́ıveis com as simetrias de gauge dadas.

Da perspectiva da AE, a renormalização do TEM parece bem trivial, pois tudo que é

necessário fazer é encontrar a quantidade Γ, e em seguida considerar a derivada variacional

com respeito a métrica

⟨
Tµν(x)

⟩
= − 2√

−g(x)
gµα(x)gνβ(x)

δΓ

δgαβ(x)
. (4.1)

Além disso, é necessário introduzir os contratermos na AE, isso implica que devemos

também adicioná-los na quantidade Γ (4.1), que é equivalente a realizar uma subtração

especial dos termos divergentes. Tal subtração deve corresponder exatamente aos contra-

termos locais e covariantes. Os coeficientes da parte finita devem ser fixados, por meio da

imposição das condições de renormalização na ação clássica renormalizada e/ou no TEM

renormalizado. Para esta finalidade, devemos escolher a ação clássica de uma maneira

especial, de modo que nela seja posśıvel incluir todas as estruturas posśıveis de contrater-

mos. Os argumentos de covariância e localidade nos levam à seguinte forma para a ação

clássica

Svac = SEH + SHD , (4.2)

onde SEH é a ação de Einstein-Hilbert com constante cosmológica e SHD, a ação correspon-

dente às derivadas superiores. As quantidades SEH e SHD são descritas, respectivamente,
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por

SEH = − 1

16πG

∫
d4x

√
−g
(
R + 2Λ

)
(4.3)

e

SHD =

∫
d4x

√
−g
{
a1C

2 + a2E + a3�R + a4R
2
}
, (4.4)

onde C2 = R2
µναβ−R2

αβ+(1/3)R2 é o quadrado to tensor de Weyl e E = R2
µναβ−4R2

αβ+R2

é o integrando do termo topológico de Gauss-Bonnet.

No presente trabalho, estamos interessados em cálculos covariantes em torno do espaço-

tempo plano numa aproximação linear da curvatura. Isso quer dizer que vamos sistema-

ticamente ignorar a contribuição que diz respeito a derivadas superiores (4.4) e em geral,

vamos negligenciar termos do tipo O(R)2 e O(�R). Consequentemente, a forma de es-

truturas divergentes que podemos encontrar para a quantidade ⟨Tµν⟩ está restrita a dois

termos. O primeiro deles é proporcional à métrica gµν , a qual é responsável pela renorma-

lização do termo de constante cosmológica. O segundo deles é proporcional ao tensor de

Einstein Gµν = Rµν − (1/2)Rgµν , o qual é responsável pela renormalização do termo de

Einstein-Hilbert na AE.

Nossos cálculos serão efetuados na representação de momentos local, baseada nas co-

ordenadas normais de Rieman (a informação técnica sobre estas coordenadas está no

Apêndice A). Vamos usar também a regularização cut-off no espaço Euclidiano de mo-

mentos locais. Esta regularização tem-se mostrado equivalente ao cut-off da integral de

tempo próprio no formalismo de Schwinger no espaço-tempo plano [64], conforme vimos

no caṕıtulo anterior, e recentemente foi usada em Ref. [93] (veja também o Caṕıtulo 3

da presente tese) para calcular o potencial efetivo de um campo escalar no espaço-tempo

curvo.

Uma aproximação alternativa para renormalizar o TEM no espaço-tempo curvo seria

trabalhar diretamente com a expressão clássica para o TEM, calculando a sua média no

vácuo. Esta aproximação é mais tradicional [23]. Os cálculos covariantes foram efetuados

em [32] e [33] por meio da separação de pontos (point-splitting), usando ou não o método

da AE. A estrutura covariante das divergências do TEM, que foram descritas previamente,

é restaurada no limite de splitting zero, mas somente se este limite for tomado de uma

maneira especial invariante.

Vamos considerar o resultado de [32] para a parte das correções quânticas do TEM que

corresponde à divergências quárticas. Para manter a simplicidade vamos trabalhar com
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expressões do espaço-tempo plano, porque as divergências quárticas não são essencialmente

afetadas pela escolha da métrica. O resultado de [32, 33] é

⟨Tµν⟩quart,div =
1

2π2

1

nαnα

(
gµν − 4

nµnν

nβnβ

)
, (4.5)

onde nα é um pequeno quadri-vetor não-nulo, definindo a regularização de separação de

pontos das funções de Green correspondentes G(x, x) → G(x, x + n). Agora, se nos

escolhermos o vetor n na direção temporal n = (ϵ2, 0, 0, 0) resulta que

⟨Tµν⟩quart. div = − 1

2π2ϵ4


3 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 . (4.6)

Observe que a componente que corresponde às divergências quárticas do tensor energia

momento total, possui traço nulo. Este resultado está de acordo com o resultado que

corresponde ao momento cut-off simples no espaço plano [2]. Conforme se pode observar

em Ref. [37], não existe neste sentido, nenhum tipo de contradição com a invariância de

Lorentz das divergências, isso porque a origem de (4.6) está relacionada com o uso de

uma regularização não covariante. No caso da separação de pontos (point-splitting) com

direção temporal, a quebra da invariância de Lorentz se deve à escolha não relativ́ıstica

n = (ϵ2, 0, 0, 0). No caso da regularização cut-off, a origem do aspecto não covariante

é, num certo sentido, diferente, mas desde que ela seja igualmente não relativ́ıstica, o

resultado final é o mesmo.

É razoável esperar que regularizações que fossem invariantes de Lorentz estivessem de

acordo com [32, 33]

⟨Tµν⟩quart. div =
1

2π2ϵ4


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 . (4.7)

Note que este tensor é proporcional ao tensor métrico Minkowskiano e pode ser interpre-

tado como uma contribuição divergente padrão para a energia do ponto zero ou como um

termo de constante cosmológica.
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4.2 Quebra espontânea de simetria e tensor energia-

momento no espaço-tempo curvo

Nesta parte do trabalho seguimos basicamente a abordagem apresentada em Ref. [54].

Começamos com a ação clássica para o campo escalar real ϕ, com acoplamento não-mı́nimo

e auto-interação

S =

∫
d4x

√
−g
{1
2
gµν∂µϕ ∂νϕ+

1

2
m2ϕ2 +

1

2
ξRϕ2 − λ

4!
ϕ4
}
. (4.8)

A equação dinâmica para ϕ tem a forma

−�ϕ+m2ϕ2 + ξRϕ− 1

6
λϕ3 = 0 . (4.9)

Consequentemente, o valor esperado de vácuo (VEV) para o campo escalar é então definido

como solução da equação

−�v +m2v + ξRv − 1

6
λv3 = 0 . (4.10)

Se a interação entre a curvatura e o campo for mı́nima ξ = 0, temos a QES padrão e

a solução da equação (4.10) é dada por

v20 =
6m2

λ
. (4.11)

Entretanto, no espaço-tempo curvo, a interação mı́nima ξ = 0 é inconsistente do ponto

de vista da renormalizabilidade da teoria [27]. Em outras palavras, na presença de campo

gravitacional, a teoria é renormalizável somente com o termo ξR. Vamos tentar encontrar

soluções da equação (4.11), onde ϕ = ϕ0 = constante. Observe que se o campo é constante,

termos do tipo �ϕ0 devem ser nulos, então temos que

(m2 + ξR)ϕ0 =
1

6
λϕ3

0 . (4.12)

Mas se ϕ0 = v, resulta que

v2 =
6(m2 + ξR)

λ
. (4.13)

Note que se considerarmos ξ = 0 nesta última equação, recáımos na solução bem conhecida

(4.10). No entanto, a equação (4.13) apresenta uma contradição, pois nesta equação, v

depende da curvatura R, mas a curvatura, por sua vez não é constante. Por exemplo, no
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caso da métrica cosmológica, R depende da constante de Hubble, a qual varia no tempo.

Então podemos concluir que v não é constante e chegamos à contradição.

Com o intuito de resolver esta contradição, os autores em Ref. [54] consideram v como

uma série de potências em ξR

v(x) = v0 + v1(x) + v2(x) + ... , (4.14)

onde v0 é dado pela equação (4.11). Estamos interessados apenas nos termos de v que

são proporcionais a ordem linear da curvatura, por esta razão vamos substituir a relação

ϕ = v = v0 + v1 na equação (4.9), de modo que

−�(v0 + v1) +m2(v0 + v1) + ξR(v0 + v1)−
1

6
λ(v0 + v1)

3 = 0 . (4.15)

Agora, usando a equação (4.11) e considerando que �v0 = 0, temos

−�v1 +m2v0 +m2v1 −
m2

v20

(
v30 + 3v20v1 + 3v0v

2
1 + v31

)
+ ξRv0 + ξRv1 = 0 . (4.16)

No contexto de linearidade da curvatura, podemos desconsiderar termos do tipo Rv1,

v21 and v31. Por meio destas considerações podemos reescrever a equação (4.16) sob a forma

−�v1 − 2m2v1 + ξRv0 = 0 . (4.17)

Usando novamente a equação (4.11) resulta que(
�+ λv20/3

)
v1 = ξRv0 . (4.18)

De onde vemos que

v1 =
ξ v0

�+ λv20/3
R , (4.19)

ou

v1 =
ξ v0

�+ 2m2
R . (4.20)

É claro que é posśıvel calcular os termos da expansão em v para qualquer ordem

desejável e o próximo passo seria calcular v2 de maneira análoga à utilizada para calcular

v1. Contudo, o escopo deste trabalho assume que consideremos apenas a primeira ordem

em R. Vamos então manter nosso foco na equação (4.20) e simplificá-la de tal maneira que

termos que representem potências superiores e derivadas do escalar de curvatura possam

ser negligenciados. Esta aproximação vale apenas para valores suficientemente grandes da
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massa f́ısica para a configuração de campo que flutua em torno do mı́nimo, 2m2 = λv20/3.

Então conclúımos que

1

�+ 2m2
R =

1

2m2

( 1

1 + �
2m2

)
R =

1

2m2

(
1− �

2m2
+ ...

)
R ≈ 1

2m2
R . (4.21)

Ou seja,

v1 ≈
3ξ

λv0
R . (4.22)

Esta última equação também é consistente com a equação (4.13).

A mesma solução pode ser obtida diretamente da equação (4.10) se desconsiderarmos

o termo �v e usarmos a equação (4.11). No entanto, a consideração apresentada acima é

mais completa e melhor, visto que ela nos permite controlar a aproximação. Em cálculos

posteriores vamos usar a expressão para a solução clássica da teoria no ponto de mı́nimo

do problema da QES,

ϕ0c = v = v0 + v1 , onde v20 =
6m2

λ
e v1 =

3ξ

λv0
R . (4.23)

A renormalização do setor de vácuo da teoria com QES está descrita em Ref. [54],

portanto, não vamos elaborá-la aqui. Ao invés disso, vamos discutir a definição do TEM

num ńıvel quântico para a teoria com QES. O tensor de energia-momento clássico do

campo ϕ com a presença de uma métrica externa g = gµν é definido pela relação

Tµν = − 2√
−g

gµα gνβ
δS[g, ϕ]

δgαβ
. (4.24)

No ńıvel quântico, o TEM é dado por

⟨Tµν⟩ = − 2√
−g

gµαgνβ

⟨
0
∣∣∣δS(g, ϕ̂)

δgαβ

∣∣∣0⟩ , (4.25)

onde ϕ̂ é o campo quantizado, ϕ̂ ∼ uâ† + u∗â, e â |0⟩ = 0.

De acordo com o que já foi apresentado, vamos seguir a representação funcional da

TQC, que tem como objeto essencial o funcional gerador das funções de vértice Γ = Γ[g, ϕ],

conforme discutimos no Caṕıtulo 2. Para o caso do campo escalar temos [27]

exp
{ i

~
Γ[g, ϕ]

}
=

∫
dϕ̄ exp

{ i

~

(
S[g, ϕ̄+ ϕ]− δΓ[g, ϕ]

δϕ
ϕ̄
)}

. (4.26)

No presente trabalho vamos nos restringir à aproximação de um loop, então escrevemos a

AE como a soma da contribuição clássica e da contribuição que corresponde à contribuição

quântica em primeira ordem em ~

Γ(1)[ϕ, gµν ] = S[ϕ, gµν ] + ~ Γ̄(1)[ϕ, gµν ] . (4.27)
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O TEM do vácuo pode ser escrito a um loop como

⟨Tµν(x)⟩(1) = Tµν(x) + T̄ (1)
µν (x) , (4.28)

onde a primeira contribuição é clássica

Tµν = − 2√
−g

gµαgνβ
δS

δgαβ

∣∣∣
ϕ→ϕ0

. (4.29)

O segundo termo da equação (4.27) representa a correção quântica a um loop para o TEM

T̄ (1)
µν = − 2~√

−g
gµαgνβ

δΓ̄1

δgαβ

∣∣∣
ϕ→ϕ0

. (4.30)

Em ambos os casos ϕ0 é solução da equação de movimento. Para trabalhar com uma

teoria puramente clássica, devemos substituir ϕ0 = ϕ0c na equação (4.29). O campo ϕ0c

está definido na equação (4.23) e ele representa a configuração estável de campo, em torno

da qual ocorrem as flutuações do campo quântico. Nesse sentido, definimos o campo ϕ0

como sendo a soma de uma solução clássica e de um termo proporcional a ~, o último

representa a correção quântica

ϕ0 = ϕ0c + ~ϕ1 . (4.31)

Nosso objetivo é compreender como o campo ϕ0 escrito na forma (4.31) vai alterar ou

modificar a equação para o valor esperado no vácuo do TEM. Para determinar a quantidade

ϕ1, vamos considerar a correção a um loop para a ação efetiva, o que nos leva à seguinte

equação
δS[g, ϕ0]

δϕ
+ ~

δΓ̄(1)[g, ϕ0]

δϕ
= 0 , (4.32)

onde a substituição ϕ → ϕ0 deve ser considerada após o cálculo da derivada variacional.

Contudo, nossa proposta é usar a equação (4.31), isso nos fornece

δ2S[g, ϕ0c]

δϕ δϕ
ϕ1 +

δΓ̄(1)[g, ϕ0c]

δϕ
= 0 , (4.33)

logo

ϕ1 = −

(
δ2S[g, ϕ0c]

δϕ δϕ

)−1
δ Γ̄(1)[g, ϕ0c]

δϕ
. (4.34)

Substituindo essa última equação na equação (4.31) temos

ϕ0 = ϕ0c − ~

(
δ2S[g, ϕ0c]

δϕ δϕ

)−1
δ Γ̄(1)[g, ϕ0c]

δϕ
. (4.35)
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Por outro lado se considerarmos a expressão para o TEM com o campo ϕ0 escrito na forma

(4.31) teremos que

⟨Tµν⟩ = − 2√
−g

gµαgνβ
δ

δgαβ

[
S[g, ϕ0] + ~ Γ̄(1)[g, ϕ0]

]∣∣∣
ϕ0=ϕ0c+~ϕ1

= − 2√
−g

gµαgνβ

{δ S[g, ϕ0c]

δgαβ
+ ~

δ2S[g, ϕ0c]

δgαβ δϕ
ϕ1 + ~

δΓ̄(1)[g, ϕ0c]

δϕ

}
. (4.36)

Substituindo ϕ1 descrito pela equação (4.34) nesta última equação resulta que

⟨Tµν⟩ = − 2√
−g

gµαgνβ

[
δ S[g, ϕ0c]

δgαβ
+ ~

δ Γ̄(1)[g, ϕ0c]

δgαβ

− ~
δ2S[g, ϕ0c]

δgαβδϕ

(
δ2S[g, ϕ0c]

δϕ δϕ

)−1
δ Γ̄(1)[g, ϕ0c]

δϕ

]
. (4.37)

O primeiro termo desta última equação é clássico, o segundo é t́ıpico da teoria livre [33].

No entanto o último termo, que aparece pela primeira vez na literatura em Ref. [5], possui

um caráter singular, pois ele vem do fato de estarmos trabalhando com uma teoria com

interação. Portanto, este termo no contexto da teoria livre é nulo.

Vamos definir

⟨Tµν⟩ = ⟨Tµν⟩v + ⟨Tµν⟩i , (4.38)

onde

⟨Tµν⟩v = − 2√
−g

gµαgνβ

[
δ S[g, ϕ0c]

δgαβ
+ ~

δ Γ̄(1)[g, ϕ0c]

δgαβ

]
(4.39)

e

⟨Tµν⟩i =
2~√
−g

gµαgνβ

[
δ2S[g, ϕ0c]

δgαβδϕ

(
δ2S[g, ϕ0c]

δϕ δϕ

)−1
δ Γ̄(1)[g, ϕ0c]

δϕ

]
. (4.40)

As quantidades ⟨Tµν⟩i e ⟨Tµν⟩v representam as contribuições induzida e de vácuo para o

TEM respectivamente. Ambas as contribuições serão calculadas neste trabalho no contexto

da QES.

4.3 Covariância e conservação do tensor

energia-momento de vácuo

A conservação do TEM de vácuo sempre foi considerada como um requisito de con-

sistência da teoria (veja [23] e referências correlacionadas). Uma vez que estamos usando
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a aproximação para derivadas pequenas, a condição de conservação ∇µ
⟨
Tµν

⟩
= 0 jun-

tamente com o fato de que o TEM deve ser considerado como a derivada variacional da

ação efetiva covariante, fixa a forma algébrica do TEM completamente, resultando em dois

parâmetros numéricos no caso da parte finita e das divergências quadráticas e logaritmicas

e num único parâmetro numérico para o caso das divergências quárticas.

Em seguida explicamos as razões desta importância especial da lei de conservação.

Para a parte divergente da AE a situação é especialmente simples, porque como sabemos,

ela deve ser local e a discussão desta parte em espaços curvos foi considerada em Ref.

[63]. Conforme já foi discutido, no setor com derivadas inferiores isso significa que os

posśıveis contratermos devem ter a forma de um termo de Einstein-Hilbert e da constante

cosmológica. Consequentemente, a parte divergente do TEM de vácuo deve ter a seguinte

estrutura

⟨Tµν⟩ = C1gµν + C2Gµν , (4.41)

onde C1 = k4Ω
4 + k2Ω

2 + kL ln (Ω/µ0) e C2 = l2Ω
2 + lL ln (Ω/µ0). k4, k2, kL, l2 e lL são

constantes numéricas. Os valores destas constantes devem depender da escolha da teoria

quântica e da ordem da expansão em loop, mas a estrututra da parte divergente deve

ter sempre a forma apresentada em (4.41). No que diz respeito à parte finita do TEM

de vácuo, é posśıvel imaginar uma expressão bem mais complicada do que a apresentada

acima (4.41), como por exemplo uma série infinita de curvaturas e funções de Green [87].

É posśıvel ter uma indicação a respeito desta possibilidade através do cálculo de variáveis

conformes [88]. Entretanto, como nossos cálculos são relativamente simples, pois foram

feitos com base na aproximação O(R), não há espaço para não localidades na ação efetiva.

Então, o que podemos esperar como resultado é alguma quantidade que tenha os mesmos

termos que estão presentes na equação (4.41), cuja estrutura, é a única que pode ser obtida

a partir de um prinćıpio variacional e que ao mesmo tempo satisfaz à lei de conservação.

A ação efetiva Γ é um funcional escalar covariante que depende do tensor métrico

gµν e do campo escalar ϕ. Se considerarmos uma transformação infinitesimal geral de

coordenadas xα → x′α = xα + ξα(x), de modo que estes dois campos se transformem de

acordo com regras bem conhecidas

δgµν = −∇µξν −∇νξµ (4.42)



4. O Tensor Energia-Momento no Contexto da Quebra Espontânea de Simetria 52

e

δϕ = −ξµ∂µϕ , (4.43)

então a identidade de Noether para a invariância de difeomorfismo de Γ é∫
d4x

√
−g
{ 2√

−g

δΓ[g, ϕ]

δgµν
∇µξν +

1√
−g

δΓ[g, ϕ]

δϕ
ξµ∇µϕ

}
= 0 . (4.44)

Integrando por partes esta última equação, obtemos a lei de conservação ∇µ
⟨
Tµν

⟩
ϕ0

= 0,

onde usamos que a derivada funcional é nula na camada de massa, ou seja,

δΓ[g, ϕ0]

δϕ
= 0 . (4.45)

Agora, vamos observar como estas considerações podem ser feitas se realizarmos uma

expansão de Γ[g, ϕ0] em série de ~. Vale lembrar que estamos interessados apenas no termo

de primeira ordem dessa expansão. Por meio das equações (4.27) e (4.29), vemos que para

a ordem zero de ~ devemos ter que δS[g, ϕ0c]/δϕ = 0 e a lei de conservação é obtida para o

ńıvel clássico ∇µTµν |ϕ0c = 0. Contudo, a solução ϕ0 = ϕ0c + ~ϕ1 deve garantir que ϕ0 seja

solução das equações de movimento a um loop e para que essa situação seja contemplada,

a seguinte equação deve ser válida

∇µ
⟨
Tµν(ϕ0c)

⟩
v
+∇µ

⟨
Tµν(ϕ0c)

⟩
i
= 0 . (4.46)

Esta última equação nos diz que a soma das contribuições de vácuo e induzida do TEM,

descritas pelas equações (4.39) e (4.40), respectivamente, deve satisfazer a lei de con-

servação.

4.4 Tensor energia-momento: parte clássica

Nesta parte do trabalho vamos calcular a contribuição clássica do TEM de vácuo e

em partes posteriores, as contribuições quânticas a um loop. Consideraremos o TEM no

estado de vácuo, o qual é caracterizado pelo VEV definido na equação (4.23). Tomando a

variação da ação clássica com respeito da métrica, obtemos a seguinte equação

Tµν = − 2√
−g

gµαgνβ
S[g, ϕ]

δgαβ
=
(
2ξ − 1

2

)
gµν(∇ϕ)2 + (1− 2ξ)(∂µϕ)(∂νϕ)

+ 2ξϕ(gµν�ϕ−∇µ∇νϕ) + ξϕ2
(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
+

1

2
gµνm

2ϕ2 +
λ

24
gµνϕ

4 . (4.47)
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O traço do TEM, nas equações de movimento (4.9) tem a forma

T µ
µ = (6ξ − 1)

[
(∇ϕ)2 +Rϕ2 − λ

6
ϕ4
]
+ 2(1− 3ξ)m2ϕ2 . (4.48)

Observe que para m2 = 0 e ξ = 1/6 temos T µ
µ = 0. Entretanto estamos interessados no

caso massivo, dado pela equação (4.23). Neste ponto seria interessante discutir sobre a

aproximação O(R) que usaremos nesta seção. A principal questão é saber como tratar as

derivadas de ϕ0c = v0+v1. Uma vez que v0 é constante, as suas derivadas são naturalmente

nulas. Mas a derivada de v1 produz

∇αϕ0c = ∇αv1 =
3ξ

λv0
∇αR . (4.49)

Contudo, o termo ∇αR está fora do âmbito por nós considerado1, pois ele não cor-

responde à ordem linear em R. Isso implica que termos do tipo derivadas da curvatura

serão negligenciados, o que torna posśıvel que consideremos a curvatura como sendo cons-

tante, ou ainda que v1 é constante, já que ambas as quantidades possuem derivadas nulas.

Substituindo a equação (4.23) na equação (4.47) e considerando apenas termos lineares na

curvatura, obtemos que

Tµν(ϕ0c) = ξv20

(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
− λv40

12
gµν . (4.50)

Essa última equação representa a contribuição induzida para as equações de Einstein, que

neste caso são escritas como( 1

8πGvac

+
1

8πGind

)(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
−
(
ρvacΛ + ρindΛ

)
gµν = Tmateria

µν , (4.51)

onde
1

8πGind

= −ξv20 e ρindΛ = −λv40
12

(4.52)

e as quantidades Gvac e ρvacΛ denotam a constante de Newton do vácuo e a densidade de

constante cosmológica respectivamente. Essas constantes não dependem dos parâmetros

que estão originalmente na ação da teoria. Por outro lado, as quantidades Gind e ρindΛ são

quantidades induzidas que dependem dos detalhes da teoria quântica em questão.

Os valores da constante cosmológica induzida e de vácuo são no mı́nimo cinquenta e

cinco ordens de magnitude maiores do que a soma dessas quantidades apresentada em

1Para que a ação descrita pela equação (4.8) seja adimensional, as quantidades ∇µ e R e devem ter

dimensão de massa ao quadrado. Consequentemente, o termo ∇αR tem dimensão de massa elevada à

quarta potência, o que no permite negligenciá-lo em nossas considerações.
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(4.51), esse é conhecido como o problema da constante cosmológica [99]. Com respeito a

Gind, conhecemos a seguinte relação

Gind

Gvac

= −8πξv20
M2

P

, (4.53)

o quociente Gind/Gvac é pequeno para o caso do modelo padrão, onde v20 ≈ 105GeV 2. No

caso considerado, o valor de ξ corresponde à inflação de Higgs ξ ≈ 4 × 104. Como MP

possui um valor alto, MP ≈ 1038GeV 2, podemos dizer que Gind ≪ Gvac e a quantidade

Gind não é relevante no modelo padrão.

No entanto, nas teorias de grande unificação (TGU), para o caso das versões super-

simétricas, a situação é bem diferente. Neste caso, temos v20 ≈ 1032GeV 2. Então para a

magnitude de ξ acima mencionada, podemos estimar que Gind ≈ Gvac. Isso significa que

nas versões mencionadas para as TGU, o termo induzido presente na equação (4.51), é

relevante.

4.5 Cálculo de
⟨
Tµν

⟩
v

Nosso ponto de partida será a AE a um loop Γ̄(1)[g, ϕ]. Por construção, esta é a AE

na teoria com QES. Pode-se escrever, usando uma expansão nas derivadas,

Γ̄(1)[g, ϕ] =

∫
d4x

√
−g
{
− V̄eff (ϕ) +

1

2
∇µϕ · kϕ

( �
m2

)
∇µϕ+

1

2
ϕ2kξ

( �
m2

)
R + ...

}
,(4.54)

onde o potencial efetivo tem a forma

V̄eff (ϕ) = V0 + V1R +O(R2
...) . (4.55)

O potencial efetivo foi calculado por meio do cut-off covariante em [93] (veja também

o Caṕıtulo 3). Na equação (4.54) kϕ

(
�
m2

)
e kξ

(
�
m2

)
são os fatores de forma, que também

contém potências diferentes nas derivadas. A expansão em (4.54) é infinita, mas nós

podemos facilmente “limitá-la” se considerarmos a mesma aproximação usada na seção

precedente. Para ξ = 0 nós sabemos que ϕ0c = const, conforme indica a equação (4.9).

Dessa forma, quaisquer derivadas de ϕ0c são na verdade proporcionais a ξ e também a R.

Na medida em que estamos interessados em termos do tipo O(R), podemos considerar

somente a parte constante dos fatores de forma kϕ e kξ. Assim, podemos escrever que

kϕ

( �
m2

)
→ Z(ϕ) , e kξ

( �
m2

)
→ χ(ϕ) . (4.56)
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Além do mais, na aproximação considerada o termo 1
2
ϕ2 χ(ϕ)R é uma parte do potencial

efetivo V1 = V1(ϕ). Então, para nós Γ̄(1)[g, ϕ] se torna

Γ̄(1)(g, ϕ) =

∫
d4x

√
−g
{

− V̄eff (ϕ) +
1

2
Z(ϕ)(∇ϕ)2

}
, (4.57)

onde V̄eff = V0(ϕ) + V1(ϕ)R e ϕ → ϕ0c. Em seguida vamos considerar que∫
d4x

√
−g Z(ϕ)(∇ϕ)2 =

∫
d4x

√
−g∇µχ

µ −
∫

d4x
√
−g Z(ϕ)ϕ�ϕ

−
∫

d4x
√
−g Z ′(ϕ)(∇ϕ)2. (4.58)

Note que para ϕ → ϕ0c, a quantidade �ϕ pode ser escrita como

�ϕ0c = �(v0 + v1) =
ξv0

�+ 2m2
�R =

ξv0
2m2

�R + O(�2R) . (4.59)

Por outro lado,

∇µϕ0c = ∇µv0 +∇µv1 = ∇µv1 =
ξv0
2m2

∇µR + O(∇3R) . (4.60)

Agora, uma vez que � ≪ m2 para ϕ0c, a quantidade (∇ϕ)2 está fora da ordem consi-

derada O(R). Finalmente, podemos restringir nossa consideração neste ponto, somente

ao potencial efetivo, considerando que

Γ̄(1)[g, ϕ0c] = −
∫

d4x
√
−g V̄eff (ϕ0c) . (4.61)

Lembre que nosso objetivo neste ponto é calcular o termo ⟨Tµν⟩v. Mas através da

equação (4.39), podemos ver que este termo depende da variação da primeira correção

quântica para a ação efetiva Γ̄(1)[g, ϕ0c] com respeito ao tensor métrico. Por outro lado, a

equação (4.61) nos diz que a quantidade Γ̄(1)[g, ϕ0c] deve ser a integral em todo o espaço

do potencial efetivo. Mas o potencial efetivo, para a aproximação O(R), possui duas

contribuições, a primeira delas é uma contribuição que corresponde ao espaço-tempo plano.

Já a segunda contribuição é proporcional à curvatura e o cálculo do potencial efetivo no

espaço-tempo curvo foi realizado no Caṕıtulo anterior.

A expressão renormalizada para o potencial é

V̄ ren
eff (gµν , φ) = V ren

0 + V ren
1 R

=
1

2(4π)2

[1
2
(V ′′ −m2)2 −

(
ξ − 1

6

)
R (V ′′ −m2)

]
ln
(V ′′ −m2

µ2

)
. (4.62)



4. O Tensor Energia-Momento no Contexto da Quebra Espontânea de Simetria 56

Nesta expressão nós usamos a forma geral do termo de interação clássico V = V (φ), mas

daqui por diante este termo será considerado como sendo V = λφ4/4 . Por generalidade

vamos considerar a parte divergente do potencial não renormalizado, na regularização

cut-off de momentos local. Na aproximação considerada nós temos

V̄ div
eff (gµν , φ) = V div

0 + V div
1 R , (4.63)

onde também de acordo com Ref. [93]

V̄ div
0 =

1

32π2

{
Ω2V ′′ − 1

2

(
V ′′ −m2

)2
ln

Ω2

m2

}
, (4.64)

V̄ div
1 =

1

32π2

(
ξ − 1

6

){
− Ω2 +

(
V ′′ −m2

)
ln

Ω2

m2

}
. (4.65)

Neste ponto é conveniente introduzirmos uma notação para as contribuições a um loop

para as equações de movimento de um campo escalar

ε̄(1) = ε̄
(1)
div + ε̄

(1)
fin =

1√
−g

δΓ̄(1)

δϕ

∣∣∣
ϕ0c

= −
∂V̄

(1)
eff

∂ϕ

∣∣∣
ϕ0c

. (4.66)

Depois que adicionarmos os contratermos correspondentes, a quantidade ε̄
(1)
ren deve repre-

sentar a versão renormalizada do termo descrito pela última equação. Agora, lembrando

que V̄eff = V0(ϕ) + V1(ϕ)R e ϕ0c = v0 + v1, vamos definir

ε̄(1) = − ∂V̄
(1)
0

∂ϕ

∣∣∣
ϕ0c

− R
∂V̄

(1)
1

∂ϕ

∣∣∣
ϕ0c

= − ∂V̄
(1)
0

∂ϕ

∣∣∣
v0

− ∂2V̄
(1)
0

∂ϕ2

∣∣∣
v0
v1 − R

∂V̄
(1)
1

∂ϕ

∣∣∣
v0

= ε̄
(1)
0 + ε̄

(1)
1 . (4.67)

Naturalmente, as quantidades ε̄
(1)
0 e ε̄

(1)
1 tem suas correspondentes contribuições finita

e divergente e após adicionarmos os contratermos nós podemos também definir as suas

versões renormalizadas. Neste trabalho vamos calcular somente as contribuições divergente

e renormalizada, mas a parte finita pode ser calculada de maneira inteiramente análoga

[93]. Uma última observação relevante e que nos auxilia na realização dos cálculos futuros

é, dentro da aproximação adotada O(R), o aspecto constante das quantidades ε̄
(1)
0 e ε̄

(1)
1 ,

sejam elas nas suas versões divergente, finita não renormalizada, ou renormalizada.

Com base nos argumentos apresentados acima, podemos por meio da equação (4.39) e
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da definição apresentada na equação (4.61) encontrar a seguinte expressão

⟨T̄µν⟩v = − 2 ~√
−g

gµα gνβ
δ Γ̄(1)[g, ϕ0c]

δgαβ

= − 2 ~V1(v0)
(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
+ ~V0(v0) gµν + ~ v1 gµν

∂V̄
(1)
0

∂ϕ

∣∣∣
v0

= − 2 ~V1(v0)Gµν + ~V0(v0) gµν − ~ ξ v0
2m2

R ε̄
(1)
0 gµν . (4.68)

Esta última equação nos apresenta um fato notável na medida em que ela confirma o que

já hav́ıamos antecipado na seção 4.3. Observe que os dois primeiros termos da equação

(4.68) são contribuições quânticas para o tensor de Einstein e para a constante cosmológica

nas equações de Einstein. Entretanto, o último termo possui uma certa estranheza, pois

ele viola a covariância, viola a lei de conservação e além de tudo não pode ser obtido por

meio do prinćıpio da ação mı́nima. O que nós esperamos é que este termo “estranho” se

cancele com a contribuição correspondente que vem do termo ⟨T̄µν⟩i, definido em (4.40).

Na próxima seção vamos ver se esta hipótese é de fato confirmada.

4.6 Cálculo de
⟨
Tµν

⟩
i

Como um primeiro passo, vamos reescrever a expressão (4.40) sob a forma

⟨Tµν(x)⟩i = 2~ gµα(x) gνβ(x)
∫

d4y
√

−g(y)

∫
d4z
√
−g(z)

(
1√
−g

δ2S[g, ϕ0c]

δgαβ(x)δϕ(y)

)

×

(
1√

−g(y)

δ2S[g, ϕ0c]

δϕ(y) δϕ(z)

)−1

×

(
1√

−g(z)

δ Γ̄(1)[g, ϕ0c]

δϕ(z)

)
. (4.69)

É importante ressaltar que quantidades do tipo gµν(x) são consideradas dentro do con-

texto das coordenadas normais de Rieman2. O próximo passo é, naturalmente, calcular

explicitamente todos os três termos que se encontram dentro no parêntesis na equação

(4.69). Lembre que os cálculos serão feitos em primeira ordem na curvatura.

No primeiro termo da última equação, temos uma variação da ação com respeito a

métrica e ao campo. Basicamente, o que temos que fazer é variar a equação (4.47) com

2Para mais detalhes veja o Apêndice A.
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respeito ao campo, isso nos permite escrever que

1√
−g

δ2S

δϕ(y)δgµν(x)
= ξϕ

(
∇µ∇ν − gµν�

)
+ (2ξ − 1)(∇µϕ)∇ν

+
(1
2
− 2ξ

)
gµν(∇λϕ)∇λ + ξ

(
∇µ∇νϕ− gµν�ϕ

)
− ξϕ

(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
+

1

2
m2ϕ gµν −

λ

6
ϕ3gµν . (4.70)

Como na equação (4.69) o argumento da quantidade S é o campo ϕ0c, devemos considerar

na equação (4.70) que ϕ → ϕ0c e que derivadas do campo estão fora de nosso regime de

consideração. Portanto,

1√
−g

gαµgβν
δ2S

δgαβδϕ

∣∣∣
ϕ0c

= ξϕ0c

(
∇µ∇ν − gµν�

)
− ξϕ0c

(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
+

1

2
m2ϕ0c gµν − λ

6
ϕ3
0c gµν . (4.71)

O próximo passo é considerar, nesta última equação que, ϕ0c = v0 + v1, onde v0 e v1

são dados, respectivamente, pelas equações (4.11) and (4.19). Mantendo a ordem de

aproximação desejada, ou seja, negligenciando termos que não correspondem à primeira

ordem na curvatura e expandindo quantidade ∇µ∇ν − gµν� em coordenadas normais de

Riemann, (para mais detalhes sobre essa expansão veja o Apêndice A) podemos escrever

que o primeiro termo dentro do parêntesis na equação (4.69) assume a forma

1√
−g

δS

δgµνδϕ

∣∣∣
ϕ0c

= ξv0
(
∂µ∂ν − ηµν∂

2
)
+

ξ2v0
2m2

R
(
∂µ∂ν − ηµν∂

2
)
− ξv0Rµν (4.72)

+
1

3
ξv0

[
2Rλ

(µν) τ y
τ∂λ + 2 ηµν Rλ

τ y
τ∂λ + Rµανβ y

αyβ ∂2 + ηµν R
ρ
αβ

σ yαyβ ∂ρ∂σ

]
.

O primeiro termo do lado direito desta última equação corresponde à ordem zero na

curvatura e os demais são de primeira ordem. Com relação à métrica, depois que todos

os cálculos forem feitos, vamos deixar de trabalhar com a métrica ηµν no ponto P , para

passar a considerar a métrica geral gµν .

Vamos considerar o segundo termo entre parêntesis na equação (4.69). Observe que(
1√
−g

δS2[g, ϕ0c]

δϕ δϕ

)−1

y,z

= G(y, z; ϕ0c) (4.73)

é o propagador das excitações escalares perto do ponto de mı́nimo. É importante lembrar

que nós precisamos trabalhar no contexto em que há a presença da curvatura. Assim, de
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acordo com [31, 72] (veja também [93]), é necessário modificar a equação (4.73), de modo

que (
1

[−g(y)]1/4 [−g(z)]1/4
× δS2[g, ϕ0c]

δϕ(y) δϕ(z)

)−1

= Ḡ(y, z; ϕ0c) . (4.74)

Agora podemos usar o resultado bem conhecido para o propagador, o qual está em comum

acordo com as referências [31, 72, 93]. Antes disso, é preciso analisar a massa das excitações

escalares perto do ponto de mı́nimo. Começamos analisando o propagador para o caso em

que ϕoc = v0 + v1. Observe da equação (4.10) que

1√
−g

δ2S

δϕ δϕ
= −�+m2 + ξR− λ

2
ϕ2 . (4.75)

Em seguida considere que

ϕ → ϕ2
0c = (v0 + v1)

2 ≈ v20 + 2v0v1 . (4.76)

Agora se substituirmos (4.11) e (4.19) na equação (4.76) obtemos depois de uma simples

álgebra que

1√
−g

δ2S

δϕ δϕ
= −�+ 2m2 + ξ

(
1− 6m2

�+ 2m2

)
R

≈ −(�+ 2m2) − 2ξ R , (4.77)

onde nesta última passagem usamos a aproximação O(R). Depois de compararmos esta

última equação com a equação (4.9), fica claro que a equação (4.77) indica que nós temos

um propagador de uma part́ıcula escalar com massa positiva 2m2 e com parâmetro não-

mı́nimo −2ξ. Através do uso da expressão geral (A.7), nós obtemos a versão euclidiana

do segundo fator que está entre parênteses na equação (4.69), o qual é dada por

Ḡ(z − y) =

∫
d4k

(2π)4
eik(z−y)

[
1

k2 + 2m2
−
(
2ξ − 1

6

) R

(k2 + 2m2)2

]
. (4.78)

O terceiro fator entre parênteses, dentro do integrando na equação (4.69) nada mais

é que a equação de movimento efetiva (4.66). De acordo com a equação (4.67) podemos

escrevê-la como a soma de duas contribuições, sendo uma delas clássica e a outra quântica

ε = ε̄(0) + ~ε̄(1), onde o termo ε̄(1) também pode ser expandido em série na curvatura

escalar. Todas estas expressões foram devidamente calculadas, mas para manter a fluidez

da leitura, deixamos esta parte inclusa no Apêndice B.
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Depois destas considerações podemos calcular a quantidade ⟨T̄µν⟩i. Como um primeiro

passo, vamos obter a expressão que corresponde ao espaço-tempo plano e considerar em

seguida termos um pouco mais complexos, os quais dependem da curvatura. Tomando

o limite do espaço-tempo plano nas equações (4.72) e (4.78), os únicos termos que per-

manecem são os primeiros termos destas equações, ou seja, aqueles que não possuem a

quantidade R. Com relação à equação de movimento podemos dizer que neste contexto de

ausência de curvatura, somente o termo ε̄
(1)
0 apresenta relevância (claro que nas versões

divergente e renormalizada). Dessa maneira temos que

⟨Tµν(x)⟩0i = 2~ ξv0
∫

d4z d4y δ4(x− y)

×
(
∂µ∂ν − ηµν∂

2
)
y

∫
d4k

(2π)4
eik(y−z)

k2 + 2m2
ε̄
(1)
0 (z) , (4.79)

onde nesta última equação, o ı́ndice 0 presente nos termos ⟨Tµν(x)⟩0i e ε̄
(1)
0 (z), indica que

estamos trabalhando no limite do espaço-tempo plano e o ı́ndice entre parênteses, está

associado com as correções quânticas a um loop. Realizando a integração sobre y e usando

ε̄
(1)
0 (z) = const, obtemos que

⟨Tµν(x)⟩0i = 2~ξv0
∫

d4z
(
∂µ∂ν − ηµν∂

2
)
x

∫
d4k

(2π)4
eik(x−z)

k2 + 2m2
ε̄
(1)
0 (z)

= 2~ξ v0 ε̄(1)0

(
∂µ∂ν − ηµν∂

2
)
x

∫
d4k

eikx

k2 + 2m2

∫
d4z

(2π)4
e−ikz

= 2~ξ v0 ε̄(1)0

∫
d4k δ4(k)

kµkµ − k2ηµν
k2 + 2m2

eikx = 0 . (4.80)

Assim, conclúımos que a contribuição da quantidade ⟨Tµν(x)⟩0i para a constante cos-

mológica induzida é nula. Consequentemente, vemos também que no espaço-tempo curvo,

as contribuições que envolvem termos do tipo ε̄
(1)
1,div ou ε̄

(1)
1,ren, também são nulas. Pois

ambos os termos são constantes na ordem linear na curvatura e não usamos uma forma

expĺıcita da constante ε̄
(1)
0 nos cálculos apresentados acima.

Outro fato que devemos destacar é que contribuições que envolvem termos proporcio-

nais a R na equação (4.78) também devem ser nulas. A razão disso, reside no fato de que

se considerarmos a seguinte troca

1

k2 + 2m2
→ −

(
2ξ − 1

6

) R

(k2 + 2m2)2
, (4.81)

na equação (4.79), o resultado da integração continua sendo nulo. Então concluimos que

o que precisamos levar em consideração são os termos que dependem da curvatura no

primeiro fator na equação (4.72).
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O último passo a ser considerado é calcular a quantidade ⟨Tµν(x)⟩i no espaço-tempo

curvo na ordem O(R). Com base nos argumentos apresentados acima, podemos escrever

que

⟨Tµν(x)⟩1i = 2~ ε̄(1)0

∫
d4yd4z

∫
d4k

(2π)4

5∑
i=1

O(i)
µν(y)δ

4(x− y)
eik(y−z)

k2 + 2m2
, (4.82)

onde

O(1)
µν = − ξv0Rµν ,

O(2)
µν =

ξ2v0
2m2

R (∂µ∂ν − ηµν∂
2) ,

O(3)
µν =

2

3
ξv0
[
Rλ

(µν)τ + ηµνR
λ
τ

]
yτ∂λ ,

O(4)
µν =

1

3
ξv0 Rµανβ y

αyβ ∂2 ,

O(5)
µν =

1

3
ξv0 ηµν R

ρσ
α β yαyβ∂ρ∂σ . (4.83)

Vamos elaborar todos os termos da equação (4.82), ressaltando que os termos correspon-

dentes às equações (4.83) estão representados por ı́ndices superiores. A contribuição da

quantidade O
(1)
µν possui a mesma estrutura da equação (4.79) e assim o procedimento de

cálculo é o mesmo apresentado acima, portanto

(1)⟨Tµν⟩1i = − 2~ξ v0Rµν ε̄
(1)
0

∫
d4y d4z

∫
d4k

(2π)4
eik(y−z)

k2 + 2m2
δ4(x− y)

= − 2~ξ v0Rµν ε̄
(1)
0

∫
d4k δ4(k)

eikx

k2 + 2m2
= − ~ξv0

m2
Rµν ε̄

(1)
0 . (4.84)

Em seguida vemos que a contribuição do termo O
(2)
µν é nula, pois ele possui a mesma

estrutura do termo de espaço-tempo plano (4.79),

(2)⟨Tµν⟩1i = 0 . (4.85)

A contribuição do termo (O)
(3)
µν é apresentada sob a forma

(3)⟨Tµν⟩1i =
4~ ξv0

3

[
Rλ

(µν)τ + ηµνR
λ
τ

]
ε̄
(1)
0 Iτλ , (4.86)

onde

Iτλ =

∫
d4y d4z

∫
d4k

(2π)4
δ4(x− y) yτ

∂

∂yλ
eik(y−z)

k2 + 2m2
. (4.87)

Esta última integral pode ser calculada se nos valermos da expressão

Iτλ =
1

2m2
δτλ . (4.88)
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Então resulta que

(3)⟨Tµν⟩1i = − 2~ ξ v0
3m2

(
Rµν −Rηµν

)
ε̄
(1)
0 . (4.89)

A soma das contribuições (O)
(4)
µν e (O)

(5)
µν é escrita como

(4,5)⟨Tµν⟩1i =
2~ ξv0

3
ε̄
(1)
0

[
Rµανβ η

ρσ −Rα
ρ
β
σ ηµν

]
Jρσ,

αβ , (4.90)

onde

Jρσ ,
αβ =

∫
d4y d4z

∫
d4k

(2π)4
δ4(x− y) yαyβ

∂2

∂yρ∂yσ
eik(y−z)

k2 + 2m2
. (4.91)

Resolvendo a integração ficamos com

Jρσ ,
αβ =

1

m2
δρσ ,

αβ onde δρσ ,
αβ =

1

2

(
δαρ δ

β
σ − δβρ δ

α
σ

)
. (4.92)

Usando este resultado, temos depois de uma álgebra simples que

(4,5)⟨Tµν⟩1i =
2~ ξv0
3m2

ε̄
(1)
0

(
Rµν +

1

2
Rηµν

)
. (4.93)

A expressão geral pode ser obtida substituindo os resultados para todas as contribuições

expressas pelas equações (4.84), (4.84), (4.89) e (4.93), na equação (4.83). Após feito isso,

resulta que

⟨Tµν⟩1i =
~ ξv0
m2

ε̄
(1)
0

(
− Rµν + Rηµν

)
. (4.94)

Naturalmente, esta expressão possui uma forma diferente da estrutura Gµν e assim ela

viola a covariância e a lei de conservação. No entanto, se nós somarmos a ela o resultado

previamente obtido ⟨Tµν⟩1v da equação (4.68), nós chegamos finalmente à expressão que

está de acordo com as nossas expectativas

⟨Tµν⟩1 = ⟨Tµν⟩1i + ⟨T̄µν⟩1v

= − 2 ~V1(v0)Gµν + ~V0(v0) gµν − ~ ξ v0
m2

(
Rµν − 1

2
Rgµν

)
ε̄
(1)
0 ,

= − ~
[
2V1(v0) +

ξ v0
m2

ε̄
(1)
0

]
Gµν + ~V0(v0) gµν , (4.95)

onde substituimos a métrica Minkoskiana ηµν pela métrica geral.

No sentido de reescrever as contribuições quânticas na forma final, precisamos das

quantidades V0(v0), V1(v0) e ε̄
(1)
0 . As versões divergentes e renormalizadas de V0(v0) e
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V1(v0) podem ser obtidas de (4.62) e (4.64) sob a forma

V ren
0 (v0) =

1

(4π)2
m4 ln

(2m2

µ2

)
, (4.96)

V div
0 (v0) =

m2

32 π2

[
3Ω2 − 2m2 ln

(Ω2

m2

)]
, (4.97)

V ren
1 (v0) = − m2

(4π)2
ln
(2m2

µ2

)
, (4.98)

V div
1 (v0) =

1

32 π2

(
ξ − 1

6

) [
− Ω2 + 2m2 ln

(Ω2

m2

)]
. (4.99)

Levando em consideração na equação (4.95) as expressões ε̄
(1)
0 obtidas no Apêndice

B através de (B.8) e (B.9), obtemos o resultado final para as contribuições quânticas do

TEM

⟨Tµν⟩ren =
~m4

(4π)2
ln
(2m2

µ2

)
gµν − m2

(4π)2

[
2(1 + 3ξ) ln

(2m2

µ2

)
+ 3ξ

]
Gµν (4.100)

para a expressão renormalizada e

⟨Tµν⟩div =
~m2

32π2

[
3Ω2 − 2m2 ln

Ω2

m2

]
gµν

+
~

16π2

(
4ξ − 1

6

){
Ω2 − 2m2 ln

Ω2

m2

}
Gµν (4.101)

para a expressão divergente.



Caṕıtulo 5

Conclusão

Nesta tese, foram obtidos os seguintes resultados originais:

1. Realizamos cálculos explicitamente covariantes do potencial efetivo usando dois tipos

distintos de regularização cut-off. As divergências são idênticas dentro das duas

abordagens, mas o cut-off de momento local covariante mostrou-se mais vantajoso

na medida em que ele apresenta, de forma mais detalhada, a parte finita do potencial

efetivo para o caso massivo, ou seja, ele indica a interpretação f́ısica para o parâmetro

µ do grupo de renormalização.

2. Discutimos a possibilidade de aplicar o mesmo método para calcular o TEM de vácuo

e desta maneira, resolver o problema relevante das divergências não covariantes, do

tipo potências, conforme descrito em [2, 21, 65]. Outra conclusão importante so-

bre nosso trabalho é a compreensão apresentada sobre o grupo de renormalização,

baseado em correções quânticas para a teoria quântica de campos massivos, especi-

ficamente quando se leva em consideração que diferentes massas estão presentes na

teoria.

3. Consideramos diferentes aspectos sobre o TEM de vácuo no espaço-tempo curvo. A

prinćıpio, cálculos ingênuos que levam em consideração o momento cut-off produzem

um resultado que viola a covariância geral. Acreditava-se que essa violação era efeito

de um esquema de cut-off que a prinćıpio é não covariante e assim não pode ser

considerado como uma caracteŕıstica f́ısica da teoria. Com base no que foi dito,

surgem neste ponto duas importantes questões. A primeira delas diz respeito a

possibilidade de introduzir em tal contexto, um cut-off de maneira covariante. A
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segunda por sua vez diz respeito sobre a possibilidade de encontrar uma contribuição

quântica não trivial para o TEM de vácuo de modo que a lei de conservação seja

contemplada.

4. Abordamos as questões mencionadas no ı́tem anterior, utilizando o método da AE.

Em ambos os casos, os resultados de nossa investigação foram perfeitamente consis-

tentes com as expectativas, baseadas na estrutura conhecida de renormalização no

espaço-tempo curvo e na lei de conservação para o TEM.

5. Mostramos que os cálculos na teoria com QES, apontaram para a existência de um

novo termo, que até então era desconhecido na literatura. Ao mesmo tempo, depois

de desenvolvermos explicitamente este termo, encontramos que os resultados finais,

descritos pelas equações (4.100) e (4.101), possuem a forma usual e que os efeitos

quânticos sempre nos conduzem à renormalização do inverso da constante de Newton

e da constante cosmológica na equação (4.50) e também nas equações (4.51) e (4.52).

6. Observamos que nossos cálculos não podem ser interpretados como um teorema de

proibição de uma contribuição quântica não trivial para o setor de baixas energias da

ação gravitacional. Conforme foi previamente explicado em [87], a possibilidade de

encontrar tais correções existem, mas isto pode ser verificado somente no referencial

de uma ferramenta matemática qualitativa nova, a qual não deve ser baseada numa

expansão perturbativa da curvatura. A aproximação linear na curvatura que foi

adotada aqui, não fornece qualquer informação sobre estes tipos de correções. No

entanto, a tentativa de verificar que as considerações padrões contemplam a situação

não trivial de ter gravidade associada a QES, no contexto da TQC, foi absolutamente

válida.



Apêndice A

Coordenadas normais de Riemann

(ferramental matemático)

Os cálculos realizados no caṕıtulo 4 foram feitos com base nas coordenadas normais de

Riemann (para uma introdução ao assunto veja Ref. [76]) e na representação de momen-

tos locais [31, 72]. Neste apêndice nós apresentamos alguns elementos importantes para

que se construa as ferramentas matemáticas que são de importância capital para o desen-

volvimento dos cálculos apresentados durante a tese. Inicialmente vamos obter a forma

expĺıcita do operador gµν�−∇µ∇ν , cálculo este que é relativamente trivial.

A expansão em coordenadas normais de uma quantidade em torno de um ponto especial P

(este método funciona bem somente quando trabalhando com quantidades locais), onde a

métrica é considerada como sendo a métrica plana Minkowskiana .A expansão da métrica

em coordenadas normais é dada por

gµν = ηµν −
1

3
Rµανβ y

αyβ + ... . (A.1)

Aqui e no que se segue todos as componentes do tensor de curvatura correspondem ao

ponto P . Na equação (A.1) nós omitimos os termos de ordem superior nos tensores de

curvaturas e suas derivadas. Além disso, yα representa um desvio com relação ao ponto

P , de tal maneira que todas as derivadas parcial que se encontram abaixo, são derivadas

com respeito a yα. Considerando agora a equação (A.1) podemos escrever as seguintes

expansões

gµν = ηµν +
1

3
Rµ

α
ν
β y

αyβ ,

Γλ
µν = − 2

3
Rλ

(µν) τy
τ . (A.2)
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Então para duas derivadas covariantes ∇µ∇ν , atuando num escalar, obtemos que

∇µ∇ν = ∂µ∂ν +
2

3
Rλ

(µν) τ yτ∂λ . (A.3)

Realizando uma contração com o tensor

gµν = ηµν +
1

3
Rµ

λ
ν
β yαyβ , (A.4)

resulta que

� = gµν∇µ∇ν = ∂2 − 2

3
Rλ

τ yτ∂λ +
1

3
Rµ

α
ν
β yαyβ∂µ∂ν , (A.5)

onde ∂2 = ηµν∂µ∂ν . Em seguida levando em consideração as equações (A.1), (A.3) e (??),

finalmente obtemos o operador de nosso interesse

∇µ∇ν − gµν� = ∂µ∂ν +
2

3
Ṙλ

(µν) τy
τ∂λ − ηµν∂

2 +
2

3
ηµνṘ

λ
τ y

τ∂λ

− 1

3
ηµνṘ

ρ
α
σ
β y

αyβ∂ρ∂σ −
1

3
Ṙµανβy

αyβ∂2 . (A.6)

A próxima quantidade que estamos interessados é o propagador do campo escalar. Através

da equação (A.5) encontramos, (mais detalhes sobre a obtenção do propagador se encon-

tram em Refs. [31, 72]) a expressão relevante para o propagador do campo de massa m

na aproximação linear da curvatura,

Ḡ(y) =

∫
d4k

(2π)4
eiky
[ 1

k2 +m2
−
(
ξ − 1

6

) R

(k2 +m2)2

]
, (A.7)

onde nós assumimos a rotação de Wick no espaço euclidiano. A equação (A.7) foi recen-

temente utilizada em Ref. [93] no cálculo do potencial efetivo de um campo escalar na

regularização de momento cut-off. Uma vez que nós usamos a representação de momentos

local, podemos garantir que o resultado (A.7) possui uma forma covariante, apesar dessa

simples aplicação do esquema de cut-off ser, a prinćıpio, supostamente capaz de quebrar

até mesmo a invariância de Lorentz.



Apêndice B

Equações de movimento efetivas

Apresentamos aqui as equações efetivas de movimento na aproximação O(R), para o caso

em que a ação efetiva é reduzida a (4.61). Por meio das equações (4.61) e (4.67) obtemos

que

ε̄
(1)
0 = − ∂V̄0

∂ ϕ

∣∣∣
v0

(B.1)

e

ε̄
(1)
1 = −∂2V̄0

∂ ϕ2

∣∣∣
v0
· v1 −R

∂V̄1

∂ϕ

∣∣∣
v0
. (B.2)

Vamos denotar a parte do potencial clássico, que não depende da massa e do tensor de

curvatura como

V = V (ϕ) =
λ

4
ϕ4 . (B.3)

Agora, se nos valermos das quantidades V̄0 e V̄1 dadas por (4.64) e (4.65), pode-se facil-

mente mostrar que

∂V̄ div
0

∂ϕ
=

1

32π2

[
Ω2V ′′′ − (V ′′ −m2)V ′′′ ln

Ω2

m2

]
,

∂2V̄ div
0

∂ϕ2
=

1

32π2

[
Ω2V ′′′′ − (V ′′′)2 ln

Ω2

m2
− V ′′′′(V ′′ −m2) ln

Ω2

m2

]
,

∂V̄ div
1

∂ϕ
=

1

32π2

(
ξ − 1

6

)
V ′′′ ln

Ω2

m2
. (B.4)
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Além disso, das quantidades V̄
(0)
ren e V̄

(1)
ren dadas por (4.62), obtemos que

∂V̄ ren
0

∂ ϕ
=

1

32π2
(V ′′ −m2)V ′′′

[
ln
(V ′′ −m2

µ2

)
+

1

2

]
,

∂2V̄ ren
0

∂ ϕ2
=

1

32π2

{[
(V ′′′)2 + (V ′′ −m2)V ′′′′

][
ln
(V ′′ −m2

µ2

)
+

1

2

]
+ (V ′′′)2

}
,

∂V̄ ren
1

∂ ϕ
= − 1

32π2

(
ξ − 1

6

)
V ′′′
[
ln
(V ′′ −m2

µ2

)
+ 1
]
. (B.5)

Em seguida vamos calcular as expressões on-shell, considerando que considerar que ϕ →

ϕ0c e λv20 = 6m2, na forma

∂V̄ div
0

∂ϕ

∣∣∣
v0

=
1

32π2

[
λv0Ω

2 − 2λm2v0 ln
Ω2

m2

]
,

∂V̄ div
1

∂ϕ

∣∣∣
v0

=
1

32π2

(
ξ − 1

6

)
λv0 ln

Ω2

m2
,

∂2V̄ div
0

∂ϕ2

∣∣∣
v0

=
1

32π2

[
λΩ2 − 8λm2 ln

Ω2

m2

]
. (B.6)

De maneira análoga, as expressões renormalizadas on-shell, são dadas por

∂V̄ ren
0

∂ϕ

∣∣∣
v0

=
1

16π2
λm2v0

[
ln
(2m2

µ2

)
+

1

2

]
,

∂2V̄ ren
0

∂ϕ2

∣∣∣
v0

=
λm2

16π2

[
4 ln

(2m2

µ2

)
+ 5
]
,

∂V̄ ren
1

∂ϕ

∣∣∣
v0

= − λv0
32π2

(
ξ − 1

6

)[
ln
(2m2

µ2

)
+ 1
]
. (B.7)

Neste ponto, podemos obter os elementos das equações de movimento

ε̄
(1)
0,div =

∂V̄
(0)
div

∂ϕ

∣∣∣
v0

= − λv0
32π2

Ω2 +
λm2v0
16π2

ln
Ω2

m2
, (B.8)

ε̄
(1)
0,ren =

∂V̄
(0)
ren

∂ϕ

∣∣∣
v0

= − 1

16π2
λm2v0

[
ln
(2m2

µ2

)
+

1

2

]
, (B.9)

ε̄
(1)
1,div = −∂2V̄ div

0

∂ ϕ2

∣∣∣
v0
· v1 −R

∂V̄ div
1

∂ϕ

∣∣∣
v0

= − 3ξ

32π2v0
Ω2R +

λv0
32π2

(
3ξ +

1

6

)
R ln

Ω2

m2
, (B.10)

ε̄
(1)
1,ren = −∂2V̄ ren

0

∂ ϕ2

∣∣∣
v0
· v1 − R

∂V̄ ren
1

∂ϕ

∣∣∣
v0

= − λv0
32π2

(
3ξ +

1

6

)
R ln

(2m2

µ2

)
−
(
4ξ +

1

6

) λv0
32π2

R . (B.11)

Uma última observação é que, conforme ja hav́ıamos mencionado no corpo do texto, todas

estas expressões devem ser consideradas como constantes na aproximação considerada.
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Shapiro I. L. & Solà J., Cosmological constant, renormalization group and Planck

scale physics, Nucl. Phys. B Proc. Suppl. 127, 71 (2004).



B. Equações de movimento efetivas 78
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