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Resumo

A tese está composta de duas partes principais. Na primeira parte, o férmion de Dirac foi

considerado interagindo com diferentes campos externos. Uma abordagem extremamente

eficiente para se extrair informações f́ısicas da Hamiltoniana, é fazer uma transformação

Foldy-Wouthuysen nela. Além da transformação Foldy-Wouthuysen perturbativa, existe

a versão exata, que não é baseada em séries de potências no parâmetro 1/m. Nesta

tese foi desenvolvida uma maneira de se fazer a transformação Foldy-Wouthuysen exata

com os campos de interesse. Foi tomado o campo espinorial de Dirac no fundo de ondas

gravitacionais e um campo magnético constante. A Hamiltoniana transformada mostra

que o efeito da onda gravitacional no campo espinorial e na correspondente part́ıcula pode

ser, em prinćıpio, intensificado por um campo magnético suficientemente forte. Cálculos

análogos foram realizados para a componente temporal do campo de torção gravitacional.

Além disso, foi feita uma classificação geral dentre os posśıveis termos que violam as

simetrias CPT e Lorentz, selecionando aqueles que admitem esta transformação. Foi

desenvolvida uma nova abordagem para estudar, qualitativamente, os casos para os quais

a transformação exata não é permitida. Esta técnica foi chamada de transformação semi-

exata. A vantagem desta técnica em relação à transformação padrão é de ser muito

mais econômica na parte de cálculos. Como exemplo de aplicação foram considerados os

casos de campo elétrico externo e a parte vetorial do campo de torção gravitacional. Na

segunda parte da tese, foram calculadas as correções de um laço para o setor do fóton

da eletrodinâmica quântica no fundo de um campo gravitacional. O cálculo foi realizado

utilizando a técnica do “heat-kernel”de duas maneiras diferentes e uma nova ambiguidade

nos resultados foi encontrada. Este resultado representa o primeiro exemplo conhecido

da chamada anomalia multiplicativa. Realizando os cálculos para diferentes dimensões do

espaço-tempo, encontramos uma explicação qualitativa desta anomalia. Além dos fatores

de forma não-locais do campo eletromagnético, foi calculada a função beta de um laço

f́ısica, que descreve a variação desta grandeza em relação à energia do processo e é válida

para todas as escalas de energia. Usando esta função beta encontramos a forma mais

completa do famoso teorema de Appelquist e Carazzone.

Palavras-chave: Transformação Foldy-Wouthuysen exata. Eletrodinâmica quântica

em espaço-tempo curvo. Anomalia multiplicativa.



Abstract

This thesis is composed by two main parts. On the first one, the Dirac fermion was

considered interacting with different external fields. A very efficient approach to extract

physical information from the Hamiltonian is to perform a Foldy-Wouthuysen transfor-

mation on it. There are, on the literature, two versions of this transformation. The

standard and the exact ones. The main difference between them is that the last is not

based on a power series low in the parameter 1/m. On this thesis, we developed a method

to perform the exact Foldy-Wouthuysen with the fields of interest. The Dirac field was

described in a constant magnetic field plus gravitational wave background. The trans-

formed Hamiltonian shows that the effect of the gravitational wave on the magnetic field

could be, in principle, enforced by a sufficient strong magnetic field. Similar calculations

was performed to the temporal component of the gravitational torsion field. Furthermore,

it was done a general classification of the possible terms the violate the CPT and Lorentz

symmetries, selecting those of them wich allow the exact transformation. A new approach

to qualitatively study the cases for wich this kind of transformation is not allowed, was

developed. This technique was called semi-exact transformation and has the advantage

to the standard transformation of being much more economic in the calculations part.

As examples of application it was considered the cases of external electric field and the

vectorial component of the torsion gravitational field. On the second part of the thesis,

it was calculated the one loop quantum corrections to the photon sector of the quan-

tum electrodynamics in a gravitational background. The calculation was done using the

“heat-kernel” technique in two different ways and an ambiguity on the results was found.

This fact represents the first known example of the so called multiplicative anomaly. The

calculations were performed to different space-time dimensions and a qualitative expla-

nation of this anomaly was found. The non local formfactors to the electromagnetic field

was obtained and also the one loop complete beta function, that describes the energy

variation of it in relation to the energy of the process and it is valid to all energy scales.

Using this beta function, the more complete form of the famous Appelquist e Carazzone

theorem was obtained.

Keywords: exact Foldy-Wouthuysen transformation. Curved space-time quantum

electrodynamics. Multiplicative anomaly.
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1 Introdução

Em 1928, o grande cientista Paul Dirac escreveu a equação que descreve, através da

mecânica quântica, uma part́ıcula com spin meio e que satisfaz os prinćıpios da relativi-

dade especial. Dirac procurava resolver o problema das densidades de probabilidade neg-

ativas da equação de Klein-Gordon. Por muito tempo após o estabelecimento da equação

que leva seu nome, acreditou-se que essa era a única equação de onda relativ́ıstica válida

para part́ıculas massivas. Somente depois de Pauli e Weisskopf darem uma reinterpretação

da equação de Klein-Gordon como uma teoria de campo em 1934, que este suposto engano

começou a ser desfeito.

Até hoje, a equação de Dirac possui uma enorme importância já que descreve part́ıculas

de spin 1/2 e tanto o próton quanto o elétron, por exemplo, têm esse valor de spin. Muitas

outras part́ıculas possuem esse valor de spin, como o nêutron e os mésons µ. De fato,

como caracteŕıstica teórica, todas as part́ıculas encontradas na natureza que satisfazem

à estat́ıstica de Fermi possuem spin 1/2. Os mésons π, descobertos em 1947 (com con-

tribuição significativa de César Lattes), foram as primeiras part́ıculas massivas com spin

diferente (zero, no caso).

Se tomarmos o caso de um elétron em um dado potencial, a equação de Dirac possui

quatro soluções, sendo que duas descrevem o comportamento das duas componentes da

função de onda do elétron, de tal forma que cada uma possui um dos posśıveis valores

de spin para esta part́ıcula (± 1/2). Já as outras duas soluções levaram Dirac a formu-

lar uma teoria bastante inovadora para a época, que deveria descrever part́ıculas com

carga positiva e os mesmos valores de spin do elétron. Então, ele introduziu a teoria de

antipart́ıculas e o pósitron (antipart́ıcula do elétron) foi descrito teoricamente. A par-

tir dáı uma série de aplicações começaram a tomar enorme importância nos estudos das

part́ıculas “elementares”. Cada vez mais aceleradores de part́ıculas foram constrúıdos a

fim de compreender o comportamento dos componentes da matéria. A busca por maior

precisão e limites de energias mais altos levaram f́ısicos experimentais a uma grande jor-

nada de aprimoramento dos aceleradores até chegarmos ao LHC, que é um acelerador
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com potência máxima nos dias atuais e que está começado a funcionar no CERN.

Até hoje, há muitos testes e estudos teóricos a serem feitos com base em resulta-

dos de experiências realizadas em aceleradores de part́ıculas que envolvem part́ıculas de

spin semi-inteiro (sobre este assunto, há um artigo introdutório [59] elaborado durante

a escola de f́ısica de part́ıculas do CERN em 2009). Um dos mais importantes aspectos

talvez seja o estudo dos neutrinos, mas também há um número enorme de aplicações ao

estudo de colisão de part́ıculas com alta energia com prótons para se compreender de

forma cada vez mais clara a estrutura interna desse tipo de part́ıcula e buscar entender a

caracteŕıstica, de certa forma intrigante, do confinamento dos quarks. A equação de Dirac

descreve as amplitudes de probabilidade para uma única part́ıcula, ou seja, é uma teoria

de uma part́ıcula apenas. Ela não leva em conta a criação e aniquilação de part́ıculas, por

exemplo. Para uma descrição quântica correta de todos os fenômenos f́ısicos associados às

part́ıculas que a equação de Dirac visa a descrever, esta equação, que usa funções de onda

como meio de interpretação dos resultados, deve ser substitúıda por uma equação fisica-

mente diferente que usa a descrição de campos quânticos para a matéria. Além disso, se

adicionarmos um campo eletromagnético quantizado a esta teoria formularemos a teoria

da eletrodinâmica quântica (EDQ). Se, por fim, desejarmos descrever a situação em que

um campo gravitacional externo pode estar presente, faz-se necessária a introdução da

Relatividade Geral.

A Relatividade Geral é uma teoria de gravitação que apresenta bastante sucesso em

aplicações aos fenômenos gravitacionais e à área de cosmologia. Suas predições se ajus-

tam bem à maioria dos testes e ela é extremamente condizente com quase todos os dados

existentes (veja, por exemplo, [135, 23]). Os limites de validade da Relatividade Geral

são notáveis apenas quando nos aproximamos de singularidades, onde aparentemente

é preciso levar em conta alguns efeitos quânticos. Com o surgimento da Relatividade

Geral, previsões não contidas na Mecânica Clássica se mostraram presentes na teoria de

Einstein, como, por exemplo, a precessão do periélio de Mercúrio, o desvio gravitacio-

nal para o vermelho e a deflexão da luz devido à presença de um campo gravitacional.

Uma teoria completa das interações fundamentais deve conter tanto a Relatividade Geral

como a Mecânica Quântica. Por volta da segunda metade do século XX surge a Teoria

Quântica de Campos moderna, incluindo várias abordagens em busca da Teoria Quântica

da Gravitação. Levando em conta a evolução dessa teoria desde o ińıcio, podemos afir-

mar que a descrição do comportamento do elétron continua sendo uma parte importante

dentro da Teoria de Campos implementando várias investigações, baseadas nas novas

caracteŕısticas da teoria, aplicados a essa part́ıcula.
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Nesta tese serão abordados vários aspectos da equação de Dirac. Os dois focos princi-

pais de estudo serão divididos pela maneira clássica e a quântica de descrição dos férmions

de Dirac. No primeiro caso, vamos buscar um formalismo que permita que a análise da

equação seja a mais clara posśıvel e, dessa forma, o objetivo da primeira parte do trabalho

poderá ser considerado como alcançado quando possuirmos uma descrição clássica bem

expĺıcita dos fenômenos englobados pela equação de Dirac. Uma maneira útil de tratar

o campo de Dirac interagindo com alguns campos de fundo é a transformação Foldy-

Wouthuysen [54] que nos permite uma separação de componentes “grandes” e “pequenas”

do bi-spinor de Dirac. Podemos distinguir duas versões destas transformações: a trans-

formação Foldy-Wouthuysen exata (TFWE) [50] e a transformação Foldy-Wouthuysen

aproximada (TFW), na qual a solução é obtida em forma de séries de potências no

parâmetro 1/mc2. A solução aproximada não é muito complicada de se obter, mas neste

caso existe um certo risco de serem perdidos termos relevantes [107]. Aqui, nós concen-

tramos nossa atenção sobre a solução exata que é mais complexa e mais interessante do

ponto de vista matemático.

No segundo caso, passaremos a considerar as posśıveis correções quânticas para essa

equação. Tomaremos a eletrodinâmica quântica (EDQ) no espaço-tempo curvo e o estudo

estará baseado não somente nos resultados para essas correções como também nos métodos

de cálculos que serão utilizados. A interação do campo eletromagnético com a gravitação é

uma área de estudo importante devido às várias aplicações astrof́ısicas e cosmológicas. Há

vários trabalhos nessa área e, em particular, muitas publicações interessantes dedicadas às

correções quânticas no setor eletromagnético da teoria, produzidas pelo campo de Dirac.

Nos trabalhos mais antigos [100, 28], os cálculos diretos foram feitos através dos diagramas

de Feynman e o método de Schwinger e pouco tempo depois, começando por [44], usando

diferentes modificações do método de “heat-Kernel”[101, 127, 4, 17]. Os diagramas foram

utilizados na forma tradicional de cálculos [92, 5] no espaço-tempo plano e com uma

abordagem modificada para admitir o espaço-tempo curvo [113]1. Uma consideração geral,

que inclui cálculos em um e dois laços e ainda levam em conta efeitos de temperatura, foi

feita em [47].

Nossa intenção aqui não é discutir todas as aplicações em detalhes, mas utilizá-las

como motivação para se buscar as correções quânticas exatas em um laço para EDQ.

Uma das implicações mais importantes das correções quânticas para a ação do campo

eletromagnético é a quebra da invariância conforme que a teoria possui em ńıvel clássico.

1Ainda há uma outra abordagem que quebra a simetria conforme e é baseada na quebra espontânea
da invariância de Lorentz [16].
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Existem situações cosmológicas e astrof́ısicas em que a violação da simetria conforme

pode ser relevante (em [57, 58] há uma breve revisão sobre a transformação conforme

local aplicada a Relatividade Geral). A quebra dessa simetria muda a equação de estado

da radiação, o que pode ser importante, por exemplo, na época dominada pela radiação do

Universo. A equação de estado modificada permite a construção de modelos cosmológicos

interessantes [104], em particular, aqueles [15] baseados nas correções quânticas obtidas

em [44]. A equação de estado modificada pode produzir uma mudança na lei de expansão

do Universo, aumento de entropia e outros fenômenos. Além disso, este efeito poderia

afetar levemente como a densidade de radiação e a temperatura CMB dependem do desvio

para o vermelho. Devido ao crescimento da precisão dos experimentos em astrof́ısica, em

algum ponto esses resultados das correções quânticas podem se tornar relevantes.

Essa violação possui outra aplicação interessante, já que é necessária para a criação das

sementes iniciais dos campos magnéticos de larga escala em galáxias, na época da formação

de estruturas [131]. Há uma tentativa (muito conhecida) de se explicar essa violação por

efeitos quânticos similares a anomalia conforme [40], durante a época inflacionária [46].

Seria muito interessante conhecer completamente os mecanismos teóricos que estão por

trás dessa violação, incluindo os que podem ocorrer em épocas da evolução do Universo

mais tardias quando as massas das part́ıculas fermiônicas passam a ter maior relevância

na contribuição para a energia do sistema. Este problema já foi bem discutido, e.g., em

[10, 32], ou ainda em [70] e [71] em que podem ser encontradas revisões recentes das

posśıveis origens das sementes iniciais dos campos magnéticos e assuntos correlatos. A

magnitude dos campos magnéticos t́ıpicos no Universo variam de poucos µG (no caso de

galáxias e clusters), passando por alguns G (planetas, como a Terra ou Júpiter), chegando

a 1012G nas estrelas de nêutrons. Os campos magnéticos com correlação maior que a

unidade astronômica são chamados de campos magnéticos de larga escala.

As questões que envolvem esse assunto são relacionadas à origem desses campos. O

grande f́ısico Enrico Fermi há mais de cinquenta anos apontou para a possibilidade de

esses campos serem primordiais. Existem teorias mais modernas que se fundamentam em

ter existido, durante a evolução do Universo, uma fonte inicial para estes campos que,

durante a passagem do tempo, se tornou muito forte a ponto de ser observada nos nossos

dias [70]. Essas fontes são conhecidas como as sementes e o mecanismo de amplificação dos

campos é o d́ınamo. Há diferentes tipos de d́ınamo, mas basicamente o mecanismo mostra

como é posśıvel haver transferência de energia cinética em energia magnética em plasmas

magnetizados. A aplicação da nossa abordagem a este problema teria como base tomar a

ação de eletrodinâmica quântica completa (com fatores de forma completos) e para a parte
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de Maxwell e utilizar a equação de d́ınamo descrita em [71] para obter a magnitude de

campos magnéticos que poderiam ser gerados por essas correções quânticas. Assim, basta

fazer a comparação entre o valor teórico que será obtido desses cálculos com os valores

experimentais fornecidos pela literatura. A partir disso, podeŕıamos, em prinćıpio, ter

uma posição conclusiva a respeito da contribuição das correções de um laço para a carga

do elétron em campos magnéticos de larga escala.

Outra implicação interessante desse resultado é que as correções quânticas para o

propagador do fóton podem modificar a posição do pólo e portanto gerar a situação na

qual a onda eletromagnética se propaga com uma velocidade que é ligeiramente diferente

daquela do caso puramente clássico. Um efeito similar pode acontecer no espaço-tempo

curvo e é caracterizado como movimento superluminal [89, 29] (em [128] há uma revisão

recente do assunto). Em particular, esse efeito pode ter um impacto significante no

comportamento da luz nas vizinhanças de um buraco negro [96, 37, 30], também pode

aparecer devido à presença de limites (ou contornos) e, em geral, devido às condições

macroscópicas [31]. Sabemos que além disso, a propagação da luz pode ser afetada por

termos não lineares [105] os quais podem resultar das correções quânticas e das interações

clássicas e/ou quânticas com a gravitação externa [108] ou com outros campos como “k-

Essence”[11]. Claramente a simetria conforme próıbe a maior parte das possibilidades de

mudança nas equações de onda e, portanto, o estudo detalhado da quebra dessa simetria

é muito relevante para a caracterização deste problema. Neste sentido, pode ser visto

como uma forma de análise bem geral das correções quânticas produzidas pelo campo de

Dirac quântico.

Além de todas essas implicações citadas nos três últimos parágrafos, se pensarmos

apenas sobre a simetria conforme, uma observação importante é que em teorias realistas

como EDQ ou o modelo padrão, e também as generalizações delas como o modelo padrão

supersimétrico ou teorias de grande unificação, o campo eletromagnético (não massivo),

é conformalmente invariante já que o vetor Aµ não muda sob transformação conforme

local g′µν = e2σgµν , por possuir peso conforme nulo, devido ao fato de a generalização

para o caso gravitacional ser feita pela tetrada Aµ = eb
µAb e gµν = ηabe

b
µe

a
ν. Entretanto,

ele interage com outros campos, que são massivos, e por esse motivo a teoria torna-se

conformalmente não-invariante. Nesta tese, os estudos estão concentrados no caso mais

simples de EDQ em espaço-tempo curvo e buscaremos apresentar a visão mais geral da

violação da simetria conforme nesta teoria.

Neste contexto, podemos formular as duas principais perguntas:
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1) Qual o mecanismo de violação da simetria conforme local para energias inter-

mediárias e como fazer a ligação dessa violação com os limites ultravioleta e infraver-

melho ? Essa não é uma questão puramente técnica visto que durante sua evolução, o

Universo atravessa diferentes fases e é desejável conhecer como a simetria conforme é vio-

lada não apenas na época inflacionária ou na presente, mas também próximo à época de

recombinação ou ainda no peŕıodo quando as estruturas cósmicas começam a se formar.

2) Até que limite as correções quânticas e, em particular, a violação da simetria

conforme, são universais ? Em outras palavras, existe alguma ambiguidade nos termos

quânticos ? Responder à última pergunta é obviamente significante já que a ação efetiva,

em geral, não é um objeto definido univocamente. Em vários casos, ela depende da

parametrização dos campos quânticos, da escolha para fixação do calibre, dos esquemas

de cálculos, da regularização, da renormalização, etc.

Nossa proposta para responder a primeira pergunta é obter uma expressão mais geral

para a correção quântica de um laço para o setor eletromagnético da EDQ no espaço-

tempo curvo. As situações f́ısicas para essas correções no universo novo e em um peŕıodo

posterior são bem diferentes. No primeiro caso, os férmions podem ser tratados como

praticamente sem massa. Neste caso, o mecanismo para a violação da simetria conforme é

a bem conhecida anomalia conforme. A vantagem da anomalia conforme como método de

obtenção das correções quânticas são a simplicidade, a relação direta com as divergências

ultravioletas (UV) e consequente universalidade. Já para o limite de baixas energias, as

massas dos férmions virtuais são muito maiores que as energias dos fótons reais ou, de

forma equivalente, que as energias das linhas externas nos laços de férmions massivos.

Neste caso, observamos o desacoplamento das contribuições quânticas dos campos mas-

sivos, de acordo com o teorema de Appelquist e Carazzone [2]. A violação da simetria

conforme ainda existe, mas ela é relacionada aos termos de ordens superiores na ação

efetiva, que são suprimidos quadraticamente pela massa dos férmions2. Em espaço-tempo

curvo, há termos dependentes da curvatura que podem violar a simetria conforme. Como

nossa intenção é estudar a teoria no espaço-tempo curvo, sempre vamos nos concentrar

na quebra da simetria conforme local.

Já para estudar a segunda pergunta, usaremos os resultados matemáticos obtidos

para responder a primeira questão. Analisaremos tudo o que terá sido derivado fazendo

a interpretação correta (e mais clara posśıvel) das contribuições em um laço para a ação

efetiva. Como vamos usar o método de campo de fundo para os cálculos (veja e.g. o

2Um exemplo desse tipo de termos é F µν 2

m2 Fµν que nós vamos discutir em detalhes no caṕıtulo 8.
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livro [24] para uma introdução ao assunto), o trabalho prático ficará reduzido a obter

explicitamente Ln Det do operador Ĥ, que tipicamente é a forma bilinear da ação clássica

com respeito aos campos quânticos. O operador Ĥ em vários casos depende dos campos

de fundo (os quais podem ser apenas campos externos). Como resultado, a operação

de tomar o determinante funcional de um operador dessa forma não é trivial devido à

dimensão infinita da representação matricial correspondente. Em particular, as relações

Det (Â · B̂) = Det Â · Det B̂ e Ln Det Â = Tr Ln Â ,

que são certamente válidas para matrizes de dimensões finitas deveriam, em prinćıpio, ser

provadas na teoria quântica de campos. Entretanto, há uma outra possibilidade na qual

essas relações podem ser violadas e, de acordo com a lógica matemática, isso pode ser

feito através da apresentação de um único contraexemplo não trivial. Por exemplo, isso

pode significar um par de operadores Â e B̂, para os quais a primeira das relações acima

seria violada. Essa situação é conhecida e foi chamada de anomalia multiplicativa (AM)

[90, 51].

Esforços consideráveis foram aplicados na tentativa de se encontrar um exemplo em

que a primeira equação fosse violada, mas até agora em todos os casos as diferenças

apareciam devido à ambiguidade na renormalização apenas [53, 45, 102]. Isso significa

que quando as condições de renormalização são impostas aos operadores Â, B̂ e Â · B̂,

pode haver uma diferença devido à independência dessas condições para operadores dis-

tintos. Em particular, essa situação pode aparecer quando os determinantes funcionais

são definidos por meio da regularização que utiliza a função-ζ generalizada [52, 33, 133],

pois essa abordagem esconde as divergências e fornece o resultado renormalizado e reg-

ularizado automaticamente. Logo a dependência com o parâmetro arbitrário de renor-

malização (µ) deve ser implementada artificialmente e isso abre caminho para a AM.

Essa situação foi analisada com detalhes em [119, 53]. Se considerarmos, por exemplo,

Ln Det
(
2 + M2

1

)
·
(
2 + M2

2

)
no espaço de de Sitter, o resultado será um funcional que

depende de alguns parâmetros constantes, chamados de M2
1,2 e da curvatura escalar Λ.

Além disso, essa expressão possui dimensão quatro. Como resultado, ela possui exata-

mente a mesma estrutura dos contratermos e, portanto, está sujeita a uma ambiguidade

na renormalização. Então, vemos que é muito dif́ıcil fazer uma conclusão definitiva sobre

a existência da AM baseada nesse tipo de cálculos. Para se estabelecer a existência da

AM, é preciso encontrá-la em um setor finito da ação efetiva que pode claramente ser

diferente dos contratermos, por exemplo, pode ser uma parte não local da ação efetiva,

que não possui relação direta com os contratermos.
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Nossa proposta aqui será apresentar um exemplo de outro tipo, que pode ser entendido

como a AM não-local que não é reduzida a ambiguidade na renormalização. Para construir

este exemplo vamos usar os resultados que serão obtidos para as correções quânticas para

EDQ em espaço-tempo curvo com duas abordagens distintas (dois operadores diferentes).

A tese está dividida como segue. O próximo caṕıtulo é dedicado a uma breve revisão

dos elementos básicos de Relatividade Geral que serão importantes para o desenvolvimento

do trabalho. No caṕıtulo 3, será feita a motivação matemática para o estudo da equação

de Dirac. Não serão mostrados detalhes históricos ou uma descrição minuciosa de cada

passo percorrido para se chegar a essa equação. De forma objetiva, será apresentada uma

maneira de a descrever em um campo gravitacional de fundo. No caṕıtulo 4 é mostrada

uma coletânea de resultados importantes para o uso da técnica da transformação Foldy-

Wouthuysen exata (TFWE). Além da motivação para o uso desta técnica será mostrada de

forma didática como se fazer o uso da transformação para um caso qualquer de interação

de campos externos com o campo de Dirac.

O caṕıtulo 5 faz uso de todos os principais resultados mostrados nos caṕıtulos ante-

riores. Faremos os cálculos expĺıcitos da TFWE para o caso de um férmion que interage

com um campo magnético externo em uma região do espaço onde existam ondas gra-

vitacionais [56]. Todos os passos do desenvolvimento serão apresentados de forma clara

para que a utilidade da técnica, bem como a validade dos resultados, sejam bem estabe-

lecidas. No caṕıtulo 6, faremos uma grande classificação do campo de aplicações desta

transformação para outros casos. Tomaremos uma ação que englobe os termos que violam

as simetrias CPT e Lorentz e construiremos uma tabela que mostra quais deles admitem

a TFWE [62]. O estudo da TFWE para o caso da parte escalar do vetor que descreve a

torção gravitacional será desenvolvida até o final. Além disso, vamos mostrar como fazer

a análise qualitativa (transformação semi-exata) da Hamiltoniana transformada para dois

casos [60, 61] em que a TFWE não é admitida.

No caṕıtulo 7 passamos a abordar a análise das correções quânticas para uma teoria em

espaço-tempo curvo. Nosso objetivo ainda continua sendo o estudo da equação de Dirac,

mas neste caṕıtulo faremos uma breve revisão sobre os métodos de cálculos úteis para se

obter esses resultados para uma teoria qualquer. No caṕıtulo 8, os resultados do caṕıtulo

7 são aplicados à ação de Dirac com o termo de Maxwell, ou seja, passamos a estudar

a EDQ. Utilizaremos o método de “heat-kernel”[6] para obter as correções quânticas de

um laço para o termo que descreve o comportamento do fóton nessa ação [63]. Este

cálculo será feito de duas maneiras diferentes. A prinćıpio podeŕıamos pensar que o fato
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de usarmos duas abordagens teria o objetivo de dar crédito ao resultado no caso de ambas

concordarem ou de mostrar que uma delas é inválida, caso mostrem uma discrepância.

Veremos que nenhuma das duas possibilidades é a correta e vamos mostrar argumentos

fortes para poder afirmar que a não concordância dos resultados é uma propriedade da

ação efetiva desta teoria. Será apresentado o exemplo expĺıcito da anomalia multiplicativa

já comentada acima [64]. Faremos a análise de todos os resultados para a dependência da

carga elétrica com a energia e, por fim, a derivação análoga para as correções quânticas

de um laço para eletrodinâmica quântica escalar também é feita.



18

2 Alguns elementos matemáticos

de Relatividade Geral

O foco principal deste caṕıtulo é uma revisão sobre as grandezas matemáticas básicas

da teoria da Relatividade Geral. Serão feitos breves comentários sobre os elementos que

serão necessários para o desenvolvimento do trabalho. É importante enfatizar que o

objetivo deste caṕıtulo não é discutir as bases conceituais dessa teoria, pois isso tomaria

espaço desnecessário no texto além de fugir ao tema principal desta tese.

2.1 Notação relativ́ıstica

Antes de começarmos a introduzir as grandezas importantes em RG, é necessário

definir notações. Vamos então definir as grandezas básicas da teoria, entretanto sem

explicações minuciosas sobre cada uma, pois este não é o objetivo deste trabalho.

Será generalizada a noção de distância entre dois pontos do espaço como o intervalo

entre dois pontos no espaço-tempo, para que ele seja invariante perante as transformações

de Lorentz. O intervalo é dado por

ds2 = dxµdxµ = ηµνdx
µdxν = c2dt2 − (dx2 + dy2 + dz2) , (2.1)

onde

xµ = (x0, x1, x2, x3) = (ct, x, y, z) (2.2)

e ηµν é a métrica de Minkowski. Para os operadores diferenciais, definimos

∂µ =
∂

∂xµ
= (∂0, ∂1, ∂2, ∂3) =

(1

c

∂

∂t
,
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
=
(1

c

∂

∂t
,∇
)
,

∂µ = gµν∂ν = (
1

c

∂

∂t
,−∇) , ∂µ∂µ =

1

c2
∂2

∂t2
−∆ . (2.3)

O quadrivetor energia-momento de uma part́ıcula é escrito da seguinte maneira

pµ =
(E
c
,
−→
P
)
, pµ =

(E
c
, −−→P

)
. (2.4)
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A relação entre o momento e energia da part́ıcula tem a forma (relação de dispersão)

p2 = pµpµ =
E2

c2
− P 2 = m2c2 .

Nas unidades em que c = 1, temos

p2 = pµpµ = E2 − P 2 = m2 . (2.5)

2.2 Grandezas básicas de Relatividade Geral

A Relatividade Geral é fundamentada no prinćıpio da equivalência de Einstein, que

diz:“em qualquer ponto do espaço-tempo, em qualquer campo gravitacional, pode-se es-

colher um sistema de coordenadas ‘localmente inerciais’ tal que numa vizinhança suficien-

temente pequena desse ponto as leis da natureza terão a mesma forma como num sistema

de coordenadas cartesianas não aceleradas”.

Para se definir grandezas nessa teoria é necessário usar uma ferramenta matemática

que seja condizente com o prinćıpio da equivalência. Utilizam-se os tensores, pois se sabe

que um tensor quando muda de sistema de coordenadas continua sendo um tensor, pela

própria definição [98]. Um tensor de rank três, por exemplo, é definido como

T ′α
βγ

(
x′) =

∂x′α

∂xλ

∂xµ

∂x′β
∂xν

∂x′γ
T λ

µν

(
x) . (2.6)

Um conceito importante da Relatividade Geral é que o campo gravitacional não é como

os outros campos, mas uma caracteŕıstica geométrica fundamental do espaço-tempo. Para

se medir distâncias nesse espaço, utiliza-se o tensor métrica, pois o intervalo é escrito da

seguinte maneira

ds2 = gµνdx
µdxν , (2.7)

onde temos que as componentes da métrica gµν descrevem o campo gravitacional.

Matematicamente, a descrição de campo gravitacional exige o uso da noção de va-

riedade. No caso em que a única caracteŕıstica do campo gravitacional é a métrica, a

construção se chama “espaço de Riemann”. Não será exibida aqui uma revisão sobre

variedades, pois essa discussão foge ao objetivo desta tese. Como referência podemos

indicar, por exemplo, o livro [41].
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2.3 Derivada covariante e conexão afim

A derivada parcial ∂αφ de um campo escalar φ é um vetor covariante. Entretanto, a

derivada parcial de algum outro tensor não forma um tensor. Porém, podemos adicionar

à derivada parcial alguns termos extras tais que a soma torna-se um tensor. Esta soma é

chamada derivada covariante ∇α. No caso de um vetor Aα sua derivada covariante tem a

forma

∇βA
α = ∂βA

α + Γα
βγA

γ . (2.8)

A derivada covariante (2.8) é um tensor se, e somente se, a conexão afim transforma-se

não tensorialmente

Γ′α
βγ =

∂x′α

∂xλ

∂xµ

∂x′β
∂xν

∂x′γ
Γλ

µν −
∂xµ

∂x′β
∂xν

∂x′γ
∂2x′α

∂xµ∂xν
. (2.9)

A regra para construir as derivadas covariantes de outros tensores vem do fato de o

produto de vetores contra e covariantes Aα e Bα ter que ser um escalar,

∇β(A
αBα) = ∂β(A

αBα) (2.10)

e consequentemente

∇βBα = ∂βBα − Γγ
βαBγ . (2.11)

Os coeficientes Γα
βλ, em Relatividade Geral, satisfazem duas condições

(i) Simetria (torção nula) 1

Γα
βγ = Γα

γβ ; (2.12)

(ii) Metricidade da derivada covariante,

∇αgµν = ∂αgµν − Γλ
µαgλν − Γλ

ναgµλ = 0 . (2.13)

Se usarmos estas condições em uma equação como a (2.8), para um tensor com número

de ı́ndices arbitrário, a única solução para Γα
βγ é

Γα
βγ =

1

2
gαλ(∂βgλγ + ∂γgλβ − ∂λgβγ) . (2.14)

A expressão acima é chamada “śımbolo de Cristoffel” que coincide, no caso de teoria com

simetria (i) e não-metricidade, com a conexão afim.

1O caso em que os ı́ndides inferiores da conexão afim não comutam, gerando o campo de torção, será
estudado a partir do caṕıtulo 6.
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2.4 Tensor de curvatura e suas propriedades

Se tentarmos entender o prinćıpio de equivalência usando as notações que estamos

fixando, poderemos entendê-lo com um enunciado que diria que sempre se pode escolher

coordenadas locais tais que num dado ponto x0, Γλ
αβ(x0) = 0. Portanto necessitamos de

um tensor do espaço-tempo que nos diga se o transporte paralelo muda os componentes de

um vetor. Se a conexão afim admite coordenadas globalmente planas, nessas coordenadas

tem-se que para tensor qualquer

(∂µ∂α − ∂α∂µ) T
β1β2...βm

α1α2...αn
= 0 , (2.15)

então, nestas coordenadas é válido que

[∇µ,∇α] T β1β2...βm

α1α2...αn
= 0 . (2.16)

Contudo, num caso geral não se pode esperar que as derivadas covariantes sempre

comutem, assim

∇µ∇νT
α = ∂µ∂νT

α + ∂µ(Γ
α
νλ)T

λ + Γα
νλ∂µT

λ − Γλ
νµ∂λT

α−
− Γλ

νµΓα
λγT

γ + Γα
µλ∂νT

λ + Γα
µλΓ

λ
νγT

γ , (2.17)

∇ν∇µT
α = ∂ν∂µT

α + ∂ν(Γ
α
µλ)T

λ + Γα
µλ∂νT

λ − Γλ
µν∂λT

α−
− Γλ

µνΓ
α
λγT

γ + Γα
νλ∂µT

λ + Γα
νλΓλ

µγT
γ , (2.18)

portanto

[∇µ,∇ν]T
α = T λ(∂µΓ

α
λν − ∂νΓ

α
λµ) + T τ(Γα

λµΓ
λ
τν − Γα

λνΓ
λ
τµ) = −Rα

λµνT
λ , (2.19)

onde Rα
λνµ é presentado da segunte forma

Rα
λνµ = ∂νΓ

α
λµ − ∂µΓ

α
λν + Γτ

λµΓα
τν − Γτ

λνΓ
α
τµ . (2.20)

O termo acima é chamado de “tensor de curvatura” ou “tensor de Riemann”. Da

mesma forma temos

[∇µ,∇ν]Zβ = Rλ
βνµZλ . (2.21)

Juntamente com o tensor de Riemann há algumas contrações importantes. A primeira

delas é o tensor de Ricci, Rα
µαν = Rµν , e seu traço R = Rµνg

µν é chamado escalar de

curvatura.
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2.5 Equações de Einstein

As equações dinâmicas da Relatividade Geral podem ser formuladas por meio da ação

de Einstein-Hilbert

Sgr = −1

γ

∫
d4x
√−g(R+ 2Λ), (2.22)

onde γ e Λ são constantes e g = det(gµν). O termo Λ é chamado de constante cosmológica.

O próximo passo é considerar a ação total, incluindo a parte da matéria Sm

St = Sgr + Sm (2.23)

e achar as equações de movimento δSt/δgµν = 0. O tensor energia-momentum da matéria

é definido como

T µν =
−2√−g

δSm

δgµν
. (2.24)

A variação da ação total, que corresponde a uma variação da métrica δgµν = hgµν tem a

forma (desconsiderando o termo com derivada total)

δSt =

∫
d4x
√−g

{
1

γ

(
Rµν − 1

2
gµνR − gµνΛ

)
− 1

2
T µν

}
hµν . (2.25)

Usando o prinćıpio da ação mı́nima, as equações para a métrica tomam a forma

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR =

γ

2
Tµν + Λgµν . (2.26)

Estas são as equações de Einstein com a constante cosmológica, onde o tensor Gµν é

convencionalmente chamado de tensor de Einstein [135].

2.6 Ondas gravitacionais

Nesta seção será feita uma breve revisão sobre ondas gravitacionais, em particular da

métrica que as descreve. Outros aspectos sobre ondas gravitacionais não serão levados em

conta. Eles podem ser encontrados, por exemplo, em [97]. Vamos estudar uma métrica

que descreve ondas gravitacionais fracas. Consideraremos propagações de perturbações

da métrica no fundo da métrica de Minkowski. Vamos tomar

gµν = ηµν + hµν , |hµν | ≪ 1 . (2.27)

A conexão afim, levando em conta apenas a primeira ordem em hµν será

Γλ
µν =

1

2
ηλ̺(∂µh̺ν + ∂νh̺µ − ∂̺hµν) (2.28)
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e o tensor de Ricci,

Rµν =
1

2
(∂λ∂νh

λ
µ + ∂λ∂µh

λ
ν − ∂2hµν − ∂µ∂νh) +O(h2) . (2.29)

As equações de movimento têm a forma

Rµν(hαβ) = 8πG(Tµν −
1

2
gµνTλ

λ) . (2.30)

Levando em conta as condições de calibre ∂µh
µ
ν − 1/2 ∂µh = 0 (veja por exemplo

[135]), chegamos à seguinte relação

∇2hµν = −16πGSµν , (2.31)

onde Sµν = Tµν− 1
2
Tηµν. Consideramos que a fonte das ondas também é fraca. Tomando

o caso especial quando o espaço está vazio, uma solução em forma de ondas planas é

hµν = eµνe
ikλxλ

+ e∗µνe
−ikλxλ

, (2.32)

onde kλ é o vetor de onda. Temos também o v́ınculo devido à invariância de calibre

kµe
µ
ν =

1

2
kνe

µ
µ . (2.33)

Vamos considerar o caso de uma onda que se propaga na direção x, ou seja, o vetor

de onda é tal que k3 = k2 = 0, k1 = k0 ≡ k > 0. A partir de (2.33), podemos escrever

e03 = −e13 , e01 = −1

2
(e11 + e00) , , e02 = −e12 , e22 = −e33 . (2.34)

Agora, vamos fazer a transformação e′µν = eµν + kµξν + kνξµ. Para isso escrevemos hµν

como em (2.32) e supomos h′µν = hµν − ∂µξν − ∂νξµ. Usamos então (2.33) e chegamos a

e′33 = e33 , e′32 = e32 , e′31 = e31 + kξ3 ,

e′21 = e21 + kξ2 , e′11 = e11 + 2kξ1 . (2.35)

Podemos escolher ξµ tal que todas as componentes exceto e33, e22 e e32 sejam nulas.

Já sabemos que e33 = −e22. Tomando e33 = v′ e e32 = u′, levando em conta que

gµν = ηµν + hµν , temos

h33 = v′eikx+kt + v′e−ikx+kt , h32 = u′eikx+kt + u′e−ikx+kt

h22 = −h33 , pois e22 = −e33 . (2.36)
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Para simplificar as notações vamos chamar h33 = 2v e h32 = 2u. Essas são as componentes

da métrica que serão utilizadas nesse trabalho para estudar o campo de Dirac no fundo

de uma onda gravitacional fraca [94]

gµν =





1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1− 2v −2u

0 0 −2u −1 + 2v




. (2.37)
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3 Campos de Klein-Gordon e de

Dirac

Os campos que aparecem quando se trata da mecânica quântica relativ́ıstica serão

apresentados agora. Mais à frente será apresentada uma maneira de introduzir a interação

desses campos com um campo gravitacional, no ramo da Relatividade Geral.

3.1 Equação de Klein- Gordon

Podemos escrever uma equação de onda para uma part́ıcula sem spin que corresponda

a um campo escalar. Já que não possui spin, ela tem apenas uma componente, que vamos

denotar por Φ. A equação de onda é obtida a partir da relação de dispersão (2.5),

substituindo os operadores diferenciais por E e P, como se faz na teoria quântica

E → i~
∂

∂t
, ,

−→
P → −i~∇ . (3.1)

Podemos escrever então

(
1

c2
∂2

∂t2
−∇2)Φ +

m2c2

~
Φ = 0 .

Usando unidades para as quais c = ~ = 1, temos

(∂µ∂µ +m2)Φ = 0 . (3.2)

Essa é conhecida como equação de Klein- Gordon. Nota-se que, substituindo (3.1) na

aproximação não relativ́ıstica de (2.5), E = P 2/2m, chegamos à equação de Schrödinger

para uma part́ıcula livre

(
~

2

2m
∇2 + i~

∂

∂t
)Φ = 0 , (3.3)

o que mostra que a equação de Schrödinger é uma aproximação não relativ́ıstica da

equação de Klein-Gordon. A densidade de probabilidade para a equação de Schrödinger



26

e a corrente de probabilidade são as seguintes [115]

ρ = Φ∗Φ ,

−→
j = − i~

2m
(Φ∗∇Φ− Φ∇Φ∗) . (3.4)

Elas obedecem à equação de continuidade

∂ρ

∂t
+∇−→j =

∂

∂t
(Φ∗Φ)− i~

2m
(Φ∗∇2Φ− Φ∇2Φ∗) = 0 . (3.5)

Na equação de Klein-Gordon, para ser propriamente relativ́ıstico, ρ não deve, como em

(3.4) transformar-se como escalar, mas como a componente temporal de um quadrivetor,

cuja componente espacial é
−→
j , dado por (3.5). Então ρ é dado por

ρ =
i~

2m
(Φ∗ ∂

∂t
Φ − Φ

∂

∂t
Φ∗) (3.6)

e com

jµ = (ρ,
−→
j ) =

i~

2m

[
Φ∗(∂0Φ)− (∂0Φ

∗)Φ , Φ∗(∇Φ)− (∇Φ∗)Φ
]

=

=
i~

2m

[
Φ∗(∂µΦ)− (∂µΦ∗)Φ

]
, (3.7)

usando a equação da continuidade

∂µj
µ =

i~

2m
(Φ∗∂µ∂

µΦ− Φ∗∂µ∂
µΦ) = 0 . (3.8)

Neste momento, a equação de Klein-Gordon apresenta dois “problemas” [21]. Primeiro

se nota que a densidade de probabilidade não é definida positivamente como na equação

de Schrödinger. Outro problema é que ela fornece duas energias, uma positiva e outra

negativa. Para uma part́ıcula livre, cuja energia é constante, isso é dif́ıcil de se aceitar.

Esses “problemas” do campo de Klein Gordon só podem ser solucionados no ramo da

Teoria Quântica de Campos, onde Φ não é tratado com uma função de onda mas como

um operador no espaço de Fock.

3.2 A Equação de Dirac

Para tentar resolver os problemas de interpretação da equação onda de Klein-Gordon

citados no final da seção anterior, vamos seguir o caminho tomado por Dirac em 1928,

procurando por uma equação relativisticamente covariante com densidade de probabi-

lidade positivamente definida. Para que isso aconteça, ela deve ser linear na derivada
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temporal e, para manter a invariância sob as transformações de Lorentz, deve ser linear

nas derivadas espaciais também. Vamos supor que essa equação deva ter a forma

i~
∂ψ

∂t
=

~c

i
(α1 ∂ψ

∂x1
+ α2 ∂ψ

∂x2
+ α3 ∂ψ

∂x3
) + βmc2ψ ≡ Hψ . (3.9)

Entretanto os coeficientes αi não podem ser simplesmente números, pois essa equação

não seria invariante perante rotações espaciais. E ainda, para termos as leis da f́ısica

iguais em todos os referenciais, ψ não pode ser um escalar. De fato, a densidade de

probabilidade deve ser a componente temporal de um quadrivetor que, se integrado sobre

todo o espaço, em um tempo fixo, deve ser invariante. Para resolver esse problema, Dirac

propôs que deveria ser considerada uma equação matricial. A função de onda como uma

matriz coluna com N componentes

ψ =





ψ1

.

.

ψN




(3.10)

e os coeficientes αi e β são matrizes N × N . Então a equação (3.9) deve ser substitúıda

por N equações

i~
∂ψσ

∂t
=

~c

i

N∑

τ=1

(
α1 ∂

∂x1
+ α2 ∂

∂x2
+ α3 ∂

∂x3

)

τσ
ψτ +

N∑

τ=1

βτσmc
2ψτ =

N∑

τ=1

Hτσψτ . (3.11)

Quando adotamos a convenção de soma dos ı́ndices repetidos e a notação matricial no

espaço-tempo quadridimensional, ou seja N = 4, esta equação volta a ter a forma da

(3.9).

Agora, apenas para simplificar a notação, vamos introduzir as matrizes αi = βγi e

γ0 = β. Com isso a equação (3.11), pode ser escrita como

(iγµ∂µ + mc2)ψ = 0 . (3.12)

As matrizes que aparecem nessa equação podem ser representadas explicitamente como

αi =



 0 σi

σi 0



 , β =



 1 0

0 −1



 , (3.13)

onde σi são as conhecidas matrizes de Pauli 2 × 2 e os blocos na matriz β são matrizes

unidade 2× 2. Escrevendo no espaço de momentos, temos

(γµPµ −mc2)ψ(p) = 0 , (3.14)
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que é a equação invariante perante transformações de Lorentz, que descreve part́ıculas

quânticas com spin 1
2

e é conhecida como equação de Dirac. As matrizes γ são

γ1 =





0 0 0 1

0 0 1 0

0 −1 0 0

−1 0 0 0




, γ2 =





0 0 0 −i
0 0 i 0

0 i 0 0

−i 0 0 0




, γ3 =





0 0 1 0

0 0 1 −1

−1 0 0 0

0 1 0 0




(3.15)

e γ0 = β. Elas satisfazem à álgebra de Clifford

{γµ , γν} = 2ηµνI , (3.16)

onde ηµν é a métrica de Minkowski e I a matriz identidade 4× 4.

3.3 Antipart́ıculas

Vamos definir o espinor adjunto de ψ. Ele será denotado por ψ e

ψ = ψ+γ0 , (3.17)

onde γ0 = β, a partir dele podemos escrever a equação adjunta de Dirac

ψ(iγµ←−∂µ −m) = 0 , (3.18)

nota-se que
←−
∂µ atua pela direita. Usando a equação adjunta e a equação de Dirac pode-se

mostrar que a corrente jµ = ψγµψ é conservada. A densidade é, portanto,

j0 = ψγ0ψ = ψ+ψ = ψ2
1 + ψ2

2 + ψ2
3 + ψ2

4 , (3.19)

que é positiva. Isso resolve um dos problemas apresentados pela equação de Klein-Gordon.

O outro problema está associado aos estados de energia negativa. Tomando uma part́ıcula

parada, temos

γ0P0ψ = mψ , e P0ψ = mγ0ψ .

Os autovalores de γ0 são 1 e -1 (duas vezes cada, devido à degenerescência das correspon-

dentes soluções da equação acima). Os autovalores de energia são

E = +(m2 + P 2)
1

2 e E = −(m2 + P 2)
1

2 . (3.20)

Isso mostra que para cada valor de P, existem dois valores posśıveis de energia para cada

valor de spin. Dirac supôs que o vácuo está preenchido de part́ıculas, cujos valores de
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energia seriam de sinal contrário das que lá estão. Assim, pelo prinćıpio de exclusão de

Pauli, uma part́ıcula não poderia ir para um posśıvel valor negativo de energia e depois

ir para E = −∞. Entretanto, é posśıvel supor um buraco no vácuo de onde poderia ter

pulado um elétron. Esse buraco tem, então, carga +e e pode ser representado como a

antipart́ıcula do elétron. A construção é chamada “mar de Dirac”.

Entretanto, é importante comentar que a descrição mais correta e geral tanto para o

elétron como para o pósitron, bem como para todas as part́ıculas que compõem o universo

de elementos do modelo padrão, é feita através da teoria quântica de campos. É necessário

fazer a chamada segunda quantização dos campos estudados até agora neste trabalho e

definir os operadores de criação e aniquilação. Introduz-se o espaço de excitações desses

campos, que evidencia para cada interpretação f́ısica posśıvel de seus vetores de base um

número de part́ıculas. A descrição é feita através da interação dos operadores de campos

externos quando atuam nos autovetores desse espaço. Os campos de Dirac e Klein-Gordon

passam a ser agentes que excitam este espaço que é conhecido como espaço de Fock.

3.4 Aproximação não-relativ́ıstica da equação de Dirac

Para um elétron livre, temos

i~
∂

∂t
ψ = [c−→α · −→p + βmc2]ψ , (3.21)

onde as matrizes β e −→α foram introduzidas na equação (3.13).

Vamos tomar as componentes do espinor que estão relacionadas às energias positivas

(as negativas estão ligadas à definição de antipart́ıculas). Concentremo-nos nas primeiras

para mostrar que há uma correspondência com a representação de Pauli de duas com-

ponentes de spin. Imaginemos então que este elétron está sujeito a um campo eletro-

magnético externo descrito pelo quadrivetor Aµ = (A0,
−→
A ). Isso é mais facilmente (veja

e.g. [93] para mais detalhes) introduzido usando, pµ → pµ − e
c
Aµ. A equação de Dirac se

torna

i~
∂

∂t
ψ = [c−→α · (−→p − e

c

−→
A ) + βmc2 + eA0]ψ . (3.22)

Consideremos a representação em duas componentes de ψ

ψ(−→x , t) =



 ϕ(−→x , t)
χ(−→x , t)



 . (3.23)
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A substituição direta de (3.23) na equação de Dirac fornece

i~
∂

∂t



 ϕ

χ



 =



 c−→σ · (−→p − e
c

−→
A )χ

c−→σ · (−→p − e
c

−→
A )ϕ



 + eA0



 ϕ

χ



 +mc2



 ϕ

−χ



 . (3.24)

Se a energia de repouso mc2 é maior que a energia cinética e os termos de interação,

a solução em duas componentes é aproximadamente



 ϕ(−→x , t)
χ(−→x , t)



 =



 ϕ0(
−→x , t)

χ0(
−→x , t)



 e
−imc2t

~ , (3.25)

onde ϕ0 e χ0 são funções que mudam lentamente com o tempo. Substituindo (3.25) em

(3.24) e omitindo o ı́ndice 0, para simplificar a notação, obtemos

(i~
∂

∂t
− eA0)ϕ = [c−→σ · (−→p − e−→A)]χ (3.26)

e

(i~
∂

∂t
− eΦ + 2mc2)χ = [c−→σ · (−→p − e−→A)]ϕ . (3.27)

Em baixas energias, o termo 2mc2 é dominante no lado esquerdo da equação (3.27). A

componente de baixo, χ, é algumas vezes chamada de componente “pequena” da função

de onda, em relação à componente grande, φ. A componente pequena é aproximadamente

v/c vezes menor que a componente grande no limite não relativ́ıstico. A equação (3.27)

toma a forma

χ =
1

2mc
[−→σ · (−→p − e−→A)]ϕ . (3.28)

Substituindo (3.28) na equação (3.26), obtemos

i~
∂

∂t
ϕ =

[
eA0 +

1

2m
(−→p − e

c

−→
A )2 − e~

2mc
−→σ · −→B

]
ϕ , (3.29)

que é a equação de Pauli. A derivação da equação de Pauli como limite não-relativ́ıstico

para a equação de Dirac é um fato muito importante. Historicamente, Pauli chegou a

essa equação de uma maneira diferente e independente. Essa equação foi obtida antes

da equação de Dirac como uma generalização da equação de Schrödinger para o caso de

interação de uma part́ıcula com spin meio com campo eletromagnético externo. Pauli es-

tendeu os postulados da mecânica quântica para que englobassem a descrição de part́ıcula

com spin, e escreveu a equação acima introduzindo a interação entre o campo magnético

externo e o momento magnético de spin através do último termo de (3.29).
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3.5 Generalização para o caso de campo gravitacional

externo

Será suposto agora que os campos de Klein-Gordon e de Dirac possam estar sujeitos

a um campo gravitacional externo. Uma maneira de estudá-los será descrita de forma

simples. A introdução mais detalhada pode ser encontrada, por exemplo, no livro [24].

Será introduzido para isso o conceito de tetrada e conexão espinorial.

3.5.1 Tetrada

Na Relatividade Geral, o campo gravitacional é descrito pelo tensor métrica gµν .

Pelo prinćıpio da equivalência, é sempre posśıvel fazer uma mudança de coordenadas tal

que as coordenadas finais sejam sempre localmente descritas pela métrica de Minkowiski.

Queremos escrever as matrizes γµ de forma que γµ = eµ
aγ

a, para podermos trabalhar com

as matrizes γa usuais do espaço plano que já conhecemos. Para isso vamos introduzir a

tetrada, definida pelas seguintes relações

eµ
aebµ = ηab , e

µ
ae

aν = gµν , ea
µeaν = gµν , ea

µe
bµ = ηab . (3.30)

Assim, podemos introduzir o campo gravitacional nas nossas equações e trabalhar com

as matrizes γa conhecidas. Devemos também trocar as grandezas (generalização mı́nima),

para que a equação se mantenha covariante

ηµν → gµν , ∂µ → ∇µ ,

∫
dnx→

∫
dnx
√−g ,

onde g representa o determinante de gµν . Temos que escrever agora todas as grandezas

importantes em Relatividade Geral em termos da tetrada. Depois de alguns cálculos,

chega-se à nova conexão afim

Γα
λµ = gαβ(∂λgβµ + ∂µgαβ − ∂βgλµ) =

=
1

2
eα

c e
βc(edµ∂λe

d
β + edλ∂µe

d
β − edµ∂βe

d
λ − ed

λ∂βeµd) +
1

2
eαd(∂λedµ + ∂µedλ) . (3.31)

3.5.2 Conexão Espinorial

A derivada covariante de um espinor de Dirac, ∇αψ, deve ser definida de maneira

consistente com a derivada covariante de tensores. Supomos que

∇µψ = ∂µψ +
i

2
wab

µ σabψ , (3.32)



32

onde wab
µ é um novo objeto chamado de conexão espinorial e

σab =
i

2
(γaγb − γbγa) . (3.33)

Consideramos então a derivada covariante do vetor ψγλψ para encontrar o termo wab
µ

∇µ(ψγ
λψ) = ∂µ(ψγ

λψ) + Γλ
τµ(ψγ

τψ) . (3.34)

Obtemos uma equação na forma

γλwµabσ
abψψ − wµabσ

abγλψψ = Γλ
τµ(ψγ

τψ) . (3.35)

Depois tomamos o conjugado de (3.34) e derivamos uma equação análoga a (3.35). Após

alguma álgebra, pode-se mostrar que a solução tem a forma

wµab =
1

4
(ebα∂µe

α
a − eaα∂µe

α
b ) +

1

4
Γα

λµ(ebαe
λ
a − eaαe

λ
b ) . (3.36)

Mas o importante é escrever todas as grandezas em termos da tetrada, logo

wµab =
1

4

[
(eα

b ∂µeαa − eα
a∂µeαb) + (eβ

a∂βeµb − eβ
b ∂βeµa) + (eα

ae
β
b − eα

b e
β
a)eµc∂αe

c
β

]
. (3.37)
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4 Transformação

Foldy-Wouthuysen

Este caṕıtulo é dividido em três partes. Na primeira é mostrada a transformação

Foldy-Wouthuysen comum, discutindo suas motivações e aplicações. Na segunda parte é

apresentada a transformação exata. Já na última, é feita a explicação detalhada de como

e em que casos se pode fazer a transformação exata.

4.1 Transformação Foldy-Wouthuysen

Pode-se descrever um férmion de Dirac em vários tipos de campos externos, usando

uma função de onda de quatro componentes ψ, satisfazendo à equação de Dirac,

i
∂ψ

∂t
= Hψ = (H0 + gH1)ψ , (4.1)

H0 é o hamiltoniano da part́ıcula livre

H0 = βm+−→α .−→P , (4.2)

onde β e −→α são as bem conhecidas matrizes de Dirac. Neste caṕıtulo as unidades são

escolhidas de tal forma que ~ = c = 1.

A interação com o campo externo é feita pelo termo gH1. Identifica-se g como a

constante de acoplamento, por exemplo a carga elétrica do férmion no caso de campos

eletromagnéticos externos.

No caso geral quando se coloca a interação de interesse na equação acima e se obtém a

solução, há a mistura de estados ϕ e χ . De certa forma, esse fato dificulta a interpretação

f́ısica do resultado. Vamos buscar uma maneira de resolver esse problema.

A solução aproximada é bem conhecida e faz parte de muitos livros textos. Entretanto,

em alguns casos é posśıvel escrever a solução exata. Primeiramente, obteremos a solução
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aproximada comum e a usaremos como motivação para chegarmos à solução exata, nos

casos em que esta é admitida.

Faz-se necessário, para o desenvolvimento da teoria, estabelecer a distinção entre

operadores pares e ı́mpares. Um operador ı́mpar na teoria de Dirac é uma matriz que

contem elementos que conectam as componentes grandes e pequenas da função de onda,

enquanto o par é aquele que não possui esses elementos.

Pode-se mostrar que uma condição necessária e suficiente para uma matriz ser par

(́ımpar) é que ela comute (anticomute) com β. Isso permite que se escreva para um

operador qualquer M

M = MP +M I , (4.3)

onde MP é a parte par e M I , a parte ı́mpar

MP =
1

2
(M + βMβ), M I =

1

2
(M − βMβ) . (4.4)

As equações acima são simples de serem entendidas, basta substituir (4.4) em (4.3)

M =
1

2
M +

1

2
(βMβ) +

1

2
M − 1

2
(βMβ) .

Algo natural de se pensar é que se o Hamiltoniano fosse um operador par, podeŕıamos

separar a equação de Dirac em duas, sem haver mistura de componentes. Há uma maneira

de se fazer isso, utilizando-se de sucessivas transformações canônicas.

A Hamiltoniana é colocada na forma

H = βm+ ε+ ϑ , (4.5)

onde ε são os operadores pares e ϑ são os ı́mpares (veja a equação(4.4)). Faz-se a seguinte

transformação canônica ψ′ = eiSψ. Dáı teremos

i
∂ψ′

∂t
= [eiS(H − i ∂

∂t
)e−iS]ψ′ = H ′ψ′ , (4.6)

pois

i
∂

∂t
e−iSψ′ = Hψ = He−iSψ′ = e−iS

(
i
∂ψ′

∂t

)
+ i

(
∂

∂t
e−iS

)
ψ′ . (4.7)

Com o objetivo de obtermos uma solução aproximada para um sistema qualquer,

vamos fazer a expansão do termo em que a Hamiltoniana está presente na equação (4.6).

Essa expansão é feita através de um parâmetro τ , introduzido da seguinte maneira

F (τ ) = eiτSHe−iτS . (4.8)
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Depois de feita a expansão, tomamos τ = 1. Calculando passo a passo

F (τ ) = eiτSHe−iτS =

∞∑

n=0

τn

n!
(
∂nF

∂τn
) , (4.9)

∂F

∂τ
= iSeiτSHe−iτS + eiτSH(−iS)e−iτS = ieiτS[S,H]e−iτS .

Vemos então que

∂nF

∂τn
= ineiτS[S, [S, ..., [S,H], ...]e−iτS . (4.10)

No nosso caso como foi dito τ = 1. Aplicando este resultado à equação (4.6), obtemos

H ′ = eiS(H − i ∂
∂t

)e−iS + i
∂

∂t
= H + i[S,H − i ∂

∂t
]− 1

2
[S, [S,H − i ∂

∂t
]] + ... . (4.11)

A justificativa para essa expansão é que S é expandido em potências de 1/m e é

portanto “pequeno” no limite não relativ́ıstico. Para começar construindo S, vamos tomar

a primeira ordem em 1/m

H ′ = βm+ ε+ ϑ+ i[S, β]m+O(1/m) . (4.12)

Podemos ver que para a part́ıcula livre, se escolhermos S = −iβϑ/2m, em primeira

ordem o termo ı́mpar ϑ desaparece e a Hamiltoniana torna-se par. Nesse caso a trans-

formação será exata.

Aplicando este S na equação (4.12), tem-se, para o caso geral

H ′ = βm+ ε+ ϑ+ i

[(−iβϑ
2m

)
βm− βm

(−iβϑ
2m

)]
+O(1/m) =

= βm+ ε+ ϑ− ϑ

2
− ϑ

2
= βm+ ε+O(1/m) , (4.13)

lembrando que β2 = 1 e β anticomuta com ϑ. É importante enfatizar que este resultado é

a solução apenas em primeira ordem na expansão definida pela equação (4.11). Caso sejam

necessários termos de ordens superiores no parâmetro 1/m, deve-se adicionar as parcelas

correspondentes na equação (4.12). Então, fazendo uma seqüência de transformações,

com o gerador de cada passo sendo S = (−iβ/2m)× { termos ı́mpares na Hamiltoniana

de ordem mais baixa em 1/m }, a Hamiltoniana será par em qualquer ordem desejada.

Se escrevermos a Hamiltoniana transformada como HFW = UFWHU
∗
FW , a transformação

resultante será

UFW = ...exp(iS2)exp(iS1) . (4.14)
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Como já conhecemos S1, tomando a primeira ordem, devemos encontrar S2. Para isso,

como já foi dito, basta fazer a transformação com S1 e ver quais são os termos ı́mpares que

terão ordem 1/m. Esses serão os termos utilizados para formar S2. Conseqüentemente,

para acharmos S3, fazemos a transformação com S2, identificamos os termos ı́mpares de

ordem 1/m2 e assim sucessivamente. Vamos achar S2, fazendo então a primeira trans-

formação

H ′ ′ = βm+ ε+ ϑ+ i

[−iβϑ
2m

, βm+ ε+ ϑ− i ∂
∂t

]
+O(1/m2) =

= βm+ ε+ ϑ− ϑ

2
− ϑ

2
+

1

2m
βϑ2 +

[
βϑ

2m
, ε− i ∂

∂t

]
+O(1/m2) =

= βm+ ε+
1

2m
βϑ2 +

[
βϑ

2m
, ε− i ∂

∂t

]
+O(1/m2) . (4.15)

Podemos ver que o termo que será usado para construir S2 será a última parcela do

segundo termo da equação (4.15). Então, S2 será

S2 = − iβ

2m

β

2m
[ϑ, ε− i ∂

∂t
] = − i

4m2
[ϑ, ε− i ∂

∂t
] . (4.16)

Se quisermos encontrar S3, bastaria repetir esse processo. A transformação não é

complicada de ser feita. Na verdade, precisamos apenas calcular alguns comutadores.

Apenas como exemplo, em terceira ordem em 1/m a Hamiltoniana par tem a forma

H ′ ′ ′ ′ = βm+ ε+
1

2m
βϑ2 − 1

8m2

[
ϑ ,

[
ϑ , ε− i ∂

∂t

]]
−

− 1

8m3
β

[
ϑ , ε− i ∂

∂t

]2

− 1

8m3
βϑ4 +O(1/m4) . (4.17)

Também é importante enfatizar que para a part́ıcula livre, a transformação é feita de

forma exata. Basta tomar H0, e escolher U0 e S da seguinte maneira

U0 = eiS ,

de tal forma que

S =
−i
2p
β−→α .−→p arctan

p

m
. (4.18)

Tem-se que a Hamiltoniana transformada será

Htr
0 = β

√
m2 +−→p 2 . (4.19)

Então, o algoritmo que se usa para se obter as informações f́ısicas de uma Hamiltoniana

de uma part́ıcula de Dirac com uma interação qualquer, através da transformação Foldy-

Wouthuysen é
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1) identificam-se termos ı́mpares e pares na Hamiltoniana;

2) faz-se a primeira transformação. Tem-se um resultado par em primeira ordem em

1/m;

3) faz-se a segunda transformação para se obter um resultado par de ordem 1/m2;

4) deve-se parar quando se obtiver a ordem de precisão desejada, que é definida

analisando o problema em questão. Tipicamente, usa-se até a terceira ordem.

Ao mesmo tempo, existem algumas situações em que é posśıvel fazer uma trans-

formação canônica em que a Hamiltoniana resultante será par em todas as ordens como

no caso da part́ıcula livre (4.19). Este é o caso da transformação Foldy-Wouthuysen exata,

que consideraremos na próxima seção.

4.2 Transformação Foldy-Wouthuysen exata

Vamos construir agora uma transformação canônica exata, fazendo a Hamiltoniana

par com campos externos. Já foi afirmado que isso é posśıvel para alguns casos e durante

a obtenção desse resultado, poderá se entender quais são esses casos. Até o final deste

caṕıtulo, vamos seguir o artigo [50], abrindo várias contas. Alguns detalhes também

podem ser encontrados em [34] e [103]. Vamos supor que o espinor se transforme da

seguinte maneira

ψtr = Uψ , ψ = U∗ψtr , (4.20)

onde U representa um operador unitário e vamos buscar uma forma particular desse

operador que torne a Hamiltoniana par. Não estamos interessados em discutir todas

as posśıveis formas que U pode apresentar. Se substituirmos (4.20) em i∂ψ/∂t = Hψ,

supondo que i∂ψtr/∂t = Htr ψtr, teremos

Htr = UHU∗ − iUU̇∗ . (4.21)

Por construção vemos que a expressão matemática para U pode depender apenas de H.

Vamos estudar os casos em que os campos externos são independentes do tempo, o que

claramente torna o último termo da equação acima nulo 1. Consideremos a equação

[β,Htr] = [β, UHU∗] = 0 , (4.22)

1Quando tratarmos o caso do campo de Dirac interagindo com onda gravitacional, no caṕıtulo 5,
vamos supor que a amplitude da onda é pequena e todo o resultado será escrito em primeira ordem na
amplitude, o que garante que o termo em questão também será nulo.
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que é uma condição necessária e suficiente para H ser par. Ela pode ser reescrita da

seguinte maneira (multiplicando por U∗ pela esquerda e U pela direita)

(U∗)× (βUHU∗ − UHU∗β) = 0 ,

(U∗βUHU∗ −HU∗β)× (U) = 0 ,

U∗βUH −HU∗βU = 0 ,

ou ainda,

[U∗βU,H] = 0 . (4.23)

Uma escolha posśıvel para U∗βU é

U∗βU =
H√
H2
≡ λ . (4.24)

Neste caso
√
H2 deve ser entendido da seguinte maneira: calcula-se H2 na repre-

sentação de coordenadas. Em seguida, escreve-se H2 na representação de momentos e se

extrai a raiz quadrada, expandindo o operador obtido em série de potências em algum

parâmetro que passa ser considerado pequeno na teoria que está sendo estudada. Em

todos os passos daqui para frente onde aparecerem ráızes de operadores, essas grandezas

serão entendidas dessa forma.

Da equação (4.24) pode-se escrever

β = UλU∗ =
Htr

√
(Htr)2

⇒ Htr = β
√

(Htr)2 , (4.25)

que é um hamiltoniano par. Mas, na prática, para se fazer os passos das equações (4.25)

é necessário conhecer o operador U como solução da equação (4.24). Vamos tomar

U =
√
βλ . (4.26)

O operador U deve ter a propriedade Uβ = U∗β. Então, tomando um operador S par

e hermitiano podemos escrever (U é unitário)

U = exp(iS) , (4.27)

que é diferente de UFW da equação (4.14), que é o operador que faz as sucessivas trans-

formações de Foldy-Wouthuysen. Essa discrepância acontece pelo fato de que

exp(A)× exp(B) = exp(A+B +
1

2
[A,B] + ...) , (4.28)
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pois se tomarmos, por exemplo UFW , em terceira ordem em 1
m

, teremos

UFW = exp(iS1 + iS2 + iS3 +
1

2
[S1, S2] + ...) , (4.29)

e no caso geral [S1, S2] não é zero. Portanto, em prinćıpio, não será posśıvel escrever

sucessivas transformações equivalendo a uma, como é o caso que estamos tomando agora

quando escolhemos a solução da equação (4.26). Este ponto sutil é a primeira diferença

entre a transformação Foldy-Wouthuysen e a Foldy-Wouthuysen exata.

Um caso particular para ilustrar o que foi dito até agora é quando o termo de interação

é ı́mpar. Uma transformação com
√
βλ fornece o resultado

Htr2
= UHU∗UHU∗ = UH2U∗ = H2 = β2m2 + ϑ2 + βmϑ+ ϑβm .

Os dois últimos termos se cancelam. No segundo passo, U comutou com H pois é

função de H. Então

Htr = β
√
m2 + ϑ2 . (4.30)

Para um campo magnético estático
−→
B = rot

−→
A introduzido de maneira convencional

na Hamiltoniana por
−→
P → −→P − e/c−→A , tem-se

Htr = β

√
m2 + (−→p − e−→A )2 − e−→Σ · −→B , (4.31)

onde
−→
Σ é a matriz de spin

−→
Σ = −γ5

−→α .

É importante enfatizar que a dificuldade toda deste método reside apenas na com-

plexidade do entendimento de como ele atua em uma Hamiltoniana, ou em que casos

ele pode ser utilizado. Entretanto depois que se entende seu funcionamento ele não é

muito complicado de ser utilizado. São poucos os cálculos necessários para se obter as

informações f́ısicas da Hamiltoniana. No exemplo anterior, apenas foi preciso elevar um

operador ao quadrado.

Na próxima seção será descrito com detalhes como e em que casos a transformação

Foldy-Wouthuysen exata atua.

4.3 Como fazer a transformação exata

Vamos analisar o caso agora em que o termo de interação não é só ı́mpar. Uma

condição necessária e suficiente para a Hamiltoniana ser par é

UλU∗ = β , (4.32)
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onde UU∗ = U∗U = 1.

A solução para o operador U é
√
βλ. No caso geral, podemos fazer uma expansão

de λ em potências da constante de acoplamento do campo de interação. Esta constante

para o campo elétrico é a carga elétrica (e); para o campo gravitacional, a massa (m);

etc. Mas essa expansão na maioria dos casos fornece termos extremamente complicados

na potências de g (constante de acoplamento).

Na verdade, o problema aqui é achar uma transformação que leva λ a β. Vamos fazer

isso em dois (ou mais) passos, usando o operador intermediário f , tal que f = f∗ = f−1,

ou seja, faremos

λ→ f → β . (4.33)

A primeira transformação será feita pela função transformação
√
fλ,

√
fλ λ

√
λf = f (4.34)

e a segunda,

√
βf f

√
fβ = β . (4.35)

A transformação resultante sendo, portanto, o produto das duas

U =
√
βf
√
fλ , (4.36)

de onde se vê

UλU∗ =
√
βf
√
fλ λ

√
λf
√
fβ =

√
βf f

√
fβ = β . (4.37)

O método pode ser generalizado para qualquer número de transformações

U =
√
βfn

√
fnfn−1...

√
f2f1

√
f1λ . (4.38)

Vamos usar a seguinte identidade para
√
fλ (note que f é completamente arbitrário

até aqui)

√
fλ = (1 + fλ)(2 + fλ + λf)−

1

2 . (4.39)

Para ver que isso é posśıvel utilizar a expressão matemática acima para descrever um

operador unitário, vamos tomar a raiz de um operador unitário qualquer,

√
u = (1 + u)(2 + u+ u∗)−

1

2 . (4.40)
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Sabemos que os autovalores de u estão na circunferência de raio unitário no plano com-

plexo. Isso pode ser descrito pelas equações

u|δ >= exp(iδ)|δ > , u∗|δ >= exp(−iδ)|δ > ,

onde |δ > representa os autovetores do operador u. Somando as duas equações e depois

adicionando 2|δ > a ambos os lados

(u+ u∗)|δ > = (eiδ + e−iδ)|δ > , (2 + u+ u∗)|δ >= 2(1 + cos δ)|δ > ,

podemos ver que (2+u+u∗)−
1

2 é definido a não ser que cos δ = −1. Sabendo disso vamos

calcular
√
u
√
u,

√
u
√
u = (1 + u)2(2 + u+ u∗)−1 = (1 + 2u+ u2)(2 + u+ u∗)−1 =

= u(u∗ + 2 + u)(2 + u+ u∗)−1 = u . (4.41)

Dáı, vemos que esta definição para
√
u faz sentido, pois

√
u
√
u = u. O conjugado é

(
√
u)∗ = (1 + u∗)(2 + u∗ + u)−

1

2 =
√
u∗ . (4.42)

Uma expansão da equação (4.36) em potências de g (expressa em termos de λi) pode

ser obtida requerendo, por exemplo, que na ordem zero a raiz seja um número c, pois até

agora, temos total liberdade no operador intermediário f . Tomando f para ser de ordem

zero, teremos

fλ0 + λ0f = c , (4.43)

onde λ0 é o λ que corresponde ao H0 (hamiltoniano da part́ıcula livre).

Neste ponto podemos resolver o problema da primeira transformação (lembrando que

a transformação é feita em dois passos). Existe uma matriz η tal que η = η∗ = η−1,

definida como η = −iβγ5 = −βα1α2α3, com a seguinte propriedade

{η , β} = −iβγ5β + iββγ5 = −iγ5 + iγ5 = 0 , (4.44)

ou seja, {η , λ0} = 0. A correspondente transformação em dois passos será

U =
√
βη
√
ηλ . (4.45)

Usando (4.39) e (4.44), temos
√
βη = 1√

2
(1 + iγ5). Então

U =
1√
2
(1 + iγ5)

√
ηλ . (4.46)
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Quanto ao segundo termo não podemos fazer nada. No caso geral, devemos expandir

λ em termos de g,

λ = λ0 + gλ1 + g2λ2 + ... , (4.47)

onde H = H0 + gH1. Temos que λ2 = 1, pois λ = H/
√
H2 e

[λ,H0 + gH1] = 0 . (4.48)

Portanto

(λ0 + gλ1 + g2λ2 + ...)2 = 1 , (4.49)

e, por igualdade de polinômios nas ordens de gn,

λ0λ1 + λ1λ0 = 0 , , λ0λ2 + λ2
1 + λ2λ0 = 0 , (4.50)

e assim sucessivamente. Usando essas relações, os λN podem ser escritos em função do λi

de ordem mais baixa.

Vamos fazer λ = λc + λa, onde λc comuta com λ0 e λa anticomuta. Dáı

λc
1 = 0 , λc

2 = −1

2
λ0λ

2
1 , etc. (4.51)

Em geral,

λc
n = −1

2
λ0

n−1∑

k=1

λkλn−k . (4.52)

A parte que anticomuta é determinada por (4.48). A parte anticomutativa de (4.48) é

[λa
n, H0] + [λn−1, H1]

a = 0 , (4.53)

colocando H0 = λ0Ep e multiplicando por λ0,

{λa
n, Ep} = ban , bn = λ0[λn−1, H1] . (4.54)

A solução não é complicada; é posśıvel escrever λa
n da seguinte maneira

λa
n =

∫ 0

−∞
exp(Epτ )b

a
nexp(Epτ )dτ . (4.55)

Para ver isso, vamos supor que

{λa
n, Ep} = ban =

∫ 0

−∞
exp(Epτ ){Ep , b

a
n}exp(Epτ )dτ . (4.56)
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Integrando (4.56) por partes, obtemos

{λa
n, Ep} =

∫ 0

−∞
d(exp(Epτ )b

a
nexp(Epτ )) = ban . (4.57)

A integral em 0 dá ban e em −∞ dá zero. Então, λn pode ser escrito como

λn = −1

2
λ0

n−1∑

k=1

λkλn−k +
1

2

∫ 0

−∞
exp(Epτ )[λ0, [λn−1, H1] ]exp(Epτ )dτ . (4.58)

Essa equação define todos os λn em função dos λi de ordem mais baixa. Esta é a

solução geral para uma Hamiltoniana qualquer com a interação desejada. Vemos que este

resultado não é exato.

Entretanto, vamos voltar à equação (4.46) e ver que em alguns casos é posśıvel se

obter o resultado exato. Antes, uma observação interessante a se fazer é quando tomamos

a expansão em 1/m, ou seja,

λ = λ0 +
1

m
λ1 + (

1

m
)2λ2 + ... . (4.59)

Usando a mesma técnica,

λ2 = 1 , [λ,H] = 0 ,

agora, com H = mβ + h = mβ + ε+ ϑ . A parte ı́mpar de λ é

λÍmpar
n = −1

2
β

n−1∑

k=1

λkλk−1 , (4.60)

A parte par é determinada por [λ,H] = 0

[λn, β] + [λn−1, h] = 0 , λpar
n =

1

2
β[λn−1, h] . (4.61)

Portanto, os λn serão

λn = λpar + λÍmpar =
1

2
β([λn−1, h]−

n−1∑

k=1

λkλk−1) . (4.62)

O fato interessante comentado aparece nesse ponto, pois os primeiros termos são

λ1 = ϑ , λ2 =
1

2
β[ϑ, ε]− 1

2
βϑ2 , (4.63)

que vão nos fornecer a transformação Foldy-Wouthuysen. É o que realmente deveria

acontecer, pois esta transformação é uma expansão em 1/m, que é exatamente a constante
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de acoplamento escolhida neste exemplo. O que chama atenção é que o método empregado

é totalmente diferente daquele da seção anterior.

Agora, vamos retornar à equação (4.46). Para resolver a primeira parte de U , procu-

ramos por uma matriz que anticomutasse com β. Vamos agir da mesma maneira. Vamos

tomar o caso em que H anticomuta com η. Neste caso U = U2 × U1, onde

U1 =
1√
2
(1 + ηλ) e U2 =

1√
2
(1 + βη) . (4.64)

Como {η,H} = 0, tem-se H2η = ηH2. Vemos então

η
√
H2 =

√
η2
√
H2 =

√
η2H2 =

√
ηH2η =

√
H2η2 =

√
H2
√
η2 =

√
H2η , (4.65)

de onde se obtém η
√
H2 =

√
H2η. Basta agora fazer a transformação

U1HU
∗
1 =

1√
2
(1 + ηλ)H

1√
2
(1− ηλ) =

1

2
(H + ηλH)(1− ηλ) =

=
1√
2
(H −Hηλ + ηλH − ηλHηλ) =

1

2
(2ηλH) = η

√
H2 , (4.66)

e, finalmente,

U2η
√
H2U∗

2 =
1√
2
(1 + βη)η

√
H2

1√
2
(1− βη) =

=
1

2
(η
√
H2 + β

√
H2)(1− βη) =

=
1

2
(η
√
H2 − η

√
H2βη + β

√
H2 − β

√
H2βη) =

= η
1

2
(
√
H2 − β

√
H2β) + β

1

2
(
√
H2 + β

√
H2β) . (4.67)

Portanto,

Htr = UHU∗ = β[
√
H2]PAR + η[

√
H2]ÍMPAR . (4.68)

Essa transformação é exata. Como se pode ver, desde que H anticomute com η é

posśıvel fazer a transformação. Como já foi dito, a única dificuldade está em entender o

método, pois aplicá-lo não é algo muito complexo do ponto de vista matemático.

Um pequeno algoritmo para se fazer essa transformação é

1) verificar se {η,H} = 0;

2) calcular H2;
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3) identificar os termos pares e ı́mpares e utilizar a equação (4.68).

Finalmente, a operação de calcular
√
H pode ser realizada de várias maneiras. Uma

opção mais simples é escrever H = H0 +Hint e fazer a expansão em séries em Hint.
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5 Interação com ondas

gravitacionais e campo

magnético

Neste caṕıtulo serão utilizados todos os resultados que foram obtidos até agora. Será

considerada a situação de um férmion numa região do espaço onde há ondas gravitacionais

na presença de um campo magnético externo. O objetivo é obter a Hamiltoniana que

descreve a situação e depois fazer uma transformação Foldy-Wouthuysen exata. Serão

seguidos todos os passos de [56] com todos os detalhes explicitados.

5.1 Descrição do método

Para se obter o resultado desejado, deve-se tomar a ação de Dirac e introduzir

a métrica das ondas gravitacionais através da tetrada. Depois se introduz o campo

magnético e é feita a transformação. Vamos tomar

S 1

2

=

∫ √−g ψ(γµ∇µ + im)ψ . (5.1)

Já foi visto que

∇µψ = ∂µψ +
i

2
wab

µ σabψ , σab =
i

2
(γaγb − γbγa) ,

wµab =
1

4
(ebα∂µe

α
a − eaα∂µe

α
b ) +

1

4
Γα

λµ(ebαe
λ
a − eaαe

λ
b ) . (5.2)

Para tornar este caṕıtulo o mais claro quanto posśıvel, os cálculos serão divididos em

sete passos, descritos a seguir

1) tomar a métrica gµν = ηµν + hµν ;
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2) calcular ea
µ = ea

µ(hµν);

3) calcular wµab = wµab(hµν);

4) introduzir as ondas gravitacionais;

5) introduzir o resultado na ação de Dirac;

6) trocar i~∂µ → i~∂µ − e
c
Aµ (introduzir o campo Aµ);

7) encontrar a Hamiltoniana e fazer a transformação exata.

5.2 A métrica gµν.

Será considerada a métrica gµν da seguinte maneira

gµν = ηµν + hµν . (5.3)

Nesta equação, ηµν representa a métrica de Minkowiski e hµν uma pequena per-

turbação nessa métrica. Esta perturbação, em prinćıpio, é totalmente arbitrária. Apenas

no quarto passo serão introduzidas as ondas gravitacionais. Também é importante dizer

que esta perturbação é tomada apenas em primeira ordem. Os termos de ordem quadrática

O(h2) serão considerados nulos.

5.3 Escrevendo a tetrada em função de hµν

É importante escrever a tetrada em função da métrica do problema, ea
µ(hµν), pois já

temos a conexão espinorial em função da tetrada. Desejamos, então, obter ea
µ. Temos que

ea
µeνa = gµν , (5.4)

portanto, vamos tomar a expansão em função da tetrada da métrica de Minkowiski, como

foi feito em [13]

ea
µ = ea

µ + xhµαea
µ + ... , (5.5)
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eνa = eνa + xhβνeβa + ... . (5.6)

Tomando apenas a parte linear em hµν, pois como já foi dito, representa um campo

fraco,

ea
µeνa = ea

µeνa + xhβνδ
β
µ + xhανδ

α
µ = ηµν + 2xhµν , (5.7)

mas como na equação (5.4) vamos tomar apenas a parte linear na métrica gµν = ηµν +hµν ,

ηµν + 2xhµν = ηµν + hµν ⇒ x =
1

2
. (5.8)

Então, voltando em (5.5) e (5.6),

ea
µ = ea

µ +
1

2
hµαea

µ + ... , (5.9)

eνa = eνa −
1

2
hβνeβa + ... . (5.10)

5.4 Escrevendo a conexão espinorial em função de

hµν

Com o resultado da seção anterior podemos escrever a conexão espinorial em função

de hµν . Para isso, basta substituir as equações (5.5) e (5.6) em (5.2). Calculando termo

a termo,

eα
b ∂µeαa = (eα

b −
1

2
hαβebβ)∂µ(eαa

1

2
hαβeα

a ) =
1

2
eα

b e
β
a∂µhαβ ,

eβ
a∂βeµb = (eβ

a −
1

2
hλβeaλ)∂β(eµb

1

2
hµλeλ

b ) =
1

2
eβ

aeλ
b∂βhµλ ,

eα
ae

β
b = (eα

a −
1

2
hαγeαγ)(e

β
b −

1

2
hλβeλb) = eα

ae
β
b −

1

2
hαγeαγ −

1

2
hλβeα

aeλb ,

eα
ae

β
b eµc = eµc(eα

ae
β
b −

1

2
hαγeαγe

β
b −

1

2
hβλebλeα

a) +
1

2
hµγe

γ
ceα

ae
β
b ,

eα
ae

β
b eµc∂αe

c
β = eµc(eα

ae
β
b −

1

2
hαγeαγe

β
b −

1

2
hβλebλeα

a) +
1

2
hµγe

γ
ceα

ae
β
b ∂α(

1

2
hβχeχc) =

=
1

2
δχ
µe

α
ae

β
b ∂αhβχ +O(h2) =

1

2
eα

ae
β
b ∂αhβχ . (5.11)

Com esses resultados, pode-se escrever a conexão espinorial em termos da tetrada,

wµab =
3

8

(1

2
eα

b e
β
a∂µhαβ −

1

2
eα

ae
β
b ∂µhαβ

)
+

1

4

(1

2
eβ

aeλ
b∂βhµλ −

1

2
eα

ae
β
b ∂βhµλ

)
+
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+
1

4

(1

2
eα

ae
β
b ∂αhµβ −

1

2
eα

b e
β
a∂αhµβ =

=
3

16
eα

b e
β
a∂µhαβ −

3

16
eα

ae
β
b ∂µhαβ +

1

4
eα

ae
β
b ∂αhµβ −

1

4
eα

b e
β
a∂αhµβ . (5.12)

5.5 Introduzindo as ondas gravitacionais

Como já foi dito, as ondas gravitacionais podem ser interpretadas como perturbações

no espaço-tempo que se propagam satisfazendo uma equação de onda. É fato que elas

possuem duas polarizações que aqui serão descritas por v = v(ct− x) e u = u(ct− x). A

métrica que descreve essas perturbações pode ser escrita como

ds2 = c2dt2 − dx2 − (1− 2v)dy2 − (1− 2v)dz2 − 4udydz . (5.13)

Neste caso, as componentes da perturbação hµν são tomadas como h00 = h11 = 0,

h33 = −h22 = 2v e h23 = −h32 = −2u. Essas componentes serão substitúıdas nos

resultados da conexão espinorial obtidos na seção anterior.

5.6 Introduzindo as ondas gravitacionais na ação de

Dirac

Agora é posśıvel escrever a equação de Dirac numa região onde existam ondas gravi-

tacionais fracas. Para isso, basta substituir os resultados obtidos até agora no operador

∇µψ = ∂µψ +
i

2
wab

µ σabψ . (5.14)

Mas ainda há na equação de Dirac a matriz γµ, multiplicando essa expressão. Sabendo

que

γµσab = eµ
dγ

dσab = (eµ
d −

1

2
hµλeλd)γ

dσab , (5.15)

podemos calcular γµWµabσ
ab. Eliminando os termos de segunda ordem

γµwµabσ
ab =

3

16
γdσab(∂dhba − ∂dhab) +

1

4
γdσab(∂ahdb − ∂bhda) . (5.16)

A primeira parcela nessa expressão é nula, pois hµν é simétrico e σab é antissimétrico.

Já na segunda parcela, se definirmos Sdab = γdγaγb − γdγbγa e o separarmos na parte

simétrica e antissimétrica, termos

γc(γaγb − γbγa) = xγd(η
caηbd − ηcbηad) + yγ5γdε

abcd . (5.17)
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Não precisamos buscar os coeficientes x e y. A parte antissimétrica se anulará visto que

ela será multiplicada por hµν que é simétrico. Não é muito complicado mostrar que a

parte simétrica se anula levando em conta que ∂jhij = 0 que vem da equação (2.36).

Portanto, não há contribuição da conexão espinorial neste caso. O outro termo na ação é

γµ∂µ = γaeµ
a∂µ = γa(eµ

a − eν
ah

µ
ν)∂µ . (5.18)

Calculando os termos

eν
0h

µ
ν = 0 , eν

1h
µ
ν = 0 ,

eν
ah

µ
ν = ey

2h
x
y + ez

2h
a
3 = v , eν

ah
µ
ν = ez

2h
x
z + ez

2h
a
3 = u ,

eν
3h

µ
ν = ey

3h
y
y + ez

3h
y
z = u , eν

3h
µ
ν = ey

3h
µ
y + ez

3h
z
z = −v . (5.19)

Logo, os termos não nulos do operador da equação (5.14) serão

γaeµ
a∂µ =

1

c
γ0∂t + γ1∂x + (γ2 − vγ2 − uγ3)∂y + (γ3 − uγ2 − vγ3)∂z . (5.20)

Agora, para achar a Hamiltoniana, basta escrever a equação de Dirac na forma da

equação de Schrödinger [106]

i~
∂ψ

∂t
= Hψ , (5.21)

com o seguinte operador hamiltoniano

H = βmc2 − i~c[α1∂x + (α1 − vα2 − uα3)∂y + (α3 − uα2 + uα3)∂z] . (5.22)

5.7 Introduzindo o campo magnético na ação de Dirac

Para introduzir o campo magnético o acoplamento mı́nimo, com apenas o potencial

vetor
−→
A diferente de zero. Teremos

i~
∂

∂xµ
→ i~

∂

∂xµ
− e

c
Aµ . (5.23)

A Hamiltoniana tem a forma

H = βmc2 − i~c[α1(∂x +
e

i~c
Ax) + (α2 − vα2 − uα3)(∂y +

e

i~c
Ay)+

+ (α3 − uα2 + uα3)(∂z +
e

i~c
Az)] . (5.24)
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5.8 Fazer a transformação exata

Antes de fazer a transformação exata é importante escrever a Hamiltoniana obtida na

seção anterior de forma mais conveniente,

H = βmc2 − i~c[α1∂x + (α1 − vα2 − uα3)∂y + (α3 − uα2 + uα3)∂z]−

− e [α1A1 + α2(A2 − vA2 − uA3) + α3(A3 − uA2 + vA3)] . (5.25)

Como será necessário calcular H2, uma relação extremamente útil é

αiαj = δij + iεijkΣk , (5.26)

onde Σk é a já conhecida matriz de spin

Σk = −γ5αk =



 σk 0

0 σk



 . (5.27)

Por isso, é importante escrever os termos da Hamiltoniana em termos dessas matrizes.

Introduzimos a seguinte notação

H = βmc2 + αjKi
j∂i + αigi , (5.28)

onde,

Ki
j = −i~c





1 0 0

0 1− v − uα2α3 0

0 0 1 + v − uα2α3



 (5.29)

e também o termo com o potencial vetor

gi = −e(A1 , A2 − vA2− uA3 , A3 − uA2 + vA3) . (5.30)

O operador H2 tem a forma

H2 = βmc2αigi + αigiβmc
2 + βmc2αjKi

j∂i + αjKi
j∂iβmc

2+

+ αjKi
j∂iα

lKm
l ∂m + αjKi

j∂iα
lgl + αigiα

jKm
j ∂m + αigiα

jgj +m2c4 . (5.31)

Os termos da primeira linha da equação acima se cancelam, pois [αi, β] = 0. Calcu-

lando os outros um a um, obtemos

αiαj gjgi = (δij + iǫijkΣk)gjgi = gigi = g2 ,
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αigiα
jKm

j ∂m = (δij + iǫijkΣk)(
1

2
([giK

m
j ∂m + gjK

m
i ∂m] +

1

2
{giK

m
j ∂m − gjK

m
i ∂m}) =

= giK
m
j ∂m + iǫijkΣkgiK

m
j ∂m . (5.32)

Para calcular os outros termos, é necessário analisar o comutador [αl , Ki
j ]. Para l = 1

ou l 6= 1 e i = j = 1, tem-se [αl , Ki
j ] = 0; nos outros casos isso não acontece. Com o

objetivo de facilitar a derivação dos termos que faltam e a análise do resultado, é útil

definir

Ki
j = −i~c





1 0 0

0 1− v + uα2α3 0

0 0 1 + v + uα2α3




, (5.33)

gi = (α1A1 , α
2A2 , α

3A3) , e ǫijk = (α1ǫ
i1k , α2ǫ

i2k , α3ǫ
i3k) . (5.34)

Com essas notações, temos

αjKi
j∂iα

lgl = αjKi
jα

lgl∂i + αjKi
j∂i(gl) =

= Ki
jg

j∂i +Ki
j∂i(g

j) + iΣkǫjlkK
i
jgl∂i + iΣkǫjlkK

i
j∂i(gl) . (5.35)

O outro termo tem a forma

αjKi
j∂iα

lKm
l ∂m = αjKi

jα
l[∂i(K

m
l )∂m +Km

l ∂i∂m] =

= Kil∂i(K
m
l )∂m +KilKm

l ∂i∂m + iǫjlkKi
j∂i(K

m
l )∂m . (5.36)

Enfim, temos o operador H2

H2 = m2c4 + KilKm
l ∂i∂m + Ki

jg
j∂i + gjKi

j∂i + g2 + Kil∂i(K
m
l )∂m + Ki

j∂i(g
j)

+ iǫjlkKi
j∂i(K

m
l )∂m + ΣkiǫjlkK

i
jgl∂i − iǫjlkΣkK

i
jgl∂i + iΣkǫjlkK

i
j∂i(gl) . (5.37)

É importante notar que Ki
j possui apenas termos da métrica e gi possui termos da

métrica e termos de interação como Ai. O operador H2 apresentado acima é exato. A

única aproximação feita foi desconsiderar termos de ordem superior para as amplitudes
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das ondas gravitacionais, mas eles também podem ser levados em conta, se for preciso. O

próximo passo seria utilizar a equação (4.68) e se analisarmos termo a termo separada-

mente, veremos que (5.37) possui apenas termos pares. Antes, porém, vamos considerar

alguns casos particulares interessantes desse resultado.

5.9 Análise de casos particulares

O resultado obtido na seção anterior precisa ser testado de alguma maneira. Um forte

ind́ıcio de que ele está correto pode ser dado quando se faz o estudo de casos particulares.

Algo interessante nesse resultado é que ele engloba vários sistemas, inclusive alguns de

interesse f́ısico. Esses sistemas são aqueles em que a Hamiltoniana pode ser colocada na

forma da equação (5.28).

5.9.1 Part́ıcula livre

Este é o caso mais simples em que Ki
j se reduz a simplesmente a −i ~ c δi

j e não há

termos de interação, ou seja, gi = 0, pois u = v = 0 e Ai = 0. Portanto,

H2 = (−i~c)2δilδm
l ∂i∂m + m2c4 = m2c4 + c2P 2 , (5.38)

ou ainda, (veja a equação (4.19) para comparar)

H = β
√
m2c4 + c2P 2 , (5.39)

que é um resultado conhecido de livros textos, como [21].

5.9.2 Part́ıcula na presença do campo magnético constante

Vamos tomar agora o caso de uma part́ıcula de Dirac na presença de um campo

magnético constante. Para termos um campo constante da forma

−→
B = B1 î+B2 ĵ +B3 k̂ , (5.40)

sabendo que
−→
B = rot

−→
A , devemos ter

−→
A =

1

2
(B2z −B3y)̂i+

1

2
(B3x− B1z)ĵ +

1

2
(B1y − B2x)k̂ . (5.41)

Neste caso temos também Ki
j = −i ~ c δi

j, mas há agora o termo de interação gi = −eAi ,

pois u = v = 0. Teremos

H2 = m2c4 − ~
2c2∂i∂i + 2i~ceAi∂i − ~ceεijkΣk∂i(Aj) + e2A2 =
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= m2c4 + (c
−→
P − e−→A)2 − ~ce

−→
Σ · −→B , (5.42)

ou ainda, podemos escrever na seguinte forma

H = β

√
m2c4 + (c

−→
P − e−→A )2 − ~ce

−→
Σ · −→B . (5.43)

Este resultado foi obtido por Eriksen e Kolsrud [50] diretamente e nós chegamos à mesma

equação usando a fórmula geral (5.37).

5.9.3 Part́ıcula com momento magnético anômalo num campo

magnetostático

Neste caso, vamos partir da Hamiltoniana na qual Ki
j = −i ~ c δi

j e gi = −eAi +

αiµIη
−→
Σ .
−→
B , pois u = v = 0. Deve-se levar em conta comutadores de gi com αj e β.

Chega-se a um Hamiltoniano um pouco diferente de (5.37), pois agora se deve tomar um

pouco mais de cuidado, visto que gi também é uma grandeza matricial. Devem-se calcular

os comutadores de gi com αj. Teremos no final

H2 = m2c4 + (c
−→
P − e−→A)2 − 2µImc

2−→Σ .−→B + µ2
IB

2

+ µIβ
−→
Σ .(
−→
B ×−→P −−→P ×−→B ) , (5.44)

que também coincide com o resultado obtido por Eriksen e Kolsrud em [50].

5.10 Equações de movimento

Nosso objetivo agora é obter as equações de movimento para uma part́ıcula sujeita à

interação com onda gravitacional e um campo magnético constante. Vamos seguir a idéia

usada na referência [25]. Todos os passos serão mostrados a seguir.

5.10.1 A Hamiltoniana da part́ıcula

Primeiramente, vamos considerar uma onda com apenas uma polarização. Para isso

colocamos u ≡ 0. Nosso objetivo aqui é obter uma Hamiltoniana com uma forma

matemática mais simples, de tal forma que os cálculos não sejam extremamente com-

plexos, mas continue descrevendo a mesma situação f́ısica.

Com essa condição, as equações (5.29) e (5.30) têm a forma

Ki
j = −i~c(δi

j + T i
jv) , gj = −e(δi

j + T i
jv)Ai , (5.45)
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onde

T i
j =





0 0 0

0 −1 0

0 0 1



 . (5.46)

Podemos ver também que Ki
j = Ki

j. Além disso não há mais necessidade de escrever

gj nem ǫijk, pois ambos comutam com Ki
j e agora também com Ki

j . Sabemos também que

∂jhij = 0. Isso pode ser visto diretamente da equação (2.36). Usando as novas notações

temos que ∇jT
ijv = 0. Substituindo tudo isso em H2, obtido no caṕıtulo anterior,

equação (5.37), teremos um resultado mais simples

H2 = (δij + 2T ijv)(cPi − eAi)(cPj − eAj)− ~c2PiT
ij[
−→
Σ ×∇v]j+

+ ~ce(δij + 2T ijv)(ΣiBj) +m2c4 . (5.47)

Mas o interesse f́ısico não está em H2 e sim na própria Hamiltoniana. Para obtê-la,

vamos escrever H2 = A2 +B, onde A são os termos que dependem de m e B os que não

dependem. Esse caso é simples, pois A = mc2. Vamos então procurar por um operador

K na forma

K = A +
1

A
K1 +K1

1

A
+ ϑ(

1

A
)2 , (5.48)

de tal maneira que K2 = H2. Fazemos este procedimento pois estamos interessados

em obter uma Hamiltoniana que seja linear no parâmetro 1/m. Há a liberdade de se

escolher, neste passo dos cálculos, qualquer grandeza considerada como ”pequena”para

se fazer a expansão de H2. O parâmetro 1/m é importante para nós pois nos permite

fazer a comparação do resultado que vamos obter com o limite não relativ́ıstico sem ondas

gravitacionais.

Nesse caso [K,A] = 0, logo

K2 = A2 + 4K1 ⇒ B = 4K1 ⇒ K1 =
B

4
. (5.49)

Podemos escrever então,

K = A +
B

2A
. (5.50)

Substituindo tudo em K, obtemos

√
H2 ≃ 1

2mc2
(δij + 2T ijv)(cPi − eAi)(cPj − eAj)−
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− ~

2m
PiT

ij[
−→
Σ ×∇v]j +

~e

2mc
(δij + 2T ijv)(ΣiBj) +mc2 . (5.51)

Resta agora apenas aplicar a equação (4.68) para obter H. Como todos os termos em

(5.51) são pares (comutam com β), basta multiplicá-la por β para obter H. Temos então

uma Hamiltoniana em blocos. Finalmente encontramos

Htr ≃ 1

2mc2
β(δij + 2T ijv)[(cPi − eAi)(cPj − eAj) − e~cεlikΣ

k∂ l(Aj)]+

+ β
~

2mc
εjlk∂j(v)ΣkT

m
l (cPm − eAm) + βmc2 . (5.52)

Agora vamos escrever o espinor em duas componentes, na forma

ψ =



 ϕ

χ



 e
−imc2t

~ (5.53)

e usar o fato que i~∂tψ = Hψ para acharmos a Hamiltoniana para ϕ. Teremos, portanto,

i~
∂

∂t



 ϕ

χ



 = −mc2


 ϕ

χ



 +H



 ϕ

χ



 . (5.54)

Usando o fato de a Hamiltoniana ser par, a Hamiltoniana para ϕ será

H =
1

2mc2
(δij + 2T ijv)

[
(cPi − eAi)(cPj − eAj)− e~cεlikσ

k∂ l(Aj)
]
+

+
~

2mc
εjlk∂j(v)σkT

m
l (cPm − eAm) . (5.55)

A Hamiltoniana anterior descreve uma part́ıcula de Dirac na presença de um campo

magnético constante, numa região onde há ondas gravitacionais. Todos os termos pre-

sentes nela possuem a massa na potência menos um. A equação de Pauli (3.29), a menos

do termo A0, que neste caso estamos supondo nulo, também possui essa propriedade.

Como a Hamiltoniana anterior é exata, logo surge a idéia de tentarmos obtê-la como

um limite não relativ́ıstico para a Hamiltoniana inicial, equação (5.28) (antes da trans-

formação exata).

O cálculo é exatamente o mesmo feito na seção (4.4) para obter a equação de Pauli.

Tomamos a Hamiltoniana (5.28) e supomos a solução na forma (5.53). Substitúımos em

i~∂tψ = Hψ e consideramos o limite de baixas energias, ou seja, que o termo mc2 é

dominante (|mc2χ| ≫ |i~∂tχ|). Com essas considerações, chegamos a

i~
∂

∂t
ϕ =

1

2mc2
(σjKi

j∂i + σigi)(σ
lKm

l ∂m + σlgl)ϕ . (5.56)
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Depois de alguns cálculos com o lado direito desta equação, chegamos a

H =
1

2mc2
(δij + 2T ijv)

[
(cPi − eAi)(cPj − eAj)− e~cεjmkΣ

k∂jAl
]
+

+
~

2mc2
εjlk∂j(v)σkT

m
l (cPm − eAm) , (5.57)

que é a mesma Hamiltoniana (5.55). Este resultado já era esperado e é muito interessante,

pois valida o método de transformações exatas.

Como caso particular dessa Hamiltoniana podemos facilmente eliminar as ondas gra-

vitacionais fazendo v ≡ 0. Teremos

i~
∂

∂t
ϕ =

1

2mc2
[−→σ (c−→p − e−→A) · −→σ (c−→p − e−→A)]ϕ , (5.58)

que depois de alguns cálculos, nos fornece

i~
∂

∂t
ϕ = [

1

2m
(−→p − e

c

−→
A )2 − e~

2mc
−→σ · −→B ]ϕ , (5.59)

que é a equação de Pauli (3.29), com A0 = 0.

5.10.2 Equações de movimento para a part́ıcula

Para obter as equações de movimento não-relativ́ısticas para a part́ıcula com spin

semi-inteiro, vamos fazer a quantização canônica da teoria não-relativ́ıstica. Para isso,

introduzimos os operadores de coordenada x̂i, momenta p̂i e spin σ̂i com as seguintes

relações de comutação (satisfeitas para instantes de tempos iguais)

[x̂i, p̂j ] = i~δij , [x̂i, σ̂j] = [p̂i, σ̂j] = 0 , [σ̂i, σ̂j] = 2iεijkσ̂k . (5.60)

O operador hamiltoniano Ĥ que corresponde à energia (5.52) é constrúıdo em termo

dos operadores x̂i, p̂i, σ̂i, e esses operadores fornecem as equações de movimento

i~
dx̂i

dt
= [x̂i, H] , i~

dp̂i

dt
= [p̂i, H] , i~

dσ̂i

dt
= [σ̂i, H] . (5.61)

Depois de calcular os comutadores em (5.61), chegamos à forma expĺıcita das equações

de movimento dos operadores. Agora podemos omitir todos os termos que se anulam

quando ~→ 0 1. Obtemos, portanto, equações clássicas de movimento que podem ser in-

terpretadas como as equações de movimento (quasi)clássicas para a part́ıcula na presença

1Neste momento, torna-se irrelevante o ordenamento de operadores na Hamiltoniana
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de ondas gravitacionais fracas e campo magnético constante. Introduzindo A′
i = TijA

j, o

cálculo direto dos comutadores, nos fornece as equações

dxi

dt
=

1

m
(δij + 2Tij v)(P

j − e

c
Aj) ,

dpi

dt
= − 1

m
T jk ∂iv

(
pj −

e

c
Aj

)(
pk −

e

c
Ak

)
+ (δjk + 2Tjkv)

(
pj − e

c
Ak
) e

mc
∂iA

c ,

dσi

dt
=

e

mc
εijkσ

k[
−→
B + 2v rot (

−→
A ′)]j +

1

mc
(cP l − eAl)σm[Tml(∂iv)− Til(∂mv)] . (5.62)

As soluções destas equações podem mostrar o efeito das ondas gravitacionais para o

movimento de uma part́ıcula carregada com spin. A diferença dessas equações para as

equações clássicas de uma part́ıcula um campo magnético aparecem nos termos onde v

está presente. Combinando as duas primeiras equações encontramos

m
dẋi

dt
=

e

c

{−̇→x ×
[−→
B + 2v rot

−→
A ′
]}

i
− e

c
(δij + 2Tijv)

∂Aj

∂t

+ 2mTij
dv

dt
ẋj −mTjkẋ

jẋk(∇iv) . (5.63)

Esta equação pode ser interpretada como a força de Lorentz mais termos de correção

onde v, ou seja, a interação com as ondas gravitacionais, está presente. O termo 2v rot
−→
A ′

mostra a interação das ondas gravitacionais com o campo magnético.
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6 Transformação FW exata para

termos que violam as simetrias

CPT e Lorentz

Existe outro caso de grande importância que pode ser estudado usando a TFWE

[62, 61, 60]. Uma das extensões mais naturais da RG está relacionada com a inclusão

do campo de torção que, como se supõe, assim como a métrica, descreve as propriedades

geométricas do espaço-tempo. O estudo dos aspectos f́ısicos da torção gravitacional tem

uma longa história (em [75, 77, 110, 120, 24, 124] pode se encontrar uma extensa revisão

e referências).

O ponto que sempre chamou uma atenção especial é a interação da torção com o

campo espinorial [42, 3, 74, 116]. Em particular, os artigos [121, 25, 117] trataram da

aproximação não relativ́ıstica da equação de Dirac e em [25, 117], correspondentemente,

a equação de Pauli e a TFW foram obtidas para o campo fermiônico interagindo com os

campos de torção e eletromagnético. Um ponto interessante é que os resultados desses

artigos podem ser usados para investigar as posśıveis manifestações da torção no domı́nio

da f́ısica atômica [25, 95, 84, 83, 86].

Vamos tratar agora do caso da TFWE para o caso de torção e campo magnético

interagindo com o espinor de Dirac. Podemos estudar a mesma abordagem para os outros

termos que violam as simetrias CPT e Lorentz [85, 35]. Embora o foco principal desta

parte do trabalho sejam os efeitos da torção, vamos construir também uma tabela que

mostra quais dos termos que violam CPT e Lorentz que permitem o uso da TFWE.

Vamos começar com a ação que descreve um férmion de Dirac com os termos que

violam essas simetrias

S =

∫
d4x
√−g

{
i

2
ψ̄ ΓµDµψ −

i

2
D⋆

µψ̄ Γµψ − ψ̄ M ψ

}
, (6.1)
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onde usamos a seguinte classificação para os termos que violam CPT e Lorentz [35]

Dµ = ∇µ − i eAµ ; D⋆
µ = ∇µ + i eAµ ; Γν = γν + Γν

1 ; M = m+M1 . (6.2)

Definimos a ação inicial em espaço-tempo curvo apenas para que ela fosse representada

de maneira geral, entretanto a análise da TFWE será feita em espaço-tempo plano. Não

há muito interesse em considerar a TFWE para os termos que violam CPT e Lorentz em

um espaço-tempo curvo, pois as magnitudes destes termos são definitivamente pequenas

e consequentemente os termos correspondentes produzem efeitos muito fracos, que nunca

se misturariam com os termos de espaço-tempo curvo. Nas fórmulas acima Fµν = ∇µAν−
∇νAµ e os termos Γν

1 e M1 são dados por

Γν
1 = cµνγµ + dµνγ5γµ + eν + i fνγ5 +

1

2
gλµνσλµ , (6.3)

M1 = aµ γ
µ + bµ γ5 γ

µ + im5γ5 +
1

2
Hµν σ

µν . (6.4)

As grandezas aµ, bµ, m5, c
µν , dµν , eµ, fµ, gλµν e Hµν são os parâmetros que violam as

simetrias CPT e Lorentz. Quando se estudam fenômenos f́ısicos com energia da ordem

da escala de Planck, as abordagens como teoria de cordas e outros prevêem a existência

de vários campos da natureza geométrica, tais como torção e dilaton, por exemplo. Nas

energias baixas, supões-se que esses canpos têm um papel modesto, mas em prinćıpio

não é garantido que eles não possam ser observados. Em particular, a existência de

campos fracos deste tipo gerou a possibilidade interessante de uma quebra muito fraca

das simetrias fundamentais, inclusive de Lorentz e de CPT (veja, e.g., [88] para revisão).

De acordo com as investigações teóricas existentes [78], poderia acontecer de o vácuo não

ser invariante de Lorentz. Isso significa que, na nossa parte do Universo, há algum campo

externo fixo (ou até mesmo mais de um) que define uma direção preferencial no espaço-

tempo. Efeitos quânticos de vácuo similares podem ser responsáveis pelas violações das

simetrias CPT. A abordagem convencional para se estudar a possibilidade de quebra das

simetrias CPT e Lorentz é considerar a forma mais geral para essas violações e depois

olhar para as consequências fenomenológicas delas. O tipo mais promissor de experimento

pertence à área de f́ısica atômica [80], mas há opções interessantes na área de altas energias

e f́ısica do estado sólido [81], experimentos com neutrinos [82], gravitação [87] e cosmologia

[79].

Uma discussão extensa da possibilidade da origem destes parâmetros e também as

numerosas implicações fenomenológicas deles podem ser encontradas em [88, 78]. Esses

aspectos não serão considerados aqui.
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É posśıvel reescrever (6.1) da seguinte maneira

S =

∫
d4x ψ̄

{
iΓµDµ +

i

2
(∇µΓ

µ) − M

}
ψ . (6.5)

Como resultado, as equações de movimento para ψ podem ser escritas como

iΓµDµψ =

[
M − i

2
(∇µΓ

µ)

]
ψ . (6.6)

Com o objetivo de fazer a TFWE, a equação acima é escrita na forma de Schrödinger,

i∂tψ = Hψ, para se obter a Hamiltoniana

iΓ0∇0ψ = (M + P ∗
µ Γµ)ψ . (6.7)

Neste ponto, as seguintes notações, que serão muito úteis, são introduzidas

P 0
ν = (0, Pi) , P ν = P 0

ν − eAν e P ∗
ν = P ν −

i

2
∇ν . (6.8)

É importante notar que essas notações permitem que os termos não-constantes que violam

CPT e Lorentz sejam também levados em conta. Na última equação a representação

padrão [21] para as matrizes de Dirac foi usada.

Vamos denotar Γ0 = γ0 + Γ0
1 e introduzir Γ

0

1 de tal forma que (Γ0)−1 = γ0 − Γ
0

1. Se

supusermos que a Hamiltoniana é linear nos termos que violam CPT e Lorentz presentes

em Γ0
1 é posśıvel mostrar que

Γ
0

1 = γ0 Γ0
1 γ

0 .

Portanto a equação (6.7) pode ser colocada na seguinte forma

i∇0ψ =
{
γ0 − γ0(c

µ0γµ + dµ0γ5γµ + e0 + i f0γ5 +
1

2
gλµ0σλµ)γ0

}
×
[
M + (P ∗

ν Γν)
]
ψ.(6.9)

Já vimos no final da seção 4.3 que é posśıvel fazer a TFWE se o seguinte critério é

satisfeito

ηH +Hη = 0 , onde η = iγ5β (6.10)

é o operador de involução [50, 103, 34, 107]. É, portanto, natural formular a seguinte

questão: Qual a forma mais geral da equação (6.9) que admite o operador de involução

? Para responder esta pergunta é necessário verificar quando o critério (6.10) é satisfeito

para os termos da Hamiltoniana geral apresentada anteriormente no lado direito de (6.9).

O resultado deste procedimento é mostrado na tabela 1.
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Tabela 1: Coeficientes de interação

m al b0 H lj m5 bl a0 H0µ

P ∗
ν e

ν P ∗
ν c

lν P ∗
ν d

0ν P ∗
ν g

ljν P ∗
ν f

ν P ∗
ν d

lν P ∗
ν c

0ν P ∗
ν g

0µν

P l P 0

γ0 1 γl −γ0γ5 1
2
σlj

c00 −γ0 −αl γ5 −1
2
γ0σlj

f0 iγ5 iγ5γl iγ0 i
2
γ5σlj

di0 −iγiγ5 −iγiγ5γl αi −1
2
γiγ5σlj

gi00 2αi 2αiγl 2γiγ5 αiσlj

d00 iγ0 αl −γ5 1
2
σ0µγ0γ5

e0 −iγ5 −γ5γl −γ0 −1
2
σ0µ

ci0 −iγiγ5 −iγiγ5γl −αi 1
2
γiσ0µ

gij0 i
2
σijγ5 1

2
σijγ5γl 1

2
σijγ0 1

4
σijσ0µ

A tabela especifica os oitenta casos dos termos que violam CPT e Lorentz na equação

de Dirac modificada que admitem a TFWE 1. A forma do termo correspondente que

admite a TFWE na Hamiltoniana é obtida pela multiplicação dos termos de uma linha

por uma coluna. Por exemplo, o coeficiente 1 na primeira linha e coluna significa que para

γ0 e m a Hamiltoniana contem o termo γ0 ×m × 1 = βm. Este termo é o mais trivial

posśıvel e corresponde à equação de Dirac livre.

Outro exemplo é a oitava linha com ci0 e oitava coluna com P ∗
ν g0µν. Levando o

coeficiente da tabela em conta chegamos ao seguinte termo que admite a TFWE

ci0 × (P ∗
ν g

0µν)× 1

2
γiσ0µ =

i

2
γic

i0 αj (P ∗
ν g0jν) .

Cada termo na primeira linha deve ser tomado separadamente, por exemplo na

primeira coluna há dois termos diferentes m e P ∗
ν eν. Os blocos com coeficientes não

nulos mostram os termos que admitem a TFWE. Como já foi mencionado, há oitenta

desses termos correspondendo ao número de teorias e Dirac modificadas admitindo a

TFWE. Além disso se algum espaço na tabela está vazio, isso significa que a TFWE não

é permitida para aquele par de termos nas correspondentes linha e coluna. A mesma

afirmativa é válida se uma componente de um dos termos não está presente na tabela.

É importante mencionar que mesmo nesses casos, quando a Hamiltoniana não satisfaz

a equação (6.10), a técnica da TFWE não é inútil. De fato, há a possibilidade de se aplicar

a prescrição da TFWE para derivar uma transformação Foldy-Wouthuysen perturbativa e

obter uma análise qualitativa da Hamiltoniana transformada que será par. Para o produto

1O número oitenta pode ser obtido multiplicando o número de termos na primeira linha pelo número de
termos correspondentes na primeira coluna. Esse procedimento fornece (2+3+2+2)×5+(2+2+3+2)×4 =
81, mas um dos termos é apenas βm, que não precisa de ser levado em conta
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de termos γ0 e P 0 (que possui um espaço vazio na tabela), o cálculo correspondente foi

feito em [60] e será discutido na seção 6.2.2. Outro caso já estudado para essa aplicação

está no apêndice de [62] e será discutido na seção 6.2.1.

6.1 Transformação exata para Campo de Dirac inte-

ragindo com parte escalar da torção

Nesta seção vamos considerar em detalhes a TFWE para um dos casos da tabela que

admitem a transformação. Será constrúıda a transformação exata para a componente

do tipo temporal do campo vetorial axial que é o dual da torção completamente antis-

simétrica do espaço-tempo. Vamos começar com alguns detalhes necessários sobre a teoria

gravitacional com torção. São usadas as notações de [124].

Se voltarmos às definições dadas no caṕıtulo 2, veremos que a equação (2.12) impõe

que a conexão deve satisfazer Γα
βγ = Γα

γβ . Entretanto não há motivação teórica para

se fazer isso, além das restrições experimentais sobre a magnitude dos efeitos causados

por uma posśıvel falta de simetria nos ı́ndices inferiores da conexão. E se levarmos em

conta que a equação (2.8) continua definindo um tensor mesmo se adicionarmos a Γα
βγ

um tensor qualquer Cα
βγ de tal forma que quando

Γα
βγ → Γα

βγ + Cα
βγ ,

a equação (2.11) permaneça covariante, vemos que a conexão possui uma ambiguidade na

sua representação. Podemos escrever de forma geral

Γ̃α
βγ = Γα

βγ + Cα
βγ , (6.11)

onde agora Γα
βγ representa o śımbolo de Cristoffel que é claramente um caso particular da

conexão afim. O śımbolo de Cristoffel depende apenas da métrica, (2.14) e o tensor Cα
βγ

é uma nova propriedade da teoria. Essa ambiguidade na conexão é muito importante,

pois permite introduzir campos de calibre diferentes da gravitação e, consequentemente,

descrever várias interações.

No espaço-tempo com torção T α
βγ, a conexão Γ̃α

βγ não é simétrica Γ̃α
βγ − Γ̃α

γβ = T α
βγ.

Esse novo campo gera modificações em relação a teoria sem torção. Por exemplo, se

calcularmos o seguinte comutador atuando no campo escalar

[
∇̃α , ∇̃β

]
ϕ = T λ

αβ∂λϕ , (6.12)
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já vemos uma diferença em relação à teoria com conexão simétrica. A curvatura pode ser

reescrita em termos do tensor de Riemann (curvatura dependendo apenas da métrica), a

derivada covariante (sem torção) e a contorção Kα
βγ como

R̃λ
· ταβ = Rλ

· ταβ + ∇αK
λ
· τβ − ∇βK

λ
· τα + Kλ

· γαK
γ
· τβ − Kλ

· γβK
γ
· τα (6.13)

Mostra-se útil dividir a torção T α
βγ nas três componentes irredut́ıveis: o traço Tβ =

T α
βα, o pseudotraço Sν = εαβµνTαβµ e a parte puramente tensorial qα

βγ, satisfazendo as

condições qα
βα = εαβµνqαβµ = 0. Logo, a torção pode ser escrita na forma

Tαβµ =
1

3
(Tβgαµ − Tµgαβ)−

1

6
εαβµνS

ν + qαβµ . (6.14)

No que segue, consideraremos apenas a componente Sµ, que é equivalente a a tomar a

torção completamente antissimétrica.

Já que o férmion de Dirac está num campo gravitacional externo com torção, podemos

fazer a generalização covariante mı́nima trocando a métrica de Minkowski por uma métrica

geral e a derivada parcial pela derivada covariante. Entretanto, de certa forma, é mais

interessante considerar uma ação geral não-mı́nima [26, 24, 124], que inclui todos os termos

compat́ıveis com a covariância sem parâmetros proporcionais ao inverso da massa,

S =

∫
d4x
√−g

{
iψ̄γµ(∇µ + iη1γ5Sµ)ψ +mψ̄ψ

}
. (6.15)

Aqui, η1 = 1/8 corresponde ao caso da ação mı́nima [26]. De acordo com [26, 124], a

teoria de campos com torção de fundo quanticamente consistente pode ser constrúıda

apenas para a interação não-mı́nima do campo de Dirac com o campo externo de torção.

Portanto, vamos manter daqui para frente o parâmetro η1 arbitrário. Vemos ainda que, se

substituirmos (6.4) em (6.1) e comparar o resultado com (6.15) no espaço-tempo plano,

temos bµ = −η1Sµ. Portanto, a torção é equivalente a um dos termos que violam as

simetrias Lorentz e CPT.

Neste ponto, temos todos os dados para desenvolver os cálculos da TFWE para um

dos termos que violam as simetrias CPT e Lorentz. Vamos considerar uma part́ıcula de

spin 1/2 interagindo com os campos externos de torção e eletromagnético. Tomaremos

os campos externos como constantes. As equações de movimento que vêm da ação (6.15)

têm a forma

i~
∂ψ

∂t
=
(
c−→α · −→p − e−→α · −→A − η1

−→α · −→S γ5 + eΦ + η1γ5S0 +mc2β
)
ψ , (6.16)

Para o caso de um campo magnético constante podemos admitir que Φ = 0. Entre-

tanto, uma análise direta mostra que o termo η1
−→α ·−→S γ5 em (6.16) não satisfaz a condição
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(6.10). Portanto, primeiramente, trataremos o caso em que
−→
S = 0 e a TFWE pode ser

feita. A Hamiltoniana completa é estudada na seção 6.2.1. Por enquanto, trabalharemos

com a seguinte Hamiltoniana

H = c−→α · −→p − e−→α · −→A + η1γ5S0 +mc2β . (6.17)

Um ponto interessante que deve ser enfatizado aqui é que a Hamiltoniana acima

poderia ter sido constrúıda a partir da tabela da seção 6 sem usar os argumentos dos

dois últimos parágrafos. Se olharmos para a linha γ0 da tabela e quisermos considerar

apenas o campo bµ, conclúımos que apenas a componente b0 é permitida. Portanto,

a Hamiltoniana mais geral para o campo de torção usando o esquema da tabela seria

γ0 × (m+ γl P l − γ0γ
5b0), que tem a mesma forma de (6.17).

De acordo com a prescrição padrão [50], o próximo passo é obter H2. O cálculo direto

fornece

H2 = (c−→p − e−→A − η1
−→
ΣS0)

2 +m2c4 − 2η2
1S

2
0 . (6.18)

Usando os mesmos passos compreendidos entre as equações (5.48) e (5.55) encon-

tramos a Hamiltoniana para o setor ϕ. O resultado que se obtém é a mesma Hamiltoni-

ana não relativ́ıstica encontrada em [25] de maneira independente (usando a TFW usual).

Este resultado não é trivial, pois antes de começarmos os cálculos havia a possibilidade

de novos termos serem gerados depois de obter a Hamiltoniana transformada, fazer a ex-

pansão e comparar o resultado com o obtido pela transformação puramente perturbativa,

como aconteceu em [107]. Entretanto, a Hamiltoniana transformada foi obtida de maneira

mais econômica e confirma o resultado de [25]. Na próxima seção, vamos considerar as

equações para part́ıcula espinorial no fundo de S0.

6.2 Transformação Foldy-Wouthuysen semi-exata

A Hamiltoniana completa no lado direito da equação (6.16) não permite A TFWE.

Entretanto, pelo fato de a torção ser um campo fraco, estamos realmente interessados

apenas na expansão linear na torção enquanto o campo magnético pode ser tratado de

forma exata.

Vamos fazer uma modificação ad hoc no termo η1
−→α−→S γ5, que é multiplicá-lo pela

matriz β. O termo modificado satisfaz a condição (6.10) e agora a transformação exata é

perfeitamente posśıvel. O ponto principal é que uma matriz β não gera efeito algum. A
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razão é que depois de desenvolver o operador Hamiltoniano final, ele terá uma estrutura

de blocos diagonal. Estamos interessados somente no bloco superior da Hamiltoniana que

é par (após a transformação) para fazer a análise f́ısica. Pelo menos em primeira ordem

em 1/m, não importa se esse termo está multiplicado por β ou não, pois beta possui a

forma (3.13) e o bloco superior dela é a matriz unitária. Com o resultado chegamos ao que

pode ser chamado de transformação Foldy-Wouthuysen semi-exata, pois ela é exata em

apenas parte dos campos externos e linear nos outros campos. Essa nova técnica de fazer

a TFW perturbativa já foi sugerida e aplicada à Hamiltoniana de Dirac que inclui a parte

escalar do campo eletromagnético em [60]. Vamos também incluir aqui a componente

temporal do vetor axial Sµ. Chegamos, então, à Hamiltoniana com a qual trabalharemos

H = c−→α · −→p − e−→α · −→A − η1
−→α · −→S γ5β + η1γ5S0 +mc2β . (6.19)

Neste caso H2 tem a forma

H2 = (c−→p − e−→A − η1
−→
ΣS0)

2 +m2c4 + 2η1mc
2−→Σ · −→S +

+ η2
1(
−→
S )2 + ~ce

−→
Σ · −→B − 2η2

1S
2
0 + 2iη1γ5β

−→
Σ ·
[−→
S × (c−→p − e−→A)

]
. (6.20)

O último termo em (6.20) é ı́mpar, e a presença dele parece, de certa forma natural, já que

usamos o procedimento artificial em (6.19). Ao mesmo tempo, se não considerarmos este

termo, o restante é exatamente a Hamiltoniana que vem da TFW perturbativa usual com

torção [117]. Uma vantagem óbvia do método presente é a grande simplicidade técnica

comparada com a do método perturbativo.

Se aplicarmos o procedimento descrito entre as equações (5.47) e (5.54) à equação

anterior, encontramos o limite não-relativ́ıstico que é praticamente (mas não completa-

mente) igual ao convencional [25],

Htr
ϕ =

1

2m
(
−→
Π)2 +B0 +−→σ · −→Q , (6.21)

onde

−→
Π = −→p − e

c

−→
A − η1

c
S0
−→σ , B0 = − η2

1

mc2
S2

0 ,

−→
Q = η1

−→
S +

~e

2mc

−→
B +

η1

mc

−→
S ×

(−→p − e

c

−→
A
)
. (6.22)

O último termo em
−→
Q tem origem do termo ı́mpar em (6.18) que já foi discutido anterior.

Esse termo é novo em comparação com as expressões obtidas em [25] e em [117] pelo

método perturbativo usual. O fato que a transformação exata fornece um termo novo em

comparação com a transformação usual é análogo ao caso gravitacional em [107], descrito

pelo aparecimento do “gravitational Darwin term”.
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A quantização canônica de (6.22) fornece as (quasi)clássicas equações de movimento

dxi

dt
=

1

m

(
pi −

e

c
Ai −

η1

c
σiS0

)
+

η1

mc

[−→σ ×−→S
]

i
= vi ,

dpi

dt
=

1

m

(
pj − e

c
Aj − η1

c
σjS0

) e
c

∂Aj

∂xi
+

η1

mc

[−→σ ×−→S
]j e
c

∂Aj

∂xi
,

dσi

dt
=

[−→
R ×−→σ

]

i
,

−→
R =

2η1

~

[−→
S − 1

c
−→v S0 +

−→
S ×

−→v
c

+
2η1

~
S0
−→
S ×−→σ

]
+

e

mc

−→
B . (6.23)

As últimas equações são bem parecidas com as obtidas antes em [25] e [117] baseadas

na equação de Pauli e a TFW perturbativa. Mas há também termos novos devido à

aproximação não linear que usamos aqui.

As duas primeiras equações de (6.23) fornecem

m
dvi

dt
= −e

c

∂Ai

∂t
+
e

c

[−→v ×−→B
]

i
− η1

c
σi
∂S0σi

∂t
− η1

c

∂(
−→
S ×−→σ )i

∂t
. (6.24)

A análise dessas equações será feita juntamente com os resultados que serão obtidos

na próxima seção.

6.2.1 Transformação semi- exata com expansão linear na parte

vetorial da torção

Podemos reescrever a equação (6.20) usando a aproximação linear em Sµ. De agora

em diante, todos os termos de segunda ordem em Sµ serão negligenciados. Encontramos

H2 = H2
0 + 2η1mc

2−→Σ · −→S + 2η1γ5S0
−→α · (c−→p − e−→A) , (6.25)

onde

H2
0 = (c−→p − e−→A )2 + ~ce

−→
Σ · −→B +m2c4 . (6.26)

A ideia agora é considerar a expansão de
√
H2 não apenas no parâmetro m, mas também

em termos de Sµ. Para fazer isso, apresentamos a equação (6.25) na forma simétrica

H2 =
H2

0

2

{
1 +

1

H2
0

[
2η1mc

2−→Σ · −→S + 2η1γ5S0
−→α · (c−→p − e−→A )

]}
+

+
{

1 +
[
2η1mc

2−→Σ · −→S + 2η1γ5S0
−→α · (c−→p − e−→A)

] 1

H2
0

}H2
0

2
. (6.27)

Essa simetrização é um passo importante do procedimento que inclui a multiplicação por

β na equação (6.16), inclusive evita os termos extras. A simetrização pode ser vista

como parte da operação de extrair H, através de H2. O próximo passo é calcular a raiz
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quadrada de (6.27). Expandimos o termo H2
0 em série de potências em 1/m (indo até a

segunda ordem em 1/m) e obtemos o mesmo resultado de [50] que vamos chamar de HEK
0

HEK
o =

√
H2

0 = mc2 +
(c−→p − e−→A)2

2mc2
+

~e

2mc

−→
Σ · −→B . (6.28)

Também expandimos o termo 1/H2
0 em série de potências em 1/m assim como o termo

entre parênteses em (6.27) em série de potências de Sµ, de tal forma que o resultado será

apresentado em primeira ordem em Sµ e segunda ordem em 1/m,

√
H2 = HEK

0 + η1
−→
Σ · −→S − η1

2m2c4
−→
Σ · −→S (c−→p − e−→A )2−

− ~ceη1

2m2c4
−→
S · −→B − η1

mc2
(c−→p − e−→A) · (S0

−→
Σ + iγ5β

−→
S ×−→Σ) . (6.29)

Analisando termo a termo da equação acima, vemos que apenas o último é ı́mpar.

Usando (4.68) obtemos a Hamiltoniana final para este caso

H ′ tr = βmc2 + β
(c−→p − e−→A − η1S0

−→
Σ − βη1

−→
S ×−→Σ)2

2mc2
− βη1

2m2c4
(c−→p − e−→A)2−→Σ · −→S +

+ β
~ce

2mc2
−→
Σ · −→B + βη1

−→
Σ · −→B − β ~ceη1

2m2c4
−→
S · −→B . (6.30)

Aqui usamos linha em H para fazer a distinção entre as Hamiltonianas (6.9) e (6.30).

Para a Hamiltoniana (6.30) aplicamos o mesmo algoritmo usado entre as equações (5.53)

e (5.54) e finalmente obtemos a Hamiltoniana para o bi-espinor ϕ. O resultado pode ser

expresso na forma

H ′ tr
ϕ =

(
1−
−→
Σ · −→S
2mc2

)
Htr

ϕ

(
1−
−→
Σ · −→S
2mc2

)
, (6.31)

onde Htr
ϕ é dado pela equação (6.9). Vamos então obter as equações de movimento

usando o mesmo método aplicado em [25]. Fazemos a quantização canônica introduzindo

os operadores x̂i, p̂i e σ̂i e implementamos as relações de comutação de maneira usual.

Neste caso as equações de movimento (quasi)clássicas são

vi =
dxi

dt
=
(
1− η1

mc2
−→σ · −→S

) 1

m
(Pi −

e

c
Ai −

η1

c
S0σi) +

η1

mc
(−→σ ×−→S )i ,

dpi

dt
=

(
1− η1

mc2
−→σ · −→S

) 1

m

(
pj − e

c
Aj − η1

c
σjS0

) e
c

∂Aj

∂xi
+
η1e

mc2
∂Aj

∂xi
(−→σ ×−→S )j ,

dσi

dt
= [−→r ×−→σ ]i , −→r =

2η1

~

[
(1− v2

2c2
)
−→
S +

−→
S ×

−→v
c
− 1

c
−→v S0

]
+

e

mc

−→
B . (6.32)
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Usando as duas primeiras equações de (6.32), encontramos

m
dvi

dt
=

(
−e
c

∂Ai

∂t
+
e

c

[−→v ×−→B
]

i

)(
1− η1

2mc2
−→σ · −→S

)
−

− η1

c

d

dt
(S0 σi) +

η1

c

d

dt
(−→σ ×−→S )i −

η1 vi

c2
d

dt
(−→σ · −→S ) . (6.33)

Comparando com (6.23), vemos que os novos termos em (6.32) são de ordem 1/m2.

A equação (6.33) possui dois pontos importantes. O primeiro é que o último termo é de

ordem 1/m e não estava presente em (6.24). Este resultado explicita o fato de que se

usarmos apenas o parâmetro 1/m na expansão de H2 não iremos obter todos os termos

posśıveis de primeira ordem em Sµ na Hamiltoniana final. Essa é uma grande vantagem da

TFWE sobre a TFW: além de ela poder fornecer um resultado mais completo trabalhando

com o parâmetro 1/m, como em [107], é permitida a escolha de um parâmetro arbitrário

da teoria em questão, que é considerado pequeno para se fazer a expansão, como fizemos

aqui com Sµ. O segundo ponto a ser notado é que o segundo termo na equação (6.33)

mostra um efeito interessante. Essa equação é análoga à força de Lorentz atuando em

uma part́ıcula que interage com um campo eletromagnético externo. O caso é análogo ao

das ondas gravitacionais do caṕıtulo 3. O termo em que Sµ aparece pode ser interpretado

como uma correção para este caso. Pensando dessa forma, esse termo mostra uma mistura

expĺıcita entre os campos magnético e de torção. É posśıvel então imaginar uma situação

na qual o campo magnético poderia ser forte o suficiente para compensar o fato de o

campo de torção ter magnitude pequena de tal forma que esse termo poderia afetar o

movimento da part́ıcula de alguma forma mensurável.

6.2.2 Transformação semi-exata para o potencial eletromagnético

escalar

Vamos considerar agora outro caso de aplicação da transformação FW semi-exata,

seguindo os cálculos descritos em [60]. Tomamos a Hamiltoniana na forma

H = βmc2 + βq + αjKi
j∂i + αigi , onde Ki

j = −i~c(δi
j + T i

jv) . (6.34)

Nestas notações T i
j tem parâmetros numéricos e q é uma constante. Os campos

externos são introduzidos pela função escalar v e o vetor gi. Seguindo os passos descritos

anteriormente para se fazer a TFWE, obtemos primeiramente H2. Encontramos

H2 = m2c4 + KilKm
l ∂i∂m + 2Ki

jg
j∂i + g2 + Kil∂i(K

m
l )∂m + Ki

j∂i(g
j)+
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+ iΣkǫ
jlkKi

j∂i(K
m
l )∂m + iΣkǫ

jlkKi
j∂i(gl) + 2mc2q + αjKi

j∂i(q)β . (6.35)

Essa equação engloba vários casos particulares levando em conta o termo de interação

constante. Entretanto se quisermos tratar o caso do potencial eletromagnético escalar não

será posśıvel usar (6.35), pois Hamiltoniana inicial terá a forma

H = c−→α · −→p − e−→α · −→A + eΦ + βmc2 . (6.36)

O termo eΦ não anticomuta com o operador de involução. Portanto, a Hamiltoniana

(6.36) não admite a TFWE. Vamos usar a mesma abordagem da seção anterior. Multipli-

camos o termo eΦ pela matriz β e usamos a técnica da transformação exata. Trabalhamos

então com a Hamiltoniana na forma

H = c−→α · −→p − e−→α · −→A + eβΦ + βmc2 . (6.37)

Seguindo todos os passos da transformação exata, e usando (6.35) para a equação (6.37),

a Hamiltoniana não-relativ́ıstica transformada é

Htr =
1

2m

(−→p − e

c

−→
A
)2

+ eΦ +
~e

2mc
−→σ · −→B . (6.38)

O resultado condiz com as equações apresentadas em [25] quando os campos de torção

são nulos usando a transformação perturbativa. A vantagem aqui é que o resultado pode

ser obtido em uma maneira extremamente econômica.
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7 Uma breve introdução à ação

efetiva de vácuo

Este caṕıtulo tem caráter introdutório e será dedicado a uma revisão da teoria e

dos métodos de cálculo para as correções quânticas para os campos vetorial, escalar e

fermiônico. O objetivo principal não será a busca por uma teoria de gravitação quântica,

mas a descrição de uma teoria quântica de campos que possa ser formulada em espaço-

tempo curvo de tal forma que os cálculos de grandezas importantes sejam posśıveis de

serem realizados e os resultados condizentes com as expectativas geradas por outras abor-

dagens. Uma revisão mais completa pode ser encontrada em [24] e [126], então o nosso

objetivo aqui é, principalmente, fixar as notações e introduzir as fórmulas necessárias para

o próximo caṕıtulo.

7.1 Abordagem semi-clássica

Até agora, neste trabalho, foi adotada a abordagem semi-clássica. Utilizamos, por

exemplo, a generalização mı́nima, explicada na seção 3.5 para descrever o campo de Dirac

interagindo com ondas gravitacionais na seção 5.6. Vamos agora olhar com um pouco

mais de cuidado para esse método.

Quando o objetivo é construir uma teoria com campos de matéria em um fundo

gravitacional clássico, devemos pensar em qual seria a forma matemática posśıvel para a

ação que descreve essa situação. O resultado deve ser consistente com os prinćıpios da

mecânica quântica e, além disso, devemos buscar uma ação que possa ser representada de

maneira clara e (dentro dos limites impostos pelos prinćıpios f́ısicos) coesa.

Devemos estabelecer então alguns prinćıpios aos quais a ação procurada deve satis-

fazer. Estes prinćıpios surgem de maneira natural se levarmos em conta os resultados já

bem estabelecidos da teoria quântica de campos em espaço-tempo plano e a Relatividade

Geral. Vamos impor primeiramente que a ação seja local e covariante nos setores de
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matéria e gravitação. Além disso, ela deve preservar as simetrias (de calibre) presentes

em ńıvel clássico. Por fim, ela deve ser obviamente adimensional (vamos supor que não

haja termos proporcionais a 1/m) e que seja posśıvel fazer a correspondência com a teoria

em espaço-tempo plano (o que próıbe termos do tipo m2/R). A ação que procuramos

terá a seguinte forma

S = Smı́n + Snão-mı́n + Svac , (7.1)

onde Smı́n em uma teoria qualquer será dada pela forma que já conhecemos da teoria

clássica juntamente com o processo de generalização-mı́nima, explicado na seção 3.5. O

termo Snão-mı́n será um termo de campos de matéria que será constrúıdo de forma que

os prinćıpios relacionados no parágrafo anterior não sejam violados. O último termo Svac

representará uma ação que não muda a quantização nem a generalização dos campos

presentes nos outros termos.

Vamos tomar o campo escalar como exemplo. Neste caso, Smı́n será a ação de Klein-

Gordon com o fator de integração generalizado. Já o termo Snão-mı́n terá a forma

Snão-mı́n =
1

2
ξ

∫
d4x
√−g Rϕ2 , (7.2)

que é o único que satisfaz os critérios estabelecidos. Restam os termos em Svac, que

correspondem à ação de vácuo. Por construção, estes só podem ser termos de vácuo nesta

teoria. A forma mais geral para Svac é

Svac =

∫
d4x
√−g

{
− 1

16πG
(R + 2Λ) + a1R

2
µναβ + a2R

2
µν + a3R

2 + a42R

}
. (7.3)

É importante notar que os termos de derivadas superiores em (7.3) não são correções

quânticas, eles devem ser introduzidos mesmo em ńıvel clássico. A razão pela qual eles

não se manifestam em experimentos de gravitação é que o termo de Einstein-Hilbert

possui o coeficiente 1/G = M2
p . Se levarmos em conta as correções produzidas pelos

“novos” termos, vemos que elas serão proporcionais a uma ordem de grandeza superior

para o coeficiente 1/m2 no propagador do graviton que faz a interação gravitacional [129].

Portanto esses termos seriam interessantes apenas para estudos de sistemas de alta energia

como universo primordial, buracos negros e, possivelmente, rajadas de raios gama.

Para vetores e férmions a ação local, covariante e invariante perante transformações

de calibre não possuem termos não mı́nimos por serem algebricamente imposśıveis. A

generalização para férmions é dada então de forma completa pelo procedimento descrito

na seção 3.5 e para campos de calibre, temos simplesmente

SAa
µ

= −1

4

∫
d4x
√
−g Ga

µνG
aµν , onde Ga

µν = ∂µA
a
ν − ∂νA

a
µ + gfabcAb

µA
c
ν . (7.4)
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7.2 Ação Efetiva e Renormalização

Vamos agora rever a abordagem que trata o problema do ponto de vista quântico.

Para estudar a teoria dessa forma, começamos por substituir a ação clássica pela ação

efetiva (AE), que pode ser definida pela integral de caminho

eiΓ[gµν] =

∫
DφeiS[φ ; gµν ] . (7.5)

Na expressão acima φ representa o conjunto de campos de matéria e fantasmas de Faddev-

Popov para todos os grupos de calibre internos da teoria e Dφ é o elemento invariante de

integração funcional. A ação clássica S[φ ; gµν ] inclui os campos de matéria, interações

entre eles, a métrica (que funciona como parâmetro externo) e a ação clássica de vácuo

(7.3). A covariância da ação efetiva foi demonstrada recentemente em [91] (veja também

[24, 126]). A ação efetiva admite a expansão em laços

Γ[gµν ] = Svac[gµν] + Γ̄(1) + Γ̄(2) + Γ̄(3) + ... . (7.6)

A contribuição de um laço é mais simples e várias situações mais importante. Ela

tem a forma

Γ̄(1) = − i

2
sTr ln Ĥ , onde Ĥ = Ĥ(x, y) =

1

2

δ2 S[φ, gµν ]

δφ(x) δφ(y)

∣∣∣∣
φ=0

(7.7)

é a parte bilinear em campos quânticos da ação clássica. O śımbolo sTr representa a

operação de tomar o traço do operador em que ele atua, e multiplicar por −1, no caso de

campos fermiônicos.

A ação de um laço Euclideana que corresponde à teoria (7.5) é dada por (para mais

detalhes ver [24])

Γ̄(1) = − i

2
Tr ln

[
1̂ 2 + Π̂ + 2 ĥµ∇µ

]
, (7.8)

onde os chapéus indicam operadores que atuam no espaço dos campos quânticos.

7.3 Métodos de cálculos em espaços curvos

Nesta seção serão discutidos os métodos práticos de cálculo de correções quânticas em

espaço-tempo curvo. Vamos nos concentrar em fazer uma breve descrição de cada um dos

métodos que serão apresentados, deixando de lado as considerações históricas, que podem

ser encontradas em [22, 24].
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Uma das abordagens consiste na generalização dos diagramas de Feynman do espaço-

tempo plano introduzindo perturbações na métrica de Minkowiski, ηµν = gµν − hµν . Tra-

balhos muito importantes foram feitos usando este método [132, 138] . Em particular,

esses cálculos mostraram por exemplo a necessidade dos termos de derivadas superiores

(7.3) para a renormalização e a forma geral da estrutura das correções quânticas finitas

tanto para teoria com massa quanto para o caso sem massa.

Os diagramas terão a mesma estrutura daqueles em espaço-tempo plano mas com

linhas externas de gravitação. Pela generalização do fator de integração, mesmo que não

haja interação expĺıcita entre termos de curvatura e de campos de matéria é garantido que

depois de fazer a expansão em ordens de hµν, cada diagrama divergente de um laço, por

exemplo, no espaço-tempo plano, dá lugar a um número infinito de diagramas divergentes

no espaço-tempo curvo. Isso acontece porque cada diagrama de um certo número fixo

de laços representará uma nova expansão, mas agora no parâmetro hµν , que deverá ser

representado como linhas externas (pois a métrica não é quantizada) nos vértices de cada

um dos infinitos diagramas para o número de laços que se estuda.

O problema se tornou a prinćıpio extremamente mais complicado, mas se impusermos

a covariância aos termos de correções quânticas [24, 91, 126] e começarmos a buscar quais

as estruturas posśıveis para estes termos por análise dimensional, então o número de

diagramas relevantes se torna finito e o cálculo passa a ser posśıvel. A vantagem desse

método é que ele mostra que os contratermos em espaço-tempo curvo que removem as

divergências são termos locais, o que está de acordo com os teoremas gerais da teoria de

renormalização [36, 137]. Entretanto, a covariância não aparece de forma natural e, em

alguns casos, os cálculos se tornam bastante complexos gerando grandes dificuldades na

interpretação dos resultados.

Um método covariante de cálculo é a abordagem baseada na representação de momen-

tos locais [20]. Em RG, a representação de momentos não é posśıvel, de modo geral. A

razão dessa restrição é que os diferentes pontos do espaço-tempo possuem os seus próprios

espaços tangentes, e, portanto, exigem representações de momentos independentes. Ao

mesmo tempo, usando as coordenadas normais de Riemann [112], é posśıvel reescrever

as grandezas importantes da teoria em torno de um ponto fixo P com coordenadas xµ
0

e utilizar a representação de momentos neste ponto. A ideia da abordagem é baseada

no uso de coordenadas geodésicas e na expansão das grandezas de interesse num ponto

com coordenadas xµ
0 em séries de potência em desvios xµ − xµ

0 = x′µ. No caso de coor-

denadas normais de Riemann, os coeficientes desta expansão são componentes da tensor
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de curvatura e de suas derivadas covariantes em um ponto P . Desta maneira, todas as

quantidades correspondem ao mesmo ponto P , onde a representação de momentos é per-

feitamente possivel. O método é muito útil para calcular quantidades locais, como (por

exemplo) contratermos necessários para renormalização de teoria de campos em espaço-

tempo curvo. A localidade dos contratermos é garantida pelo teorema de Weinberg (veja

discussão recente em [91]).

Entretanto, a expansão de Schwinger-Dewitt [43, 76] é o método mais prático para

se realizar os cálculos de um laço e se obter as divergências em espaço-tempo curvo.

Escreve-se Tr lnĤ = ln DetĤ em temos da representação de integral de tempo próprio

i

2
Tr ln Ĥ = − i

2
Tr

∫ ∞

0

ds

s
e−isĤ , (7.9)

onde

< x|e−isĤ|x′ >= Û(x , x′ ; s) = Û0(x , x
′ ; s)

∞∑

k=0

(is)kâk(x , x
′) . (7.10)

âk(x , x′) são os coeficientes de Schwinger-Dewitt enquanto a expressão para Û0(x , x
′ ; s)

tem a forma

Û0(x , x
′ ; s) =

1

(4πis)
n
2

D
1

2 (x , x′)exp

{
−σ(x , x′)

2is
− im2s

}
. (7.11)

Nesta expressão σ(x , x′) é a distância geodésica entre x e x′ e

D(x , x′) = det [−∂µ∂ν σ(x , x′)] (7.12)

é o determinante de Van Vleck-Morett. Mais detalhes técnicos são encontrados em [43].

Há uma generalização para teorias quânticas mais complexas e também vários modelos

com operadores mais complicados que (7.8) feitas em [19]. Uma revisão do método da

ação efetiva e particular generalização da técnica de Schwinger-Dewitt foi feita recente-

mente em [134]. Não vamos discutir com detalhes aqui os procedimentos matemáticos

envolvidos neste método, pois usaremos esta abordagem para os cálculos realizados nesta

tese. Durante a obtenção dos resultados as particularidades desta técnica serão bem

evidenciadas.

7.4 Divergências de um laço e renormalização

Com base no método de Schwinger-Dewitt, o limite ultravioleta corresponde ao limite

mais baixo s = 0 na integral de tempo próprio (7.9). A regularização desta integral pode
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ser feita de várias maneiras, sendo que a mais comum é a regularização dimensional [19,

18]. O termo de maior interesse, relacionado às divergências logaŕıtmicas, é o coeficiente

a2,

â2 = Tr lim
x′x

a2(x, x
′) . (7.13)

As divergências logaŕıtmicas definem quantidades importantes como as funções beta dos

grupos de renormalização. A forma do coeficiente a2 para o setor de vácuo é [67]

â2 =

∫
d4x
√
g
{
βΛ + βER + β1C

2 + β2E + β32R + β4R
2
}
. (7.14)

onde, usando a notação β1,2,3 = (ω, b, c)/(4π)2, temos

(4π)2 βΛ =
1

2
N2m

4
s − 2Nfm

4
f ,

(4π)2 βE = Nsm
2
s

(
ξ − 1

6

)
+
Nfm

2
f

3
,

(4π)2 β4 =
Ns

2

(
ξ − 1

6

)2

,

(4π)2 β1 =
1

120
Ns +

1

20
Nf +

1

10
Nv = ω ,

(4π)2 β2 = − 1

360
Ns −

11

360
Nf −

31

180
Nv = b ,

(4π)2 β3 =
1

180
Ns +

1

30
Nf −

1

10
Nv = c . (7.15)

A partir dessas fórmulas é posśıvel escrever a expressão para a parte divergente da ação

efetiva de um laço do setor de vácuo para uma teoria que possui Ns escalares reais, Nf

espinores de Dirac e Nv vetores sem massa,

Γ̄
(1)
div = − 1

n− 4

∫
d4x
√−g

{
β1C

2 + β2E + β4R
2 + β32R+ βER+ βΛ

}
. (7.16)

Na expressão anterior vemos que as divergências possuem a forma que condiz ex-

atamente com os argumentos apresentados no ińıcio da seção anterior. Todos os termos

de derivada superior com dimensão 4, o termo de Einstein-Hilbert e a constante cos-

mológica são necessários para se ter uma teoria em espaço-tempo curvo, com matéria,

renormalizável. Além disso, pela lógica utilizada nesses mesmos argumentos, vemos que,

em qualquer ordem na expansão em laços, as divergências de uma teoria de calibre em

espaço-tempo curvo possuem a mesma forma da ação clássica não mı́nima com o termo de

vácuo, ou seja, a mesma forma das expressões obtidas em um laço (compare as equações

(7.3) e (7.16)). A única diferença são os coeficientes dos termos divergentes, que começam

a depender dos acoplamentos em ordens superiores da expansão em laços (veja e.g. [72]

para um exemplo de contas expĺıcitas). Portanto a teoria formulada acima é multiplicati-

vamente renormalizável em espaço-tempo curvo. Para cada ordem da expansão em laços,
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os contratermos podem ser removidos renormalizando o conjunto completo de parâmetros

da teoria (campos, constantes de acoplamento massas, parâmetro ξ e termos de vácuo).

O ponto principal é que não há necessidade de se renormalizar a métrica externa.

7.5 Grupo de renormalização baseado no esquema-

MS

Como usualmente é feito, a maneira mais simples de se introduzir as equações de

grupo de renormalização é aquela baseada no esquema de renormalização de subtrações

mı́nimas MS. Há uma exposição completa de como este método pode ser aplicado a

espaços curvos em [12]. Neste esquema, a função beta da carga efetiva C é definida como

βC(MS) = lim
n→4

µ
dC

dµ
. (7.17)

A obtenção das funções beta num esquema dependente da massa em espaço-tempo

plano, foi descrita por exemplo em [99]. Este esquema faz parte da abordagem efetiva à

teoria quântica de campos. Tomando o operador de polarização, subtrai-se o contratermo

no momentum p2 = M2, onde M é o ponto de renormalização. Depois, ao invés de usar

a definição (7.17) para a função beta, usa-se

βC = lim
n→4

M
dC

dM
. (7.18)

Matematicamente, isso é equivalente a obter as correções quânticas da teoria que se

está estudando e escrever separadamente os termos que corrigem a constante de acopla-

mento que será regularizada. Esses termos possuem a dependência expĺıcita com os mo-

mentos externos do sistema e ao invés de usarmos a definição (7.17) para obter a função

beta, calcula-se apenas a derivada

C p
d

dp
(7.19)

dos fatores de forma dessa constante na ação efetiva de um laço obtida a partir da ação

inicial.

7.6 Método de Heat-Kernel

A ação efetiva (7.8) pode ser expressa em termos de uma integração no tempo próprio

do “heat-kernel”,

Γ̄(1) = −1

2

∫ ∞

0

ds

s
TrK(s) . (7.20)
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Como é usualmente feito, a última expressão pode ser expandida em série de potências nas

“curvaturas”, Rµναβ , Rµν , R , P̂ e Ŝµν . Em segunda ordem em curvaturas, a expressão

tem a forma [1, 27]

TrK(s) =
µ4−2ω

(4πs)ω

∫
d4x
√
g e−sm2

tr
{

1̂ + sP̂ + s2
[
Rµνf1(−s2)Rµν+

+ Rf2(−s2)R+ P̂ f3(−s2)R + P̂ f4(−s2)P̂ + Ŝµνf5(−s2)Ŝµν
] }

.(7.21)

onde,

P̂ = Π̂ +
1̂

6
R + (∇µĥ

µ) − ĥµĥµ ,

Ŝµν = 1̂[∇ν , ∇µ ] +∇ν ĥµ −∇µĥν + ĥν ĥµ − ĥµĥν . (7.22)

Aqui, ω é o parâmetro dimensional, µ é um parâmetro arbitrário de renormalização

com dimensão de massa e as funções fi são dadas por

f1(τ ) =
f(τ )− 1 + τ/6

τ 2
, f2(τ ) =

f(τ )

288
+
f(τ )− 1

24τ
− f(τ )− 1 + τ/6

8τ 2
,

f3 =
f(τ )

12
+
f(τ )− 1

2τ
, f4 =

f(τ )

2
, f5 =

1− f(τ )

2τ
, (7.23)

onde f(τ ) =

∫ 1

0

dα eα(1−α)τ , τ = −s2 .

A obtenção deste resultado importante está fora dos objetivos desta tese, porque é

tecnicamente muito complicado.
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8 Correções Quânticas de um

laço para eletrodinâmica

quântica em espaço-tempo

curvo

Trabalhando no ramo da teoria de EDQ, nosso objetivo é obter uma expressão para

a função beta completa de um laço da carga do elétron. A palavra completa significa que

a expressão final deve conter não só os casos já conhecidos dos limites infravermelho (IR)

e ultravioleta (UV), mas também todas as faixas intermediárias de energia. Para fazer os

cálculos, usamos o esquema de renormalização de subtração de momentos. Vamos seguir

aqui a referência [64].

Embora o método de subtração mı́nimo de renormalização é muito eficiente no limite

ultravioleta da teoria, ele não é totalmente confiável quando pretendemos estudar o regime

infravermelho. Neste caso as massas das part́ıculas passam a ser importantes, porque elas

modificam as equações de grupo de renormalização. Um método alternativo, baseado em

um esquema de renormalização mais f́ısico (veja, e.g. [99], para uma introdução e mais

referências), foi aplicado a problemas gravitacionais recentemente [67, 68]. O foco de

atenção desses trabalhos foram o grupo de renormalização e o desacoplamento no setor

de vácuo da teoria quântica de campos com um campo gravitacional externo clássico de

fundo.

O grupo de renormalização f́ısico pode ser formulado somente em uma teoria de

gravitação linearizada. O desacoplamento em baixas energias do campo escalar [67],

férmion e campos vetoriais (incluindo constituintes de QCD) [68] acontecem de maneira

suave, de forma similar ao teorema de Appelquist e Carazzone em EDQ [2]. Uma van-

tagem do método desenvolvido em [67, 68] é que ele permite obter as fórmulas completas

para fatores de forma e funções beta, além dos limites IR e UV.
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Aqui, nós aplicamos o mesmo método para analisar o grupo de renormalização da

carga elétrica. Em [136] há a descrição do método de equações de grupo de renormalização.

Esse método é discutido em [36] e EDQ á considerada como exemplo e o cálculo da função

beta é feito até o final em altas energias.

Para calcular a função beta, consideramos a teoria de EDQ e obtivemos as partes

divergente e finita da ação efetiva de um laço no setor proporcional a F 2
µν. Em prinćıpio,

este cálculo pode ser feito utilizando diagramas de Feynman, mas já que a técnica de

“heat-kernel”[1, 27] possibilita fazer os cálculos de maneira mais econômica, usamos este

método da forma adaptada em [67, 68]. Os cálculos usando diagramas de Feynman podem

ser encontrados em [130]. Os autores mostram o resultado para a função beta para a carga

elétrica em termos do parâmetro p2/m2.

A análise qualitativa da correção quântica de um laço da parte gravitacional usando

a aproximação de campo fraco na ação do eletromagnetismo foi feita em [46]. Já em

[55] é feita uma discussão sobre as equações de grupo de renormalização para EDQ e uma

comparação dessas equações obtidas por regularização dimensional e por cutoff. Em [111],

a validade das identidades efetivas de Ward para EDQ sem massa em ńıvel quântico é

provada.

8.1 Ação induzida por anomalia para a métrica e

campos eletromagnéticos de fundo

Vamos começar com uma pequena revisão sobre EDQ conforme sem massa. A teo-

ria deve ser formulada em espaço-tempo curvo e portanto a ação depende do potencial

eletromagnético Aµ, do espinor de espinor de Dirac ψ e da métrica externa gµν . Como

estamos interessados na simetria conforme local, uma parametrização útil da métrica é

gµν = ḡµν · e2σ , σ = σ(x) , (8.1)

onde ḡµν é a métrica com determinante fixo. Por exemplo, no caso da métrica cos-

mológica, usando coordenadas esféricas, temos

ḡµν = diag
(
1, − 1

1− kr2
, −r2 sin2 θ, −r2

)
, k = 0 , ±1 .

Separar σ(x) em (8.1) mostra-se ser uma passagem útil, especialmente devido à relação

2√
g
gµν

δ A[gµν]

δ gµν
=
e−4σ

√
ḡ

δ A[ḡµν e
2σ]

δσ

∣∣∣∣
ḡµν→gµν ,σ→0

, (8.2)
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que é válida para qualquer funcional A[gµν] da métrica até para outros campos. Se

substituirmos A[gµν] pela ação de alguma teoria em espaço-tempo curvo o lado esquerdo

da equação acima será o traço do tensor tensor momento-energia dessa teoria, T µ
µ . Para

remover o efeito de outras variáveis de campos presentes na ação, basta usar as equações

de movimento correspondentes.

Se o traço do tensor momento-energia é nulo, podemos ver que o fator conforme

se desacopla da matéria. Entretanto, a situação muda quando os efeitos quânticos são

levados em conta. Neste caso, o efeito teórico corresponde é chamado de anomalia do traço

[48] (em [49, 125] encontra-se uma revisão sobre este assunto e muitas outras referências

relevantes).

A ação clássica do campo eletromagnético é 1

Sem = −1

4

∫
d4x
√
g Fµν F

µν (8.3)

e possui invariância conforme. Isso significa que a ação não muda se fizermos simultanea-

mente as seguintes transformações para métrica e o vetor Aµ

gµν → g′µν = gµν e
2σ , Aµ → A′

µ = Aµ . (8.4)

é importante notar que a diferença entre o peso conforme e a dimensão do vetor aparece

devido à definição de Aµ em espaço-tempo curvo

Aµ = Ab e
b
µ , eb

µ e
a
ν ηab = gµν , eb

µ e
a
ν g

µν = ηab . (8.5)

Estamos interessados nas correções para a ação (8.3) devido às correções quânticas do

férmion

Sf = i

∫
d4x
√
g
{
ψ̄ γµ

(
∇µ − ieAµ

)
ψ − im ψ̄ ψ

}
. (8.6)

A regra para a transformação conforme para espinores é

ψ → ψ′ = ψ e−3σ/2 , ψ̄ → ψ̄′ = ψ̄ e−3σ/2 .

A métrica sempre se transforma como em (8.4). Mas, vemos que a ação (8.6) é invariante

conforme apenas quando a massa do espinor é nula, m = 0. Todos os férmions que

interagem com o campo eletromagnético em (8.6) são massivos, entretanto, a relevância

da massa na teoria depende da escala de energia. Por exemplo, se estivermos interessados

nos efeitos quânticos dos férmions próximos a época do regime inflacionário, a energia

1neste caṕıtulo adotamos a signatura Euclidiana da métrica
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cinética dos férmions reais e (mais importante ainda) dos fótons é muito maior que a massa

dos férmions. Nesta situação, fazer um campo espinorial sem massa é uma aproximação

leǵıtima. Vamos, portanto, começar por este caso e tomar m = 0.

A obtenção da anomalia conforme na presença de uma métrica de fundo e campo

eletromagnético já foi discutida antes [48, 49] e podemos usar esse resultado conhecido.

A anomalia conforme pode ser usada para construir a parte finita da correção de um laço

da ação efetiva do campo eletromagnético e da métrica de fundo

T µ
µ =

2√
g
gµν

δ Γ̄ind

δgµν
=

1

(4π)2

(
wC2 + bE + c2R + β̃F 2

µν

)
, (8.7)

onde

C2 = C2
µναβ = R2

µναβ − 2R2
αβ + (1/3)R2

é o quadrado do tensor de Weyl e

E = R2
µναβ − 4R2

αβ +R2

é o integrando do termo topológico de Gauss-Bonnet. Os coeficientes ω, b, c dependem

do número de escalares Ns, férmions Nf e vetores sem massa Nv da seguinte forma (veja

a equação (7.15))

ω =
1

120
Ns +

1

20
Nf +

1

10
Nv ,

b = − 1

360
Ns −

11

360
Nf −

31

180
Nv ,

c =
1

180
Ns +

1

30
Nf −

1

10
Nv . (8.8)

E também, β̃ depende do número de escalares com carga (no caso da eletrodinâmica

escalar) e espinores. Como a aproximação de campos sem massa pode ser aplicada ao

Universo muito novo, o número de campos que contribuem para esses coeficientes não é

necessariamente restrito ao estudo da teoria EDQ unicamente.

A solução para a equação (8.7) é conhecida [118] (há também as generalizações para

o campo de torção [14] e com campo escalar [122]). A possibilidade mais simples é

parametrizar a métrica como em (8.1), separando o fator conforme σ(x) e reescrever a

equação (8.7) usando (8.2). A solução para a ação efetiva é

Γ̄ = Sc[ḡµν , Aµ] +
1

(4π)2

∫
d4x
√
ḡ
{
ωσC̄2 + β̃σF̄ 2

µν + bσ(Ē − 2

3
2̄R̄)+

+ 2bσ∆̄4σ −
1

12
(c+

2

3
b)[R̄− 6(∇̄σ)2 − (2̄σ)]2

}
(8.9)
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onde Sc[ḡµν , Aµ] = Sc[gµν ] é um funcional invariante conforme da métrica desconhecido e

Aµ, que atua como constante de integração para a equação (8.7). Todos os termos com

barra são constrúıdos com a métrica ḡµν , em particular

F̄ 2
µν = F̄µνF̄αβḡ

µαḡβν .

Além disso, ∆4 é o operador de quartas derivadas conformalmente invariante atuando no

escalar de dimensão nula

∆4 = 2
2 + 2Rµν∇µ∇ν −

2

3
R2 +

1

3
R;µ∇µ . (8.10)

A solução (8.9) possui a vantagem de ser simples, mas uma desvantagem importante é

que ela não é covariante ou, em outras palavras, ela não é expressa em termos da métrica

original gµν . Para obter a solução não local covariante e depois representá-la na forma

local por meio de campos auxiliares vamos seguir o procedimento de [118, 123]. A presença

dos termos F̄ 2
µν não requer nenhuma mudança essencial se comparado a consideração feita

em [125], pois estes termos podem sempre ser tratados juntamente com os C̄2. Então

apresentamos apenas o resultado final na forma não local, expresso por meio da função

de Green G(x, y) do operador (8.10), ∆4,xG(x, y) = δ(x, y) .

Usando as últimas fórmulas e (8.2) encontramos, para qualquer A(gµν) = A
(
ḡµν e

2σ
)
,

δ

δσ(y)

∫
d4x

√
g(x)A

(
E − 2

3
2R
)∣∣∣∣

gµν = ḡµν

=

= 4
√
ḡ∆̄4A = 4

√
g∆4A . (8.11)

Em particular, obtemos

Γinduzida = Γω + Γb + Γc , (8.12)

onde

Γω =
1

4

∫
d4x
√
g(x)

∫
d4y
√
−g(y)

(
ωC2 + β̃F 2

µν

)

x
G(x, y)

(
E − 2

3
2R
)

y
, (8.13)

Γb =
b

8

∫
d4x
√
g(x)

∫
d4y
√
g(y)

(
E − 2

3
2R
)

x
G(x, y)

(
E − 2

3
2R
)

y
(8.14)

Γc = − c+ 2
3
b

12(4π)2

∫
d4x
√
g(x)R2(x) . (8.15)

As expressões não locais para a ação efetiva induzida pela anomalia podem ser apre-

sentadas em uma forma local com o uso dos campos escalares auxiliares ϕ1 e ϕ2 [123]. O
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resultado final, que possui termos eletromagnéticos extras em comparação com a expressão

considerada anteriormente em [125], é

Γ = Sc[gµν , Aλ]−
3c+ 2b

36(4π)2

∫
d4x
√
g(x)R2(x)+

+

∫
d4x
√
g(x)

{1

2
ϕ1∆4ϕ1 −

1

2
ϕ2∆4ϕ2 +

+ ϕ1

[ √−b
8π

(E − 2

3
2R) − 1

8π
√
−b

(
aC2 + β̃F 2

µν

)]
+

+
1

8π
√
−b

ϕ2

(
aC2 + β̃F 2

µν

) }
. (8.16)

A forma covariante (8.16) é equivalente dinamicamente à forma não local (8.12). A

definição completa do problema de Cauchy na teoria com ação não local requer a definição

das condições de contorno para as funções de Green G(x, y), que são independentes dos

termos (8.13) e (8.14). A mesma situação é encontrada na expressão local em que devem

ser impostas condições de contorno para os dois campos auxiliares ϕ1 e ϕ2. Vamos separar

a parte da ação efetiva (8.16) que possui relação direta com os termos eletromagnéticos e

portanto representam uma correção de um laço para a ação clássica (8.3),

Γ = Sc[gµν , Aλ] +

∫
d4x
√
g(x)

{√−b
8π

ϕ1

(
E − 2

3
2R
)

+

+
1

2

∫
d4x
√
g(x)

[
ϕ1∆4ϕ1 − ϕ2∆4ϕ2 +

1

4π
√
−b

(ϕ2 − ϕ1) β̃F
2
µν

]
. (8.17)

É importante notar que a presença do termo independente de Aµ, ϕ1

[
E− (2/3)2R

]
, é re-

levante pois apenas ele fornece a violação da simetria conforme local em toda a expressão.

De fato, a conexão com a representação não covariante (8.9) é feita através das relações

√
ḡ ∆̄4 =

√
g∆4 e

√
g
(
E − 2

3
2R
)

=
√
ḡ
(
Ē − 2

3
2̄R̄ + 4∆̄4σ

)
. (8.18)

Outra observação importante é que a dependência da métrica de F 2
µν na equação

(8.17) aparece devido ao acoplamento de F 2
µν com com os campos auxiliares ϕ1 e ϕ2.

Essa dependência é não trivial pois esses dois campos possuem comportamentos diferentes

devido às suas equações de movimento serem distintas e, além disso, a possúırem condições

inicial e de contorno independentes.

Um exemplo de uso dos campos auxiliares ϕ1 e ϕ2 é que as diferentes escolhas para

as condições de contorno deles permitem classificar os estados de vácuo do buraco negro

semiclássico [9]. Um problema interessante seria explorar as posśıveis condições iniciais e
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de contorno para os campos auxiliares de tal forma que que elas pudessem influenciar no

cálculo das sementes de campo magnético durante a inflação. Entretanto, este problema

requer uma investigação detalhada do assunto, o que está além dos propósitos desta tese.

No trabalho recente [65], o mesmo problema foi considerado através de uma abordagem

diferente. Os resultados diferem apenas devido à escolha de parametrização dos campos

auxiliares, todavia qualitativamente são similares.

8.2 Obtenção dos fatores de forma exatos em um laço

Nesta seção consideramos o caso de férmions massivos. Começamos com a ação

S =

∫
d4x
√
g
{
i ψ
(
γµ∇µ − ieγµAµ − iM

)
ψ − 1

4
F µνFµν

}
. (8.19)

Se aplicarmos a equação (7.7) a equação (8.19), teremos

Ĥ = iγµ∇µ + 1̂M + eγνAν . (8.20)

Mas para usar a equação (7.7) na ação (8.19), fazemos a seguinte transformação

Trln(Ĥ) = Trln(ĤĤ∗) − Trln(Ĥ∗) (8.21)

e calculamos Γ̄(1) para o operador ĤĤ∗. Temos que fazer isso para ter uma estrutura com

o operador 2 descrito pela equação (7.8).

Nós usamos dois operadores Ĥ∗ diferentes para calcular as correções de um laço para

a ação (8.19)

Ĥ∗
1 = −iγµ∇µ + 1̂M − eγνAν e Ĥ∗

2 = −iγµ∇µ + 1̂M . (8.22)

Estamos interessados em termos que podem contribuir para as correções de um laço para

o termo proporcional a F 2
µν, então não temos que levar em conta o termo Trln(Ĥ∗) na

equação (8.21). Para ver isso, vamos notar que a única diferença entre os operadores Ĥ

e Ĥ∗
1 é que todos o temos com exceção do termo com massa possuem sinais opostos e, de

acordo com [114], as contribuições desses dois operadores são iguais. Por outro lado, Ĥ∗
2

não possui termos que podem contribuir para F 2
µν .

Vamos primeiramente realizar todos os cálculos com o operador Ĥ∗
1 . Se multiplicarmos

Ĥ∗
1 da equação (8.22) com (8.20) e compararmos o resultado com o operador da equação

(7.8), teremos

P̂1 = − 1̂

12
R− ie

2
γµγνFµν + 1̂M2 , Ŝµν 1 = −1

4
γαγβRαβµν + ie1̂Fµν . (8.23)
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Como nosso interesse está apenas nos termos que podem ser proporcionais a F 2
µν,

substitúımos a equação (8.23) em (7.21) e o resultado em (7.20) e calculamos somente os

termos com f4 e f5. Usando as notações t = sm2 , u = τ/t = −2/m2,

A = 1− 1

a
ln
(2 + a

2− a
)
, a2 =

42

2− 4m2
. (8.24)

e os resultados conhecidos [67]

C

∫ ∞

0

dt

4π2
e−t f(tu)

tωu
=

1

4π2

[( 1

12
− 1

a2

) (
1

ǫ
+ 1

)
− 4A

3a2
+

1

18

]
+O(2− ω) ,

C

∫ ∞

0

dt

4π2
e−t 1

tωu
=

1

4π2

[a2 − 4

4a2

(
1

ǫ
+ 1

)]
+O(2− ω) ,

C

∫ ∞

0

dt

4π2
e−t t1−ωf(ut) =

1

4π2

(
1

ǫ
+ 2A

)
+O(2− ω) ,

denotamos

C =
( m2

4πµ2

)ω−2

e
1

ǫ
=

1

2− ω + ln
(4πµ2

m2

)
.

Depois de alguma álgebra, obtemos uma expressão expĺıcita para o termo ∼ F 2
µν na

ação efetiva

Γ̄(1) = − 1

2(4π)2

∫
d4x
√
g e2 Fµν

[ 2

3 ǫ
+ kFF

1 (a)
]
F µν (8.25)

onde,

kFF
1 (a) = A

(
2− 8

3a2

)
− 2

9
. (8.26)

Se expandirmos kFF
1 (a) em séries de potências no parâmetro a no limite infravermelho,

quando a2 ∼ p2 /m2 = −2/m2, e usarmos a seguinte relação para Fµν

∇̺Fµν +∇µFν̺ +∇νF̺µ = 0 , (8.27)

obtemos o termo já conhecido [44] na ação efetiva

− 1

120π2
∇µF

µν∇̺F
̺
ν . (8.28)

Se realizarmos os mesmos cálculos com o operador definido pela equação (8.22), obte-

mos

P̂2 = − 1̂

12
R − ie

4
γµγνFµν + 1̂M2 + eMγµAµ + 1̂

ie

2
(∇µAµ)− 1̂

e2

4
AνAν(N − 2) ,
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Ŝµν 2 = −1

4
γαγβRαβµν −

ie

2
γαγµ(∇νAα) +

ie

2
γαγν(∇µAα)−

− e2

4
γαγνγβγµA

αAβ +
e2

4
γαγµγβγνA

αAβ , (8.29)

onde N é o número de dimensões. Os cálculos dessa vez são mais complicados, mas

análogos ao caso anterior. O resultado para a ação efetiva tem uma estrutura diferente

da equação (8.25). Para o operador Ĥ∗
2 , os termos com f3, f4 e f5 da equação (7.21), em

segunda ordem em Aµ, em quatro dimensões, fornecem

Γ̄
(1)

∼A2 = − 1

2(4π)2

∫
d4x
√
g e2Fµν

[ 2

3 ǫ
+ kFF

2 (a)
]
F µν + ∇µA

ν
( 16A

3a2

)
∇νA

µ +

+ ∇µA
µ
[
A
( 8

3a2
− 2
)

+
2

3

]
∇νA

ν + Rµν

( 8A

3a2

)
AνAµ + AνAµ

( 8A

3a2

)
Rµν +

+ AαA
α
[
A
(1

3
− 4

3a2

) ]
R + R

[
A
( 4

3a2
− 1

3

) ]
AαA

α
}
, (8.30)

onde

kFF
2 (a) = A

(
1 +

4

3a2

)
+

1

9
. (8.31)

Os dois fatores de forma (8.26) e (8.31) contém toda a informação sobre a dependência

de escala do parâmetro e. É importante notar que que as equações (8.25) e (8.30) possuem

o termo de divergências igual. Os termos diferentes são os termos finitos não locais apesar

de esse termo ser encontrado através do coeficiente â2 da série de Schwinger - DeWitt em

quatro dimensões (N = 4).

Em duas dimensões, o termo de divergências é fornecido pelo coeficiente â1. Como

â1 é proporcional apenas a
∫
P̂ vemos que a contribuição para a renormalização em 2

dimensões é a mesma tanto para (8.23) quanto para (8.29). Vemos ainda que o coeficiente

â1 é igual apenas em d = 2. Vejamos o que acontece com coeficiente â2. Através de (8.23),

encontramos
∫
dNx
√
g a 1

2 =

∫
dNx
√
g
{N

6
e2FµνF

µν +
N

288
R2 − N

12
RM2

− N

96
RµναβR

µναβ +
N

2
M4

}
. (8.32)

Já a partir de (8.29), o resultado é o seguinte

∫
dNx
√
g a 2

2 =

∫
dNx
√
g
{N2

12
e2(∇µAν)(∇µAν)−

N

3
e2(∇µAν)(∇νAµ)+

+
N

288
R2 − N

12
RM2 − N

96
RµναβR

µναβ +
N

2
M4 +

N(N − 4)

24
AµAµRe

2−

− N(N − 4)

2
AµAµM

2 e2 +
8N − 6N2 +N3

48
AµA

µAνA
ν e4

}
. (8.33)
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Podemos ver pelos três últimos termos de (8.33) que esta equação só é igual a (8.32) e

possui invariância de calibre quando N = 4. Em 6 dimensões quem fornecerá o termo

de divergência será o coeficiente â3. Nas próximas seções poderemos observar que, para

ambos os casos, o resultado também está de acordo. Os cálculos para este coeficiente

serão discutidos mais a frente neste trabalho.

8.3 Os coeficientes ân

Para entender melhor a origem dessa diferença entre os resultados dos dois fatores de

forma calculados na seção anterior, vamos obter todos os termos de terceira ordem nas

´´curvaturas”.

A palavra curvaturas aqui representa os termos Rµναβ , Rµν , R, P̂ e Ŝµν. Estes termos

possuem a mesma dimensão dos termos com dois F µν e um operador 2. Podemos calcular

esses termos através do termo que contribui para Γ̄(1) devido ao coeficiente A3 da série de

Schwinger - DeWitt [66, 1]

Γ̄
(1)
ren =

1

2(4π)2

1

6m2

∫
dNx
√
g str

{
P̂ 3 +

1

30
P̂ (RµναβR

µναβ − RµνR
µν + 2R)+

+
1

2
P̂ Ŝµν Ŝ

µν +
1

2
P̂2P̂ − 1

10
ĴµĴ

µ +

+
1

30
( 2 Ŝµ

ν Ŝ
ν
α Ŝ

α
µ − 2Rµ

ν Ŝµα Ŝ
αν + Rµναβ Ŝµν Ŝαβ ) + R̄

}
, (8.34)

onde Ĵµ = ∇αŜ
α
µ e R̄ são os termos que dependem explicitamente apenas de tensores de

curvatura, que não nos interessam neste trabalho.

Se substituirmos P̂1 e Ŝµν1 da equação (8.23) em (8.34), encontramos em quatro

dimensões, em segunda ordem em Aµ,

Γ̄
(1)
ren 1 = −1

2

1

(4π)2m2

∫
d4x
√
g
e2

90
( 2Rµναβ F

µνF αβ − 26Rαν F
µν F α

µ +

+ 24∇νF
µν∇αF

α
µ + 5RF µν Fµν ) (8.35)

que é o mesmo resultado encontrado em [44]. Com este resultado podemos fazer uma

verificação interessante do fator de forma kFF
1 (a). Vamos expandi-lo até a primeira ordem

no operador 2. Teremos

kFF
1 (a) = A

(
2− 8

3a2

)
− 2

9
≃ − 2

15

2

m2
, (8.36)

que nos fornece um termo em Γ̄
(1)
ren 1 da seguinte forma

Γ̄
(1)
ren 1 ∼

1

(4π)2

∫
d4x
√
g
e2

15
F µν 2

m2
Fµν . (8.37)
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Se usarmos a seguinte relação em (8.37),

∫
d4x
√
g F µν

2Fµν =

∫
d4x
√
g
{
− 2∇νF

µν ∇αF
α

µ +

+ 2Rαν F
µν F α

µ − Rµναβ F
µνF αβ

}
, (8.38)

podemos ver que

Γ̄
(1)
ren 1 ∼ − 1

(4π)2

∫
d4x
√
g
2e2

15
∇νF

µν ∇αF
α

µ =

= −1

2

1

(4π)2m2

∫
d4x
√
g
e2

90
(24∇νF

µν∇αF
α

µ ) , (8.39)

que é o terceiro termo da equação (8.35), como deveria ser. Agora, se substituirmos P̂2 e

Ŝµν 2 da equação (8.29) em (8.34), em quatro dimensões encontramos, em segunda ordem

em Aµ, desprezando os termos com derivadas dos tensores de curvatura,

Γ̄
(1)
ren 2 =

1

(4π)2m2

∫
d4x
√
ge2
{ 1

60
[∇νF

µν∇αF
α

µ − (∇ν∇νA
α)(∇µ∇µAα)−

− 2 (∇µ∇νA
ν)(∇α∇αAµ) + (∇α∇µA

β)(∇β∇µAα) − (∇β∇µAα)(∇β∇µAα) ] +

+
1

24
Fµν2F

µν − 1

12
(∇µA

µ)2(∇νA
ν) +

1

36
R(∇µA

µ)(∇νA
ν)−

− 1

9
(∇µA

µ)Rαβ(∇βAα) +
2

45
Rµναβ F

µνF αβ − 1

45
Rµναβ (∇αAν)(∇µAβ)−

− 1

90
Rµν F

µαF ν
α − 2

45
Rµν (∇αAµ)(∇αA

ν) − 1

36
RRµν A

µ Aν +

+
1

45
RαµR

α
ν A

µAν − 1

18
Rµναβ R

µβ AαAν +
1

180
Rµναβ R

λναβ AµAλ +

+
1

144
EAµ Aµ −

1

72
RFµνF

µν
}
, (8.40)

onde

E = Rµναβ R
µναβ − 4Rµν R

µν + R2 , (8.41)

que é o integrando do termo de Gauss-Bonnet.

Como fizemos no caso anterior, vamos expandir o fator de forma kFF
2 (a) até a primeira

ordem no operador 2, que nos fornecerá um termo em Γ̄
(1)
ren 1 da seguinte forma

Γ̄
(1)
ren 2 ∼ −

1

(4π)2

∫
d4x
√
g
e2

10
Aµ 2

2

m2
Aµ . (8.42)

Agora se tomarmos a equação (8.40) no espaço-tempo plano o coeficiente do termo

proporcional a Aµ
2

2Aµ é o mesmo que aparece na equação (8.42). É importante notar

que os coeficientes dos termos Aµ
2

2Aµ nas equações (8.39) e (8.42) são diferentes em 4

dimensões. Eles são iguais em 6 dimensões como veremos na próxima subseção.
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8.4 A3 em N dimensões

Vamos realizar o mesmo procedimento anterior em N dimensões. Para Ĥ∗
1 , encon-

tramos o seguinte resultado

Γ̄
(1)
ren 1 = −1

2

1

(4π)2m2

∫
dNx
√
g
Ne2

360
( 2Rµναβ F

µνF αβ − 26Rαν F
µν F α

µ +

+ 24∇νF
µν ∇αF

α
µ + 5RF µν Fµν ) (8.43)

e para Ĥ∗
2 , desprezando os termos com derivadas de tensores de curvatura, o resultado

tem a forma

Γ̄
(1)
ren 2 =

1

(4π)2m2

∫
d4x
√
ge2
{ 1

60

[ N
4
∇νF

µν∇αF
α

µ − N

4
(∇ν∇νAα)(∇µ∇µAα)−

− N

2
(∇µ∇νA

ν)(∇α∇αAµ) + N(1− N

4
)Aµ

2
2Aµ +

N

4
(∇α∇µA

β)(∇β∇µAα)−

− N

4
(∇β∇µA

α)(∇β∇µAα)
]
− N

48
(∇µA

µ)2(∇νA
ν) +

N

144
R(∇µA

µ)(∇νA
ν)−

− N

36
Rαβ(∇µA

µ)(∇βAα) +
N

90
Rµναβ F

µνF αβ − N

180
Rµναβ(∇αAν)(∇µAβ)−

− N(1− N

4
)

1

60
Rµναβ(∇µAα)(∇νAβ) − N

72
Rµν(∇αAµ)(∇αA

ν)+

+
N

360
Rµν(∇αAν)(∇µAα) + N(N − 5)

1

360
Rµν(∇µAα)(∇νAα)+

+
N

360
Rµν(∇νAα)(∇αA

µ) +
N

96
F µν

2Fµν − N(N − 5)
1

288
R(∇µAν)(∇µAν)−

− N

288
R(∇µAν)(∇νAµ) −

N

192
RF µν Fµν −

N

144
RRµνA

µ Aν +

+
N

180
RλµR

λ
ν A

µAν − N

72
Rµναβ R

µβ AαAν +
N

720
Rµναβ R

λναβ AµAλ +

+
6N −N2

1152
R2 AλAλ +

9N −N2

720
Rµν R

µν AλAλ−

− 18N − 7N2

5760
Rµναβ R

µναβ AλAλ

}
. (8.44)

É bastante dif́ıcil de realizar a análise necessária para esta expressão. Aparentemente,

ela não é invariante de calibre e é diferente de (8.44). Para fazer a análise completa,

precisamos de responder às duas perguntas: (i) Como podemos mostrar que as duas

expressões para a3 são distintas ou iguais em alguma dimensão particular ? (ii) Essas

duas expressões são iguais em qualquer dimensão ?

Vamos começar fazendo o teste mais simples. Consideremos a propagação da parte

puramente transversa de Aµ, o que significa tomar os termos que são proporcionais a

Aµ2
2Aµ em ambas as expressões. É importante notar que esses termos não podem ser

afetados pela posśıvel violação da invariância de calibre na expressão (8.44), logo este

teste particular é independente do restante.
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Para comparar os dois resultados, primeiramente vamos tomar a equação (8.44) no

espaço-tempo plano e usar a seguinte relação

∫
dxF µν

2Fµν = −2

∫
dxAµ

2
2Aµ − 2

∫
dx(∇µA

µ)2 (∇νAµ) . (8.45)

Para que a equação (8.44) possa ser escrita apenas em termos de F µν
2Fµν , ou seja, ser

invariante de calibre, os coeficientes dos termos Aµ
2

2Aµ e (∇µA
µ)2 (∇νAµ) devem ser

iguais. Isso só acontece quando N = 6. Além disso, o teste que nos propusemos a fazer

também apresenta o mesmo resultado, ou seja, os coeficientes do termo Aµ
2

2Aµ em

(8.43) e (8.44) somente são iguais, também, em N = 6. Essa informação responde ao

item (ii), já que inferimos dela que fora de 6 dimensões as duas expressões para a3 são

diferentes.

É dif́ıcil responder prontamente à questão (i), inclusive não conseguimos mostrar

completamente que as duas expressões são iguais em d = 6 para uma métrica de fundo

arbitrária. Entretanto, existem fortes ind́ıcios de que este é o caso. Os argumentos a

favor desta conclusão advêm da análise feita para os termos proporcionais a Fµν2F
µν e

o estudo de métricas particulares. Consideremos o espaço-tempo de de Sitter para tes-

tarmos a igualdade das equações (8.43) e (8.44). Mesmo neste caso não é fácil trabalhar

com (8.44), mas podemos fazer uma análise qualitativa da expressão para a3,2. Primeira-

mente, já sabemos que os termos sem curvatura escalar são os mesmos em ambas as

expressões. Agora, se usarmos as seguintes relações, satisfeitas no espaço-tempo De Sitter

em 6 dimensões,

Rµναβ =
R

30
(gαµgβν − gανgβµ) , Rµν =

R

6
gµν , (8.46)

a equação (8.43) tem a forma

Γ̄
(1)
ren 1 =

1

(4π)2m2

∫
d6x
√
g e2

{
− 1

5
∇νF

µν∇αF
α

µ − 1

150
RF µνFµν

}
. (8.47)

Como próximo passo vamos considerar os termos proporcionais a curvatura escalar,

que podem ser representados simbolicamente como RFF . Para fazer a análise destes

termos devemos levar em conta também os termos proporcionais a derivadas das compo-

nentes do tensor de curvatura em (8.44), que identificamos como A2DR. Se integrarmos

por partes estes termos, eles podem passar a contribuir para estruturas do tipo R2A2. Já

que esses termos podem ser escritos como termos de derivadas totais no espaço-tempo

de de Sitter, podemos introduźı-los em a
(2)
3 com um coeficiente arbitrário. Para fazer a

escolha correta do coeficiente, devemos calcular os termos R2A2 que vêm diretamente da

expressão (8.44) e escolher os coeficientes dos termos A2DR que (integrados por partes)
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cancelam estes termos R2A2. Depois disso, os termos proporcionais a RFF , gerados pela

mesma integração por partes, somam-se àqueles que vem diretamente de (8.44) e final-

mente tornam-se o mesmo de (8.47). Os detalhes desta consideração incluem fórmulas

extremamente grandes e nós não as mostramos aqui.

8.5 A anomalia multiplicativa

Vamos analisar cuidadosamente os resultados que foram obtidos nas últimas três

seções, seguindo a abordagem usada em [63]. A ação efetiva completa de um laço foi

obtida de duas maneiras e os resultados são expressos pelas equações (8.25) e (8.30).

Como podemos entender essa diferença nos resultados que vem dos dois esquemas de

cálculo, baseados nos dois operadores auxiliares Ĥ∗
1 e Ĥ∗

2 ? Para responder esta pergunta,

vamos notar que a introdução desses operadores pode ser vista de duas forma distintas.

Primeiramente, podemos interpretá-la como uma mudança de variáveis na integral de

caminho (7.5), ou seja, tomando ψ = Ĥ∗χ, onde χ é uma nova variável quântica. Neste

caso, o jacobiano dessa transformação deve ser levado em conta e será relacionado a uma

outra integral de caminho, similar a (7.5), que para o segundo caso, por exemplo, terá a

forma

∫
DχDχ̄ exp

{
i

∫
ddx
√
g χ̄Ĥ∗

2χ
}
. (8.48)

Essa integral não depende do potencial eletromagnético, apenas da métrica e é, por-

tanto, invariante sobre transformações de calibre. Entretanto, o resultado que obtemos

depois de fazer a mudança de variáveis é completamente diferente

∫
DχDψ̄ exp

{
i

∫
ddx
√
g ψ̄

(
Ĥ · Ĥ∗

2

)
χ
}
, (8.49)

já que essa integral não possui invariância de calibre e portanto o fato de o resultado da

mudança de variáveis também não a possuir já era esperado.

Outra possibilidade se compreender a operação de multiplicar por um operador auxi-

liar é através da conhecida relação

Ln Det (Ĥ∗ · Ĥ∗
2 ) = Ln Det Ĥ∗ + Ln Det Ĥ∗

2 . (8.50)

Os dois termos do lado direito são invariantes de calibre, já que o primeiro é um resul-

tado de uma integração funcional invariante de calibre e o segundo simplesmente não

se transforma, pois não depende nem de Aµ nem do campo espinorial. Logo, como o



93

lado esquerdo desta equação não satisfaz a essa transformação, a consequência é que a

“identidade”(8.50) é violada. A relação similar a (8.50)

det (A · B) = detA · detB ,

como já foi dito na introdução, pode ser demonstrada para matrizes quadradas de tamanho

finito. Entretanto, a prova não pode ser generalizada para operadores diferencias, os quais

possuem representações matriciais de tamanho infinito. De fato, vários matemáticos e

f́ısicos, por um bom tempo, buscaram um exemplo em que essa relação não seria satisfeita

[90, 51], usando a técnica da regularização-ζ [52]. Essa posśıvel violação foi chamada de

anomalia multiplicativa. Contudo, os resultados desses trabalhos foram vistos com um

ceticismo justificável [53, 45, 102] já que, de fato, é dif́ıcil de se fazer a distinção desse

efeito da ambiguidade usual na renormalização.

Vimos, através das equações (8.32) e (8.33) que os termos divergentes, que podem

ser obtidos diretamente do coeficiente a2 da série de Schwinger-Dewitt são iguais apenas

quando o número de dimensões é quatro. Já a parte não local das ações efetivas são sempre

diferentes (8.26) e (8.31). Entretanto se expandimos (8.26) em primeira ordem em 2 o

coeficiente é o mesmo encontrado para o termo correspondente obtido através do termo

a3 da série de Schwinger-Dewitt. Como os dois métodos de cálculos são independentes,

essa é uma forte verificação deste resultado. A situação é análoga para o fator de forma

(8.31) expandido e seu correspondente termo a3.

Mas o ponto mais interessante é que estes dois coeficientes que são diferentes em

quatro dimensões (Aµ 2
2Aµ para H∗

1 e H∗
2 em primeira ordem em 2) são iguais apenas

em seis dimensões. Também já foi mencionado que a contribuição do termo â1 =
∫ √

gP̂

para os dois casos estudados só serão iguais em duas dimensões. Para ver isso basta

comparar as expressões de P̂ em (8.23) e (8.29).

Além disso, temos argumentos fortes para acreditar que a situação qualitativa de a3

é mesma dos coeficientes a1 e a2. Todos esses coeficientes são universais (independentes

de esquema) nas dimensões 2, 4 e 6, correspondentemente. E, ao mesmo tempo, eles são

essencialmente dependentes do esquema de cálculo em outras dimensões. Pode-se ver

então que este fato implica que, em qualquer dimensão, as divergências logaŕıtmicas são

universais e invariantes de calibre. Por outro lado, as divergências quadradas e quartas,

assim como as partes finitas, são dependentes do esquema de cálculo e, no caso do método

baseado em Ĥ∗
2 , elas não são invariantes de calibre. Claramente, esta caracteŕıstica não

contradiz a invariância de calibre para a renormalização da teoria, mas mostra que os

resultados finitos são dependentes do esquema de cálculo.
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Devemos lembrar que a ação efetiva, em qualquer dimensão particular, é uma soma

(veja a equação (7.21)) da série de termos proporcionais a â0, â1, â2, â3, etc. Portanto,

podemos concluir que a ação efetiva é dependente do esquema em uma dimensão particu-

lar. A dependência de esquema de cálculo que estudamos aqui fundamentam o exemplo

expĺıcito da anomalia multiplicativa.

Já que as correções quânticas no setor eletromagnético possuem uma ambiguidade,

é posśıvel formular questão sobre qual dos dois esquemas fornece um resultado correto.

Deve ser dada vantagem para o método baseado no operador Ĥ∗
1 , por ser mais natural e

preservar a invariância de calibre. Entretanto é importante estar ciente da ambiguidade

que representa uma nova manifestação de uma propriedade geral da ação efetiva.

8.6 Grupo de Renormalização, baixas energias e de-

sacoplamento

Vamos agora utilizar o procedimento descrito na seção 7.5 para obter a função beta

dependente da massa para a carga elétrica. Se aplicarmos esse procedimento ao fator de

forma kFF
1 (a) do termo F 2

µν, a função beta no esquema dependente da massa tem a forma

β1
e = − e3

(4π)2

48a− 20a3 + 3(a2 − 4)2 ln(2−a
2+a

)

6a3
, (8.51)

que é o resultado geral para a função beta válida em qualquer escala. Como casos especiais,

podemos tomar o limite UV, p2 ≫ m2 ou a→ 2

β1 UV
e =

e3

(4π)2

4

3
+O

(m2

p2

)
, (8.52)

que é um resultado bem conhecido [36] e também o limite IR, p2 ≪ m2

β1 IR
e =

e3

(4π)2
· 4

15

M2

m2
+ O

(M4

m4

)
. (8.53)

Esta equação é o famoso teorema de Appelquist e Carazzone [2]. Ela foi obtida como

caso particular da função beta (8.51) que é válida em qualquer regime de energia. Cálculos

similares para o fator de forma kFF
2 (a) fornecem

β2
e = − e3

(4π)2

−4a(12 + a2) + 3(−16 + a4) ln(2−a
2+a

)

12a3
(8.54)

No limite UV p2 ≫ m2, a função beta está de acordo com o primeiro resultado (8.52),

enquanto que no limite IR p2 ≪ m2, obtemos

β2 IR
e =

e3

(4π)2
· 1

5

M2

m2
+ O

(M4

m4

)
. (8.55)
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Como podemos ver pelas expressões (8.53) e (8.55), há uma diferença na forma que a

função beta vai para zero no limite IR. Para discutir esse fato, vamos tomar a diferença

entre os dois fatores de forma kFF
1 e kFF

2

∆F FF = kFF
1 (a) − kFF

2 (a) = A
(
1− 4

a2

)
− 1

3
(8.56)

e expandir ∆F FF em séries de potências em a. No limite IR, temos a2 ∼ p2 /m2 =

−2/m2, então

∆F FF =
1

30
· 2

m2
+O(p3/m3) . (8.57)

Para saber qual poderia ser a influência dessa diferença na ação efetiva, podemos

considerar quais seriam os novos termos nas equações de movimento, gerados pelo termo

F µν
( 1

30
· 2

m2

)
Fµν . (8.58)

Como esse termo é proporcional ao operador 2, se considerarmos apenas o espaço-tempo

plano, usamos a equação (8.27) para obter um termo proporcional a (∇µF
µν)2. Este não

influenciará as equações de movimento em O(e2) como foi mostrado em [44]. Entretanto,

a situação se modifica quando levamos em conta o espaço-tempo curvo. Neste caso,

encontramos uma diferença no resultado do teorema de Appelquist e Carazzone [2] para

as duas funções beta calculadas que é proporcional a curvaturas, através da relação

∫
d4x F µν

2F µν = − 2

∫
d4x ∇νF

µν∇λF
λ

µ + 2

∫
d4x RλνF

µνF λ
µ −

−
∫
d4x RαβµνF

µνF αβ . (8.59)

Essa discrepância é confirmada também pelo cálculo do coeficiente â3 descrito na

seção anterior. Outro ponto importante que deve ser enfatizado é que, embora nossos

dois resultados para função beta (8.51) e (8.54) tenham formas expĺıcitas diferentes do

resultado que havia sido obtido anteriormente em [130], todos concordam no limite UV.

8.7 Dependência da carga com a energia

Vamos agora estudar a variação da carga elétrica com a escala de energia. A diferença

nas expressões para os fatores de forma kFF
1 (a) e kFF

2 (a) e, consequentemente, para as

funções beta (8.51) e (8.54) significa que a carga efetiva pode ter comportamento difer-

ente para os métodos de cálculos distintos (aquele baseado no operador Ĥ∗
1 e o que se

fundamenta em Ĥ∗
2 ). Além disso, esperamos que possa haver uma discrepância para essa
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be

4
3

t

Figura 1: Funções beta que correspondem aos fatores de forma k1 (linha
cont́ınua) e k2 (linha tracejada). O eixo vertical é constrúıdo em unidades
de e3/(4π)2.

dependência com a energia entre a o resultado obtido pelo esquema de subtrações mı́nimo

e o método de subtrações de momentos, especialmente na região de baixas energias.

Para investigar a renormalização das quantidades correspondentes, no esquema f́ısico,

vamos aplicar o operador −epd/dp a kFF
1,2 (a) com 2 substitúıdo por −p2. Fazendo isso,

encontramos novamente as expressões para as funções beta que agora serão apresentadas

de maneira mais conveniente

−(4π)2

e3
β1 = p

d

dp
kFF

1 (a) =
d

dt
kFF

1 (a) e

−(4π)2

e3
β2 = p

d

dp
kFF

2 (a) =
d

dt
kFF

2 (a) . (8.60)

Aqui t é uma parâmetro adimensional definido por t = ln (p/m).

O limite UV é alcançado quando p ≫ m, ou de forma equivalente t ≫ 1, enquanto

para o limite teremos as relações inversas p ≪ m e t ≪ 1. Com a ajuda do programa

de computador Mathematica, pode-se calcular explicitamente as funções beta acima e

integrá-las. Para ilustrar este resultado, plotamos as funções beta para ambos os casos

como função do parâmetro a (veja a figura 8.1).

A integração da equação de renormalização correspondendo a β1, que fornece a curva

que mostra a dependência da carga com a energia no esquema f́ısico, também pode ser

feita usando o programa Mathematica. Para fazermos a comparação, plotamos na figura

8.2 esta curva junto com a curva obtida pelo esquema de subtrações mı́nimo, para grandes

valores de t, onde um pólo de Landau aparece. Não é complicado agora visualizar uma

diferença entre os dois casos que se mostram praticamente iguais.
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t

e t( )
2

Figura 2: As curvas para o parâmetro e(t)2 parecem coincidir para os esquemas
subtrações mı́nimo e f́ısico (para este usamos o procedimento correspondente
ao fator de forma k1). Entretanto, ambas as curvas são ligeiramente diferentes,
assim como o pólo de Landau (veja a próxima figura). Usamos aqui e(0) = 0.1.

Entretanto a curva obtida pelo esquema f́ısico é deslocada um pouco para a direita.

Essa diferença fica mais clara se olharmos com mais detalhes para a região do gráfico onde

t ∼ 5900, que é mostrada na figura 8.3. Nesta figura, Pode-se notar duas linhas verticais (a

tracejada para o esquema de subtrações mı́nimo), indicando os pólos de Landau. Elas são,

entretanto, muito próximas, já que os valores para t diferem menos de 0.02%. A situação

é similar a que foi descrita antes para a o caso do campo escalar [109]. A dependência da

carga elétrica efetiva com a energia é mostrada na figura 8.4, onde plotamos e−2 versus

t = ln (p/m). O gráfico para o esquema de subtrações mı́nimo é a linha reta, como

deveria ser. Já o método de subtrações de momentos mostra duas linhas retas nos limites

assintóticos (IR e UV) com uma transição suave na região intermediária. Pode-se notar

claramente que as duas curvas são similares na região UV, ou seja, para valores de t para

os quais t≫ 1 (de fato, isso já é válido desde t ≥ 2).

Todavia, mesmo para o limite UV os dois gráficos não coincidem e são representados

por duas retas paralelas com pontos iniciais diferentes (em t = 0, em que temos p = µ0 e

µ = µ0). O efeito do deslocamento ultravioleta efetivo não aparece somente em EDQ, mas

também em QCD e setores eletrofracos do modelo padrão. Este efeito, apesar de ser bem

pequeno, pode ter aplicações interessantes. Por exemplo, pode-se tomar o deslocamento

dos valores iniciais das constantes de acoplamento quando se calcula os limites UV nas

teorias de calibre via grupo de renormalização (veja, por exemplo, [38]). Os cálculos desse

tipo são de certa forma relevantes, ainda mais se levarmos em conta a perspectiva da

f́ısica do LHC. O efeito das massas dos campos quânticos podem, em prinćıpio, mudar a
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t

e t( )
2

Figura 3: O mesmo gráfico da figura 8.2 visto com mais detalhes perto de
t ∼ 5900. Aqui as duas linhas verticais indicam polis de Landau diferentes. A
linha tracejada representa o esquema de subtrações mı́nimo. Os valores para
t correspondendo aos polis diferem entre si menos de 0.02%.

e t( )
2

1

t

Figura 4: Curvas para e(t)−2. A linha tracejada representa o esquema de
subtrações mı́nimo e a linha cont́ınua o método de subtrações de momentos.
Para valores de t grandes, as duas curvas são retas paralelas. A diferença
substancial entre os dois gráficos aparece para t < 1.

precisão dos resultados. Como caso particular, o efeito do deslocamento dos dados iniciais,

pode também ser observado em modelos supersimétricos como MSSM e suas extensões.

Como resultado, pode haver uma ligeira violação da convergência exata das constante de

acoplamento g, g′ e gs que poderão formar um triângulo ao invés de se encontrarem em

um único ponto. Essa questão envolvendo teorias massivas já foi discutida em [7], mas

pode ser feita de forma mais expĺıcita usando as expressões anaĺıticas para as funções

beta.
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8.8 Fatores de forma exatos para eletrodinâmica es-

calar

Podemos utilizar a mesma técnica para obter resultados similares para a eletrodinâmica

escalar quântica(EDEQ). Começamos com a ação

S =

∫
d4x
√
g
{1

2
(Dµφ) (Dµφ)∗ − 1

2
mφφ∗ − 1

4
F µνFµν

}
, (8.61)

onde

Dµφ = ∂µφ− ieAµφ , (Dµφ)∗ = ∂µφ
∗ + ieAµφ . (8.62)

Agora, se substituirmos (8.62) em (8.61) e integramos por partes os termos com derivada

de φ∗, podemos reescrever a ação inicial da seguinte forma

S =

∫
d4x
√
g
{
− 1

2
φ∗

2φ + φ∗ieAµ(∂
µφ) +

ie

2
φ∗φ(∇µA

µ) +
e2

2
φ∗φ(AµA

µ)−

− 1

2
mφφ∗ − 1

4
F µνFµν

}
, (8.63)

Aplicando a equação (7.7) em (8.63), teremos

Ĥ = 1̂[2− 2ieAµ∂µ − e2AµA
µ +m− ie(∇µAµ)] . (8.64)

Comparando (8.64) com a forma de Ĥ da equação (7.8) encontramos

Π̂ = −1̂e2AµA
µ + 1̂m− 1̂ie(∇µAµ) , ĥβ = −1̂ieAβ . (8.65)

Substituindo (8.65) em (7.22), obtemos

P̂ = 1̂m− 1̂

6
R , Ŝµν = 1̂ieFµν . (8.66)

Se calcularmos apenas o coeficiente a2 da série de Swinguer - DeWitt encontramos o

resultado para a parte divergente de Γ̄(1). Usando (8.66) e

a2 = sTrâ2(x, x) = sTr
{ 1̂

180
(R2

µναβ − R2
αβ + 2R) +

1

2
P̂ 2 +

1

6
(2P̂ ) +

1

12
Ŝ2

µν

}
. (8.67)

teremos que o termo proporcional a F 2
µν em Γ̄(1) tem a forma, usando regularização di-

mensional

Γ̄(1) =
µn−4

ǫ

∫
dnx
√
g
{1

6
e2FµνF

µν
}
. (8.68)

de onde podemos escrever a equação para renormalização da carga elétrica

e0 =
1

ǫ
µ(4−n)/2

(
1− e2

3ǫ

)
e , (8.69)
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onde ǫ = (4π)2(n− 4) .

Vamos agora obter o fator de forma exato. Como nosso interesse está apenas nos

termos que podem ser proporcionais a F 2
µν, substitúımos a equação (8.66) em (7.21) e o

resultado em (7.20) e calculamos somente os termos com f5.

Usando as notações t = sm2 , u = τ/t = −2/m2,

A = 1− 1

a
ln
(2 + a

2− a
)
, a2 =

42

2− 4m2
. (8.70)

e os resultados conhecidos [67, 68]

( m2

4πµ2

)ω−2
∫ ∞

0

dt

4π2
e−t f(tu)

tωu
=

1

4π2

[( 1

12
− 1

a2

) (
1

α
+ 1

)
− 4A

3a2
+

1

18

]
+O(2− ω) ,

( m2

4πµ2

)ω−2
∫ ∞

0

dt

4π2
e−t 1

tωu
=

1

4π2

[a2 − 4

4a2

(
1

α
+ 1

) ]
+O(2− ω) ,

depois de alguma álgebra, obtemos uma expressão expĺıcita para o termo ∼ F 2
µν na ação

efetiva

Γ̄(1) = − 1

2(4π)2

∫
d4x
√
g e2 Fµν

[ 1

6α
+ kFF (a)

]
F µν (8.71)

onde,

kFF (a) =
4A

3a2
+

1

9
. (8.72)

Pode-se notar que a parte divergente é a mesma encontrada na equação (8.68). A

função beta no esquema dependente da massa é a seguinte

βe =
e3

(4π)2

2a(6− a2) + 3(4− a2) ln(2−a
2+a

)

3a3
, (8.73)

que é o resultado geral para a função beta válida em qualquer escala. Como casos especiais,

podemos tomar o limite UV, p2 ≫ m2 ou a→ 2

β UV
e =

e3

(4π)2

1

3
+O

(m2

p2

)
, (8.74)

que é um resultado que a equação (8.69) nos fornece num esquema de cálculo totalmente

independente e, além disso, também podemos obter o limite IR, p2 ≪ m2

β IR
e =

e3

(4π)2
· 1

30

M2

m2
+ O

(M4

m4

)
. (8.75)
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8.9 Coeficiente A3 para EDEQ

Podemos ainda fazer uma verificação interessante para o resultado da equação (8.72).

Se fizermos a expansão até a primeira ordem no operador 2, teremos

kFF (a) = − 4A

3a2
− 1

9
≃ 1

60

2

m2
, (8.76)

que nos fornece um termo em Γ̄
(1)
ren 1 da seguinte forma

Γ̄
(1)
ren 1 ∼

1

(4π)2

∫
d4x
√
g
e2

120
F µν 2

m2
Fµν . (8.77)

Se usarmos a relação 8.59 na equação acima, podemos ver que

Γ̄
(1)
ren 1 ∼ − 1

(4π)2

∫
d4x
√
g
e2

60
∇νF

µν∇αF
α

µ . (8.78)

O fato interessante é que podemos obter esse termo de forma independente. Para

isso, basta calcular termo que contribui para (∇νF
µν)2 em Γ̄(1) devido ao coeficiente A3

da série de Schwinger - DeWitt [1] como fizemos para EDQ, usando (8.34).

Se substituirmos P̂1 e Ŝµν1 da equação (8.66) em (8.34), encontramos o mesmo resul-

tado expresso na equação (8.78), que também está de acordo com o resultado obtido em

[73].
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9 Conclusões

Nesta tese, foram obtidos os seguintes resultados originais:

1) Consideramos a transformação Foldy-Wouthuysen exata para o campo espinorial

de Dirac no fundo de ondas gravitacionais e um campo magnético constante. Tomando

o limite clássico da Hamiltoniana do campo espinorial, chegamos às equações de movi-

mento não-relativ́ısticas para a part́ıcula de spin meio. Mostramos que o efeito da onda

gravitacional no campo espinorial e na correspondente part́ıcula pode ser, em prinćıpio,

intensificado por um campo magnético suficientemente forte. Estes resultados foram pu-

blicados em [56]. O efeito pode ser relevante para aplicações astrof́ısicas e, em prinćıpio,

pode ser útil para para se criar detectores de ondas gravitacionais baseados em f́ısica

atômica e interferometria com grande precisão.

2) Discutimos a possibilidade de se utilizar a transformação Foldy-Wouthuysen exata

para o espinor de Dirac com diferentes termos extras, que violam as simetrias CPT e

Lorentz. A classificação desses termos foi realizada, selecionando aqueles para os quais a

TFWE é admitida. Como exemplo, consideramos um campo vetorial axial, que pode ser

associado com o campo de torção gravitacional completamente antisimétrico e constrúımos

a EFWT para o caso quando apenas a componente temporal deste campo axial está

presente. Estes resultados foram publicados em [62].

3) Consideramos o papel da EFWT para situações quando a teoria não admite um

operador de involução. Neste caso, a técnica da transformação exata pode ser utilizada

para se obter uma análise qualitativa do resultado perturbativo. Como exemplos dessa

abordagem desenvolvemos os cálculos expĺıcitos para dois casos diferentes seguintes: i) um

campo elétrico externo; ii) a parte espacial do campo de torção gravitacional. Ambos os

resultados foram comparados com aqueles já conhecidos na literatura que foram obtidos

pela TFW perturbativa e todos são condizentes. A grande vantagem de se utilizar a

técnica que chamamos de transformação semi-exata para os campos que não admitem a
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transformação exata é que esta técnica é muito mais econômica na parte de cálculos do

que a transformação usual. Estes resultados foram publicados em [60, 61] e no apêndice

de [62].

4) Calculamos e discutimos as correções de um laço para o setor do fóton da EDQ no

fundo de um campo gravitacional. Primeiro, consideramos a ação induzida pela anomalia

conforme. Este resultado pode ser visto como uma aproximação realista no universo

primordial, quando as massas de todos campos quânticos são despreźıveis comparando

com as energias dos fótons.

5) No caso de campos quânticos com massa, obtivemos uma expressão covariante e

não-local para a ação efetiva correspondente, similar a que havia sido obtida antes para o

setor gravitacional. Para derivação dos termos quânticos foi utilizado o método de “heat-

kernel”, desenvolvido anteriormente nos trabalhos de Avramidi, Barvinsky e Vilkovisky,

e a técnica de tratar as correções quânticas dos campos massivos sugerida nos trabalhos

de Gorbar e Shapiro.

6) A partir da expressão para um formfator completo de um laço, obtivemos a função

beta em um laço para a carga elétrica no esquema de renormalização baseado na sub-

tração de momentos. A partir desta expressão geral, estudamos os limites sem massa e

com grande massa. No último caso observamos o fenômeno de desacoplamento quântico

(teorema de Appelquist e Carazzone). Podemos dizer que nós obtivemos, pela primeira

vez, uma forma completa deste famoso teorema, inclusive a dependência de escala para

energias intermediárias, de forma simples e anaĺıtica. Em prinćıpio, este resultado pode

encontrar várias aplicações em f́ısica de part́ıculas, especialmente levando em conta que

ele pode ser facilmente generalizado para modelos como MSM, MSSM, várias versões de

NMSSM e GUTs.

7) Uma abordagem semelhante foi aplicada para a eletrodinâmica escalar, onde também

encontramos tanto fator de forma completo, quanto a função beta f́ısica no esquema de

renormalização baseado na subtração de momentos. Os resultados das partes 4, 5, 6 e 7

foram publicados em [63]. Esperamos que os cálculos das correções quânticas possam ter

aplicações em cosmologia e astrof́ısica. Em particular, os efeitos quânticos de férmion mas-

sivo violam a simetria conforme local no setor dos fótons e isso pode ajudar na explicação

de geração de sementes do campo magnético nas galáxias.
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8) Mostramos que a fórmula muito bem conhecida det (A · B) = detA · detB , que

pode ser facilmente demonstrada para matrizes de dimensões finitas pode ser incorreta

para determinantes funcionais de operadores diferencias, incluindo aqueles que são rele-

vantes para as aplicações da teoria quântica de campos. Apresentamos o primeiro exemplo

onde a diferença entre os dois determinantes funcionais é uma expressão não local e por-

tanto não pode ser explicada pela ambiguidade na renormalização. Além disso, pelo uso

de outras dimensões com número par, explicamos a origem dessa diferença de forma qua-

litativa. Esses resultados foram publicados em [63] e também uma versão mais detalhada

será publicada em [64].

9) Durante o desenvolvimento da tese ainda foi elaborado o trabalho na área de

f́ısica de part́ıculas [59]. O artigo trata do estudo do decaimento de duas part́ıculas em

uma. É um trabalho multidisciplinar desenvolvido durante a escola do CERN em que são

abordados os casos da part́ıcula Higgs decaindo em dois bósons Z e posteriormente em

4 léptons (no artigo há a descrição de como se obter o corte de energia para o qual não

se espera esse evento) e também o caso de um quark b decaindo em dois muons. Esta

parte não entrou na tese, ela só esta mencionada aqui para completar a lista de resultados

obtidos durante o peŕıodo de doutorado.
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http://arxiv.org/abs/hep-th/09021541 >. Acesso em: 30 mar. 2010.

FUCCI, G. Non-Perturbative One-Loop Effective Action for Electrody-
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