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Resumo

A tese esta composta de duas partes principais. Na primeira parte, o férmion de Dirac foi
considerado interagindo com diferentes campos externos. Uma abordagem extremamente
eficiente para se extrair informagoes fisicas da Hamiltoniana, é fazer uma transformacgao
Foldy-Wouthuysen nela. Além da transformacao Foldy-Wouthuysen perturbativa, existe
a versao exata, que nao é baseada em séries de poténcias no parametro 1/m. Nesta
tese foi desenvolvida uma maneira de se fazer a transformacao Foldy-Wouthuysen exata
com os campos de interesse. Foi tomado o campo espinorial de Dirac no fundo de ondas
gravitacionais e um campo magnético constante. A Hamiltoniana transformada mostra
que o efeito da onda gravitacional no campo espinorial e na correspondente particula pode
ser, em principio, intensificado por um campo magnético suficientemente forte. Calculos
analogos foram realizados para a componente temporal do campo de torcao gravitacional.
Além disso, foi feita uma classificacao geral dentre os possiveis termos que violam as
simetrias CPT e Lorentz, selecionando aqueles que admitem esta transformagao. Foi
desenvolvida uma nova abordagem para estudar, qualitativamente, os casos para os quais
a transformagao exata nao é permitida. Esta técnica foi chamada de transformacao semi-
exata. A vantagem desta técnica em relacao a transformacao padrao é de ser muito
mais economica na parte de cdlculos. Como exemplo de aplicagao foram considerados os
casos de campo elétrico externo e a parte vetorial do campo de torgao gravitacional. Na
segunda parte da tese, foram calculadas as correcoes de um laco para o setor do féton
da eletrodinamica quantica no fundo de um campo gravitacional. O célculo foi realizado
utilizando a técnica do “heat-kernel” de duas maneiras diferentes e uma nova ambiguidade
nos resultados foi encontrada. Este resultado representa o primeiro exemplo conhecido
da chamada anomalia multiplicativa. Realizando os calculos para diferentes dimensoes do
espaco-tempo, encontramos uma explicacao qualitativa desta anomalia. Além dos fatores
de forma nao-locais do campo eletromagnético, foi calculada a funcao beta de um laco
fisica, que descreve a variacao desta grandeza em relacao a energia do processo e é valida
para todas as escalas de energia. Usando esta funcao beta encontramos a forma mais

completa do famoso teorema de Appelquist e Carazzone.

Palavras-chave: Transformacao Foldy-Wouthuysen exata. Eletrodinamica quantica

em espago-tempo curvo. Anomalia multiplicativa.



Abstract

This thesis is composed by two main parts. On the first one, the Dirac fermion was
considered interacting with different external fields. A very efficient approach to extract
physical information from the Hamiltonian is to perform a Foldy-Wouthuysen transfor-
mation on it. There are, on the literature, two versions of this transformation. The
standard and the exact ones. The main difference between them is that the last is not
based on a power series low in the parameter 1/m. On this thesis, we developed a method
to perform the exact Foldy-Wouthuysen with the fields of interest. The Dirac field was
described in a constant magnetic field plus gravitational wave background. The trans-
formed Hamiltonian shows that the effect of the gravitational wave on the magnetic field
could be, in principle, enforced by a sufficient strong magnetic field. Similar calculations
was performed to the temporal component of the gravitational torsion field. Furthermore,
it was done a general classification of the possible terms the violate the CPT and Lorentz
symmetries, selecting those of them wich allow the exact transformation. A new approach
to qualitatively study the cases for wich this kind of transformation is not allowed, was
developed. This technique was called semi-exact transformation and has the advantage
to the standard transformation of being much more economic in the calculations part.
As examples of application it was considered the cases of external electric field and the
vectorial component of the torsion gravitational field. On the second part of the thesis,
it was calculated the one loop quantum corrections to the photon sector of the quan-
tum electrodynamics in a gravitational background. The calculation was done using the
“heat-kernel” technique in two different ways and an ambiguity on the results was found.
This fact represents the first known example of the so called multiplicative anomaly. The
calculations were performed to different space-time dimensions and a qualitative expla-
nation of this anomaly was found. The non local formfactors to the electromagnetic field
was obtained and also the one loop complete beta function, that describes the energy
variation of it in relation to the energy of the process and it is valid to all energy scales.
Using this beta function, the more complete form of the famous Appelquist e Carazzone

theorem was obtained.

Keywords: exact Foldy-Wouthuysen transformation. Curved space-time quantum

electrodynamics. Multiplicative anomaly.



Sumario

1 Introducao

2 Alguns elementos matematicos de Relatividade Geral
2.1 Notagao relativistica . . . . . . .. .. .o
2.2 Grandezas basicas de Relatividade Geral . . . . . . .. ... ... ...
2.3 Derivada covariante e conexao afim . . . . . .. .. ..o
2.4 Tensor de curvatura e suas propriedades . . . . . . .. .. .. ... ..
2.5 Equagoes de Einstein . . . . . . .. .. Lo

2.6 Ondas gravitacionais . . . . . . . . . . .. ...

3 Campos de Klein-Gordon e de Dirac
3.1 Equacao de Klein- Gordon . . . . . .. .. .. ... ... ...
3.2 A Equagdo de Dirac . . . . . . . ...
3.3 Antiparticulas . . . .. ...
3.4 Aproximacao nao-relativistica da equagao de Dirac . . . . . . .. . ..

3.5 Generalizacao para o caso de campo gravitacional externo . . . . . . .

4 Transformacgao Foldy-Wouthuysen
4.1 Transformagao Foldy-Wouthuysen . . . . . . . ... .. ... ... ...
4.2 Transformagao Foldy-Wouthuysen exata . . . . . . .. ... ... ...

4.3 Como fazer a transformagao exata . . . . . . . . .. ... ...

p-9

.18
.18
.19
.20
.21

.22

p. 22

.25

p-25
p.- 26
p- 28
p-29
p.31
p.31

p.31

p- 33
p- 33
p.-37

p- 39



5 Interagao com ondas gravitacionais e campo magnético

5.1

5.2

9.3

5.4

9.5

5.6

5.7

0.8

9.9

5.10

Descricao do método . . . . . . ...
Amétrica gy, . . . . ..o
Escrevendo a tetrada em funcao de hyy . . . . . oo oo
Escrevendo a conexao espinorial em funcaode by, . . . . . .. ...
Introduzindo as ondas gravitacionais . . . . . ... ... ... .. ...
Introduzindo as ondas gravitacionais na agao de Dirac . . . . . . . . ..
Introduzindo o campo magnético na agao de Dirac . . . . . . . . . . ..
Fazer a transformacao exata . . . . . . . ... ... .. .. ... .. ..
Anélise de casos particulares . . . . . . . . .. ... ... ...
5.9.1 Particulalivre . . . . . . .. ...
5.9.2 Particula na presenca do campo magnético constante . . . . . .

5.9.3 Particula com momento magnético anomalo num campo magne-

tostatico . . . . ..
Equagoes de movimento . . . . . ... ..o
5.10.1 A Hamiltoniana da particula . . . . . . . .. .. ... ... ...

5.10.2 Equacgoes de movimento para a particula . . . . .. .. ... ..

Transformagao FW exata para termos que violam as simetrias CPT

e Lorentz

6.1

6.2

Transformagao exata para Campo de Dirac interagindo com parte escalar

datorcao . . . . . ...
Transformagao Foldy-Wouthuysen semi-exata . . . . ... .. .. ...

6.2.1 Transformacao semi- exata com expansao linear na parte vetorial

datorcao . . . . . ..

p- 46
p- 46
p- 47
p- 47
p-48
p-49

p-49

p.-5l

p- 93

p. b7

p- 99

p- 63

6.2.2 Transformacao semi-exata para o potencial eletromagnético escalar p.69

7 Uma breve introducao a acao efetiva de vacuo

7.1

Abordagem semi-cldssica . . . . . . . . ...

p-71



7.2

7.3

7.4

7.5

7.6

Acao Efetiva e Renormalizacao . . . . . . . . . .. .. ... ... ... p-73

Métodos de calculos em espacos curvos . . . . . . . . ... ... ... p.73
Divergéncias de um laco e renormalizacao. . . . . . . . . . . ... ... p-75
Grupo de renormalizagao baseado no esquema-MS . . . . . . . . . . .. p. 77
Método de Heat-Kernel . . . . . . . . . ... ... .. p.77

8 Correcoes Quanticas de um laco para eletrodinamica quantica em

espacgo-tempo curvo p-79
8.1 Acao induzida por anomalia para a métrica e campos eletromagnéticos
defundo . . . . . .. p-80
8.2 Obtencao dos fatores de forma exatos em um laco . . . . . . ... ... p. 85
8.3 Oscoeficientes @, . . . . . . . . .. p. 88
84 Azem N dimensoes . . . . . . . ... p- 90
8.5 A anomalia multiplicativa . . . . . .. .. ... ... ... p. 92
8.6 Grupo de Renormalizacao, baixas energias e desacoplamento . . . . . . p. 94
8.7 Dependéncia da carga com a energia . . . . . . . . .. ... ... p-95
8.8 Fatores de forma exatos para eletrodinamica escalar . . . . . . . . . .. p-99
8.9 Coeficiente A3 para EDEQ . . . . . .. .. . ... p. 101
9 Conclusoes p. 102

Referéncias p- 105



1 Introducao

Em 1928, o grande cientista Paul Dirac escreveu a equacao que descreve, através da
mecanica quantica, uma particula com spin meio e que satisfaz os principios da relativi-
dade especial. Dirac procurava resolver o problema das densidades de probabilidade neg-
ativas da equacao de Klein-Gordon. Por muito tempo apds o estabelecimento da equacao
que leva seu nome, acreditou-se que essa era a Unica equacao de onda relativistica valida
para particulas massivas. Somente depois de Pauli e Weisskopf darem uma reinterpretacao
da equacao de Klein-Gordon como uma teoria de campo em 1934, que este suposto engano

comecou a ser desfeito.

Até hoje, a equacao de Dirac possui uma enorme importancia ja que descreve particulas
de spin 1/2 e tanto o préton quanto o elétron, por exemplo, tém esse valor de spin. Muitas
outras particulas possuem esse valor de spin, como o néutron e os mésons p. De fato,
como caracteristica tedrica, todas as particulas encontradas na natureza que satisfazem
a estatistica de Fermi possuem spin 1/2. Os mésons 7, descobertos em 1947 (com con-
tribuigao significativa de César Lattes), foram as primeiras particulas massivas com spin

diferente (zero, no caso).

Se tomarmos o caso de um elétron em um dado potencial, a equagao de Dirac possui
quatro solucoes, sendo que duas descrevem o comportamento das duas componentes da
funcao de onda do elétron, de tal forma que cada uma possui um dos possiveis valores
de spin para esta particula (£1/2). Ja as outras duas solugbes levaram Dirac a formu-
lar uma teoria bastante inovadora para a época, que deveria descrever particulas com
carga positiva e os mesmos valores de spin do elétron. Entao, ele introduziu a teoria de
antiparticulas e o pdsitron (antiparticula do elétron) foi descrito teoricamente. A par-
tir dai uma série de aplicagoes comecaram a tomar enorme importancia nos estudos das
particulas “elementares”. Cada vez mais aceleradores de particulas foram construidos a
fim de compreender o comportamento dos componentes da matéria. A busca por maior
precisao e limites de energias mais altos levaram fisicos experimentais a uma grande jor-

nada de aprimoramento dos aceleradores até chegarmos ao LHC, que é um acelerador
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com poténcia maxima nos dias atuais e que esta comecado a funcionar no CERN.

Até hoje, ha muitos testes e estudos tedricos a serem feitos com base em resulta-
dos de experiéncias realizadas em aceleradores de particulas que envolvem particulas de
spin semi-inteiro (sobre este assunto, hd um artigo introdutério [59] elaborado durante
a escola de fisica de particulas do CERN em 2009). Um dos mais importantes aspectos
talvez seja o estudo dos neutrinos, mas também ha um nimero enorme de aplicagoes ao
estudo de colisao de particulas com alta energia com protons para se compreender de
forma cada vez mais clara a estrutura interna desse tipo de particula e buscar entender a
caracteristica, de certa forma intrigante, do confinamento dos quarks. A equacao de Dirac
descreve as amplitudes de probabilidade para uma tnica particula, ou seja, é uma teoria
de uma particula apenas. Ela nao leva em conta a criagao e aniquilacao de particulas, por
exemplo. Para uma descri¢ao quantica correta de todos os fenomenos fisicos associados as
particulas que a equagao de Dirac visa a descrever, esta equacao, que usa funcoes de onda
como meio de interpretagao dos resultados, deve ser substituida por uma equacao fisica-
mente diferente que usa a descricao de campos quanticos para a matéria. Além disso, se
adicionarmos um campo eletromagnético quantizado a esta teoria formularemos a teoria
da eletrodinamica quantica (EDQ). Se, por fim, desejarmos descrever a situacao em que
um campo gravitacional externo pode estar presente, faz-se necessaria a introducao da

Relatividade Geral.

A Relatividade Geral é uma teoria de gravitacao que apresenta bastante sucesso em
aplicagoes aos fenomenos gravitacionais e a area de cosmologia. Suas predigoes se ajus-
tam bem a maioria dos testes e ela é extremamente condizente com quase todos os dados
existentes (veja, por exemplo, [135, 23]). Os limites de validade da Relatividade Geral
sao notaveis apenas quando nos aproximamos de singularidades, onde aparentemente
¢é preciso levar em conta alguns efeitos quanticos. Com o surgimento da Relatividade
Geral, previsoes nao contidas na Mecanica Classica se mostraram presentes na teoria de
Einstein, como, por exemplo, a precessao do periélio de Mercirio, o desvio gravitacio-
nal para o vermelho e a deflexao da luz devido a presenca de um campo gravitacional.
Uma teoria completa das interacoes fundamentais deve conter tanto a Relatividade Geral
como a Mecanica Quantica. Por volta da segunda metade do século XX surge a Teoria
Quantica de Campos moderna, incluindo varias abordagens em busca da Teoria Quantica
da Gravitacao. Levando em conta a evolucao dessa teoria desde o inicio, podemos afir-
mar que a descricao do comportamento do elétron continua sendo uma parte importante
dentro da Teoria de Campos implementando varias investigacoes, baseadas nas novas

caracteristicas da teoria, aplicados a essa particula.
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Nesta tese serao abordados varios aspectos da equagao de Dirac. Os dois focos princi-
pais de estudo serao divididos pela maneira classica e a quantica de descricao dos férmions
de Dirac. No primeiro caso, vamos buscar um formalismo que permita que a analise da
equacao seja a mais clara possivel e, dessa forma, o objetivo da primeira parte do trabalho
podera ser considerado como alcancado quando possuirmos uma descricao classica bem
explicita dos fenomenos englobados pela equagao de Dirac. Uma maneira 1util de tratar
o campo de Dirac interagindo com alguns campos de fundo é a transformacao Foldy-
Wouthuysen [54] que nos permite uma separagao de componentes “grandes” e “pequenas”
do bi-spinor de Dirac. Podemos distinguir duas versoes destas transformagoes: a trans-
formacgao Foldy-Wouthuysen exata (TFWE) [50] e a transformacao Foldy-Wouthuysen
aproximada (TFW), na qual a solu¢do é obtida em forma de séries de poténcias no
parametro 1/mc?. A solugao aproximada nao ¢ muito complicada de se obter, mas neste
caso existe um certo risco de serem perdidos termos relevantes [107]. Aqui, nés concen-
tramos nossa atenc¢ao sobre a solucao exata que é mais complexa e mais interessante do

ponto de vista matemaético.

No segundo caso, passaremos a considerar as possiveis corre¢oes quanticas para essa
equagao. Tomaremos a eletrodinamica quantica (EDQ) no espaco-tempo curvo e o estudo
estara baseado nao somente nos resultados para essas corre¢oes como também nos métodos
de célculos que serao utilizados. A interacao do campo eletromagnético com a gravitacao é
uma area de estudo importante devido as varias aplicacoes astrofisicas e cosmologicas. Ha
varios trabalhos nessa area e, em particular, muitas publicagoes interessantes dedicadas as
corregoes quanticas no setor eletromagnético da teoria, produzidas pelo campo de Dirac.
Nos trabalhos mais antigos [100, 28], os calculos diretos foram feitos através dos diagramas
de Feynman e o método de Schwinger e pouco tempo depois, comegando por [44], usando
diferentes modificagdes do método de “heat-Kernel”[101, 127, 4, 17]. Os diagramas foram
utilizados na forma tradicional de cédlculos [92, 5] no espago-tempo plano e com uma
abordagem modificada para admitir o espago-tempo curvo [113]*. Uma consideragao geral,
que inclui calculos em um e dois lacos e ainda levam em conta efeitos de temperatura, foi

feita em [47].

Nossa intengao aqui nao ¢é discutir todas as aplicagoes em detalhes, mas utilizé-las
como motivacao para se buscar as correcoes quanticas exatas em um laco para EDQ.
Uma das implicagoes mais importantes das correcoes quanticas para a agao do campo

eletromagnético é a quebra da invariancia conforme que a teoria possui em nivel cléssico.

! Ainda h4 uma outra abordagem que quebra a simetria conforme e é baseada na quebra espontinea
da invaridncia de Lorentz [16].
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Existem situacoes cosmoldgicas e astrofisicas em que a violagao da simetria conforme
pode ser relevante (em [57, 58] ha uma breve revisao sobre a transformacao conforme
local aplicada a Relatividade Geral). A quebra dessa simetria muda a equagao de estado
da radiacgao, o que pode ser importante, por exemplo, na época dominada pela radiagao do
Universo. A equacao de estado modificada permite a construcao de modelos cosmolégicos
interessantes [104], em particular, aqueles [15] baseados nas corre¢oes quanticas obtidas
em [44]. A equagdo de estado modificada pode produzir uma mudanca na lei de expansao
do Universo, aumento de entropia e outros fenémenos. Além disso, este efeito poderia
afetar levemente como a densidade de radiacao e a temperatura CMB dependem do desvio
para o vermelho. Devido ao crescimento da precisao dos experimentos em astrofisica, em

algum ponto esses resultados das corregoes quanticas podem se tornar relevantes.

Essa violagao possui outra aplicacao interessante, ja que é necessaria para a criacao das
sementes iniciais dos campos magnéticos de larga escala em galdxias, na época da formacao
de estruturas [131]. H4 uma tentativa (muito conhecida) de se explicar essa violagdo por
efeitos quanticos similares a anomalia conforme [40], durante a época inflacionaria [46].
Seria muito interessante conhecer completamente os mecanismos tedricos que estao por
tras dessa violacgao, incluindo os que podem ocorrer em épocas da evolucao do Universo
mais tardias quando as massas das particulas fermionicas passam a ter maior relevancia
na contribuicao para a energia do sistema. Este problema ja foi bem discutido, e.g., em
[10, 32], ou ainda em [70] e [71] em que podem ser encontradas revisdes recentes das
possiveis origens das sementes iniciais dos campos magnéticos e assuntos correlatos. A
magnitude dos campos magnéticos tipicos no Universo variam de poucos uG (no caso de
galdxias e clusters), passando por alguns G (planetas, como a Terra ou Jupiter), chegando
a 10'2 G nas estrelas de néutrons. Os campos magnéticos com correlacdo maior que a

unidade astronomica sao chamados de campos magnéticos de larga escala.

As questoes que envolvem esse assunto sao relacionadas a origem desses campos. O
grande fisico Enrico Fermi ha mais de cinquenta anos apontou para a possibilidade de
esses campos serem primordiais. Existem teorias mais modernas que se fundamentam em
ter existido, durante a evolucao do Universo, uma fonte inicial para estes campos que,
durante a passagem do tempo, se tornou muito forte a ponto de ser observada nos nossos
dias [70]. Essas fontes sao conhecidas como as sementes e o mecanismo de amplificagao dos
campos é o dinamo. Ha diferentes tipos de dinamo, mas basicamente o mecanismo mostra
como ¢ possivel haver transferéncia de energia cinética em energia magnética em plasmas
magnetizados. A aplicacao da nossa abordagem a este problema teria como base tomar a

agao de eletrodinamica quantica completa (com fatores de forma completos) e para a parte



13

de Maxwell e utilizar a equagdo de dinamo descrita em [71] para obter a magnitude de
campos magnéticos que poderiam ser gerados por essas correcoes quanticas. Assim, basta
fazer a comparacao entre o valor tedrico que serd obtido desses calculos com os valores
experimentais fornecidos pela literatura. A partir disso, poderiamos, em principio, ter
uma posicao conclusiva a respeito da contribuicao das correcoes de um laco para a carga

do elétron em campos magnéticos de larga escala.

Outra implicagao interessante desse resultado é que as correcoes quanticas para o
propagador do foton podem modificar a posicao do polo e portanto gerar a situacao na
qual a onda eletromagnética se propaga com uma velocidade que é ligeiramente diferente
daquela do caso puramente cléssico. Um efeito similar pode acontecer no espago-tempo
curvo e ¢ caracterizado como movimento superluminal [89, 29] (em [128] hd uma revisao
recente do assunto). Em particular, esse efeito pode ter um impacto significante no
comportamento da luz nas vizinhangas de um buraco negro [96, 37, 30], também pode
aparecer devido a presenga de limites (ou contornos) e, em geral, devido as condigoes
macroscopicas [31]. Sabemos que além disso, a propagacdo da luz pode ser afetada por
termos nao lineares [105] os quais podem resultar das corregdes quanticas e das interagoes
classicas e/ou quanticas com a gravitagao externa [108] ou com outros campos como “k-
Essence”[11]. Claramente a simetria conforme proibe a maior parte das possibilidades de
mudanca nas equacoes de onda e, portanto, o estudo detalhado da quebra dessa simetria
¢ muito relevante para a caracterizacao deste problema. Neste sentido, pode ser visto
como uma forma de analise bem geral das correcoes quanticas produzidas pelo campo de

Dirac quantico.

Além de todas essas implicacoes citadas nos trés tultimos paragrafos, se pensarmos
apenas sobre a simetria conforme, uma observacao importante é que em teorias realistas
como EDQ ou o modelo padrao, e também as generalizacoes delas como o modelo padrao
supersimétrico ou teorias de grande unificagdo, o campo eletromagnético (ndo massivo),
¢ conformalmente invariante ja que o vetor A, nao muda sob transformacao conforme
local g, = €**g,,, por possuir peso conforme nulo, devido ao fato de a generalizagao
para o caso gravitacional ser feita pela tetrada A, = eZAb e G = nabeZeﬁ. Entretanto,
ele interage com outros campos, que sao massivos, e por esse motivo a teoria torna-se
conformalmente nao-invariante. Nesta tese, os estudos estao concentrados no caso mais
simples de EDQ em espacgo-tempo curvo e buscaremos apresentar a visao mais geral da

violacao da simetria conforme nesta teoria.

Neste contexto, podemos formular as duas principais perguntas:
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1) Qual o mecanismo de violagao da simetria conforme local para energias inter-
medidrias e como fazer a ligacao dessa violacao com os limites ultravioleta e infraver-
melho 7 Essa nao é uma questao puramente técnica visto que durante sua evolucao, o
Universo atravessa diferentes fases e é desejavel conhecer como a simetria conforme é vio-
lada nao apenas na época inflacionaria ou na presente, mas também proximo a época de

recombinacao ou ainda no periodo quando as estruturas césmicas comecam a se formar.

2) Até que limite as corregbes quanticas e, em particular, a violacgdo da simetria
conforme, sao universais 7 Em outras palavras, existe alguma ambiguidade nos termos
quanticos 7 Responder a iltima pergunta é obviamente significante ja que a agao efetiva,
em geral, nao é um objeto definido univocamente. Em véarios casos, ela depende da
parametrizagao dos campos quanticos, da escolha para fixacao do calibre, dos esquemas

de calculos, da regularizacao, da renormalizacao, etc.

Nossa proposta para responder a primeira pergunta é obter uma expressao mais geral
para a correcao quantica de um lago para o setor eletromagnético da EDQ no espaco-
tempo curvo. As situacoes fisicas para essas correcées no universo novo e em um periodo
posterior sao bem diferentes. No primeiro caso, os férmions podem ser tratados como
praticamente sem massa. Neste caso, o mecanismo para a violagao da simetria conforme é
a bem conhecida anomalia conforme. A vantagem da anomalia conforme como método de
obtencao das corre¢oes quanticas sao a simplicidade, a relacao direta com as divergéncias
ultravioletas (UV) e consequente universalidade. Ja para o limite de baixas energias, as
massas dos férmions virtuais sao muito maiores que as energias dos fotons reais ou, de
forma equivalente, que as energias das linhas externas nos lacos de férmions massivos.
Neste caso, observamos o desacoplamento das contribui¢oes quanticas dos campos mas-
sivos, de acordo com o teorema de Appelquist e Carazzone [2]. A violagdo da simetria
conforme ainda existe, mas ela é relacionada aos termos de ordens superiores na acao
efetiva, que sao suprimidos quadraticamente pela massa dos férmions?. Em espaco-tempo
curvo, ha termos dependentes da curvatura que podem violar a simetria conforme. Como
nossa intencao é estudar a teoria no espago-tempo curvo, sempre vamos nos concentrar

na quebra da simetria conforme local.

Ja para estudar a segunda pergunta, usaremos os resultados matematicos obtidos
para responder a primeira questdo. Analisaremos tudo o que terd sido derivado fazendo
a interpretagao correta (e mais clara possivel) das contribuigdes em um lago para a ac¢ao

efetiva. Como vamos usar o método de campo de fundo para os cdlculos (veja e.g. o

2Um exemplo desse tipo de termos é FH % F,, que nés vamos discutir em detalhes no capitulo 8.
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livro [24] para uma introdugdo ao assunto), o trabalho prético ficard reduzido a obter
explicitamente Ln Det do operador H , que tipicamente é a forma bilinear da acao classica
com respeito aos campos quanticos. O operador H em vérios casos depende dos campos
de fundo (os quais podem ser apenas campos externos). Como resultado, a operacao
de tomar o determinante funcional de um operador dessa forma nao é trivial devido a

dimensao infinita da representacao matricial correspondente. Em particular, as relagoes
Det (A- B) = Det A - Det B e LnDet A= TrLn A,

que sao certamente validas para matrizes de dimensoes finitas deveriam, em principio, ser
provadas na teoria quantica de campos. Entretanto, ha uma outra possibilidade na qual
essas relagoes podem ser violadas e, de acordo com a légica matematica, isso pode ser
feito através da apresentacao de um tunico contraexemplo nao trivial. Por exemplo, isso
pode significar um par de operadores AeB , para os quais a primeira das relagoes acima
seria violada. Essa situac@o é conhecida e foi chamada de anomalia multiplicativa (AM)

(90, 51].

Esforcos consideraveis foram aplicados na tentativa de se encontrar um exemplo em
que a primeira equacgao fosse violada, mas até agora em todos os casos as diferencas
apareciam devido a ambiguidade na renormalizacdo apenas [53, 45, 102]. Isso significa
que quando as condigoes de renormalizagao sao impostas aos operadores fl, BeA- f?,
pode haver uma diferenca devido a independéncia dessas condigoes para operadores dis-
tintos. Em particular, essa situacao pode aparecer quando os determinantes funcionais
sao definidos por meio da regularizacdo que utiliza a fungao-¢ generalizada [52, 33, 133],
pois essa abordagem esconde as divergéncias e fornece o resultado renormalizado e reg-
ularizado automaticamente. Logo a dependéncia com o parametro arbitrario de renor-
malizagdo () deve ser implementada artificialmente e isso abre caminho para a AM.
Essa situagao foi analisada com detalhes em [119, 53]. Se considerarmos, por exemplo,
Ln Det (D + Mlz) . (D + M22) no espaco de de Sitter, o resultado serd um funcional que
depende de alguns parametros constantes, chamados de M12,2 e da curvatura escalar A.
Além disso, essa expressao possui dimensao quatro. Como resultado, ela possui exata-
mente a mesma estrutura dos contratermos e, portanto, esta sujeita a uma ambiguidade
na renormalizacao. Entao, vemos que é muito dificil fazer uma conclusao definitiva sobre
a existéncia da AM baseada nesse tipo de cédlculos. Para se estabelecer a existéncia da
AM, é preciso encontra-la em um setor finito da acao efetiva que pode claramente ser
diferente dos contratermos, por exemplo, pode ser uma parte nao local da acao efetiva,

que nao possui relacao direta com os contratermos.
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Nossa proposta aqui sera apresentar um exemplo de outro tipo, que pode ser entendido
como a AM nao-local que nao é reduzida a ambiguidade na renormalizacao. Para construir
este exemplo vamos usar os resultados que serao obtidos para as corre¢oes quanticas para

EDQ em espago-tempo curvo com duas abordagens distintas (dois operadores diferentes).

A tese estd dividida como segue. O proximo capitulo é dedicado a uma breve revisao
dos elementos bésicos de Relatividade Geral que serao importantes para o desenvolvimento
do trabalho. No capitulo 3, sera feita a motivagao matematica para o estudo da equacao
de Dirac. Nao serao mostrados detalhes histéricos ou uma descricao minuciosa de cada
passo percorrido para se chegar a essa equacao. De forma objetiva, sera apresentada uma
maneira de a descrever em um campo gravitacional de fundo. No capitulo 4 é mostrada
uma coletanea de resultados importantes para o uso da técnica da transformacao Foldy-
Wouthuysen exata (TFWE). Além da motivagao para o uso desta técnica sera mostrada de
forma didatica como se fazer o uso da transformacao para um caso qualquer de interacao

de campos externos com o campo de Dirac.

O capitulo 5 faz uso de todos os principais resultados mostrados nos capitulos ante-
riores. Faremos os cdlculos explicitos da TFWE para o caso de um férmion que interage
com um campo magnético externo em uma regiao do espaco onde existam ondas gra-
vitacionais [56]. Todos os passos do desenvolvimento serdo apresentados de forma clara
para que a utilidade da técnica, bem como a validade dos resultados, sejam bem estabe-
lecidas. No capitulo 6, faremos uma grande classificacao do campo de aplicacoes desta
transformacao para outros casos. Tomaremos uma agao que englobe os termos que violam
as simetrias CPT e Lorentz e construiremos uma tabela que mostra quais deles admitem
a TFWE [62]. O estudo da TFWE para o caso da parte escalar do vetor que descreve a
tor¢ao gravitacional serd desenvolvida até o final. Além disso, vamos mostrar como fazer
a andlise qualitativa (transformac@o semi-exata) da Hamiltoniana transformada para dois

casos [60, 61] em que a TFWE nao é admitida.

No capitulo 7 passamos a abordar a andlise das correcoes quanticas para uma teoria em
espago-tempo curvo. Nosso objetivo ainda continua sendo o estudo da equacao de Dirac,
mas neste capitulo faremos uma breve revisao sobre os métodos de calculos tteis para se
obter esses resultados para uma teoria qualquer. No capitulo 8, os resultados do capitulo
7 sao aplicados a acao de Dirac com o termo de Maxwell, ou seja, passamos a estudar
a EDQ. Utilizaremos o método de “heat-kernel”[6] para obter as corre¢oes quanticas de
um lago para o termo que descreve o comportamento do féton nessa agao [63]. Este

calculo serd feito de duas maneiras diferentes. A principio poderiamos pensar que o fato
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de usarmos duas abordagens teria o objetivo de dar crédito ao resultado no caso de ambas
concordarem ou de mostrar que uma delas é invalida, caso mostrem uma discrepancia.
Veremos que nenhuma das duas possibilidades é a correta e vamos mostrar argumentos
fortes para poder afirmar que a nao concordancia dos resultados é uma propriedade da
acao efetiva desta teoria. Serd apresentado o exemplo explicito da anomalia multiplicativa
j& comentada acima [64]. Faremos a andlise de todos os resultados para a dependéncia da
carga elétrica com a energia e, por fim, a derivacao analoga para as correcoes quanticas

de um lago para eletrodinamica quantica escalar também é feita.
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2 Alguns elementos matemdticos
de Relatividade Geral

O foco principal deste capitulo é uma revisao sobre as grandezas matematicas basicas
da teoria da Relatividade Geral. Serao feitos breves comentarios sobre os elementos que
serao necessarios para o desenvolvimento do trabalho. E importante enfatizar que o
objetivo deste capitulo nao é discutir as bases conceituais dessa teoria, pois isso tomaria

espacgo desnecessario no texto além de fugir ao tema principal desta tese.

2.1 Notacao relativistica

Antes de comecarmos a introduzir as grandezas importantes em RG, é necessario
definir notagoes. Vamos entao definir as grandezas basicas da teoria, entretanto sem

explicagoes minuciosas sobre cada uma, pois este nao é o objetivo deste trabalho.

Sera generalizada a nocao de distancia entre dois pontos do espago como o intervalo
entre dois pontos no espaco-tempo, para que ele seja invariante perante as transformagoes
de Lorentz. O intervalo é dado por

ds® = datdzr, = ndetde” = Adt* — (do® + dy* + dz?), (2.1)
onde
07x17x27x3) = (Ct7 x? y? Z) (2'2)

= (x

e N ¢ a métrica de Minkowski. Para os operadores diferenciais, definimos

0 10 0 0 0 10
O = D (0o, 01,02, 03) = (E&>%>a—y>a) = <E§’V) ;
10 1 02
o MY — (2 _ I -
o' =g¢"o, (cat’ V) , 0"0, 29 A (2.3)
O quadrivetor energia-momento de uma particula é escrito da seguinte maneira
E — E =
w_ (= — (= _
p_<C’P>’ p,u_<ca P) (24)
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A relagao entre o momento e energia da particula tem a forma (relagao de dispersao)

EI2
Nas unidades em que ¢ = 1, temos
P’ =p'p,=E*—P>=m?. (2.5)

2.2 Grandezas basicas de Relatividade Geral

A Relatividade Geral é fundamentada no principio da equivaléncia de Einstein, que
diz: “em qualquer ponto do espaco-tempo, em qualquer campo gravitacional, pode-se es-
colher um sistema de coordenadas ‘localmente inerciais’ tal que numa vizinhanga suficien-
temente pequena desse ponto as leis da natureza terao a mesma forma como num sistema

de coordenadas cartesianas nao aceleradas”.

Para se definir grandezas nessa teoria é necessario usar uma ferramenta matematica
que seja condizente com o principio da equivaléncia. Utilizam-se os tensores, pois se sabe
que um tensor quando muda de sistema de coordenadas continua sendo um tensor, pela
propria defini¢ao [98]. Um tensor de rank trés, por exemplo, é definido como

o gy 02 Oxt Ox¥
By (‘T) T 9 OB v T (I)

(2.6)

Um conceito importante da Relatividade Geral é que o campo gravitacional nao é como
os outros campos, mas uma caracteristica geométrica fundamental do espaco-tempo. Para
se medir distancias nesse espaco, utiliza-se o tensor métrica, pois o intervalo é escrito da

seguinte maneira
ds® = g, datdx” (2.7)

onde temos que as componentes da métrica g,, descrevem o campo gravitacional.

Matematicamente, a descricao de campo gravitacional exige o uso da nocao de va-
riedade. No caso em que a lnica caracteristica do campo gravitacional é a métrica, a
construcao se chama “espaco de Riemann”. Nao sera exibida aqui uma revisao sobre
variedades, pois essa discussao foge ao objetivo desta tese. Como referéncia podemos

indicar, por exemplo, o livro [41].
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2.3 Derivada covariante e conexao afim

A derivada parcial 0,¢ de um campo escalar ¢ é um vetor covariante. Entretanto, a
derivada parcial de algum outro tensor nao forma um tensor. Porém, podemos adicionar
a derivada parcial alguns termos extras tais que a soma torna-se um tensor. Esta soma é
chamada derivada covariante V,. No caso de um vetor A® sua derivada covariante tem a

forma

VA" = 9A° + T4, A7 (2.8)

A derivada covariante (2.8) é um tensor se, e somente se, a conexao afim transforma-se
nao tensorialmente

e _ dz'™ Ozt dx¥ O Ox” 02z«
By T 9xA dxB oz T 9B Ox'Y Qardxt

(2.9)

A regra para construir as derivadas covariantes de outros tensores vem do fato de o

produto de vetores contra e covariantes A* e B, ter que ser um escalar,
V(A“B,) = 03(A“B,) (2.10)
e consequentemente

VsBa = 93Ba — I}, B, . (2.11)

Os coeficientes I'g,, em Relatividade Geral, satisfazem duas condigoes
(i) Simetria (tor¢ao nula) !

g =Tr2; (2.12)

(ii) Metricidade da derivada covariante,

Vag,uu = OaYuv — ang)\u - Fi\ag,u)\ =0. (213)

Se usarmos estas condi¢oes em uma equagao como a (2.8), para um tensor com nimero

de Indices arbitrdrio, a tinica solugao para I'g, ¢

o 1 (e}
By — 59 A(aﬁgk/ + &,gm - (9)\95«,) . (2'14)

A expressao acima é chamada “simbolo de Cristoffel” que coincide, no caso de teoria com

simetria (i) e ndo-metricidade, com a conexao afim.

1O caso em que os indides inferiores da conexdo afim ndo comutam, gerando o campo de torcao, sera
estudado a partir do capitulo 6.
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2.4 Tensor de curvatura e suas propriedades

Se tentarmos entender o principio de equivaléncia usando as notagoes que estamos
fixando, poderemos entendé-lo com um enunciado que diria que sempre se pode escolher
coordenadas locais tais que num dado ponto xg, Fgﬁ(zo) = 0. Portanto necessitamos de
um tensor do espago-tempo que nos diga se o transporte paralelo muda os componentes de
um vetor. Se a conexao afim admite coordenadas globalmente planas, nessas coordenadas

tem-se que para tensor qualquer

(0,00 — 000),) TO102-5m — ) (2.15)

a1Qa...0n

entao, nestas coordenadas é valido que

V., V| THB2-Bm — 2.16
"

a1Qa...0n

Contudo, num caso geral nao se pode esperar que as derivadas covariantes sempre

comutem, assim

V.V, T = 0,0,T% + 0, (Do) T + Ty 0,1 — T 03T —

I 08 T7 + 0,0, + T\ T, (2.17)

VoV I = 0,0, + 0,(Lo\)T* + T0,0,T" — ), 03T —
Lo T7 + D00, T + To I T (2.18)
portanto
[Vlh VV] S TA(aﬂrgfzx - 8VF§H) + TT( g\[,uriu - ?fl/rﬂ)-\,u) = _Rg\[,uyT)\ ) (219)
onde RY,, ¢ presentado da segunte forma

feY o leY leY T leY T o
Avp 8VP)\,u - 8HF)\1/ + P)\,u DN T (220)
O termo acima é chamado de “tensor de curvatura” ou “tensor de Riemann”. Da

mesma forma temos

Vu, Vi Zg = Ry, 2. (2.21)

Juntamente com o tensor de Riemann ha algumas contragoes importantes. A primeira

delas € o tensor de Ricci, R}, = Ry, e seu trago R = Ry, ¢g"" é chamado escalar de

curvatura.
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2.5 Equacoes de Einstein

As equacgoes dinamicas da Relatividade Geral podem ser formuladas por meio da acao

de Einstein-Hilbert

Syr = —% /d4x\/——g(R + 2A), (2.22)

onde 7 e A sdo constantes e g = det(g,,). O termo A é chamado de constante cosmoldgica.

O préximo passo é considerar a agao total, incluindo a parte da matéria S,,
St = Sgr + Sm (223)

e achar as equagoes de movimento 65;/0g,, = 0. O tensor energia-momentum da matéria

é definido como

-2 68,
v 4 5g,ul/ ‘

A variacao da acao total, que corresponde a uma variacao da métrica dg,, = hg,, tem a

T (2.24)

forma (desconsiderando o termo com derivada total)
4 1 v 1 v v 1 v
0S; = | d*z\/—g< — | R* — Eg“ R—g"A | — §T“ Py - (2.25)
Y
Usando o principio da acao minima, as equagoes para a métrica tomam a forma
1 Y

G,uz/ = RHV — igw,R = §THV + Agl“’ . (226)

Estas sao as equacoes de Einstein com a constante cosmoldgica, onde o tensor G, é

convencionalmente chamado de tensor de Einstein [135].

2.6 Ondas gravitacionais

Nesta se¢ao sera feita uma breve revisao sobre ondas gravitacionais, em particular da
métrica que as descreve. Outros aspectos sobre ondas gravitacionais nao serao levados em
conta. Eles podem ser encontrados, por exemplo, em [97]. Vamos estudar uma métrica
que descreve ondas gravitacionais fracas. Consideraremos propagacoes de perturbagcoes

da métrica no fundo da métrica de Minkowski. Vamos tomar
G = M + Iy ) |huw| < 1. (2.27)
A conexao afim, levando em conta apenas a primeira ordem em h,,, sera

1
Ffl\,l/ = 577/\9(8“%:/ + al/hg,u - agh,uy) (228)
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e o tensor de Ricci,

1
Ry = 500,10+ 50,1} = Phyu, = ,0,h) + O(R). (2.29)

As equagoes de movimento tém a forma

1
Ruv(hoxﬁ) = 87TG(TW, - ig,uszA A) . (230)

Levando em conta as condigoes de calibre d,h% — 1/2 9,h = 0 (veja por exemplo

[135]), chegamos a seguinte relagao
V2h,, = —167GS,, , (2.31)

onde S, = T, — 3 Ty Consideramos que a fonte das ondas também ¢ fraca. Tomando

o caso especial quando o espacgo esta vazio, uma solucao em forma de ondas planas é
ikya —ikyax?
by = €uwe™* + e, e (2.32)
onde k) é o vetor de onda. Temos também o vinculo devido a invariancia de calibre

1
kel = 51{5,,65 . (2.33)

Vamos considerar o caso de uma onda que se propaga na direcao x, ou seja, o vetor

de onda é tal que k* = k* =0, k' =k =k > 0. A partir de (2.33), podemos escrever
1
€3 = —€13 , €91 = —5(611 + 600), y €02 = —€12 , €22 = —€33. (2-34)

Agora, vamos fazer a transformacao 61“, = ey + ku& + k€, Para isso escrevemos hy,

como em (2.32) e supomos h,,, = hy,, — 9,8, — 0,§,. Usamos entao (2.33) e chegamos a

/ / /
€33 = €33 , €39 =E€32 , €33 =€31+ k€3 5

ey =en+k , €y =en+2kE . (2.35)

Podemos escolher ¢, tal que todas as componentes exceto ess, €22 € €32 sejam nulas.
J4 sabemos que e33 = —eg. Tomando ez3 = v’ e eza = o/, levando em conta que

g/.l,l/ - 77/,},1/ _l_ h'“y, temOS

! ikx+kt _l_vle—ikm—l—kt

hgg — e !/ ikx+kt + ule—ikm—l—kt

5 hggZU6

hgg = —hgg, pOiS €99 — —€33. (236)
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Para simplificar as notagoes vamos chamar hgz = 2v e h3y = 2u. Essas sao as componentes
da métrica que serao utilizadas nesse trabalho para estudar o campo de Dirac no fundo

de uma onda gravitacional fraca [94]

1 0 0 0
0 —1 0 0
Juv = (237)
0 0 —-1—2 —2u
0 O —2u —142v
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3 Campos de Klein-Gordon e de

Dirac

Os campos que aparecem quando se trata da mecanica quantica relativistica serao
apresentados agora. Mais a frente sera apresentada uma maneira de introduzir a interagao

desses campos com um campo gravitacional, no ramo da Relatividade Geral.

3.1 Equacao de Klein- Gordon

Podemos escrever uma equacao de onda para uma particula sem spin que corresponda
a um campo escalar. J& que nao possui spin, ela tem apenas uma componente, que vamos
denotar por ®. A equagao de onda é obtida a partir da relagdo de dispersao (2.5),

substituindo os operadores diferenciais por E e P, como se faz na teoria quantica

B inl P — —ihV. (3.1)

at’ Y

Podemos escrever entao

Usando unidades para as quais ¢ = h = 1, temos

(00, +m*)® =0. (3.2)

Essa é conhecida como equagao de Klein- Gordon. Nota-se que, substituindo (3.1) na
aproximagao nao relativistica de (2.5), F = P?/2m, chegamos & equagao de Schrodinger
para uma particula livre

K, 9
(3= V> +ih=)® =0, (3.3)

o que mostra que a equacao de Schrodinger é uma aproximacao nao relativistica da

equacao de Klein-Gordon. A densidade de probabilidade para a equacao de Schrodinger
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e a corrente de probabilidade sao as seguintes [115]

p = 90,
7o M erve - aver) (3.4)
b= 2m ’ :

Elas obedecem a equacao de continuidade

ap - 0 ih

— | = —(0*®) — —(*V?d — OV D) = 0. 3.5
L VT = (8 - (VR - 57%) (35)
Na equagao de Klein-Gordon, para ser propriamente relativistico, p nao deve, como em

(3.4) transformar-se como escalar, mas como a componente temporal de um quadrivetor,

cuja componente espacial é 7, dado por (3.5). Entao p é dado por

ih 0 0
= — ("= — d_—O* .
= om P 5 ~ P (3.6)
e com
= (0 T) = o |01 (@0) = (262, (V) — (V)] =
_ [@*(8%) - (8“@*)@} (3.7)
2m ’

usando a equacgao da continuidade

ougt = %(@*@8“@ - 9*0,0'®) =0. (3.8)

Neste momento, a equagao de Klein-Gordon apresenta dois “problemas” [21]. Primeiro
se nota que a densidade de probabilidade nao é definida positivamente como na equacao
de Schrodinger. Outro problema é que ela fornece duas energias, uma positiva e outra
negativa. Para uma particula livre, cuja energia é constante, isso ¢é dificil de se aceitar.
Esses “problemas” do campo de Klein Gordon sé6 podem ser solucionados no ramo da
Teoria Quantica de Campos, onde ® nao é tratado com uma funcao de onda mas como

um operador no espaco de Fock.

3.2 A Equacao de Dirac

Para tentar resolver os problemas de interpretacao da equagao onda de Klein-Gordon
citados no final da secao anterior, vamos seguir o caminho tomado por Dirac em 1928,
procurando por uma equacao relativisticamente covariante com densidade de probabi-

lidade positivamente definida. Para que isso acontega, ela deve ser linear na derivada
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temporal e, para manter a invariancia sob as transformagoes de Lorentz, deve ser linear

nas derivadas espaciais também. Vamos supor que essa equacao deva ter a forma

i%%:Z?Qﬂ§%+wf§%44ﬁ§%)+ﬁm§wzlﬁh (3.9)

Entretanto os coeficientes o nao podem ser simplesmente nimeros, pois essa equacao
nao seria invariante perante rotacoes espaciais. E ainda, para termos as leis da fisica
iguais em todos os referenciais, ¢ nao pode ser um escalar. De fato, a densidade de
probabilidade deve ser a componente temporal de um quadrivetor que, se integrado sobre
todo o espago, em um tempo fixo, deve ser invariante. Para resolver esse problema, Dirac

propos que deveria ser considerada uma equagao matricial. A func¢ao de onda como uma

matriz coluna com N componentes

(G}
= (3.10)
YN

e os coeficientes o’ e 3 sdo matrizes N x N. Entao a equacao (3.9) deve ser substituida
por N equacoes

N

Oy he ) Bl 0 al al
h—2 = — ! 2 3 e =Y Hpgtpr. (3.11
o iZ;Qym&*aaﬂ*“l&ﬁxf”+;;@”“¢’ 2 Heothe (311

Quando adotamos a convencao de soma dos indices repetidos e a notacao matricial no
espago-tempo quadridimensional, ou seja N = 4, esta equagao volta a ter a forma da

(3.9).

Agora, apenas para simplificar a notagdo, vamos introduzir as matrizes o' = 4" e

7% = 3. Com isso a equacao (3.11), pode ser escrita como
(iy"0, + mc*)h = 0. (3.12)
As matrizes que aparecem nessa equagao podem ser representadas explicitamente como

0 o 1 0
Q; = ) ﬁ = ) (313)
g; 0 0 —1

onde o; sao as conhecidas matrizes de Pauli 2 x 2 e os blocos na matriz 3 sao matrizes

unidade 2 x 2. Escrevendo no espaco de momentos, temos

(Y P, — mc)y(p) = 0, (3.14)
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que é a equacao invariante perante transformacoes de Lorentz, que descreve particulas

quanticas com spin % e é conhecida como equacao de Dirac. As matrizes vy sao

0 0 01 0 00 —1 0 01 0
0O 0 10 0 0 ¢ O 0 01 —
v = , 7 = , , 7 = (3.15)
0 -1 00 0 « 0 O -1 00 O
-1 0 00 —i 0 0 O 0 1.0 0
e v = 3. Elas satisfazem a algebra de Clifford
(v =2"1, (3.16)
onde 7, ¢ a métrica de Minkowski e I a matriz identidade 4 x 4.
3.3 Antiparticulas
Vamos definir o espinor adjunto de . Ele serd denotado por v e
=97, (3.17)
onde 7% = /3, a partir dele podemos escrever a equacao adjunta de Dirac
— «—
iy 5, —m) =0, (3.18)

(_
nota-se que d, atua pela direita. Usando a equacao adjunta e a equagao de Dirac pode-se

mostrar que a corrente j* = y*1) é conservada. A densidade é, portanto,
70 =7 = T = 7+ F s+ (3.19)

que é positiva. Isso resolve um dos problemas apresentados pela equacao de Klein-Gordon.
O outro problema esté associado aos estados de energia negativa. Tomando uma particula

parada, temos

YO Pyt = map, e Pup=my".

Os autovalores de ° sao 1 e -1 (duas vezes cada, devido & degenerescéncia das correspon-

dentes solugbes da equagao acima). Os autovalores de energia sao
E=+m?>+P?): e E=—(m>+P?z. (3.20)

Isso mostra que para cada valor de P, existem dois valores possiveis de energia para cada

valor de spin. Dirac sup0s que o vacuo esta preenchido de particulas, cujos valores de
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energia seriam de sinal contrario das que 14 estdo. Assim, pelo principio de exclusao de
Pauli, uma particula nao poderia ir para um possivel valor negativo de energia e depois
ir para £ = —oo. Entretanto, é possivel supor um buraco no vacuo de onde poderia ter
pulado um elétron. Esse buraco tem, entao, carga +e e pode ser representado como a

antiparticula do elétron. A construcao é chamada “mar de Dirac”.

Entretanto, é importante comentar que a descricao mais correta e geral tanto para o
elétron como para o pésitron, bem como para todas as particulas que compoem o universo
de elementos do modelo padrao, é feita através da teoria quantica de campos. E necessério
fazer a chamada segunda quantizacao dos campos estudados até agora neste trabalho e
definir os operadores de criacao e aniquilagao. Introduz-se o espago de excitagoes desses
campos, que evidencia para cada interpretacao fisica possivel de seus vetores de base um
numero de particulas. A descricao é feita através da interacao dos operadores de campos
externos quando atuam nos autovetores desse espaco. Os campos de Dirac e Klein-Gordon

passam a ser agentes que excitam este espaco que é conhecido como espaco de Fock.

3.4 Aproximacao nao-relativistica da equacgao de Dirac

Para um elétron livre, temos
0
ihaw = [ca - P + pmci, (3.21)

onde as matrizes 3 e @ foram introduzidas na equacio (3.13).

Vamos tomar as componentes do espinor que estao relacionadas as energias positivas
(as negativas estao ligadas a definigao de antiparticulas). Concentremo-nos nas primeiras
para mostrar que hd uma correspondéncia com a representacao de Pauli de duas com-
ponentes de spin. Imaginemos entao que este elétron esta sujeito a um campo eletro-
magnético externo descrito pelo quadrivetor A* = (A°, _A)) Isso é mais facilmente (veja
e.g. [93] para mais detalhes) introduzido usando, p, — p, — <A,. A equacao de Dirac se
torna

z’hﬁ o (P -

50 = [ca - _A)) + Bmc® + eAg)y . (3.22)

1O

Consideremos a representacao em duas componentes de 1)

(3.23)
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A substituigao direta de (3.23) na equacao de Dirac fornece

z'hgw:
t\ x

(
(

o

) + eAy 7 + mc

X (3.24)
) X —X

ﬁ
A
ﬁ
A

al al

SIS

ole oo

o

Se a energia de repouso mc? é maior que a energia cinética e os termos de interacao,

a solucao em duas componentes é aproximadamente
— —
x x
= e~ h (3.25)
— —
x x

onde ¢g e xo s@o fungoes que mudam lentamente com o tempo. Substituindo (3.25) em

(3.24) e omitindo o indice 0, para simplificar a notagao, obtemos

(ih o —cdo)o = 67 - (F — e Ay (3.26)
(z'hg —e® +2mct)y =[co - (P — e?f)]gp. (3.27)

ot

Em baixas energias, o termo 2mc? é dominante no lado esquerdo da equacgao (3.27). A
componente de baixo, y, é algumas vezes chamada de componente “pequena’ da funcao
de onda, em relacao a componente grande, ¢. A componente pequena é aproximadamente
v/c vezes menor que a componente grande no limite ndo relativistico. A equagao (3.27)

toma a forma

1

= [T (T —eA)p . 2
X= 57 (7 Ao (3.28)
Substituindo (3.28) na equagao (3.26), obtemos
0 1 ., e— eh _, —=
o= ledg+ —(F - A2 - L 3. B 2
Zhat‘p et + Qm(p c ) ome 7 (3:29)

que é a equacao de Pauli. A derivacao da equacao de Pauli como limite nao-relativistico
para a equacao de Dirac é um fato muito importante. Historicamente, Pauli chegou a
essa equacao de uma maneira diferente e independente. Essa equacao foi obtida antes
da equagao de Dirac como uma generalizacao da equacao de Schrodinger para o caso de
interagao de uma particula com spin meio com campo eletromagnético externo. Pauli es-
tendeu os postulados da mecanica quantica para que englobassem a descri¢ao de particula
com spin, e escreveu a equacao acima introduzindo a interagao entre o campo magnético

externo e o momento magnético de spin através do tltimo termo de (3.29).
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3.5 (Generalizacao para o caso de campo gravitacional
externo

Sera suposto agora que os campos de Klein-Gordon e de Dirac possam estar sujeitos
a um campo gravitacional externo. Uma maneira de estudéd-los serda descrita de forma
simples. A introdugao mais detalhada pode ser encontrada, por exemplo, no livro [24].

Sera introduzido para isso o conceito de tetrada e conexao espinorial.

3.5.1 Tetrada

Na Relatividade Geral, o campo gravitacional é descrito pelo tensor métrica g"”.
Pelo principio da equivaléncia, é sempre possivel fazer uma mudanca de coordenadas tal
que as coordenadas finais sejam sempre localmente descritas pela métrica de Minkowiski.
Queremos escrever as matrizes y* de forma que v* = e#y*, para podermos trabalhar com
as matrizes v* usuais do espaco plano que ja conhecemos. Para isso vamos introduzir a

tetrada, definida pelas seguintes relagoes
o _ woav Uy a _ a by __ ,ab
eheoy = Map , ehe™ =g" | elew = gu , et =n". (3.30)
Assim, podemos introduzir o campo gravitacional nas nossas equacoes e trabalhar com

as matrizes v* conhecidas. Devemos também trocar as grandezas (generaliza¢ao minima),

para que a equacao se mantenha covariante

M = G ) O — Vy , /dnz - /d"z -9,

onde g representa o determinante de g,,. Temos que escrever agora todas as grandezas
importantes em Relatividade Geral em termos da tetrada. Depois de alguns célculos,

chega-se a nova conexao afim
05, = 97 (0rgpu + Oudop — Opgru) =

1 1
= 56?656(661“8)\6% + €d)\a“6g — €duag6g\l — 63{85@@) + §6ad(8)\6du + 8“661)\) . (331)

3.5.2 Conexao Espinorial

A derivada covariante de um espinor de Dirac, V,1, deve ser definida de maneira

consistente com a derivada covariante de tensores. Supomos que

1
Vi) = 0 + Suploat (3.32)
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onde wfjb ¢ um novo objeto chamado de conexao espinorial e

1
Oab = 5(%% — YYa) - (3.33)

Consideramos entao a derivada covariante do vetor )y ) para encontrar o termo wfjb

V(@) = 0,07 )) + T2, (7). (3.34)
Obtemos uma equacao na forma
Va0 Y — W VP = T2, (YY) (3.35)

Depois tomamos o conjugado de (3.34) e derivamos uma equagao analoga a (3.35). Apds

alguma algebra, pode-se mostrar que a solucao tem a forma

1 1
Wyah = Z(ebaapeg — eaalpey) + Zf‘jﬂ(ebaei — Canly) - (3.36)

Mas o importante é escrever todas as grandezas em termos da tetrada, logo

1
4

Wyah = [(e?@ueaa —eX0uean) + (efage“b — efagew) + (efey — e‘gef)ewa&e% .(3.37)
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4  Transformacao

Foldy- Wouthuysen

Este capitulo é dividido em trés partes. Na primeira é mostrada a transformacao
Foldy-Wouthuysen comum, discutindo suas motivacoes e aplicagoes. Na segunda parte é
apresentada a transformagao exata. Ja na iltima, é feita a explicacao detalhada de como

e em que casos se pode fazer a transformacao exata.

4.1 Transformacao Foldy-Wouthuysen

Pode-se descrever um férmion de Dirac em varios tipos de campos externos, usando
uma funcao de onda de quatro componentes 1, satisfazendo a equagao de Dirac,

Oy

v = Hy = (Ho + gH1)Y, (4.1)

Hj é o hamiltoniano da particula livre
ﬁ
Hy=pm+7a.P, (4.2)
onde 3 e @ sdo as bem conhecidas matrizes de Dirac. Neste capitulo as unidades sao

escolhidas de tal forma que h=c = 1.

A interacao com o campo externo é feita pelo termo gH;. Identifica-se g como a
constante de acoplamento, por exemplo a carga elétrica do férmion no caso de campos

eletromagnéticos externos.

No caso geral quando se coloca a interacao de interesse na equagao acima e se obtém a
solucao, hé a mistura de estados ¢ e x . De certa forma, esse fato dificulta a interpretagao

fisica do resultado. Vamos buscar uma maneira de resolver esse problema.

A solugao aproximada é bem conhecida e faz parte de muitos livros textos. Entretanto,

em alguns casos é possivel escrever a solucao exata. Primeiramente, obteremos a solugao
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aproximada comum e a usaremos como motivagao para chegarmos a solucao exata, nos

casos em que esta é admitida.

Faz-se necessario, para o desenvolvimento da teoria, estabelecer a distincao entre
operadores pares e impares. Um operador impar na teoria de Dirac é uma matriz que
contem elementos que conectam as componentes grandes e pequenas da funcao de onda,

enquanto o par é aquele que nao possui esses elementos.

Pode-se mostrar que uma condicao necesséaria e suficiente para uma matriz ser par
(impar) é que ela comute (anticomute) com (. Isso permite que se escreva para um

operador qualquer M
M =M"+ M, (4.3)
onde MF é a parte par e M, a parte fmpar

MP = l(M+ﬁMﬁ), M =

5 (M — M) (4.4)

DO —

As equagbes acima sao simples de serem entendidas, basta substituir (4.4) em (4.3)

1 1 1 1
M =M+ S(BMB) + 5 M — S(BMB).

Algo natural de se pensar é que se o Hamiltoniano fosse um operador par, poderiamos
separar a equacao de Dirac em duas, sem haver mistura de componentes. H4 uma maneira

de se fazer isso, utilizando-se de sucessivas transformagoes canonicas.
A Hamiltoniana é colocada na forma
H=p0m+ec+7, (4.5)

onde ¢ sao os operadores pares e ¥ sdo os impares (veja a equacao(4.4)). Faz-se a seguinte

transformacao canodnica v’ = 1. Dai teremos

oY : 0\ ey 1
10 = [ (H — i) = B (46)
pois
i%e—%’ = Hy = He "/ = e (z (Zl) +1 (%e_w) Y (4.7)

Com o objetivo de obtermos uma solucao aproximada para um sistema qualquer,
vamos fazer a expansao do termo em que a Hamiltoniana estd presente na equagao (4.6).

Essa expansao é feita através de um parametro 7, introduzido da seguinte maneira

F(r)=¢e™He ™ (4.8)
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Depois de feita a expansao, tomamos 7 = 1. Calculando passo a passo

o

, , nO"F
F — ZTSH —iTS — T_ 4.9
(m)= ST =3 G, (4.9
8F . iTS —iTS iTS . —iTS - 4TS —iTS
5 =1Se"™He ™7 + €™ H(—iS)e™ "™ = ie"™[S, H|e™""".
T

Vemos entao que

O"F

= "™ L[S, H], . Je™ ™ 4.1
5o i"e'™[S, ]S, ..., [S, H], ...]e (4.10)

No nosso caso como foi dito 7 = 1. Aplicando este resultado a equagao (4.6), obtemos

. 0 . 0 0 1 0
H=e%H-i=)e ™ +i—=H+iSH—i—]—=[S[S$H—i—]]+... (411
S — i)™ i = HilS, H = io] = S[S,[S,H — i)+ (4.11)
A justificativa para essa expansdo é que S é expandido em poténcias de 1/m e é

portanto “pequeno” no limite nao relativistico. Para comecar construindo S, vamos tomar

a primeira ordem em 1/m

H' = pm+e+9+i[S,Blm+ O(1/m). (4.12)

Podemos ver que para a particula livre, se escolhermos S = —i(3¥/2m, em primeira
ordem o termo impar ¢} desaparece e a Hamiltoniana torna-se par. Nesse caso a trans-

formacao serd exata.

Aplicando este S na equacao (4.12), tem-se, para o caso geral

H = ﬁm+5+ﬁ+i{(%§9)ﬁm—ﬁm(_§£ﬁ)}+O(1/m):
- ﬁm+e+ﬁ—g—§=ﬁm+€+0(1/m), (4.13)

lembrando que 3% = 1 e # anticomuta com . E importante enfatizar que este resultado é
a solugao apenas em primeira ordem na expansao definida pela equagao (4.11). Caso sejam
necessarios termos de ordens superiores no parametro 1/m, deve-se adicionar as parcelas
correspondentes na equagao (4.12). Entdo, fazendo uma seqiiéncia de transformagoes,
com o gerador de cada passo sendo S = (—i3/2m)x { termos impares na Hamiltoniana
de ordem mais baixa em 1/m }, a Hamiltoniana serd par em qualquer ordem desejada.
Se escrevermos a Hamiltoniana transformada como Hpw = Upw HUpy,, a transformacao

resultante sera

Upw = ...exp(iSz)exp(iS) . (4.14)
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Como ja conhecemos 57, tomando a primeira ordem, devemos encontrar S,. Para isso,
como ja foi dito, basta fazer a transformacgao com .S; e ver quais sao os termos impares que
terdo ordem 1/m. Esses serao os termos utilizados para formar S;. Conseqiientemente,
para acharmos S3, fazemos a transformacao com Sy, identificamos os termos fmpares de

ordem 1/m? e assim sucessivamente. Vamos achar Sy, fazendo entdo a primeira trans-

formagao
H' = pm+e+9+i —hY ﬁm+€+19—zg +0O(1/m?) =
2m ot
_ o9 L e [B0 0 2 _
= ﬁm—|—8+19—2 2+2mﬁ {2m,5 zat]—l—O(l/m)—
= ﬁm—l—e—l— 6192 @ 5—2’Q + O(1/m?) (4.15)
2m’ ot ' '

Podemos ver que o termo que serd usado para construir S, sera a ultima parcela do

segundo termo da equagao (4.15). Entao, Sy serd
(4.16)
Se quisermos encontrar Ss, bastaria repetir esse processo. A transformacao nao é

complicada de ser feita. Na verdade, precisamos apenas calcular alguns comutadores.

Apenas como exemplo, em terceira ordem em 1/m a Hamiltoniana par tem a forma

1 2 1 8
H = ﬁm+€+—ﬁz9 e 9,0, e— 5
S B |9 _;i9 2——5194+O(1/ H (4.17)
ey , € ZE e m”). .

Também é importante enfatizar que para a particula livre, a transformacao é feita de

forma exata. Basta tomar Hy, e escolher Uy e S da seguinte maneira
U(] = €is,
de tal forma que

S = jﬁa).? arctan 2. (4.18)
2p m

Tem-se que a Hamiltoniana transformada sera
HI" = By/m2 + p2. (4.19)

Entao, o algoritmo que se usa para se obter as informacoes fisicas de uma Hamiltoniana
de uma particula de Dirac com uma interacao qualquer, através da transformacao Foldy-

Wouthuysen é
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1) identificam-se termos impares e pares na Hamiltoniana;

2) faz-se a primeira transformagao. Tem-se um resultado par em primeira ordem em

1/m;
3) faz-se a segunda transformacio para se obter um resultado par de ordem 1/m?;

4) deve-se parar quando se obtiver a ordem de precisao desejada, que é definida

analisando o problema em questao. Tipicamente, usa-se até a terceira ordem.

Ao mesmo tempo, existem algumas situagoes em que é possivel fazer uma trans-
formagao canonica em que a Hamiltoniana resultante serda par em todas as ordens como
no caso da particula livre (4.19). Este é o caso da transformacao Foldy-Wouthuysen exata,

que consideraremos na préxima segao.

4.2 Transformacao Foldy-Wouthuysen exata

Vamos construir agora uma transformacao canonica exata, fazendo a Hamiltoniana
par com campos externos. Ja foi afirmado que isso é possivel para alguns casos e durante
a obtencao desse resultado, podera se entender quais sao esses casos. Até o final deste
capitulo, vamos seguir o artigo [50], abrindo varias contas. Alguns detalhes também
podem ser encontrados em [34] e [103]. Vamos supor que o espinor se transforme da

seguinte maneira

Vr=Uy . p=UNW", (4.20)

onde U representa um operador unitario e vamos buscar uma forma particular desse
operador que torne a Hamiltoniana par. Nao estamos interessados em discutir todas
as possiveis formas que U pode apresentar. Se substituirmos (4.20) em i0v /0t = H1,
supondo que 109" /Ot = H' ', teremos

H'" = UHU* —iUU*. (4.21)

Por construcao vemos que a expressao matematica para U pode depender apenas de H.
Vamos estudar os casos em que os campos externos sao independentes do tempo, o que

claramente torna o tltimo termo da equacdo acima nulo '. Consideremos a equacao

18, H") = [8,UHU"] =0, (1.22)

!'Quando tratarmos o caso do campo de Dirac interagindo com onda gravitacional, no capitulo 5,
vamos supor que a amplitude da onda é pequena e todo o resultado sera escrito em primeira ordem na
amplitude, o que garante que o termo em questao também sera nulo.



38

que é uma condicao necessaria e suficiente para H ser par. Ela pode ser reescrita da

seguinte maneira (multiplicando por U* pela esquerda e U pela direita)

(U*) x (BUHU* — UHU*B) = 0,

(U*BUHU* — HU*B) x (U) =0,

U'BUH — HU*BU =0,
ou ainda,
[U*BU,H] = 0. (4.23)

Uma escolha possivel para U*(U é

H
V H?

U pU = =\ (4.24)

Neste caso vV H? deve ser entendido da seguinte maneira: calcula-se H? na repre-
sentacao de coordenadas. Em seguida, escreve-se H? na representacao de momentos e se
extrai a raiz quadrada, expandindo o operador obtido em série de poténcias em algum
parametro que passa ser considerado pequeno na teoria que estd sendo estudada. Em
todos os passos daqui para frente onde aparecerem raizes de operadores, essas grandezas

serao entendidas dessa forma.

Da equagao (4.24) pode-se escrever

tr

B=UNU" :% = H" = 3/(H')2, (4.25)

que é um hamiltoniano par. Mas, na pratica, para se fazer os passos das equagoes (4.25)

é necessario conhecer o operador U como solugao da equagao (4.24). Vamos tomar
U=+/[(\. (4.26)

O operador U deve ter a propriedade U = U*3. Entao, tomando um operador S par

e hermitiano podemos escrever (U é unitéario)
U =exp(is), (4.27)

que ¢é diferente de Upy da equagao (4.14), que é o operador que faz as sucessivas trans-

formagoes de Foldy-Wouthuysen. Essa discrepancia acontece pelo fato de que

exp(A) x exp(B) = exp(A+ B + %[A, Bl +...), (4.28)
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pois se tomarmos, por exemplo Upy, em terceira ordem em -, teremos
, . . 1
Upw = exp(iSy + 152 + iS5 + 5[51, So] +...), (4.29)

e no caso geral [Si, Se] nao é zero. Portanto, em principio, ndo serd possivel escrever
sucessivas transformagoes equivalendo a uma, como € o caso que estamos tomando agora
quando escolhemos a solugao da equagao (4.26). Este ponto sutil é a primeira diferenga

entre a transformacao Foldy-Wouthuysen e a Foldy-Wouthuysen exata.

Um caso particular para ilustrar o que foi dito até agora é quando o termo de interacao

¢ impar. Uma transformacao com /B fornece o resultado

H"™ = UHU*UHU* = UH?U* = H? = 82m? + 92 + Bmd + 98m. .

Os dois ultimos termos se cancelam. No segundo passo, U comutou com H pois é

funcao de H. Entao

H" = BVm2 + 92. (4.30)

— —
Para um campo magnético estatico B = rot A introduzido de maneira convencional

. . — — —
na Hamiltoniana por P — P —e/c A, tem-se

—

H”:ﬁ\/mz—l—(?—eZ)z—eZ -1_3), (4.31)
= . e —
onde Y é a matriz de spin ¥ = —v; .

E importante enfatizar que a dificuldade toda deste método reside apenas na com-
plexidade do entendimento de como ele atua em uma Hamiltoniana, ou em que casos
ele pode ser utilizado. Entretanto depois que se entende seu funcionamento ele nao é
muito complicado de ser utilizado. Sao poucos os calculos necessarios para se obter as
informagoes fisicas da Hamiltoniana. No exemplo anterior, apenas foi preciso elevar um

operador ao quadrado.

Na préxima secao serd descrito com detalhes como e em que casos a transformacao

Foldy-Wouthuysen exata atua.

4.3 Como fazer a transformacao exata

Vamos analisar o caso agora em que o termo de interacao nao é s impar. Uma

condicao necessaria e suficiente para a Hamiltoniana ser par é

UNU* = 3, (4.32)
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onde UU* =U*U =1

A solugao para o operador U é /BX. No caso geral, podemos fazer uma expansao
de A em poténcias da constante de acoplamento do campo de interacao. Esta constante
para o campo elétrico é a carga elétrica (e); para o campo gravitacional, a massa (m);
etc. Mas essa expansao na maioria dos casos fornece termos extremamente complicados

na poténcias de g (constante de acoplamento).

Na verdade, o problema aqui é achar uma transformacao que leva A a 3. Vamos fazer
isso em dois (ou mais) passos, usando o operador intermedidrio f, tal que f = f* = f~1

ou seja, faremos

Ao f— 8. (4.33)

A primeira transformacao serd feita pela funcao transformacao v/ fA\,

VIX WA= (4.34)

e a segunda,
VB I3 =5. (4.35)

A transformacao resultante sendo, portanto, o produto das duas

U=BFVIN, (4.36)

de onde se vé
UNU* = /BFVIXNANNNEB = /Bf f/fB=8. (4.37)

O método pode ser generalizado para qualquer nimero de transformacoes

U= BN FnfnrA/ F2fi fi). (4.38)

Vamos usar a seguinte identidade para v/ fA (note que f é completamente arbitrario

até aqui)

VI =1+ )2+ FA+Af)2. (4.39)

Para ver que isso é possivel utilizar a expressao matemaética acima para descrever um

operador unitario, vamos tomar a raiz de um operador unitario qualquer,

Vi=(14u)2+u+u)z. (4.40)
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Sabemos que os autovalores de u estao na circunferéncia de raio unitario no plano com-

plexo. Isso pode ser descrito pelas equagoes
u|d >= exp(id)|d >, u*|d >= exp(—id)|d >,

onde |§ > representa os autovetores do operador u. Somando as duas equagoes e depois

adicionando 2|0 > a ambos os lados

(ut+u)|d> = (e2+e)o> (24 u+u*)]0 >=2(1 + cosd)|d >,

podemos ver que (24 u —l—u*)_% ¢ definido a nao ser que cosd = —1. Sabendo disso vamos

calcular v/u+/u,

Vuvu = (1+uw)?@Q+u+u) =0+ 2u+u?)2+u+u*) "t =
= uwu +2+u)2+utu) =u. (4.41)

Dai, vemos que esta definicao para /u faz sentido, pois y/uy/u = u. O conjugado é

(V) = (14+u*) 2 +u* +u)"2 = Var. (4.42)

Uma expansao da equacgao (4.36) em poténcias de g (expressa em termos de )\;) pode
ser obtida requerendo, por exemplo, que na ordem zero a raiz seja um nimero ¢, pois até
agora, temos total liberdade no operador intermediario f. Tomando f para ser de ordem

zero, teremos
fro+Nf =c, (4.43)
onde )y é o A que corresponde ao Hy (hamiltoniano da particula livre).

Neste ponto podemos resolver o problema da primeira transformagao (lembrando que
a transformagao é feita em dois passos). Existe uma matriz n tal que n = n* = n7 4

definida como n = —if37v5 = —fajasas, com a seguinte propriedade

{n, B} = —iBysB +iBBys = —iys +iv =0, (4.44)

ou seja, {n, Ao} = 0. A correspondente transformacao em dois passos serd
U =/Bnv/n\. (4.45)
Usando (4.39) e (4.44), temos /Bn = %(1 +i7s5). Entao

U= L(1 +iv5)\/ 1\ (4.46)

3
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Quanto ao segundo termo nao podemos fazer nada. No caso geral, devemos expandir

A em termos de g,
A= X+ g\ + g2+ .., (4.47)
onde H = Hy + gH,. Temos que \? = 1, pois \ = H/\/ﬁe
A\, Hy +gH1] =0. (4.48)
Portanto
(Mo+gM+g N+ .) =1, (4.49)
e, por igualdade de polinomios nas ordens de ¢g",
Ao+ Mg =0, , Moz + A2+ Ao =0, (4.50)

e assim sucessivamente. Usando essas relagoes, os Ay podem ser escritos em funcgao do \;

de ordem mais baixa.

Vamos fazer A = A\° + A%, onde \° comuta com Ay e A* anticomuta. Dai

1
A =0, A = —5)\0)\% , etc. (4.51)
Em geral,
1 n—1
Xy =—3% ; AeAn—t - (4.52)

A parte que anticomuta é determinada por (4.48). A parte anticomutativa de (4.48) é
[(Ae, Hol + [An—1, H1]* =0, (4.53)
colocando Hy = A\ E, e multiplicando por Ay,
A Epy =0, by = Xo[An—1, Hil. (4.54)
A solugao nao é complicada; é possivel escrever A% da seguinte maneira

0
A = / exp(E,T)biexp(E,T)dT . (4.55)
Para ver isso, vamos supor que

0
(N B} = bt = / cap(Eyr){E, , b8 Yexp(Eyr)dr (4.56)

e}
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Integrando (4.56) por partes, obtemos

(B, = / d(exp(Byr)bteap(Byr)) = b (4.57)

A integral em 0 da b e em —oo da zero. Entao, A, pode ser escrito como
n—1 0
1 1
A= =5 > Mednk + 5 | ean(Eym)Ro, s, i Jeap(E,r)dr (4.58)
k=1 -

Essa equacao define todos os A\, em funcao dos A\; de ordem mais baixa. Esta é a
solucao geral para uma Hamiltoniana qualquer com a interacao desejada. Vemos que este

resultado nao é exato.

Entretanto, vamos voltar a equagao (4.46) e ver que em alguns casos é possivel se
obter o resultado exato. Antes, uma observagao interessante a se fazer é quando tomamos

a expansao em 1/m, ou seja,
1 1.,
A=+ —MN+(—)N+.... (4.59)
m m
Usando a mesma técnica,

M=1, [\MH] =0,

agora, com H =mf+h=mpB+¢c+ 9. A parte impar de A é
i 1 n—1
AT = =28 Mk (4.60)
k=1

A parte par é determinada por [\, H] =0

1
P B+ Pt Rl =01 AR = SB[, B (4.61)
Portanto, os A, serao

n—1
f 1
A\p = NPV 4+ )\Impar — 56([)‘"_1’ h] — Z )\k)\k—l)- (462)
k=1

O fato interessante comentado aparece nesse ponto, pois os primeiros termos sao
1 1.9
M=10 , A= 56[19,5] — 5619 , (4.63)

que vao nos fornecer a transformacao Foldy-Wouthuysen. E o que realmente deveria

acontecer, pois esta transformagao é uma expansao em 1/m, que é exatamente a constante
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de acoplamento escolhida neste exemplo. O que chama atencao é que o método empregado

¢é totalmente diferente daquele da secao anterior.

Agora, vamos retornar a equacao (4.46). Para resolver a primeira parte de U, procu-

ramos por uma matriz que anticomutasse com (3. Vamos agir da mesma maneira. Vamos

tomar o caso em que H anticomuta com 7. Neste caso U = U x Uy, onde

1

1

U =
1 V2

Como {n, H} = 0, tem-se H?n = nH?. Vemos entao

WH? = VPVH? = \iPH? = \/nH?n = HP2 = VH2 = V),

de onde se obtém nv H? = v/ H?7. Basta agora fazer a transformacao
n n

1 1
UIHUY = —(1+ g\ H (1= 1)) = S (H + gAH)(1 =) =

7 V2
_ ;2(H Hih+ n\H — pAHyA) = %(QnAH) e~
e, finalmente,
Ugn\/ﬁUS = (1+ fn) 77\/_

(1—-pn)=

Sl

7
(nVH? + BVH?)(1 — Bn) =

N | —

—_

= ~(pVH? — pVH?Bn + BVH? — BV H?By) =

[\D

= (VI BVEB) + p5(VEE + 0V,
Portanto,

Ht?“ — UHU* — /8[ /HQ]PAR_I_,),/[ /HQ]fMPAR‘

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)

Essa transformagao é exata. Como se pode ver, desde que H anticomute com 7 é

possivel fazer a transformacao. Como ja foi dito, a unica dificuldade esta em entender o

método, pois aplica-lo nao é algo muito complexo do ponto de vista matemaético.

Um pequeno algoritmo para se fazer essa transformacao é
1) verificar se {n, H} = 0;

2) calcular H?;
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3) identificar os termos pares e impares e utilizar a equagao (4.68).

Finalmente, a operagao de calcular v H pode ser realizada de varias maneiras. Uma

opcao mais simples é escrever H = Hy + H;,; e fazer a expansao em séries em H,;.
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5 Interacao com ondas
gravitacionais e campo

magnético

Neste capitulo serao utilizados todos os resultados que foram obtidos até agora. Sera
considerada a situagao de um férmion numa regiao do espaco onde ha ondas gravitacionais
na presenca de um campo magnético externo. O objetivo é obter a Hamiltoniana que
descreve a situagao e depois fazer uma transformacao Foldy-Wouthuysen exata. Serao

seguidos todos os passos de [56] com todos os detalhes explicitados.

5.1 Descricao do método

Para se obter o resultado desejado, deve-se tomar a acao de Dirac e introduzir
a métrica das ondas gravitacionais através da tetrada. Depois se introduz o campo

magnético e é feita a transformacao. Vamos tomar

5= [ VIRV i)y (5.1)

Ja foi visto que

7 7
VM/’ = a;ﬂ/) + éwzbaabw ) Oab = E(Va’yb - ’}/b’}/a) )
1 [ « 1 leY A A
Wyab = Z(ebaauea — eaalpey) + ZIlﬂ/\“(ebaea — €aa€)) - (5.2)

Para tornar este capitulo o mais claro quanto possivel, os calculos serao divididos em

sete passos, descritos a seguir

1) tomar a métrica g, = M + A
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2) calcular e, = ef(hy);

3) calcular wyey = Wyab(hyw);

4) introduzir as ondas gravitacionais;

5) introduzir o resultado na agao de Dirac;

6) trocar ihd,, — ihd, — ¢A, (introduzir o campo A,);

7) encontrar a Hamiltoniana e fazer a transformacao exata.

5.2 A métrica g, .

Serd considerada a métrica g,, da seguinte maneira

Guv = Ny + h“y . (53)

Nesta equagao, 7,, representa a métrica de Minkowiski e h,, uma pequena per-
turbacao nessa métrica. Esta perturbacao, em principio, é totalmente arbitraria. Apenas
no quarto passo serao introduzidas as ondas gravitacionais. Também ¢é importante dizer
que esta perturbacao é tomada apenas em primeira ordem. Os termos de ordem quadratica

O(h?) serao considerados nulos.

5.3 Escrevendo a tetrada em funcao de h,,

E importante escrever a tetrada em fungao da métrica do problema, efi(h,, ), pois ja

temos a conexao espinorial em fungao da tetrada. Desejamos, entao, obter ej;. Temos que
a
€néva = Guv (5.4)

portanto, vamos tomar a expansao em func¢ao da tetrada da métrica de Minkowiski, como

foi feito em [13]

e = %%— xh“a%%— s (5.5)
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€va = €pa + Thp,€aq + ... (5.6)

Tomando apenas a parte linear em h,,,, pois como ja foi dito, representa um campo

fraco,
€Cra = %@Ta + a:hgl,éﬁ + 2hawC); = N + 22h (5.7)
mas como na equagao (5.4) vamos tomar apenas a parte linear na métrica g,, = 1 + huw,

1
Nuv + 20hy = Ny + hy = ¢ = 3 (5.8)

Entao, voltando em (5.5) e (5.6),

1

€ = €+ Shuacy + (5.9)
L

€va = €pa — §h5,,65a + ... (5.10)

5.4 Escrevendo a conexao espinorial em funcao de

Com o resultado da secao anterior podemos escrever a conexao espinorial em funcao

de h,,. Para isso, basta substituir as equagdes (5.5) e (5.6) em (5.2). Calculando termo

a termo,
o ey af _1 aBla 1—a_6
ey0ueaa = (e — —h ebg)ﬁu(eaa§h e) = §€b ea0uhag
B B ABm— HA 1_
6a856“b = (6a —h 6a)\)(95(6“b h ) §€a6b85hu)\ s
— 1 — 1 _——3 1 1 __
eCef) = (9 — Zh™eg)(e) — =hMey,) = €%} — ~h*ea, — —hMedey,
2 2 2 2
—_— 1 —_—
eaeﬁe e = Cue eaeﬁ — —h‘”’ea e’ — —hﬁ’\eb,\e + h eceaeﬁ,
b~ M b 7%b 1y b
o B c _ﬁ 1 ay—=— B 3 1 >X¢
eatyeuclatsy = Cuclee, — —h eaﬁ,eb — —h emed) + h €l e8e) Do (= hgxe )=
9 1__
= —5Xea 8 hg, + O(h*) = —e%e 8ah . 5.11
Bx b Bx

2,ua 9 a

Com esses resultados, pode-se escrever a conexao espinorial em termos da tetrada,

3/1——F3 1_— 1/1 1_—
Wpap = 3 (56363@@5 - 562658“ha5) 1 <2eaeb85hu,\ - 2636585@,\)%—
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1/1 1——>
_I_ 4 (2 aeba h’/»’fﬁ 26?63804]7’#6 =

3 3 1
= ebeaﬁ hog — eb8 hog + —€

16 16

a

1__
el Dahus — 46;;@36&@5 : (5.12)

5.5 Introduzindo as ondas gravitacionais

Como ja foi dito, as ondas gravitacionais podem ser interpretadas como perturbagcoes
no espaco-tempo que se propagam satisfazendo uma equacao de onda. E fato que elas
possuem duas polarizagdes que aqui serao descritas por v = v(ct — ) e u = u(ct — x). A

métrica que descreve essas perturbacgoes pode ser escrita como

ds* = Adt* — dax® — (1 — 2v)dy* — (1 — 2v)dz* — 4dudydz . (5.13)

Neste caso, as componentes da perturbacao h,, sao tomadas como hgy = hi1 = 0,
hss = —hoy = 2v e hog = —hzs = —2u. Essas componentes serao substituidas nos

resultados da conexao espinorial obtidos na se¢ao anterior.

5.6 Introduzindo as ondas gravitacionais na acao de
Dirac

Agora é possivel escrever a equagao de Dirac numa regiao onde existam ondas gravi-

tacionais fracas. Para isso, basta substituir os resultados obtidos até agora no operador
Z’ a
Vb= 0,0 + Ew;’aabw . (5.14)

Mas ainda ha na equagao de Dirac a matriz v*, multiplicando essa expressao. Sabendo

que
1
Yo = ehylo® = (eff — ih“’\e_,\d)vda“b, (5.15)
podemos calcular v“Wuabaab. Eliminando os termos de segunda ordem

! Yo (Oghay, — Ophaa) - (5.16)

3
Vuwwbaab = d ab(adhba adhab) 4

16

A primeira parcela nessa expressio é nula, pois h,, ¢ simétrico e 0% ¢é antissimétrico.
Ja na segunda parcela, se definirmos 59 = 4yt — Adrbad ¢ o separarmos na parte

simétrica e antissimétrica, termos

’YC(’YCL’Yb o ’}/b’}/a) — x,yd(ncanbd _ 77cbnad) + y75%z€ab0d ] (517)
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Nao precisamos buscar os coeficientes e y. A parte antissimétrica se anulara visto que
ela serd multiplicada por h,, que é simétrico. Nao é muito complicado mostrar que a
parte simétrica se anula levando em conta que 0;h;; = 0 que vem da equagdo (2.36).

Portanto, nao ha contribuicao da conexao espinorial neste caso. O outro termo na agao é
VD, = e, = (e — eTh)D), . (5.18)
Calculando os termos

qh=0 ,  @hi=0,

SThE — YT 4 SZpa TURH — oZhT | oZhH0
enhly = exshy +eshy =v . eqhy = e3h] +eshy =u,

eghl = 3Ry +3hY =u 5k = ejhl + e3hI = —v. (5.19)

Logo, os termos nao nulos do operador da equagao (5.14) serao
Veho, = %vo&e + 70+ (0 =0y’ —u)9y + (VP — uy? — vy?)0.. (5.20)
Agora, para achar a Hamiltoniana, basta escrever a equagao de Dirac na forma da
equacgao de Schrodinger [106]
ih=—— = Hy, (5.21)
com o seguinte operador hamiltoniano

H = pmc® —ihc[a' 0, + (o —va® —ua®)9, + (@ — ua® + ua®)d,) . (5.22)

5.7 Introduzindo o campo magnético na acao de Dirac

Para introduzir o campo magnético o acoplamento minimo, com apenas o potencial

ﬁ
vetor A diferente de zero. Teremos

0 0 e

A Hamiltoniana tem a forma

_ 2 _ 1 © 2 .2 3 ©
H = pmc —ihcla (0, + z'hcAm) + (o —va” —ua”)(0y + z'hcAgH_
+ (0B —ua? + ua®) (s + —A,)]. (5.24)

ihe
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5.8 Fazer a transformacao exata

Antes de fazer a transformacao exata é importante escrever a Hamiltoniana obtida na

secao anterior de forma mais conveniente,

H = pmc® —ihc[a'0, + (@' —va? —ua?)d, + (¢ — ua® + ua®)d,])—
elat Ay + a?(Ag — vAy — uAs) + o®(As — udy + vA3)]. (5.25)

Como sera necessario calcular H?, uma relacao extremamente ttil é
alad = 69 + ety (5.26)
onde Y; é a ja conhecida matriz de spin

Ok 0
Zk = —V5Q = . (527)
0 o k
Por isso, é importante escrever os termos da Hamiltoniana em termos dessas matrizes.

Introduzimos a seguinte notacao

H = pmc® + ajK;&- +a'g;, (5.28)
onde,
1 0 0
KJZ =—thc|0 1—v—uaa’ 0 (5.29)
0 0 1+ v —ua?a?

e também o termo com o potencial vetor

g; = —€(A1 s Ag — 'UA2 — uA3 s Ag — UAQ + ’UAg) . (530)
O operador H? tem a forma
H? = pmc®a'g; + a'gifmc® + fmc*o’ K0; + o/ K}0;fmc*+
+ ajKjaialenam + ajKjaialgl + aigiajK;»”am + o/giajgj +m2ct. (5.31)

Os termos da primeira linha da equagao acima se cancelam, pois [o’, ] = 0. Calcu-

lando os outros um a um, obtemos

a'al gigi = (8 +ie"Th)g;9: = 9igi = ¢,
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- o 1
o' g KJ'0p = (6" + zgzykzk)(g([gi[(;nam + g; K" O] + E{giK;»”am — ¢ K"0n}) =
= GiK]' O + i€ Sk gi KOy (5.32)

Para calcular os outros termos, é necessério analisar o comutador [/, K}|. Paral =1
oul #1lei=j=1, tem-se [al, K;] = 0; nos outros casos isso nao acontece. Com o
objetivo de facilitar a derivacao dos termos que faltam e a andlise do resultado, é til

definir

1 0 0
_ 0 1—v+wua?a? 0
Ki = —ihe , (5.33)
0 0 1+ v+ ua?a®
7 = (a*Ay, o?Ay, o’ A3), e €tk = (ane™ | g™, ™). (5.34)

Com essas notagoes, temos

a"K;ﬁ@ialgl = ajK;alglai+ajK;8i(gl):
= Kig0i+ Ki0(¢’) + iSue® KiGi0; + iSpe® K1 0(q) . (5.35)

O outro termo tem a forma

K0! K0 = o Ki'[0i(K[")0m + K" 0i0m) =

= K10;(K")Om + KUK 0;0, + i/ K10;(K[") O . (5.36)
Enfim, temos o operador H?
H* = mP" + K'K"0:0m + Kig0; + ¢ K10 + ¢* + K10;(K")0m + Ki0i(g')
+ i KI0{(K") 0 + Skl Kigio; — ie*Sp Klgi0; + iSre™Ki0;(q) . (5.37)

E importante notar que K ; possui apenas termos da métrica e g; possui termos da
métrica e termos de interacao como A;. O operador H? apresentado acima é exato. A

unica aproximagcao feita foi desconsiderar termos de ordem superior para as amplitudes
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das ondas gravitacionais, mas eles também podem ser levados em conta, se for preciso. O
préximo passo seria utilizar a equagao (4.68) e se analisarmos termo a termo separada-
mente, veremos que (5.37) possui apenas termos pares. Antes, porém, vamos considerar

alguns casos particulares interessantes desse resultado.

5.9 Analise de casos particulares

O resultado obtido na secao anterior precisa ser testado de alguma maneira. Um forte
indicio de que ele esta correto pode ser dado quando se faz o estudo de casos particulares.
Algo interessante nesse resultado é que ele engloba vérios sistemas, inclusive alguns de
interesse fisico. Esses sistemas sao aqueles em que a Hamiltoniana pode ser colocada na

forma da equagao (5.28).

5.9.1 Particula livre

Este é o caso mais simples em que K} se reduz a simplesmente a —1 hcéj» e nao ha

termos de interagao, ou seja, g; = 0, pois u =v =0 e A; = 0. Portanto,
H? = (—ihc)*6" 670,00, + m2c = m*c* + 2 P?, (5.38)
ou ainda, (veja a equagao (4.19) para comparar)
H = vVm2ct 4 2P? (5.39)

que é um resultado conhecido de livros textos, como [21].

5.9.2 Particula na presengca do campo magnético constante

Vamos tomar agora o caso de uma particula de Dirac na presenca de um campo

magnético constante. Para termos um campo constante da forma
= 2 ~ 2
B:Blz—l—ng—l—ng, (540)

— —
sabendo que B = rot A, devemos ter

—~ 1 .1 .1 )
A= 5(322 — Bsy)t + §(Bgz — Bi2)j + g(Bly — Byx)k. (5.41)
Neste caso temos também K} =—1 hcéj», mas ha agora o termo de interacao g; = —eA; ,

pois u = v = 0. Teremos

H? = m?c* — h2c20,0; + 2ihce A'O; — hcesiijk&-(Aj) +e2A% =
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9 4 — —9 - =
= m°c+(cP —eA)"—heceX - B, (5.42)

ou ainda, podemos escrever na seguinte forma

— — - —
H:ﬁ\/m204+(cP—eA)2—hceZ - B. (5.43)

Este resultado foi obtido por Eriksen e Kolsrud [50] diretamente e nés chegamos a mesma

equagao usando a férmula geral (5.37).

5.9.3 Particula com momento magnético anémalo num campo
magnetostatico

Neste caso, vamos partir da Hamiltoniana na qual K} = —z'hcéj» e g = —eA; +
- — )
a;um. B, pois u = v = 0. Deve-se levar em conta comutadores de ¢g; com o’ e (3.

Chega-se a um Hamiltoniano um pouco diferente de (5.37), pois agora se deve tomar um
pouco mais de cuidado, visto que g; também é uma grandeza matricial. Devem-se calcular

os comutadores de g; com ;. Teremos no final

H?* = m*c*+ (CI_D) — 671))2 — 2,u1m02§).§ + 3 B?

- — — — —
+ wBS.(BxP—PxB), (5.44)

que também coincide com o resultado obtido por Eriksen e Kolsrud em [50].

5.10 Equacoes de movimento

Nosso objetivo agora é obter as equacoes de movimento para uma particula sujeita a
interagao com onda gravitacional e um campo magnético constante. Vamos seguir a idéia

usada na referéncia [25]. Todos os passos serdo mostrados a seguir.

5.10.1 A Hamiltoniana da particula

Primeiramente, vamos considerar uma onda com apenas uma polarizacao. Para isso
colocamos u = 0. Nosso objetivo aqui é obter uma Hamiltoniana com uma forma
matematica mais simples, de tal forma que os calculos nao sejam extremamente com-

plexos, mas continue descrevendo a mesma situacgao fisica.
Com essa condigao, as equagoes (5.29) e (5.30) tém a forma

K; = —z'hc(5§ + Tjiv) . g5 = —6(5;» + T;v)Ai , (5.45)
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onde
0O 0 O
/=10 -1 0f . (5.46)
0 0 1

Podemos ver também que K ; = sz Além disso nao ha mais necessidade de escrever
gj nem €k, pois ambos comutam com K ; e agora também com ?JZ Sabemos também que
0;hij = 0. Isso pode ser visto diretamente da equac@o (2.36). Usando as novas notagoes
temos que V;T%v = 0. Substituindo tudo isso em H?, obtido no capitulo anterior,

equagao (5.37), teremos um resultado mais simples

H? = (5 + 2T%0)(cP: — eA))(cP; — eA;) — 2 BTI[S x Vol;+
+  hce(8Y + 2Tv) (X B;) + m?ct . (5.47)

Mas o interesse fisico nao estd em H? e sim na prépria Hamiltoniana. Para obté-la,
vamos escrever H? = A? + B, onde A sao os termos que dependem de m e B os que nao
dependem. Esse caso é simples, pois A = mc?. Vamos entdao procurar por um operador
K na forma
1

1 1
K=A+—K1+K1—+19(A)2 )

2 2 (5.48)

de tal maneira que K? = H?. Fazemos este procedimento pois estamos interessados
em obter uma Hamiltoniana que seja linear no parametro 1/m. H& a liberdade de se
escolher, neste passo dos calculos, qualquer grandeza considerada como ”pequena’” para
se fazer a expansao de H?. O parametro 1/m ¢é importante para nés pois nos permite
fazer a comparacao do resultado que vamos obter com o limite nao relativistico sem ondas

gravitacionais.
Nesse caso [K, A] = 0, logo

B
K2:A2+4K1:>B:4K1:>K1:Z . (5.49)

Podemos escrever entao,

B
K=A+— . 5.50
+ 57 (5.50)

Substituindo tudo em K, obtemos

1

VIP ~
mc

(07 +2T"0)(cP; — eAi) (cPy — eAj)—
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h

2m

NS he . ij 2
- PTY[Y x Vvl + 2—(5ﬂ +2T"0)(X;B;) + mc” . (5.51)
mc
Resta agora apenas aplicar a equacao (4.68) para obter H. Como todos os termos em
(5.51) sao pares (comutam com (), basta multiplicd-la por 5 para obter H. Temos entao

uma Hamiltoniana em blocos. Finalmente encontramos

H'" ~ 2m625(5” + 2T90)[(cP; — eA)(cP; — eAj) — ehesipXF0N(Aj)]+
h jlk m 2
+ ﬁ%s 0; (V) Xk T} (P — eAy,) + fmc”. (5.52)

Agora vamos €Screver o espinor e duas Componentes, na forma
P = e (5.53)

e usar o fato que thdy) = H1p para acharmos a Hamiltoniana para ¢. Teremos, portanto,

0
il [ 7 =—me | 7 +H 4 . (5.54)

ot \ y X X

Usando o fato de a Hamiltoniana ser par, a Hamiltoniana para ¢ sera

r
"= 2mc? (0 +2TY0) [(cP; — eA)(cPy — ed;) — 671081%0'“8[(/1)')} +
h Jlk m
%5 0;(v)oi " (cPy — eAy) . (5.55)

A Hamiltoniana anterior descreve uma particula de Dirac na presenca de um campo
magnético constante, numa regiao onde ha ondas gravitacionais. Todos os termos pre-
sentes nela possuem a massa na poténcia menos um. A equagao de Pauli (3.29), a menos
do termo Ay, que neste caso estamos supondo nulo, também possui essa propriedade.
Como a Hamiltoniana anterior é exata, logo surge a idéia de tentarmos obté-la como
um limite nao relativistico para a Hamiltoniana inicial, equacao (5.28) (antes da trans-

formacao exata).

O célculo é exatamente o mesmo feito na se¢do (4.4) para obter a equacao de Pauli.
Tomamos a Hamiltoniana (5.28) e supomos a solugao na forma (5.53). Substituimos em
ihOpp = H1) e consideramos o limite de baixas energias, ou seja, que o termo mc? é

dominante (|mc?x| > |ihd;x|). Com essas consideragoes, chegamos a

=5 (07 Ki0; + 0" g:) (0" K" O + o' 1) 0 - (5.56)
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Depois de alguns célculos com o lado direito desta equacao, chegamos a

H = 5 2(5Z’+2TZ’21)[(CE—6AZ-)(ch—eAj)—ehcgjme’faﬁAl]_|_
mc
L0, (0) T (P — €A (5.57)
chzg j\U)0kd (CLym — €Apm) ]

que é a mesma Hamiltoniana (5.55). Este resultado ja era esperado e é muito interessante,

pois valida o método de transformagoes exatas.

Como caso particular dessa Hamiltoniana podemos facilmente eliminar as ondas gra-

vitacionais fazendo v = 0. Teremos

0 e L T (T —eA) T(T - Ay (5.58)

que depois de alguns calculos, nos fornece

0 1 . e— eh —, =
h—p = [— -A¥?—-—7 - B :
m@tw [Qm c ) ome e (559)

que é a equagao de Pauli (3.29), com Ay = 0.

5.10.2 Equacgoes de movimento para a particula

Para obter as equacoes de movimento nao-relativisticas para a particula com spin
semi-inteiro, vamos fazer a quantizacao canonica da teoria nao-relativistica. Para isso,
introduzimos os operadores de coordenada I;, momenta p; e spin g; com as seguintes

relagoes de comutagao (satisfeitas para instantes de tempos iguais)

[[i’i,ﬁj] = zhéw s [[i’z, 5'j] = []3@, OA'j] =0 s [OA'Z, OA'j] = 225wk&k . (560)

O operador hamiltoniano H que corresponde a energia (5.52) é construido em termo

dos operadores Z;, p;, 0;, € esses operadores fornecem as equagoes de movimento

L dz;

6,
. .
U

dp;
I
’ U

dt

= [2;, H| ) ih— = [p;, H| = |6, H] . (5.61)

Depois de calcular os comutadores em (5.61), chegamos a forma explicita das equagoes
de movimento dos operadores. Agora podemos omitir todos os termos que se anulam
quando 2 — 0 . Obtemos, portanto, equacoes classicas de movimento que podem ser in-

terpretadas como as equagoes de movimento (quasi)cldssicas para a particula na presenga

!Neste momento, torna-se irrelevante o ordenamento de operadores na Hamiltoniana
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de ondas gravitacionais fracas e campo magnético constante. Introduzindo A, = T;; A7, o

calculo direto dos comutadores, nos fornece as equagoes

dl’i 1 : e

— — (.. . J _ Z AJ
e m(ém+2va)(P CA) ,
i _ Lopiegy (p - €4, e T _ar) Sgac
& - ml O (p’_cA”) (pk_cAk)+(5’k+2T’W) <p]_cA)mcalA’
Wi o (B + 20mot (AN + (P! — eA)o™ [Ty (010) — Tu(Dv)]. (5.62)
& = me e me o~ o) EmlOw) = LalOmv)] {5

As solugoes destas equacoes podem mostrar o efeito das ondas gravitacionais para o
movimento de uma particula carregada com spin. A diferenca dessas equacgoes para as
equacoes classicas de uma particula um campo magnético aparecem nos termos onde v

estd presente. Combinando as duas primeiras equacoes encontramos

dz; e (= — — e 0A7
+ QmTijd—:a}j — mTjdd ik (V). (5.63)

Esta equacao pode ser interpretada como a forca de Lorentz mais termos de correcao
ﬁ
onde v, ou seja, a interagao com as ondas gravitacionais, estd presente. O termo 2v rot A’

mostra a interacao das ondas gravitacionais com o campo magnético.
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6 Transformacao FW exata para

termos que violam as simetrias

CPT e Lorentz

Existe outro caso de grande importancia que pode ser estudado usando a TFWE
(62, 61, 60]. Uma das extensoes mais naturais da RG estd relacionada com a inclusdo
do campo de tor¢cao que, como se supoe, assim como a métrica, descreve as propriedades
geométricas do espago-tempo. O estudo dos aspectos fisicos da torgao gravitacional tem
uma longa histéria (em [75, 77, 110, 120, 24, 124] pode se encontrar uma extensa revisao

e referéncias).

O ponto que sempre chamou uma atencao especial é a interacao da torcao com o
campo espinorial [42, 3, 74, 116]. Em particular, os artigos [121, 25, 117] trataram da
aproximacao nao relativistica da equagao de Dirac e em [25, 117], correspondentemente,
a equacao de Pauli e a TFW foram obtidas para o campo fermionico interagindo com os
campos de torcao e eletromagnético. Um ponto interessante é que os resultados desses
artigos podem ser usados para investigar as possiveis manifestacoes da tor¢ao no dominio

da fisica atomica [25, 95, 84, 83, 86].

Vamos tratar agora do caso da TFWE para o caso de torcao e campo magnético
interagindo com o espinor de Dirac. Podemos estudar a mesma abordagem para os outros
termos que violam as simetrias CPT e Lorentz [85, 35]. Embora o foco principal desta
parte do trabalho sejam os efeitos da torcao, vamos construir também uma tabela que

mostra quais dos termos que violam CPT e Lorentz que permitem o uso da TFWE.

Vamos comecgar com a acao que descreve um férmion de Dirac com os termos que

violam essas simetrias

s = [daev=g{§ornw - gopime — il (61)
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onde usamos a seguinte classificagdo para os termos que violam CPT e Lorentz [35]

D,=V,—ieA,; D,=V,+ied,; I"=+"+17; M=m+ M. (6.2)

Definimos a ac¢ao inicial em espago-tempo curvo apenas para que ela fosse representada
de maneira geral, entretanto a andlise da TFWE sera feita em espaco-tempo plano. Nao
ha muito interesse em considerar a TFWE para os termos que violam CPT e Lorentz em
um espago-tempo curvo, pois as magnitudes destes termos sao definitivamente pequenas
e consequentemente os termos correspondentes produzem efeitos muito fracos, que nunca
se misturariam com os termos de espago-tempo curvo. Nas férmulas acima F),, = V,A, —

VA, e os termos I'Y e M; sao dados por

- 14 1 14
I'Y = ™y +d" vy, +e” +if'y + 5 g Txp s (6.3)
. 1
My = ap Y+ by +imsys + 5 H,, o". (6.4)

As grandezas ay,, b, ms, ¢, d™, e, f*, g e H,, sao os parametros que violam as
simetrias CPT e Lorentz. Quando se estudam fenomenos fisicos com energia da ordem
da escala de Planck, as abordagens como teoria de cordas e outros prevéem a existéncia
de vérios campos da natureza geométrica, tais como torcao e dilaton, por exemplo. Nas
energias baixas, supoes-se que esses canpos tém um papel modesto, mas em principio
nao é garantido que eles nao possam ser observados. Em particular, a existéncia de
campos fracos deste tipo gerou a possibilidade interessante de uma quebra muito fraca
das simetrias fundamentais, inclusive de Lorentz e de CPT (veja, e.g., [88] para revisao).
De acordo com as investigagoes tedricas existentes [78], poderia acontecer de o vacuo nao
ser invariante de Lorentz. Isso significa que, na nossa parte do Universo, ha algum campo
externo fixo (ou até mesmo mais de um) que define uma diregao preferencial no espago-
tempo. Efeitos quanticos de vacuo similares podem ser responsaveis pelas violagoes das
simetrias CPT. A abordagem convencional para se estudar a possibilidade de quebra das
simetrias CPT e Lorentz é considerar a forma mais geral para essas violacoes e depois
olhar para as consequéncias fenomenoldgicas delas. O tipo mais promissor de experimento
pertence a drea de fisica atomica [80], mas ha opgdes interessantes na area de altas energias

e fisica do estado sélido [81], experimentos com neutrinos [82], gravitagao [87] e cosmologia

79].

Uma discussao extensa da possibilidade da origem destes parametros e também as
numerosas implicagoes fenomenolégicas deles podem ser encontradas em [88, 78]. Esses

aspectos nao serao considerados aqui.
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E possivel reescrever (6.1) da seguinte maneira
S = /d‘*w {z’F“D“ +%(v“r“) - M} b (6.5)
Como resultado, as equacoes de movimento para 1 podem ser escritas como

TV Dy — {M _ %(vurﬂ)} W (6.6)

Com o objetivo de fazer a TFWE, a equacao acima € escrita na forma de Schrodinger,

10p) = H1p, para se obter a Hamiltoniana
iV = (M + P; ") . (6.7)
Neste ponto, as seguintes notacoes, que serao muito tuteis, sao introduzidas
P’ =(0,P), P,=P"—¢A, e P'=P,—-V,. (6.8)

E importante notar que essas notagoes permitem que os termos nao-constantes que violam
CPT e Lorentz sejam também levados em conta. Na ultima equacao a representacao

padrdo [21] para as matrizes de Dirac foi usada.

Vamos denotar T® = 7° + I'? ¢ introduzir T} de tal forma que (I°)~! = 7° — T}. Se
supusermos que a Hamiltoniana é linear nos termos que violam CPT e Lorentz presentes
em I'{ é possivel mostrar que

_0
I =7"TY".

Portanto a equagao (6.7) pode ser colocada na seguinte forma

: , 1 * Tw
Voy = {% — Yo (c 9 + d"Oys + € i fOs + 59”‘0@“)%} x [M + (P; T")]4.(6.9)
Ja vimos no final da secao 4.3 que é possivel fazer a TFWE se o seguinte critério é

satisfeito
nH+ Hn=20, onde n=1v0 (6.10)

é o operador de involucao [50, 103, 34, 107]. E, portanto, natural formular a seguinte
questao: Qual a forma mais geral da equacao (6.9) que admite o operador de involugao
? Para responder esta pergunta é necessério verificar quando o critério (6.10) é satisfeito
para os termos da Hamiltoniana geral apresentada anteriormente no lado direito de (6.9).

O resultado deste procedimento é mostrado na tabela 1.
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Tabela 1: Coeficientes de interagao

m a; bo HY ms b ao HO»
P: eV P: Clu P: dOy P: glju P: fu P: dlu P: COV P: go,uu
P, Py

,}/0 1 ’}/l _7075 %O'Ij

C00 _,}/0 _al ,}/5 _%,}/Oo.ly

fO 2'75 2'7571 Z’,}/O %,}/SO.U

diO —'é’}/i’}/5 —i7i7571 Oéi _%,}/i,}/So.lj
giOO 20/ 20éi’}/l 2,}/1',}/5 OziO’lj

dOO Z"}/O Ozl _,}/5 %UOM,}/O,}/S
60 —2'75 _,}/5,}/ _,}/0 —%0’0“
CiO —i7i75 —i7i7571 _ai %,}/io.o,u
gijO %'o.ij,y5 %0”7571 %0“70 %lo.ijo.o,u

A tabela especifica os oitenta casos dos termos que violam CPT e Lorentz na equacao
de Dirac modificada que admitem a TFWE !. A forma do termo correspondente que
admite a TFWE na Hamiltoniana é obtida pela multiplicagao dos termos de uma linha
por uma coluna. Por exemplo, o coeficiente 1 na primeira linha e coluna significa que para
7% e m a Hamiltoniana contem o termo 7° x m x 1 = 3m. Este termo é o mais trivial

possivel e corresponde a equacao de Dirac livre.

0

e oitava coluna com P* ¢%. Levando o

Outro exemplo é a oitava linha com ¢ 5

coeficiente da tabela em conta chegamos ao seguinte termo que admite a TFWE
cio % (P g™") x %vi% = %%cio a; (B g™").

Cada termo na primeira linha deve ser tomado separadamente, por exemplo na
primeira coluna ha dois termos diferentes m e P e¢”. Os blocos com coeficientes nao
nulos mostram os termos que admitem a TFWE. Como ja foi mencionado, hé oitenta
desses termos correspondendo ao numero de teorias e Dirac modificadas admitindo a
TEFWE. Além disso se algum espaco na tabela esta vazio, isso significa que a TFWE nao
é permitida para aquele par de termos nas correspondentes linha e coluna. A mesma

afirmativa é valida se uma componente de um dos termos nao esta presente na tabela.

E importante mencionar que mesmo nesses casos, quando a Hamiltoniana nao satisfaz
a equacgao (6.10), a técnica da TFWE nao é inttil. De fato, ha a possibilidade de se aplicar
a prescricao da TFWE para derivar uma transformacao Foldy-Wouthuysen perturbativa e

obter uma andlise qualitativa da Hamiltoniana transformada que sera par. Para o produto

1O ntmero oitenta pode ser obtido multiplicando o ntimero de termos na primeira linha pelo ntimero de
termos correspondentes na primeira coluna. Esse procedimento fornece (2+3+242) x5+4(24+24342) x4 =
81, mas um dos termos é apenas m, que nao precisa de ser levado em conta



63

de termos 7° e Py (que possui um espaco vazio na tabela), o calculo correspondente foi
feito em [60] e sera discutido na se¢do 6.2.2. Outro caso ja estudado para essa aplicacdo

estd no apéndice de [62] e serd discutido na segao 6.2.1.

6.1 Transformacao exata para Campo de Dirac inte-
ragindo com parte escalar da torcao

Nesta se¢ao vamos considerar em detalhes a TFWE para um dos casos da tabela que
admitem a transformacao. Sera construida a transformacao exata para a componente
do tipo temporal do campo vetorial axial que é o dual da torcao completamente antis-
simétrica do espaco-tempo. Vamos comecar com alguns detalhes necessarios sobre a teoria

gravitacional com torgao. Sao usadas as notagoes de [124].

Se voltarmos as defini¢oes dadas no capitulo 2, veremos que a equacao (2.12) impoe
que a conexao deve satisfazer I', = TI'? 5. Entretanto nao hd motivagao tedrica para
se fazer isso, além das restrigcoes experimentais sobre a magnitude dos efeitos causados
por uma possivel falta de simetria nos indices inferiores da conexao. E se levarmos em
conta que a equagao (2.8) continua definindo um tensor mesmo se adicionarmos a I'%G,

um tensor qualquer C'%. de tal forma que quando
By = Ty + Oy

a equacao (2.11) permaneca covariante, vemos que a conexao possui uma ambiguidade na

sua representacao. Podemos escrever de forma geral
5y =%, +C%,, (6.11)

onde agora I representa o simbolo de Cristoffel que € claramente um caso particular da
conexao afim. O simbolo de Cristoffel depende apenas da métrica, (2.14) e o tensor C%,
¢ uma nova propriedade da teoria. Essa ambiguidade na conexao é muito importante,
pois permite introduzir campos de calibre diferentes da gravitacao e, consequentemente,

descrever varias interagoes.

~ [6% ~ ~a ~ 7’ . 7’ . ~a o ~a _ [6%
No espago-tempo com tor¢ao T, a conexao ', nao € simétrica I'y, — 1'% 5 =15, .
Esse novo campo gera modificagoes em relagao a teoria sem torgao. Por exemplo, se

calcularmos o seguinte comutador atuando no campo escalar

[% , %} o =T 000, (6.12)
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ja vemos uma diferenca em relagao a teoria com conexao simétrica. A curvatura pode ser
reescrita em termos do tensor de Riemann (curvatura dependendo apenas da métrica), a

derivada covariante (sem torcao) e a contor¢ao K %~ como

(6.13)

T STa

R af = eraﬁ + VQKVTﬂ — VgK*,, + K'“/aKﬁv{Tﬁ — K 6Kﬁ{

”
Mostra-se 1til dividir a torgao T'3, nas trés componentes irredutiveis: o trago T =
T3, o pseudotraco S” = e, 5, e a parte puramente tensorial 4%, satisfazendo as

condigoes ¢%,, = e g5, = 0. Logo, a tor¢do pode ser escrita na forma

1 1 )
Tapu =3 (Ts9ap — Tpgas) — G EapmS” + dapu- (6.14)

No que segue, consideraremos apenas a componente S,, que ¢ equivalente a a tomar a

tor¢ao completamente antissimétrica.

J& que o férmion de Dirac estd num campo gravitacional externo com torgao, podemos
fazer a generalizagao covariante minima trocando a métrica de Minkowski por uma métrica
geral e a derivada parcial pela derivada covariante. Entretanto, de certa forma, é mais
interessante considerar uma agao geral nao-minima [26, 24, 124], que inclui todos os termos

compativeis com a covariancia sem parametros proporcionais ao inverso da massa,

5= [ dto y=g{iir (9, + imsS, o+ miv ). (6.15)

Aqui, m = 1/8 corresponde ao caso da agao minima [26]. De acordo com [26, 124], a
teoria de campos com torcao de fundo quanticamente consistente pode ser construida
apenas para a interacao nao-minima do campo de Dirac com o campo externo de torcao.
Portanto, vamos manter daqui para frente o parametro 7, arbitrario. Vemos ainda que, se
substituirmos (6.4) em (6.1) e comparar o resultado com (6.15) no espago-tempo plano,
temos b, = —mS,. Portanto, a torcao é equivalente a um dos termos que violam as

simetrias Lorentz e CPT.

Neste ponto, temos todos os dados para desenvolver os calculos da TFWE para um
dos termos que violam as simetrias CPT e Lorentz. Vamos considerar uma particula de
spin 1/2 interagindo com os campos externos de torgao e eletromagnético. Tomaremos
os campos externos como constantes. As equagdes de movimento que vém da agao (6.15)

tém a forma
0
v = (ca) P —ea - A - mao - ?75 +ed + mys5S0 + mczﬁ) 0, (6.16)

Para o caso de um campo magnético constante podemos admitir que & = 0. Entre-

ﬁ
tanto, uma anélise direta mostra que o termo 7, @ - S5 em (6.16) ndo satisfaz a condicao
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ﬁ
(6.10). Portanto, primeiramente, trataremos o caso em que S = 0 e a TFWE pode ser
feita. A Hamiltoniana completa é estudada na secao 6.2.1. Por enquanto, trabalharemos

com a seguinte Hamiltoniana

H = CE)-?—eE)-Z%—nwg,So%—mczﬁ. (6.17)

Um ponto interessante que deve ser enfatizado aqui é que a Hamiltoniana acima
poderia ter sido construida a partir da tabela da secao 6 sem usar os argumentos dos
dois ultimos pardgrafos. Se olharmos para a linha 7° da tabela e quisermos considerar
apenas o campo b,, concluimos que apenas a componente by ¢ permitida. Portanto,
a Hamiltoniana mais geral para o campo de torcao usando o esquema da tabela seria

Yo X (m + ' P — v97°bo), que tem a mesma forma de (6.17).

De acordo com a prescri¢ao padrao [50], o préximo passo é obter H2. O célculo direto

fornece

H?> = (cp — eA - nli)Sg)z +m?*ct — 20755 . (6.18)

Usando os mesmos passos compreendidos entre as equagoes (5.48) e (5.55) encon-
tramos a Hamiltoniana para o setor . O resultado que se obtém ¢ a mesma Hamiltoni-
ana nao relativistica encontrada em [25] de maneira independente (usando a TFW usual).
Este resultado nao é trivial, pois antes de comecarmos os calculos havia a possibilidade
de novos termos serem gerados depois de obter a Hamiltoniana transformada, fazer a ex-
pansao e comparar o resultado com o obtido pela transformagao puramente perturbativa,
como aconteceu em [107]. Entretanto, a Hamiltoniana transformada foi obtida de maneira
mais economica e confirma o resultado de [25]. Na préoxima se¢do, vamos considerar as

equacoes para particula espinorial no fundo de Sp.

6.2 Transformacao Foldy-Wouthuysen semi-exata

A Hamiltoniana completa no lado direito da equagao (6.16) nao permite A TFWE.
Entretanto, pelo fato de a torcao ser um campo fraco, estamos realmente interessados
apenas na expansao linear na tor¢ao enquanto o campo magnético pode ser tratado de

forma exata.

ﬁ
Vamos fazer uma modificacdo ad hoc no termo 7, @ S s, que é multiplica-lo pela
matriz 5. O termo modificado satisfaz a condigao (6.10) e agora a transformacao exata é

perfeitamente possivel. O ponto principal é que uma matriz 5 nao gera efeito algum. A
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razao € que depois de desenvolver o operador Hamiltoniano final, ele tera uma estrutura
de blocos diagonal. Estamos interessados somente no bloco superior da Hamiltoniana que
é par (apds a transformagao) para fazer a andlise fisica. Pelo menos em primeira ordem
em 1/m, ndo importa se esse termo estd multiplicado por § ou néo, pois beta possui a
forma (3.13) e o bloco superior dela é a matriz unitéria. Com o resultado chegamos ao que
pode ser chamado de transformacao Foldy-Wouthuysen semi-exata, pois ela é exata em
apenas parte dos campos externos e linear nos outros campos. Essa nova técnica de fazer
a TFW perturbativa ja foi sugerida e aplicada a Hamiltoniana de Dirac que inclui a parte
escalar do campo eletromagnético em [60]. Vamos também incluir aqui a componente

temporal do vetor axial S,. Chegamos, entao, a Hamiltoniana com a qual trabalharemos

—

H=c¢ad 7 —cd A-— 7715)-?756 + M5S0 + mc*3. (6.19)
Neste caso H? tem a forma

H? = (cﬁ—671)—771350)2+m204+2771m02§-§)+
9,9 - = 9 2 ) — = N —
+ ni(S)*+heeS - B —20{S5 + 2imysBE - [ S x (P —ed)] . (6.20)

O ultimo termo em (6.20) é impar, e a presenga dele parece, de certa forma natural, ja que
usamos o procedimento artificial em (6.19). Ao mesmo tempo, se ndo considerarmos este
termo, o restante é exatamente a Hamiltoniana que vem da TFW perturbativa usual com
tor¢ao [117]. Uma vantagem 6bvia do método presente é a grande simplicidade técnica

comparada com a do método perturbativo.

Se aplicarmos o procedimento descrito entre as equagoes (5.47) e (5.54) a equagao
anterior, encontramos o limite nao-relativistico que é praticamente (mas nao completa-

mente) igual ao convencional [25],

1 —
HY = (T’ + By + 7 - qQ, (6.21)
onde
2
o = ﬁ—Z_A’—@&]?, By=—-1_s2,
C mc
— — he — m —= e —
Q = 7715+%B+m—65><(?—2/1). (6.22)

O dltimo termo em Cj tem origem do termo impar em (6.18) que ja foi discutido anterior.
Esse termo é novo em comparacao com as expressoes obtidas em [25] e em [117] pelo
método perturbativo usual. O fato que a transformacao exata fornece um termo novo em
comparagao com a transformagao usual é andlogo ao caso gravitacional em [107], descrito

pelo aparecimento do “gravitational Darwin term”.
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A quantizagao canonica de (6.22) fornece as (quasi)classicas equagdes de movimento

do; %(Pi‘%Ai - So)%-—[axs}

&7 B, e

Pi 2 (M <)’ ¢94;

ddt m(p7 CA CUS)Cal’Z [ XS} cOxt’

datl = [ﬁx?

— 2 1_, T - —

R = “M|§ 5—-u50+5x—+ oS x|+ (6.23)
h c h me

As tltimas equagbes sdo bem parecidas com as obtidas antes em [25] e [117] baseadas
na equacao de Pauli e a TFW perturbativa. Mas ha também termos novos devido a

aproximacao nao linear que usamos aqui.

As duas primeiras equagoes de (6.23) fornecem

T T ot

dv; edA; e —= m 080 M 8(? X 0);
* c [U % BL caZ ot c ot ' (6'24)

A anadlise dessas equacoes serd feita juntamente com os resultados que serao obtidos

na proxima secao.

6.2.1 Transformacgao semi- exata com expansao linear na parte
vetorial da torcao

Podemos reescrever a equacao (6.20) usando a aproximacao linear em S,,. De agora

em diante, todos os termos de segunda ordem em S, serao negligenciados. Encontramos
H? = H} + 2771m02 S+ 2mY5S0 @ - (P — 671)) , (6.25)

onde
HY = (cp — 6_A))2 +hiceS - B +m2ct. (6.26)

A ideia agora é considerar a expansao de v H? nao apenas no parametro m, mas também

em termos de S,. Para fazer isso, apresentamos a equac@o (6.25) na forma simétrica

H? 1
H? = 5 {1 + — e [2771m02§) . E) 4+ 2my5S0 @ - (P — GZ)} }+
1y H?
+ {1 + [2771m02§) S+ 2mysSo @ - (cp — GZ)} m} 70 : (6.27)
0

Essa simetrizagao é um passo importante do procedimento que inclui a multiplicacao por
£ na equagao (6.16), inclusive evita os termos extras. A simetrizagdo pode ser vista

como parte da operacao de extrair H, através de H2. O préximo passo é calcular a raiz
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quadrada de (6.27). Expandimos o termo Hj em série de poténcias em 1/m (indo até a

segunda ordem em 1/m) e obtemos o mesmo resultado de [50] que vamos chamar de HFX

N —

—eA)?

HEK =2 = ey P A he s g (6.28)
¢ 0 2mc? 2me

Também expandimos o termo 1/HZ em série de poténcias em 1/m assim como o termo
entre parénteses em (6.27) em série de poténcias de S, de tal forma que o resultado serd

apresentado em primeira ordem em S, e segunda ordem em 1/m,

- —

Y- S(cp — 6_14))2—

VH? = HPE 4p¥ .5 -1
2m?2ct

hcem — —= ™

2m?2ct mc?

(cp — 671)) . (SOE) + z"ygﬁg) X E)) . (6.29)

Analisando termo a termo da equagao acima, vemos que apenas o ultimo é impar.

Usando (4.68) obtemos a Hamiltoniana final para este caso

1 tr 2 (C? - 671) - ﬁlsoi) - 67715) X E))z Bm N — o= =
H'™ = fBmc +f 52 _2m2c4( —eA)?Y S+
hce = —= = = heem — —
ﬁchz 2o BrpmE- B ﬁ2m2c4 S-B. (6.30)

Aqui usamos linha em H para fazer a distin¢ao entre as Hamiltonianas (6.9) e (6.30).
Para a Hamiltoniana (6.30) aplicamos o mesmo algoritmo usado entre as equagoes (5.53)

e (5.54) e finalmente obtemos a Hamiltoniana para o bi-espinor . O resultado pode ser

Y. g ¥. g
H'"=|1-2= H" [1- == 31
® ( 2m02> ® < 2m02>’ (6.31)

onde Hf; é dado pela equagao (6.9). Vamos entdo obter as equacoes de movimento

expresso na forma

usando o mesmo método aplicado em [25]. Fazemos a quantiza¢ao canonica introduzindo
os operadores Z;, p; € 0; e implementamos as relagoes de comutacao de maneira usual.

Neste caso as equagoes de movimento (quasi)classicas sdo

i 1
vo= W1 T ) L (h - S - T + (7 x B,
t mc m c c mc
dp; m_— =1 /. e . m . \edd medd _, —
= (1-—7¢-85)— — A — 0’5 ) -2 . S
dt ( me2 © )m <p7 c ¢’ 0) c 0rt  mc? 8:17@(0 X< S)j
do; — 2y v = = v 1 e —=
di = [’f’ X O]i s r —? (1—2—62)S+SX?—E'USO +m—cB(632)
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Usando as duas primeiras equagoes de (6.32), encontramos

il = (<[ <)) (15057 F) -

dt c Ot c 2mc?
oomd o v omd - = muid 2
. dt(San)+ . dt(axS)Z z dt(a S). (6.33)

Comparando com (6.23), vemos que os novos termos em (6.32) sao de ordem 1/m?.
A equagao (6.33) possui dois pontos importantes. O primeiro é que o dltimo termo é de
ordem 1/m e ndo estava presente em (6.24). Este resultado explicita o fato de que se
usarmos apenas o parametro 1/m na expansao de H? nao iremos obter todos os termos
possiveis de primeira ordem em S, na Hamiltoniana final. Essa é uma grande vantagem da
TFWE sobre a TFW: além de ela poder fornecer um resultado mais completo trabalhando
com o parametro 1/m, como em [107], é permitida a escolha de um parametro arbitrario
da teoria em questao, que é considerado pequeno para se fazer a expansao, como fizemos
aqui com S,. O segundo ponto a ser notado é que o segundo termo na equagao (6.33)
mostra um efeito interessante. Essa equacao é andloga a forca de Lorentz atuando em
uma particula que interage com um campo eletromagnético externo. O caso é analogo ao
das ondas gravitacionais do capitulo 3. O termo em que S, aparece pode ser interpretado
como uma corre¢ao para este caso. Pensando dessa forma, esse termo mostra uma mistura
explicita entre os campos magnético e de torgao. E possivel entao imaginar uma situacao
na qual o campo magnético poderia ser forte o suficiente para compensar o fato de o
campo de tor¢ao ter magnitude pequena de tal forma que esse termo poderia afetar o

movimento da particula de alguma forma mensuravel.

6.2.2 Transformacgao semi-exata para o potencial eletromagnético
escalar

Vamos considerar agora outro caso de aplicacao da transformacao FW semi-exata,

seguindo os célculos descritos em [60]. Tomamos a Hamiltoniana na forma
H = pmcé+ fBg+ ajK;&- + a'g;, onde K; = —ihc(5§ + T;v) . (6.34)
Nestas notacoes T ; tem parametros numéricos e ¢ é uma constante. Os campos

externos sao introduzidos pela fungao escalar v e o vetor g;. Seguindo os passos descritos

anteriormente para se fazer a TFWE, obtemos primeiramente H?. Encontramos

H?> = m?c¢* + K"'K["0:0m + 2K.¢70; + ¢° + K"0;(K[")0m + K0:(¢’) +
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+ iZkejlej&(KIm)@m + z'ZkeﬂkK;&-(gl) + 2mc’q + a"K}@i(q)ﬁ. (6.35)

Essa equagao engloba varios casos particulares levando em conta o termo de interacao
constante. Entretanto se quisermos tratar o caso do potencial eletromagnético escalar nao

serd possivel usar (6.35), pois Hamiltoniana inicial terd a forma

H:ca)-?—ea)-_/f%—e@%—ﬁmcz. (6.36)

O termo e® nao anticomuta com o operador de involucao. Portanto, a Hamiltoniana
(6.36) nao admite a TFWE. Vamos usar a mesma abordagem da segao anterior. Multipli-
camos o termo e® pela matriz 5 e usamos a técnica da transformacao exata. Trabalhamos

entao com a Hamiltoniana na forma
H:ca)-?—ea)-_/f—l—eﬁ@—l—ﬁmcz. (6.37)

Seguindo todos os passos da transformagao exata, e usando (6.35) para a equagao (6.37),
a Hamiltoniana nao-relativistica transformada é
1 2 h
Hw:_@_sz) ted + T 8. (6.38)
2m c 2mc
O resultado condiz com as equagoes apresentadas em [25] quando os campos de tor¢ao

sao nulos usando a transformacao perturbativa. A vantagem aqui é que o resultado pode

ser obtido em uma maneira extremamente economica.
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7 Uma breve introducao a acao

efetiva de vdcuo

Este capitulo tem carater introdutério e serd dedicado a uma revisao da teoria e
dos métodos de calculo para as correcoes quanticas para os campos vetorial, escalar e
fermionico. O objetivo principal nao sera a busca por uma teoria de gravitacao quantica,
mas a descricao de uma teoria quantica de campos que possa ser formulada em espaco-
tempo curvo de tal forma que os cédlculos de grandezas importantes sejam possiveis de
serem realizados e os resultados condizentes com as expectativas geradas por outras abor-
dagens. Uma revisdo mais completa pode ser encontrada em [24] e [126], entdo o nosso
objetivo aqui é, principalmente, fixar as notagoes e introduzir as férmulas necessarias para

o proximo capitulo.

7.1 Abordagem semi-classica

Até agora, neste trabalho, foi adotada a abordagem semi-classica. Utilizamos, por
exemplo, a generalizacao minima, explicada na se¢ao 3.5 para descrever o campo de Dirac
interagindo com ondas gravitacionais na secao 5.6. Vamos agora olhar com um pouco

mais de cuidado para esse método.

Quando o objetivo é construir uma teoria com campos de matéria em um fundo
gravitacional classico, devemos pensar em qual seria a forma matematica possivel para a
acao que descreve essa situacao. O resultado deve ser consistente com os principios da
mecanica quantica e, além disso, devemos buscar uma acao que possa ser representada de

maneira clara e (dentro dos limites impostos pelos principios fisicos) coesa.

Devemos estabelecer entao alguns principios aos quais a acao procurada deve satis-
fazer. Estes principios surgem de maneira natural se levarmos em conta os resultados ja
bem estabelecidos da teoria quantica de campos em espaco-tempo plano e a Relatividade

Geral. Vamos impor primeiramente que a acgao seja local e covariante nos setores de
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matéria e gravitagao. Além disso, ela deve preservar as simetrias (de calibre) presentes
em nivel cldssico. Por fim, ela deve ser obviamente adimensional (vamos supor que nao
haja termos proporcionais a 1/m) e que seja possivel fazer a correspondéncia com a teoria
em espago-tempo plano (o que proibe termos do tipo m?/R). A agao que procuramos

terd a seguinte forma

S=5

min T Snéo-ml'n + Svac » (7.1)
onde S),i, em uma teoria qualquer serd dada pela forma que ja conhecemos da teoria
classica juntamente com o processo de generalizacao-minima, explicado na secao 3.5. O
termo S} 5. serd um termo de campos de matéria que serd construido de forma que
os principios relacionados no paragrafo anterior nao sejam violados. O 1ltimo termo Sy,
representara uma agao que nao muda a quantizacao nem a generalizacao dos campos

presentes nos outros termos.

Vamos tomar o campo escalar como exemplo. Neste caso, Syqy, serd a acao de Klein-

Gordon com o fator de integracao generalizado. Ja o termo S. terd a forma

nao-min
1

Snao-min = 55 /d4$ V=g R¢*, (7.2)

que é o unico que satisfaz os critérios estabelecidos. Restam os termos em S,q., que

correspondem a agao de vacuo. Por construcao, estes s6 podem ser termos de véacuo nesta

teoria. A forma mais geral para Syq. €

1
Svac = /d493\/—g{—m(3+2/\) + a R + a2Rl, + asR® + a4DR} . (7.3)

E importante notar que os termos de derivadas superiores em (7.3) ndo sdo corregoes
quanticas, eles devem ser introduzidos mesmo em nivel classico. A razao pela qual eles
nao se manifestam em experimentos de gravitacao é que o termo de Einstein-Hilbert
possui o coeficiente 1/G = Mg. Se levarmos em conta as correcoes produzidas pelos
“novos” termos, vemos que elas serao proporcionais a uma ordem de grandeza superior
para o coeficiente 1/m? no propagador do graviton que faz a interagao gravitacional [129].
Portanto esses termos seriam interessantes apenas para estudos de sistemas de alta energia

como universo primordial, buracos negros e, possivelmente, rajadas de raios gama.

Para vetores e férmions a acao local, covariante e invariante perante transformagoes
de calibre nao possuem termos nao minimos por serem algebricamente impossiveis. A
generalizagao para férmions é dada entao de forma completa pelo procedimento descrito

na secao 3.5 e para campos de calibre, temos simplesmente

1 a a a abc c
SAﬁ = _Z_l /d4l’\/ —g GZVGGHV ,Onde GHV = 8“14,, - ayA“ + g.f ’ AZAV : (74)
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7.2 Acao Efetiva e Renormalizacao

Vamos agora rever a abordagem que trata o problema do ponto de vista quantico.
Para estudar a teoria dessa forma, comecamos por substituir a acao classica pela acao

efetiva (AE), que pode ser definida pela integral de caminho
eTlow] — /ngeis[aﬁ;gw]' (7.5)

Na expressao acima ¢ representa o conjunto de campos de matéria e fantasmas de Faddev-
Popov para todos os grupos de calibre internos da teoria e D¢ é o elemento invariante de
integracao funcional. A acao classica S[¢; g, ] inclui os campos de matéria, interagoes
entre eles, a métrica (que funciona como parametro externo) e a agao classica de vdcuo
(7.3). A covariancia da agao efetiva foi demonstrada recentemente em [91] (veja também

24, 126]). A acao efetiva admite a expansdo em lacos

P(guw] = Seaclgu] + TH + T 4 TG 4 (7.6)

A contribuicao de um laco é mais simples e varias situacoes mais importante. Ela

tem a forma

_ ' . . . 1 62 y
T = —%sTr In H , onde H = H(xz,y) = " 519, gu] (7.7)

T 200(x) 66(y) | 40

¢é a parte bilinear em campos quanticos da acao classica. O simbolo sTr representa a
operacao de tomar o trago do operador em que ele atua, e multiplicar por —1, no caso de

campos fermionicos.

A agado de um lago Euclideana que corresponde a teoria (7.5) é dada por (para mais

detalhes ver [24])
) :—%Trln[ilj+ﬂ+2ﬁ“vu , (7.8)

onde os chapéus indicam operadores que atuam no espago dos campos quanticos.

7.3 Meétodos de calculos em espacos curvos

Nesta secao serao discutidos os métodos praticos de cédlculo de correcoes quanticas em
espago-tempo curvo. Vamos nos concentrar em fazer uma breve descri¢ao de cada um dos
métodos que serao apresentados, deixando de lado as consideracoes historicas, que podem

ser encontradas em [22, 24].
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Uma das abordagens consiste na generalizacao dos diagramas de Feynman do espaco-
tempo plano introduzindo perturbacoes na métrica de Minkowiski, 7, = g — by Tra-
balhos muito importantes foram feitos usando este método [132, 138] . Em particular,
esses calculos mostraram por exemplo a necessidade dos termos de derivadas superiores
(7.3) para a renormalizacdo e a forma geral da estrutura das corregdes quanticas finitas

tanto para teoria com massa quanto para o caso sem massa.

Os diagramas terao a mesma estrutura daqueles em espaco-tempo plano mas com
linhas externas de gravitacao. Pela generalizacao do fator de integracao, mesmo que nao
haja interagao explicita entre termos de curvatura e de campos de matéria é garantido que
depois de fazer a expansao em ordens de h,,, cada diagrama divergente de um lago, por
exemplo, no espaco-tempo plano, da lugar a um nimero infinito de diagramas divergentes
no espago-tempo curvo. Isso acontece porque cada diagrama de um certo nimero fixo
de lagos representard uma nova expansao, mas agora no parametro h,,, que deverd ser
representado como linhas externas (pois a métrica nao é quantizada) nos vértices de cada

um dos infinitos diagramas para o nimero de lagos que se estuda.

O problema se tornou a principio extremamente mais complicado, mas se impusermos
a covariancia aos termos de corregdes quanticas [24, 91, 126] e comegarmos a buscar quais
as estruturas possiveis para estes termos por andlise dimensional, entao o nimero de
diagramas relevantes se torna finito e o calculo passa a ser possivel. A vantagem desse
método é que ele mostra que os contratermos em espago-tempo curvo que removem as
divergéncias sao termos locais, o que esta de acordo com os teoremas gerais da teoria de
renormalizacao [36, 137]. Entretanto, a covariancia nao aparece de forma natural e, em
alguns casos, os cdlculos se tornam bastante complexos gerando grandes dificuldades na

interpretacao dos resultados.

Um método covariante de calculo é a abordagem baseada na representacao de momen-
tos locais [20]. Em RG, a representacao de momentos nao é possivel, de modo geral. A
razao dessa restricao é que os diferentes pontos do espaco-tempo possuem os seus proprios
espacos tangentes, e, portanto, exigem representacoes de momentos independentes. Ao
mesmo tempo, usando as coordenadas normais de Riemann [112], é possivel reescrever
as grandezas importantes da teoria em torno de um ponto fixo P com coordenadas z}
e utilizar a representacao de momentos neste ponto. A ideia da abordagem é baseada
no uso de coordenadas geodésicas e na expansao das grandezas de interesse num ponto
com coordenadas xf em séries de poténcia em desvios 2 — zff = 2/*. No caso de coor-

denadas normais de Riemann, os coeficientes desta expansao sao componentes da tensor
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de curvatura e de suas derivadas covariantes em um ponto P. Desta maneira, todas as
quantidades correspondem ao mesmo ponto P, onde a representacao de momentos é per-
feitamente possivel. O método é muito 1til para calcular quantidades locais, como (por
exemplo) contratermos necesséarios para renormalizacao de teoria de campos em espago-
tempo curvo. A localidade dos contratermos é garantida pelo teorema de Weinberg (veja

discussdo recente em [91]).

Entretanto, a expansao de Schwinger-Dewitt [43, 76] é o método mais pratico para
se realizar os calculos de um laco e se obter as divergéncias em espago-tempo curvo.

Escreve-se Tr InH = In DetH em temos da representacao de integral de tempo préprio

: ) : © g
%Tr InH = —%Tr/o ?se_ZSH, (7.9)
onde
< :l?|6_i81:1|17/ >=Ulx,2';s) = Uz, 2 ;s Z Fag(z, 2') (7.10)
k=0

ar(z ,x!) sdo os coeficientes de Schwinger-Dewitt enquanto a expressao para Uy(z,x’; s)

tem a forma

. 1
Uo(z,2';s) = ——=D
o(@, 23 9) (4mis)s

[l

(z,2")exp {—M — z‘m%} . (7.11)

218

Nesta expressao o(x,x’) é a distancia geodésica entre x e z’ e
D(z,2") = det [-0,0,0(x,a")| (7.12)

¢ o determinante de Van Vleck-Morett. Mais detalhes técnicos sdo encontrados em [43].
H& uma generalizacao para teorias quanticas mais complexas e também varios modelos
com operadores mais complicados que (7.8) feitas em [19]. Uma revisdo do método da
acao efetiva e particular generalizacao da técnica de Schwinger-Dewitt foi feita recente-
mente em [134]. Nao vamos discutir com detalhes aqui os procedimentos matemaéticos
envolvidos neste método, pois usaremos esta abordagem para os célculos realizados nesta
tese. Durante a obtencao dos resultados as particularidades desta técnica serao bem

evidenciadas.

7.4 Divergéncias de um laco e renormalizacao

Com base no método de Schwinger-Dewitt, o limite ultravioleta corresponde ao limite

mais baixo s = 0 na integral de tempo préprio (7.9). A regularizagdo desta integral pode
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ser feita de véarias maneiras, sendo que a mais comum ¢ a regularizagao dimensional [19,
18]. O termo de maior interesse, relacionado as divergéncias logaritmicas, é o coeficiente

as,
az = Trlimay(z, 2') . (7.13)

As divergéncias logaritmicas definem quantidades importantes como as funcoes beta dos

grupos de renormalizagdo. A forma do coeficiente as para o setor de vacuo é [67]

fa = / do/G{ Br+ BeR + B0 + BoE + B0R + 5. } (7.14)

onde, usando a notagao (123 = (w,b,c)/(47)?, temos

1
(4m)* By = §N2m§ — 2me;1r ,

1 Nym?2
(1) B = Nem2(§— ) + 5.
N 1\ 2
s = B (e
(7'(') 64 2 6 6 )
(4m)2 B = LN —I—iN —I—iN = w
Vo0 T T T
1 11 31
4n)2 B = ——Ny—— Nj— >N, = b,
(47)° 2 360 360 7 180
1 1 1
47)? = — N, +—N;——N, =c. 1
(47)" s 180 T30 T 1o ¢ (7.15)

A partir dessas formulas é possivel escrever a expressao para a parte divergente da acao
efetiva de um lago do setor de vacuo para uma teoria que possui Ny escalares reais, Ny

espinores de Dirac e N, vetores sem massa,
. 1
T = 773 / B'oy/=g {BC? + BoE + aR® + Bs0R + fpR+fr) . (7.16)

Na expressao anterior vemos que as divergencias possuem a forma que condiz ex-
atamente com os argumentos apresentados no inicio da se¢ao anterior. Todos os termos
de derivada superior com dimensao 4, o termo de Einstein-Hilbert e a constante cos-
moldgica sao necessarios para se ter uma teoria em espago-tempo curvo, com matéria,
renormalizavel. Além disso, pela légica utilizada nesses mesmos argumentos, vemos que,
em qualquer ordem na expansao em lacos, as divergéncias de uma teoria de calibre em
espago-tempo curvo possuem a mesma forma da acao classica nao minima com o termo de
vacuo, ou seja, a mesma forma das expressoes obtidas em um lago (compare as equagoes
(7.3) e (7.16)). A tnica diferenca sao os coeficientes dos termos divergentes, que comegam
a depender dos acoplamentos em ordens superiores da expansao em lagos (veja e.g. [72]
para um exemplo de contas explicitas). Portanto a teoria formulada acima é multiplicati-

vamente renormalizavel em espago-tempo curvo. Para cada ordem da expansao em lagos,
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os contratermos podem ser removidos renormalizando o conjunto completo de parametros
da teoria (campos, constantes de acoplamento massas, parametro £ e termos de vacuo).

O ponto principal é que nao ha necessidade de se renormalizar a métrica externa.

7.5 Grupo de renormalizacao baseado no esquema-
MS

Como usualmente é feito, a maneira mais simples de se introduzir as equagoes de
grupo de renormalizacao é aquela baseada no esquema de renormalizacao de subtragoes
minimas MS. Ha uma exposicao completa de como este método pode ser aplicado a

espagos curvos em [12]. Neste esquema, a fungao beta da carga efetiva C' é definida como

— ac

ﬁc( S) = lim

- 7.17
N (7.17)

A obtencao das fungoes beta num esquema dependente da massa em espaco-tempo
plano, foi descrita por exemplo em [99]. Este esquema faz parte da abordagem efetiva a
teoria quantica de campos. Tomando o operador de polarizacao, subtrai-se o contratermo
no momentum p? = M?, onde M é o ponto de renormalizacao. Depois, ao invés de usar

a definigao (7.17) para a fungao beta, usa-se

Bo = lim M ——. (7.18)

Matematicamente, isso é equivalente a obter as correcoes quanticas da teoria que se
estd estudando e escrever separadamente os termos que corrigem a constante de acopla-
mento que sera regularizada. Esses termos possuem a dependéncia explicita com os mo-
mentos externos do sistema e ao invés de usarmos a defini¢ao (7.17) para obter a funcao

beta, calcula-se apenas a derivada

d
= 1
Cp 0 (7.19)

dos fatores de forma dessa constante na acao efetiva de um laco obtida a partir da acao

inicial.
7.6 Método de Heat-Kernel

A acao efetiva (7.8) pode ser expressa em termos de uma integragao no tempo proprio

do “heat-kernel”,

= —1/ ds Tr K(s). (7.20)
0
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Como é usualmente feito, a iltima expressao pode ser expandida em série de poténcias nas
“curvaturas”, Ruag, Ru , R, Pe S™. Em segunda ordem em curvaturas, a expressao
tem a forma [1, 27|
4-20
TrK(s) = (ljlﬂs)“’ /d4a7 g e tr { 14+ sP + s [ R f1(—sO) R+

+ Rfs(=sO)R+ Pfo(=sD)R + Pfi(=sT) P+ Sy fo(—s0) 5] | (7.21)

onde,

~

~ ~ 1 A A A
P =T+ 2R+ (V) = h'h,

~ ~

S =1[V,, V] + Voh, — V,hy, + hyh, — hyuh, . (7.22)

Aqui, w é o parametro dimensional, ;1 é um parametro arbitrario de renormalizagao

com dimensao de massa e as funcoes f; sao dadas por

p=fD SO D L0 7o

1
onde f(r) = / da et 1= 50,
0

A obtencao deste resultado importante esté fora dos objetivos desta tese, porque é

tecnicamente muito complicado.
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8 Correcoes Qudanticas de um
laco para eletrodinamaica
quantica em espaco-tempo

curvo

Trabalhando no ramo da teoria de EDQ, nosso objetivo é obter uma expressao para
a funcao beta completa de um lago da carga do elétron. A palavra completa significa que
a expressao final deve conter nao s6 os casos ja conhecidos dos limites infravermelho (IR)
e ultravioleta (UV), mas também todas as faixas intermedidrias de energia. Para fazer os
calculos, usamos o esquema de renormalizacao de subtracao de momentos. Vamos seguir

aqui a referéncia [64].

Embora o método de subtragao minimo de renormalizagao é muito eficiente no limite
ultravioleta da teoria, ele nao é totalmente confidvel quando pretendemos estudar o regime
infravermelho. Neste caso as massas das particulas passam a ser importantes, porque elas
modificam as equagoes de grupo de renormalizacao. Um método alternativo, baseado em
um esquema de renormaliza¢do mais fisico (veja, e.g. [99], para uma introduc¢do e mais
referéncias), foi aplicado a problemas gravitacionais recentemente [67, 68]. O foco de
atencao desses trabalhos foram o grupo de renormalizacao e o desacoplamento no setor
de vacuo da teoria quantica de campos com um campo gravitacional externo cldssico de

fundo.

O grupo de renormalizacao fisico pode ser formulado somente em uma teoria de
gravitacao linearizada. O desacoplamento em baixas energias do campo escalar [67],
férmion e campos vetoriais (incluindo constituintes de QCD) [68] acontecem de maneira
suave, de forma similar ao teorema de Appelquist e Carazzone em EDQ [2]. Uma van-
tagem do método desenvolvido em [67, 68] é que ele permite obter as férmulas completas

para fatores de forma e funcoes beta, além dos limites IR e UV.
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Aqui, nés aplicamos o mesmo método para analisar o grupo de renormalizacao da
carga elétrica. Em [136] ha a descrigdo do método de equagoes de grupo de renormalizagao.
Esse método ¢ discutido em [36] e EDQ & considerada como exemplo e o célculo da fungao

beta é feito até o final em altas energias.

Para calcular a funcao beta, consideramos a teoria de EDQ e obtivemos as partes
divergente e finita da acao efetiva de um laco no setor proporcional a F 51,. Em principio,
este calculo pode ser feito utilizando diagramas de Feynman, mas ja que a técnica de
“heat-kernel”[1, 27] possibilita fazer os calculos de maneira mais econémica, usamos este
método da forma adaptada em [67, 68]. Os célculos usando diagramas de Feynman podem
ser encontrados em [130]. Os autores mostram o resultado para a fungao beta para a carga

elétrica em termos do parametro p?/m?.

A anélise qualitativa da correcao quantica de um lago da parte gravitacional usando
a aproximagao de campo fraco na acdo do eletromagnetismo foi feita em [46]. J4 em
[55] é feita uma discussao sobre as equagoes de grupo de renormalizagao para EDQ e uma
comparagao dessas equagoes obtidas por regulariza¢ado dimensional e por cutoff. Em [111],
a validade das identidades efetivas de Ward para ED(Q) sem massa em nivel quantico é

provada.

8.1 Acao induzida por anomalia para a métrica e
campos eletromagnéticos de fundo

Vamos comegar com uma pequena revisao sobre EDQ conforme sem massa. A teo-
ria deve ser formulada em espaco-tempo curvo e portanto a acao depende do potencial
eletromagnético A,, do espinor de espinor de Dirac ¢ e da métrica externa g,,. Como

estamos interessados na simetria conforme local, uma parametrizacao 1til da métrica é

Juv = g,uz/ . 6207 o= 0’(1‘) ; (81)

onde g, ¢ a métrica com determinante fixo. Por exemplo, no caso da métrica cos-
mologica, usando coordenadas esféricas, temos

1

T2 —r?sin? 6, —7’2) , k=0, +1.

G = diag (1, —

Separar o(z) em (8.1) mostra-se ser uma passagem 1til, especialmente devido a relagao

2 0 Algw] _ €77 0 Al €*7]

Vi g VG b

, (8.2)

Guv—gpv,0—0
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que ¢é valida para qualquer funcional A[g,| da métrica até para outros campos. Se
substituirmos A[g,,] pela acao de alguma teoria em espago-tempo curvo o lado esquerdo
da equagao acima serd o trago do tensor tensor momento-energia dessa teoria, T’ . Para
remover o efeito de outras variaveis de campos presentes na acao, basta usar as equacgoes

de movimento correspondentes.

Se o traco do tensor momento-energia é nulo, podemos ver que o fator conforme
se desacopla da matéria. Entretanto, a situacao muda quando os efeitos quanticos sao
levados em conta. Neste caso, o efeito tedrico corresponde é chamado de anomalia do trago
[48] (em [49, 125] encontra-se uma revisao sobre este assunto e muitas outras referéncias

relevantes).

A acao cléssica do campo eletromagnético é !

1
Sem = ~1 / d'z\/qg F,, F" (8.3)

e possui invariancia conforme. Isso significa que a agao nao muda se fizermos simultanea-

mente as seguintes transformacoes para métrica e o vetor A,
/o 20 !
g/.l,l/ - g“l, - g“y e 9 A/J, — A“ — A“ . (8,4)
¢ importante notar que a diferenca entre o peso conforme e a dimensao do vetor aparece
devido a definicao de A, em espago-tempo curvo

_ b b a _ b a uv __ ., ab
Ay=Ape,,  eenna = gu, e¢,cg" =nv. (8.5)
Estamos interessados nas corregdes para a acao (8.3) devido as corregdes quanticas do

férmion
Sp =i /d‘*wg {0 (Vy—ieA)y — impa } . (8.6)
A regra para a transformacao conforme para espinores é
Yo =, G = e

A métrica sempre se transforma como em (8.4). Mas, vemos que a ac¢ao (8.6) é invariante
conforme apenas quando a massa do espinor é nula, m = 0. Todos os férmions que
interagem com o campo eletromagnético em (8.6) sdo massivos, entretanto, a relevancia
da massa na teoria depende da escala de energia. Por exemplo, se estivermos interessados

nos efeitos quanticos dos férmions proximos a época do regime inflacionario, a energia

Ineste capitulo adotamos a signatura Euclidiana da métrica
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cinética dos férmions reais e (mais importante ainda) dos fétons é muito maior que a massa
dos férmions. Nesta situacao, fazer um campo espinorial sem massa é uma aproximacao

legitima. Vamos, portanto, comecar por este caso e tomar m = 0.

A obtencao da anomalia conforme na presenca de uma métrica de fundo e campo
eletromagnético ja foi discutida antes [48, 49] e podemos usar esse resultado conhecido.
A anomalia conforme pode ser usada para construir a parte finita da correcao de um lacgo

da acao efetiva do campo eletromagnético e da métrica de fundo

2 6 Ting 1 2 272
LI _ E+cOR+ GF2,) | .
7 g~ o (WO OB ORI ) 0

T =

onde
C*=C}5=R.5— 2R+ (1/3) R?

nvaf3

¢é o quadrado do tensor de Weyl e

E=R., ;—4R;+ R

nvaf3

¢é o integrando do termo topoldgico de Gauss-Bonnet. Os coeficientes w, b, ¢ dependem
do nimero de escalares N, férmions Ny e vetores sem massa N, da seguinte forma (veja

a equagao (7.15))

1 1 1
— — N.+—N;+—N,,
w 20T Mg
1 11 31
b = ——N,—— N;— —N,,
360 360 180
1 1 1
— N4+ —N;——N,. 8.8
¢ 180 2 T 30 10 (8:8)

E também, 3 depende do nimero de escalares com carga (no caso da eletrodinamica
escalar) e espinores. Como a aproximacao de campos sem massa pode ser aplicada ao
Universo muito novo, o nimero de campos que contribuem para esses coeficientes nao é

necessariamente restrito ao estudo da teoria EDQ unicamente.

A solugao para a equacgao (8.7) é conhecida [118] (hd também as generalizagoes para
o campo de tor¢ao [14] e com campo escalar [122]). A possibilidade mais simples é
parametrizar a métrica como em (8.1), separando o fator conforme o(z) e reescrever a

equagao (8.7) usando (8.2). A solugao para a agao efetiva é

= SelGu, A +

1 = ~2 | A2 525
— g
) /d :E\/E{waC + ok, + bo(E 3 R) +

+ 2b0A40 — % (c+ %b) [R—6(Vo)? — (Da)]z} (8.9)
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onde S;[Guw, Al = Selguw] ¢ um funcional invariante conforme da métrica desconhecido e
A, que atua como constante de integragao para a equacdo (8.7). Todos os termos com

barra sao construidos com a métrica g,,,, em particular
v
2 _ 1 1 Aspa=0fur
Fl, = FulFasg" g™ .
Além disso, A, é o operador de quartas derivadas conformalmente invariante atuando no
escalar de dimensao nula

2 1
RO+ -

Ay = 0% +2R™ v—
4 + \YAY% 3 5

R, V", (8.10)

A solugao (8.9) possui a vantagem de ser simples, mas uma desvantagem importante é
que ela nao é covariante ou, em outras palavras, ela nao é expressa em termos da métrica
original g¢,,. Para obter a solucao nao local covariante e depois representé-la na forma
local por meio de campos auxiliares vamos seguir o procedimento de [118, 123]. A presenga
dos termos F' 31, nao requer nenhuma mudanca essencial se comparado a consideragao feita
em [125], pois estes termos podem sempre ser tratados juntamente com os C?. Entéo

apresentamos apenas o resultado final na forma nao local, expresso por meio da funcao

de Green G(z,y) do operador (8.10), Ay, G(x,y) = 0(x,y).

Usando as ultimas férmulas e (8.2) encontramos, para qualquer A(g,,) = A(gw, 62"),

0 (/ d'z V@GSA,Qs_ng)

oo (y)

Gpv = Guv
= 4yGALA = 4/gALA. (8.11)
Em particular, obtemos
Linduzida = Tw +T's + e, (8.12)

onde

r, = i/d‘lz\/m /d4y\/T(y) <w02+BF5V)mG(:E,y) (E—%DR) . (8.13)

Y

Y

szg/ﬁ%w@@?/f@¢ﬁ@<E—§DRL}%Lw(E—%DR) (8.14)

c+§b 4 )
I;::-—12(4ﬂ)2u/]ian/g(z)fz(x). (8.15)

As expressoes nao locais para a acao efetiva induzida pela anomalia podem ser apre-

sentadas em uma forma local com o uso dos campos escalares auxiliares ¢1 e o [123]. O
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resultado final, que possui termos eletromagnéticos extras em comparagao com a expressao

considerada anteriormente em [125], é

2
D = Sugus Ay — 3c—|— b/ /—R2

+ d*zr/g(z) { s01A4s01 —3 S02A4802 +
v-b 2

+ o { < (E—30R) —87T1_b (w%@m)] +
1 -
e 12 <a02+ﬁFil,) } (8.16)

A forma covariante (8.16) é equivalente dinamicamente a forma nao local (8.12). A
definicao completa do problema de Cauchy na teoria com acao nao local requer a defini¢ao
das condigoes de contorno para as fungoes de Green G(z,y), que sao independentes dos
termos (8.13) e (8.14). A mesma situagao é encontrada na expressao local em que devem
ser impostas condigoes de contorno para os dois campos auxiliares 1 e . Vamos separar
a parte da agao efetiva (8.16) que possui relagao direta com os termos eletromagnéticos e

portanto representam uma corregao de um lago para a agao classica (8.3),
—— (V—b 2
P = SC[g/JlM A)\] _I_ d4$ g(l’) {V (pl <E — gDR) ‘l—

1 4 1 32
+ 5 d*x~\/g(x) [Q01A4S01 — ©alypa + m (02 — 1) ﬁFpV:|‘ (8.17)

E importante notar que a presenca do termo independente de A,,, ¢1 [E — (2/3)|Z|R} , é re-
levante pois apenas ele fornece a violagao da simetria conforme local em toda a expressao.

De fato, a conexao com a representagdo nao covariante (8.9) é feita através das relagoes

\/§7A4 = Vg €
\/E(E—gﬂf%) = \/§<E—§DR+4A4U). (8.18)

Outra observacao importante é que a dependéncia da métrica de F 51, na equagao
(8.17) aparece devido ao acoplamento de F 51, com com os campos auxiliares p; e s.
Essa dependéncia é nao trivial pois esses dois campos possuem comportamentos diferentes
devido as suas equagoes de movimento serem distintas e, além disso, a possuirem condigoes

inicial e de contorno independentes.

Um exemplo de uso dos campos auxiliares ¢ e @92 é que as diferentes escolhas para
as condigoes de contorno deles permitem classificar os estados de vacuo do buraco negro

semicldssico [9]. Um problema interessante seria explorar as possiveis condigoes iniciais e
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de contorno para os campos auxiliares de tal forma que que elas pudessem influenciar no
calculo das sementes de campo magnético durante a inflacao. Entretanto, este problema
requer uma investigacao detalhada do assunto, o que esta além dos propdsitos desta tese.
No trabalho recente [65], o mesmo problema foi considerado através de uma abordagem
diferente. Os resultados diferem apenas devido a escolha de parametrizagao dos campos

auxiliares, todavia qualitativamente sao similares.

8.2 Obtencao dos fatores de forma exatos em um laco

Nesta secao consideramos o caso de férmions massivos. Comegamos com a acao
S = / d%\@{ i (7“% eyt A, — z'M)w _ %F“”FHV} . (8.19)
Se aplicarmos a equagao (7.7) a equagao (8.19), teremos
H =iy"V, + 1M + ey’ A, . (8.20)
Mas para usar a equagao (7.7) na agao (8.19), fazemos a seguinte transformacao
Trln(H) = Trln(HH*) — Trin(H*) (8.21)

e calculamos I'™ para o operador H H*. Temos que fazer isso para ter uma estrutura com

o operador O descrito pela equagao (7.8).

Nos usamos dois operadores H* diferentes para calcular as corre¢oes de um laco para

a acao (8.19)
Hi = ="V, + 1M — ey’ A, e Hi = —in"V, + 1M . (8.22)

Estamos interessados em termos que podem contribuir para as correcoes de um laco para

o termo proporcional a F 31,, entdo nao temos que levar em conta o termo Trln(H*) na

~

equagao (8.21). Para ver isso, vamos notar que a unica diferenga entre os operadores H
e Hf é que todos o temos com excecao do termo com massa possuem sinais opostos e, de
acordo com [114], as contribuigdes desses dois operadores sdo iguais. Por outro lado, Hj

nao possui termos que podem contribuir para F 31,.

Vamos primeiramente realizar todos os calculos com o operador H 1. Se multiplicarmos
ﬁf da equagao (8.22) com (8.20) e compararmos o resultado com o operador da equagao

(7.8), teremos

A 1 e A A 1 .
P = _ER B EVH’YVFMV + 1M7 ) S 1 = _Z’ya’yﬁRaﬁﬂV +ielFu, . (8.23)
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Como nosso interesse estda apenas nos termos que podem ser proporcionais a F 31,,

substituimos a equagao (8.23) em (7.21) e o resultado em (7.20) e calculamos somente os

termos com fy e f5. Usando as notagoes t = sm? , w =71/t =—0/m?
1 2+a 40
A=1--1 ( ) 2 — . 8.24
a\2-a) T o _um? (8:24)

e os resultados conhecidos [67]

< dt _, f(tu) 1 1 1) /1 44 1
- = — | (== 41 - =4 = 2
C/O a2t gy 47r2[ 12 a? e+ 3a2+18 +0Q2-w),
“dt _, 1 1 yiad*-4/(1
C/O e el 1 v (z“ﬂ*o@‘“%

C/(]ooﬂe_ttl_“’f(ut) L (%+2A)—|—O(2—w),

472 472

denotamos

m? \w—2 1 1 A7 p?
e e ]
4 p? ¢ € 2—w+n m?

Depois de alguma algebra, obtemos uma expressao explicita para o termo ~ F 51, na

acao efetiva

_ 1 2
0 = i [ Fvae B[ k@] (8.25)

onde,

kPP (q) = A( - %) - g. (8.26)

Se expandirmos k¥ (a) em séries de poténcias no parametro a no limite infravermelho
1 )
quando a* ~ p? /m? = —O/m?, e usarmos a seguinte relagao para F,,

VQF/JV _I_ V“FI/Q _I_ VVFQ“ - 0, (827)

obtemos o termo ja conhecido [44] na agao efetiva

1
12072

VPN PO, (8.28)

Se realizarmos os mesmos cédlculos com o operador definido pela equagao (8.22), obte-

mos

. :/[ . R R . R 2
P = ——R- ngﬂw + M2 4 eMy A, + 1§(V“AH) - 1%A”A,,(N —9),
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A 1, e e
S,uu 2 = _Z’Y ’YﬁRaﬁ,uu - 57 'V,u(vuAa) + 57 'YV(VMAQ) -
e? 3 e? 3
= A A+ e ATAT, (8.29)

onde N é o numero de dimensoes. Os calculos dessa vez sao mais complicados, mas
analogos ao caso anterior. O resultado para a acao efetiva tem uma estrutura diferente
da equagao (8.25). Para o operador H;, os termos com f3, fy e f5 da equagao (7.21), em

segunda ordem em A*, em quatro dimensoes, fornecem

U iy f e [ e v ()
+ VA [a (3%—2) + ?—)}VVA” + R, @%)A”A“ b AV A <%)RW+
+ AQAQ[A@—;?HR+R[A<3%—%”AQAQ}, (8.30)
onde
KEF () = A(1 + %) + % (8.31)

Os dois fatores de forma (8.26) e (8.31) contém toda a informagao sobre a dependéncia
de escala do parametro e. E importante notar que que as equagoes (8.25) e (8.30) possuem
o termo de divergeéncias igual. Os termos diferentes sao os termos finitos nao locais apesar
de esse termo ser encontrado através do coeficiente dy da série de Schwinger - DeWitt em

quatro dimensoes (N = 4).

Em duas dimensoes, o termo de divergéncias é fornecido pelo coeficiente d;. Como
ay é proporcional apenas a f P vemos que a contribuicao para a renormalizacao em 2
dimensoes é a mesma tanto para (8.23) quanto para (8.29). Vemos ainda que o coeficiente

a; é igual apenas em d = 2. Vejamos o que acontece com coeficiente ay. Através de (8.23),

encontramos
N y N N
/dN:B g a, = /de\/ﬁ{Eesz,F“ + @Rz—ERMz
N N
Ry R —M4}. 32

Ja a partir de (8.29), o resultado é o seguinte

2

(N N
/dN:B ga,, = /dNat\/g{Eez(V“A”)(V“A,,) - gez(V“A”)(VVA“)—l—

N N N N(N —4)

N
— R? - —RM? - —R,,.sR"*" + — M* APA 2_

T 12 96~ s oMty plte
N(N — 4 N — 6N2% + N3

- %A*‘AH M2y S 648 At (833)
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Podemos ver pelos trés ultimos termos de (8.33) que esta equagao s6 é igual a (8.32) e
possui invariancia de calibre quando N = 4. Em 6 dimensoes quem fornecera o termo
de divergencia sera o coeficiente a3. Nas préximas secoes poderemos observar que, para
ambos os casos, o resultado também esta de acordo. Os calculos para este coeficiente

serao discutidos mais a frente neste trabalho.

8.3 Os coeficientes a,

Para entender melhor a origem dessa diferenca entre os resultados dos dois fatores de
forma calculados na se¢ao anterior, vamos obter todos os termos de terceira ordem nas

““curvaturas”.

A palavra curvaturas aqui representa os termos R,,q3, R, R, P e S,,. Estes termos
possuem a mesma dimensao dos termos com dois F* e um operador 0. Podemos calcular
esses termos através do termo que contribui para IT'™) devido ao coeficiente As da série de

Schwinger - DeWitt [66, 1]

(1) _ 1 1 N N3 I - vaf v
Tren = 2(4%)2w/d I\Yg Str{P + %P(R/ﬂ/aﬁR“ — R,R" + OR)+
1 ~a 4 1. . 1 .+ -
—P v 224 _pap — — o
+ 21 SuwS* + 5 10JHJ +
+ %( S’HV S«ua S«au _ 2R5 S«Ha S«azx + R,ul/aﬁ SHV gag) + R }, (834)

onde jﬂ = Vaga“ e R sdo os termos que dependem explicitamente apenas de tensores de

curvatura, que nao nos interessam neste trabalho.

Se substituirmos P, e S;,,l da equag@o (8.23) em (8.34), encontramos em quatro

dimensoes, em segunda ordem em A,,

— (1 1 1 e2 B o
Then: = —§W/d493\/§ op (2 B 1M F ? — 26 Ro, ™ F,* +
+ 24V, FM VL F,* + 5REF™ F,) (8.35)

que é o mesmo resultado encontrado em [44]. Com este resultado podemos fazer uma
verificacao interessante do fator de forma kf'¥'(a). Vamos expandi-lo até a primeira ordem

no operador O. Teremos

8 2 2 O
FF( \ _ ~_ s
b (a) = A<2 - ﬁ) T9  15m2’ (8:36)
que nos fornece um termo em f%le)n , da seguinte forma
2
=(1 1 e , 0
Thdy | ~ (i)’ / d'r\/g EF“ WFW. (8.37)



89

Se usarmos a seguinte relagao em (8.37),

/ d'z\/g F* OF,, = / d'o /g { =2V, " VaF, "+
+ 2Ry F™ F,® = Ryap F“”Faﬁ}, (8.38)

podemos ver que

I Ty /d4xf—VF“”VFQ—
11 |
= —2—— = (24V,F™ V,F,°), .
2(4W)2m2/da:\/§90( V, PV F, ) (8.39)

que é o terceiro termo da equagao (8.35), como deveria ser. Agora, se substituirmos be
SW, o da equagao (8.29) em (8.34), em quatro dimensoes encontramos, em segunda ordem

em A,, desprezando os termos com derivadas dos tensores de curvatura,

] 1 1
Tdn, = / A2 yGe{ [V " Vo, = (V/V,A%)(V, V¥ A,) -

(47)2m?2
— 2(VIV,LAY) (Vo V¥A,) + (Vo VAP (VVHFAY) — (VPV AL (VVEAY) ] +

1 1 1
+ 5 BwBFY = S(V,A)B(V,AY) + RV, A)(V,A") -

24 36

1 I B A« 2 wv ol 1 o AV wAB
— G(ViA") Rap(VPA") + = Rypay P F*° — = Ry (V7 AY) (VFA?)

1 2 1
- — R, FMF Y — —R,, (V*¥A* JAY) — — A“A”
+ 45 Ra,u Ra AP AY — _8R,ul/045 Rﬂﬁ A AV 180 R,uzxaﬁ R)\Vaﬁ AW A)\‘l‘

1

—_BArA, RFVF“”}, 4
LY o (8.40)

onde
E = Ruap R** — 4R, R™ + R?, (8.41)

que é o integrando do termo de Gauss-Bonnet.

Como fizemos no caso anterior, vamos expandir o fator de forma k¥ (a) até a primeira

’ ~(1 .
ordem no operador O, que nos fornecera um termo em Fge)n ; da seguinte forma

2

_ 1 1 e?
T, ~ — e / diafGrs A — A (8.42)

Agora se tomarmos a equagao (8.40) no espaco-tempo plano o coeficiente do termo
proporcional a A*0? A, é 0 mesmo que aparece na equagao (8.42). E importante notar
que os coeficientes dos termos A* 0% A, nas equagoes (8.39) e (8.42) sao diferentes em 4

dimensoes. Eles sao iguais em 6 dimensoes como veremos na préxima subsecao.
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8.4 Az em N dimensoes

Vamos realizar o mesmo procedimento anterior em N dimensoes. Para HY, encon-
tramos o seguinte resultado

(1 1 1 ? 7 mle v «a
Tlen: = —§W/d]v93\/9360 (2 Rypap F*F*? — 26 Ry, F* F,“ +

+ 24V, F"W N F,* + 5RF" F,) (8.43)
e para ﬁ;, desprezando os termos com derivadas de tensores de curvatura, o resultado
tem a forma

T 1 N v (e} N 14 (e}
Then, = e / d'z\/g e{ [ T VP Vo, = (T, A)(V, V" A,) -

N N N
= 5 (V'L A)(VaVo4,) + N(L = ) A4, + £ (VaV,A%) (V57 A%) -

N N N
- Z(vﬁvﬂAa)(vﬁvma)} — S (VuAD(V,AY) + o R(V,AY)(V,4%) -

N N N
— = Ras(V A VPAY) + = Rupap FFF° — —— R0s(V*AY)(VHAP) —
- N(1- z)@Rwaﬁ(V“Aa)(V”Aﬁ) — 7o R (VA" (Vad”) +

N

— R, (V*A")(V*A,) + N(N — L(VFAY) (VY A
+ 30 Ry (VAA") (V' Aa) + N( 5) 360 T (V )(V o)+

— R (VVAY) (Vo A") + — F*OF,, — N(N —5) — R(V*A")(V,A,) —
+ 0 R, (V7 AY)(V AR +N96 B N( 5) 328 R(V )(ViAY)
— —_R(V"A")(V,A,) — — RF"™F,, — — RR,, A" A"

2]%8 RVEAT) (Vo A,) N192 r 144]51%“ +

— A AR AY — — Ruyap RYAYAY + —— Ryyas R0 AM A

_ 2AMA _ , R AN A, —

' 18}\}52 7NIj VT et A
- o R R A AA}. (8.44)

E bastante dificil de realizar a anélise necesséria para esta expressao. Aparentemente,
ela ndo é invariante de calibre e é diferente de (8.44). Para fazer a anélise completa,
precisamos de responder as duas perguntas: ( 1 ) Como podemos mostrar que as duas
expressoes para az sao distintas ou iguais em alguma dimensao particular ? ( 2 ) Essas

duas expressoes sao iguais em qualquer dimensao 7

Vamos comegar fazendo o teste mais simples. Consideremos a propagacao da parte
puramente transversa de A,, o que significa tomar os termos que sao proporcionais a
A,0%A" em ambas as expressoes. E importante notar que esses termos nao podem ser
afetados pela possivel violagdo da invariancia de calibre na expressao (8.44), logo este

teste particular é independente do restante.
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Para comparar os dois resultados, primeiramente vamos tomar a equagao (8.44) no

espaco-tempo plano e usar a seguinte relacao
/ e PO, — —2 / dr AP T2 A, — 2 / d(V, A) O (VP A,) (8.45)

Para que a equagao (8.44) possa ser escrita apenas em termos de F*OF),, ou seja, ser
invariante de calibre, os coeficientes dos termos A* 0? A, e (V,A*)O(V¥A,) devem ser
iguais. Isso s6 acontece quando N = 6. Além disso, o teste que nos propusemos a fazer
também apresenta o mesmo resultado, ou seja, os coeficientes do termo A*O? A, em
(8.43) e (8.44) somente sdo iguais, também, em N = 6. Essa informagao responde ao
item ( 2 ), ja que inferimos dela que fora de 6 dimensoes as duas expressoes para as sao

diferentes.

E diffcil responder prontamente a questao ( 1 ), inclusive nao conseguimos mostrar
completamente que as duas expressoes sao iguais em d = 6 para uma métrica de fundo
arbitraria. Entretanto, existem fortes indicios de que este é o caso. Os argumentos a
favor desta conclusao advém da anédlise feita para os termos proporcionais a F),, OF* e
o estudo de métricas particulares. Consideremos o espaco-tempo de de Sitter para tes-
tarmos a igualdade das equagoes (8.43) e (8.44). Mesmo neste caso nao é facil trabalhar
com (8.44), mas podemos fazer uma andlise qualitativa da expressao para as 2. Primeira-
mente, ja sabemos que os termos sem curvatura escalar sao os mesmos em ambas as
expressoes. Agora, se usarmos as seguintes relagoes, satisfeitas no espaco-tempo De Sitter

em 6 dimensoes,

R R
Rivas = 5o(9ap9sy — Gawgsu) » R = 9w (8.46)
30 6
a equagao (8.43) tem a forma
- /d% 962{—3v FWYLE, — L ppmE } (8.47)
rent (47)2m?2 5" e 150 S A

Como préximo passo vamos considerar os termos proporcionais a curvatura escalar,
que podem ser representados simbolicamente como RF'F. Para fazer a analise destes
termos devemos levar em conta também os termos proporcionais a derivadas das compo-
nentes do tensor de curvatura em (8.44), que identificamos como A?DR. Se integrarmos
por partes estes termos, eles podem passar a contribuir para estruturas do tipo R2A2. J4
que esses termos podem ser escritos como termos de derivadas totais no espacgo-tempo
de de Sitter, podemos introduzi-los em aéz) com um coeficiente arbitrario. Para fazer a

escolha correta do coeficiente, devemos calcular os termos R?A? que vém diretamente da

expressao (8.44) e escolher os coeficientes dos termos A2DR que (integrados por partes)
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cancelam estes termos R2A2. Depois disso, os termos proporcionais a REF'F, gerados pela
mesma integragao por partes, somam-se aqueles que vem diretamente de (8.44) e final-
mente tornam-se o mesmo de (8.47). Os detalhes desta consideragao incluem férmulas

extremamente grandes e nés nao as mostramos aqui.

8.5 A anomalia multiplicativa

Vamos analisar cuidadosamente os resultados que foram obtidos nas ultimas trés
segoes, seguindo a abordagem usada em [63]. A agao efetiva completa de um lago foi

obtida de duas maneiras e os resultados s@o expressos pelas equagoes (8.25) e (8.30).

Como podemos entender essa diferenca nos resultados que vem dos dois esquemas de
calculo, baseados nos dois operadores auxiliares H; e H; 7 Para responder esta pergunta,

vamos notar que a introducao desses operadores pode ser vista de duas forma distintas.

Primeiramente, podemos interpreta-la como uma mudanga de variaveis na integral de
caminho (7.5), ou seja, tomando ¢ = H *X, onde Y é uma nova variavel quantica. Neste
caso, o jacobiano dessa transformacao deve ser levado em conta e sera relacionado a uma
outra integral de caminho, similar a (7.5), que para o segundo caso, por exemplo, terd a

forma
/DxDX exp {z’/dda:\/ﬁxffgx} . (8.48)

Essa integral nao depende do potencial eletromagnético, apenas da métrica e é, por-
tanto, invariante sobre transformagoes de calibre. Entretanto, o resultado que obtemos

depois de fazer a mudanca de variaveis é completamente diferente

/Dwa exp { z'/dda:\/g 0 (f] . f];) X} , (8.49)

ja que essa integral nao possui invariancia de calibre e portanto o fato de o resultado da

mudanca de varidveis também nao a possuir ja era esperado.

Outra possibilidade se compreender a operagao de multiplicar por um operador auxi-

liar é através da conhecida relacao
Ln Det (H* - H) = Ln Det H* + Ln Det [ . (8.50)

Os dois termos do lado direito sao invariantes de calibre, jA que o primeiro é um resul-
tado de uma integragao funcional invariante de calibre e o segundo simplesmente nao

se transforma, pois nao depende nem de A, nem do campo espinorial. Logo, como o
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lado esquerdo desta equacao nao satisfaz a essa transformacao, a consequéncia é que a

“identidade” (8.50) ¢é violada. A relac@o similar a (8.50)
det (A- B) = det A- det B,

como ja foi dito na introducao, pode ser demonstrada para matrizes quadradas de tamanho
finito. Entretanto, a prova nao pode ser generalizada para operadores diferencias, os quais
possuem representacoes matriciais de tamanho infinito. De fato, varios matematicos e
fisicos, por um bom tempo, buscaram um exemplo em que essa relagao nao seria satisfeita
[90, 51], usando a técnica da regularizacao-¢ [52]. Essa possivel violagao foi chamada de
anomalia multiplicativa. Contudo, os resultados desses trabalhos foram vistos com um
ceticismo justificavel [53, 45, 102] ja que, de fato, é dificil de se fazer a distin¢ao desse

efeito da ambiguidade usual na renormalizacao.

Vimos, através das equagoes (8.32) e (8.33) que os termos divergentes, que podem
ser obtidos diretamente do coeficiente ay da série de Schwinger-Dewitt sao iguais apenas
quando o nimero de dimensoes é quatro. Ja a parte nao local das agoes efetivas sao sempre
diferentes (8.26) e (8.31). Entretanto se expandimos (8.26) em primeira ordem em O o
coeficiente é o mesmo encontrado para o termo correspondente obtido através do termo
az da série de Schwinger-Dewitt. Como os dois métodos de cdlculos sao independentes,
essa é uma forte verificacao deste resultado. A situacao é analoga para o fator de forma

(8.31) expandido e seu correspondente termo as.

Mas o ponto mais interessante é que estes dois coeficientes que sao diferentes em
quatro dimensdes (A, 0% A* para H; e H; em primeira ordem em O) sdo iguais apenas
em seis dimensoes. Também ja foi mencionado que a contribuigéo do termo a; = [ \/5}3
para os dois casos estudados s6 serao iguais em duas dimensoes. Para ver isso basta

comparar as expressoes de P em (8.23) e (8.29).

Além disso, temos argumentos fortes para acreditar que a situacao qualitativa de as
é mesma dos coeficientes a; e as. Todos esses coeficientes sao universais (independentes
de esquema) nas dimensoes 2, 4 e 6, correspondentemente. E, ao mesmo tempo, eles sao
essencialmente dependentes do esquema de cédlculo em outras dimensoes. Pode-se ver
entao que este fato implica que, em qualquer dimensao, as divergéncias logaritmicas sao
universais e invariantes de calibre. Por outro lado, as divergéncias quadradas e quartas,
assim como as partes finitas, sao dependentes do esquema de calculo e, no caso do método
baseado em Hj, elas nao sdo invariantes de calibre. Claramente, esta caracteristica nao
contradiz a invariancia de calibre para a renormalizacao da teoria, mas mostra que os

resultados finitos sao dependentes do esquema de calculo.
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Devemos lembrar que a agao efetiva, em qualquer dimensao particular, é uma soma
(veja a equagao (7.21)) da série de termos proporcionais a ag, a1, Gg, as, etc. Portanto,
podemos concluir que a acao efetiva é dependente do esquema em uma dimensao particu-
lar. A dependéncia de esquema de calculo que estudamos aqui fundamentam o exemplo

explicito da anomalia multiplicativa.

Ja4 que as corregoes quanticas no setor eletromagnético possuem uma ambiguidade,
¢é possivel formular questao sobre qual dos dois esquemas fornece um resultado correto.
Deve ser dada vantagem para o método baseado no operador f]f, por ser mais natural e
preservar a invariancia de calibre. Entretanto é importante estar ciente da ambiguidade

que representa uma nova manifestacao de uma propriedade geral da acao efetiva.

8.6 Grupo de Renormalizacao, baixas energias e de-
sacoplamento

Vamos agora utilizar o procedimento descrito na secao 7.5 para obter a funcao beta
dependente da massa para a carga elétrica. Se aplicarmos esse procedimento ao fator de

forma k{"*'(a) do termo F7,,

a funcao beta no esquema dependente da massa tem a forma
3 48a — 20a® + 3(a® — 4)?In(Z2
Bl =—— @ =9 o) (8.51)
(47)? 6a3

que é o resultado geral para a funcao beta valida em qualquer escala. Como casos especiais,

podemos tomar o limite UV, p? > m? ou a — 2

3 2
iov € il m
b _(47r)23+0<p2)’ (8.52)

que é um resultado bem conhecido [36] e também o limite IR, p? < m?

IR
g =

¢ 4AM O<M4). (8.53)

(4m)2 15 m? mt
Esta equagao é o famoso teorema de Appelquist e Carazzone [2]. Ela foi obtida como
caso particular da funcao beta (8.51) que é valida em qualquer regime de energia. Célculos

similares para o fator de forma kX% (a) fornecem

g e —4a(12 4 a?) +3(—16 4 a*) In(372) (8.54)
¢ (47)2 12a3 '

No limite UV p? > m?, a funcao beta estd de acordo com o primeiro resultado (8.52),
enquanto que no limite IR p? < m?, obtemos
e3 1 M? (M 4)

g = e 5 m? (8.55)

mA
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Como podemos ver pelas expressoes (8.53) e (8.55), ha uma diferenga na forma que a
funcao beta vai para zero no limite IR. Para discutir esse fato, vamos tomar a diferenga
entre os dois fatores de forma k'Y e kI

AFFF — kFF(q) — |FF(q) = A(l - %) —% (8.56)
e expandir AFTF em séries de poténcias em a. No limite IR, temos a? ~ p? /m? =
—O/m?, entao

1 O

AFFF = — . — 1 0(p*/m?). 8.57
Para saber qual poderia ser a influéncia dessa diferenca na acao efetiva, podemos
considerar quais seriam os novos termos nas equacoes de movimento, gerados pelo termo

1 O
F“”<% : ﬂ?) Fl. (8.58)
Como esse termo é proporcional ao operador O, se considerarmos apenas o espago-tempo
plano, usamos a equacao (8.27) para obter um termo proporcional a (V,F #)2. Este nao
influenciard as equagoes de movimento em O(e*) como foi mostrado em [44]. Entretanto,
a situagdo se modifica quando levamos em conta o espago-tempo curvo. Neste caso,
encontramos uma diferenca no resultado do teorema de Appelquist e Carazzone [2]| para

as duas fungoes beta calculadas que é proporcional a curvaturas, através da relagao

/ d'z P OF™ = -2 / d'z V,F'"V\F,A + 2 / d'z Ry F*"F*—

/ d*s Reapu " FP. (8.59)

Essa discrepancia é confirmada também pelo calculo do coeficiente as descrito na
secao anterior. Outro ponto importante que deve ser enfatizado é que, embora nossos
dois resultados para funcdo beta (8.51) e (8.54) tenham formas explicitas diferentes do

resultado que havia sido obtido anteriormente em [130], todos concordam no limite UV.

8.7 Dependéncia da carga com a energia

Vamos agora estudar a variacao da carga elétrica com a escala de energia. A diferenca
nas expressoes para os fatores de forma k¥ (a) e k¥ (a) e, consequentemente, para as
fungoes beta (8.51) e (8.54) significa que a carga efetiva pode ter comportamento difer-
ente para os métodos de célculos distintos (aquele baseado no operador Hf e 0 que se

fundamenta em Hj). Além disso, esperamos que possa haver uma discrepancia para essa
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Figura 1: Fungoes beta que correspondem aos fatores de forma k; (linha
continua) e ko (linha tracejada). O eixo vertical é construido em unidades
de e3/(4m)2.

dependéncia com a energia entre a o resultado obtido pelo esquema de subtracoes minimo

e o método de subtracoes de momentos, especialmente na regiao de baixas energias.

Para investigar a renormalizacao das quantidades correspondentes, no esquema fisico,
vamos aplicar o operador —epd/dp a k‘f f(a) com O substituido por —p?. Fazendo isso,
encontramos novamente as expressoes para as fungoes beta que agora serao apresentadas

de maneira mais conveniente

(47)? _ i FF _i FF
63 /61 - pdpkl (a) - dtkl (a) €
47)? d d
= 63) By = P%k‘fp(a) = Ek‘fp(a)- (8.60)

Aqui t é uma parametro adimensional definido por t = In (p/m).

O limite UV ¢ alcancado quando p > m, ou de forma equivalente ¢ > 1, enquanto
para o limite teremos as relagoes inversas p < m e t < 1. Com a ajuda do programa
de computador Mathematica, pode-se calcular explicitamente as fungoes beta acima e
integra-las. Para ilustrar este resultado, plotamos as fungoes beta para ambos os casos

como fungao do parametro a (veja a figura 8.1).

A integracao da equacao de renormalizacao correspondendo a 3, que fornece a curva
que mostra a dependéncia da carga com a energia no esquema fisico, também pode ser
feita usando o programa Mathematica. Para fazermos a comparacao, plotamos na figura
8.2 esta curva junto com a curva obtida pelo esquema de subtragoes minimo, para grandes
valores de t, onde um podlo de Landau aparece. Nao é complicado agora visualizar uma

diferenca entre os dois casos que se mostram praticamente iguais.
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-02F
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Figura 2: As curvas para o parametro e(t)? parecem coincidir para os esquemas
subtragbes minimo e fisico (para este usamos o procedimento correspondente
ao fator de forma k). Entretanto, ambas as curvas sao ligeiramente diferentes,
assim como o polo de Landau (veja a proxima figura). Usamos aqui e(0) = 0.1.

Entretanto a curva obtida pelo esquema fisico é deslocada um pouco para a direita.
Essa diferenca fica mais clara se olharmos com mais detalhes para a regiao do grafico onde
t ~ 5900, que é mostrada na figura 8.3. Nesta figura, Pode-se notar duas linhas verticais (a
tracejada para o esquema de subtragoes minimo), indicando os pélos de Landau. Elas sao,
entretanto, muito préximas, ja que os valores para t diferem menos de 0.02%. A situacao
é similar a que foi descrita antes para a o caso do campo escalar [109]. A dependéncia da
carga elétrica efetiva com a energia é mostrada na figura 8.4, onde plotamos e~2 versus
t = In(p/m). O grafico para o esquema de subtragoes minimo é a linha reta, como
deveria ser. Ja o método de subtracoes de momentos mostra duas linhas retas nos limites
assintoticos (IR e UV) com uma transi¢gdo suave na regiao intermedidria. Pode-se notar

claramente que as duas curvas sao similares na regiao UV, ou seja, para valores de t para

os quais t > 1 (de fato, isso ja é valido desde t > 2).

Todavia, mesmo para o limite UV os dois graficos nao coincidem e sao representados
por duas retas paralelas com pontos iniciais diferentes (em t = 0, em que temos p = pg €
= pp). O efeito do deslocamento ultravioleta efetivo nao aparece somente em EDQ, mas
também em QCD e setores eletrofracos do modelo padrao. Este efeito, apesar de ser bem
pequeno, pode ter aplicagoes interessantes. Por exemplo, pode-se tomar o deslocamento
dos valores iniciais das constantes de acoplamento quando se calcula os limites UV nas
teorias de calibre via grupo de renormalizacao (veja, por exemplo, [38]). Os calculos desse
tipo sao de certa forma relevantes, ainda mais se levarmos em conta a perspectiva da

fisica do LHC. O efeito das massas dos campos quanticos podem, em principio, mudar a
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5800 5900 6100

Figura 3: O mesmo grafico da figura 8.2 visto com mais detalhes perto de
t ~ 5900. Aqui as duas linhas verticais indicam polis de Landau diferentes. A
linha tracejada representa o esquema de subtragoes minimo. Os valores para
t correspondendo aos polis diferem entre si menos de 0.02%.

99.98

99.96

Figura 4: Curvas para e(t)"2. A linha tracejada representa o esquema de
subtracoes minimo e a linha continua o método de subtracoes de momentos.
Para valores de t grandes, as duas curvas sao retas paralelas. A diferenca
substancial entre os dois graficos aparece para t < 1.

precisao dos resultados. Como caso particular, o efeito do deslocamento dos dados iniciais,
pode também ser observado em modelos supersimétricos como MSSM e suas extensoes.
Como resultado, pode haver uma ligeira violagao da convergéncia exata das constante de
acoplamento ¢, ¢’ e gs que poderdo formar um triangulo ao invés de se encontrarem em
um tnico ponto. Essa questdo envolvendo teorias massivas ja foi discutida em [7], mas
pode ser feita de forma mais explicita usando as expressoes analiticas para as funcgoes

beta.
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8.8 Fatores de forma exatos para eletrodindmica es-
calar

Podemos utilizar a mesma técnica para obter resultados similares para a eletrodinamica

escalar quantica(EDEQ). Comegamos com a acao

(1 1 1
S = / Ao y/g{ 5(D"0) (Duo)' — 5moés’ — 2P F |, (8.61)
onde
Dup = 0,0 —ieAyd , (Do) = 0,0 +icAud . (8.62)

Agora, se substituirmos (8.62) em (8.61) e integramos por partes os termos com derivada

de ¢*, podemos reescrever a acao inicial da seguinte forma

1 ) 2
S = / d4x\/§{ — 50" 06 + ¢"ieA(0"9) + %QS*QS(V“A“) n %QS*QS(AHA“) _

1 1
— Smes” - ZIFWFW}, (8.63)

Aplicando a equagao (7.7) em (8.63), teremos
H = 1[0 — 2ieA"d, — 2 A, A" +m —ie(VFA,)]. (8.64)
Comparando (8.64) com a forma de H da equacao (7.8) encontramos
1= —1e24,4" + 1m — Tie(V"4A,) , b’ = —TieA”. (8.65)

Substituindo (8.65) em (7.22), obtemos

~

. o 1 A A
P=1m— ER , Sy = lieF), . (8.66)
Se calcularmos apenas o coeficiente ay da série de Swinguer - DeWitt encontramos o

resultado para a parte divergente de I'™). Usando (8.66) e

~

1

1~ 1 =~ 1 -~
2 R L OR) 4 -P24-(0OP)+ — 2}. .
180(1-2 R+ R)+2 +6( )+ —S (8.67)

Ay = STrd2($,l‘) - STr{ nval 12 me

teremos que o termo proporcional a F 31, em I'™ tem a forma, usando regularizacio di-

mensional
_ ,u"_4 1
ro—r / d%\/g{ 6emyzw"}. (8.68)
€
de onde podemos escrever a equacao para renormalizagao da carga elétrica

1 e?
&0 = E,u(‘*‘")/Q(l - E)e, (8.69)
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onde € = (4m)%(n —4).

Vamos agora obter o fator de forma exato. Como nosso interesse esta apenas nos

termos que podem ser proporcionais a F 31,, substituimos a equagao (8.66) em (7.21) e o

resultado em (7.20) e calculamos somente os termos com f5.

Usando as notagoes t = sm?, u =7/t =—0/m?
1 2+a 40
A=1-—-1 < ) e — 8.70
a \2—q/) T O am? (8:70)

e os resultados conhecidos [67, 68]

m? \w=2 [ dt _, f(tu) 1 11 1 44 1
—et 2 = === [=+1)-=+—= 2 —
(47r,u2) /0 12" teu 47T2[(12 a2) (OZJr ) 302 T 1g) TOC—w),

m? Ne-2 [ dt 1 1 ra2—4 (1
Pt 4 } 0@ —
<47r,u2) /0 12" o 4%2[ 4a? (a+ ) TO2-w),

depois de alguma algebra, obtemos uma expressao explicita para o termo ~ F) 51, na acao

efetiva
o - b /d‘lx ge’ F, [LJFI{:FF(a)}FW (8.71)
2(47)2 16
onde,
4A 1
FF
= 4+ = 72
k" (a) 3a2+9 (8.72)

Pode-se notar que a parte divergente é a mesma encontrada na equagao (8.68). A

funcao beta no esquema dependente da massa é a seguinte

~ & 2a(6—a’) +3(4 — o) In(557)
o= (4m)? 3a3 at (8.73)

que é o resultado geral para a funcao beta valida em qualquer escala. Como casos especiais,
podemos tomar o limite UV, p? > m? ou a — 2
3 2

e’ 1 m
8 = o §+O<p—2), (8.74)

que é um resultado que a equagao (8.69) nos fornece num esquema de célculo totalmente

independente e, além disso, também podemos obter o limite IR, p? < m?

e? 1 M? <M4)

IR _ - -
B = @) 30 me + (8.75)

ma
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8.9 Coeficiente A3 para EDEQ

Podemos ainda fazer uma verificagao interessante para o resultado da equagao (8.72).

Se fizermos a expansao até a primeira ordem no operador O, teremos

44 11O

k' (a) = 27 "5 S 0T (8.76)
que nos fornece um termo em f%le)n , da seguinte forma
T, | ~ (417)2 / d%@% FHv % F . (8.77)
Se usarmos a relacao 8.59 na equacao acima, podemos ver que
I - / d4x\/§6—2 VPN F,© (8.78)
(47)? 60 K

O fato interessante é que podemos obter esse termo de forma independente. Para
isso, basta calcular termo que contribui para (V,F*)? em '™ devido ao coeficiente A;

da série de Schwinger - DeWitt [1] como fizemos para EDQ), usando (8.34).

Se substituirmos P, e S;,,l da equacao (8.66) em (8.34), encontramos o mesmo resul-
tado expresso na equacao (8.78), que também estd de acordo com o resultado obtido em

73].
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9 Conclusoes

Nesta tese, foram obtidos os seguintes resultados originais:

1) Consideramos a transformagao Foldy-Wouthuysen exata para o campo espinorial
de Dirac no fundo de ondas gravitacionais e um campo magnético constante. Tomando
o limite classico da Hamiltoniana do campo espinorial, chegamos as equagoes de movi-
mento nao-relativisticas para a particula de spin meio. Mostramos que o efeito da onda
gravitacional no campo espinorial e na correspondente particula pode ser, em principio,
intensificado por um campo magnético suficientemente forte. Estes resultados foram pu-
blicados em [56]. O efeito pode ser relevante para aplicages astrofisicas e, em principio,
pode ser 1til para para se criar detectores de ondas gravitacionais baseados em fisica

atomica e interferometria com grande precisao.

2) Discutimos a possibilidade de se utilizar a transformacao Foldy-Wouthuysen exata
para o espinor de Dirac com diferentes termos extras, que violam as simetrias CPT e
Lorentz. A classificacao desses termos foi realizada, selecionando aqueles para os quais a
TFWE é admitida. Como exemplo, consideramos um campo vetorial axial, que pode ser
associado com o campo de torg¢ao gravitacional completamente antisimétrico e construimos
a EFWT para o caso quando apenas a componente temporal deste campo axial estd

presente. Estes resultados foram publicados em [62].

3) Consideramos o papel da EFWT para situagoes quando a teoria ndo admite um
operador de involugao. Neste caso, a técnica da transformacgao exata pode ser utilizada
para se obter uma andlise qualitativa do resultado perturbativo. Como exemplos dessa
abordagem desenvolvemos os calculos explicitos para dois casos diferentes seguintes: i) um
campo elétrico externo; i) a parte espacial do campo de tor¢ao gravitacional. Ambos os
resultados foram comparados com aqueles ja conhecidos na literatura que foram obtidos
pela TEFW perturbativa e todos sao condizentes. A grande vantagem de se utilizar a

técnica que chamamos de transformagao semi-exata para os campos que nao admitem a
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transformacao exata é que esta técnica é muito mais economica na parte de calculos do
que a transformagao usual. Estes resultados foram publicados em [60, 61] e no apéndice

de [62].

4) Calculamos e discutimos as corre¢oes de um lago para o setor do féton da EDQ no
fundo de um campo gravitacional. Primeiro, consideramos a agao induzida pela anomalia
conforme. Este resultado pode ser visto como uma aproximacao realista no universo
primordial, quando as massas de todos campos quanticos sao despreziveis comparando

com as energias dos fotons.

5) No caso de campos quanticos com massa, obtivemos uma expressdo covariante e
nao-local para a acao efetiva correspondente, similar a que havia sido obtida antes para o
setor gravitacional. Para derivacao dos termos quanticos foi utilizado o método de “heat-
kernel”, desenvolvido anteriormente nos trabalhos de Avramidi, Barvinsky e Vilkovisky,
e a técnica de tratar as corregoes quanticas dos campos massivos sugerida nos trabalhos

de Gorbar e Shapiro.

6) A partir da expressao para um formfator completo de um lago, obtivemos a fungao
beta em um lago para a carga elétrica no esquema de renormalizacao baseado na sub-
tracao de momentos. A partir desta expressao geral, estudamos os limites sem massa e
com grande massa. No ultimo caso observamos o fenomeno de desacoplamento quantico
(teorema de Appelquist e Carazzone). Podemos dizer que nés obtivemos, pela primeira
vez, uma forma completa deste famoso teorema, inclusive a dependéncia de escala para
energias intermedidrias, de forma simples e analitica. Em principio, este resultado pode
encontrar varias aplicagoes em fisica de particulas, especialmente levando em conta que
ele pode ser facilmente generalizado para modelos como MSM, MSSM, vérias versoes de

NMSSM e GUTs.

7) Uma abordagem semelhante foi aplicada para a eletrodinamica escalar, onde também
encontramos tanto fator de forma completo, quanto a funcao beta fisica no esquema de
renormalizacao baseado na subtracao de momentos. Os resultados das partes 4, 5, 6 e 7
foram publicados em [63]. Esperamos que os célculos das corregoes quanticas possam ter
aplicacoes em cosmologia e astrofisica. Em particular, os efeitos quanticos de férmion mas-
sivo violam a simetria conforme local no setor dos fétons e isso pode ajudar na explicacao

de geracao de sementes do campo magnético nas galaxias.
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8) Mostramos que a férmula muito bem conhecida det (A - B) = det A - det B, que
pode ser facilmente demonstrada para matrizes de dimensoes finitas pode ser incorreta
para determinantes funcionais de operadores diferencias, incluindo aqueles que sao rele-
vantes para as aplicacoes da teoria quantica de campos. Apresentamos o primeiro exemplo
onde a diferenca entre os dois determinantes funcionais é uma expressao nao local e por-
tanto nao pode ser explicada pela ambiguidade na renormalizacao. Além disso, pelo uso
de outras dimensoes com niimero par, explicamos a origem dessa diferenca de forma qua-
litativa. Esses resultados foram publicados em [63] e também uma versdo mais detalhada

sera publicada em [64].

9) Durante o desenvolvimento da tese ainda foi elaborado o trabalho na drea de
fisica de particulas [59]. O artigo trata do estudo do decaimento de duas particulas em
uma. E um trabalho multidisciplinar desenvolvido durante a escola do CERN em que sao
abordados os casos da particula Higgs decaindo em dois bésons Z e posteriormente em
4 1éptons (no artigo ha a descri¢do de como se obter o corte de energia para o qual nao
se espera esse evento) e também o caso de um quark b decaindo em dois muons. Esta
parte nao entrou na tese, ela s6 esta mencionada aqui para completar a lista de resultados

obtidos durante o periodo de doutorado.
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