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Resumo

No estudo da Gravitagao é possivel escrever a métrica utilizando um fator conforme, sendo
a simetria conforme um aspecto importante em Cosmologia. Assim, apresentamos nesta
tese um estudo sobre esse topico na primeira parte do trabalho, no qual estao incluidas
técnicas de célculo de termos lineares e quadraticos na curvatura em exemplos de interesse
fisico. A importancia de tais técnicas estd no fato de possibilitarem a obtencao das
equacoes, necessarias no estudo da gravitacao, através de um procedimento eficaz com
maior simplicidade com relagao ao método tradicional. Em seguida foi realizada uma
investigagao dos efeitos da tor¢ao na teoria de Einstein-Cartan para o universo primordial.
Nesta tese foi realizado um estudo das solugoes para um fluido de spin relativistico de
Weyssenhoff homogéneo e isotropico e uma corrente axial tipo-tempo, também homogénea
e isotrépica. As solugoes gerais podem ser descritas em termos de trés solugoes particu-
lares. As propriedades e aspectos dessas solugoes, tais como auséncia de singularidade e
expansao acelerada, foram analisadas e dependem das relagoes entre os parametros das

fontes.

Palavras-chave: Torg¢ao, Fluido de Weyssenhoff, Cosmologia, Inflacao.



Abstract

In gravitation, it is possible to write metric tensor using a conformal factor. In this
sense, conformal symmetry is an important feature in Cosmology. We firstly present
a useful study on this subject, along with several techniques of calculating linear and
quadratic terms on curvature. Next, we investigate the effects of torsion in the framework
of Einstein-Cartan theory in early cosmology. We study solutions for a homogeneous and
study solutions for a homogeneous and isotropic relativistic Weyssenhoff spin fluid with
dynamical timelike axial current, also homogeneous and isotropic. The general solutions
can mostly be described by means of three particular solutions. The properties of these
solutions (such as singularity avoidance and primordial or late accelerated expansion) are

analysed and depend on the relations between the source parameters.

Keywords: Torsion, Weyssenhoff fluid, Cosmology, Inflation.
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1 Introducao

’

E notoério como a curiosidade humana em entender o meio ao seu redor, bem como
suas origens, possibilitou a construcao do conhecimento acumulado ao longo de nossa
histéria, e assim o surgimento da ciéncia. Muitas questoes sempre estiveram presentes,
como a origem do homem, a origem das espécies, a origem da vida em nosso planeta, a
origem de nosso planeta e do sistema ao qual pertencemos. Ao olhar por esse prisma,
torna-se claro como os por qués associados a exaustivos esforcos de seres inquietos e
dispostos a trabalhar a construg¢ao de um novo saber, promoveram verdadeiras revolucoes
no conhecimento humano. E em meio a tantas descobertas surge a fisica, uma ciéncia
de natureza singular a qual desde seu surgimento, sempre promoveu rupturas e quebras
de paradigmas nas diversas areas do conhecimento, inclusive em si mesma, influenciando

profundamente a histéria da sociedade.

Na fisica, a Gravitacao vinculada a Mecanica sempre teve seu status garantido ao
longo dos séculos. Com Isaac Newton uma grande revolugao foi instaurada e outras mais
surgiram no inicio do século XX com a Mecanica Quantica, a Relatividade Especial e a
Relatividade Geral, verdadeiros expoentes do pensamento contemporaneo. Tais teorias
alimentaram ainda mais a insaciavel sede humana na busca do conhecimento, possibil-
itando o surgimento de novas dreas de pesquisa e alterando para sempre nossa visao
a respeito do macro e micro Universo. Teorias como a Teoria Quantica de Campos e
Particulas e a Teoria de Cordas (veja por exemplo [1, 2, 3, 4]) surgiram, solucionaram
problemas e levantaram questoes até entao inimaginaveis. Mas, entender o meio que nos
cerca e nossa origem envolve também compreender o Universo em que estamos inseridos.
Surgem entao muitas perguntas, sendo muitas delas abordadas no estudo da Gravitagao,
se estendendo desde a origem de nosso Universo até questoes relacionadas ao estado atual

do Cosmos como a existéncia de matéria e energia escuras.

Neste trabalho serao tratados alguns aspectos relacionados a Gravitagao no Universo
primordial, em seu periodo inflacionario. Os efeitos da estrutura nao-Riemanniana, no

contexto da Cosmologia, ja sao estudados ha algum tempo com importantes trabalhos pu-
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blicados nas ultimas décadas. A generalizagao mais simples da Relatividade Geral (preser-
vando a metricidade) é encontrada pela introdu¢ao de uma conexao afim assimétrica, com
o tensor torgao obtido a partir dessa como sua parte antissimétrica. O caso Riemanniano
¢é obtido pela imposicao de tor¢ao nula. E possivel considerar modelos cosmoldgicos em
estruturas nao-Riemannianas mais gerais, tal como a nao-metricidade (veja por exem-
plo a revisao de Puetzfeld [5]), embora esses casos nao sejam abordados neste trabalho.
Muitos foram os artigos publicados que discorreram sobre torcao com varias abordagens
e imensa gama de aplicagoes. Para a introducao dos fundamentos da teoria da gravidade
com torcao, veja a Ref. [6], e para as abordagens mais recentes, incluindo os aspectos

quanticos da torgao, veja a Ref. [7].

Trabalhos desenvolvidos na década de setenta mostraram que a eliminacao da sin-
gularidade e obtencao da inflacao podem ser induzidas pelo uso da tor¢ao na teoria de
Einstein-Cartan, por Kopczynski [8], Trautman [9], e Hehl e colaboradores [10]. Na teoria
de Einstein-Cartan a torcao nao possui dinamica e é completamente expressa em termos
das fontes de spin (Ref. [6]). Deste modo, ao se trabalhar com a teoria de Einstein-Cartan
deve-se introduzir matéria com spin; o que pode ser feito de varias formas. O modo mais
natural é considerar, além da acao de Einstein-Cartan, a Lagrangiana para o campo de
Dirac de spin 1/2, interagindo minimamente com a torgao. E possivel assim descrever a
teoria como a Relatividade Geral, modificada com uma interacao de contato spin-spin.
De acordo com a Ref. [11], a torgao nao prevé a singularidade inicial, mas pode realgar
sua presenca. Além disso, a tor¢gao pode providenciar uma fase de expansao acelerada na
teoria métrica-torcao com matéria descrita pelos espinores de Dirac e Rarita-Schwinger
Ref. [12]. Nesse cendrio, os autores do artigo da Ref. [13] descreveram a transigao entre a
expansao primordial acelerada e uma desacelerada em termos do campo de Dirac massivo
(veja também, por exemplo, o trabalho da Ref. [14]). E possivel também considerar outra
Lagrangiana para a gravidade e tor¢ao, num contexto mais geral da teoria de gauge de
Poincaré da gravidade, com termos quadréticos da curvatura. Nesse contexto pode-se

mencionar por exemplo, os trabalhos nas Refs. [15], [16] que descrevem matéria sem spin.

Outro modo de introduzir torcao é considerar um fluido com densidade de spin in-
trinseco, que em principio nao admite uma descricao Lagrangiana baseada nos campos
espinoriais. Nesse caso, € necessario postular uma correcao de spin para o tensor momento-
energia. No trabalho de Szydlowski e Krawiec, Ref. [17], foi realizado um estudo dos
efeitos cosmolégicos de um fluido de spin perfeito (fluido perfeito com densidade de spin
intrinseco), conhecido como fluido de Weyssenhoff [18], bem como para as restrigdes do

tipo supernova Ia tendo os autores concluido que o fluido de Weyssenhoff produz expansao
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acelerada mas nao pode servir como alternativa para energia escura. Também, na Ref.
[19], Puetzfeld e Chen calcularam algumas restri¢oes para os dados da supernova Ia em
um cendrio diferente da geometria nao-Riemanniana. No trabalho de M. Gasperini (Ref.
[20]) foi considerado o fluido de Weyssenhoff com o tensor momento-energia derivado de
uma Lagrangiana aperfeicoada previamente por Ray e Smalley [21], com o spin como uma
varidvel termodinamica. Vemos também no trabalho de M. Gasperini [20] que a torgao
providencia auséncia de singularidade e expansao acelerada no Universo primordial, mas o
fator de expansdo da escala cosmoldgica, a(t), é muito pequeno, a menos que o parametro
w (p = wp) da equagao de estado do fluido de spin seja ajustado de um modo especial.
E possivel também verificar no trabalho da Ref. [22] uma andlise realizada em um con-
texto mais geral sem assumir uma métrica particular. Em 1987, Obukhov e Korotky
23] formularam uma teoria variacional mais geral descrevendo o fluido de Weyssenhoff e
também a aplicaram para modelos cosmolégicos com rotacao, shear e expansao. Recente-
mente, Bohmer e Burnnet [24] introduziram uma matéria espinorial especial satisfazendo
o Principio Cosmoldgico [25] (veja também a Ref. [26]), o qual, juntamente com os termos
de interacao e sem constante cosmoldgica simulam a energia de vacuo responsavel pela

inflacao.

E importante mencionar que existem muitos trabalhos sem tor¢ao, mas com diferentes
fontes de matéria (juntamente com o campo escalar) que contém um periodo inflacionério.
Como exemplo, é possivel citar o artigo de Golounev, Mukhanov e Vanchurin [27] onde
se propoe um campo vetorial massivo nao-minimamente acoplado, que induz inflagao.
Num universo homogéneo e isotrépico, esses campos vetoriais se comportam como cam-
pos massivos minimamente acoplados, e podem ser introduzidos com trés componentes
ortogonais ou um grande ntimero orientado aleatoriamente de modo a proporcionar uma
inflacao isotrépica. Nao ha uma interpretacao clara sobre as motivacoes fisicas para esses
campos vetoriais. Os autores Koivisto e Mota [28] consideram o campo vetorial mini-
mamente acoplado do tipo-tempo (veja a Ref. [29]), onde perturbagoes cosmolégicas sao
estudadas). Entre as teorias sem torgao, é possivel mencionar também o trabalho da
Ref. [30], em que os autores mostram que a energia escura pode ser descrita por meio da
eletrodinamica usual com a adicao de um termo nao-linear. Além disso, pode-se consi-
derar um campo vetorial do tipo-tempo responsavel pela violacao da simetria de Lorentz
[31]. No presente trabalho, a corrente axial do tipo-tempo nao s6 viola a simetria de
Lorentz, mas também é relacionada a tor¢cao no contexto da teoria de Einstein-Cartan,
e originada pelo fluido de Weyssenhoff. Por outro lado, nés podemos citar a Ref. [32],

onde a possibilidade de inflacao induzida por espinores foram investigadas, bem como
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suas marcas nas anisotropias da Radiacao Cdésmica de Fundo.

Para efeito deste trabalho nés consideraremos a teoria de Einstein-Cartan com in-
teragdo spin-spin e o fluido de Weyssenhoff (veja as Ref. [33, 34]). Na pratica, tém-se
uma corrente axial e uma densidade de spin como fontes adicionais ao lado de uma usual
densidade e pressao de um fluido perfeito e pressao. No Universo primordial, qualquer
porcao de matéria se encontra a elevadas temperaturas, de modo que nés devemos fixar w
correspondendo ao fluido de radiagdo (com w = 1/3), o qual imita o regime ultra-violeta.
Se o modelo é utilizado para descrever a inflacao primordial, entao o fluido de spin é
uma forma exdtica de matéria que pode desempenhar o papel da energia de vacuo. O
teor de matéria do modelo é dado por esse fluido exdtico (com w = 1/3) adicionado de
uma corrente axial, homogeénea e isotrépica. O caso anisotropico é bastante interessante
(fornecendo uma descrigao de uma anisotropia primordial), embora esteja além do ambito

da presente tese.

Para iniciar os trabalhos envolvendo a Gravitacao foi realizada uma introdugao (re-
visao) no Capitulo 1 a respeito da Relatividade Geral. Neste Capitulo serdao apresentados
os elementos bdsicos e fundamentais da Gravitagao Classica (nado-quantica). O capitulo
inicia-se com a apresentacao dos fundamentos mateméaticos, com uma rapida definicao
de derivada covariante seguida da apresentacao do tensor de Riemann (R,p,,). O tensor
de Riemann é também conhecido como tensor de curvatura, e recebe este nome pois ele
permite a realizacao da medida da curvatura intrinseca de uma superficie ou do espaco-
tempo. Sabe-se que desse tensor podem ser definidos outros dois objetos na teoria da
Relatividade Geral. Tais objetos sao o tensor de Ricci e o escalar de curvatura, intro-
duzidos subsequentemente. Finalizando a fundamentacao mateméatica sao introduzidos
os tensores de Weyl e de Einstein, sendo tal designagao atribuida a Albert Einstein, por
ter sido o primeiro a perceber sua importancia para o estudo da gravitagao. Esse tensor
¢é construido a partir do tensor de curvatura e da métrica, sendo que possui divergéncia
automaticamente nula. Ainda no Capitulo 1, sao abordadas as métricas cosmoldgicas,
de espago-tempo esfericamente simétrica e a solucao de Schwarzchild. A primeira parte
do Capitulo 2 é dedicada a descricao da transformacao conforme, e nele obtemos todas
as transformacoes para os escalares de curvaturas de dimensionalidade arbitraria D. Tal
transformacao é conhecida por ser um instrumento 1util nas varias aplicagoes da teoria
gravitacional na obtencao das equacoes de interesse fisico. Em particular, ela é relevante
para a cosmologia, pois muitas vezes trabalha-se com uma métrica conformemente plana.
Na segunda parte do Capitulo 2 ¢ formulado e apresentado o teorema da fatorizagao que

se mostra um instrumento fundamental para a obtencao de métricas com maior simpli-
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cidade na realizacao dos cédlculos em problemas de consideravel relevancia. No Capitulo
3 é feita a aplicacao das transformagoes conformes e do teorema da fatorizacao para a
obtencao das equacoes de Einstein para métricas cosmolégicas (FRW) e de Schwarzchild,
comprovando a eficacia do método utilizado. No Capitulo 4 é obtida a reducao dimen-
sional do invariante topolégico de Gauss-Bonnet aos espacos de 2 dimensoes. Em seguida
é apresentada, nos Capitulo 5 e 6 a teoria de Einstein-Cartan, as equagoes dinamicas bem
como as solugoes para problemas envolvendo o universo primordial com fluido de spin e
corrente axial. Finalmente, é realizada a conclusao a respeito dos resultados obtidos e

perspectivas para futuros trabalhos.
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2 Breve revisao dos elementos da

Relatividade Geral

Neste capitulo, vamos abordar alguns aspectos da Relatividade Geral realizando uma

breve revisao a respeito de elementos basicos no estudo da Cosmologia.

2.1 Introducao

Iniciando o estudo da gravitacao, consideremos o movimento de uma particula em
queda livre sob a acao de um dado campo gravitacional. A equacao classica do movimento

da particula é dada por

d2
md—tg = —mV®Py4, (2.1)

onde ®,,.,, ¢ 0 potencial gravitacional.

O aspecto mais importante desta equagao é a igualdade entre a massa inercial e a
massa gravitacional, de modo que a massa da particula se cancela na equagcao responsavel
pela descrigao de seu movimento em um campo gravitacional. Esta propriedade funda-
mental dos campos gravitacionais, conforme se apresenta, explica o fato de que particulas

de diferentes massas, sob dadas condigoes iniciais, se movimentam da mesma forma.

Em Relatividade Geral considera-se o espago-tempo como manifestacao dos campos
gravitacionais. Deste modo, é fundamental no estudo da gravitagao descrever a geometria
do espago-tempo ([35], [36]). Na teoria da Relatividade Geral encontramos o estudo do
espago-tempo curvo, e para isto é indispensavel a nocao de variedades diferencidveis (veja
Ref. [37]) e o célculo tensorial (veja Ref. [38]). Consequentemente, torna-se inevitavel
o surgimento do tensor de curvatura em Relatividade Geral, bem como o estudo de suas
propriedades. Inicialmente sera definida a acao da derivada covariante sobre um dado
tensor THiH2#3- ... Por consequéncia, torna-se imprescindivel definir os chamados

simbolos de Christoffel que nada mais sao do que termos originados no desenvolvimento
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do céalculo da derivada covariante.

2.2 Derivada Covariante

A derivada covariante é definida pela relacao

1H2H3--. — 1H2H3-..
VCXT# Hat vivovs... - aOéT’LL Hat vivovs... +

158 A 243 . w2 W1 A B3, o
+ F)\aT viv2Vs... + F)\QT V1voVs3...

= T Ty =T, T (2.2)
Os coeficientes T') 5 sdo os chamados simbolos de Christoffel, sendo definidos como
[as = 50" Ougrs + Osgra — Or6es) 2.3)
tal que a derivada covariante V, satisfaz a condicao de metricidade
Vaguw =0, (2.4)

assim como a nao existéncia de tor¢ao (veja e.g. [7], [39] para discussdo mais detalhada)
M=%, (2.5)
simétrico em /3.

E interessante notar que o indice trazido pela derivada covariante tem carater ten-
sorial, em oposicao a derivada ordinaria. A definicdo de derivada covariante é baseada

exatamente nesta propriedade.

2.3 Tensor de Riemann

Considere o operador comutador para duas derivadas covariantes atuando sobre o

vetor A®. Verifica-se assim (veja por exemplo [40], [41]), por cdlculos diretos que

V., V,]A* =V, V,A* -V, V,A* = —A*. R%,,, (2.6)

[Vﬂ, V., |By = V.V.B, -V, V,B, = By - R)‘aw , (2.7)
onde

Ry = 0,1%, — 0,1\, + 17,0, =17, ", (2.8)
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é conhecido como o tensor de curvatura (ou tensor de Riemann). Pode-se facilmente
mostrar que o operador comutador de duas derivadas covariantes, atuando em um tensor

qualquer, resulta em uma combinagao linear de tensores; por exemplo,
[V, Vo ]T% = R, - T\ — R, - T . (2.9)

O tensor de Riemann tem um papel importante na teoria da Relatividade Geral. E
possivel ver que a igualdade R“),, = 0 ¢é critério de espaco plano, ou seja, de auséncia de

campo gravitacional.

Multiplicando R’\BW por g verifica-se uma outra forma para o tensor de curvatura,

dada por
Raﬂ;w = Gax - R)\ﬁ;w ) (210)
1
Ro‘/g“l’ = §(gal’vﬁaﬂ+gﬁﬂua,l’_gau,ﬁ,u_gﬁy,a,p,)+
+ g7l = T75,T%,) (2.11)

onde o, = 0) Gap-

2.4 Propriedades de simetria do tensor de curvatura

Observando atentamente a expressao (2.11), nota-se imediatamente que o tensor de

curvatura possui certas simetrias (veja Ref. [41]), tais que

Ra,@uu - Ruyaﬁ s (212)
Raﬁ,uu = _Rﬁa,uu = _Raﬂuu = Rﬁau,u ) (213)
Raﬁ,uy + Rau,@u + Rap,y,@ =0. (214)

Assim, dadas as propriedades do tensor de Riemann, segue-se que para
a=/ ou w=v (2.15)
encontramos como resultado
Roguw =0 . (2.16)

A grande importancia do tensor de Riemann esta no fato de que este é fundamental para
a obten¢ao de um novo tensor, conhecido como tensor de Einstein. Por sua vez, o tensor
de Einstein desempenha papel crucial na aquisicao das equagoes do campo gravitacional

dentro da teoria relativistica.
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2.5 Tensor de Ricci

Realizando-se a contracao do tensor de Riemann R%),,, ¢ possivel encontrar uma

outra quantidade, necessaria em Relatividade Geral que ¢ o tensor de Ricci Ry, onde
Rgy = R%gap = 9" Rapyw (2.17)
e deste modo
Rg, = 0.1, — 0,10 + 175, 1% 0 — I35 . (2.18)
E ainda possivel obter o tensor de Ricci misto fazendo
R, =g¢"" Ry, . (2.19)
Como pode-se ver, o tensor de Ricci é simétrico com relacao aos seus indices, isto é:

2.6 Escalar de Curvatura

O escalar de curvatura é obtido da contracao do tensor de Ricci, ou seja
R=R")=¢"Rs, . (2.21)

Note que o escalar de curvatura, como o préprio nome indica, é uma quantidade escalar.

2.7 Identidades de Bianchi

Com relagao as chamadas identidades de Bianchi ([41]), verificamos utilizando a
equagao (2.11) que estas sao nada mais do que combinagoes lineares das primeiras derivadas

covariantes do tensor de Riemann, onde
Roppsn + Rapnp;v + Ropun;p = 0 - (2.22)
Aplicando uma contracao as identidades de Bianchi, pela multiplicacao de g**
9" [ Rapuvin + Rapnu;v + Baguyin] =0, (2.23)
encontramos

Rﬁr/;n_Rﬁn;v‘FRvﬁvnw =0. (2-24)
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Realizando mais uma contragao a equagao (2.24)
gﬂy[Rﬁvm — Ronsw + B puyi3] = 0, (2.25)
obtemos

1
R,—R,s—R,.,=0 ou (Rﬁn—ﬁéﬁnm;ﬁ:o. (2.26)

3T

Este resultado tem importancia particular para a préoxima secao.

2.8 Tensor de Weyl e o Tensor de Einstein

As propriedades dos tensores de Riemann, de Ricci e do escalar de curvatura obtidos
nesta secao sao os mesmos tanto para o espago Riemanniano como pseudo-Riemanniano
de dimensao qualquer. Contudo, em espacos de dimensoes D < 4, os tensores de curvatura
sdo mais restritos que no caso geral D-dimensional (veja Ref. [41]). O caso mais extremo

¢é o espago unidimensional, onde todas as curvaturas se anulam identicamente.

Dado um espaco D-dimensional, podemos calcular o nimero de componentes inde-
pendentes dos tensores Ry, € [R3,. Devido as simetrias algébricas, a curvatura do tensor
de Riemann com trés indices iguais é identicamente nula. Portanto, encontram-se apenas

trés possiveis situagoes.

1) Dois pares de indices iguais, que sao construidos como Rpig;. A andlise com-
binatoria nos diz que o numero de combinagoes distintas deste tipo, num espaco D-
dimensional, é dado por

D(D 1)

3 (2.27)

n1:Cl2):

2) Um par de indices iguais e dois indices distintos, construidos como Ryip2. Aqui o

numero de distintas combinacoes é dado por

D(D - 1)(D —2)

ny = DC% | = 5 (2.28)
3) Quatro indices distintos, que sao construidos como Rg123. Neste caso
2D(D —-1)(D—-2)(D -3

4!
Somando estas trés expressoes, verificamos que o nimero de componentes independentes
do tensor de Riemann, num dado espago D-dimensional é

D(D? - 1)

3 (2.30)

ND:n1+n2+n3:
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E possivel neste instante considerarmos o caso particular de espacos de dimensoes inferi-
ores. Por uma questao de escolha, consideremos inicialmente D = 2, onde a unica opgao
seria o caso 1). E assim, encontramos ns = 1, de modo que o ntimero de componentes
independentes do tensor de Riemann iguala-se a um para o escalar de curvatura. Desde
que ambos sejam combinacoes lineares de derivadas parciais da métrica, eles devem ser

proporcionais. Levando em conta as simetrias algébricas, verificamos que

Raﬁ,uy == tR(gaugﬂu - gaugﬁu> ) (231)

sendo que t é um coeficiente desconhecido. Fazendo a contracao, obtemos

Rg, = 2tR gg, (2.32)

R=2tR . (2.33)

Consequentemente, encontramos ¢ = 1/2, e assim

1
Raﬁ;w = §R(go¢ugﬁu - gaugﬁu) ) (234)
1
Rﬁy = 5 R 9ggv - (235)

Para o espago de D = 3 tem-se de acordo com a equagao

D¥(D? - 1)

Np =mny +ng+nz = B

(2.36)

seis componentes independentes, dos tensores de Riemann. O tensor de Riemann é uma
combinagao linear do escalar de curvatura e do tensor de Ricci. Levando em conta as

simetrias algébricas e realizando as contragoes, encontramos

RO&/B#V - (ga#R/BV + gﬁl’Ra# - gCWRﬂ# - gﬂuRaV) +
1
+ QR( Gopdpy — Gardppu ) . (237)

Obviamente, esta relacdo mostra que existe uma parte do tensor de Riemann que desa-
parece automaticamente em D = 3, mas que pode ser diferente de zero para D > 3. O
objeto correspondente é chamado tensor de Weyl, sendo sua definicao dada por

1
Copur = Rappw = 15 (9aullow + govRap = garRou — goullow ) +

+ (D — ].)1(D — 2) R( Jou9py — gou/gﬁll) . (238)
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O tensor de Weyl possui, por construcao, as mesmas simetrias algébricas que o tensor de

Riemann, e também duas propriedades adicionais
g Copu(D) =0 e Copuw(D=3)=0. (2.39)

Outra importante propriedade do tensor de Weyl sera discutida na préxima secao.

O ultimo tipo de tensor de curvatura a ser definido sera o chamado tensor de Ein-
stein G, (veja por exemplo [36]). Ele é conhecido como tensor de Einstein por de sua

importancia para a gravitacao ter sido primeiramente verificada por Einstein. Assim
1
Guy = RMV — §Rglﬂ’ . (240)

Este tensor é por sua vez construido a partir da métrica e do tensor de Riemann somente,

e possui divergéncia nula. De fato, das identidades de Bianchi verifica-se que

G =0. (2.41)

)

E possivel ver que todos os tensores de curvatura (os tensores de Riemann, de Ricci, de
Weyl, de Einstein) e o escalar de curvatura sao combinagoes lineares de derivadas segundas
da métrica e de quadrados de primeiras derivadas. Em particular, a importancia do tensor
de Einstein esta no fato de que as equacoes de Einstein, que definem o campo gravitacional

em Relatividade Geral, tém a forma (veja por exemplo [40])

Gul/ = %me ) (242)

A
onde T}, ¢ o Tensor Momento-Energia da matéria.

Por uma questao de escolha sera tomado ¢ = 1, e assim
G, =8rGT,, , (2.43)

onde G é a constante de Newton (ou constante universal da gravitagao) e 7}, é o termo
original, que é chamado Tensor Momento-Energia. Na préoxima se¢ao desenvolveremos um
método eficiente para o calculo do tensores de Riemann, de Ricci, o escalar de curvatura

e o tensor de Einstein, para métricas particulares de especial interesse fisico.

2.9 Meétrica Cosmolédgica:

Considere os espacos de interesse fisico uniformemente ocupados por matéria como

sendo homogéneos e isotropicos, o que é coerente com dados observacionais da radiacao
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cHésmica de fundo. Deste modo, devido a homogeneidade e a isotropia do espaco, con-
cluimos que é possivel escolher um tempo do universo, tal que a cada instante a métrica
do espaco em estudo seja idéntica em todos os seus pontos e em todas as direcoes, quando
comparada com métricas tomadas para a mesma regiao do espago em instantes distin-
tos. Considere que o tempo seja momentaneamente “congelado”([40]). Neste sentido, é
possivel que se faga um estudo da métrica do espaco isotrépico fixando o tempo num dado
instante. E assim, embora o espaco fisico seja quadridimensional, podemos buscar maior
simplicidade trabalhando com o espaco tridimensional. Para este espaco tridimensional,

consideremos as componentes do tensor métrico como sendo dado por 7;,,, de modo que
gr(D=3) =7 . (2.44)
O elemento de distancia espacial passa a ser representado por
di* = ygedxPdz™ | (2.45)

onde as componentes da métrica sao dadas por 7,,. Devemos agora obter também o
tensor de curvatura (tensor de Riemann), o tensor de Ricci e o escalar de curvatura. Para

D = 3 representaremos o tensor de Riemann por P™,j;
R, (D=3)=P" (2.46)
onde seus respectivos indices 3 — dimensionais sao dados por
A=m, 17=i, pu=j5, v==~k . (2.47)

Consequentemente, o tensor de Ricci e o escalar de curvatura neste espaco passam a ser

definidos por

R, (D=3)=Py |, (2.48)

R(D=3)=P . (2.49)

Considerando o caso de uma isotropia completa, o tensor P™;;;, deve ser expresso somente
em termos do tensor métrico ;. Portanto, devido as suas propriedades de simetria, o
tensor de curvatura P™;j; , o tensor de Ricci Py, e o escalar de curvatura P sao expressos

por

P = N6 vik — 01" vi5) (2.50)
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P =2 vk, (2.51)

P=6) |, (2.52)

onde \ é a constante que determina as propriedades de curvatura do espaco isotrépico.
Analisando a constante A ([40], [35]) verificamos que sdo admitidos os valores A > 0,
A < 0,e X =0 (espago plano). E importante lembrar que o objetivo aqui esta centralizado
no estudo da geometria dos espagos, tornando fundamental obtencao da métrica corre-
spondente a estes espagos. Apenas por uma questao de conveniéncia, vamos considerar a
geometria destes espagos homogéneos e isotrépicos tri-dimensional em estudo, como sendo
a geometria de uma hipersuperficie de espagos também homogeéneos e isotropicos. Esta
hipersuperficie, por sua vez, incorpora uma quarta dimensao ficticia, cuja importancia
serd mostrada a seguir. Admite-se, a estes novos espacos, uma hiperesfera cujo raio é rep-
resentado por “a”. Note que embora se esteja agora trabalhando em espagos quadridimen-
sionais, ainda nao foi reinserida a coordenada temporal, visto que uma destas dimensoes
¢é puramente ficticia. Portanto, podemos assumir que a equagao para nossa hiperesfera é

dada por
r a5+ i+ 2] = a?, (2.53)

onde a? admite os valores a? > 0, a®> < 0 e a®> = 0. O intervalo infinitesimal para estes

espagos ¢ representado por
dly = dx? + dxj + das + da] . (2.54)

O proximo passo € retornar ao espaco 3 — dimensional de modo que

Ty = (a® — 22 — 23— x%)% , (2.55)
e assim
_ wdxy + wadxs + w3das
d{['4 = — (a2 ~ x2 ~ xQ ~ x2)% (256)
1 2 3
Deste modo
dry + Todry + 13d13)>
WP =+ ded v ded 4 D0
Ty dry ATy (a? — 22 — 23 — 22)
— 7 —=\2
r-dr
= d?“Z + % s (257)

onde

d7? = da? + da? + da? . (2.58)
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Sabe-se que em coordenadas esféricas

A7 = dr? + r%dQ2, (2.59)
sendo
dQ = db* + sen®0dp?* (2.60)
com
0<e<27m ; 0<f<m . (2.61)
Portanto
Qd 2
d? = dr® + e
a?—r
272 2
_ e egg = 2, (2.62)
a2 — r2 1 — 2_2

[13ee}]

Apds uma andlise sobre os possiveis valores de “a” e fazendo a mudanca de “r” para “ar”

encontramos
2 .2 2
o acdr 22300 _ 2 r 2
di? = o = f | = %) (2.63)
onde o parametro k admite os valores k = —1,0,1. Para kK = 0 o modelo para o universo
¢ de um espago plano. Se k = —1 (modelo anti de Sitter AdS?) o universo é aberto, e

com k = 1 (modelo de Sitter dS?) tem-se um universo fechado. E possivel neste momento

introduzir uma outra métrica, tomando o intervalo como sendo dado por
di* =a*dl'? | (2.64)

2

dl'? =

==t r2dQ . (2.65)

Finalmente, calculando o intervalo infinitesimal para os espacos quadridimensionais no

espago-tempo
ds* = dt* —dI* (2.66)
encontramos o intervalo que fornece a chamada métrica cosmoldgica, também conhecida

como a métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW):

dr?

ot r2dQ| . (2.67)

ds* = dt* — a*(t) [
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No intervalo dado para a métrica FRW, a representacao matricial para os elementos da

métrica é dada por

1 0 0 0
2
0 —-2W 0 0
gTV o 1—](?1”2 3 (268)
0 0 —a’(t) r? 0
0 0 0 —a?*(t) r* sen*0
sendo
a2(t) 2 2 2 2 2
goo =1 ; g =75 Goz = —a”(t)r*; g33 = —a“(t)r“sen”d . (2.69)
Para a métrica contravariante
1 0 0 0
0 —Lk 0 0
gTV oy a2(t) (270)
0 0 —a=2(t)r—2 0
0 0 0 —a~%(t)r~*sen"%0
1—kr? 1 1
00:1. 11:_ . 22:_—' 33:— 271
g ’ a’(t) a(t)r?’ g a®(t) r? sen?6 (2.71)
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3 Transformacao Conforme e o

Teorema da Fatorizacao

Neste capitulo, faremos uma breve revisao sobre as transformagoes conformes e o
teorema da fatorizacao. Posteriormente, sera verificado toda a eficiéncia deste ferramental
matematico na obtencao das equacgoes da Relatividade Geral e do Invariante Topoldgico

de Gauss-Bonnet.

3.1 Transformacao Conforme

Nesta secao apresentaremos as féormulas de transformacoes conformes, um elemento
importante em teoria da gravitacio ([42], [43], [44], [45], [46], [47]). E importante ressaltar
que esta féormulas correspondem ao espaco n-dimensional. Usaremos em todo o texto

notagoes condensadas como:

A2 = g"ALA,, (3.1)

(VB)? = ¢"(V,B)(V,B), OB = g¢"'V,V,B. (3.2)

Nestas equacoes os parénteses fechados indicam o fim da acao da derivada para os demais
termos existentes ou que possam vir a aparecer. Por exemplo: V,B = (V,B) + BV, a

derivada atuando em campo a direita de B.

As Transformagcoes Conformes da métrica, da métrica inversa e do determinante da

métrica sao dadas por:

— 20

G =G €7 oc=o(x) |, (3.3)

20 — 2no

g =g"e ", g=9ge", g = det (gu), (34)

onde o é o fator conforme.
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A transformacgao para o simbolo de Christoffel tém a forma
T = Toas + 00V 30) + 63(Va0) = Gug(V'0) = Tag + 6T s, (3.5)

onde o simbolo de Christoffel conforme é dado por

=2 1 _ _ _
F = 59 [aagnﬁ + aﬁgcm - afﬂgaﬁ] : (36)

Vamos agora achar as transformagoes do tensor de Riemann, tensor de Ricci e escalar de
curvatura. Sabemos que, por defini¢do, o tensor de Riemann é dado pela equagao (2.8).
Apos a aplicacao da transformacao conforme, verificamos que
Ralg“y == @L(Fﬂy + (5ng) - 31,(F5u + 5F§#) +
—« o =X — @ =X
+ (qu + 51“%)(1“51, +oI'%) — (I, + (5FXV)(F5M + 5F§#) ) (3.7)

E fécil ver que isso pode ser escrito como

R = Ry, + V005, — V,005, + 6%, 6T5, — 6% 0I5, | (3.8)

onde
VoG, = 05V,uViuo + 0V, V50 — 55, V,V 0 (3.9)
V005, =05V, V0 + 69V, V0 — G5, V.,V 0; (3.10)

oI, oy, = 65(V,u0)(V,y0) 465 (V,0) (Vo) — %M(vyo)(vaa) +
+ 03 (V50)(V,u0) + 0:(V30) (V) = 3,,(Vs0) (Vo) —
95 (V" 0)(Vu0) + 695, (V'0) (V10) + G5,9,,,(V'0) (V') ; (3.11)

S8, = 03(9.0)(V,0) +85(V00) (V50) — 4,(To0) (Vo) +
+ 02(Vo)(V,0) +0%(V,0) (Vo) — 53575#(@0)(?"0) —
I (V' 0)(Vu0) + 9, (V'0)(V50) + 95,9, (V 0)(V'0); (3.12)
Finalmente obtemos a seguinte transformacao:
RQBHV = Eaﬁlﬂ/ + (5a§pﬂ - 5a§yﬁ) ' (vU)Q +

+ 02(V,Vs0) = 62(V,Vs0) + 5,5V, V 0) +

— G,5(V.V'0) + 62 (V,0)(Vs0) = 03(V,0) (Vo)

+ gyﬁ(v,p)(v‘“o) — ﬁﬂﬁ(vya)(v o). (3.13)
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Para o tensor de Ricci temos que

Ry = Ry — (n = 2)(V,V,0) = 3,,(00) + (n = 2)(V,.0)(V,0) —

—(n—2)g,,(Vo)?, (3.14)

onde as componentes do tensor de Ricci conforme sao dadas por

Ruy = R sy = 04T, — 0,0, s+ T Ty =TT, (3.15)
Para o escalar de curvatura temos
R=e?|R—2(n—1)(To) - (n—1)(n— 2)(%)2] . (3.16)
O tensor de Weyl em n dimensoes é definido como
Copww = Ropw + % (98uRav — GauRpy + Gav Ry — 9auRay) +
g R e — 00 (3.17)
Vemos através desta definicao que o traco do tensor de Weyl dado por
C® o = (3.18)
é satisfeito, enquanto que sua transformacao conforme é trivial
Copur = € Copu - (3.19)

O tensor C7g,, ¢ um invariante conforme, e por este motivo é conhecido como “Tensor

Conforme”.

As transformacoes do quadrado do tensor de curvatura, do quadrado do tensor de

Ricci e do quadrado do escalar de curvatura (veja [48], [39], [49]) sdo dados por:

VoG By = G By 4 8B (V,0V00 ~ 9,5,0) +
+ 4(T0)* —4R(Vo)* +2(n —2)[2(V,V,0)* +
(n—

— AV, V0)(V'0)(Vo) + 4(T0) (Vo) + (n — 1)(V )]}, (3.20)

VIR, = /=g { Ry, — 2R(T0) + (30— 4)(To)* +
) - 2R(

+ (n—2)2R"(V,0V,0 =V, V,0 Vo)? +

+ (n—1)(n-2)(Vo)'+ (n-2)(V,V,0)*+

— 2n—-2)(V,V,0)(V'0)(V o) +

+ 2020 —3)(T0) (Vo) } , (3.21)
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VIR = /5 [R = 2(n —1)(T0) — (0~ 1)(n - 2)(%)2]2. (3.22)

Consideremos agora o quadrado do tensor de Weyl. Usando a equagao (3.17), obtemos

2 2

g 1 (3.23)

Wocﬂ_n_Q (%

4
C*() = CapuC*™" = Ripng = o5 B+ ¢
A partir da equagao (3.20) segue-se a seguinte transformacao

/ /= (n—4)o 72
—9g Ciuaﬁ - —9g 6( 4 Cuyaﬁ . (324)

Esta identidade é também 1til para verificagbes parciais de (3.21)-(3.23). Podemos esta-

belecer a relagao entre C?(d), onde

C*(4) =R:,.3—2R2;+1/3R?, (3.25)

uraf

de forma que

2(d — 4)
d—2

(d—4)(d+1)
3(d—1)(d—2)

C*(d) = C*(4) + R, — R?. (3.26)

Relagao similar pode ser calculada entre C?%(n) e C*(d). Outra importante combinagao

de invariantes é representada por
E =R asR"* — 4 RzR*" + R*. (3.27)

Em n = 4 esta equacao é o integrando do termo topoldgico de Gauss-Bonnet. Mas,
até mesmo para n # 4 a expressao f d"x\/—g E nao contribui para o propagador dos
gravitons (parte da métrica hy,, = g, — 1 com traco nulo e completamente transversal).

A transformacao conforme do termo topolégico de Gauss-Bonnet é expressa pela equacao

V—gE = /—gen e [E +8(n—3)R"(V,oV,0 —V,V,0)+

— 2(n—=3)(n—4)R(Vo)*> —4(n —2)(n — 3)(V,V,0)*

+ 4(n—2)(n—3)(00)*+8(n—2)(n—-23)(V,0oV,0)(V'V o)+

— 4(n—=3)R(To) +4(n—2)(n—3)*(To)(Vo)* +

v (n—1)n—2)(n—3)(n— 4)(%)4] . (3.28)

Percebemos aqui que este termo nao contribui para o propagador de o, mas somente para

casos especiais (e.g. plano), enquanto que para o caso geral isto nao é valido.
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Por fim, para o termo O R segue a seguinte regra de transformacao:

V=I(VER) = /=gel 7 [(OR) —2(n - 1)(V'0) +
- (=D -2)0 (Ve >2+—2<n—1><n—6><V“a><Vﬁa>+
— (n=D(n—2)(n—6)(V'0)V,(Vo)? = 2R(To) +
+ 4(n—1)(To)*+2(n—1)(3n —10)(To)(Vo)? +

)
— 2(n =4 R(Vo)* + +(n - 6)(V'0)(V,.R) +
42— 1)(n— 2)(n—4)(va>4]. (3.29)

)8
)

No célculo da tltima expressao nds usamos a transformacgao do operador O atuando em

escalares
O=¢2[0+(n—2)(V'0)V,]. (3.30)
E facil verificar que para n = 4 temos a seguinte relagao

2 —
E- S (OR)=E -

(OR) + 40,0, (3.31)

Wl o

onde A, é o operador invariante Hermitiano conforme de quarta ordem atuando no campo
escalar, conformalmente invariante ( veja as Refs. [50, 51])

Ay =V*+2R"V,V, — 3 2 ko +3 (V“R)V (3.32)

A férmula (3.31) parece extremamente simples, especialmente levando em conta a com-

plexidade das relagoes (3.28) e (3.29).

Por outro lado, para n # 4 nenhuma relagao simples entre as transformacoes de E e
(OR) é vista, enquanto o operador A4 pode ser generalizado usando a lei de transformacao

nao-trivial para o correspondente escalar ( veja Ref. [52]).

3.2 Teorema da Fatorizacao

Algumas vezes é possivel reduzir os calculos dos tensores de curvatura para determi-
nadas métricas particulares, para um caso de menor dimensao. O teorema da fatorizacao
trata o caso especial, quando é possivel obter uma métrica ¢,, dada pela matriz de dois
blocos, que representaremos por gu(z°) e gi;(z¥). Vamos assim formular o teorema sobre

a fatorizacao da métrica, cuja prova pode ser obtida muito facilmente.

TEOREMA. Considere uma variedade D — dimensional Riemanniana ou pseudo-

Riemanniana dotadas das seguintes coordenadas # = (x¢, z*), onde a,b,c =1,2,....n e
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i,7,k=n+1,n+2,...,D. Vamos assumir que a métrica fatorizada é dada por

(2 0
g — | ) N (3.33)
0 gi(a")

Para os elementos desta métrica que tenham indices mistos, tem-se que seus valores sao
identicamente iguais a zero, de modo que somente os blocos gq € g;; nao sao nulos.
Além disto, os elementos da métrica de cada bloco dependem somente de suas préprias
coordenadas g.,(z°) e g;;(z¥). O fato é que para a métrica (3.33), o tensor de Riemann
também ¢é fatorizado, assim como o tensor de Ricci (por extensao), o que implica que

todas as suas componentes com indices mistos sao nulas.

PROVA. Inicialmente, tomando a métrica inversa, concluimos que esta também tem

uma estrutura de bloco fatorizada
g = . . (3.34)

Para o simbolos de Christoffel, é facil ver que
Fgc = FZc(gab> ) F;k = F;k(gjk) . (335)

Considerando os termos mistos, verifica-se que todos estes sao identicamente nulos, e

assim

a ]' a )
L =39 *(Digjp + 0591 — Dpgij) =0 =Ty | (3.36)

a 1 ac 4
ib = 59 (0igeh + ObGic — Oegin) =0 =17, (3.37)
visto que para ¢;c = 0 e Jyg;c = 0, encontra-se I'§, = 0.

O tensor de Riemann por definigao é dado pela equagao (2.11), de modo que

1
Rapea = §<gad,b,c+gbc,a,d_gac,b,d_gbd,a,c)+
+ ges (T30, = T5TL) - (3.38)
1
Rijn = é(gil,j,kz“‘gjkz,i,l_gik,j,l_gjl,i,k)+
+ g (U5 = THT) (3.39)

No setor misto temos

1
Rajcd = E(gad,j,c + Gjc,a,d = Gac,j,d — gjd,a,c) +

+ ges (I ng - F;dl—‘gc) =0, (3.40)

jc



1
Rapr = §(gal7b,k + 9ok, a,l — Gak b1 — gbz,a,k) +

+ Gmn(Tppla = Ty Th) =0,

1

Roju = Q(gal,j,k + Gk, al — Gak, i1 — Gjl,a,k) T

+ Gmn (UL — T3 T0) =0
Deste modo, Rag,,, também possui um estrutura de setores g,
Ropu = diag{ Reapea(z9) , Rijra(x™) } .
O tensor de Ricci por definigdo é dado pela equacao (2.18), de modo que

Ray = Rap(9ea) = 0Ly — Bulpy + Top 5 — Tiale

No setor misto temos
Raj =0\, — 0,10 + T, T%, — T, =0 .

J

Deste modo, R,, também possui a mesma estrutura de bloco que g,

R,, = diag{ Rap(2°) , Rij(x®) } )
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(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)
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4 Obtencao das Fquacoes de
FEainstein para as Métricas de

Interesse F'isico

Nesta etapa, utilizaremos as transformacoes conformes associadas ao teorema da fa-
torizagao, a fim de provarmos a eficacia deste ferramental matematico na obtencao das

equacoes de Einstein para as métricas de interesse fisico.

4.1 Meétrica Cosmoldgica

Como ja sabemos, o intervalo que nos fornece a chamada métrica cosmoldgica, também
conhecida como a métrica de Friedmann-Robertson-Walker é dado pela equacao (2.67),
onde as representacoes matriciais para o tensor métrico covariante e contravariante sao

dadas por (2.68) e (2.70).

Podemos obter uma métrica ainda mais simples utilizando o teorema da fatorizacao.

Para isto, tomemos inicialmente
dn = — (4.1)

vemos que deste modo podemos obter uma métrica equivalente que depende do tempo

conforme 7. O intervalo correspondente assume a forma

ds? — a2(n)ldn? -~ _ 1240 1.2
s” = a”(n)[dn g —rdQ], (4.2)
1—kr
sendo sua métrica correspondente, expressa por
a*(n) 0 0 0
2
0 - 0 0
grv = 1=k 9 9 ) (43)
0 0 —a*(n)r 0
0 0 0 —a*(n) r? sen?d
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onde

-1

Joo = aQ(n) . g1l = —a2(77)(1 — /W’Q) = —az(n)TQ, g33 = —aQ(n)r2sen29. (4.4)

Fazendo a mudanca de variavel

a(ﬁ) =€ ) 0= 0(77) ) (4'5)

obtemos

dr?

ds? = 2o [ gn? —
s g 1 — kr?

—r2dQ| . (4.6)

Buscando uma métrica mais compacta podemos fazer uso do teorema da fatorizacao, mas
antes disto, devemos reorganizar a equagao acima, de modo a obtermos um intervalo em

funcao de outro de maior simplicidade, e assim

dr?

ds® = r2e?om [r‘zdnz — m — dQ] ) (4.7)
tal que, adotando
e =r, e* = (1 —krH) 1, p=0—w , (4.8)
verificamos que
ds* = e [e“’d'r]2 — X2 dQ] , (4.9)
onde
ds® = e**ds? (4.10)
sendo
ds? = e™“dn* — 2P~ dr? — dQ). (4.11)

E assim, gracas a estas transformacoes, temos uma nova métrica mais simples, dada por:

e v 0 0 0
0 —e2ew) 0
9., = . (4.12)
0 0 -1 0
0 0 0 —sen?d

Os elementos da nova métrica evidentemente sao dados por:

oo =€ ", gy = —eXP) Gog = —1, T3z = —sen’l . (4.13)
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Pelo teorema da fatorizagao, obtemos uma métrica na representacao de uma matriz bloco
conforme (4.1), de modo que
e v 0 -1 0

ga = ) g?, = . (414)
’ 0 —e2p—w) ! 0 —sen30

Respectivamente, obtemos para a métrica contravariante

e 0 ij -1 0 (1.15)
g = ) g- = . .
0 —e 2w 0 —sen 20

Sabemos que simbolo de Christoffel é dado por (2.3). Verifica-se que apds a realizacao da

transformacao conforme, a forma da sua equacgao é conservada. Portanto

—a 1
FTV = igan (a‘l'gmz + 81/?7/@ - angﬂ/) . (416)

Assim, para 7, v, « =0, 1

—1 1_ _ 1-— kT’Q
Lo = _591181900 = —( ) (4.17)
r
=1 1 2kr? — 1
.. = _—118 HF o= . 4.18
11 29 1911 T(l _ kTQ) ) ( )
=0 =0 1 4442 1
Iy =T = 591180911 =" (4.19)
r
=0 =0 =1 =1
Poo=T1 =Ly =1=0; (4.20)
=2 =2
fgg = —senfcosb ; (4.22)
=2 =3 =2 =2 =3
Doy =Tg3 =Ty =Ty =T =0. (4.23)
Facamos agora alguns cédlculos. Ja sabemos que:
ViV = 90, — Ty (0ab) ; (4.24)
06 =9"VaVio ; (4.25)

(Vo)? = 3" (Vo) (Vo) - (4.26)



Para 7, v, a = 2, 3, obtemos
—2 =3 —2 =2 =3
F22:F33:F23:F32:F22:0'

Deste modo

1—kr?2_ 0

VoVod = 0o — T(Da) = (5—;@ )G,
ViT10 = 0010~ T (000) = & — [
VoV = Qduo — Ty (0u6) = (5-6) + +(5-0)
ViV = 0000 ~ T3y(0u) = (5-6) + +(5-0)

O¢ =g"VoViod =7"VoVoed + 7' ViV16 ;

06 =P 0) + [ =170 — k)]
Vo0) (Vod) = (262 -
(Vo) (Vi) = (507

(Vig)(Vig) = ¢/ ;

= P50 - (- k)
G00(V6)? = (262 = (1 — k)"
900 = 377 ;
_ = , 1 0
g11<v¢)2 = ¢ 2 - (1 . k?’f‘2) (a_n¢)2 )

) ;
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(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)
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Devemos agora calcular as componentes do tensor de Ricci. Deste modo

2
O L (4.41)

ROO = EOO — 3(8_7]20) — ’]”2

Buscando maior simplicidade vamos definir que para R, = diag{Ru(z¢), R;;(z*)} é feita

uma mudanga de representacio onde Ky, = Ra(z€) e Lij = R;j(x¥). Deste modo
Koo = Roo; Ki1 = Ri1; Lo = Roo;  Lgz = Ras . (4.42)

Note que esta mudanca na representacao se estende para o tensor de Riemann e o escalar

de curvatura.

Agora, basta calcular o tensor de Ricci e o escalar de curvatura para a métrica g,,,,.
Por defini¢ao o tensor de Ricci é dado por (2.18). Aplicando os resultados encontrados

para o tensor de Ricci conforme (3.17), obtemos para suas componentes

Koo = Roo = 0algg — iTgn + Toolaa — Doal oo = % ; (4.43)

Ki = Ry = 0.1 — T, + T T0, —T.T°, = _m ; (4.44)
Loy = Ry = Oqlgy — 05T, + Tool'ay — Lo log = 1 ; (4.45)

L3z = Raz = 0algy — O35, + Dazlag — Daalog = sen’0 ; (4.46)
Ri3=0; Ry =0; Rig=0; Ryy=0; Rgp=0; Ro3=0. (4.47)

Utilizando agora estes resultados, e lembrando de (4.8), encontramos finalmente o tensor

de Ricci para a métrica de FRW

0 0?
o —20 e 2 . B
Riy = =77 [ 20+ 2(5 o) + 87720)] Gij - (4.49)

Calculando o escalar de curvatura conforme R pela definicio (2.21) encontramos como
resultado R = 0. Assim, conforme visto no capitulo 2, o escalar de curvatura é dado pela
equagao (3.16). Aplicando os resultados encontrados & métrica de Friedmann-Robertson-

Walker, obtemos para o escalar de curvatura

R = 6_2¢[E—6(V2¢) —6(v¢)2}

= —66’2”[/6 + (£0)2 + (aa—;a)] .

o (4.50)
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Finalmente, calculamos as componentes do tensor de Einstein para a Métrica Cosmoldgica.

Assim sendo, para a equagao geral (2.40) obtemos

1
Goo = Roo— ERgoo
9 1
= 3[k+(8_770) } ; (4.51)
1 . B o2
Gij = R;j — ERgij — 2 [k‘ + (8_770)2 + 2(8_7720)] 9ij - (4.52)

Podemos também obter estas equagoes para o tensores mistos G}, e I}, tomando a equagao

(2.19)

R, =9" R,
Verificamos que
0 2 O
RO = —3e G<a—n20'> . (453)
R = —e 27| 2k + 2(30)2 + (8—20)] 5. (4.54)
J on on? J
Podemos fazer o mesmo para o tensor de Einstein
12 v v 1 v
G,=9"Gu =R, — §R6M : (4.55)
Portanto, vemos que suas componentes sao dadas por
o 0
G) = 3e? [k‘ + (8_770)2] ; (4.56)
G = 6_2"[/{: + (ﬁo)2 + 2(0—20—) ] 5 (4.57)
j on on? i :
Lembrando que
a=¢e", (4.58)
obtemos
2q da\2
(30) _ 10a : (=—=0) = (52)e — (5, . (4.59)
on a on on? a?
Lembrando que adn = dt, podemos agora utilizar estes resultados nas equacoes que

acabam de ser obtidas e, tomando as derivadas de “a”em relacao a t, o escalar de curvatura

assume o valor

2 a2 22
R g ak+aci+aa . (4.60)
a
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Finalmente, encontramos para as componentes do tensor de Einstein os seguintes valores

ka® + a?
G§:G8:3[T} : (4.61)

; k+2aa+a*7
Gl = [T}dj. (4.62)

Utilizando as espressoes (4.61) e (4.62) podemos facilmente escrever a forma padrao das

equacoes de Friedmann

azatkzwfp ) —kHZSMQZ—stP , (4.63)
onde P e p representam a pressao e a densidade de energia de um fluido ideal preenchendo
o Universo. Estas duas quantidades estao relacionadas com a equacao de estado especifico
para um dado tipo de fluido (matéria, radiagao, energia de vécuo, etc). Do nosso ponto
de vista, o método utilizado para o célculo das equagoes é muito mais simples que o
método padrao. E comparando estas equagoes obtidas com a literatura somos obrigados

a admitir que os resultados encontrados em nada diferem daqueles obtidos pelos métodos

convencionais.
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5 Reducao dimensional do

Invariante Topologico

O objetivo central deste capitulo é ilustrar a utilidade da transformacao conforme

para teorias além da Teoria Geral da Relatividade (ver [45], [46]).

5.1 Invariante Topoldgico de Gauss-Bonnet

Para iniciar este capitulo deveremos considerar o termo topolégico

Stop = /d4x\/—_g(E — ;DR) . (5.1)

Utilizaremos aqui a transformacao conforme na obtencao do invariante topoldgico de

Gauss-Bonnet, em D = 4, para a métrica particular

Gab 0
Jry = , (5.2)
0 9ij
tal que
Gab = gab(l"a) ) gij = €2¢(Ia)hij($i) ) (5-3)
e assim
gab(xa> O
9rv = . (54)

0 €2q>(xa) hij (IEZ)
Vemos aqui que gq(z®) e hij(z") sdo ambas métricas bidimensionais, onde h;;(z%) é uma
métrica com escalar de curvatura (k) constante. Com relagao a ®(z%), vemos que este
é um campo escalar bidimensional. Esta reducao dimensional nos leva a supor como
resultado um termo de superficie, ou topoldgico para o espaco bidimensional com métrica

Jap, onde a,b = 0,1. Dada a simplicidade da Transformacao Conforme para

2 - 2 _ _
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deve-se entao tomar como escolha nao apenas o termo topolégico de Gauss-Bonnet, e sim

uma combinacao deste termo com o termo de superficie

Stop = /d4x\/—_g(E - ;DR) : (5.6)

Fazendo agora o uso da transformacao conforme, encontramos

9rv = €7G,, (5.7)
A métrica fatorizada é dada por
_ Gap(2* 0
Irv = bé ) o) | (5.8)
e assim
Siop = / dhar/—G(E — gi R+480) (5.9)

Portanto, tendo sido a métrica fatorizada, verificamos que os complicados calculos
para as expressoes do quadrado dos tensores de curvatura, de Ricci e do escalar de cur-
vatura para métricas 4 — dimensionais reduzem-se a calculos mais simples em métricas
2-dimensional g,,(z) e h;;. As quantidades relacionadas com a métrica esfericamente

simétrica 2-dimensional sao muito simples devido a

1 1
Raﬂ;w = §R(gaugﬁu - gauQﬁu) ) Rozu = 5 Rgau . (510)

Vamos representar o tensor de Riemann(Rgp.q) € 0 tensor de Ricci(R,,) para gqp respectiva-

mente por (Kpeq) € (Kg). Do mesmo modo para G, tomemos (K 4peq) € (Kqp). Portanto,

para 2 dimensoes, verifica-se que

1 1
Kabcd = §K(gacgbd - gadgbc) ; Kab = éKgab 5 (511)
— 1— L — 1—
Kapea = §K(gacgbd — G4aJed) ) Ka = §K Jav - (5.12)

Consequentemente, para o setor h;; tomemos para os tensores de Riemann e Ricci respec-

tivamente L;ji e Lij.
1 1
Lz’jkl = §L(hlkhﬂ — hz’lhjk> 3 Lij = §L hz‘j . (513)
Deste modo, é possivel ver que o tensor de Ricci é expresso por:

Ky 0
R., = ’ . (5.14)
0 L
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Calculemos agora os elementos da expressao

— 2 _ _
Stop = /d4$\/ —§<E — g OR+ 4A4U) N (515)

onde, conforme ja mencionado em (5.5), verificamos que

E = Rig, —4R., + R’
= RapeaK — 4K, K + LiuL™ — AL, L7 + (K + L) (5.16)
visto que
R=9""Ros =9 Ky +h7Lyj=K+L . (5.17)
Prosseguindo
E= iF2(4—2.2+4) —4&?224@2 —2L+(K+ L) | (5.18)

encontramos como resultado
E=2KL . (5.19)

Representaremos as derivadas covariantes correspondentes as métricas gq, € g, respecti-
vamente por D, e D,. E assim, atuando num escalar W(z®), verificamos para a regra de

transformacao do D’Alambertiano que

OU=D"V=g"D,D,)¥ , (5.20)

considerando
gab = @72(}9@ 5 (521)
T =T+ 0T (5.22)

onde

0L = g D°® — 5, Dy® — 6, D, @ (5.23)
g" T, = 2D°® — 2D =0 (5.24)

encontramos

D2} = ¢ 2D’ . (5.25)



Tomando

obtemos que

Finalmente,

Stop

K = (K +2D%®) ;

2

D K:em’Dz[em(K—F?DQ‘b)]

/de\/W{ 2kK +

8 2
D2(562<1>D2(I) o §€2¢’K2(I) + 4]43@) +

%Da[ezcb(K +2D@)(D,®)] }
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(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)
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6 Teoria de Einstein-Cartan e as

equacoes dinamaicas

Neste capitulo, investigaremos as equagoes dinamicas bem como os aspectos funda-
mentais na teoria de Einstein-Cartan. O trabalho correspondente a essa abordagem pode

ser encontrado nas ( ver Refs. [33] e [34]).

6.1 Elementos da teoria de Einstein-Cartan

Ao se iniciar o estudo da gravitacao com torcao para o universo primordial, é comum
considerar a generalizacao direta da teoria da Relatividade Geral, conhecida como teoria
de Einstein-Cartan (ver [6], [7], [10] e [20]). Deste modo, torna-se fundamental a escolha
da estrutura a ser analisada e tratada, buscando a mais simples generalizacao possivel
para o Modelo Cosmolégico Padrao. Feito isso, deve-se obter as equacoes de interesse
fisico, suas solugoes, bem como, as contribuicoes dominantes para o tensor momento-
energia e quantidades co-relacionadas. Na busca de uma dinamica para o Universo deve-
se encontrar a conexao entre o comportamento temporal do fator de escala e demais

quantidades relacionadas com as respectivas fontes.

E notério que, de acordo com o Modelo Cosmoldgico Padrao 4-dimensional, uma fase
inflacionaria adequada de expansao acelerada possa acontecer somente para um periodo
de dominagao da energia de vacuo. De fato, no caso de um Universo Isotrépico e Ho-
mogeéneo preenchido com um fluido ideal com pressao p e densidade p, o fator de escala

de Robertson-Walker a(t) satisfaz a equacdo de Friedmann
1

(o ponto representa a derivada com respeito ao tempo cdésmico t); a condigdo & > 0
necessaria para resolver os problemas de horizonte, singularidade (espago plano) e entropia
implica numa pressao negativa efetiva, p < —p/3, a qual somente pode ser encontrada

neste cendrio com a contribuicao de vacuo dominante para o tensor momento-energia.
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Na teoria de Einstein-Cartan, a qual é simplesmente um exemplo da teoria de Gauge
de Poincaré da gravidade, a lagrangiana gravitacional é o escalar de curvatura usual
L, = \/—_gR(f), construida com a conexio I' que é compativel com a metricidade, mas
nao é simétrica.

No estudo da Relatividade Geral, a escolha particular de I'* 3 é dada pela equacao
(2.3)

1 T
F/\aﬁ = ig/\ (aagT,@ + 8597'04 - a‘rgaﬁ> )

que por sua vez, aparece como uma conseqiiéncia de duas exigéncias,

i) T =T (simetria)

it) Vo gu =0 (metricidade) .

Neste caso, satisfeitas tais condigoes, verifica-se que a equagao dada por (2.3) é a tnica
solugao possivel a ser obtida; conhecida conforme mencionada anteriormente como simbolo
de Christoffel. A equagao (2.3) é realmente de grande importancia por depender apenas
da métrica e representar uma referéncia para as demais conexoes. E possivel verificar que,
embora a representagdao dada para o stmbolo I'*,5 possa induzir a leitura de um objeto
tensorial, isto nao representa uma verdade, pois se for realizada uma transformacao, para
um dado sistema de coordenadas

oz’ Ozt dx¥ Oz 0%

FA/a :]-—WV / ’ 7 + / / g
A B 0x' Oz’ 0’8 ox'v Ox'e 0’8

Entao, verifica-se que ['*,5 nao representa um tensor, a menos que o segundo termo do
segundo membro fosse nulo. E possivel verificar que a definigao de I'*, 5 contém uma certa
ambiguidade que pode ser visualizada se tomarmos por exemplo o espaco-tempo plano,
onde a equagao (2.3) juntamente com a métrica dependem exclusivamente do sistema de
coordenadas utilizado. De fato, é possivel realizar uma escolha, tal que T'*,5 seja nulo
nao apenas em um dado ponto, mas também ao longo de quaisquer pontos de uma dada
linha do universo. A importancia dos simbolos de Christoffel estda em permitir expressar
as derivadas covariantes de forma simplificada. Mas, se em vez de tomar o simbolo de

Christoffel, for utilizado uma conexao afim dada por

Fuaﬂ = Fuﬂa + C“aﬁ
onde C*,5 nada mais é do que um tensor, verifica-se que mesmo I'*,5 sendo nulo de-
vido a escolha de coordenadas adequadas, o mesmo nao ocorre para C*,3. Da mesma

forma, dada a métrica para o espaco-tempo plano, a derivada covariante em relacao a
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f‘“aﬁ nao podera ser reduzida para transformacao de coordenadas de derivadas parciais.
Deste modo, verifica-se que com a introducao da conexao afim diferente do simbolo de
Christoffel a geometria nao pode ser completamente descrita pela métrica, mas dotada de
caracteristicas absolutamente independentes. Como consequéncia, essas propriedades da
defini¢ao de I'*,4 tornam-se de grande importancia, possibilitando a introdugao de cam-
pos de gauge diferentes para a gravitacao, e assim a descricao de varias interagoes. Um

exemplo de uma teoria de gauge de Poincaré da gravidade é a teoria de Einstein-Cartan.

A agao na estrutura de Einstein-Cartan é dada por
1 =~
S = /d4:z:\/—g { —?(R—ZA) + Ly } : (6.1)

onde a métrica tém assinatura dada por (+ — ——), com £? = 167G (aqui sao utilizadas
unidades tais que h = ¢ = 1), A é a constante cosmoldgica e R é o escalar de Ricci
construido com a conexao afim nao-simétrica, f‘“_,,ﬁ. O termo L), é o Lagrangiano de
matéria. Considerando o uso da condicdo de metricidade (V, g = 0) e definindo do
tensor tor¢ao (T*,z),
Ty e Ty — Ty

Podemos trabalhar esta equacao utilizando a condicao de metricidade vista anteriormente,
tal que

Vaguw =0

e assim, da derivada covariante da métrica temos que

@a Guv = aag;u/ - f‘A;wchV - F)\owg/\u =0.

Agora, é possivel obter mais duas equacoes de mesma estrutura realizando permutagoes

ciclicas, sendo que apdés um pouco de algebra tém-se que

(auga,u + a,ugz/oz - aaQ,uu) - (F,u,ua - F,uoa/) - (Pup,a - Fl/a,u) - (Fa,uu - Foa/u) =0.
Porém
(augau + augua - aag/u/ ) = Fa;uz

e com o uso da definicao de tensor e mais alguns calculos pode-se verificar que

2( Fa,uy - Fa,uu ) = Ta,uz/ - T,uua - Tz//,La .

Veja que no segundo membro temos apenas tensores, o que nos leva a conclusao de
que necessariamente o primeiro membro também tenha propriedades tensoriais. Assim,

podemos representar o primeiro membro tal que

Fa,uu - Foz,uzz = Kauu
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ou na forma

Mo =T "4+ K5, (6.2)
onde I'*,5 representa a conexao Riemanniana (conexao de Levi-Civita) e a quantidade
K*",3 é o tensor contor¢ao, podendo este ser escrito em fungao da torcao conforme a
expressao abaixo

1

Efap =5 (I"ap = Ta"s — T5"a) -

Os indices sao elevados e abaixados com o uso da métrica. E importante observar que a

contor¢ao é antissimétrica nos dois primeiros indices
Kopy = —Kpay
enquanto que a torgao é antissimétrica nos dois ultimos indices

Topy = —Tayp -

O termo Lj; é a Lagrangiana descrevendo a distribuicao de matéria. Nos consideramos

aqui a seguinte Lagrangiana de matéria:
Ly = Lac+ Lsr, (6.3)

onde Lgr é a Lagrangiana do fluido de spin [21] e £ ¢ representa a fonte externa, presente

no acoplamento minimo do setor de Dirac (ver Ref. [7]):
Lac=J"S,, (6.4)
Aqui, S, é a parte axial da torcao, definida por
Sy = 5>\p0uT/\pg

(sendo que €),,, representa o tensor de Levi-Civita, com €g123 = /—g), e J* representa

a corrente axial externa,

JH =<y ytep >
onde esta é a média devido, por exemplo, a efeitos quanticos [7], tal que J* pode ser
interpretado como uma propriedade do vacuo, responsavel pela violagao de Lorentz (ver
também Ref. [53]). ' Ao se iniciar os cdlculos e variar a agao é necessario definir as
variaveis independentes. Neste caso nds escolhemos g"” e T3, como sendo as variaveis

dinamicas independentes, e J* como a quantidade definida para a violacao de simetria do

Lobs.: A matriz 7° é a matriz de Dirac 4° = (i/41)e“?" v, v57,70 = \/%—9’70717273, escrita na forma

escalar.
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vacuo que conforme serd mostrado, dependente da varidavel dinamica ¢"”. A métrica do

espago-tempo ¢ a métrica espacialmente plana, homogeénea e isotropica tal que
ds® = dt* — a(t)*(da® + dy* + dz*) . (6.5)

E natural assumir que J* é um vetor homogéneo e isotrépico, pois de outra forma que-

braria a isotropia do universo. Deste modo, J* é um vetor tipo-tempo tal que nés tomamos
JeJ, = JA(t).

Para prosseguir é necessario tomar o escalar de Ricci R para a conexdo afim nao
simétrica, onde
R=R",=g"Ry, ,
ou seja,
R = g)\ﬂaaf‘a/\u - g)\ﬂauf‘a)\a + g/\'uf‘aﬂva/\u - gkuf‘awfw)\a .
Agora, substituindo a conexao em funcao do tensor contor¢ao
é = g)\ﬂ {aa(ra/\,u + Ka)xp) - ap<ra)\a + KaAa)} +
+g>\u {(FaTa + Karoc)(FT/\u + "‘KT)\M)} _
— " (T + K (T aa + Kaa)} (6.6)

obtemos

R =R+ g)\ﬂ {Ka)\u,a - Ka)\oz,u + FaTaKTAu + Ka'ranT)\u_l'
+Ka7'o¢KT)\u - FaTuKTAa - KQTMFTA(X - KaTuKTAa} . (67>

No entanto sabe-se pelo uso da derivada covariante que
Ko = VoK, =T KTy + 170K + 170 K%
Kapu =V, K% =T K o + 17 0 K% + 17 (0 K%\,
e assim apods as devidas substituicoes e alguns calculos obtém-se
R=R—2V,K%, — K K™ + K ) K™

desconsiderando termos de superficie e realizando algumas manipulagoes algébricas obtém-
se

R=R+ K, K™, +K*\K™, .

Antes de prosseguir, torna-se importante a obtencao de alguns célculos conforme

mostrado abaixo
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i) KY*" 4+ KM substituindo em cada termo de contor¢ao
1
Efap = 5 (T"ap = To"s — T5"a) -

obtém-se:

K von + J(Hre — ron

i) Kuapg
! 1 1
Kylas) = 5 {Kpap — Kupa} = 5o -

iii) Pode-se também reescrever
_ A\po
SM = 5>\pauT
em fungao da contor¢ao tomando i), e assim
Apo Apo oA
Sy = Expon TN = enpop { K7 — K7}

implica que

_ Apo
SM = 28)\/,0”[(

6.2 Principio variacional e as equacoes dinamicas

Prosseguindo, temos as equacoes dinamicas para o campo da métrica e torccao, em
termos das fontes, que por sua vez podem ser obtidas respectivamente conforme pro-

cedimento que serd mostrado adiante (e suprimindo os simbolos de integragao por mera

conveniéncia)
S 1 6(y/=gR) &’
S 0 = = ogv ?T,w (6.8)
5S L STGR) o e
6Tﬂya = 0 — ,__g 5T“ya =K Qp, 9 (69)
onde
2 dW=9Lwm)  ac SF
T/,u/ - \/_—g 5g:“l/ - TNV + TUV
e

0 vo . ]‘ 6(\/_g'CM) — (0
/=g 0Tr,,

E importante notar que do procedimento (6.9), verifica-se que

05 1 5(\/__9R) 2 _pro (610)

=0 = = K2

5Kuua \/__g 6KNV0‘

AC)MW + (QSF)MW :
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tal que
R =0R + {g°"TH — g™ T + TH*} 6K e

sendo 7*"* dado por

1 6(v=9Lwu)
e = = (Tac)™™ + (Tgp)" | 6.11)
= oy (
A equagao (6.10) é totalmente equivalente a equagao (6.9), de modo que nds devemos

utilizar isso para uma conveniente correspondéncia com as notacoes encontradas na lite-

ratura.

Devido a convencao para o tensor de curvatura,

RFyap = Qf“A[ﬁ,a] F TP — TP T 5

conforme visto anteriormente, é possivel encontrar, desconsiderando as derivadas totais,

a relacao
/ d*z\/—gR = / d'zy/=g (R+ Ko K"\ — K0 K™,

Variando com respeito a T*,,, é possivel verificar que
TreB  oghlerhl = 2pfan (6.12)

onde 7% = T*8 ,- De modo a representar 7B & importante e fundamental lembrar que a
contribuicao para o fluido de spin é dada por Tb@l‘fi“ = —%Sﬂau“ (Ref. [21]), tal que SP ¢
o tensor de spin (antissimétrico) e u* representa a quadrivelocidade do fluido. Utilizando
uma &lgebra simples, é possivel obter a expressao para 7% = (T4c)"™* + (Top)"™® e

consequentemente,
1
Tl 4 oghlohl = 42 {_555%“ + QgﬂWJp} . (6.13)

Usando a condicao de Weyssenhoff, S?%u, = 0, para as equacdes anteriores verifica-se

apos alguns céalculos que

1
SRR (PO Y 610

1
So = Epapo (2KHP) = 1267, + §I€2€ua505“auﬁ : (6.15)

E interessante mencionar que a condicao de Weyssenhoff é também conhecida como
condi¢ao de Frenkel. Pode-se afirmar que ela é inserida a mao, mas na verdade essa

surge automaticamente no formalismo proposto por Obukhov e Korotky (Ref. [23]).
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Prosseguindo com os calculos, a variagao com respeito a g"” pode ser feita com o auxilio
dos resultados intermediarios,
J )

1 1
I G—— = —— 1
/_g 5guu { k2 gR} k2 G/W ) (6 6)

e

1 5 vV _g o 1 [e% [0

i | = G (AT T~ TP L)
1
+ 1 (2T*puT va + 2T*uNT>, + Ty 1,7 ), (6.17)
de forma direta, gerando como resultado
A « A 1 « P 1 « A 1 PA
G;UJ — Guv + K ,uaK vA T ET puT va §T M)\Tay - ZT,u,p)\TV -
1 K2

- gg,w(zmapaf@ﬂA + 2T Tz — T T 0) = 5T (618)

Para escrever as equagoes dinamicas, é possivel proceder substituindo as equagoes (6.14)
e (6.15) de forma adequada em (6.18), incluindo o tensor momento-energia 7),,. Isso

permite reescrever a equacao (6.18) na forma

1 1
G — g\ — kA {gWJ2 +2J,J, — ZQWJU&?“”’\"SMU& — §Jgs(up’\"uy)5p,\+

1 1 1 2
+3_29m/5p>\5p>\ ~3 S+ 1—()xuuuws*,ms*f”} = %(T;‘f +T57).  (6.19)

onde J? = J,J°. Pode-se ver que da equagao (6.14), verifica-se que T*,, = 0, de modo
que varios termos da equagao (6.18) se anulam. Portanto, com a corrente axial e o fluido
de spin satisfazendo & condicdo de Frenkel, S%*u, = 0, s6 haverd graus de liberdade sem
trago da torgao. O proximo passo envolve o cdlculo da média da equacao (6.19). Para isso,
podemos admitir uma suposigao simples e natural onde < S, = 0 >, o que significa que,
embora o tensor de spin possua uma direcao particular na escala microscopica, a média
de seus valores desaparece no dominio macroscépico, ou seja, as particulas possuem uma

distribui¢do de spin randémica. Pode-se entao definir (ver Ref. [20])

< 8,38 >= 207, (6.20)
tal que
2
< S”’\SV,\ >= g(gw, — u“uy)a2 )
Agora é possivel representar Tlﬁc e TfyF em termos das fontes. Para TlfVF , obtém-se a

equagao (veja Ref. [20]):
1
T&q; = uSg) v K? pu, + u K" ,u’u Sy — §u(aTﬂ)WS/w +

1
+5Ton(aS" 5 + 26" {(p + P)tatis = Pgas} - (6.21)
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Substituindo-se a equagdo (6.14) em (6.21), verifica-se que
2
K
ng = /ingQL(aEg)#VpS“V + K,QJPSM(ﬁ sa)u),,pu” + ZUJOCUQSMVS,W +
2
K
—I—Zu,,u,,S’w‘S“g + 267 {(p + P)uatis — Pdas} - (6.22)

Tomando a média da equagao 6.22, obtemos

TO%? =K’ < JPUJ(QEQ)MW)S’W > -k < Jpsuge(au)ypu” > —
2K> 9 K2
———UuUg0" + 3

3 ap0” + 267 {(p + P)uatiy — PGas} - (6.23)
Deve-se mencionar que, embora < S, > seja nulo, ¢ possivel obter < S, J* > diferente
de zero. No entanto, é possivel argumentar que a hipétese < 5,,J% >= 0 ¢ correta,
visto que S, é randomico somente no espaco 3D, e J* nao possui qualquer componente
espacial. Agora que tais resultados foram obtidos, é importante lembrar que ainda resta
expressar Tof‘ﬁc em termos das fontes. Para isso é necessario lembrar que a variagao de
vV —9gL ac com respeito a métrica g"” deve ser feita com um cuidado especial, uma vez que

J* (e também J,) depende de g"”. Esse célculo é mostrado no Apéndice. Assim sendo,

tém-se como resultado

2 0/—gS*J 4]
AC o o
T = =5 P — —gw,S”Jp—i-Q—(ng (e g0 T 5, J,) (6.24)
e consequentemente
Tod = —26,°""T yap — Sudy) - (6.25)

Substituindo as fontes (6.14) e (6.15), verifica-se que
2
Tl = —8K>guuJ” — 46> J,d, — €4, ) Spp s + %e(uﬂpwy)spwﬁ. (6.26)

Agora, ap6s a obtengao da média e utilizando < S,,J* >= 0, o resultado encontrado

para as equagoes dinamicas ¢ dado pela equacao

1 1
G = r* {—?)gWJ2 + 1_69“”02 - gazuuuy} +
2
K
+ E {(p + p) Uy Uy — pg;u/} + Ag;u/ . (627)

6.3 Equacoes dinamicas

Vamos agora considerar um fluido num regime relativistico, tal que p = p/3. Para a
métrica (6.5),

ds® = dt* — a(t)*(dx® + dy* + d=*) ,
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as componentes relevantes da equagao (6.27) podem ser escritas como

3a® 4 , O K*
_— = — - — — A 2
3 K { 3J 16 + 5 p+ (6.28)
a*  2a 4 , 02 K>
- = - — —p—A 2
i K {3] 16}—1— g7 ; (6.29)

onde o ponto sobre as varidveis significa a derivada temporal e utilizamos x? no lugar de
167G. E assim, apds simples manipulagoes é possivel que para essas equacoes seja obtido
como resultado

. 9 9 1

E notdvel que a corrente axial apareca na equacao acima com sinal diferente da con-
tribuicao de spin. Nessa equacao, a corrente axial atua como uma espécie de densidade
de energia de uma matéria ordinaria. Verifica-se que nessa equacao, somente a constante
cosmoldgica e o spin contribuem para a expansao acelerada no universo primordial. A lei
de conservacao da energia pode ser obtida comparando a equagao (6.29) com a derivada
da equagao (6.30):
pa + dap = p? {é% (a®c®) + 6a%J2} . (6.31)
Vamos observar que a equacao acima descreve a conservagao da energia, no caso geral
quando todos os campos interagem entre si. Evidentemente, a contribuicao de spin (o?)
sempre interage trocando energia com o proprio fluido, porque o spin é uma propriedade
sua. Por outro lado, existe a liberdade para escolher uma corrente axial que interage
ou nao com o fluido. Estas possibilidades definem duas classes de solugoes, onde o caso
da corrente axial sem interagao foi estudado anteriormente no trabalho da Ref.[33]. Ja
o caso sem fluido de spin pode ser encontrado no trabalho da Ref.[7], onde um proced-
imento variacional diferente foi realizado. As equagoes (6.28) e (6.31), juntamente com
as condigoes p(to) = po € a(ty) = ag = 1(tp é o tempo presente), determinam as solugoes
dindmicas do modelo. Para a radiaga césmica de fundo (CMB da sigla em inglés), nds
sabemos que pg ~ peQag. Como
3H?
~ 871G

pode-se estimar py ~ 10752 (GeV)* para radiacdo pura. E claro que estes valores nao

Qead ~107° e p. ~ 4 x 10_47(GeV)4 (com H = 2),
a

correspondem necessariamente ao fluido de spin exdtico, mas servem como referéncia (ou
limite superior). A seguir, vamos considerar na maioria dos casos, uma densidade muito

baixa para o fluido de spin, dada por

po ~ 10774 (GeV)*.
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7 Solucoes com corrente axial e

flurdo de spin

Neste capitulo, sao apresentas as solcoes relativas aos resultados encontrados no

Capitulo 5, envolvendo fluido de spin e corrente axial na teoria de Einstein-Cartan.

7.1 Solucoes

Na busca das solucoes é preciso especificar a dependéncia de J? e 0 com a densidade,
p. Nesse sentido, pode-se adotar o> = vp*? (y= constante positiva) [54]. Deste modo,
identificando a corrente axial como sendo proveniente do fluido de spin, a escolha natural
para J? é J* = j3 p3/ 2 (B=constante positiva). E assim, com essa suposigao, as equagoes
dinamicas para o modelo sao

1252a7yp3/% — 64ap

= 7.1
16a — 3k2ayp'/? — 144k2a[3p /2 (7.1)

P

K2 A 1
- v I 4,3/2 _ .2
a a\/6p+3 Kip (ﬁ+487), (7.2)

onde (7.1) expressa a conservagao da energia.

O sistema anterior é muito complicado e pode nao ter solucao analitica. Contudo,
é possivel extrair algumas informagoes relevantes a partir da equagao (7.1). E possivel
reescreve-la como:

dp 12k2yp%/% — 64p
da  16a — 3k2avyp'/? — 144K2aBp1/2

(7.3)

Seja um caso particular p = py tal que dp/da = 0 (ponto fixo). Quando p(a) atinge o

valor py, este para de variar, tal que pode-se expressar p; como sendo

256

pf = 9/€472 .
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Além disso existe uma singularidade aparente quando p = p., de modo que dp/da — oc.

O valor de p. é obtido de uma algebra simples:

- 256
Pe = (3r2y + 144k28)2

Na verdade, o sistema nao apenas se mostra aparentemente singular, mas é realmente
singular, visto que @, em (6.29), ndo pode ser nulo para p.. Note que sempre p. < py.

Assim, ao se investigar as trés tinicas possibilidades temos
(1) po < pe<ps;

(#1) pe < po < py;
(#11) pe < ps < po -

Para a primeira possibilidade verifica-se que p’ < 0 em todo o intervalo p < p.. Assim
tomando o sentido reverso do tempo, a densidade cresce até atingir o valor p.. Isto
significa que em um a > 0 no passado, p’ é infinito. Como isto nao tem significado claro,
o melhor a se fazer é abandonar a possibilidade (i). Para a segunda possibilidade, tém-se
que p' > 0 em todo o intervalo p. < p < py. Utilizando um raciocinio similar ao anterior,
p' torna-se novamente infinito para a > 0 finito no passado. Para a tltima possibilidade
verifica-se que p’ < 0 no intervalo p; < p, de modo que p nunca atinge p.. Assim o

intervalo apresentado em (iii) parace ser a unica op¢ao fisicamente vidvel.

Pelas alternativas apresentadas acima, deve ser satisfeita a seguinte desigualdade:

256
97’72 < po-

Em termos numéricos, isso significa que o parametro adimensional v tem um limite inferior
determinado por pg. Para py = 107%* GeV*, verifica-se a obtencao do limite inferior !:

v > 1.58 x 10%! Este limite impoe um limite inferior para o?(ty) = 703/2 > 1.6 x 10717

GeVS. No entanto, uma analise cuidadosa mostra que o pressuposto o2, .J? o p*2 nao é
tao rigoroso. De fato, deve-se iniciar a partir de uma hipotese mais simples e fundamental,

considerando a dependéncia de o2 e J? (ou (1)?) no fator de escala, como

o?, JPoxa®. (7.4)

Note que no estudo anterior na Ref. [20], a densidade do fluido de spin satisfaz p oc a™*,

tal que o2 o p*2. No entanto, é possivel verificar claramente que p < a~* nio é uma

Note que A =5 x 1078 GeV? e k? = 3.38 x 10737 GeV 2.
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solucdo exata da equagdo (6.27). Deste modo, o ansatz (7.4) serd adotado a partir de

agora. E assim

J? o2
2 0 2 0
J® = 6 e 07 = 06 (7.5)

As equagbes de movimento (6.28) e (6.29) podem ser escritas na forma:

-2 JQ 2 2 A
C‘—:—f&(—u “°)+"”°—p+—, (7.6)

a? ab  48af 6 3

dp  4p  36K*J§

(7.7)

da  a a’
E bastante diffcil resolver analiticamente o sistema acima, assim é conveniente tratd-lo
numericamente. A primeira observagao é que a quantidade dp/da na equagao (7.7) é
negativa e menor que —4p/a, deste modo, o efeito da corrente axial é tal que, tomando pg
(po = p(ty)) como sendo a mesma quantidade para ambos os casos (com ou sem a corrente

axial), os valores de p se tornam maiores para t < ;. E interessante notar que na ausécia

2 4

de corrente axial, a presenca do spin do fluido, ¢%, nao modifica a condi¢ao p a™* que
caracteriza um fluido de radiagdo. Agora, vamos considerar a equagao (7.6). Seu lado
direito deve ser positivo para todos os valores de a(t). Escolhendo o caso especial a = 1,
chegamos & seguinte condicao (para py = 107°* GeV*):

2
o A
% . Po

~ —11 6
8 < s T ™ A38x 1071Gev", (7.8)

Je +

que define um limite superior para os parametros da fonte JZ e o2. Na equagio (7.6), o
termo proporcional £* tem a mesma dependéncia do fator de escala do que os parametros
nao-Riemannianos que aparecem no trabalho [19]. Apesar de ser um modelo diferente
do estudado aqui, esta coincidéncia abre a possibilidade para estimar alguns limites dos

dados de supernovas Ia aplicados ao modelo atual. Como resultado, é obtido
o2
JE+ ﬁ <5.91 x 1072GeV" (7.9)

o que é notavelmente semelhante a (7.8).

Antes de investigar solugoes gerais para (7.6) e (7.7), vamos considerar a solugao

particular para (7.6):

pla) =" (7.10)

ab’

Substituindo essa solugao em (7.7), verifica-se que

po = 18x>J5 . (7.11)
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Observe que neste caso a equagao (7.8) estabelece efetivamente um limite superior para
o2, pois JZ estd relacionado a pg. A equagao (7.6) pode ser escrita usando-se (7.10) e

(7.11) conforme

a? 0 A o2
== 5 + 3 onde 6 :=x? (QJ(? — ﬁ) . (7.12)

Existem trés solugoes, dependendo do sinal de 6:

1/3
a(t) = {\/%sinh (\/S_At)} para 6 >0, (7.13)

onde a constante de integracao ja foi fixada por a(0) = 0, e segunda solugdo pode ser

dada na forma implicita

a(t)® + 1/ ?;\—9 +a(t)s =4/ —i—eexp(\/?)_At) para 6 <0. (7.14)

Na solucao acima, a constante de integracao foi escolhido tal que
a(0) = amin = (—36/A)Y6

com api, sendo o valor minimo de “a” o qual pode ser encontrado pela condicao 8+Aa® > 0.
Deste modo, para 6 < 0, a singularidade inicial é evitada, e o universo sofre uma expansao
acelerada o tempo todo. Em contraste, a solugao (7.13) nao impede que o modelo tenha

singularidade inicial. A terceira solu¢ao vem do caso 6 = 0:
a(t) oc VA3 (de Sitter).

E notavel que neste caso o Universo se expande com apenas a constante cosmolégica, mas

existe um fluido com p o< a™°.

E possivel extrair informagdo sobre os parametros das fontes, JZ e 02, a partir das
limitacoes experimentais, tais como a idade do Universo 2, t; = 13.7 bilhoes de anos
= 6.56 x 10" GeV~!. Vamos considerar, por exemplo, a solucio (7.10). Usando a
expressao para a(t) em (7.10) com a igualdade a(tg) = 1, pode-se obter § = 4.18 x 1075¢
GeV? (uma quantidade similar pode ser encontrada para |f| no caso (7.14)). Agora,
escrevendo a equagao (6.30) na forma

i_ 20 A
a® 37

nos encontramos por substituicao direta,

g = % {1 — csch? (\/S_At)} :

20bserve que este procedimento nao é rigoroso pois o papel da torcio é suprimida pelo teor de matéria
convencional, como fluido perfeito em forma de poeira.
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E possivel mostrar que essa quantidade é positiva se ¢t > 2.96 x 10*' GeV~!, o que
significa que, tomando 0 = 4.18 x 107% GeV?, a expansao do universo é acelerada para
a > 0.61. Observe que na auséncia da constante cosmoldgica, a quantidade 6 deve ser
positiva. Somente uma constante cosmoldgica nao-nula pode proporcionar auséncia de
singularidade (para JZ # 0). E notdvel que a teoria com corrente axial e fluido de spin,
satisfazendo (7.11), exija a introdugao de A, pois caso contrério, o modelo nao teria as
solugoes para todos os possiveis valores de of. Para JZ = 0, o modelo se reduz ao estudo
feito por Gasperini [20], com inicio e final de expansao acelerada além de auséncia de
singularidade. Neste caso, a expansao acelerada no universo primordial ocorre em um
periodo muito curto de tempo, e deve ser mencionado que JZ # 0 pode ser tomado
como uma generalizagao importante, podendo ser associada a uma teoria com violagao de
Lorentz ou com um efeito de vacuo quantico, por exemplo. Na verdade, a condicao (7.11)
parece ser bastante particular. Contudo, como veremos a seguir, as solucoes gerais para

p(to) # 18k%J2 podem ser descritas pelas solugdes particulares ditadas por p oc a™5.

7.2 Solucgoes Gerais

6 ¢ uma solucao particular,

Segundo as consideracoes anteriores, sabemos que p x a~
que exige (7.11). Na verdade, podemos executar uma integracdo numérica da equagao
(7.7), utilizando o software Mathematica, a partir do ponto p(ag = 1) = py satisfazendo
(7.11). A curva integrada para p(a) serd exatamente a curva de p o< a~%, que pode ser

desenhada como uma linha reta com inclinacao negativa (—6) na escala logaritmica.

A fim de integrar numericamente, nés escolhemos um JZ compativel com a condigao
(7.8), ou seja, J3 = 1071 GeVO, e py diferente de (7.11). Vamos escolher um valor menor:
po = 107 GeV*. A integracao é mostrada no lado esquerdo da figura 1, juntamente
com a integragiao obedecendo a (7.11), correspondendo a p oc a~S. E notdvel que ambas
as curvas coincidem, mas é essencial salientar que coincidem em um certo intervalo. O
mesmo tragado no lado direito da figura 1 ¢ ilustrado em um intervalo muito mais perto

de a = 1, onde a diferenca entre as duas solugoes se torna clara.

Parece que esse comportamento é universal: a curva de p(a), para qualquer py, difere

6 em uma regido préxima a a = 1, mas no restante da regiao, digamos,

da solugao p < a™
0 < a < 0.1, a solugao estd muito perto de p(a) = 18x2JZ/a8. Agora, lembre-se que nio
hé muito espaco para grandes valores de pg, e nés estamos considerando principalmente
cosmologia primordial, de modo que, a solugoes especificas discutidas anteriormente sao

bastante gerais e instrutivas. Devemos mencionar que o caso J& = 0 (Gasperini [20]) ¢
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Figura 1: A curva integrada, se encontra na escala logaritmica, de p(a), para
as condigoes iniciais p(1) = 1075*GeV* e p(1) = 18x%J2 = 6.08 x 10747 GeV*

coincidem.
—
>
[}
S
S
Q
Figura 2: O graafico acima retrata uma ampliacao da regiao para a = 1

relativa ao gréafico anterior

completamente diferente, porque p(a) vai ser substancialmente afetado, tal que p oc a™%.

7.3 Corrente Axial Constante

Conforme vimos anteriormente, a métrica é espacialmente homogénea e isotrépica
dada por ds* = dt? — a(t)*(dx?® + dy* + dz?). Para o fluido de radiagao (p = p/3), as
componentes relevantes da equagao (6.27) podem ser usadas para a obtengao de

i 4. K?
E:H0/24_Ep+A/3' (7.15)

’

E surpreendente como a corrente axial nao possui efeito na equacao acima. Na ver-

dade, manipulagoes adicionais fornecem a conservagao da energia, pa + 4ap = 0, com
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solugao coincidindo com a solugao do perfodo dominado pela radiagao, p = pgag/a* (o
indice significa a componente temporal). Para encontrar a solugao para a(t), deve-se sub-
stituir esse resultado e supor o2 = vp*? (veja Ref. [54]) nas componentes temporais da

equagao (6.27),

3a?
ai; = i (=92 — 0%/16) + K2p/2 + A | (7.16)
Vamos escolher py = 107 GeV* e manter em mente A = 5 x 1073 GeV? e x? =

3.38 x 10737 GeV~2. Na auséncia de fluido de spin, a positividade de @? estabelece um
limite superior JZ ~ 4.863 x 107'? GeV®. Para J? < JZ e v = 0, nao hé perda de
singularidade e a expansao acelerada inicia com a = 0.0136 (independentemente de J?).
Um limite superior similar ocorre se for incluido o fluido de spin. Para v = 1072, o
valor minimo a ¢ 6.50 x 1073, a (breve) expansio acelerada primordial se encerra com
a = 9.19 x 107% e a 1dltima expansao acelerada inicia com a = 0.0136. Atualmente,
esses resultados correspondentes ao caso J* = 0 (J? < J2) ainda sdo muito pequenos para
resultarem em um efeito substancial).As duas épocas de expansao acelerada sdo garantidas
tanto quanto 0 < v < 8x10% . E importante ressaltar que Kostelecky, Russell and Tasson
[53] obtiveram recentes aplicagoes experimentais na busca para encontrar limitagdes para
o campo de torcao constante. Por exemplo, se a tor¢ao é minimamente acoplada com
fermions, ¢é verificado em nossas anotagoes que |5, 5| < 8.4 x 107°* GeV?. Claro que nao
se aplicam ao presente momento, porque a torcao depende da densidade de spin e por
este motivo nao é constante. Mas na auséncia do fluido de spin , a tor¢ao é interiamente
escrita em termos da corrente axial, e por sua vez é constante. Neste caso, o vinculo
superior pode ser usado para corrigir J? =~ 10'® GeV®, o que é notavelmente maior que o

limite superior imposto pela positividade de a?.
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8 C(Conclusoes

Nesta tese apresentamos um estudo sobre as transformacoes conformes e demon-
stramos sua utilidade nos calculos relativamente simples de varias quantidades envolvi-
das na teoria gravitacional. Em particular, usando estas transformacoes, juntamente
com o teorema da fatorizacao, podemos essencialmente reduzir a quantidade de trabalho
necessario para a obtencao das equacoes de Einstein para as métricas cosmoldgica e es-
fericamente simétrica. Do nosso ponto de vista, esta forma de se calcular tais equagoes
garante certas vantagens com relagao aos calculos diretos, podendo ser utilizada em cursos

basicos de Relatividade Geral.

Nesta tese sao apresentadas investigacoes a respeito dos efeitos cosmoldgicos da cor-
rente axial juntamente com um fluido de spin relativistico (p = p/3) na teoria de Einstein-
Cartan. Como j& é conhecido na literatura (Refs. [8, 9, 10]), tor¢do pode providenciar
auséncia de singularidade e expansao acelerada. A contribuicao da corrente axial, no en-
tanto, favorece uma expansao desacelerada, em contraste com o fluido de spin. Encontra-
se aqui duas classes de solugoes: uma com corrente axial externa sem interagao, e outra
com corrente axial interagindo (ou seja, corrente axial dependente do tempo). O primeiro
foi considerado em trabalhos anteriores (ver [7]) para a situagao sem fluido de spin e com
vetor axial global conforme, e [33] com vetor axial global constante no vacuo e fluido de
spin).

No presente trabalho, consideramos a corrente axial como um campo composto,

JH =<yt >,
onde os campos de Dirac (presumivelmente) descrevem o préprio fluido. A corrente axial
interage com o fluido espinorial, da forma descrita pela conservacao do momento-energia.
Essa é uma caracteristica essencial, que determina a dependéncia da densidade de energia
com o fator de escala “a”, que é substancialmente diferente do caso da corrente axial sem
interagao. E natural supor que tanto a corrente de spin como a corrente axial descrevem
de maneira semelhante como o Universo se expande. Concluimos que, com base no ansatz
6

J? oca™®e o oc a7, as solugdes em geral se comportam (em um dominio relevante), como



61

solucoes particulares provenientes de p o< a=%, de tal forma que suas propriedades sao as
mesmas. Essas propriedades foram analisadas em detalhes para as solugoes particulares:
se o parametro das fontes 6 é positivo, o universo tem uma singularidade inicial e sua
expansao é desacelerada (@ < 0), até um momento em que a expansao acelerada se inicia.
Esta época depende basicamente do parametro 6, que pode ser determinado a partir da
idade do universo conhecido. Ao fazer isso, a expansao acelerada se inicia com a = 0.61.
Em ambas as solugoes particulares, JZ pode ser fixado pelo atual valor da densidade, po.

Portanto, 02 determina o sinal de 6.

Para o caso # < 0, universo tem uma expansao acelerada o tempo todo, e representa
uma solucao sem singularidade inicial. Neste caso, a equagao (7.8) representa um limite

superior para as quantidades JZ e o3.

Como discutido acima, as solugdes gerais tém um comportamento notavel (como o
deslocamento mostrado no lado direito da Figura 1) na regiao préxima aos dias de hoje.
Isto é muito estranho do ponto de vista fisico, porque seria uma coincidéncia enorme
se o deslocamento da curva do lado direito ocorresse exatamente no tempo presente, tg.
Assim, parece que a solucao fisicamente razoavel deve ser uma solucao particular, com

6

p < a~® Como conseqiiéncia, o parametro JZ deve estar relacionado com a densidade

presente pela equacao (7.11).

Como perspectivas para trabalhos futuros temos um trabalho em andamento envol-

vendo o parametro de Imirzi e a possibilidade de outro posterior com relacao aos campos

de Dirac.
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9 Apéndice

9.1 Notacoes Relacoes Uteis

9.1.1 Notagoes e convencoes

No trabalho realizado utilizamos a signatura da métrica dada por (+ — ——).

Como regra geral, utilizamos o simbolo til para objetos construidos num espaco de

fundo com tor¢ao,excetuando-se o operador D,,. Deste modo,

e V, ¢ a derivada covariante definida com a conexao na presenca de torgao, I'*,,.
o I'*,, =1, + K%, , onde K“,, é o tensor contor¢ao e I'*,, ¢ a conexao métrica,

{,%,}, considerando metricidade.

Simbolos de simetrizacao e antissimetrizacao:

° Ay = %(AMV — Au)

o Ay = %(ALW + Auy)

Curvatura:
Raﬁuu = 8uraﬁu - avraﬁu + FO‘@,F’\W - Faﬁur/\au

9.1.2 Procedimento variacional

Vamos aqui calcular a derivada funcional de J*. Para isso, deve-se levar em conta

que J* = 9y°71), com
7" = (/A vy

Sabemos que ¥* = e /v%, e entao
o ded”
Sgrv 59!“’7
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As tetradas satisfazem ¢g"" = e *e®, e assim
Ig"" = del'e™ + e fde™ = (e ol + e ok )de
A forma mais geral possivel para de*® até a primeira ordem em g é
6e™ = [xa(e®,.0y +e",05) + x2(e"" g )]0g™
A substituicao da equacao acima na anterior devera fornecer a identidade
59" = (e 0y, + €q” ) [x1 (e85 + €255) + xa(€gpn)]0g™

para X1 = 3 ¢ x2 = 0 (veja também a Ref. [7]). Como consequéncia, podemos obter

finalmente

0P 1 oy, 1

Sghv 9 ,(Ou%) ¢ Sghv _59/)(#%% (9.1)

Agora, sabe-se que ¥ = E9PA [ /—g onde E’P* ¢ o simbolo de Levi-Civita, que é

claramente independente da métrica. Deste modo, é possivel obter

6804B,0)\ 1 N (5€aﬂ N 1
(Sg'“"/ = 59#1/5 o € 59—#5 = _§gw/€aﬁp)\- (92)
Usando (9.1) e (9.2), é possivel encontrar como resultado

575

ogHv

Com todos estes resultados, obtém-se a variagao de J* e J,:

5" 5, 1 5,

1
_ L _ 1 _
sgrv 2 W) Sqhv 2(5(ij) Sgh

(9.3)

Célculos similares podem ser realizados para S* = £*#P T, afp = A g T ?3p. Final-

mente, a variacdo de /—gJ"S,, pode ser expressada por meio do resultado (6.25).

9.2 Meétrica de um Espaco-Tempo Esfericamente
Simétrica

Consideremos uma dada distribuicao de massa de esfericamente simétrica. Neste
caso, o principal interesse estd em encontrar uma solucao para o campo gravitacional de
simetria central. Dada a simetria da distribuicao de massa, consideremos o sistema de

coordenadas esférico. E assim, podemos admitir para o intervalo ds? a seguinte expressao:

ds® = h(r,t)c*dt* + m(r,t)dr® + n(r,t)dQ + p(r, t)dtdr (9.4)
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onde h(r,t), m(r,t), n(r,t) e p(r,t) sdo, conforme indicado, fungdes do tempo (t) e do raio
(r). Como esperado, devido a arbitrariedade na escolha do sistema de referéncia na teoria
geral da relatividade, temos como consequéncia que qualquer transformagao no sistema de
coordenadas nao deverd modificar a simetria inicial verificada para ds?. E importante que
agora realizemos algumas escolhas, de modo que se possa determinar as possiveis formas
de h(r,t), m(r,t), n(r,t) e p(r,t). Devemos assim, assumir inicialmente que p(r,t) = 0,
dada a simetria do sistema e a invariancia das equagoes sob a mudanca do sistema de
coordenadas. Quanto a h(r,t), m(r,t) e n(r,t) admitimos que estes sejam representados

na forma exponencial tal que
h(r,t) = eV, m(r,t) = —e*"; n(r,t) = —e¢rt (9.5)
e assim
ds? = 2’2 — D dr? — 20000 (9.6)
Conforme feito antes, é comum tomar ¢ = 1. Deste modo, ds? é dado por:
ds® = e’dt* — edr® — e*dQ) (9.7)
onde
v=uv(rt), A= \(rt), o =o(rt) . (9.8)

Portanto, verificamos que a métrica é dada por:

e 0 0 0
0 —e* 0 0
grv = 9 : (99>
0 0 —e2 0
0 0 0 —e**sen?d
Considere
¥ =t, =1, =0, B=¢ . (9.10)

E facil ver que seus elementos sao:
Joo = €”; g1 = —e; G22 = —e*; 933 = —e*’sen’) (9.11)

A métrica contravariante é expressa por:

e’ 0 0 0
0 —> 0 0

g7 = . (9.12)
0 0 —e 0
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e seus elementos:
g =e"; g =—e"; g =—e 7, g =—ePsen29 . (9.13)
Sendo que para o caso especial
e*? =12, p=Inr |, (9.14)
o intervalo infinitesimal é dado por:

ds® = e’dt* — edr® — r?dQ . (9.15)

9.3 Solucao de Schwarzschild

Conforme podemos ver, o intervalo para uma distribuicao esférica de massa é dado

pela equagao (9.15). Consequentemente a métrica covariante é dada por

Grv = s (916)

e seus elementos sao
v A 2 2. 92
goo = € , g = —¢e go2 = —T7, g3z = —1r°sen“0 . (9'17)

A métrica contravariante tem a forma

eV 0 0 0
0 —e* 0 0

g = : (9.18)
0 0 —r~2 0

0 0 0 —r2sen—%6

As componentes nao-nulas do tensor de Ricci sao dadas por:

1 . . . /\// l//)\/ l//2 V/
R :—<')\—)\2—2)\> AN Y V) e 9.19
0=7\ +(2 4+4+r>6 (9.19)
DA WD\ 7 Y VS
_ noon - —(v=X) 7 N )

/ /
Rop =1+ (ﬂ T 1) e, (9.21)
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R33 = RQQ . sen2¢9 s (922)
A

As componentes nao-nulas do tensor de Einstein sao dadas por

ANl 1
0 _ —A
GO =€ (7 - ﬁ) + ﬁ s (924)
L (Y1 1
Gl = —¢€ <? + ﬁ) + 7“_2 s (925)
Gt = —e M\ = —%e"\ : (9.26)

7 '\ 12 N —
Ll VT ”) (9.27)

1. 1. 1.
G:=Gi=e" (ZAD+ 5)\—1— 1)\2)) +e? (—3 + 1 o

A forma mais geral que temos para que este intervalo seja realmente compativel com a
simetria esférica para o caso estatico, é aquela em que v e A\ sejam funcoes apenas de r.

Deste modo, para as componentes nao-nulas do tensor de Einstein, verificamos que

N 1 1
0_ —A
GO =€ (? - ﬁ) + ﬁ s (928)
/
1 (v 1 1
Gl = —€ (? + ﬁ) + 7‘_2 ; (929)
Gy=0 (9.30)

/! I\/ 12 /_ /
v\ v A 1/) (9.31)

1%
G%:G§:ﬂ(-7+ 1

Para o espago-tempo vazio, constata-se que as componentes do tensor de Ricci e de Ein-
stein sao identicamente nulas. Portanto, as componentes do tensor de Einstein assumem

a forma

ro 2 72

S 1
e (i - —) +—==0 , (9.32)

S| 1
e (i + ﬁ) T —=0 (9.33)

" /)\/ /2 )\l_ !
e—A(—”—+V S V)zo . (9.34)
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Multiplicando a equagao (9.33) por (—1) e em seguida somando com a equagao (9.32)

encontramos

V+XN=0 . (9.35)
Resolvendo esta equagao obtemos como resultado

v+A=0C . (9.36)

Dada a arbitrariedade de C, é sempre possivel tomar C' = 0 (solugoes assintoticamente

planas), e assim

v+A=0 . (9.37)
Resolvendo a equagao (9.32), com A = —v encontramos para
/
N 1 1
_ T — =0 9.38
e . + 7"2) + = (9.38)
que
—rv'e’ —e"+1=0 (9.39)
tal que
e’dv dr
- 9.40
ev —1 r ( )

de modo que, integrando a equagao (9.40) obtemos como resultado

C
e/=et=1+— . (9.41)
T

Calculemos agora o valor para a constante de integracao C'. Mas para isto é necessario se

conhecer as componentes da métrica covariante, conforme visto em (9.16). E assim

1+¢ 0 0 0
0 -1+ 0 0
g = (1+7) (9.42)
0 0 —r? 0
0 0 0 —r2sen3d
No limite Newtoniano, sabemos que (veja por exemplo [55])
Joo = 1+20 . (9.43)

Logo

C=20 . (9.44)
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Sendo a aceleragao dada por

a=-Vo | (9.45)
obtemos
Gm
P=—— . 9.46
rc? ( )
Parac=1
G
o= —Tm , (9.47)

onde, de acordo com (9.43), verificamos que

2Gm
goo =1 — (9.48)
r
Logo

1 — 2m 0 0 0

0 —(1-=2m)t 0 0
g’ = ( ) . (9.49)

0 0 —r? 0

0 0 0 —r?sen?d

Finalmente encontramos a solucao de um campo gravitacional para uma distribuicao de
massa com simetria central. Veja que pelas caracteristicas intrinsecas a esta distribuicao,
somos levados ao calculo de um campo gravitacional estatico, no vacuo. Esta solucao é
conhecida como a solugao de Schwarzschild, e nesse caso o intervalo dado por

2 2 !
ds? = (1 - Gm) 2 — (1 - Gm) dr? — r2d6? — rsen0df? . (9.50)

T T

A grandeza 2G'm possui dimensao de comprimento, recebendo a denominagao de raio

gravitacional do corpo em estudo, ou seja
re =2Gm . (9.51)
Podemos entao escrever a solugao de Schwarzschild da seguinte forma

-1
ds* = (1 — r_g> dt* — <1 — T—g) dr? — r*df? — r’sen®0dg?® . (9.52)

T r

Esta solugao corresponde ao caso de uma distribuicao de massa puntiforme, estatica,
localizada no ponto r = 0. Ela significa que, nesta situagao a solucao compativel com
o potencial de Newton para r — 00, é necessariamente estatico. Um exemplo disto, é o

caso de pulsagoes simétricas em relacao ao centro.
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E importante observarmos que a solucao de Schwarzschild nos permite corregoes nas
previsoes realizadas pela teoria Newtoniana para o movimento dos planetas, de modo que,
para o sistema solar, tais corregoes sao apreciaveis somente para o caso da precessao do
periélio de Merctrio. A teoria da relatividade, além de ajudar a revolucionar nossa visao
do cosmos, trouxe também diversas previsoes, como por exemplo, a deflexao dos raios de
luz por um campo gravitacional, o desvio para o vermelho da radiacao eletromagnética
em um dado campo gravitacional. A previsao da existéncia das chamadas ondas gravi-
tacionais, assume um papel de destaque dentro desta teoria, bem como as mudancas em

nossas concepgoes a respeito dos chamados “buracos negros” ([57]).

9.4 Obtencao das Equacoes de Einstein para a Métrica
Esfericamente Simétrica

Conforme visto na introdugao, dada uma distribuigao de massa esfericamente simétrica,

o intervalo ds? é dado por (9.6), onde tomando a equagao (4.10) verificamos que
ds® = edt* — eBdr? — dQ (9.53)
onde
A=v—2% , B=X-2¢. (9.54)

A matriz dos elementos para a métrica covariante é dada por

Gr = , (9.55)

onde

oo = et | J11 = —eBrt) Jog = —1, 33 = —sen’f . (9.56)

Para a métrica contravariante, encontramos

e 0 0 0

3 0 —e B 0 0
7 = : (9.57)

0 0o -1 0

0 0 0 —sen20



tal que

G0 = e~ACY) gl = —¢BY) G2 =1,
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1
_33
= — . 9.58
g sen20 ( )

Deve-se nesta etapa realizar o calculo dos simbolos de Christoffel conforme, dado por (eq.

3.6).

Para a, 7, v =0,1

1_, _
Loo = 59 dGoo) = 5T T o (9.59)
1 1 49,4 — B N =2¢
Iy = 59 (1g11) = o T 9 ) (9.60)
1 _ _ A/eA—B 4 2¢/ .
Loo = ——911(81900) = 9 = [ 9 ] A ; (9.61)
—0 ]__ _ Bei(AiB) A - 2§b —(v—
Iy = __900@0911) = = Je =) ; (9.62)
2 2 2
=0 1 _ A V=29
[y = 5500(61900) Y 9 ) (9.63)
- 1, B A—2¢
Loy = 5911(80911) =5~ "5 (9.64)
Para a, 7, v = 2, 3, temos:
=2 =3 =2 =2 =3
Doy =T33 =Tyg =15 =15 =03 (9.65)
f§3 = —senfcosf ; (9.66)
=3 =3
Iy = I's, = cotgh . (9.67)
O tensor de Ricci é dado por
Ry = Ry = 2(ViVu8) = G, (T 6) + 20,6 — 25,57 0a0050 (9.68)
(0,1) =a,b,c,...;(2,3) =14, j,k, ... (9.69)

1 .. . . 1
K = §e—A(AB — 2B — B?*) + 5eB(zA” — A'B' 4+ A'?) . (9.70)
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Assim
— 1
Ry = §gabK ; (9.71)
K = Ry, (9.72)
como deveria ser. E f4cil verificar que
_ _ _ 1. 1
VoV = %56 — Tondod — Togdho = 6 — SAd — Se PN (9.73)
— — — 1 .. 1
ViVio = 07— T)10ho — T = ¢ — S PBé — 2B | (9.74)
S v 0 =1 ] 1 1 L. /
VoVig = 0p01¢ — 51000 — T'1010 = ¢ — 514 ¢ — §B¢ ; (9.75)
O¢=9"VoVop+7"'ViVig ; (9.76)
_ 1. 1 1 .
qu _ e—A(¢ _ §A¢ _ éeA_BA,gﬁ/) _ G_B(gb, _ 56—(A—B)B¢/)
w1 .. 1. 1 1
= e o - 540+ §B¢) +e B(—¢" + §B’¢’ - 5A’¢’) ; (9.77)
(v¢)2 — —00&2 + §11¢,2 _ efA(éZ . efB¢/2 ] (978)
E importante lembrarmos que
A=v—2¢ B=X—-2¢. (9.79)

Para o calculo de R utiliza-se (3.18) paran = 4. Os valores de T ¢ e (V¢)? sdo conhecidos,

e assim
R=0"Rij + 3" Rupy = K — 2, (9.80)
tal que
ol w1, .. . . o
Rup = e [§>\u—)\—§)\ — 20\ + 200 — 4o — 667 +
1 1
+ e—)\[V// . 5}/)\/ + 5#2 o 2>\/¢/ + 21/’@5/ + 4¢// + 6(}5/2] ) (981)

Assim, o escalar de curvatura é dado por:

R = Ry —2e7%. (9.82)
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Finalmente
@-Rr-1g 9.83
2 = iy =51, (9.83)
1.1. . 1. 1. . 1 . . .
2 —VI( N2\ ) —\2 - _ 7 2
Gy = el(=5)GAV = A=A+ A0 = 5d + o+ 9] +
) _y_” I/)‘,_ﬁ )\/¢,_I//¢,_ T
+ e+ ; 5 =9 =7 (9.84)
1
Go=9"Gio=g" R — 55(1)3 (9.85)
. / )\ / .
G =2e(¢' - %ﬁ - 7¢ +¢'d) (9.86)
1 11 1y a1 1
Gl =g Rll - éle = —¢€ Rl — §R (987)
Gl=e2 — e Ve +¢'?) +e7" (20 + 30> — vo) (9.88)
0_ 00 Lo
Go =g Roo — 501t (9.89)
Gy =2 + e [Ad+ @7 + e A [-2¢" + N¢/ — 307 . (9.90)
Caso particular: ¢ = In7:
1. 1. 1. 775 Ve D U 74

2 V[ - 2 A1 v 01
Gs=c¢ [4)\l/+2)\+4)\)]+e [ 5t T T3 ] (9.91)

1 -\ i/ )‘ -
Gy =—€e"\¢ = —e (9.92)

SV | 1
G =—e (7 + ﬁ> + ) (9.93)

N1 1
0_ A

Novamente podemos verificar que os resultados obtidos sao idénticos aqueles notoriamente

encontrados na literatura e que foram apresentados na introducgao deste trabalho.
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