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dedicação ao Laboratório de Simulação Computacinal;
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Resumo

Durante as últimas décadas a dinâmica da magnetização em sistemas nano-estruturados tornou-
se um assunto de importância fundamental não apenas para o Micromagnetismo, mas também
às suas aplicações tecnológicas. Nanomagnetos são sistemas interessantes para estudar estrutu-
ras magnéticas exóticas, tais como vórtices, skyrmions e paredes de domı́nio. A compreensão
das propriedades estáticas e dinâmicas dessas configurações de spins em nano-escala é um re-
querimento crucial para a realização de futuros dispositivos baseados em spintrônica. Devido à
anisotropia de forma que se origina da interação dipolar, as configurações magnéticas que sur-
gem em sistemas nano-estruturados são bastante sensı́veis à forma geométrica e às dimensões
do nanomagneto. Este trabalho é focado no estudo de nanomagnetos planares, nos formatos de
disco e fita, feitos com um material magnético macio como o Permalloy. O vórtice magnético
é observado num nanodisco com dimensões adequadas, porque ele é um estado intermediário
entre os regimes de mono e multi-domı́nio. Sob condições apropriadas, uma única parede
de domı́nio transversal pode ser experimentalmente injetada num nanofio retangular. Tanto o
núcleo do vórtice quanto a parede de domı́nio comportam-se como quasipartı́culas, cujas pro-
priedades podem ser manipuladas por um agente externo (campo magnético ou corrente de
spin-polarizado). Para pequenas amplitudes de excitação, é sabido que o núcleo do vórtice des-
creve um movimento circular (modo girotrópico), enquanto que a parede de domı́nio transversal
fica restrita a um movimento unidimensional. Neste regime, cada quasipartı́cula evolui sem mu-
dar a sua polaridade; uma propriedade estrutural associada a um estado duplamente degenerado.
Para uma amplitude de excitação forte o suficiente, a quasipartı́cula sofre uma deformação na
sua estrutura, tal que a ocorre a inversão da polaridade. Do ponto de vista tecnológico, o con-
trole do mecanismo de reversão da polaridade é fundamental, porque essa degenerescência de
dois estados pode funcionar como “zero”ou “um”, sendo útil para codificar informação no ar-
mazenamento de dados ou mesmo para realizar operações lógicas. Alguns trabalhos reportaram
que nanomagnetos contendo defeitos podem influenciar ou modificar fortemente a dinâmica da
quasipartı́cula. Imperfeições são geradas durante o processo de fabricação dos nanomagnetos,
ou então elas podem ser intencionalmente incorporadas para uma finalidade especı́fica. Como
exemplo, a fim de controlar o movimento da parede de domı́nio é muito importante impor de-
terminadas posições ao longo do nanofio onde a parede possa parar. Há várias maneiras de se
estabelecer tais pontos crı́ticos para a quasipartı́cula. Variações na geometria do nanomagneto,
cavidades, entalhes e assim por diante podem ser classificadas como defeitos não-magnéticos.
Em geral, esse tipo de defeito funciona como um centro atrator para a quasipartı́cula. Um de-
feito magnético surge a partir de uma falta de homogeneidade do meio magnético, ou seja, uma
variação local das propriedades magnéticas. Num trabalho anterior, nosso grupo modelou uma
impureza magnética como uma variação local da constante de troca. Como um resultado ime-
diato da inserção de uma impureza magnética no nanomagneto, demonstramos via simulações
numéricas, que impurezas magnéticas podem induzir dois tipos de armadilhas para a quasi-
partı́cula: uma redução local da constante de troca corresponde a um sı́tio de aprisionamento
(poço de potencial), enquanto que um aumento local da constante de troca representa um sı́tio



de bloqueio (barreira de potencial). Esta tese investiga a dinâmica da quasipartı́cula confinada
por uma distribuição de impurezas magnéticas: para o caso do núcleo do vórtice considerou-se
um anel de impurezas, concêntrico ao nanodisco; para o caso da parede de domı́nio foi conside-
rado dois aglomerados de impurezas, idênticos e equidistantes do eixo da largura do nanofio. Os
resultados obtidos para o nanodisco modificado mostraram que é possı́vel modular a frequência
girotrópica do núcleo do vórtice, que depende fortemente da razão de aspecto do disco (espes-
sura/diâmetro). Num disco com o anel de impurezas, um ajuste fino na frequência girotrópica
pode ser obtido pela variação dos parâmetros do anel. Além disso, foi observado que a inversão
da polaridade do núcleo do vórtice pode ocorrer devido à interação entre o núcleo do vórtice
com o anel; a reversão da polaridade num disco com o anel requer amplitudes de excitação
menores do que aquelas requeridas no disco sem o anel. Os resultados obtidos para o nano-
fio modificado indicaram que é possı́vel controlar posição da parede de domı́nio transversal; a
parede pode ser de movida de um aglomerado até o outro pela simples inversão do sentido do
campo magnético aplicado. A reversão da polaridade da parede de domı́nio transversal também
foi investigada e o uso dessa distribuição de impurezas mostrou-se útil para estabilizar o mo-
vimento da parede que ocorre após a inversão da polaridade; assim a mudança da polaridade
ocorre de uma forma rápida e reversı́vel. Como um exemplo de aplicação desse nanofio modi-
ficado, propomos o seu uso como uma célula num dispositivo de memória não-volátil, que usa
2 bits por célula; ou seja, a informação pode ser armazenada tanto na posição quanto na pola-
ridade da parede de domı́nio transversal. Embora os resultados apresentados aqui sejam para
simples distribuições de impurezas magnéticas acreditamos que as suas consequências possam
ser planejadas e estendidas para o desenvolvimento e realização de futuros dispositivos.

Palavras-chave: Nanodiscos. Vórtice. Modo girotrópico. Reversão da polaridade. Nanofios.
Parede de domı́nio transversal. Impurezas magnéticas.



Abstract

During the last decades the magnetization dynamics in nanostructured systems has become a
subject of relevance from fundamental micromagnetism as well as for their new potential tech-
nological applications. Nanomagnets are interesting systems to study exotic magnetic structures
like vortices, skyrmions and domain walls. The detailed understanding of the static and dyna-
mic properties of these nanoscale spin configurations is a crucial requirement for the realization
of future spintronic device. Due to the shape anisotropy that originates from dipolar interaction,
the magnetic configurations that emerge in nanostructured systems are very sensitive to the ge-
ometric form and dimensions of the nanomagnet. This work is focused on the study of planar
nanomagnets, in the formats of disk and strip, made of a soft magnetic material like Permalloy.
The magnetic vortex is observed in a nanodisk with appropriate dimensions, because it is an
intermediate state between the mono and multi-domain regimes. Under suitable conditions, a
single transverse domain wall can be experimentally injected into a rectangular nanowire. Both
the vortex core and the wall behaves as a quasiparticle, whose the properties can be manipulated
by an external agent (magnetic field or spin polarized current). At low excitation amplitudes,
it is known that the vortex describes a circular movement, whereas the wall is restricted to
an unidirectional movement. In this regime, each quasiparticle evolves without changing its
polarity; a structural property associated with a two-fold degenerate state. For an excitation
amplitude strong enough, the quasiparticle experiences a deformation on its structure so that,
it occurs the switching of the polarity. From the technological point of view, the control of the
polarity reversing mechanism is fundamental, because this two-fold degeneracy can work as
“zero”or “one”, being useful to encode information for data storage or even to perform logical
operations. Some works reported that nanomagnets containing defects can influence or modify
strongly the dynamic of the quasiparticle. Imperfections are generated during the fabrication
process of the nanomagnets or else they can be intentionally incorporated for a specific purpose.
As an example, in order to control the domain wall motion it is very important to impose certain
positions along the nanowire where the wall can stop. There are several means of establishing
such critical points for the quasiparticle. Variations of geometry, cavities, notches, and so on
can be classified as non-magnetic defects. Generally, this type of defect acts as a pinning site
for the quasiparticle. A magnetic defect emerges from an inhomogeneity of the magnetic envi-
ronment, in other words, a local variation of the magnetic properties. In a previous study, our
team has modeled a magnetic impurity as a local variation of the exchange constant. As an im-
mediate result of the insertion of a magnetic impurity into a nanomagnet, we have demonstrated
via numerical simulations that magnetic impurities can induce two types of traps for the qua-
siparticle: a local reduction of the exchange constant corresponds to a pinning site (potential
well), whereas a local increase of the exchange constant represents a blocking site (potential
barrier). This thesis investigates the dynamic of the quasiparticle confined by a distribution of
magnetic impurities: for the case of the vortex core it has been considered a ring of impurities,
concentric to the nanodisk; and for the case of the domain wall it has been considered two clus-
ters of impurities, identical and equidistant from the nanowire width axis. The found results



for the modified nanodisk have shown that it is possible to modulate the gyrotropic frequency
that depends strongly on the disk aspect ratio (thickness/diameter). In a disk with the ring of
magnetic impurities, a fine tuning of the gyrotropic frequency can be obtained by varying of
the ring parameters. Furthermore, it was found that the polarity switching of the vortex core
can occur due to the interaction between the vortex core and the ring; the polarity reversing in a
disk with a ring requires smaller excitation amplitudes than the disk without the ring does. The
found results for the nanowire have indicated that it is possible to control the transverse domain
wall position; the wall can be moved from a cluster to the other by simply reversing of the mag-
netic field direction. The switching of the transverse domain wall polarity was also investigated
and the use of this impurity distribution demonstrated to be useful to stabilize the motion wall
motion after occurring polarity reversal; thus the changing of the polarity occurs in a fast and
reversible way. As an example of the application of this modified nanowire, we propose its use
as a cell in a nonvolatile memory device based on 2 bits per cell, in other words, the information
can be encoded in the position as well as the polarity of the transverse domain wall. Although
the results presented here are for a very simple distribution of magnetic impurities, we believe
their consequences can be planned and extended for the design and realization of future devices.

Keywords: Nanodisks. Vortex. Gyrotropic mode. Polarity switching. Nanowire. Transverse
domain wall. Magnetic impurities.
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linearmente espaçadas, ou seja, dois aglomerados de impurezas magnéticas, idênticos
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magneticamente. As figuras (b) e (c) ilustram sistemas que são ordenados magneti-

camente, um ferromagneto e um antiferromagneto, respectivamente. Figura retirada

da referência (105). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
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a energia do sistema é mı́nima. Figura adaptada da referência (52). . . . . . . . . . 76
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ligado, o núcleo do vórtice parte da origem e gira no sentido horário ou anti-horário

dependendo da sua polaridade. O ponto no qual ele gira depende do sentido do campo

e também da sua quiralidade, neste caso Xc = [−2 ; 0] . Em (c) o campo magnético
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seguintes eventos: inversões múltiplas, nenhuma inversão ou a captura do núcleo do
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em preto representam combinações de parâmetros em que a parede de domı́nio perma-
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em vermelho nas figuras (c) e (d) porque não há uma terceira impureza mais à direita,
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Figura 6.4 - Representação esquemática da repulsão entre de duas paredes de domı́nio transversal

apresentando polaridades antiparalelas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
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± r̂ ∆ k r, que atua sobre o núcleo do vórtice, quando este se encontra dentro e fora

do anel, a circunferência em azul. A circunferência em vermelho representa a fron-

teira do nanodisco. A força desmagnetizante sempre aponta para o centro do disco,
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1 INTRODUÇÃO E MOTIVAÇÃO

Materiais magnéticos são empregados em inúmeras aplicações tecnológicas, dentre as

quais se destaca a gravação magnética. A crescente demanda por dispositivos cada vez mais

rápidos e com grande capacidade de armazenamento, tem impulsionado o desenvolvimento de

materiais magnéticos nanoestruturados (1–4), que são conhecidos como nanomagnetos.

Nano-estruturas podem ser fabricadas numa ampla variedade de geometrias. Um filme

fino contendo réplicas de um dado nanomagneto pode ser usado como mı́dia para a gravação de

dados em futuros discos rı́gidos ou em memórias magnéticas não-voláteis. A informação seria

armazenada em elementos discretos, as chamadas partı́culas monodomı́nio, cuja magnetização

pode apontar em qualquer um dos dois sentidos do eixo de fácil. Essa situação corresponde a

um estado binário: “0” ou “1”. Portanto, cada um desses nanomagnetos é capaz de armazenar

um bit de dados.

Figura 1.1 – Representação esquemática de filmes finos contendo réplicas de um dado nanomagneto. A
magnetização de cada elemento pode apontar em dois sentidos, correspondendo ao estado
binário: “0” ou “1”. Assim cada nanomagneto, apresentando a configuração de monodomı́nio,

representa ou corresponde a 1 bit.

De uma forma geral, amostras ferromagnéticas apresentam uma estrutura de domı́nios

magnéticos, que se formam para reduzir a energia magnetostática. Entretanto, para amostras

com dimensões nanométricas, a sub-divisão em domı́nios pode não ser conveniente do ponto
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de vista energético. Partı́culas monodomı́nio são muito comuns na escala nanométrica e, isso

se deve ao fato do tamanho da partı́cula ser da mesma ordem de grandeza do que alguns com-

primentos caracterı́sticos em Nanomagnetismo, tais como o comprimento de troca e a largura

de uma parede de domı́nio.

Nesta escala do comprimento, a configuração de monodomı́nio não é a única possı́vel,

desde que as condições sejam favoráveis, outras configurações mais interessantes podem ocor-

rer. A interação dipolar dá origem à anisotropia de forma e as configurações magnéticas que

surgem em nano-escala são bastante sensı́veis à forma geométrica e às dimensões do nanomag-

neto. Portanto, materiais magnéticos nanoestruturados podem fabricados para apresentarem

diferentes estados de magnetização.

Nanomagnetos são sistemas interessantes para estudar estruturas magnéticas exóticas,

tais como vórtices, skyrmions e paredes de domı́nio. A compreensão das propriedades estáticas

e dinâmicas dessas configurações de spins em nano-escala é um requerimento crucial para a

realização de futuros dispositivos baseados em spintrônica.

Este trabalho é focado no estudo de nanomagnetos planares, nos formatos de disco e

fita, feitos com um material macio, como o Permalloy.

1.1 VÓRTICE MAGNÉTICO NUM NANODISCO

O vórtice magnético é observado em nanodiscos ferromagnéticos com diâmetros da

ordem de centenas de nanômetros (5–9), trata-se de uma configuração rotacional de momen-

tos magnéticos que ocorre como um estado intermediário entre os regimes de mono e multi-

domı́nio (10). Nanodiscos com diâmetros abaixo de um certo diâmetro crı́tico, cerca de 100

[nm], apresentam uma estrutura de monodomı́nio, que às vezes é referenciada como cebola,

veja, a figura (1.2).
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(a) cebola (b) vórtice

Figura 1.2 – Possı́veis configurações para o estado fundamental de um nanodisco feito com um material
magnético macio. Nanodiscos com diâmetros abaixo de um certo diâmetro crı́tico apresentam
a configuração cebola (a), enquanto que nanodiscos com diâmetros acima de um certo diâmetro

crı́tico apresentam a configuração de vórtice.

O vórtice magnético é uma estrutura tridimensional de momentos magnéticos. A mai-

oria dos momentos magnéticos estão confinados no plano do disco, mas numa pequena região,

denominada o núcleo do vórtice, eles desenvolvem um componente que é perpendicular ao

plano do disco, veja a figura (1.3).
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(a)

(b)

Figura 1.3 – Representação do estado de vórtice num nanodisco magnético. Trata-se de uma configuração dos
momentos magnéticos em três dimensões. A figura (a), temos uma visão superior, que enfatiza
a circulação dos momentos magnéticos no plano do disco, sendo que na região em vermelho os
momentos magnéticos saem do plano. Na figura (b) tem-se uma visão lateral, que ressalta a

componente perpendicular ao plano do disco, ou seja, o núcleo do vórtice.

A configuração de vórtice é caracterizado por dois parâmetros: quiralidade e polari-

dade. A quiralidade especifica o sentido da circulação dos momentos magnéticos, ela pode ser

horária ou anti-horária. A polaridade especifica o sentido em que os momentos magnéticos que

se projetam para fora do plano, eles podem apontar para cima ou para baixo em relação ao eixo

da espessura do nanodisco.

A polaridade e a quiralidade são mutuamente independentes, de forma que o estado

de vórtice é quadruplamente degenerado, veja a figura (1.4). Vórtices ocorrem em nano-

magnetos “grandes”, mas em compensação, eles são muito estáveis e além disso, apresentam

a capacidade de armazenar o dobro de informação em relação a uma partı́cula monodomı́nio.

Um nanodisco apresentando um vórtice magnético pode armazenar até 2 bits de dados: um na

quiralidade e outro na polaridade (11, 12).
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Figura 1.4 – Os quatro estados possı́veis para a configuração do vórtice magnético. Degenerescência do es-
tado de vórtice para um nanodisco, as quatro possı́veis combinações de quiralidade e polaridade.

Figura retirada da referência (11).

Para detectar a quiralidade (5, 13–15) pode-se usar a microscopia de Lorentz (LM -

“Lorentz Microscopy”) ou a microscopia eletrônica de foto-emissão (PEEM - “Photoemission

Electron Microscopy”). A polaridade (7, 13) pode ser detectada através da Microscopia de

Força Magnética (MFM - “Magnetic Force Microscopy”).

O efeito mais simples induzido por uma perturbação aplicada no plano do disco é o

deslocamento do núcleo do vórtice da sua posição de equilı́brio. Desde que o núcleo seja pola-

rizado, ele descreve um movimento elı́ptico que é conhecido como modo girotrópico (14, 16–

22). O sentido do giro do núcleo do vórtice depende apenas da sua polaridade. A frequência

girotrópica é da ordem de algumas centenas de [MHz], sendo que essa autofrequência depende

fortemente da razão de aspecto do disco. A dinâmica do vórtice apresenta um fraco amorteci-

mento, assim, se a perturbação for desligada, o núcleo do vórtice acaba retornando para a sua

posição de equilı́brio; o centro do disco.

Na referência (23) foi observado que não basta o vórtice ter polaridade não-nula

para que o movimento girotrópico seja excitado, existe um valor mı́nimo na componente da

magnetização fora do plano para que tal movimento seja observado. No caso de discos de

Permalloy, a “altura do chapéu” encontra-se acima do valor crı́tico, de forma que o modo

girotrópico sempre é observado.
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A inversão da polaridade, mediante a aplicação de um campo perpendicular ao plano

do nanodisco e sentido contrário à polaridade, foi reportado na referência (24). Essa forma de

controlar a polaridade apresenta a vantagem de que o núcleo do vórtice permanece estático na

sua posição de equilı́brio, entretanto, ela requer amplitudes de campo muito altas. Para se ter

uma ideia (24), num disco de permalloy (Py-80, Ni80Fe20) com diâmetro de 1 [µm] e espessura

80 [nm], foi necessária uma amplitude de 2.5 [kOe] ≈ 0.25 [T] para que ocorresse a reversão

da polaridade. Simulações numéricas realizadas com pulsos de campo magnético muito curtos

[ps] e intensos 0.5 [T], aplicados nessa mesma direção, mostraram que era possı́vel controlar

a reversão quiralidade em nanodiscos (25). Uma forma alternativa para a inversão da quirali-

dade pode ser encontrada na referência (26), em que um campo magnético não homogêneo foi

aplicado no plano do disco.

A reversão da inversão da polaridade do vórtice com um campo magnético oscilatório

aplicado no plano do nanodisco foi observado experimentalmente (19). Esse esquema de inver-

ter a polaridade exige amplitudes pouco intensas, da ordem de [mT], representando um grande

avanço em relação aos métodos que empregavam campos perpendiculares ao plano do disco. A

inversão da polaridade usando uma corrente de spin-polarizado foi previsto teoricamente (27) e

observado experimentalmente (28). É sabido que a inversão da polaridade do núcleo do vórtice

é mediada pela criação e aniquilação de um par vórtice-antivórtice (19, 27–34).

Também foi notado que o modo girotrópico podia ser usado para controlar a reversão

da polaridade do núcleo do vórtice (35). Usando um agente externo oscilatório no modo res-

sonante, foi constatado que a inversão da polaridade ocorria sempre que o núcleo do vórtice

atingia uma certa velocidade crı́tica 1.

Durante os últimos anos, observou-se que dinâmica do núcleo do vórtice era influen-

ciada pela presença de defeitos no nanodisco, tendo sido constatado que o núcleo do vórtice

era atraı́do por um defeito não-magnético, por exemplo, uma vacância (ausência de momento

magnético). O aprisionamento do núcleo do vórtice por uma cavidade foi previsto teorica-

mente (36) e observado experimentalmente (37). Tanto o modelo teórico quanto simulações

1 Essa velocidade crı́tica depende do material, para o Permalloy ela foi estimada em 320 [m / s].
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micromagnéticas descrevendo defeitos do tipo cavidade apresentaram boa concordância com

os resultados experimentais (38–40). Portanto, pode-se dizer que um “buraco” no nanodisco

atua como um sı́tio atrator para o núcleo do vórtice. A interação vórtice-buraco pode resultar na

modificação da frequência natural do modo girotrópico (41, 42). Se o núcleo do vórtice for cap-

turado, a sua magnetização fora do plano é substancialmente reduzida e, em alguns, ela pode de-

saparecer. Neste caso, o modo girotrópico é interrompido (43, 44). Uma amplitude de excitação

forte o suficiente é capaz de fazer com que o núcleo do vórtice escape da cavidade (40). Além

disso, simulações numéricas indicaram que a reversão da polaridade do vórtice podia ocorrer

devido à interação do núcleo do vórtice com um defeito não-magnético (45). Um modelo para

defeitos estruturais em nanomagnetos foi proposto na referência (46), tal modelo descrevia dois

tipos de defeitos que podia corresponder a sı́tios de aprisionamento ou de espalhamento. Os au-

tores levantaram a seguinte questão: É conhecido que impurezas não-magnéticas podem atuar

como sı́tios de aprisionamento, mas o que poderia se comportar como sı́tios de espalhamento?

A resposta a essa pergunta foi abordada na referência (47), em que foi observado que o núcleo

do vórtice podia ser tanto atraı́do quanto repelido por impurezas magnéticas.

1.2 PAREDE DE DOMÍNIO TRANSVERSAL NUM NANO-
FIO RETANGULAR

Nesta tese também foi estudado nanofios magnéticos retangulares, ou seja, nanofitas

magnética 2. Do ponto de vista fı́sico, um nanofio planar é interessante porque ele pode com-

portar uma estrutura com apenas dois domı́nios magnéticos, cujas magnetizações apontam em

sentidos opostos ao longo do eixo do comprimento do nanofio; o eixo fácil. Assim, é possı́vel

estudar a dinâmica de uma única parede de domı́nio 3. Sob condições apropriadas é possı́vel

experimentalmente injetar uma única parede de domı́nio num nanofio (48–51). Como mostrado

na figura (1.5), devido à anisotropia de forma, os momentos magnéticos encontram-se alinha-

dos da direção do eixo do comprimento do nanofio, formando um monodomı́nio (a). Quando

2 Na literatura, o termo nanofita não é muito usual, nanofio planar ou nanofio retangular são os termos mais usados.
3 Essa configuração magnética é induzida a partir de um estado de monodomı́nio, na literatura é comum dizer que

a parede é nucleada ou injetada num nanofio.
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um campo magnético é aplicado contra a magnetização, uma parede de domı́nio é nucleada na

extremidade do nanofio (b) e o processo de reversão da magnetização ocorre via a propagação

da parede através do nanofio (c). Se um aparato experimental for montado de forma a impedir

que a parede seja expelida, o nanofio é capaz de comportar uma parede de domı́nio que está

restrita a se mover numa única direção.

Figura 1.5 – A reversão da magnetização num nanofio retangular compreende dois fenômenos importantes: a
nucleação e a propagação de uma parede de domı́nio. Quando um campo magnético é aplicado no
sentido contrário ao da magnetização, uma parede de domı́nio é nucleada numa das extremidades
do nanofio, à medida que o domı́nio com magnetização no sentido do campo vai crescendo, a pa-
rede de domı́nio vai se propagando através do nanofio. Se a parede for expelida pela extremidade
oposta àquela em que ela foi criada, ocorre a reversão da magnetização do nanofio. Evitando que
isso ocorra, o nanofio magnético pode apresentar uma única parede de domı́nio, que está limitada

a um movimento unidimensional. Figura adaptada da referência (52).

A parede de domı́nio presente num nanofio retangular, feito com um material magnético

macio, pode apresentar duas topologias, veja a figura (1.6). A parede do tipo transversal

ocorre em nanofios mais finos e estreitos, enquanto que a parede do tipo vórtice é energetica-

mente favorável em nanofios mais espessos e mais largos (53, 54).
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systems into the nanoscale. From the scientific viewpoint, such
systems pose a whole new set of problems, both theoretical
and experimental. Fundamentally, novel properties emerge in
magnetic elements as the lateral structure dimensions become
comparable to or smaller than certain characteristic length
scales, such as spin diffusion length, carrier mean free path,
magnetic exchange length, domain wall width, etc. The
effects of the governing energy terms determine the interplay
between the relevant physical length scales and the sizes of the
structured materials.

When the geometry changes from the bulk to the
nanoscale, the magnetic properties of ferromagnetic elements
start to be governed by the element geometry and not only
by the intrinsic materials properties. Such behaviour and
in particular the magnetization configurations and reversal in
small magnetic elements have been reviewed in detail for
instance in [1, 2]. Such a strong dependence on the geometry
allows one then to tailor the magnetization configuration and
spin switching by appropriately engineering the geometry.
The magnetization configuration that constitutes the lowest
energy state in a small magnetic structure can for instance
be set to a multidomain state with domain walls, since the
dipolar interaction (stray field) leads to the magnetization
being parallel to the element edges, which then results in a
very reproducible and controllable spatially inhomogeneous
magnetization distribution (domain configuration) [1].

Domain walls, which constitute the boundary between
domains, have been intensively researched in the past, though
with a focus on the domain wall types that occur in the bulk
or in continuous films. The most prominent examples are the
Bloch and the Néel wall types, which occur in continuous thin
films [3–5]. A thorough overview of such domain walls is
given in [2].

In patterned magnetic structures, novel domain wall types
emerge, when the wall spin structures start to be dominated by
the geometry rather than by the intrinsic materials properties.
This is particularly true for soft magnetic materials (and to
some extent also for polycrystalline hard magnetic structures),
where the effects of magnetocrystalline anisotropy and other
material-dependent anisotropies are small and the element
shape governs the domain wall spin structures. In soft magnetic
nanostructures, the stray field energy leads to an alignment of
the magnetization with the edges of the structures, in order to
minimize the stray field. Thus, in elongated elements, such
as wires, etc, the magnetization points along the long axis of
the element and most often such a (quasi-)monodomain state
constitutes the lowest energy magnetization configuration [1].
If such a structure is not in a monodomain state, say, for
instance, two domains with opposite direction exist (see
figure 1(a)), a 180◦ head-to-head domain wall has to be present
in between the domains (dotted line in figure 1(a)).

Theoretically, the different types of domain walls that
occur in such soft magnetic wire structures have been reviewed
by Thiaville in [6]. It was found that depending on the ratio
between width W and thickness t (see figure 1(a)), different
types of domain walls occur.

For the case that the width and thickness are similar
(e.g. with a circular or square cross section, t ≈ W , which is

Figure 1. (a) Schematic of a magnetic wire with two domains
pointing in opposite directions (red and blue arrows) and a domain
wall (dotted line) separating the domains. The length of the wire is
along the x-direction, the width W along the y-direction and the
thickness t along the z-direction. Top view (x–y plane) of the spin
structure of a transverse head-to-head domain wall (b) and a vortex
head-to-head domain wall (c).

called a wire in [6]) distinct domain wall types occur as detailed
in [6]. Whilst techniques exist to fabricate such wires [7], they
are difficult to make using conventional lithography (electron
beam, optical, etc). Furthermore the direct imaging of domain
and domain wall spin structures is difficult due to the fact that
the magnetization is often inhomogeneous across the wire.

We will concentrate therefore on ‘flat’ structures where
the thickness is smaller than the width (t < W � length)
and in such elements well-defined domain wall spin structures
(some of which differ from the ones occurring in square or
round cross section wires) are present. In the literature, such
an elongated flat structure is also mostly called a ‘wire’ and we
will use this terminology since there is no danger of confusing
this with ‘wires’ with a circular cross section (which we do not
treat here). We note though, that our ‘flat’ geometry (t < W )
is called ‘strip’ in [6].

Domain walls in such flat wires have become the focus of
intense research recently for a number of reasons. Such domain
walls behave as quasi-particles, which can be manipulated for
instance by external magnetic fields, spin-polarized currents
and variations in the geometry. In particular the latter,
namely variations in the geometry by introducing constrictions
and protrusions, yields a potential landscape, in which a
quasi-particle wall can move. For elevated temperatures and
large walls, the behaviour can be described within classical
limits and can thus be modelled with classical micromagnetic
techniques and the wall dynamics is often governed by thermal
activation. At low temperatures and if a small number of spins
are present, quantum behaviour such as quantum tunnelling of
walls has been predicted [8] and for certain wall types, this has
also been observed experimentally [9].

External magnetic fields have been used conventionally
to displace walls, and wall depinning fields and velocities
have been determined [10–15]. Rather than using fields,
currents have been shown recently to be able to displace
walls [16–18]. In general the interaction of domain walls
with spin-polarized currents has become the focus of research
in the past few years and from this interaction domain wall
magnetoresistance results, where electrons are scattered from

2

Figura 1.6 – Representação esquemática para as duas topologias de uma parede de domı́nio que pode ser
nucleadas num nanofio planar. (a) Uma estrutura de domı́nios antiparalelos na configuração
cabeça-com-cabeça, sendo a parede de domı́nio representada por uma linha pontilhada. Na fron-
teira entre os domı́nios pode haver (b) uma parede de domı́nio do tipo transversal ou (c) uma

parede de domı́nio do tipo vórtice. Figura retirada da referência (55).

Este trabalho é focado num único tipo de parede: a parede de domı́nio transversal.

Neste tipo de parede, os momentos magnéticos estão confinados no plano da nanofita. E na

fronteira entre os domı́nios, os momentos magnéticos desenvolvem uma componente que é

perpendicular ao eixo do comprimento da nanofita. Isso permite que eles variem gradualmente,

de um domı́nio até o outro. A polaridade 4 é uma propriedade estrutural que especifica o

sentido dos momentos magnéticos da parede, que podem estar apontando ou para cima ou para

baixo, em relação ao eixo da largura do nanofio, veja a figura (1.7).

(a) Parede de domı́nio transversal com polaridade para cima

(b) Parede de domı́nio transversal com polaridade para baixo

Figura 1.7 – As duas polaridades possı́veis para uma parede de domı́nio transversal.

4 É importante ressaltar que alguns trabalhos se referem a esta propriedade estrutural da parede de domı́nio trans-
versal como quiralidade ao invés de polaridade.
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O controle do movimento de uma parede de domı́nio num nanofio é fundamental para

a realização de futuros dispositivos baseados em spintrônica. Esses dispositivos poderiam ser

empregados tanto para realizar operações lógica (56, 57) quanto para codificar informação no

armazenamento magnético (58, 59).

Uma parede de domı́nio pode ser manipulada por um campo magnético (60–65) ou

por uma corrente de spin-polarizado (48, 66–68). Qualquer que seja o agente externo, a pa-

rede está restrita a se mover ao longo do eixo do comprimento do nanofio. É sabido que um

campo magnético uniforme não pode ser usado para mover múltiplas paredes de domı́nio num

nanofio. Neste caso, a manipulação do conjunto de paredes é feita usando uma corrente de spin-

polarizado, pois isso evita que paredes adjacentes colidam e, eventualmente, se aniquilem (69).

Quando uma corrente é aplicada num nanofio contendo várias paredes de domı́nio, o padrão

de paredes se move coerentemente no sentido do fluxo de elétrons. Um futuro dispositivo co-

nhecido como memória pista de corrida para bits “racetrack memory” (58) explora justamente

esse fenômeno. Além da “racetrack memory”, um outro conceito para uma célula de memória

multibit que emprega as propriedades estruturais da parede de domı́nio transversal aprisionada

ao redor de entalhes feitos nas laterais do nanofio foi proposto por D. Atkinson et al. (70).

Para pequenas amplitudes de excitação, é sabido que a parede de domı́nio transver-

sal move-se sem mudar a sua polaridade. Por outro lado, quando a parede se propaga sob a

influência de uma amplitude suficientemente elevada, ela experimenta uma deformação na sua

estrutura e isso pode ocasionar a inversão da sua polaridade. O colapso de Walker (71) (“Walker

breakdown”) é acompanhado por transformações periódicas da parede na estrutura da parede

de domı́nio via nucleação e aniquilação de um antivórtice. Uma vez que o antivórtice não é

uma configuração magnética estável, a parede de domı́nio transversal permanece com uma das

duas polaridades quando a amplitude de excitação for desligada (72). Para uma amplitude de

excitação muito grande, pode ocorrer várias inversões da polaridade, ou mesmo, uma mudança

na topologia da parede, isto é, a parede do tipo transversal transforma-se numa parede do tipo

vórtice e vice-versa.
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A inversão da polaridade da parede de domı́nio transversal foi observada experimen-

talmente num nanofio de dupla camada Permalloy / Ferro (73). Num trabalho bem interes-

sante (74), os autores investigaram a propagação da parede num nanofio contendo um entalhe

numa das suas bordas. Foi constatado que o potencial de aprisionamento dependia da polari-

dade da parede e foi apontado que isso poderia ser usado como um filtro de polaridade 5. A

dinâmica da parede sob a influência de campos transversais foi estudada na referência (75).

Um dispositivo de memória capaz de armazenar informação na polaridade da parede

foi proposto recentemente (76). O nanofio apresenta o formato de uma ampulheta e a parede de

domı́nio permanece presa no centro geométrico do nanofio, onde se encontra o afunilamento do

nanofio 6. Ao ser deslocada da sua posição de equilı́brio, os momentos magnéticos da parede

projetam-se para fora do plano e dão um giro de π em torno do eixo do comprimento do nanofio.

Ao final do processo, a parede retorna a sua posição inicial com a polaridade invertida.

Previamente foi reportado (62) que a reversão da polaridade da parede de domı́nio

transversal é mediada pela nucleação e aniquilação de um antivórtice. A Fı́sica básica que des-

creve o mecanismo de inversão da polaridade foi amplamente discutida e pode ser encontrada

na referência (77).

Diante do que foi dito, pode-se dizer que praticamente quase todos os dispositivos

que são baseados no movimento de paredes de domı́nio requerem armadilhas para fixá-las em

posições bem definidas ao longo do nanofio. Essas armadilhas definem pontos crı́ticos, que po-

dem ser sı́tios de aprisionamento ou sı́tios de bloqueio, correspondendo respectivamente a poços

ou barreiras de potencial para a parede de domı́nio. A inclusão de tais armadilhas para as pa-

redes de domı́nio num nanofio tem sido realizada basicamente de duas maneiras, pela variação

local da geometria do nanofio (70, 78–87) ou então pela variação local das suas propriedades

magnéticas (88–99).

5 Isto é, a parede com uma certa polaridade podia se mover livremente, enquanto que na polaridade oposta a parede
era capturada pelo entalhe.

6 Esse estreitamento do nanofio define um ponto de equilı́brio estável para a parede.
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1.3 UMA VISÃO GERAL SOBRE ESTA TESE

Tanto o núcleo do vórtice quanto a parede de domı́nio exibem o comportamento de

uma quasipartı́cula, cujas propriedades podem ser manipuladas por um agente externo, que

pode ser um campo magnético ou uma corrente de spin-polarizado. Para pequenas amplitudes

de excitação, o núcleo do vórtice descreve um movimento circular, enquanto que a parede de

domı́nio está restrita a um movimento unidimensional.

Para uma amplitude de excitação forte o suficiente, a quasipartı́cula sofre uma deformação

na sua estrutura, tal que a ocorre a inversão da polaridade. O intervalo de tempo para a inversão

da polaridade da quasipartı́cula é da ordem de nanosegundos. No caso do vórtice, a inversão da

polaridade é mediada pela criação e aniquilação de uma par vórtice-antivórtice. Já no caso da

parede de domı́nio transversal, a reversão da polaridade é feita for intermédio da nucleação e

aniquilação de um antivórtice.

Imperfeições são geradas durante o processo de fabricação dos nanomagnetos e, em

muitos casos, elas são intencionalmente incorporadas para uma finalidade especı́fica. Por exem-

plo, para controlar o movimento da parede de domı́nio é muito importante impor certas posições

ao longo do nanofio onde a parede possa parar. Há várias maneiras de se estabelecer tais pon-

tos crı́ticos para a quasipartı́cula. Variações na geometria do nanomagneto, cavidades, entalhes

podem ser classificados como defeitos não-magnéticos. Em geral, esse tipo de defeito funciona

como um centro atrator para a quasipartı́cula.

Um defeito magnético surge de uma falta de homogeneidade do meio magnético, ou

seja, uma variação local das propriedades magnéticas do meio. Num trabalho anterior, nosso

grupo modelou uma impureza magnética por uma variação local da constante de troca (47). Um

resultado imediato da inserção de uma impureza magnética num nanodisco foi que núcleo do

vórtice podia ser atraı́do ou repelido por impurezas magnéticas. Uma atração era observada se

a impureza fosse caracterizada por uma redução local na constante de troca. Por outro lado,

uma repulsão era ocorria se no local da impureza havia um aumento da constante de troca. O
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alcance da interação vórtice-impureza foi estimado em 10 [nm]. Logo depois foi constatado

que a frequência girotrópica era ligeiramente modificada quando o núcleo do vórtice descrevia

sua trajetória nas proximidades de uma impureza magnética (100). Posteriormente, impurezas

magnéticas foram inseridas num nanofio e os mesmos comportamentos de atração e repulsão

foram também observados para o caso da parede de domı́nio transversal (99). Neste traba-

lho, ficou evidente que o nosso modelo de impurezas apresentava as seguintes propriedades:

Uma impureza magnética caracterizada por uma redução local na constante de troca funciona

como um poço de potencial para a quasipartı́cula, enquanto que uma outra caracterizada por um

aumento local corresponde a uma barreira de potencial.

Esta tese investiga a dinâmica da quasipartı́cula confinada por uma distribuição de im-

purezas magnéticas. Para o caso do núcleo do vórtice, considerou-se um anel de impurezas,

concêntrico ao nanodisco, veja a figura (1.8). E para o caso da parede de domı́nio foi conside-

rado dois aglomerados de impurezas, idênticos e equidistantes do eixo da largura do nanofio,

veja a figura (1.9). Com uma distribuição radialmente simétrica, o núcleo do vórtice sofreria

sucessivas interações com as impurezas, durante o movimento girotrópico. Dessa forma, era es-

perado que a frequência girotrópica fosse modificada de uma forma mais eficiente. Já com um

arranjo de impurezas linearmente espaçado seria possı́vel estabilizar o movimento da parede,

em outras palavras, querı́amos que a parede parasse nessas posições pré-definidas.
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Figura 1.8 – Representação esquemática de um nanodisco modificado. Os cı́rculos em azul representam as im-
purezas magnéticas e o modo como elas foram distribuı́das define o anel de impurezas magnéticas.

O anel pode corresponder a um arranjo de impurezas atrativas ou repulsivas.

Figura 1.9 – Representação esquemática de um nanofio retangular contendo arranjo de impurezas linearmente
espaçadas, ou seja, dois aglomerados de impurezas magnéticas, idênticos e equidistantes do eixo
da largura do nanofio. O par de aglomerados de impurezas pode atuar como uma armadilha de

aprisionamento ou como uma armadilha de bloqueio.
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2 INTERAÇÕES FUNDAMENTAIS
EM MATERIAIS MAGNÉTICOS

Do ponto de vista do magnetismo, os materiais mais interessantes são aqueles forma-

dos por átomos que apresentam momento magnético resultante, ou seja, átomos com cama-

das eletrônicas incompletas (semi-preenchidas). Amostras ferromagnéticas, constituı́das por

átomos de metais de transição como Fe, Ni, Co e uma enorme variedade de ligas, exibem

um forte acoplamento entre os momentos magnéticos atômicos, e isso conduz a um ordena-

mento que tende a alinhá-los paralelamente. A interação de troca é responsável por este or-

denamento. Entretanto, existem outros tipos de interações entre momentos magnéticos, por

exemplo, a interação dipolar, que além de dar origem à anisotropia de forma, também é a

interação responsável pela formação dos domı́nios magnéticos. Dentro de cada domı́nio, os

momentos magnéticos encontram-se alinhados, resultando numa magnetização local não nula.

A magnetização de domı́nios vizinhos não aponta no mesmo sentido. Na fronteira entre dois

domı́nios, os momentos magnéticos não variam de forma abrupta, ao invés disso, essa variação

ocorre de forma gradual e a região de transição é chamada de parede de domı́nio magnético.

2.1 ALGUNS CONCEITOS FUNDAMENTAIS

O objeto fundamental em ferromagnetismo é o spin do elétron, uma propriedade

intrı́nseca assim como a massa e a carga elétrica. O momento magnético associado ao spin

do elétron encontra-se na mesma direção que a do spin, porém aponta no sentido contrário. A
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relação entre momento magnético e momento angular de spin é dada por

~m =− γ ~S =− g µB

h̄
~S =− g e

2 me
~S (2.1)

em que a constante de proporcionalidade γ é denominada razão giromagnética. O fator g é

adimensional, ele também é conhecido como fator de Landé; para o elétron o seu valor é g≈ 2.

Em Mecânica Quântica, o momento angular, seja ele orbital ou de spin, é medido em unidades

de h̄ =
h

2π
= 1,05× 10−34 [J . s], que é conhecida como constante de Planck normalizada.

Portanto, pela equação (2.1) vemos que a dimensão de momento magnético m é a mesma da

constante µB =
e h̄

2 me
= 9,27×10−24 [(A . m2) = (J / T)], que é denominado magnéton de Bohr;

a unidade usual de momento magnético. Olhando novamente para a equação (2.1), é possı́vel

dizer que γ tem dimensão de carga sobre massa, [C / Kg], assim a razão giromagnética para o

elétron vale γe = 1,76×1011 [(C / kg) = (A . m / N . s) = (T . s)−1]. É muito comum expressar

as unidades de µB, γ , etc, em termos do tesla

1 [T] = 1
[

N
A . m

]
(2.2)

que é a unidade do campo ~B.

No Sistema Internacional de Unidade, SI, os campos ~B, ~H e ~M estão relacionados por

~B = µ0 (~H + ~M) (2.3)

em que µ0 = 4π × 10−7 [(N / A2) = (T . m / A)] é a permeabilidade magnética do vácuo. Da

relação (2.3), vemos que a unidade de ~H é a mesma que a de ~M, ou seja [A / m]. A magnetização

de uma amostra, ~M, é definida como a soma dos momentos magnéticos dividida pelo volume

que os contém V , isto é, uma densidade volumétrica de momentos magnéticos, ou seja

~M =
1
V ∑

i
~mi (2.4)

Tratando-se de uma grandeza vetorial, para que haja magnetização, primeiro é preciso que os

momentos magnéticos existam, e que eles apontem, em média, no mesmo sentido. Assim, a

magnetização existe somente dentro do material magnético. Os campos ~B e ~H podem existir
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dentro e/ou fora da amostra. O campo ~B é chamado de indução magnética e o campo ~H é o

campo magnético.

Momento de dipolo magnético, dipolo magnético e momento magnético são sinônimos.

O seu conceito é normalmente introduzido no Eletromagnetismo Clássico. Pode-se dizer que

um momento magnético interage com um campo magnético, esse campo pode ser externo ou

interno. Campo interno é o campo magnético que o próprio momento magnético cria ao seu re-

dor. É claro que um momento magnético não interage com o seu próprio campo; um momento

magnético interage com o campo criado por um outro momento magnético. Como exemplo de

campo interno, pode-se citar o campo magnetostático e o campo de troca, que serão discutidos

mais adiante. Por ora vamos recordar a interação de um momento magnético com um campo

externo.

2.2 INTERAÇÃO ZEEMAN

A energia potencial de interação de um único momento magnético num campo magnético

externo é

U =−~m ·~Bext =−µ0 ~m · ~Hext (2.5)

Quando o campo magnético é aplicado, o momento magnético sofre um torque,

~T = ~m×~Bext = µ0 ~m× ~Hext (2.6)

que tende a orientá-lo de uma tal forma que a energia de interação seja minimizada, assim o

momento magnético tende a se alinhar no sentido do campo externo.

Para uma distribuição discreta de momentos magnéticos, a hamiltoniana que descreve

a interação dos momentos magnéticos com um campo magnético externo é dado simplesmente

pela soma das contribuições individuais de cada momento magnético interagindo com o campo

externo,

Hext =−µ0

N

∑
i=1

~mi · ~Hext
i (2.7)
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No SI, tanto o campo magnético ~H quanto a magnetização ~M apresentam a dimensão

de [A / m]. Pode-se então definir um campo magnético adimensional em termos de um parâmetro

do material, a magnetização de saturação MS, que pode ser obtida de uma curva de histerese.

Com o campo magnético no i-ésimo sı́tio da rede definido por

~hi =
1

MS

~Hext
i (2.8)

é possı́vel reescrever a hamiltoniana da interação Zeeman como

Hext =−µ0 MS

N

∑
i=1

~mi ·~hext
i (2.9)

Além disso, é usual trabalhar com os versores momentos magnéticos,

m̂i =
1
|~mi|

~mi =
1
mi

~mi (2.10)

Assim,

Hext =−
N

∑
i=1

µ0 MS mi

(
m̂i ·~hext

i

)
(2.11)

em que fica evidente que a constante da interação Zeeman é

Zi = (µ0 MS) mi (2.12)

Uma vez que o termo entre parênteses na equação (2.11) é adimensional, essa constante deveria

ter dimensão de energia. Isso pode ser facilmente verificado lembrando que o produto que

(µ0 MS) apresenta a dimensão de indução magnética, ou seja, sua unidade é o tesla [T]. Como

discutido, uma forma de expressar a unidade de momento magnético é [J / T], assim Zi apresenta

dimensão de energia, ou seja, sua unidade é o [J].

No caso particular dos momentos magnéticos apresentarem o mesmo módulo, ou seja,

mi = m, a equação (2.11) pode ser reescrita como

Hext =−Z
N

∑
i=1

m̂i ·~hext
i (2.13)

em que

Z = µ0 MS m (2.14)
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Uma vez que o parâmetro da interação Zeeman é positivo, Zi > 0 ou Z > 0, é possı́vel ver que

este termo de energia é minimizado quando os momentos magnéticos se alinham paralelamente

na direção do campo magnético externo, (m̂i ·~hext
i > 0).

2.2.1 Energia Zeeman

A generalização para uma distribuição contı́nua de momentos magnéticos é feita parti-

cionando o volume do material em n elementos de volume ∆Vk, grandes o suficiente para conter

muitos momentos magnéticos ~m j. Em cada elemento de volume, podemos associar um vetor

magnetização local ~Mk =
1

∆Vk
∑ j ~m j e, então formamos a soma

Sn =−µ0

n

∑
k=1

∆Vk ~Mk · ~Hext
k (2.15)

No limite n→ ∞, a soma tende para o valor da integral tripla

EZeeman =−µ0

∫
V

dv ~M · ~Hext (2.16)

em que a integral é calculada sobre o volume do material V . A equação (2.16) é denominada

energia Zeeman.

2.3 INTERAÇÃO DIPOLAR

Como já mencionado, um momento magnético cria um campo magnetostático ao seu

redor. O campo magnético num ponto~ri, gerado por um dipolo magnético pontual ~m j localizado

na posição~r j, é dado por

~H j(~ri) =
1

4π

[
3 (~ri−~r j)

(~ri−~r j) ·~m j

|~ri−~r j|5
−~m j

1
|~ri−~r j|3

]
(2.17)

Definindo o versor que une os pontos~ri e~r j

r̂i j =
~ri−~r j

|~ri−~r j|
=
~ri j

ri j
(2.18)

é possı́vel notar que o módulo do campo dipolar decresce com o cubo da distância entre o ponto
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fonte e o ponto de interesse, ou seja,

~H j(~ri) =
1

4π

[
3 r̂i j (~m j · r̂i j)−~m j

r 3
i j

]
(2.19)

Se no ponto de interesse ~ri há um outro momento de dipolo ~mi, então a energia de

interação dipolo-dipolo é dada por

Ui j =−µ0 ~mi · ~H j(~ri) =
µ0

4π

[
~mi ·~m j−3(~mi · r̂i j)(~m j · r̂i j)

r3
i j

]
(2.20)

Notando que ~mi · ~H j(~ri) = ~m j · ~Hi(~r j), a energia da interação dipolar entre do par i j,

pode ser expressa como

U par
i j =

Ui j +U j i

2
(2.21)

Para uma distribuição discreta de momentos magnéticos, a hamiltoniana que descreve

a interação dipolar é obtida somando todas as possı́veis combinações envolvendo pares de mo-

mentos magnéticos

Hdip =
1
2

N

∑
i=1

N

∑
j=1
j 6=i

µ0

4π

[
~mi ·~m j−3(~mi · r̂i j)(~m j · r̂i j)

r3
i j

]
(2.22)

Note que estamos evitando contar duas a vezes a mesma interação, e também excluindo a

interação de um dipolo com ele mesmo, pois um dipolo não interagem com seu próprio campo.

Todas as distâncias relativas entre os momentos magnéticos podem ser escritas em

termos da distância fundamental a, que é a menor distância entre dois sı́tios da rede, ou seja,

ri j = ρi j a (2.23)

Note que ρi j = (ri j/a) é a distância relativa adimensional. Além disso, pode-se definir o versor

momento magnético no i-ésimo sı́tio da rede como

m̂i =
~mi

|~mi|
=

~mi

mi
(2.24)

Com essas duas considerações, é conveniente escrever a equação (2.22) na seguinte forma
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Hdip =
1
2

N

∑
i=1

N

∑
j=1
j 6=i

µ0 mi m j

4π a3

[
m̂i · m̂ j−3(m̂i · r̂i j)(m̂ j · r̂i j)

(ri j/a)3

]
(2.25)

em que fica evidente que a constante da interação dipolo-dipolo é

Di j =
(

µ0

4π a3

)
mi m j (2.26)

Pode-se verificar que essa constante de acoplamento tem dimensão de energia e que o termo

entre colchetes na equação (2.25) é adimensional.

No caso particular em que os momentos magnéticos, distribuı́dos sobre os sı́tios de

uma rede, apresentarem o mesmo módulo, ou seja, mi = m em todos os sı́tios, então a equação

(2.25) pode ser reescrita como

Hdip =
D
2

N

∑
i=1

N

∑
j=1
j 6=i

[
m̂i · m̂ j−3(m̂i · r̂i j)(m̂ j · r̂i j)

(ri j/a)3

]
(2.27)

em que

D =
µ0 m2

4π a3 (2.28)

Uma vez que o parâmetro da interação dipolar é positivo, Di j > 0 ou D > 0, é possı́vel

ver que o primeiro termo na hamiltoniana que descreve a interação dipolar é minimizado quando

os momentos magnéticos se alinham antiparalelamente, ou seja, ele possui um caráter antiferro-

magnético. O segundo termo, que apresenta um fator 3 em relação ao primeiro, tende a alinhar

os momentos magnéticos ao longo da direção que os une. Observa-se também que a interação

dipolar é uma interação de longo alcance, que decai com o inverso do cubo da distância entre

os momentos magnéticos.

A fim de ressaltar a interação dipolo-dipolo (e também o campo dipolar), podemos

escrever a equação (2.22) da seguinte forma

Hdip =−
µ0

2

N

∑
i=1

~mi ·


N

∑
j=1
j 6=i

1
4π

[
3 r̂i j (~m j · r̂i j)−~m j

r3
i j

]=−µ0

2

N

∑
i=1

~mi · ~Hi (2.29)
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onde fica evidente que os momentos magnéticos ~m j localizados nas posições ~r j 6=~ri criam

um campo magnético resultante ~Hi na posição~ri onde se encontra o momento magnético ~mi.

Portanto, cada momento magnético ~mi interage com o campo dipolar efetivo ~Hi, que contém a

contribuição individual do campo dipolar criado pelos outros momentos magnéticos ~m j.

2.3.1 Energia magnetostática

A generalização para uma distribuição contı́nua de momentos magnéticos é feita de

forma idêntica àquela que foi feita para a interação Zeeman (2.7). Por simples analogia, é

possı́vel obter que

Ems =−
µ0

2

∫
V

dv ~M · ~H (2.30)

em que a integral é calculada sobre o volume da amostra V . A expressão (2.30) é conhe-

cida como energia magnetostática. Uma forma alternativa de expressá-la será obtida no final

desta seção, veja a equação (2.49). A interpretação fı́sica da equação (2.30) é a seguinte: a

magnetização de uma amostra gera um campo magnetostático (dipolar) e a magnetização inte-

rage com esse campo. Assim, pode-se dizer que a energia magnetostática (dipolar) é definida

pela energia de interação da magnetização com o campo magnético que ela mesma cria. O fator

(1 / 2) presente na energia magnetostática explicita o fato de que este termo de energia surge da

interação da magnetização com o seu próprio campo, ou seja, um campo interno. 1

Para entender as fontes do campo magnetostático assim como a natureza dos campos

vetoriais ~B, ~H e ~M, vamos considerar que uma amostra feita com um magnético duro tenha

sido submetida a um dado processo de imantação, o campo magnético externo foi desligado e a

amostra apresenta uma magnetização permanente. Em outras palavras, ela passou a ser um ı́mã

permanente, que gera um campo magnetostático no espaço ao seu redor. Suponhamos ainda

que a magnetização da amostra seja conhecida de antemão, ou seja, conhecemos a distribuição

da magnetização ~M(~r).

1 Tal fator não aparece, por exemplo, no termo de energia Zeeman, porque ele refere-se à interação da magnetização
com um campo magnético externo.
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As equações de Maxwell da Magnetostática, numa região finita do espaço onde a

densidade de corrente é nula, ~J =~0, são

~∇× ~H =~0 (2.31a)

~∇ ·~B = 0 (2.31b)

Como existe uma relação entre os campos ~B e ~H, que é dada pela equação (2.3), ou

seja, ~B = µ0(~H + ~M), podemos escrever as equações (2.31) ou só em termos de ~B ou só em

termos de ~H. São duas formulações equivalentes, uma trata o campo ~B como sendo o campo

fundamental, enquanto que a outra diz que o campo fundamental é o campo ~H. No primeiro

caso, temos que

~∇×~B = µ0 ~JM (2.32a)

~∇ ·~B = 0 (2.32b)

em que ~JM = ~∇× ~M é a densidade volumétrica de corrente de magnetização. A indução

magnética ~B deriva do potencial vetor magnético ~A,

~B = ~∇×~A (2.33)

Na verdade o potencial vetor magnético é introduzido para que a equação (2.32b) seja auto-

maticamente satisfeita 2. Usando a identidade ~∇× (~∇× ~F) = ~∇(~∇ · ~F)−∇2~F e o calibre de

Coulomb ~∇ ·~A = 0, é possı́vel mostrar que o potencial vetor ~A satisfaz a uma equação de Pois-

son, ∇2~A =−µ0 ~JM, cuja solução é

~A(~r) =
µ0

4π

∫
dv′

~JM(~r ′)
|~r−~r ′| (2.34)

No segundo caso, as equações (2.31) também podem ser escritas como

~∇× ~H =~0 (2.35a)

~∇ · ~H = ρM (2.35b)

2 O divergente do rotacional de qualquer campo vetorial ~F se anula, ~∇ · (~∇× ~F) = 0, trata-se de uma identidade
vetorial.
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em que ρM = −~∇ · ~M é a densidade volumétrica de pólo magnético (livre). Nessa formulação

o campo magnético ~H deriva do potencial escalar magnético Φ,

~H =−~∇Φ (2.36)

Na verdade o potencial escalar magnético é definido para que a equação (2.35a) seja automa-

ticamente satisfeita 3. A equação que temos que resolver (2.35b) é uma equação de Poisson,

∇2Φ =−ρM, cuja solução é

Φ(~r) =
1

4π

∫
dv′

ρM(~r ′)
|~r−~r ′| (2.37)

Num caso mais realı́stico, tal como um material ferromagnético duro com dimensões

finitas, ~M sofre variações abruptas na superfı́cie, porque ~M =~0 fora do material. No limite

idealizado em que ~M salta descontinuamente para zero na superfı́cie do material, as equações

(2.34) e (2.37) devem ser substituı́das respectivamente por

~A(~r) =
µ0

4π

∫
V

dv′
~JM(~r ′)
|~r−~r ′| +

µ0

4π

∮
S

da′
~KM(~r ′)
|~r−~r ′| (2.38)

Φ(~r) =
1

4π

∫
V

dv′
ρM(~r ′)
|~r−~r ′| +

1
4π

∮
S

da′
σM(~r ′)
|~r−~r ′| (2.39)

Em ambas as equações, a primeira integral é calculada sobre o volume V do material, e a

segunda integral é calculada sobre a superfı́cie S que limita o material. As quantidades ~KM =

~M× n̂ e σM = ~M · n̂ são denominadas densidade superficial de corrente de magnetização e

densidade superficial de pólo magnético, respectivamente. n̂ é a normal externa à superfı́cie

(um versor normal ao elemento de superfı́cie da′ que aponta de dentro para fora do material).

Há um paralelismo perfeito entre as duas formulações envolvendo correntes Amperi-

anas e pólos magnéticos livres. O tratamento baseado em ~H geralmente é mais usado porque

é mais simples lidar com potenciais escalares, e as distribuições de polós magnéticos (cargas

magnéticas) fornecem uma representação que é muito mais intuitivo do que a representação em

termos de correntes de magnetização. Por outro lado, a analogia eletrostática nada mais é do que

3 O rotacional do gradiente de qualquer campo escalar f se anula,~∇×(~∇ f )=~0, trata-se de uma identidade vetorial.



48

uma analogia matemática. Correntes de superfı́cie ou pólos livres não são formados apenas na

superfı́cie do material, de uma forma mais geral, elas são formadas sempre que a magnetização

exibe descontinuidades.

Um problema clássico, tratado em muitos livros, é o da esfera uniformemente magneti-

zada. A esfera de raio R apresenta uma magnetização uniforme e permanente que está orientada

na direção do eixo z, ou seja, ~M = M ẑ. Ao resolver esse problema, encontra-se que o campo

magnético fora da esfera é equivalente ao campo de um dipolo magnético pontual situado no

centro dela,

~H(~r) =
1

4π

[
3 (r̂ ·~m) r̂−~m

r3

]
, (r > R) (2.40)

em que ~m =
4πR3

3
~M é o momento de dipolo magnético associado à esfera uniformemente

magnetizada. Em qualquer ponto dentro da esfera, esse o campo magnético é dado por

~H(~r) =− 1
3
~M , (r < R) (2.41)

A indução magnética nas regiões interior e exterior da esfera são obtidas pela relação,

~B = µ0 (~H + ~M). Na região externa à esfera, ~M =~0, assim, ~B = µ0~H, ou seja,

~B(~r) =
µ0

4π

[
3 (r̂ ·~m) r̂−~m

r3

]
, (r > R) (2.42)

No interior da esfera, a indução magnética é dada por

~B(~r) = µ0

[
− 1

3
+1
]
~M =

[
2
3

µ0

]
~M , (r < R) (2.43)

As linhas de campo para ~B e ~H estão representadas na figura (2.1). Observe nesta

figura e também nas equações (2.43) e (2.41), que dentro da esfera, ~B é paralelo a ~M, en-

quanto que ~H é antiparalelo a ~M. O campo ~H dentro do material é usualmente denominado

campo de desmagnetização ou campo desmagnetizante, devido à sua tendência de se opor

à magnetização. Dessa forma, se o sentido da magnetização for invertido, então o sentido do

campo desmagnetizante também se inverte.
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Figura 2.1 – Linhas de campo para a indução magnética e campo magnético, ~B e ~H, para uma esfera unifor-
memente magnetizada, ~M = M ẑ. As linhas de ~B são contı́nuas e fechadas, entretanto as de ~H
não. As linhas de campo de ~H são descontı́nuas porque na superfı́cie da espera há uma densidade

superficial de carga de magnetização σM . Figura adaptada da referência (101).

Na figura (2.2) mostra uma representação esquemática de uma amostra ferromagnética

com magnetização uniforme e ressalta a origem do campo desmagnetizante.

Figura 2.2 – Representação esquemática para a origem do campo desmagnetizante, ou seja, o campo
magnético dentro da amostra. O campo magnético fora da amostra não é mostrado nesta fi-
gura. Os momentos magnéticos da amostra são representados por pequenos imãs. (a) No interior
da amostra pólos magnéticos são compensados pelos pólos do momento magnético adjacente. (b)
Nas bordas do material, onde os pólos não são compensados, há o surgimento de pólos livres.
Pode-se dizer que o campo desmagnetizante é gerado por uma densidade de “cargas magnéticas”

no próprio material. Figura retirada da referência (102).

Uma amostra pode ser preparada para que a sua magnetização gere um campo magne-

tostático identicamente nulo, dois exemplo estão mostrados na figura (2.3).
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Figura 2.3 – Exemplos de amostras em que a configuração da magnetização é tal que o campo magnetostático
é nulo, tanto dentro quanto fora da amostra. Devido à geometria, os pólos magnéticos são mutua-
mente compensados, resultado num campo desmagnetizante nulo. Se o fluxo da magnetização for
interrompido, por exemplo, removendo um pedaço do anel ou da moldura de quadro, a amostra
passa a se comportar como um ı́mã. Nas extremidades onde foi feito o “corte” haverá pólos
magnéticos não compensados e, dessa forma, tem-se um ı́mã no formato de ferradura. Figura

retirada da referência (103).

No caso particular da esfera uniformemente magnetizada, veja a equação (2.41), o

campo desmagnetizante é dado simplesmente por

~H =− 1
3
~M

Mais adiante veremos que o fator (1 / 3) está relacionado à simetria da esfera.

Este exemplo didático que estamos tratando foi escolhido porque o cálculo da energia

magnetostática, dada pela equação (2.30) é muito simples, pois tanto ~M quanto ~H são unifor-

mes. A energia magnetostática da esfera uniformemente magnetizada é obtida a seguir

E esfera
ms = −µ0

2

∫
V

dv ~M · ~H

= −µ0

2

∫
V

dv ~M ·
(
− 1

3
~M
)

= +
µ0

6

(
~M · ~M

) ∫
V

dv

=
µ0

6
V | ~M |2 (2.44)

É importante ressaltar que, amostras com formatos não-elipsoidais, o campo desmagnetizante

não é constante em todo o volume. Isso dificulta bastante o cálculo da energia magnetostática.
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Na próxima seção será discutida a conexão entre o campo desmagnetizante e a ani-

sotropia de forma. Além disso, também será feito o cálculo da energia magnetostática para

elipsoides de revolução. No caso limite em que o eixo de simetria é muito menor ou muito

maior que os outros dois eixos, tem-se um filme fino ou um fio, respectivamente.

Agora vamos obter uma versão alternativa para a energia magnetostática, veja equação

(2.30). Para este propósito iremos usar o seguinte teorema

∫
todo

espaço

dv ~B · ~H = 0 (2.45)

que é satisfeita sempre que um dos campos for irrotacional (~∇× ~H =~0) e outro for solenoidal

(~∇ ·~B = 0). O campos ~B e ~H que satisfazem as equações de Maxwell da magnetostática podem

apresentar os requisitos desse teorema e foi justamente por esse motivo, que ele foi enunciado

com uma nomenclatura sugestiva. A sua demostração é bem simples, sendo feita a seguir.

Na ausência de correntes, ~J =~0, o campo magnético ~H é irrotacional, ou seja, conser-

vativo, pode-se então introduzir o potencial escalar magnético Φ tal que o campo ~H seja dado

por ~H = −~∇Φ. Isso é possı́vel porque o rotacional do gradiente de campo escalar é o vetor

nulo 4, ~∇× (~∇ f ) =~0. Dessa forma,

∫
dv ~B · ~H =−

∫
dv ~B ·~∇Φ =−

∫
dv
[
~∇ · (Φ~B)−Φ(~∇ · ~B)

]
(2.46)

em que usamos a seguinte identidade ~∇ · ( f~F) = (~∇ f ) ·~F + f (~∇ ·~F). A última integral se anula

porque ~B é solenoidal, ou seja, (~∇ ·~B = 0). Na integral que restou pode-se usar o teorema da

divergência, ∫
dv ~B · ~H =−

∫
dv ~∇ · (Φ~B) =−

∮
da (Φ~B) · n̂ (2.47)

desde que a distribuição de magnetização seja localizada, ao se considerar um volume e sua

superfı́cie limitante suficientemente grandes, não haverá fluxo do campo (Φ~B) através dessa

superfı́cie, como consequência, a integral de superfı́cie se anula. Portanto, o teorema (2.45) foi

demostrado.

4 Podemos pensar numa identidade de operadores (~∇×~∇) f =~0 f =~0. Uma vez que ~∇ é um operador vetorial
diferencial, o produto vetorial de um vetor com ele mesmo gera o vetor nulo, neste caso o operador nulo.
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Considere a seguinte integral,

µ0

2

∫
todo

espaço

dv ~H · ~H =
µ0

2

∫
todo

espaço

dv
(

1
µ0

~B− ~M
)
· ~H =−µ0

2

∫
todo

espaço

dv ~M · ~H (2.48)

no membro direito foi substituı́da a relação (2.3) e em seguida, foi utilizado o resultado (2.45).

No último membro da equação (2.48), lembramos que ~M 6=~0 apenas dentro do volume V do

material, portanto, a energia magnetostática pode ser expressa por duas formas equivalentes,

Ems = − µ0

2

∫
V

dv ~M · ~H =
µ0

2

∫
todo

espaço

dv ~H · ~H (2.49)

A primeira igualdade na equação (2.49) foi obtida na equação (2.30), cuja origem e interpretação

fı́sica já foram discutidas. Dessa forma, aqui vamos abordar a segunda igualdade na equação

(2.49). Uma vez que para qualquer vetor~V , o produto escalar dele com ele mesmo, resulta num

valor positivo ou nulo, ~V · ~V = | ~V |2 ≥ 0, pode-se concluir pelo último membro da equação

(2.49) que a energia magnetostática nunca assume valores negativos. A energia magnetostática

apresenta o valor mı́nimo, Ems = 0, quando ambos σM e ρM se anulam, ou seja, quando a amos-

tra não apresenta pólos magnéticos livres; estes são justamente as “fontes”do potencial escalar

magnético Φ , e consequentemente do campo ~H. Este caso particular ocorre nos exemplos da

figura (2.3).

Usando a equação (2.36) podemos escrever a energia magnetostática da seguinte forma,

Ems =
µ0

2

∫
todo

espaço

dv ~H · ~H =
µ0

2

∫
todo

espaço

dv | ~∇Φ |2 (2.50)

Com este último resultado, pode-se que a energia magnetostática é proporcional ao quadrado

do módulo do gradiente do potencial escalar, isso significa que esta energia magnetostática

mede a não-uniformidade do potencial escalar magnético. Se o potencial escalar magnético for

uniforme, então a energia magnetostática será nula, isto é, ela será mı́nima.

Portanto, vimos que há duas expressões equivalentes que permitem o cálculo da ener-

gia magnetostática. Por ser mais simples, a primeira igualdade na equação (2.49) é a mais

usada, uma vez que a integral é tomada sobre o volume da amostra. Por outro lado, a segunda

igualdade na equação (2.49) esclarece o conceito de energia magnetostática.
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2.3.2 Anisotropia de forma

Quando um sistema apresenta diferentes propriedades fı́sicas dependendo da direção

em que elas são estudadas, dizemos que o sistema apresenta anisotropia. Uma amostra apresenta

anisotropia magnética se a sua magnetização espontânea tende a orientar-se numa direção pre-

ferencial (eixo fácil), ou tende a se afastar dela (eixo difı́cil). Isso ocorre porque a magnetização

com tal orientação corresponde a um mı́nimo local na energia do sistema.

Existem vários tipos de anisotropia magnética. A anisotropia magnetocristalina refere-

se a uma orientação preferencial da magnetização em relação aos eixos ou planos do cristal.

Amostras com este tipo de anisotropia são conhecidos como materiais magnéticos duros. Ma-

teriais magnéticos macios são aqueles que apresentam anisotropia magnetocristalina muito pe-

quena. Na seção 2.4.1 é discutido o modelo de Heisenberg anisotrópico, que pode ser usado para

descrever um sistema magnético que apresenta anisotropia magnetocristalina. A anisotropia de

forma, está relacionada à forma geométrica do material e manifesta-se em amostras finitas, de-

vido ao campo desmagnetizante que surge dentro do material, gerando pólos nas superfı́cies.

Um acoplamento anisotrópico deste tipo é conseguido levando-se em conta as interações dipolo-

dipolo. Além da anisotropia magnetocristalina e da anisotropia de forma existem várias outras.

É possı́vel que um sistema magnético apresente mais de um tipo de anisotropia. Portanto, tal

sistema apresentará uma competição de anisotropias e a expressão da energia de anisotropia

efetiva será a soma da energia de anisotropia de cada parcela.

Nesta seção será abordada a anisotropia de forma, que também é conhecida como

energia magnetostática. Na seção anterior vimos que a energia magnetostática é definida pela

energia de interação da magnetização com o campo magnético que ela mesma cria, veja a

equação (2.49), ou seja

Ems =−
µ0

2

∫
V

dv ~M · ~H (2.51)

em que a integral é realizada sobre o volume V da amostra.
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Para uma amostra com uma forma arbitrária, o campo desmagnetizante é não-uniforme,

mesmo se a magnetização for uniforme. Isso dificulta bastante o cálculo da energia magne-

tostática. Uma exceção ocorre quando a amostra apresenta o formato de um elipsoide; apenas

neste caso, o campo desmagnetizante é uniforme. Embora possa parecer, à primeira vista, um

caso muito particular, o estudo do elipsoide é muito importante, pois como veremos o com-

portamento limite de um elipsoide de revolução compreende duas geometrias de interesse: um

filme fino e um fio.

Um caso importante é a situação particular em que a magnetização é uniforme em todo

o volume do ferromagneto, ~M(~r) = ~M, nesse caso, ρM =−~∇ · ~M = 0, assim, na equação (2.39)

só há contribuição da integral de superfı́cie,

Φ(~r) =
1

4π
~M ·
[∮

S
da′

n̂ ′

|~r−~r ′|

]
(2.52)

Essa expressão mostra que o potencial escalar magnético é determinado unicamente pela forma

geométrica do material. Pode-se mostrar que o campo magnético calculado com a equação

(2.52), ou seja, ~H =−~∇Φ é uniforme em todo o volume do material desde que o ferromagneto

apresente a forma de um elipsoide. Se ~M encontra-se ao longo de um dos eixos principais do

elipsoide, então o campo ~H encontra-se na mesma direção de ~M, mas no sentido contrário ao

dela, veja a figura (2.4).

Figura 2.4 – Magnetização ~M, campo magnético ~H e indução magnética ~B para um elipsoide uniformemente
magnetizado. Dentro da amostra, ~H = −N ~M e ~B = µ0 (1− N) ~M. Fora da amostra, ~M =~0 e

~B = µ0 ~H. Figura retirada da referência (103).



55

Uma vez que o campo magnético dentro do material é antiparalelo à magnetização,

~H =−N ~M (2.53)

o campo ~H dentro do material é usualmente denominado campo desmagnetizante, porque ele

se opõe ao sentido da magnetização, e o coeficiente N é chamado de fator desmagnetizante,

0 ≤ N ≤ 1. O valor de N depende de qual eixo do elipsoide a magnetização ~M se encontra.

Portanto, há 3 fatores desmagnetizantes, Na,Nb,Nc, associados a cada um dos 3 eixos principais

do elipsoide, a,b,c. A relação entre campo-magnetização leva a forma matricial

H =−N M (2.54)

em que a matriz N representa o tensor desmagnetizante, que é diagonal quando os eixos carte-

sianos x,y,z são escolhidos ao longo dos eixos principais do elipsoide a,b,c, ou seja

N =


Na 0 0

0 Nb 0

0 0 Nc


(2.55)

Dessa forma, os fatores desmagnetizantes obedecem a uma restrição geral, no SI o tensor des-

magnetizante tem traço unitário (104)

Tr(N) = Na +Nb +Nc = 1 (2.56)

Na seção anterior comentamos o exemplo da esfera uniformemente magnetizada ao

logo do eixo z, nesse caso, o campo desmagnetizante, de acordo com a equação (2.3.1), é dado

por, H = − 1
3

M. Numa esfera, devido à simetria, conclui-se imediatamente que os fatores

desmagnetizantes, ou seja, os autovalores de N são degenerados, Na = Nb = Nc =
1
3

. Supondo

que a magnetização encontra-se ao longo do eixo c, então Ma = Mb = 0, e a equação (2.54)
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torna-se 
Ha

Hb

Hc

= −


1/3 0 0

0 1/3 0

0 0 1/3




0

0

Mc


Dessa forma, como a magnetização apresenta uma única componente, o campo desmagneti-

zante também apresentará, ou seja, Hc = − 1
3 Mc que encontra-se na mesma direção que a da

magnetização, mas no sentido contrário ao dela.

No caso geral em que ~M não está orientada ao longo de um eixo principal do elipsoide,

pode-se decompor ~M nos eixos principais do elipsoide, veja a figura (2.5).

Figura 2.5 – Elipsoide apresentando um magnetização numa direção arbitrária. É possı́vel decompor ~M em
termos das suas componentes em relação ao eixos principais do elipsoide.

Uma direção arbitrária da magnetização, relativa aos eixos principais do elipsoide,

α̂ =
~M
|~M|

= (αa,αb,αc) (2.57)

pode ser definida em termos dos cossenos diretores

αa = sinθ cosϕ (2.58a)

αb = sinθ sinϕ (2.58b)

αc = cosθ (2.58c)
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Os cossenos diretores satisfazem a condição

α
2
a +α

2
b +α

2
c = 1 (2.59)

porque α̂ é um versor, α̂ · α̂ =| α̂ |2= 1.

Portanto, de acordo com a equação (2.57), o vetor magnetização numa direção ar-

bitrária fica definido por 
Ma

Mb

Mc

= |~M|


αa

αb

αc


(2.60)

Então, a equação (2.54), ou seja, H =−N M, torna-se


Ha

Hb

Hc

= −|~M|


Na 0 0

0 Nb 0

0 0 Nc




αa

αb

αc

= −|~M|


Na αa

Nb αb

Nc αc


(2.61)

É fácil calcular a energia magnetostática de amostras com formato elipsoidal, porque

o campo desmagnetizante é o mesmo em cada ponto da amostra 5

~H(~r) = ~H =−N ~M (2.62)

Neste caso, a equação (2.51) pode ser rescrita na forma matricial 6

E elipsoide
ms = −µ0

2

∫
V

dv MT (−N M) =
µ0

2
V (MT N M) (2.63)

em que MT representa a matriz transposta da magnetização.

5 Essa afirmação também é válida para amostras que são casos limites de um elipsoide, tais como um filme fino ou
um fio.

6 O produto escalar pode ser representado por um produto matricial de um matriz linha por uma matriz coluna.
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Substituindo o resultado (2.61) em (2.63), obtêm-se

E elipsoide
ms =

µ0

2
V |~M|2

[
αa αb αc

]
Na αa

Nb αb

Nc αc


ou seja,

E elipsoide
ms =

µ0

2
V |~M|2 (Naα

2
a +Nbα

2
b +Ncα

2
c ) (2.64)

No caso particular de uma esfera, Na = Nb = Nc =
1
3

, a energia magnetostática é

E esfera
ms =

µ0

2
V |~M|2 1

3
(α2

a +α
2
b +α

2
c ) =

µ0

6
V |~M|2 (2.65)

em que foi utilizado a condição de normalização dos cossenos diretores (2.59). Note que este

resultado concorda com aquele que foi obtido na equação (2.44). No caso da esfera, encontra-

mos um comportamento isotrópico porque todas as direções são energeticamente equivalentes.

Em outras palavras, a energia magnetostática é sempre a mesma, ela não dependente da direção

em que a esfera se encontra magnetizada.

Embora a expressão para a energia magnetostática para um elipsoide seja simples,

veja a equação (2.64), as expressões analı́ticas para os fatores desmagnetizantes em termos dos

comprimentos dos semi-eixos principais do elipsoide é relativamente complicada. Os resultados

de maior interesse ocorrem para os elipsoides de revolução ou esferoides, em que dois dos

semi-eixos principais apresentam o mesmo comprimento, sendo que o terceiro é um eixo de

simetria rotacional. Em geral, costuma-se escolher o eixo z como sendo o eixo de simetria

rotacional. Para um esferoide, há expressões analı́ticas para os fatores desmagnetizantes como

função da razão de aspecto, α =
r‖
r⊥

, ou seja, a razão dos comprimentos dos semi-eixos paralelo

e perpendicular ao eixo de simetria. Um esferoide prolato (charuto - quando o eixo de simetria

coincide com o semi-eixo maior do elipsoide) apresenta uma razão de aspecto α > 1, enquanto

que um esferoide oblato (disco - quando o eixo de simetria coincide com o semi-eixo menor
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do elipsoide) apresenta uma razão de aspecto α < 1. A esfera representa a fronteira entre essas

duas formas, veja a figura (2.6).

Figura 2.6 – Esferoides (elipsoides de revolução). O eixo de simetria de rotação é o eixo z. Um esferoide
prolato é caracterizado por α =

r‖
r⊥

= c
a > 1 enquanto que um esferoide oblato é caracterizado

por α =
r‖
r⊥

= c
a < 1.

Como no caso da esfera o tensor desmagnetizante apresenta 3 autovalores degenerados

e no caso do elipsoide não há degenerescência Na 6= Nb 6= Nc é de se esperar que no caso do

esferoide, N apresente uma dupla degenerescência, ou seja, dos três autovalores, dois deles são

iguais. Portanto, N possui dois autovalores degenerados, assim só exitem dois valores possı́veis

para os fatores desmagnetizantes, N‖ paralelo ao eixo de simetria, e N⊥ perpendicular a ele.

Como o tensor desmagnetizante apresenta traço unitário segue que

N‖+2 N⊥ = 1 (2.66)

O valor do fator desmagnetizante para a direção paralela ao eixo de simetria N‖ é dado a seguir 7,

os outros dois fatores idênticos, N⊥, são obtidos pela relação (2.66).

Nprolato

‖ =
1

α2−1

[
α√

α2−1
ln(α +

√
α2−1)−1

]
, α > 1 (2.67)

7 As expressões (2.67) e (2.68) foram obtidas da referência (103).
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Noblato
‖ =

1
1−α2

[
1− α√

1−α2
arcsin(

√
1−α2)

]
, α < 1 (2.68)

Vale a pena observar que os fatores desmagnetizantes 8, dados por (2.67) e (2.68), de-

pendem da forma geométrica do material mas não das suas dimensões absolutas; lembre-se que

α é a razão de aspecto do esferoide. Portanto, se variamos o tamanho de um material modi-

ficando todas as suas dimensões, mas mantendo a razão de aspecto, o campo desmagnetizante

permanecerá o mesmo.

O comportamento assintótico das equações (2.67) e (2.68) são

lim
α→∞

N prolato

‖ =
ln(2α)−1

α2 , α � 1 (2.69)

lim
α→0

N oblato
‖ = 1 , α � 1 (2.70)

Estas expressões serão úteis quando analisarmos dois casos limites dos esferoides prolato e

oblato, um fio e um plano, respectivamente.

Considere que θ seja o ângulo entre a magnetização e o eixo de simetria de rotação do

elipsoide, que vamos considerar como paralelo ao semi-eixo c do elipsoide, veja por exemplo a

figura (2.5). Nesse caso, Nc = N⊥ e Na = Nb = N‖. Na equação (2.64) substitui-se os Ni e αi

são dados por (2.58), então a energia magnetostática de um esferoide (prolato ou oblato) é

E esferoide
ms =

µ0

2
V |~M|2 [N⊥(sin2

θ cos2
ϕ)+N⊥(sin2

θ sin2
ϕ)+N‖(cos2

θ)]

E esferoide
ms =

µ0

2
V |~M|2 [N⊥(cos2

ϕ + sin2
ϕ)sin2

θ +N‖(cos2
θ)]

ou seja,

E esferoide
ms =

µ0

2
V |~M|2 [N⊥ sin2

θ +N‖ cos2
θ ] (2.71)

8 E portanto, o campo desmagnetizante.
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A expressão (2.71) pode ser simplificada para que ela dependa apenas de N⊥ ou só de

N‖. Usando o fato que o tensor desmagnetizante tem traço 1, ou seja, impondo que N‖+2N⊥ =

1, pode-se eliminar N‖ ou N⊥ na equação (2.71), e os resultados que se obtém fazendo isso são

E esferoide
ms =

µ0

2
V |~M|2

[
N‖+

1
2
(1−3N‖)sin2

θ

]
=

µ0

2
V |~M|2 [N⊥+(1−3N⊥)cos2

θ ] (2.72)

Para obter o primeiro resultado, pode-se, por exemplo, somar um termo nulo do tipo

(1
2N‖ cos2 θ − 1

2N‖ cos2 θ ) a equação (2.71). O segundo resultado é obtido de forma semelhante,

somando um termo nulo do tipo (N⊥ cos2 θ −N⊥ cos2 θ ). A última igualdade na equação (2.72)

não é muito interessante, porque não temos expressões explı́citas para N⊥. Por outro lado, na

primeira igualdade podemos substituir N‖ dados por (2.67) ou (2.68) ou então os seus respec-

tivos comportamentos assintóticos (2.69) ou (2.70). Uma vez obtido o fator N‖, os outros dois

fatores desmagnetizantes que são degenerados N⊥ são obtidos pela relação (2.66).

No caso que estamos considerando, ou seja, o eixo de simetria de rotação é o eixo z, o

tensor desmagnetizante para um esferoide é dado por

N =


N⊥ 0 0

0 N⊥ 0

0 0 N‖


(2.73)

Agora vamos analisar os seguintes casos limites de um esferoide muito alongado e outro muito

achatado.

Um fio (cilindro com comprimento infinito) é o caso limite de um esferoide prolato,

com semi-eixos a = b = r⊥ e c = r‖ = ∞, implica numa razão de aspecto α =
r‖
r⊥

= ∞
r⊥

= ∞ e

a equação (2.69) fornece N‖ = Nc = 0. Como o traço do tensor desmagnetizante tem que ser
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unitário, veja a equação (2.66), infere-se que N⊥ = Na = Nb =
1
2

. Portanto,

N =


1/2 0 0

0 1/2 0

0 0 0


Substituindo esses fatores desmagnetizantes na equação (2.71) ou (2.72) obtém-se que

a energia magnetostática de um fio é dada por

E fio
ms =

µ0

4
V |~M|2 sin2

θ (2.74)

Com este resultado, vemos que energia magnetostática do fio é minimizada quando θ = 0 ou

θ = π , isso significa que a anisotropia de forma favorece a direção de magnetização ao longo

do comprimento do fio, a magnetização pode apontar para cima ou para baixo em relação ao

eixo de simetria do fio, ou seja, o eixo mais comprido é o eixo fácil.

Um filme fino (chapa muito fina de área infinita) é o caso limite de um esferoide

oblato, com semi-eixos a= b= r⊥=∞ e c= r‖, implica numa razão de aspecto α =
r‖
r⊥

= c
∞ = 0

e a equação (2.70) fornece N‖ = Nc = 1. Novamente, como o traço do tensor desmagnetizante

tem que ser unitário, deduz-se que N⊥ = Na = Nb = 0. Portanto,

N =


0 0 0

0 0 0

0 0 1


Agora, substituindo esses fatores desmagnetizantes na equação (2.71) ou (2.72), obtém-

se que a energia magnetostática de um filme fino é dada por

E filme
ms =

µ0

2
V |~M|2 cos2

θ (2.75)

Esse resultado é importante para filmes finos magnéticos e multi-camadas. A equação (2.75) é
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usualmente escrita como

E filme
ms =

µ0

2
V |~M|2 cos2

θ +
µ0

2
V |~M|2

[
sin2

θ − sin2
θ

]

=
µ0

2
V |~M|2 (cos2

θ + sin2
θ)− µ0

2
V |~M|2 sin2

θ

=
µ0

2
V |~M|2 − µ0

2
V |~M|2 sin2

θ

ou seja,

E filme
ms = K0 +Kforma sin2

θ (2.76)

em que Kforma < 0. Através das expressão (2.75) ou (2.76), vemos que a energia magnetostática

de um filme fino é minimizada quando θ =
π

2
, isso significa que a anisotropia de forma tende

a favorecer uma direção de magnetização que é paralela à superfı́cie do filme fino 9. Em outras

palavras, um filme fino feito com material magnético macio dificilmente apresentará uma a

magnetização perpendicular ao plano do filme; o eixo mais curto (eixo da espessura) é o eixo

difı́cil, assim a magnetização fica confinada no plano do filme fino.

2.4 INTERAÇÃO DE TROCA

Sistemas que contém momentos magnéticos permanentes embora não ordenados são

conhecidos como paramagnetos. No entanto, há materiais em que esses momentos magnéticos

se arranjam seguindo uma certa ordem espacial, abaixo de uma certa temperatura crı́tica. Estes

são denominados materiais magneticamente ordenados, veja a Figura (2.7).

9 Todas as direções dentro do plano são equivalentes.
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Figura 2.7 – Ordenamento magnético. A figura (a) ilustra um paramagneto que é desordenado magnetica-
mente. As figuras (b) e (c) ilustram sistemas que são ordenados magneticamente, um ferromagneto

e um antiferromagneto, respectivamente. Figura retirada da referência (105).

As principais classe de materiais que são ordenados magneticamente são: ferromag-

netos, antiferromagnetos e ferrimagnetos, eles são definidos em termos da orientação relativa e

da magnitude dos momentos magnéticos atômicos ou moleculares, veja a figura (2.8).

Figura 2.8 – Representação esquemática de materias ordenados magneticamente. (a) Ferromagneto - uma rede
ou mais sub-redes com magnetizações paralelas, resultando numa magnetização total não nula.
(b) Antiferromagneto - a rede é dividida em duas sub-redes com magnetizações anti-paralelas e
de mesmo módulo, resultando numa magnetização total nula. (c) Ferrimagneto - a rede também é
dividida em duas sub-redes com magnetizações anti-paralelas mas com módulos diferentes, resul-

tando numa magnetização total não nula. Figura retirada da referência (105).

Acima de uma certa temperatura crı́tica o ordenamento magnético é destruı́do, assim,

um ferromagneto, antiferromagneto ou ferrimagneto torna-se um paramagneto. A temperatura

crı́tica na qual ocorre a transição de fase magnética é denominada temperatura de Curie TC no

caso do ferromagnetos, enquanto que no caso dos antiferromagnetos e dos ferrimagnetos ela é

chamada de temperatura de Néel TN .
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Num paramagneto o alinhamento paralelo dos momentos magnéticos é atingido so-

mente com campos externos muito intensos e para temperaturas não muito elevadas. Assim, o

ordenamento espontâneo observado num ferromagneto pode ser entendido supondo a existência

de um campo magnético interno muito forte, que tende a alinhar os momentos magnéticos, em

oposição às flutuações térmicas que preferem desordená-los. Foi notado que este campo in-

terno não poderia ter origem na interação clássica dipolo-dipolo, porque ela não seria forte o

suficiente para manter o ordenamento espontâneo dos ferromagnetos. Em 1928, Heisenberg

mostrou que esse campo magnético interno é explicado pela Mecânica Quântica e que ele surge

da interação entre momentos magnéticos de átomos vizinhos. Mais especificamente, a interação

de troca (exchange interaction) é uma consequência direta do princı́pio de exclusão de Pauli e

da repulsão coulombiana entre elétrons. A interação de troca é escrita usualmente em termos

do spin e uma ótima discussão de que essa interação é do tipo ~Si ·~S j pode ser encontrada na

referência (106). No apêndice A é feito um desenvolvimento muito parecido com aquele apon-

tado nesta referência, como resultado obtém-se que a energia de interação de troca entre dois

spins é dada por

H =−2 J12

h̄2
~S1 ·~S2 (2.77)

em que J12 é a constante do acoplamento de troca, ela apresenta dimensão de energia.

2.4.1 Modelo de Heisenberg

Para uma distribuição discreta de spins, a hamiltoniana que descreve a interação de

troca é escrito como

H =−1
2 ∑

i, j

2 Ji j

h̄2
~Si ·~S j =−∑

i, j

Ji j

h̄2
~Si ·~S j (2.78)

em que o fator (1 / 2) evita contar duas vezes a mesma interação. ~Si é o spin do ı́on localizado

no sı́tio i. A constante Ji j está associada à superposição das funções de onda espaciais dos

ı́ons i e j, que é apreciável apenas para um par de ı́ons muito próximos. Assim, a contribuição

significante resulta das interações entre primeiros e segundos vizinhos. Portanto, a interação de



66

troca é uma interação de curto alcance. Uma boa aproximação é obtida ao considerar

Ji j = J ji =

 J, se i, j são primeiros vizinhos

0, para demais casos
(2.79)

A hamiltoniana da interação de troca (2.78) pode ser escrito da seguinte forma,

H =− J
h̄2 ∑
〈i, j〉

~Si ·~S j (2.80)

em que o sı́mbolo 〈i, j〉 indica que o somatório é feito sobre pares de spins que são primeiros

vizinhos.

As expressões que obtivemos para as hamiltonianas das interações Zeeman e dipo-

lar encontram-se expressos em termos de momentos magnéticos ~mi, não em termos do mo-

mento angular ~Si. A fim de padronizar nossas hamiltonianas vamos escrever a hamiltoniana da

interação de troca em termos do versor momento magnético, uma vez que momento angular e

momento magnético estão relacionados pela equação (2.1) podemos escrever

H =− J
γ2h̄2 ∑

〈i, j〉
~mi ·~m j (2.81)

No caso particular de todos os momentos magnéticos apresentarem o mesmo módulo, ou seja,

em qualquer sı́tio da rede |~mi|= m, podemos usar os versores momentos magnéticos

m̂i =
1
|~mi|

~mi =
1
m
~mi (2.82)

Neste caso, a equação (2.83) pode ser escrita como

H =− J
(

m
γ h̄

)2

∑
〈i, j〉

m̂i · m̂ j (2.83)

É fácil ver que o termo que entre parênteses na equação (2.83) é adimensional. Pela equação

(2.1) temos que

γ =
g µB

h̄
(2.84)
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Substituindo (2.84) em (2.83) encontra-se que

H =− J
(

m
γ h̄

)2

∑
〈i, j〉

m̂i · m̂ j =− J
(

m
g µB

)2

∑
〈i, j〉

m̂i · m̂ j (2.85)

Uma vez que g é um fator adimensional e como os momentos magnéticos são expressões em

termos do magnéton de Bohr, fica verificado que os termos entre parênteses na equação (2.85)

são adimensionais. Agora na equação (2.1) toma-se o produto escalar dela com ela mesmo, ou

seja, ~m ·~m = (−γ~S) · (−γ~S), portanto

m2 = γ
2 S2 (2.86)

Levando este resultado na primeira igualdade da equação (2.85) encontra-se que

H =− J
(

m
γ h̄

)2

∑
〈i, j〉

m̂i · m̂ j =− J
(

S
h̄

)2

∑
〈i, j〉

m̂i · m̂ j (2.87)

Ressalta-se que S é o módulo do momento angular de spin, cuja dimensão é dada pela constante

h̄, assim definindo o parâmetro adimensional

σ =
S
h̄
=

m
γ h̄

=
m

g µB
(2.88)

que nada mais é do que o módulo do spin normalizado (e também o módulo do momento

magnético normalizado), podemos reescrever a equação (2.87) como

H =− J σ
2 ∑
〈i, j〉

Ŝi · Ŝ j =− J σ
2 ∑
〈i, j〉

m̂i · m̂ j (2.89)

na primeira igualdade usamos o fato de que os vetores momento magnético e momento angular

de spin do elétron são antiparalelos, ou seja, m̂i =− Ŝi.

É usual englobar o fator adimensional σ2 na constante de troca, assim, vamos definir

uma nova constante de troca,

J← J σ
2 (2.90)

Assim a igualdade (2.89), pode ser reescrita como

H =−J ∑
〈i, j〉

m̂i · m̂ j (2.91)
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A equação (2.91) em conjunto com o vı́nculo não linear

m̂i · m̂i = (m x
i )

2 +(m y
i )

2 +(m z
i )

2 = 1 (2.92)

é conhecido na literatura como modelo de Heisenberg isotrópico. Se J < 0 na equação (2.91),

ela descreve o ordenamento antiferromagnético, uma vez que a energia do sistema torna-se

mı́nima quando os momentos magnéticos se alinham antiparalelamente (m̂i · m̂ j = −1). Se-

guindo esse mesmo raciocı́nio, notamos que J > 0 refere-se ao ordenamento ferromagnético,

no qual a configuração de menor energia ocorre quando os momentos magnéticos se alinham

paralelamente (m̂i · m̂ j) = +1.

Embora a interação de troca seja responsável pelo ordenamento magnético, ela não

especifica uma direção preferencial para tal ordenamento. Existem vários tipos de anisotropia

magnética. É possı́vel que um sistema magnético apresente mais de um tipo de anisotropia e

neste caso, haverá uma competição entre as anisotropias. A anisotropia de forma foi discutida

na seção 2.3.2, ela está relacionada à forma geométrica do material e manifesta-se em amostras

finitas. Um acoplamento anisotrópico deste tipo é obtido ao se considerar as interações dipolo-

dipolo. Além da anisotropia de forma, que é fundamental no estudo de nanomagnetos, um

tipo de anisotropia bem comum é a anisotropia magnetocristalina, que favorece o alinhamento

em relação a um eixo ou plano da rede cristalográfica do material. Amostras magnéticas que

exibem este tipo de anisotropia são conhecidos como materiais magnéticos duros. Materiais

magnéticos macios são aqueles que apresentam anisotropia magnetocristalina muito pequena.

Um nanomagneto feito com um material magnético macio, tal como o Permalloy, apresenta

uma anisotropia magnetocristalina desprezı́vel, portanto, a anisotropia efetiva tem sua principal

contribuição na anisotropia de forma. Uma maneira de descrever um sistema que apresenta uma

anisotropia magnetocristalina considerável é obtida definindo uma hamiltoniana mais genérico,

que leve em conta a existência de uma direção fácil ou difı́cil para os momentos magnéticos se

alinharem. Por exemplo, a hamiltoniana (2.91) pode ser substituı́da por

H =−J ∑
〈i, j〉

(
m̂i · m̂ j−κ mz

i m
z
j

)
=−J ∑

〈i, j〉

[
mx

i mx
j +my

i my
j +(1−κ)mz

i m
z
j

]
(2.93)
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em que κ é o parâmetro de anisotropia (adimensional). A hamiltoniana (2.93) em conjunto com

o vı́nculo (2.92), é conhecido como modelo de Heisenberg anisotrópico. Dessa forma, para

um ferromagneto J > 0, para κ = 0, recuperamos o modelo de Heisenberg isotrópico. Para 0 <

κ < 1, temos o modelo de Heisenberg de plano fácil, que é caracterizado pela preferência dos

momentos magnéticos se alinharem paralelamente em qualquer direção dentro de um plano, que

nesse caso é o plano-xy. Para κ = 1, temos o caso limite de uma anisotropia fortemente planar;

aqui distingue-se dois modelos, o modelo XY e do modelo do rotor planar, basta considerar os

momentos magnéticos com três ou duas componentes, respectivamente. Finalmente, para κ < 0,

temos o modelo Heisenberg de eixo-fácil, que é caracterizado pela preferência dos momentos

magnéticos se alinharem perpendicularmente a um plano, o eixo-fácil neste caso é o eixo-z.

Resumindo, o parâmetro de anisotropia é tal que

• κ = 0 corresponde ao modelo isotrópico;

• κ = 1 corresponde a dois modelos: modelo XY e o modelo do rotor planar (os vetores

momentos magnéticos são bidimensionais);

• 0 < κ < 1 corresponde ao modelo de plano-fácil, que neste caso é o plano-xy;

• κ < 0 corresponde ao modelo de eixo-fácil, que neste caso é o eixo-z.

2.4.2 Energia de troca

A seguir será obtido o limite contı́nuo para o modelo de Heisenberg isotrópico. Neste

desenvolvimento, emprega-se os mesmos procedimentos que foram seguidos nas referências (107,

108), embora aqui os momentos magnéticos serão distribuı́dos numa rede tridimensional, em

particular um rede cúbica simples de parâmetro de rede a.

A equação (2.91) também pode ser escrita como 10

H =−J σ
2 ∑
〈i, j〉

m̂i · m̂ j =−J σ
2 ∑
〈i, j〉

[mx
i mx

j +my
i my

j +mz
i m

z
j] (2.94)

10 Aqui não usaremos a definição (2.90).
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Numa rede cúbica simples temos 6 primeiros vizinhos, assim considere o i-ésimo versor

momento magnético m̂i e os seus vizinhos mais próximos, m̂i±1, m̂i±2 e m̂i±3. Definindo os

elementos de interação entre primeiros vizinhos

T α
i = mα

i (m
α
i+1 +mα

i−1)+mα
i (m

α
i+2 +mα

i−2)+mα
i (m

α
i+3 +mα

i−3) (2.95)

em que α = x,y,z. Pode-se aproximar os somatórios na equação (2.94) por uma integral tripla

sobre o volume do material V , ou seja

Etr =−J σ
2
∫

V

dv
a3 (T

x +T y +T z) (2.96)

em que omitiu-se o ı́ndice i, pois qualquer sı́tio pode ser considerado. O valor da integral é

conhecido como energia de troca.

Para baixas temperaturas, as flutuações térmicas são insignificantes e as variações nas

direções dos momentos magnéticos são graduais, consequentemente, pode-se expandir as com-

ponentes dos momentos magnéticos dos primeiros vizinhos numa série de Taylor. Lembrando

que, f (~r) = f (~r0)+(~r−~r0) ·~∇ f (~r0)+ ... , temos

mα
i+1 = mα

i +a
∂mα

i
∂x

+
a2

2
∂ 2mα

i
∂x2

mα
i−1 = mα

i −a
∂mα

i
∂x

+
a2

2
∂ 2mα

i
∂x2

mα
i+2 = mα

i +a
∂mα

i
∂y

+
a2

2
∂ 2mα

i
∂y2

mα
i−2 = mα

i −a
∂mα

i
∂y

+
a2

2
∂ 2mα

i
∂y2

mα
i+3 = mα

i +a
∂mα

i
∂ z

+
a2

2
∂ 2mα

i
∂ z2
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mα
i−3 = mα

i −a
∂mα

i
∂ z

+
a2

2
∂ 2mα

i
∂ z2

em que foi conservado termos até a segunda ordem, além disso, os termos envolvendo derivadas

mistas foram desprezados.

Substituindo essas expansões em T α
i , as derivadas primeiras se cancelam e portanto

T α
i = 6(mα

i mα
i )+a2 mα

i

(
∂ 2mα

i
∂x2 +

∂ 2mα
i

∂y2 +
∂ 2mα

i
∂ z2

)
(2.97)

ou seja,

T α
i = 6(mα

i )
2 +a2 mα

i ∇2Sα
i (2.98)

Levando este resultado na equação(2.96), temos que

Etr = −J σ
2
∫

V

dv
a3 6 [(mx)2 +(my)2 +(mz)2]+

− J σ
2
∫

V

dv
a3 a2 [mx ∇2mx +my ∇2my +mz ∇2mz] (2.99)

Com o uso da equação (2.92), a última expressão se reduz a

Etr = −6Jσ2V
a3 +

− Jσ2

a

∫
V

dv [mx ∇2mx +my ∇2my +mz ∇2mz] (2.100)

em que o primeiro termo corresponde à energia E0 do estado fundamental do sistema, despre-

zando esse termo, a energia do estado fundamental será renormalizada para zero. Portanto,

podemos escrever,

Etr =−
Jσ2

a

∫
V

dv [mx ∇2mx +my ∇2my +mz ∇2mz] (2.101)
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Definindo o parâmetro 11

A =
Jσ2

a
(2.102)

e também identificando o produto escalar, pode-se escrever a equação (2.101) numa forma mais

compacta,

Etr =−A
∫

V
dv [ m̂ ·∇2m̂ ] (2.103)

O parâmetro A é positivo e a energia de troca nunca é negativa, assim, uma forma

mais conveniente de expressar o resultado (2.103) consiste em utilizar uma identidade vetorial,

que será demostrar a seguir. Partindo do fato que m̂ é um versor, equação (2.92), temos que

m̂ · m̂ = 1, e tomando o laplaciano em ambos os membros, obtemos

∇2(m̂ · m̂) = 0 (2.104)

Em notação indicial, essa equação se escreve

∂i∂i(m jm j) = 0

∂i[∂im jm j] = 0

∂i[(∂im j)m j +m j(∂im j)] = 0

2 ∂i[(∂im j)m j] = 0

∂i[(∂im j)m j] = 0

(∂i∂im j)m j +(∂im j)(∂im j) = 0

(∇2m j)m j +(~∇m j) · (~∇m j) = 0

Portanto,

−m̂ ·∇2m̂ =
3

∑
j=1
|~∇m j|2 (2.105)

Dessa forma, podemos expressar (2.103) como

Etr =−A
∫

V
dv [ m̂ ·∇2m̂ ] = A

∫
V

dv
3

∑
j=1
|~∇m j|2 (2.106)

11 Mais adiante será discutido a sua interpretação fı́sica.
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ou seja,

Etr =−A
∫

V
dv [ m̂ ·∇2m̂ ] = A

∫
V

dv ( |~∇mx|2+|~∇my|2+|~∇mz|2 ) (2.107)

Pode-se ver a partir da expressão (2.107) que a energia de troca é proporcional ao

módulo ao quadrado do gradiente da magnetização, isso significa que o termo de troca mede a

não-uniformidade da magnetização (109). Se a magnetização for uniforme, a contribuição da

energia de troca será a mı́nima possı́vel, neste caso, ela será nula. Lembra-se que a equação

(2.102) foi obtida para uma rede cúbica simples. A generalização para redes com simetria

cúbica, como as redes de corpo centrado e a de face centrada, é dada pela expressão

A =
n J σ2

a
(2.108)

onde n = 1 para a rede cúbica simples (SC, “simple cubic”), n = 2 para rede cúbica de corpo

centrado (BCC, “body-centered cubic”) e n= 4 para a rede cúbica de face centrada (FCC, “face-

centered cubic”). O parâmetro n nada mais é do que o número de sub-redes cúbicas simples

que são necessárias para gerar as outras redes. Por exemplo, a rede cúbica de corpo centrado

corresponde a duas sub-redes cúbicas deslocadas (uma rede adicional é necessária formar os

sı́tios no centro do cubo). Já a rede cúbica de face centrada corresponde a quatro sub-redes

cúbicas deslocadas (3 redes adicionais são necessárias para formar os sı́tios no centro das faces

do cubo, planos x, y e z). A constante ou integral de troca J fornece um indicativo da intensidade

da interação entre dois spins. O parâmetro A, denominado dureza da constante de troca

(“exchange stiffness constant”) é mais adequado para descrever o material ferromagnético, uma

vez que ele depende de J, do tipo de rede, do parâmetro de rede a e também do módulo do

spin (normalizado). Através da equação (2.108) nota-se que o parâmetro A é positivo e possui

dimensão de energia por comprimento, sendo medido em [J / m] no SI. Esse parâmetro fornece a

intensidade do acoplamento magnético, portanto ele mede quão difı́cil é para um dado momento

magnético desviar-se da direção do campo de troca (109).
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3 DINÂMICA DA MAGNETIZAÇÃO

Neste capı́tulo discutimos dois métodos complementares para o estudo da dinâmica da

magnetização em nanomagnetos. Inicialmente é abordado um método quantitativo fundamen-

tado na integração da equação de Landau-Lifshitz-Gilbert (equação de LLG), que consiste num

sistema de equações diferenciais não-lineares de 1a ordem. Como uma única equação de LLG

é na verdade um sistema de 3 equações diferenciais acopladas, ou seja, uma equação vetorial

com 3 componentes (para os vetores magnetização ou momentos magnéticos), assim para um

sistema magnético constituı́do por N momentos magnéticos é necessário resolver um sistema

de 3N equações diferenciais de 1a ordem. Um nanomagneto é um sistema interessante pois a

sua configuração magnética pode comportar-se como uma quasipartı́cula. A equação de movi-

mento para a quasipartı́cula é conhecida como equação de Thiele; ela pode ser útil ao se fazer

um estudo qualitativo do sistema magnético. Ao descrever o sistema como uma única partı́cula

é possı́vel compreender as propriedades dinâmicas do sistema sem que seja necessário recorrer

à equação de LLG, porque a equação de Thiele foi derivada da equação de LLG. Em particular,

estudaremos a equação de Thiele para o vórtice magnético num nanodisco. Para esse sistema

será obtido tanto a solução analı́tica quanto a solução geométrica. Dessa forma, veremos que a

equação de Thiele é apropriada para o estudo do modo girotrópico da quasipartı́cula, que neste

caso corresponde ao núcleo do vórtice.
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3.1 A EQUAÇÃO DE LANDAU-LIFSHITZ-GILBERT

A dinâmica do Micromagnetismo é governada por uma equação diferencial fenome-

nológica, trata-se de uma generalização da equação que descreve a precessão de um momento de

dipolo em torno de um campo magnético. Em 1935, Landau e Lifshitz (110) propuseram uma

equação que ficou conhecida como equação de Landau-Lifshitz (equação de LL), ela descrevia

muito bem a dinâmica da magnetização para uma certa classe de materiais (α � 1), entre-

tanto, em alguns casos, ela conduzia a resultados que não eram observados experimentalmente.

Em 1955, Gilbert (111) modificou a equação de LL para descrever também dos materiais que

apresentavam altos valores do parâmetro de amortecimento e a equação ficou conhecida como

equação de Landau-Lifshitz-Gilbert (equação de LLG), que é dada por

1
γ

d~m
dt

=−µ0 (~m× ~H)+
α

| ~m | γ

(
~m× d~m

dt

)
(3.1)

em que α é um parâmetro fenomenológico, conhecido como parâmetro de “damping”. Ele é

caracterı́stico para cada material, sendo análogo a uma constante de amortecimento. Observa-

se que α é adimensional. γ é a razão giromagnética, a constante de proporcionalidade que

relaciona momento angular e momento magnético, veja a equação (2.1).

O primeiro termo na equação 3.1, descreve o torque de precessão. O segundo termo

é conhecido como torque de “damping”, este torque de amortecimento é responsável pelo ali-

nhamento do momento magnético na direção do campo magnético. Experimentos mostram que

um momento magnético se move eventualmente na direção do campo magnético1. O torque de

precessão ~T = µ0 (~m× ~H) não é capaz de realizar tal alinhamento, porque ele é perpendicular a

~H. Como mostrado na figura (3.1), um torque adicional, perpendicular tanto a ~m quanto a ~T é

necessário para dar conta desse alinhamento. Esse torque de amortecimento, ~TD é dado por

~TD =
α

| ~m | γ

(
~m× d~m

dt

)
(3.2)

1 Este fenômeno foi observado logo no primeiro dispositivo magnético: a bússola.
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Figura 3.1 – O torque de precessão e o torque de amortecimento agindo sobre o momento magnético de um
elétron num campo magnético estático. Figura retirada da referência (112).

A evolução temporal do momento magnético num campo magnético é mostrada na

figura (3.2), vemos que na dinâmica sem amortecimento (α = 0) o momento magnético apenas

processiona, enquanto que na dinâmica com amortecimento (α > 0) o momento magnético

descreve uma precessão amortecida, espiralando em torno do campo.

Figura 3.2 – Evolução temporal de um único momento magnético. Na dinâmica sem amortecimento (α = 0),
o momento magnético apenas processiona em torno do campo; o sistema é conservativo. Já na
dinâmica com amortecimento (α > 0)o momento magnético espirala em torno do campo, quando
o alinhamento é atingido, o torque total é nulo e a energia do sistema é mı́nima. Figura adaptada

da referência (52).

É possı́vel mostrar que a equação de LLG preserva o módulo do vetor momento

magnético, modificando apenas sua direção. Para essa demostração, toma-se o produto escalar
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com ~m em ambos os membros da equação (3.1)

~m · d~m
dt

= − γ µ0 ~m · (~m× ~H)+
α

| ~m | ~m ·
(
~m× d~m

dt

)

= γ µ0 ~m · (~H×~m)− α

| ~m | ~m ·
(

d~m
dt
×~m

)

= γ µ0 ~H · (~m×~m)− α

| ~m |
d~m
dt
· (~m×~m)

em que na última passagem utilizou-se a seguinte identidade do produto misto 2,

~A · (~B×~C) = ~B · (~C×~A) = ~C · (~A×~B) (3.3)

Portanto,

~m · d~m
dt

= 0 (3.4)

isso significa que a taxa de variação do momento magnético é sempre perpendicular a ele

próprio.

Por outro lado, usando a derivada de um produto escalar

d
dt
(~A ·~B) = d~A

dt
·~B+~A · d

~B
dt

(3.5)

com ~A = ~B = ~m temos que,
d
dt
(~m ·~m) =

d~m
dt
·~m+~m · d~m

dt

ou seja,
d
dt
| ~m |2= 2 ~m · d~m

dt
(3.6)

Agora usando o resultado (3.4), obtemos

d
dt
| ~m |2= 0 (3.7)

e assim, demostra-se que o momento magnético ~m evolui com módulo constante.

2 Em particular a segunda igualdade na equação (3.3).
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A equação (3.1) é conhecida como forma implı́cita da equação de LLG, porque o(
d~m
dt

)
aparece em ambos os membros dessa equação. A equação de LLG pode ser escrita na

seguinte forma
1
γ

d~m
dt

=− µ0

1+α2

[
~m× ~H +

α

| ~m | ~m× (~m× ~H)

]
(3.8)

que é conhecida como forma explı́cita da equação de LLG. Esse desenvolvimento é feito a

seguir.

Para obter a forma explı́cita da equação de LLG devemos isolar o
(

d~m
dt

)
num dos

membros dessa equação. Para essa demostração, toma-se o produto vetorial com ~m pela es-

querda em ambos os membros da equação (3.1)

~m× d~m
dt

= − γ µ0 ~m× (~m× ~H)+
α

| ~m | ~m×
(
~m× d~m

dt

)
(3.9)

= − γ µ0 ~m× (~m× ~H)+
α

| ~m |

[(
~m · d~m

dt

)
~m− (~m ·~m)

d~m
dt

]
(3.10)

em que foi utilizado a seguinte identidade do produto duplo vetorial

~A× (~B×~C) = (~A ·~C)~B− (~A ·~B)~C (3.11)

com ~A = ~B = ~m e ~C =
d~m
dt

,

O primeiro termo entre colchetes na equação (3.10) é nulo devido a equação (3.4),

portanto

~m× d~m
dt

=− γ µ0 ~m× (~m× ~H)− α | ~m | d~m
dt

(3.12)

Substituindo a equação (3.12) no último membro da equação (3.1), obtemos

1
γ

d~m
dt

= −µ0 (~m× ~H)+
α

| ~m | γ

(
~m× d~m

dt

)

= −µ0 (~m× ~H)+
α

| ~m | γ

[
− γ µ0 ~m× (~m× ~H)− α | ~m | d~m

dt

]

= −µ0 (~m× ~H)− µ0 α

| ~m | ~m× (~m× ~H)− α2

γ

d~m
dt
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Ou seja,
1
γ

[
1+α

2] d~m
dt

=−µ0

[
(~m× ~H)− α

| ~m | ~m× (~m× ~H)

]
E, finalmente

1
γ

d~m
dt

=− µ0

1+α2

[
(~m× ~H)− α

| ~m | ~m× (~m× ~H)

]
(3.13)

Este último resultado coincide com a equação (3.8), que foi previamente apresentada como

forma explı́cita da equação de LLG.

A solução analı́tica da equação de LLG é possı́vel apenas em alguns casos particulares,

a dificuldade reside no fato de que a equação de LLG é não-linear e, em geral, só pode ser

resolvida numericamente.

A equação de LLG dada pela equação (3.8) descreve a evolução temporal de um

único momento magnético, tratando-se de uma equação vetorial com 3 componentes, para uma

coleção de N momentos magnéticos, temos que resolver um sistema com 3N equações diferen-

ciais acopladas, ou seja,

1
γ

d~mi

dt
=− µ0

1+α2

[
~mi× ~Hi +

α

| ~mi |
~mi× (~mi× ~Hi)

]
(3.14)

em que o campo magnético ~Hi não é simplesmente um campo magnético externo e estático

como aquele mostrado nas figuras (3.1) ou (3.2). O campo ~Hi é um campo interno, que contém

a contribuição individual dos campos de troca e dipolar; um campo magnético externo pode se

acoplar a esse campo magnético interno. Assim, cada momento magnético ~mi descreve uma

precessão amortecida em torno do seu respectivo campo magnético efetivo local, ~Hi, que em

geral não é estático; ele também precessona devido ao acoplamento dos momentos magnéticos.

O campo ~Hi deriva da hamiltoniana do sistema,

~Hi = −
1
µ0

∂H
∂~mi

(3.15)

Obviamente a hamiltoniana do sistema permite o cálculo da energia de uma dada configuração

magnética. Uma vez especificada uma configuração inicial para o sistema, a dinâmica em tempo

real é obtida integrando-se o sistema de equações diferenciais via algum método numérico. No
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apêndice B é discutido dois métodos de integração numérica que são amplamente utilizados

para integrar a equação de LLG.

Na literatura é muito comum encontrar a equação de LLG expressa em termos dos

vetores magnetização ~M em lugar dos vetores momentos magnéticos ~m. Além disso, ao invés

de um campo magnético externo é muito comum incluir termos que descrevem a interação dos

momentos magnéticos com uma corrente de spin-polarizado.

3.2 A EQUAÇÃO DE THIELE PARA O VÓRTICE NUM
NANODISCO

O confinamento de um material magnético em nano-escala pode fazer a configuração

magnética do sistema se comportar como uma quasipartı́cula. A quasipartı́cula pode ser a um

vórtice, antivórtice, skyrmion e paredes de domı́nio em geral. Uma quasipartı́cula é caracteri-

zada por suas propriedades estruturais e, já que estamos falando de uma partı́cula, pode-se asso-

ciar variáveis dinâmicas tais como posição, velocidade, etc. Neste contexto, um método alter-

nativo para o estudo da dinâmica da magnetização em nanomagnetos foi inicialmente desenvol-

vido por Thiele. Nesta formulação, a equação de Thiele descreve a dinâmica da quasipartı́cula.

Em outras palavras, essa teoria fornece uma equação de movimento para a quasipartı́cula, que

é útil para o estudo qualitativo de uma dada configuração magnética. Uma redução significativa

no número de equações diferenciais a serem integradas é obtida neste método complementar,

que dispensa a integração da equação de LLG.

Na década de 70, Thiele formulou uma teoria para simplificar o cálculo das proprie-

dades dinâmicas de estruturas micromagnéticas (113, 114). Partindo da equação de Landau-

Lifshitz-Gilbert ele obteve uma equação de movimento para uma estrutura, para isso ele supôs

que a quasipartı́cula se movia com velocidade constante e que ela não se deformaria durante a

sua evolução temporal. Huber aplicou essa teoria à dinâmica de vórtices em sistemas bidimen-

sionais com anisotropia de plano fácil (115). A seguir é feita uma revisão da teoria de Thiele

aplicada ao caso do vórtice magnético num nanodisco. Uma resumo dos conceitos discutidos
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nesta seção pode ser encontrado no apêndice C.

A equação de Thiele é escrita em termos de um equilı́brio de forças,

~F +~FG +~FD =~0 (3.16)

A força ~F é dada por

~F =−~∇U ≡− ∂U
∂~X

(3.17)

ou seja, ela é obtida calculando o negativo do gradiente da energia potencial do vórtice, que é

dada por

U(~X) =U(~0)+
k
2
| ~X |2 −µ[ê3×~B] ·~X (3.18)

O primeiro termo na equação (3.18) é a energia potencial do núcleo do vórtice quando ele se

encontra na sua posição de equilı́brio 3, ou seja, em ~X =~0. O segundo termo está relacionado

com as energias de troca e magnetostática devido ao deslocamento do núcleo do vórtice da

posição de equilı́brio, o coeficiente k é uma função do raio e da espessura do disco (17), sendo

análogo à constante elástica da lei de Hooke. O último termo na equação (3.18) corresponde a

um termo de energia Zeeman que está relacionado com um campo magnético externo aplicado

no plano do disco 4, a constante µ é dada por (116)

µ =
2
3

π q R L MS (3.19)

ela dimensão de [A . m]. O parâmetro q é quiralidade do vórtice, que pode assumir os seguintes

valores q = ±1, observando o disco de um ponto em que a coordenada z é positiva, q = 1

significa que a circulação da magnetização está no sentido anti-horário. MS é a magnetização

de saturação do material, L a espessura do disco e R é o seu raio. Assim, a constante µ pode

ser positiva ou negativa dependendo do sinal da quiralidade q. A energia potencial do vórtice

pode incluir outros termos além daqueles na equação (3.18), como correções do tipo O(| ~X |4),

potenciais devido a impurezas, interações com outros vórtices, etc.

3 U(~0) é uma constante.
4 O núcleo do vórtice só é deslocado da sua posição de equilı́brio se o campo for aplicado no plano do disco. O

versor ê3 é perpendicular a este plano. O campo aplicado pode variar no tempo.
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Calculando o negativo do gradiente da equação (3.18), obtemos dois vetores compo-

nentes

~F = ~Fint +~Fext (3.20)

explicitamente,

~Fint =− k~X (3.21)

e

~Fext = µ [ ê3×~B ] (3.22)

O primeiro termo na equação (3.20), ou seja, a força interna ~Fint é uma força restauradora do

tipo central. Ela possui um caráter desmagnetizante, que tende a trazer o núcleo do vórtice de

volta para a sua posição de equilı́brio, trata-se de uma força radial que sempre aponta para o

centro do disco. Por outro lado, a força devido ao campo magnético externo tende a deslocar o

núcleo do vórtice para longe desse ponto de equilı́brio, a força ~Fext atua no plano do disco.

Em termos dos seus componentes, a força ~F = F1 ê1 +F2 ê2, da pela equação (3.20),

pode ser escrita como

~F =− k (X1 ê1 +X2 ê2)− µ(B2 ê1−B1 ê2)

ou seja,

~F = (− k X1− µ B2 ) ê1 + (− k X2 + µ B1 ) ê2 (3.23)

A segunda força na equação (3.16) é conhecida como força girotrópica, ela é dada por

~FG = ~G×~V (3.24)

em que ~V é a velocidade do núcleo do vórtice. ~G é o girovetor 5, no caso do vórtice num

nanodisco, ele é simplesmente um vetor constante, que é perpendicular ao plano do disco (117),

~G =−
(

2π p L MS

γ

)
ê3 = − G ê3 (3.25)

5 A teoria de Thiele (113) fornece uma expressão geral para cálculo do girovetor, que é uma propriedade intrı́nseca
da estrutura magnética.
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sendo γ é a razão giromagnética e p é a polaridade do núcleo do vórtice, que pode assumir

os valores p = ± 1. O versor ê3 é normal ao plano do disco, assim se a polaridade do vórtice

for p = 1 a componente da magnetização fora do plano aponta no sentido positivo do eixo-z,

e devido ao sinal negativo, vemos que o girovetor aponta no sentido oposto ao da polaridade.

Note que foi definida a constante 6

G =
2π p L MS

γ
(3.26)

que pode ser positiva ou negativa dependendo do sinal da polaridade p.

A força girotrópica apresenta a mesma estrutura matemática da força magnética que

age sobre uma partı́cula carregada em movimento numa região onde existe um campo magnético,

~FG = p ~V ×
(

2π p L MS

γ
ê3

)
⇔ F = q ~V ×~B (3.27)

Nessa analogia, a polaridade p corresponde a carga elétrica da partı́cula q, e dessa forma, é

possı́vel entender a relação entre a polaridade e o sentido do giro do núcleo do vórtice (modo

girotrópico). Essa peculiaridade será discutida mais adiante.

O último termo na equação (3.16) é a força de “damping” , sendo análoga a uma força

de atrito

~FD =−D~V (3.28)

pois ela sempre atua no sentido contrário à velocidade. O parâmetro D corresponde a um

parâmetro de amortecimento 7, sendo que ele está relacionada ao parâmetro α da equação de

LLG, explicitamente (117)

D = α
π L MS

γ
[2+ ln(R/Rc) ] (3.29)

em que Rc é o raio do núcleo do vórtice, que é uma função da espessura do disco (118),

Rc(L) = 0.68 λ
3

√
L
λ

, L≥ λ (3.30)

6 A constante G não é o módulo do girovetor; G pode ser positivo ou negativo.
7 Em geral, D é um tensor, a teoria de Thiele (113) fornece uma expressão para cálculo do tensor de “damping”.
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em que o comprimento de troca é lembrado ser

λ =

√
2 A

µ0 M 2
S

(3.31)

O parâmetro de amortecimento é positivo (D > 0) e o sinal negativo na equação (3.28) indica

que ~FD se opõe à velocidade. Note que os parâmetros G e D apresentam a mesma dimensão, ou

seja, [ (N . s) / m ] = [ kg / s ].

Wysin foi além da aproximação do vórtice rı́gido, permitindo que a estrutura de vórtice

se deformasse quando em movimento, assim ele obteve uma equação de Thiele generali-

zada (119)

~F +~FG +~FD = M
d~V
dt

(3.32)

Essa equação permite que o núcleo do vórtice acelere durante seu movimento, M é denominado

tensor de massa 8. Mesmo se ~G =~0, a equação (3.32) ainda possui uma dinâmica. No entanto,

essa equação não é apropriada para descrever uma excitação girotrópica, que é caracterizada

por ~G 6=~0, por exemplo, um vórtice com componente fora do plano (vórtice não-planar). O

modo girotrópico é caracterizado pela rotação do núcleo do vórtice em torno de um ponto fixo,

sendo que o sentido do giro depende apenas da sua polaridade e o sistema apresenta um única

frequência. No entanto, um estudo da equação (3.32) mostra que ela apresenta um dubleto de

frequências para uma estrutura girotrópica (120).

Na teoria das variáveis coletivas considera-se que a estrutura sofre uma deformação

durante o seu movimento. Além disso, essa teoria afirma que vórtices planares apresentam

uma dinâmica newtoniana, ou seja, são governados por equações diferenciais de ordem par,

enquanto que vórtices não-planares têm uma dinâmica não-newtoniana, sendo governados por

equações de diferenciais de ordem ı́mpar. Uma discussão detalhada sobre esse assunto pode

ser encontrada nas referências (117, 121, 122). Dessa forma, existe na literatura, uma equação

de terceira ordem, que é mais apropriada que a equação (3.32) para descrever um vórtice não-

planar. Thiaville generalizou a equação (3.16) para incluir o efeito de uma corrente de spin-

8 O tensor de massa foi calculado por Wysin (119). No caso do vórtice, M reduz-se a uma constante, cuja expressão
possui uma dependência logarı́tmica semelhante àquela da energia do vórtice.
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polarizado (123) e a solução analı́tica dessa equação é encontrada nas referências (124, 125).

A fim de entender as propriedades básicas do modo girotrópico do núcleo do vórtice

num nanodisco, vamos nos ater à equação (3.16). Para alguns casos, essa equação admite uma

solução analı́tica, entretanto, uma solução geométrica é mais interessante e nos conduzirá ao

entendimento qualitativo do modo girotrópico. Ressalta-se que equação de Thiele descreve

muito bem o movimento girotrópico, todavia ela não descreve o mecanismo de reversão da

polaridade do vórtice, porque neste caso o vórtice sofre uma deformação na sua estrutura, e isso

contradiz a suposição inicial de que o vórtice não se deforma durante a evolução temporal. Em

outras palavras, pode-se dizer que uma vez especificadas as propriedades estruturais do vórtice

(quiralidade e polaridade), elas não mudam durante a dinâmica do vórtice.

Substituindo as forças ~FG , ~FD na equação (3.16), tem-se que

~F + ~G×~V −D~V =~0 (3.33)

A fim de reescrever a equação (3.33) como um sistema de equações para ~V =
d~X
dt

, vamos

tomar o produto externo com ~G pela esquerda, em ambos os membros dessa equação, ou seja,

~G× (~F +~FG +~FD) = ~G×~0 =~0, assim,

~G×~F + ~G× (~G×~V )+ ~G× (−D~V ) =~0 (3.34)

Usando a identidade vetorial do produto externo duplo

~A× (~B×~C) = (~A ·~C)~B− (~A ·~B)~C (3.35)

com ~A = ~B = ~G e ~C =~V obtém-se que

~G×~F +(~G ·~V ) ~G− (~G · ~G)~V −D ~G×~V =~0 (3.36)

Uma vez que (~G ·~V ) = 0, pois esses vetores são perpendiculares, temos

~G×~F−|~G|2~V −D ~G×~V =~0 (3.37)
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Esse resultado também pode ser escrito como 9

~G×~V =
1
D

[
~G×~F−G2~V

]
(3.38)

Levando a equação (3.38) na equação de Thiele, ou seja, na equação (3.33), temos

~F +
1
D

[
~G×~F−G2~V

]
−D~V =~0 (3.39)

E isolando ~V , obtemos

(D2 +G2)~V = D~F + ~G×~F (3.40)

Calculando o produto externo, temos

~G×~F = (−G ê3)× (F1 ê1 +F2 ê2) = (G F2) ê1 +(−G F1) ê2 (3.41)

Esse resultado pode ser escrito numa forma matricial, ou seja, 0 +G

−G 0


 F1

F2

=

 +G F2

−G F1


Usando a matriz identidade, podemos escrever D 0

0 D


 F1

F2

=

 D F1

D F2


O vetor velocidade ~V =

d~X
dt

, na equação (3.40) será escrito como X
′

1

X
′

2


Dessa forma, podemo escrever a equação (3.40) numa forma matricial, ou seja,

 X
′

1

X
′

2

=
1

D2 +G2

 D +G

−G D


 F1

F2


9 Note que |~G|2 foi substituı́do por G2, sendo G a constante que foi definida na equação (3.26). Uma vez que
~G =−G ê3, temos que |~G|2 = ~G · ~G = (−G ê3) · (−G ê3) = G2.
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(3.42)

que nada mais é do que equação de Thiele escrita em termos de matrizes.

Substituindo os componentes de ~F , dados pela equação (3.23), temos

 X
′

1

X
′

2

=
1

D2 +G2

 D +G

−G D


 −( k X1 + µ B2 )

−( k X2− µ B1 )


(3.43)

Efetuando o produto matricial, a equação de Thiele pode ser escrita numa forma ex-

plicita, ou seja,

 X
′

1

X
′

2

=
k

D2 +G2

 −D −G

+G −D


 X1

X2

+ µ

D2 +G2

 +G −D

+D +G


 B1

B2


(3.44)

Assim fica evidente que a equação de Thiele é um sistema de equações diferenciais lineares de

1a ordem com os coeficientes constantes,

X
′
= A X + b (3.45)

em que a matriz dos coeficientes é

A =
k

D2 +G2

 −D −G

+G −D


e o termo independente

b =

 b1

b2

=
µ

D2 +G2

 +G −D

+D +G


 B1

B2

=
µ

D2 +G2

 (G B1−D B2)

(D B1 +G B2)
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Pontos crı́ticos são pontos onde AX+b = 0. Uma vez que X ′
= 0 nestes pontos, eles

correspondem a soluções constantes ou soluções de equilı́brio. Se det A 6= 0, A é não singular,

ou seja, A−1 existe. Então, multiplicado a inversa pela esquerda, A−1A Xc = −A−1 b, temos

que os pontos crı́ticos são dados por

Xc =−A−1 b (3.46)

A matriz inversa da matriz A é dada por

A−1 =
1
k

 −D +G

−G −D


então, efetuando a multiplicação (3.46), obtemos

Xc =
µ/ k

D2 +G2

 −D +G

−G −D


 +G −D

+D +G


 B1

B2


ou seja,

Xc =
µ/ k

D2 +G2

 0 −(D2 +G2)

+(D2 +G2) 0


 B1

B2


(3.47)

Portanto, encontramos que o ponto crı́tico ocorre em

Xc =

 0 −1

+1 0


 B1

B2

=
µ

k

 −B2

+B1


(3.48)

Notamos que se o campo externo for nulo, então Xc = [0 ; 0] , ou seja, a origem é o único ponto

crı́tico do sistema. Por outro lado, se um campo magnético está presente, então o ponto crı́tico

está localizado num ponto que depende do campo e da quiralidade (µ ∝ q) do vórtice 10.

10 A constante k > 0. O ponto crı́tico Xc não depende da polaridade, pois a constante G ∝ p foi cancelada na
multiplicação (3.47). Pelo mesmo motivo, Xc também é independente da constante de amortecimento D.
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Os autovalores da matriz dos coeficientes determinam o tipo do ponto crı́tico que o

sistema apresenta. Os autovalores de A são

λ1 = Z =
k

D2 +G2 (−D + i G ) (3.49a)

λ2 = Z ∗ =
k

D2 +G2 (−D − i G ) (3.49b)

uma vez que eles são complexos conjugados, segue da teoria dos sistemas de equações line-

ares (126) que o ponto crı́tico do sistema é do tipo espiral. No caso particular, D = 0, os

autovalores de A são imaginários puros, λ = ± i
(

k
G

)
e o ponto crı́tico do sistema é do tipo

centro, mas as coordenadas do ponto crı́tico continuam sendo dadas pela equação (3.48).

Antes de analisar o caso geral, D 6= 0 é interessante discutir o caso em que o sistema

é conservativo, ou seja, D = 0. Calculando os valores de AX+ b para um grande números

de pontos X = (X1,X2) e plotando os vetores resultantes 11, obtém-se um campo de direções

de vetores tangentes às soluções do sistema de equações diferenciais 12. Na figura (3.3a) é

mostrado a trajetória do núcleo do vórtice com polaridade e quiralidade (p,q) = (1,1), para

plotar o campo de direções assumiu-se G = p, µ = q e k = 1. A partir de t = 0 um campo

magnético foi mantido ligado no sentido positivo do eixo y, B = [0 ; 2] . Assim, o núcleo do

vórtice gira em torno do ponto Xc = [−2; 0] no sentido anti-horário. Na figura (3.3b), manteve-

se o mesmo campo, porém o estado inicial do vórtice foi considerado com a polaridade contrária

(p,q) = (−1,1), nota-se que campo de velocidades é invertido e o núcleo do vórtice gira no

sentido horário. É importante não confundir quiralidade com o sentido se rotação do campo

de direções 13. Na figura (3.3c), vemos que se o campo externo for nulo ou for desligado, o

ponto crı́tico neste caso é Xc = [0 ; 0] , então o vórtice permanece na origem ou possui uma

tendência natural de girar em torno dela, sendo o sentido da rotação unicamente determinado

pela polaridade do vórtice. Portanto, no caso em que o ponto crı́tico é do tipo centro, que ocorre

11 Existem vários programas que fazem isso facilmente.
12 Neste caso, o campo de direções corresponde a um campo de vetores velocidade.
13 Aqui nós estamos no espaço de fase, que coincide como o espaço das coordenadas, mas os vetores não são

momentos magnéticos.
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quando o sistema é conservativo, D = 0, as trajetórias do núcleo do vórtice no espaço de fase

são elipses centradas no ponto crı́tico Xc e percorridas no sentido anti-horário se p = 1 e no

sentido horário se p =−1.

(a) estado (p,q) = (1,1) (b) estado (p,q) = (−1,1)

(c) estado (p,q) = (1,1)

Figura 3.3 – Trajetórias no espaço de fase para o núcleo do vórtice, considerando o sistema como conservativo
D = 0. Nas figuras (a) e (b) um campo magnético B = [0 ; 2] é mantido ligado, o núcleo do vórtice
parte da origem e gira no sentido horário ou anti-horário dependendo da sua polaridade. O
ponto no qual ele gira depende do sentido do campo e também da sua quiralidade, neste caso
Xc = [−2 ; 0] . Em (c) o campo magnético externo é nulo, assim se o núcleo do vórtice está na
origem, ele permanece. Por outro lado, se ele está deslocado, ele gira em torno dela, pois neste

caso é Xc = [0 ; 0] .

No caso em que o ponto crı́tico é do tipo espiral, que ocorre quando o sistema não é

conservativo, D 6= 0, a dinâmica é praticamente a mesma, exceto que as trajetórias no espaço de

fase são espirais ao invés de elipses. O fato da parte real dos autovalores de A ser negativa, já

que D > 0, diz que essas espirais são dirigidas para o ponto crı́tico. Assim, todas as trajetória se
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aproximam do ponto crı́tico quando t → ∞. Atribuindo valores numéricos para os parâmetros

do sistema: D = 0.025, µ = q = 1, k = 1, G = p = 1 e B = [2 ; 0] , o ponto crı́tico do sistema,

de acordo com a equação (3.48) ocorre em Xc = [0 ; 2] , e o estado do vórtice é (p,q) = (1,1),

portanto ele deveria espiralar no sentido anti-horário. A fim de verificar a dinâmica do núcleo

do vórtice no caso do sistema ser dissipativo, foi plotado o campo de direções do sistema de

equações X ′
= A X + b, o resultado é mostrado na figura (3.4). Como previsto, vemos que

num campo magnético externo, o núcleo do vórtice parte da origem e espirala em torno do

ponto Xc = [0 ; 2] no sentido anti-horário, já que a sua polaridade é p = 1. Na ausência de um

campo externo o ponto crı́tico neste caso é Xc = [0; 0] , então o vórtice permanece na origem ou

possui uma tendência natural de espiralar em torno dela, sendo o sentido da rotação unicamente

determinada pela polaridade do núcleo.

Figura 3.4 – Trajetórias no espaço de fase para o núcleo do vórtice, considerando o sistema como dissipativo
D = 0.025. O núcleo é caracterizado por (p = 1,q = 1) e um campo magnético constante é
aplicado no sentido positivo do eixo-x, B = [2 ; 0] . O vórtice parte da origem e espirala em torno
do ponto Xc = [0 ; 2] no sentido anti-horário, uma vez que p = 1. Uma reta horizontal em azul,

X2 = 2, foi plotada para realçar o ponto crı́tico.

A seguir obteremos a solução analı́tica da equação de Thiele para o caso de um campo

magnético independente do tempo. Vimos que se um campo magnético for mantido ligado, o

núcleo do vórtice gira ou espirala em torno de um ponto crı́tico Xc 6= [0 ; 0] , ou seja, ele não

coincide com a origem do sistema de coordenadas; o centro geométrico do disco. Fazendo uma

transformação U = X − Xc é possı́vel transladar esse ponto crı́tico para a origem de um outro
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sistema de coordenadas. Essa mudança do sistema de coordenadas não modifica a dinâmica do

sistema uma vez que o sistema equivalente é descrito por U ′
= AU, ou seja, apresenta a mesma

matriz dos coeficientes A. Uma vez obtida a solução do sistema equivalente, podemos usar a

transformação inversa

X = U + Xc (3.50)

e assim voltar para o sistema de coordenadas original.

Para obter a equação e Thiele no novo sistema de coordenadas, cuja origem coincide

com o ponto crı́tico, substitui-se a equação (3.50) na equação de Thiele original, equação (3.45).

Derivando essa transformação em relação ao tempo, obtém-se X ′
= U ′

, pois o ponto crı́tico é

um ponto fixo. Assim, equação de Thiele original

X
′
= A X + b

torna-se

U
′
= A (U + Xc) + b

U
′
= A U + A Xc + b

substituindo a equação (3.46) temos

U
′
= A U + A (−A−1 b) + b

Portanto, no novo sistema de coordenadas, a equação de Thiele é

U
′
= A U (3.51)

De forma explicita, temos

 U
′

1

U
′

2

=
k

D2 +G2

 −D −G

+G −D


 U1

U2


(3.52)
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Antes de prosseguir vamos definir novos parâmetros

δ =

(
D k

D2 +G2

)
(3.53)

e

τ =

(
G k

D2 +G2

)
(3.54)

assim o sistema (3.52), torna-se

 U
′

1

U
′

2

=

 −δ −τ

+τ −δ


 U1

U2


(3.55)

de forma explicita

dU1

dt
=−δ U1− τ U2 (3.56a)

dU2

dt
=+τ U1−δ U2 (3.56b)

Introduzindo coordenadas polares, r e θ ,

r 2 =U 2
1 +U 2

2 (3.57)

e

tanθ =
U2

U1
(3.58)

Derivando essas equações em relação ao tempo, obtém-se

r
dr
dt

=U1
dU1

dt
+U2

dU2

dt
(3.59)

e (
sec2

θ
) dθ

dt
=

1
U 2

1

[
U1

dU2

dt
−U2

dU1

dt

]
(3.60)
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Substituindo as equações (3.56) na equação (3.59), obtém-se

r
dr
dt

=U1 [−δ U1− τ U2]+U2 [+τ U1−δ U2] (3.61)

Com isso, os termos mistos U1 U2 são cancelados e depois de usar a equação (3.57), obtém-se a

seguinte equação diferencial
dr
dt

=−δ r (3.62)

cuja solução é

r (t) = r0 e−δ t (3.63)

em que r0 é uma constante, ou seja, a distância do núcleo do vórtice em relação à origem do

sistema de coordenadas no instante t = 0.

Analogamente, substituindo as equações (3.56) na equação (3.60), obtém-se

(
sec2

θ
) dθ

dt
=

1
U 2

1
[U1 (+τ U1−δ U2)−U2 (−δ U1− τ U2) ] (3.64)

Novamente, os termos mistos U1 U2 são cancelados e depois de usar a equação (3.57), obtém-se

(
sec2

θ
) dθ

dt
=

r 2

U 2
1
[ τ ] (3.65)

Uma vez que

U1 = r cosθ (3.66)

e

U2 = r sinθ (3.67)

A equação (3.66) fornece
r 2

U1
=

1
cos2 θ

= sec2
θ (3.68)

portanto, substituindo este resultado na equação (3.65), obtemos

dθ

dt
= τ (3.69)
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A solução dessa equação diferencial é bem simples, ou seja,

θ (t) = τ t +θ0 (3.70)

em que θ0 é valor de θ quando t = 0.

A seguir reunimos as equações (3.63) e (3.70), ou seja,

r (t) = r0 e−δ t (3.71a)

θ (t) = τ t +θ0 (3.71b)

elas são equações paramétricas das trajetórias do sistema (3.55) em coordenadas polares, quando

for preciso voltar para o sistema de coordenadas cartesianas usaremos as equações (3.66) e

(3.67).

Substituindo as constantes δ e τ , que foram definidas nas equações (3.53) e (3.54) , o

sistema (3.71) torna-se

r (t) = r0 e−
(

D k
D2+G2

)
t (3.72a)

θ (t) =
(

G k
D2 +G2

)
t +θ0 (3.72b)

Uma vez que k > 0 e D > 0, segue da equação (3.72a) que r→ 0 quando t → ∞. Se G > 0

(vórtice com polaridade positiva) segue da equação (3.72b) que θ aumenta quando t aumenta,

assim o modo girotrópico ocorre no sentido anti-horário. Se G < 0 (vórtice com polaridade

negativa) segue da equação (3.72b) que θ diminui quando t aumenta, de forma que o modo

girotrópico ocorre no sentido horário. Portanto, as trajetórias que o núcleo do vórtice pode

seguir são espirais (D > 0) ou elipses (D = 0). No sistema de coordenadas U , esse ponto crı́tico

sempre corresponde à origem 14, Uc = [0 ; 0] . No sistema de coordenadas X , o ponto crı́tico

ocorre em Xc =
µ

k
[−B2 ; B1] , ou seja, ele depende da quiralidade e do campo externo, veja a

equação (3.48).

14 Foi justamente por este motivo que este sistema de coordenadas foi escolhido.
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Para um campo magnético independente do tempo, a solução analı́tica da equação de

Thiele no sistema de coordenadas U é

U1 (t) = r0 e−δ t cos(τ t +θ0) (3.73a)

U2 (t) = r0 e−δ t sin(τ t +θ0) (3.73b)

Note que apenas foi substituı́do as equações (3.71) nas equações (3.66) e (3.67). Usando a

transformação, X = U + Xc , dada pela equação (3.50) e também a equação que fornece as

coordenadas do ponto crı́tico, dada pela equação (3.48), obtemos a solução da equação de Thiele

no sistema de coordenadas X , ou seja,

X1 (t) = r0 e−δ t cos(τ t +θ0) −
µ

k
B2 (3.74a)

X2 (t) = r0 e−δ t sin(τ t +θ0) +
µ

k
B1 (3.74b)

A seguir será obtida a frequência girotrópica prevista pela equação de Thiele. Pode

ser tentador pensar que a constante entre parênteses da equação (3.72b), isto é, o parâmetro τ ,

seja uma auto-frequência do sistema, note que tanto δ quanto τ apresentam dimensão de inverso

de tempo. Embora a dimensão de frequência esteja correta, veremos que a constante τ não é

a frequência que estamos procurando 15. As constantes entre parênteses nas equações (3.72)

estão relacionados com as partes real e imaginária dos autovalores (3.49) da matriz A, ou seja,

ℜ{λ1}=−
(

D k
D2 +G2

)
= ℜ{λ2} (3.75a)

ℑ{λ1}=
(

G k
D2 +G2

)
=−ℑ{λ2} (3.75b)

15 No caso D = 0 há uma coincidência.
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Uma vez que a soma e a multiplicação de dois números complexos conjugados geram

números reais, podemos especular as seguintes constantes

λ1 +λ2 = Z +Z ∗ = 2 ℜ{Z}=
(
− 2 D k

D2 +G2

)
< 0 (3.76a)

λ1 ·λ2 = Z ·Z ∗ = |Z|2 =
(

k2

D2 +G2

)
> 0 (3.76b)

Como a frequência é uma grandeza positiva, a soma dos autovalores não pode estar associada

à frequência girotrópica. Por outro lado, o produto dos autovalores pode estar associado a essa

autofrequência, uma vez que o produto fornece uma grandeza positiva 16.

Na verdade, o quadrado da frequência girotrópica é que está associado com o produto

dos autovalores,

ω
2 = λ1 ·λ2 = Z ·Z ∗ = |Z|2 (3.77)

Isso pode ser percebido quando se faz uma análise dimensional da equação (3.76b). D e G

possuem a mesma dimensão [ (N . s) / m ] = [ kg / s ]. Além disso, lembramos que k é análoga

a uma constante elástica, ou seja, apresenta a dimensão [N / m] = [kg / s2]. Assim, notamos que(
k2

D2+G2

)
tem dimensão [

(kg)2

(s)4

]
·
[
(s)2

(kg)2

]
=

[
1

(s)2

]
(3.78)

de inverso do quadrado do tempo. Portanto, conclui-se que a dimensão de frequência [1 / s]

é obtida quando extraı́mos a raiz quadrada em ambos os membros da equação (3.76b), então

propomos

ω =
√

λ1 ·λ2 =

√
k2

D2 +G2 (3.79)

ou seja, a frequência girotrópica é dada pela raiz quadrada dos produto de autovalores. Será que

isso está correto? Pelo menos o sinal e a unidade são coerentes para descrever uma frequência.

Só falta verificar se este parâmetro se encaixa numa equação fı́sica, por exemplo, a equação

diferencial que descreve um oscilador harmônico. Isso será verificado a seguir.

16 Uma forma equivalente, de associar autovalores de uma matriz é pensar nas suas propriedades como o traço e o
determinante. Em nosso caso a matriz 2×2, temos que Tr(A) = λ1 +λ2 e Det(A) = λ1 ·λ2.
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Até então estudamos a equação de Thiele escrita como um sistema de duas equações

diferenciais acopladas de 1a ordem, é possı́vel desacoplar essas equações, mas o preço que

se paga é um aumento na ordem das equações diferenciais. Em outras palavras, é possı́vel

expressar a equação de Thiele como um sistema de duas equações diferenciais desacopladas de

2a ordem. Como será demonstrado, as duas equações de 2a ordem correspondem a equação

de um oscilador harmônico amortecido. Isso deveria ser esperado em virtude das soluções

analı́ticas que foram obtidas, veja por exemplo, as equações (3.73) ou (3.74). Como a equação

diferencial de um oscilador harmônico é bem conhecida 17 será possı́vel identificar a frequência

do sistema como um parâmetro (ou coeficiente) dessa equação.

Assim a equação de Thiele, ou seja, a equação (3.45) escrita como um sistema de

equações é

X
′

1 =−δ X1− τ X2 +b1 (3.80a)

X
′

2 =+ τ X1− δ X2 +b2 (3.80b)

Note que estamos usando os parâmetros δ e τ que foram definidos nas equações (3.53) e (3.54).

Das equações (3.80) podemos isolar X1 e X2

− τ X2 = X
′

1 +δ X1−b1 (3.81a)

τ X1 = X
′

2 +δ X2−b2 (3.81b)

As equação (3.81) serão utilizadas posteriormente.

A fim de desacoplar o sistema de equações de 1a ordem, derivamos as equações (3.80)

em relação ao tempo, ou seja

X
′′

1 =−δ X
′

1− τ X
′

2 +b
′
1 (3.82a)

X
′′

2 =+ τ X
′

1− δ X
′

2 +b
′
2 (3.82b)

17 Isto é, ela possui uma estrutura caracterı́stica.
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Agora, no segundo membro das equações (3.82) substituı́mos as equações (3.80), ou seja,

X
′′

1 =−δ X
′

1− τ [+ τ X1− δ X2 +b2]+b
′
1 (3.83a)

X
′′

2 =+τ [−δ X1− τ X2 +b1]−δ X
′

2 +b
′
2 (3.83b)

que também podem ser escritas como

X
′′

1 =−δ X
′

1− τ
2 X1−δ [−τ X2 ]− τ b2 +b

′
1 (3.84a)

X
′′

2 =−δ [τ X1 ]− τ
2 X2 + τ b1−δ X

′
2 +b

′
2 (3.84b)

Substituindo os termos entre colchetes nas equações (3.84) pelas equações (3.81),

obtém-se que

X
′′

1 =−δ X
′

1− τ
2 X1−δ

[
X
′

1 +δ X1−b1

]
− τ b2 +b

′
1 (3.85a)

X
′′

2 =−δ

[
X
′

2 +δ X2−b2

]
− τ

2 X2 + τ b1−δ X
′

2 +b
′
2 (3.85b)

ou seja,

X
′′

1 =−2 δ X
′

1−
(
δ

2 + τ
2) X1−δ b1− τ b2 +b

′
1 (3.86a)

X
′′

2 =−2 δ X
′

2−
(
δ

2 + τ
2) X2 + τ b1 +δ b1 +b

′
2 (3.86b)

Definido novos parâmetros

b = 2 δ =
2 k D

D2 +G2 (3.87)

e

ω
2 = δ

2 + τ
2 =

k2

D2 +G2 (3.88)

e também os termos independentes 18

Ψ1 (t) = −δ b1− τ b2 +b
′
1 (3.89a)

Ψ2 (t) = +τ b1 +δ b1 +b
′
2 (3.89b)

18 Eles são independentes das coordenadas. Eles dependem do campo magnético, que pode variar no tempo.
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podemos fica evidente que as equações para X1 e X2 são idênticas

X
′′

1 + b X
′

1 + ω
2 X1 = Ψ1 (t) (3.90a)

X
′′

2 + b X
′

2 + ω
2 X2 = Ψ2 (t) (3.90b)

Portanto, vemos que a equação de Thiele, pode ser escrita como um sistema de duas equações

diferenciais de 2a ordem desacopladas, vetorialmente o sistema de equações (3.90) pode ser

escrito como
d2~X
dt2 +b

d~X
dt

+ω
2 ~X = ~Ψ(t) (3.91)

No caso particular de oscilações livres, ~Ψ(t) =~0, temos que essas equações são homogêneas

d2~X
dt2 +b

d~X
dt

+ω
2 ~X =~0 (3.92)

sendo que ambas as equações são formalmente idênticas à equação de um oscilador harmônico

amortecido. Portanto, a auto-frequência prevista pela equação de Thiele, é dada por 19

ω =
k√

G2 +D2
=

k√
G2
(

1+ D2

G2

) =
k
|G|

(
1+

D2

G2

)− 1
2

(3.93)

No caso do sistema sem amortecimento, D = 0, a auto-frequência do sistema é

ω0 =
k
|G| (3.94)

Manipulando a equação (3.88), podemos encontrar a relação entre ω , τ e ω0, segue

que

ω
2 =

k2

D2 +G2 =
k2

D2 +G2

( |G|
|G|

)
=

( |G| k
D2 +G2

) (
k
|G|

)
= τ ω0 (3.95)

No caso particular em que D = 0, temos que τ = ω0, assim, ω = ω0 = τ .

19 Lembra-se que essa previsão foi feita na equação (3.79).
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Agora vamos analisar a “frequência” do sistema com amortecimento D > 0. É útil

definir o parâmetro

Γ =
D2

G2 (3.96)

para classificar o tipo de amortecimento que o sistema apresenta. Dessa forma, temos os

seguintes casos:

• Γ < 1 o sistema apresenta um fraco amortecimento ;

• Γ = 1 o sistema apresenta um amortecimento crı́tico;

• Γ > 1 o sistema é superamortecido.

No caso do vórtice num nanodisco de Permalloy, sabe-se que o sistema apresenta

uma fraco amortecimento, ou seja, Γ < 1. Usando as equações (3.26) e (3.29) pode-se esti-

mar o valor da razão adimensional Γ. Por exemplo, para um nanodisco de Permalloy-79, com

dimensões R = 85 [nm] e L = 10[nm], o valor de
∣∣∣∣DG
∣∣∣∣ ≈ 0.025 e o valor de Γ ≈ 0.000625.

Embora o movimento do núcleo do vórtice não seja harmônico simples, o parâmetro ω dado

pela equação (3.93) determina a frequência de oscilação do núcleo do vórtice. Comparando a

quasifrequência ω com a frequência ω0 do sistema não-amortecido, encontramos 20

ω

ω0
= (1+Γ)−

1
2 ≈ 1 − 1

2
Γ (3.97)

Dessa forma, pode-se dizer que o efeito de um pequeno amortecimento é reduzir ligeiramente

a frequência de oscilação.

20 Essa aproximação só é válida quando Γ for pequeno.
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4 MODELAGEM COMPUTACIONAL
DE NANOMAGNETOS

Sistemas magnéticos são constituı́dos por muitos momentos magnéticos atômicos, o

tratamento analı́tico de tais sistemas não é fácil e na verdade deparamos-nos com um problema

de muitos corpos. A simulação computacional é uma ferramenta poderosa que ajuda a entender

a dinâmica da magnetização em sistemas nanoestruturados. Simulações numéricas podem ser

calibradas para reproduzir e prever observações experimentais, utilizando inclusive os mesmos

parâmetros e unidades empregados num laboratório. Atualmente, vários programas estão dis-

ponı́veis e tem sido amplamente utilizados para resolver a equação de Landau-Lifshitz-Gilbert,

entretano, optamos por desenvolver e utilizar em nossas simulações um código computacional

próprio, escrito na linguagem Fortran-90. Neste capı́tulo descrevemos a fundamentação teórica

e a metodologia computacional que foram empregados para modelar um nanomagneto.

4.1 HAMILTONIANA DE UM NANOMAGNETO

Para modelar o nanomagneto foi suposto a existência de momentos magnéticos lo-

calizados. Em cada sı́tio de uma rede de Bravais associou-se um versor m̂i, que especifica a

direção do momento magnético local. Um modelo clássico que pode ser usado para descrever

as interações num nanomagneto consiste na seguinte hamiltoniana

H =− J
2 ∑

<i, j>
m̂i · m̂ j +

D
2 ∑

i, j
j 6=i

[
m̂i · m̂ j−3(m̂i · r̂i j)(m̂ j · r̂i j)

(ri j/a)3

]
(4.1)
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que contém o modelo de Heisenberg isotrópico acrescido da anisotropia de forma. Aqui será

feito uma breve revisão da interpretação fı́sica de cada um desses termos. O primeiro termo

descreve a interação de troca, que é responsável pelo ordenamento magnético. A constante de

acoplamento é positiva (J > 0) e esse termo de energia é minimizado quando os momentos

magnéticos de alinham paralelamente. Portanto, o primeiro termo na equação (4.1) descreve

o ordenamento ferromagnético. A interação de troca é uma interação de curto alcance, geral-

mente é considerado apenas as interações entre primeiros vizinhos, que estão separados por

uma distância a. Todas as distâncias relativas entre os momentos magnéticos podem ser escri-

tas em termos da distância fundamental a, que é a menor distância entre dois sı́tios da rede,

assim, (ri j/a) é uma distância relativa adimensional. O segundo termo na equação (4.1) des-

creve a interação dipolar. O parâmetro da interação dipolar também é positivo e, em geral,

(0 < D < J). A interação dipolar deve ser levada em conta ao se tratar um nanomagneto por-

que ela descreve a anisotropia de forma. A interação dipolo-dipolo é uma interação de longo

alcance, que decai com o inverso do cubo da distância entre momentos magnéticos. É possı́vel

notar que o primeiro termo da interação dipolar é minimizado quando os momentos magnéticos

se alinham antiparalelamente, ou seja, ele possui um caráter antiferromagnético. Enquanto que

o segundo termo, que apresenta um fator 3 em relação ao primeiro, tende a alinhar os momen-

tos magnéticos ao longo da direção que os une. Para um nanomagneto feito com um material

magnético macio, a anisotropia magnetocristalina é muito pequena em relação à anisotropia de

forma e ela pode ser desprezada 1.

Como já dito, sistemas magnéticos são constituı́dos por muitos momentos magnéticos

atômicos, e mesmo para um nanomagneto é inviável computacionalmente tratar as interações

entre os momentos magnéticos numa escala atômica 2. Devido a seu caráter de longo alcance,

a computação das interações dipolo-dipolo gasta muito tempo. Para um sistema com N dipolos

é necessário calcular N(N−1) interações dipolo-dipolo.

1 Num nanomagneto macio, a anisotropia predominante é a anisotropia de forma, que é automaticamente conside-
rada ao se levar em com as interações dipolo-dipolo.

2 Isso significa utilizar o parâmetro de rede real de um dado material.



104

O Micromagnetismo é uma teoria de campo dos sistemas magnéticos, que trata semi-

classicamente materiais ferromagnéticos na escala de comprimento que vai desde algumas deze-

nas de nanômetros até algumas centenas de micrômetros. Tais sistemas tornariam-se complexos

demais se fossem tratados através da Mecânica Quântica. O Micromagnetismo descreve uma

amostra magnética através de um campo clássico de vetores magnetização ~M(~r, t), que são as

médias espaciais dos momentos magnéticos atômicos.

4.2 SIMULAÇÃO MICROMAGNÉTICA

Na aproximação micromagnética, o sistema é particionado em células, cada qual con-

tendo muitos momentos atômicos. Por simplicidade, na figura (4.1) é mostrado uma discretização

em duas dimensões 3.

(a) Sistema Real (b) Sistema Equivalente

Figura 4.1 – Representação esquemática da aproximação micromagnética. (a) Sistema real, constituı́do por
muitos momentos atômicos. (b) Sistema equivalente do ponto de vista micromagnético, os mo-
mentos magnéticos atômicos são substituı́dos por um momento magnético resultante localizado

no centro de cada célula, ou seja, o momento magnético da célula.

Dentro de cada célula de volume V , os momentos magnéticos atômicos encontram-se

praticamente alinhados, assim é possı́vel associar um vetor magnetização local ~M, que é uma

3 Em geral, esse particionamento é feito três dimensões.
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espécie de densidade volumétrica de momentos magnéticos,

~Mi =
1
V

∼104

∑
k=1

~m atom
k =

1
V
~mi (4.2)

Para se ter uma ideia, cada célula contém aproximadamente 10 mil momentos magnéticos

atômicos 4, que são substituı́dos por um único momento magnético, ~mi , que é o momento

magnético da célula. Dessa forma, ao invés de tratar as interações entre momentos atômicos,

a aproximação micromagnética considera as interações entre os momentos magnéticos das

células. Esta aproximação assume que os vetores magnetização ~M estão saturados no valor

MS. Dessa forma, escrevemos

~Mi = MS m̂i (4.3)

que corresponde a um parâmetro do material, MS é a magnetização de saturação. Assim, de

uma célula para outra, os vetores variam apenas a sua direção, que é dada pelo versor m̂i.

Substituindo (4.3) na equação (4.2) vemos que o momento magnético de uma célula é dada por

~mi = | ~mi | m̂i = m m̂i = (MS V ) m̂i (4.4)

Assim, ele também tem módulo constante e aponta na direção do vetor magnetização.

A escolha do novo parâmetro de rede a é feita com base num outro parâmetro do

material, o comprimento de troca λ , que fornece um “indicativo” do alcance da interação

de troca, ou seja, até que distância essa interação consegue manter paralelismo dos momentos

magnéticos atômicos. Assim se o parâmetro de rede escolhido for menor do que o comprimento

de troca (a < λ ) é possı́vel garantir que os momentos atômicos estarão realmente saturados

dentro de cada célula de trabalho. Portanto, na aproximação micromagnética, a discretização

do material é ditada pelo comprimento de troca, que é dado por (109)

λ =

√
2 A

µ0 M 2
S

(4.5)

Esse comprimento caracterı́stico depende de dois parâmetros do material, a dureza da constante

de troca A e da magnetização de saturação MS.

4 Essa estimativa é feita na seção 4.3.
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Dessa forma, a escolha do novo parâmetro de rede dirá se essa aproximação será boa

para descrever o sistema. Há uma certa arbitrariedade na escolha do tamanho da célula micro-

magnética, uma vez que a < λ . O volume da célula de trabalho deve ser pequeno o suficiente

para que os momentos atômicos no seu interior estejam praticamente alinhados e, ao mesmo

tempo, esse volume tem que ser grande o suficiente para conter muitos momentos atômicos a

fim de reduzir o número de momentos magnéticos, consequentemente, o números de interações

a serem computadas.

Agora faremos a renormalização das constantes das interações magnéticas, e como

veremos, as constantes das interações entre os momentos magnéticos das células dependem não

apenas dos parâmetros do material mas também da maneira na qual o sistema é particionado

em células.

A constante da interação de troca entre os momentos magnéticos das células será ob-

tida seguindo a mesma ideia da referência (127), ou seja, a partir do limite contı́nuo do modelo

de Heisenberg isotrópico sobre um rede cúbica simples. Na equação (2.107) obtemos a energia

de troca, ou seja,

Etr = A
∫

V
dv ( |~∇mx|2+|~∇my|2+|~∇mz|2 ) (4.6)

Para o momento magnético da célula localizada na origem, m̂(~0), os primeiros vizinhos estão

localizados nas posições ±a x̂, ±a ŷ e ±a ẑ. Usando o método de diferenças finitas na equação

(4.6), a energia de troca dessa célula, na aproximação de mais baixa ordem, é

Ecel
tr = A a3

 ∣∣∣∣∣m̂(ax̂)−~m(~0)
a

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣m̂(aŷ)− m̂(~0)
a

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣m̂(aẑ)−~m(~0)
a

∣∣∣∣∣
2
 (4.7)

em que foi considerado apenas esses três vizinhos para evitar a dupla contagem. Usando a

identidade

| ~A−~B |2=| ~A |2 −2 ~A ·~B + | ~B |2

e em seguida, agrupando os termos, obtemos

Ecel
tr =Aa

[
| m̂(ax̂) |2 + | m̂(aŷ) |2 + | m̂(aẑ) |2 +3 | m̂(~0) |2 −2m̂(~0) · {m̂(ax̂)+ m̂(aŷ)+ m̂(aẑ)}

]
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Mas os m̂ são versores, ou seja, | m̂ |= 1. Assim, a contribuição para a energia por célula é

Ecel
tr = A a

[
6−2 m̂(~0) · {m̂(ax̂)+ m̂(aŷ)+ m̂(aẑ)}

]
(4.8)

ou seja,

Ecel
tr = 2 A a

[
3− m̂(~0) · {m̂(ax̂)+ m̂(aŷ)+ m̂(aẑ)}

]
(4.9)

Isso demonstra que a constante da interação de troca entre células é

J = 2 A a (4.10)

No capı́tulo 2 obtemos as constantes das interações dipolar e Zeeman, veja as equações

(2.28) e (2.14), para renormalizar esses parâmetros basta substituir a equação (4.4) nas respec-

tivas expressões. A constante da interação dipolar entre células é

D =
µ0 m2

4π a3 =
µ0 (MS V )2

4π a3 =
µ0 M 2

S a3

4π
(4.11)

A constante da interação do momento magnético da célula com um campo magnético externo é

Z = µ0 MS m = µ0 MS (MS V ) = µ0 M 2
S a3 (4.12)

As constantes das interações renormalizadas que foram obtidas somente são válidas se a célula

de trabalho for cúbica V = a3, ou seja, se a discretização do material for feita numa rede cúbica

simples, o que geralmente é feito.

As constantes da interações dipolar e Zeeman podem ser reescritas numa forma mais

conveniente, isto é, em termos do comprimento de troca λ que é dado pela equação (4.5) e da

constante da interação de troca efetiva J que é dada pela equação (4.10), assim

D =
µ0 M 2

S a3

4π
=

1
4π

(
µ0 M 2

S

2 A

)
(2 A a) a2 =

1
4π

( a
λ

)2
J (4.13)

e, de forma análoga

Z = µ0 M 2
S a3 =

(
µ0 M 2

S

2 A

)
(2 A a) a2 =

( a
λ

)2
J (4.14)
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Dessa forma, fica evidente que as constantes das interações apresentam dimensão de

energia, [J], e podemos computar a energia do sistema em unidades de J.

A hamiltoniana efetiva incluindo a interação Zeeman pode ser escrita como

H = J

− 1
2 ∑

<i, j>
m̂i · m̂ j +

D
2J ∑

i, j
j 6=i

[
m̂i · m̂ j−3(m̂i · r̂i j)(m̂ j · r̂i j)

(ri j/a)3

]
− Z

J ∑
i

m̂i ·~bext
i


(4.15)

O termo entre chaves na equação (4.15) pode ser identificado como a hamiltoniana

adimensional

H =
H
J

(4.16)

Explicitamente, ela é dada por

H =− 1
2 ∑
<i, j>

m̂i · m̂ j +
( a

λ

)2

 1
2 ∑

i, j
j 6=i

1
4π

[
m̂i · m̂ j−3(m̂i · r̂i j)(m̂ j · r̂i j)

(ri j/a)3

]
−∑

i
m̂i ·~bext

i


(4.17)

A indução magnética efetiva ~Bi, medida em [T], é obtida derivando-se a hamiltoniana

em relação às componentes dos momentos magnéticos ~mi, ou seja,

~Bi =−
∂H
∂~mi

(4.18)

Substituindo as relações (4.4) e (4.16), obtemos

~Bi =−
∂H
∂~mi

=− J
|~mi|

∂H

∂ m̂i
(4.19)

Comparando as equação (4.18) e (4.19), podemos definir uma indução magnética adimensional

~bi =−
∂H

∂ m̂i
(4.20)

Dessa forma, a relação entre ~Bi e~bi é dada por

~Bi =−
∂H
∂~mi

=− J
|~mi|

∂H

∂ m̂i
=+

J
|~mi|

[
− ∂H

∂ m̂i

]
=

J
|~mi|

~bi (4.21)
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O fator de conversão, entre ~Bi e~bi, apresenta dimensão de [T] e será definido como β .

Ele pode ser expresso de uma forma mais conveniente, para isso usaremos as equações (4.4) e

(4.10). Dessa forma, temos que

β =
J
|~mi|

=
2 A a
MS a3

(
µ0 MS

µ0 MS

)
=

(
2 A

µ0 M 2
S

)
1
a2 µ0 MS

Por fim, usando a equação (4.5) que define o comprimento de troca, temos que

β =
J
|~mi|

=

(
λ

a

)2

µ0 MS (4.22)

De acordo com (4.21) a relação entre a indução magnética e a sua correspondente

adimensional, é

~Bi = β~bi (4.23)

O campo magnético ~Hi, medido em [A / m], é obtido pela seguinte relação

~Hi =
1
µ0

~Bi =
β

µ0
~bi (4.24)

A seguir será obtido o fator de conversão entre o tempo real e o tempo computacional

(tempo adimensional). Para isso será obtido a versão adimensional da equação de LLG. Uma

forma de proceder é substituir as equações (4.4) e (4.24) na forma explı́cita da equação de LLG,

veja a equação (3.14). Esse desenvolvimento é feito a seguir

1
γ

d~mi

dt
=− µ0

1+α2

[
~mi× ~Hi +

α

| ~mi |
~mi× (~mi× ~Hi)

]

1
γ
| ~mi |

dm̂i

dt
=−| ~mi | µ0

1+α2

[
m̂i× ~Hi + α

| ~mi |
| ~mi |

m̂i× (m̂i× ~Hi)

]

1
γ

dm̂i

dt
=− 1

1+α2

[
m̂i×{µ0 ~Hi} + α m̂i× (m̂i×{µ0 ~Hi})

]

1
γ

dm̂i

dt
=− 1

1+α2

[
m̂i×~Bi + α m̂i× (m̂i×~Bi)

]
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1
γ

dm̂i

dt
=− β

1+α2

[
m̂i×~bi + α m̂i× (m̂i×~bi)

]

dm̂i

dt
= β γ

{
− 1

1+α2

[
m̂i×~bi + α m̂i× (m̂i×~bi)

]}
(4.25)

Uma vez que α é adimensional, o termo entre chaves também é. Como o membro esquerdo

dessa equação tem dimensão de inverso de tempo, [1 / s], o produto β γ também deve apresentar

essa dimensão, caso contrário a equação não faria sentido. Dessa forma, definimos

ω = β γ =

(
λ

a

)2

µ0 MS γ (4.26)

Ao definir β na equação (4.22), foi observado que ele tinha dimensão de [T], devido a dimensão

do produto µ0 MS. Por outro lado, como observado no inı́cio do capı́tulo 2, a razão giromagnética

γ tem dimensão de [T . s]−1, logo fica verificado que ω apresenta, de fato, dimensão de de

inverso de tempo, [s]−1.

Dessa forma, podemos definir o incremento de tempo computacional como

dτ = ω dt (4.27)

Levando a equação (4.26) na equação (4.25) temos

dm̂i

dt
= ω

{
− 1

1+α2

[
m̂i×~bi + α m̂i× (m̂i×~bi)

]}
(4.28)

que também pode ser escrita como

dm̂i

d(ω t)
=− 1

1+α2

[
m̂i×~bi + α m̂i× (m̂i×~bi)

]
(4.29)

Finalmente, usando a definição (4.27), obtemos

dm̂i

dτ
=− 1

1+α2

[
m̂i×~bi + α m̂i× (m̂i×~bi)

]
(4.30)

que é a versão adimensional da equação de LLG em sua forma explı́cita.
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De acordo com a equação (4.27), o fator de conversão entre intervalos de tempo, com-

putacional e real, é dado por

∆t =
1
ω

∆τ (4.31)

4.3 PARÂMETROS DO MATERIAL E UMA ESTIMATIVA
PARA O NÚMERO DE MOMENTOS MAGNÉTICOS
ATÔMICOS NUMA CÉLULA MICROMAGNÉTICA

Em nossas simulações o Permalloy-79, Fe21Ni79, foi escolhido como o material do

nanomagneto. O conjunto de parâmetros desse material é: magnetização de saturação MS =

8,6×105 [A / m], dureza da constante de troca A = 1,3×10−11 [J / m] e o parâmetro de amor-

tecimento (presente na equação de movimento) α = 0,01. Substituindo os valores numéricos

de A e MS na equação (4.5), estimamos o comprimento de troca do Permalloy-79 em

λ
Py−79 =

√
2A

µ0M 2
S
≈ 5,3 [nm] (4.32)

Com base neste parâmetro, a discretização do nanomagneto foi feita numa rede cúbica simples

e o tamanho da célula micromagnética foi escolhida com lado a = 5,0 [nm]

De acordo com a referência (127), esse material apresenta uma a estrutura cúbica de

face centrada (rede FCC), cujo parâmetro de rede de uma célula convencional é a0 = 0,355

[nm]. É importante lembrar que o número de coordenação neste tipo de rede é z = 12, ou seja,

são 12 o número de primeiros vizinhos, veja a figura (4.2).

Figura 4.2 – Célula convencional de uma estrutura cúbica de face centrada.
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O volume de uma célula convencional é V0 = a3
0 e uma célula micromagnética de

volume V = a3 contém

Ncel =
V
V0

=

(
a
a0

)3

=

(
5,0

0,355

)3

≈ 2794 (4.33)

células convencionais cujas arestas medem a0.

Como cada célula convencional contribui com (1/8)× 8+(1/2)× 6 = 4 momentos

atômicos5, o número total de momentos atômicos numa célula micromagnética é

N = 4×Ncel = 4× (2794) = 11.176≈ 104 (4.34)

Portanto, cada célula micromagnética contém aproximadamente 10 mil momentos magnéticos

atômicos.

4.4 MODELO DE IMPUREZAS MAGNÉTICAS

Como já mencionado, consideramos um modelo simplificado para simular o efeito

de impurezas magnéticas num nanomagneto. Nosso modelo é baseado na variação local da

constante de troca. A figura (4.3) mostra uma representação esquemática de um aglomerado

de material magnético inserido numa amostra. Ambos os materiais, tanto o hóspede quanto o

hospedeiro, são materiais ferromagnéticos macios. Considerando-se apenas as interações entre

primeiros vizinhos, podemos distinguir três valores possı́veis para a constante de troca, uma

para cada tipo de interação, veja a figura (4.3). J caracteriza a constante de troca das interações

entre sı́tios do material hospedeiro. J′ descreve a constante de troca das interações do tipo

mista, que acoplam um sı́tio do material hóspede e outro do material hospedeiro. J′′ representa

a constante de troca da interações entre dois sı́tios do material hóspede, isto é a constante das

interações impureza-impureza.

5 1/8 em cada vértice e 1/2 em cada face.
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Figura 4.3 – Representação esquemática de um aglomerado de impurezas magnéticas incorporado a um na-
nomagneto. Por simplicidade, os momentos magnéticos estão distribuı́dos numa rede quadrada.
Os sı́tios em roxo representam impurezas magnéticas, correspondendo aos sı́tios do material do
hóspede. J caracteriza a constante de troca das interações entre sı́tios do material hospedeiro.
J′ descreve a constante de troca das interações do tipo mista, que acoplam um sı́tio do material
hóspede e outro do material hospedeiro. J′′ representa a constante de troca da interações entre

dois sı́tios do material hóspede, isto é a constante das interações impureza-impureza.

O modelo ferromagnético clássico foi ligeiramente modificado para descrever o nano-

magneto contendo impurezas magnéticas, consistindo na seguinte hamiltoniana

H = J

{
−1

2 ∑
<i, j>

m̂i · m̂ j−
J′

2J ∑
<i, j′>

m̂i · m̂ j′−
J′′

2J ∑
<i′, j′>

m̂i′ · m̂ j′ +

+
D
2J ∑

i, j

[
m̂i · m̂ j−3(m̂i · r̂i j)(m̂ j · r̂i j)

(ri j/a)3

]
− Z

J ∑
i

m̂i ·~b ext
i

}
(4.35)

em que m̂k ≡ (mx
k,m

y
k,m

z
k) é o versor representando o momento magnético localizado no k-

ésimo sı́tio da rede. Os três primeiros termos na equação (4.35) descrevem o acoplamento

ferromagnético levando em conta a variação local da constante de troca. O primeiro e o terceiro

termos descrevem as interações de troca individuais entre os momentos magnéticos localiza-

dos no material hospedeiro e no material hóspede, respectivamente. No segundo termo, as

interações de troca na interface entre os dois materiais ferromagnéticos foram modeladas pelo

acoplamento ferromagnético. Além disso, assumimos o seguinte vı́nculo entre as constantes

de troca: J′ =
√

J · J′′ . Consequentemente, a constante de troca na interface J′ sempre per-

manece dentro do intervalo definido pelos valores de J e J′′, que as constantes de troca dos
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dois materiais ferromagnéticos. Para o caso J′′ < J ⇒ J′′ < J′ < J, enquanto que para o caso

J′′ > J ⇒ J < J′ < J′′. Os dois últimos termos na equação (4.35) correspondem às versões adi-

mensionais das interações dipolar e Zeeman, respectivamente. A hamiltoniana pode ser rescrita

como H = J H , em que H é a hamiltoniana adimensional correspondente, sendo a energia do

sistema medida em unidades de J. Dessa forma, descrevemos dois comportamentos distintos

de um aglomerado de impurezas magnéticas sobre a dinâmica da quasipartı́cula, uma armadilha

de aprisionamento é obtida quando se tem uma redução local da constate de troca J′′/J < 1, en-

quanto que uma armadilha de bloqueio é obtida sempre que há um aumento local na constante

de troca J′′/J > 1. É importante ressaltar que os efeitos de aprisionar e bloquear tornam-se mais

fracos quando J′′/J→ 1− (tende a um por valores menores do que um) e J′′/J→ 1+ (tende a

um por valores maiores do que um) respectivamente.

4.4.1 Simulação micromagnética de um nanomagneto contendo impure-
zas magnéticas

A Dinâmica do Micromagnetismo é governada pela equação de Landau-Lifshitz-Gilbert,

cuja versão discreta e adimensional é dada por

dm̂i

dτ
=− 1

1+α2

[
m̂i×~bi + α m̂i× (m̂i×~bi)

]
(4.36)

em que m̂i é o versor momento magnético localizado no i-ésimo sı́tio da rede, ~bi = −∂H
∂ m̂i

é

o campo magnético efetivo local, que contém a contribuição individual dos campos de troca,

dipolar e do campo magnético externo. Explicitamente, o campo efetivo no i-ésimo sı́tio da

rede é dado por

~bi =

∑
< j>

m̂ j +
J′

J ∑
< j′>

m̂ j′ +
J′′

J ∑
< j′>

m̂ j′ +
D
J ∑

j

[
3(m̂ j · r̂i j)r̂i j− m̂ j

(ri j/a)3

]
+

Z
J
~b ext

i

 (4.37)

A evolução temporal dos momentos magnéticos é obtida integrando-se numericamente

o sistema de equações diferenciais acopladas dado pela equação (4.36). Para isso, utilizamos o

método de Previsão e Correção de 4a ordem, veja o apêndice B.
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5 RESULTADOS E DISCUSSÕES

Neste capı́tulo são apresentados os resultados para dinâmica da magnetização em na-

nomagnetos contendo uma distribuição de impurezas magnéticas. Para o caso do núcleo do

vórtice, consideramos um anel de impurezas concêntrico ao nanodisco, enquanto que para

o caso da parede de domı́nio transversal, foi considerado dois aglomerados de impurezas,

idênticos e equidistantes do eixo da largura do nanofio retangular. O estudo da dinâmica da

quasipartı́cula confinada por uma distribuição de impurezas magnéticas resultou na publicação

de dois artigos (128, 129). Até então os resultados obtidos para a mudança reversı́vel da po-

laridade da parede de domı́nio transversal ainda não foram publicados, mas um trabalho foi

submetido no final do ano passado.

5.1 NANODISCOS MAGNÉTICOS CONTENDO UM ANEL
DE IMPUREZAS MAGNÉTICAS

O objetivo principal deste estudo foi investigar como a dinâmica do núcleo do vórtice

seria influencia por uma distribuição de impurezas magnéticas. A partir de estudos anteriores,

nosso grupo tinha observado que o núcleo do vórtice podia ser atraı́do ou repelido por uma

única impureza magnética. Também já tinha sido demostrado que a frequência girotrópica era

ligeiramente modificada sempre que o núcleo do vórtice descrevia sua trajetória nas proximi-

dades de uma impureza magnética. Além disso, algumas simulações tinham revelado que a

reversão da polaridade do núcleo do vórtice podia ser mediada pela interação entre o núcleo do

vórtice e uma impureza do tipo atrativa. Neste trabalho, foi proposto uma distribuição circular

de impurezas como mostrado na figura (5.1). Com uma distribuição radialmente simétrica, o
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núcleo do vórtice pode sofrer sucessivas interações com as impurezas durante a sua trajetória

girotrópica. Dessa forma, era esperado que a frequência girotrópica fosse modificada de uma

forma mais eficaz.

Figura 5.1 – Representação esquemática de um nanodisco modificado, contendo uma distribuição circular de
impurezas. Os cı́rculos em azul representam as impurezas magnéticas e o modo como elas foram
distribuı́das define o anel de impurezas magnéticas, que é concêntrico ao disco. Figura retirada

da referência (128).

O conjunto de amostras era constituı́do de nanodiscos com a mesma razão de aspecto

L/d, mas diferindo em relação aos parâmetros da distribuição de impurezas, ou seja, a variação

local da constante de troca ao longo do anel J′/J e o diâmetro do anel de impurezas d′. O

nanodisco correspondente sem o anel foi tomado como nanodisco de referência, com diâmetro

d = 170 [nm] e espessura L = 10 [nm].

A fim de perturbar o estado de vórtice, utilizamos um pulso de campo magnético

oscilante, aplicado no plano do disco e com duração de um perı́odo temporal,

~B ext
i = ŷ B sen(2π f t) (5.1)

Todas as simulações foram realizadas usando a frequência do campo no valor f = 0,5 [GHz],

isso equivale a um pulso de duração ∆t = 2 [ns], veja a figura (5.2).
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Figura 5.2 – Perfil do pulso de campo magnético usado para perturbar o estado de vórtice.

5.1.1 Modulação da frequência girotrópica

Para excitar o modo girotrópico, usamos uma pequena amplitude de excitação, B = 3

[mT], assim a trajetória girotrópica é descrita dentro do anel de impurezas. Determinamos a

frequência girotrópica dos nanodiscos e observamos que ela depende dos parâmetros do anel.

A figura (5.3) mostra a dependência da frequência girotrópica com os parâmetros do anel de

impurezas magnéticas. Neste gráfico, no eixo-x está representado o diâmetro do anel e no

eixo-y a frequência girotrópica. A reta horizontal tracejada corresponde ao valor numérico da

frequência do nanodisco sem o anel; a nossa referência. É possı́vel observar que se ao longo do

anel há uma redução local na constante de troca (veja curvas roxa e vermelha) então a frequência

girotrópica é sempre menor do que a do nanodisco de referência. Por outro lado, um aumento

local na constante de troca faz com que a frequência seja sempre maior do que aquela observada

no nanodisco sem o anel (veja as curvas azul e verde). A variação da frequência girotrópica é

mais pronunciada quando o diâmetro do anel diminui, pois a interação entre o núcleo do vórtice

e impurezas magnéticas é de curto-alcance. Para grandes valores do diâmetro, essa interação é

fraca, e assim a frequência girotrópica tende para aquela do nanodisco sem o anel; um resultado

esperado.
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Figura 5.3 – Dependência da frequência girotrópica com os parâmetros do anel de impurezas magnéticas.
Gráfico da frequência girotrópica f em função do diâmetro do anel de impurezas magnéticas
d′ para alguns valores da variação local da constante de troca J′/J. Figura adaptada da re-

ferência (128).

Esses resultados mostram que, o uso de um anel de impurezas permite modular a

frequência girotrópica. O efeito de um anel atrativo, (J′/J < 1) é diminuir a frequência, en-

quanto que um anel repulsivo, (J′/J > 1) é aumentá-la. Sabe-se que a frequência girotrópica de-

pende principalmente da razão de aspecto do disco, entretanto, um ajuste fino nessa frequência

pode ser conseguido através da inserção de impurezas magnéticas, distribuı́das simetricamente

ao redor do centro do disco. Uma explicação qualitativa para a variação da frequência gi-

rotrópica devido a presença do anel de impurezas magnéticas pode ser dada em termos da

equação de Thiele para nanodiscos, veja o apêndice C.

O anel de impurezas pode também ser usado para inibir o modo girotrópico, isso ocorre

para o caso em que o anel é do tipo repulsivo e os efeitos de repulsão são muito intensos.

5.1.2 Controle da polaridade do núcleo do vórtice

Aumentando a amplitude de excitação, notou-se que a inversão da polaridade pode ser

obtida a partir da interação entre o núcleo do vórtice e uma impureza magnética, caracterizada

por uma redução local na constante de troca. Na figura (5.4) temos a resposta da polaridade do

núcleo do vórtice desde o instante em que o pulso de campo é aplicado. Para uma amplitude de
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excitação B = 10 [mT] e uma redução local na constante de troca J′/J = 0,5 ao longo do anel,

o nanodisco com anel de diâmetro d′ = 90 [nm] sofreu uma única inversão da polaridade. Por

outro, o nanodisco com anel de diâmetro menor, d′ = 70 [nm], apresentou duas reversões da

polaridade.
Po
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Figura 5.4 – Resposta da polaridade desde o instante em que o pulso de campo magnético foi aplicado. Gráfico
da polaridade em função do tempo. A inversão da polaridade ocorre devido a interação entre o
núcleo do vórtice e uma impureza magnética caracterizada por uma redução local na constante

de troca, J′/J < 1.

Na figura (5.5) vemos diagramas de eventos para a resposta de um dado nanodisco

após a aplicação do pulso de campo. Um conjunto de 30 nanodiscos foi submetido a diferentes

amplitudes de excitação B = 20,15,12 e 10 [mT]. Cada ponto no plano, d′− J′/J corresponde

a um nanodisco contendo um anel de impurezas, caracterizado por esse par de parâmetros do

anel. Triângulos em vermelho representam combinações de parâmetros em que a polaridade

pôde ser controlada e cı́rculos em preto incluı́ram os eventos em que não houve reversão da

polaridade ou ela não pôde ser invertida de uma forma controlável.
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Figura 5.5 – Diagrama do controle da polaridade do núcleo do vórtice em nanodiscos contendo um anel de
impurezas magnéticas. Triângulos em vermelho representam combinações de parâmetros em que
a polaridade pôde ser controlada, ou seja, após a aplicação do pulso, ocorreu uma única inversão
da polaridade. Cı́rculos em preto incluem os seguintes eventos: inversões múltiplas, nenhuma

inversão ou a captura do núcleo do vórtice. Figura adaptada da referência (126).

O controle do mecanismo de reversão da polaridade usando um anel atrativo depende

dos parâmetros do anel e também da amplitude de excitação. Para uma grande amplitude de

excitação, B = 20 [mT], o evento predominante é o de inversões múltiplas e, assim, a polaridade

não pode ser invertida de uma forma controlável. Para amplitudes intermediárias, B = 15,10 e

12 [mT], a região de inversões múltiplas está concentrada principalmente na região de pequenos

diâmetros do anel. Nenhuma inversão é observada quando a interação atrativa é muito fraca,

ou seja, quando a redução local na constante de troca se aproxima da unidade (J�/J→ 1). No

outro extremo, para uma interação muito forte, ou seja, quando a redução local na constante de

troca se aproxima de zero (J�/J→ 0), a polaridade não pode ser controlada porque o núcleo do

vórtice fica preso em algum ponto do anel, depois de uma ou mais interações.

Figura 5.5 – Diagrama do controle da polaridade do núcleo do vórtice em nanodiscos contendo um anel de
impurezas magnéticas. Triângulos em vermelho representam combinações de parâmetros em que
a polaridade pôde ser controlada, ou seja, após a aplicação do pulso, ocorreu uma única inversão
da polaridade. Cı́rculos em preto incluem os seguintes eventos: inversões múltiplas, nenhuma

inversão ou a captura do núcleo do vórtice. Figura adaptada da referência (128).

O controle do mecanismo de reversão da polaridade usando um anel atrativo depende

dos parâmetros do anel e também da amplitude de excitação. Para uma grande amplitude de

excitação, B = 20 [mT], o evento predominante é o de inversões múltiplas e, assim, a polaridade

não pode ser invertida de uma forma controlável. Para amplitudes intermediárias, B = 15,10 e

12 [mT], a região de inversões múltiplas está concentrada principalmente na região de pequenos

diâmetros do anel. Nenhuma inversão é observada quando a interação atrativa é muito fraca,

ou seja, quando a redução local na constante de troca se aproxima da unidade (J′/J→ 1). No

outro extremo, para uma interação muito forte, ou seja, quando a redução local na constante de

troca se aproxima de zero (J′/J→ 0), a polaridade não pode ser controlada porque o núcleo do

vórtice fica preso em algum ponto do anel, depois de uma ou mais interações.
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Basicamente, o mecanismo de controle da polaridade usando um anel de impurezas

deve envolver uma única interação entre o núcleo do vórtice e o anel. O campo externo deve

ser forte o suficiente para disponibilizar energia cinética para o núcleo do vórtice, tal que ele

não seja capturado. Além de atrair o núcleo do vórtice, uma impureza magnética caracterizada

por uma redução local na constante de troca apresenta um tendência natural de diminuir a sua

magnetização fora do plano. Como resultado da interação vórtice-impureza, o núcleo do vórtice

pode ter a sua polaridade invertida, desde que ele não seja capturado pela impureza.

5.2 NANOFIOS MAGNÉTICOS CONTENDO DOIS AGLO-
MERADOS DE IMPUREZAS MAGNÉTICAS

O estudo da dinâmica de uma parede de domı́nio requer que certos pontos crı́ticos

sejam estabelecidos ao longo do nanofio, nestas posições que são pré-definidos, a parede de

domı́nio pode parar. A estabilidade da parede de domı́nio geralmente é obtida por entalhes

feitos na borda do nanofio. Neste caso, é necessário uma modificação local da geometria do

nanofio. Como uma alternativa, ao invés de modificar a forma geométrica, pode-se promover

uma modificação local das propriedades magnéticas do nanofio. Num estudo anterior o grupo

mostrou que a parede de domı́nio transversal podia ser atraı́da ou repelida por uma impureza

magnética. Também foi observado que a atração e repulsão eram maximizados quando a im-

pureza encontrava-se numa das bordas do nanofio. Em particular, as posições de equilı́brio da

parede, dependem da posição da impureza em relação ao eixo da largura do nanofio, isso ocorre

porque a parede de domı́nio é assimétrica em relação a este eixo, sendo mais estreita numa

borda do que na outra.

5.2.1 Controle da posição da parede de domı́nio transversal

Neste estudo querı́amos investigar a possibilidade de usar impurezas magnéticas para

controlar a posição da parede de domı́nio transversal ao longo de um nanofio retangular. Para

esse propósito foi considerado um par de impurezas magnéticas, idênticas e equidistantes do



122

eixo da largura do nanofio, veja por exemplo as figuras (5.6) e (5.7).

Figura 5.6 – Representação esquemática de um nanofio retangular contendo arranjo de impurezas linearmente
espaçadas, ou seja, duas impurezas magnéticas, idênticas e equidistantes do eixo da largura do
nanofio. Os pontos marcados com (∗) representam impurezas magnéticas; elas podem atuar como

sı́tios de aprisionamento ou sı́tios de bloqueio. Figura adaptada da referência (129).

Figura 5.7 – Representação esquemática de um nanofio retangular contendo arranjo de impurezas linearmente
espaçadas, ou seja, duas impurezas magnéticas, idênticas e equidistantes do eixo da largura do
nanofio. Os pontos marcados com (∗) representam impurezas magnéticas; elas podem atuar como

sı́tios de aprisionamento ou sı́tios de bloqueio. Figura adaptada da referência (129).

O conjunto de amostras era constituı́do de nanofios retangulares idênticos, isto é, com

o mesmo comprimento L = 1 [µm], largura d = 50 [nm] e espessura t = 5 [nm], mas diferindo

em relação aos parâmetros da distribuição de impurezas, ou seja, a variação local da constante

de troca J′/J e a sua posição (±ximp,yimp). A distância relativa entre as impurezas não foi

variada, isso significa que ximp = 100 [nm] foi mantido constante. Para a localização do par de

impurezas distinguimos duas situações. Numa delas as impurezas estavam localizadas sobre

o eixo do comprimento do fio, yimp = 0, veja a figura (5.6). Já na outra, elas encontravam-se

sobre uma das bordas do nanofio, yimp =−25[nm], em particular naquela em que os momentos
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magnéticos da parede estão entrando no nanofio, ou seja, a borda que contém o polo sul da

parede, veja a figura (5.7). Esta situação particular foi considerada porque nós sabı́amos que os

efeitos de atração e repulsão seriam maximizados para esta situação, que envolve a polaridade

da parede e a posição da impureza em relação ao eixo da largura do nanofio. Isso ocorre porque

a parede de domı́nio é assimétrica em relação ao eixo da largura, sendo mais estreita numa

borda do que na outra.

A fim de obter o estado remanente dos nanofios, escolheu-se como condição inicial o

sistema com uma única parede de domı́nio transversal localizada exatamente no meio das duas

impurezas, como mostrado nas figuras (5.6) e (5.7). A integração da equação de movimento

(equação de L.L.G) sem campo magnético externo conduz o sistema para uma configuração de

mı́nima energia e nós assumimos que o estado remanente do nanofio foi alcançado. Devido

ao arranjo de impurezas ser simétrico em relação ao eixo da largura do nanofio, a parede de

domı́nio permanece na sua posição inicial; o centro geométrico do fio.

Para mover a parede de domı́nio, um pulso de campo magnético uniforme foi aplicado

na direção do comprimento do nanofio,

~B ext
i = B x̂ (5.2)

Em todas as simulações que se seguem, a duração do pulso utilizado foi ∆t = 0,5 ns, veja a

figura (5.8).
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Figura 5.8 – Perfil do pulso de campo magnético usado para mover a parede de domı́nio transversal.
Figura 5.8 – Perfil do pulso de campo magnético usado para mover a parede de domı́nio transversal.



124

Para estudar os efeitos de aprisionamento e de bloqueio, um pulso de campo magnético

muito fraco foi aplicado a fim de mover a parede rumo à impureza da direita; a parede encontrou

uma nova posição de equilı́brio nas proximidades da impureza. As configurações de equilı́brio

assim obtidas foram salvas e usadas como configurações iniciais em outras simulações, veja a

figura (5.9).

(a) J′/J = 0,5; yimp = 0

(b) J′/J = 0,5; yimp =−25 nm

(c) J′/J = 1,5; yimp = 0

(d) J′/J = 1,5; yimp =−25 nm

Figura 5.9 – Algumas posições de equilı́brio do sistema que foram usadas como configurações iniciais. Nas
figuras (a) e (b) as impurezas são caracterizadas por J′/J < 1 assim a parede encontra-se aprisio-
nada pela impureza da direita. Nas figuras (c) e (d) as impurezas são caracterizadas por J′/J > 1

assim a parede encontra-se bloqueada pela impureza da direita.
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A fim de fazer com que a parede de domı́nio escapasse do poço de potencial criado pela

impureza da direita, como mostrado nas figuras (5.9a) e (5.9b), um pulso de campo magnético

foi aplicado em ambos os sentidos do eixo do comprimento do nanofio. A figura (5.10) contém

diagramas de eventos para o estado final do sistema, ou seja, a resposta da parede depois da

aplicação do campo. Nas figuras (a) e (c) o par de impurezas atrativas encontravam-se sobre o

eixo do comprimento do nanofio. Já nas figuras (b) e (d) as mesmas impurezas estavam locali-

zadas sobre a borda inferior do nanofio. Nas Figuras (a) e (b) o campo foi aplicado no sentido

negativos do eixo-x, assim a parede tende a se mover para a esquerda. Nas figuras (c) e (d) o

campo foi aplicado no sentido contrário, ou seja, a parede tende a se mover para a direita. Os

pontos sobre qualquer reta horizontal representam o mesmo nanofio, que foi submetido a dife-

rentes amplitudes de excitação. Esses pontos são representados por sı́mbolos e correspondem

aos eventos que foram observados; este eventos são descritos na legenda da figura (5.10).
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Figura 5.10 – Diagrama de eventos para o controle da posição da parede de domı́nio transversal usando um
par de impurezas magnéticas atuando como poços de potencial. Triângulos em preto represen-
tam combinações de parâmetros em que a parede de domı́nio permaneceu presa à impureza da
direita. Quadrados em vermelho correspondem às situações em que o movimento da parede
pôde ser controlado, ou seja, após a aplicação do pulso, a parede foi desprendida da impureza
da direita, a parede então se moveu rumo a impureza da esquerda e em seguida foi aprisionada.
Quadrados em azul representam eventos em que a parede foi desprendida da impureza da direita,
mas em seguida ela foi expelida por uma das extremidades do nanofio. Não há uma região de
quadrados em vermelho nas figuras (c) e (d) porque não há uma terceira impureza mais à direita,

que seria capaz de prender a parede. Figura adaptada da referência (127).

Analisando a figura (5.10) pode-se notar que existe um campo crı́tico, que é o valor

mı́nimo do campo necessário para que a parede escape da armadilha de aprisionamento; uma

impureza magnética caracterizada por J�/J < 1 representa um poço de potencial para a parede.

Abaixo desse campo crı́tico a parede permanece presa à impureza. A intensidade deste campo

depende não apenas da razão J�/J mas também da sua localização. Nota-se que os efeitos

de aprisionamento são intensificados quando as impurezas se encontram na borda do nanofio,

porque as amplitudes de excitação necessárias para desprender a parede da impureza são bem

maiores do que aquelas em que o par de impurezas se encontra sobre o eixo do nanofio. Essa
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Analisando a figura (5.10) pode-se notar que existe um campo crı́tico, que é o valor

mı́nimo do campo necessário para que a parede escape da armadilha de aprisionamento; uma

impureza magnética caracterizada por J′/J < 1 representa um poço de potencial para a parede.

Abaixo desse campo crı́tico a parede permanece presa à impureza. A intensidade deste campo

depende não apenas da razão J′/J mas também da sua localização. Nota-se que os efeitos

de aprisionamento são intensificados quando as impurezas se encontram na borda do nanofio,

porque as amplitudes de excitação necessárias para desprender a parede da impureza são bem

maiores do que aquelas em que o par de impurezas se encontra sobre o eixo do nanofio. Essa

observação concorda com os resultados obtidos num outro trabalho do grupo (99).

Os diagramas da figura (5.11) são semelhantes aos da figura (5.10), exceto que aqui

temos um par de armadilhas de bloqueio. A fim de fazer com que a parede de domı́nio superasse

a barreira de potencial criado pela impureza da direita, figuras (5.9c) e (5.9d), um pulso de

campo magnético foi aplicado para mover para a direita. Campo também foi aplicado no sentido

contrário para que a parede pudesse ser bloqueada pela impureza da esquerda. Analisando as

figuras (5.11c) e (5.11d) pode-se notar que existe um campo crı́tico, que é o valor mı́nimo do

campo necessário para que a parede supere da armadilha de bloqueio; uma impureza magnética

caracterizada por J′/J > 1 representa um barreira de potencial para a parede. Abaixo desse

campo crı́tico a parede permanece bloqueada pela impureza. Nota-se que os efeitos de bloqueio

são intensificados quando as impurezas se encontram na borda do nanofio, porque as amplitudes

de excitação necessárias para desbloquear a parede da impureza são maiores do que aquelas em

que o par de impurezas se encontra sobre o eixo do nanofio.
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Figura 5.11 – Diagrama de eventos para o controle da posição da parede de domı́nio transversal usando um
par de impurezas magnéticas atuando como barreiras de potencial. Triângulos em preto corres-
pondem a combinações de parâmetros em que a parede permaneceu na sua posição de equilı́brio,
nas proximidades da impureza da direita. Quadrados em vermelho correspondem às situações
em que o movimento da parede pôde ser controlado, ou seja, após a aplicação do pulso, a parede
se moveu rumo a impureza da esquerda e em seguida foi bloqueada. Quadrados em azul repre-
sentam eventos em que a parede superou a barreira criada por uma impureza, mas em seguida
ela foi expelida por uma das extremidades do nanofio. Não há uma região de quadrados em ver-
melho nas figuras (c) e (d) porque não há uma terceira impureza mais à direita, que seria capaz
de bloquear a parede. Triângulos em vermelho nas figuras (b) e (d) representam o evento em que
a parede foi rebatida pela armadilha de bloqueio; essa situação particular ocorre sempre que o
pulso de campo e os efeitos de repulsão são muito intensos. Figura adaptada da referência (127).

Nos diagramas das figuras (5.10) e (5.11), a região mais interessante é aquela em ver-

melho, pois a posição da parede pode ser controlada. Assim, com uma amplitude de excitação

apropriada é possı́vel deslocar a parede de uma armadilha até a outra, pela simples inversão do

sentido do campo aplicado. Na verdade, controlar a posição da parede é equivalente a controlar

o tamanho relativo dos domı́nios magnéticos, ou seja, a componente da magnetização ao longo

do eixo do comprimento do nanofio, em nosso caso, Mx.
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Nos diagramas das figuras (5.10) e (5.11), a região mais interessante é aquela em ver-

melho, pois a posição da parede pode ser controlada. Assim, com uma amplitude de excitação

apropriada é possı́vel deslocar a parede de uma armadilha até a outra, pela simples inversão do

sentido do campo aplicado. Na verdade, controlar a posição da parede é equivalente a controlar
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do eixo do comprimento do nanofio, em nosso caso, Mx.
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5.2.2 Controle da polaridade da parede de domı́nio transversal

Neste outro estudo, querı́amos investigar se a polaridade da parede de domı́nio trans-

versal num nanofio retangular podia ser invertida de uma forma controlável. Depois que ocorre

a reversão da polaridade, a parede com a polaridade invertida surge com uma certa velocidade,

ou seja, ela apresenta uma certa energia cinética. A distância que a parede percorre até pa-

rar é muito grande se o material apresenta um fraco amortecimento (um valor pequeno para

parâmetro de “damping”) como ocorre no caso do nanofio de Permalloy. Para um nanofio não

muito comprido, a parede com a polaridade invertida acaba sendo expelida por uma das extre-

midade do fio antes que ela pare. Assim, torna-se necessária uma estabilização da posição da

parede depois da ocorrência da inversão da polaridade.

Foi observado que uma única impureza não era capaz de parar a parede que surgia

da criação e aniquilação de um antivórtice. Para fazer com que a parede com a polaridade

invertida parasse, foi preciso aumentar o tamanho do aglomerado de impurezas magnéticas,

isso intensifica os efeitos de aprisionamento e bloqueio das armadilhas.

Para o estudo da mudança reversı́vel da polaridade da parede de domı́nio transversal,

foi considerado um nanofio contendo dois aglomerados de impurezas magnéticas, idênticos e

equidistantes do eixo da largura do nanofio, como mostrado na figura (5.12).

Figura 5.12 – Representação esquemática de um nanofio retangular contendo arranjo de impurezas linear-
mente espaçadas, ou seja, dois aglomerados de impurezas magnéticas, idênticos e equidistantes
do eixo da largura do nanofio. O par de aglomerados de impurezas pode atuar como uma arma-

dilha de aprisionamento ou como uma armadilha de bloqueio.
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A metodologia usada no estudo do controle da polaridade da parede é muito pare-

cida com aquela que foi empregada no estudo do controle da posição. As simulações foram

realizadas assumindo o Permalloy-79 como o material hospedeiro nos nanofios retangulares.

O sistema de coordenadas adotado é mostrado na figura (5.12). Um conjunto de amostras foi

escolhido de forma que os nanofios retangulares fossem idênticos, isto é, com o mesmo compri-

mento L = 1 [µm], largura d = 50 [nm] e espessura t = 5 [nm], porém diferindo em relação aos

parâmetros da distribuição de impurezas, ou seja, a variação local da constante de troca J′′/J e a

distância relativa entre os aglomerados Dc. Para a distância relativa entre os aglomerados de im-

purezas magnéticas, Dc, foi considerado os seguintes valores 200, 250, 300 e 350 [nm]. Além

disso, também foi considerado uma certa variedade de candidatos possı́veis para atuar como

material hóspede (aglomerado de impurezas), sendo atribuı́do 7 valores diferentes para a razão

entre as constantes de troca. Para uma redução local na constante de troca foi assumido para

J′′/J os seguintes valores 0,25; 0,50 e 0,75. Enquanto que para um aumento local na constante

de troca foi utilizado os seguintes valores 1,25; 1,50; 1,75 e 2,00. A condição inicial do sistema

foi escolhida com a parede localizada na vizinhança do aglomerado da direita e a polaridade

inicial da parede foi configurada para estar apontando para cima (em relação ao eixo da largura

do nanofio), veja a figura (5.13). Para obter as configurações iniciais de equilı́brio, tais como

aquelas mostradas na figura (5.13), basta aplicar um pulso de campo magnético muito fraco ao

longo do eixo mais comprido do nanofio. Nestas condições, a parede é deslocada do centro

geométrico do nanofio e ela encontra um nova posição de equilı́brio ao redor do aglomerado

de impurezas magnéticas. Lembra-se que a parede pode ser tanto aprisionada por um poço de

potencial (J′/J < 1) quanto bloqueada por uma barreira de potencial (J′/J > 1).
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(a) J′′/J = 0,50; Dc = 200 nm

(b) J′′/J = 1,50; Dc = 200 nm

(c) J′′/J = 0,50; Dc = 350 nm

(d) J′′/J = 1,50; Dc = 350 nm

Figura 5.13 – Algumas posições de equilı́brio do sistema que foram usadas como configurações iniciais. Nas
figuras (a) e (c) os aglomerados de impurezas são caracterizadas por J′′/J < 1, assim, a parede
encontra-se aprisionada pelo aglomerado da direita. Nas figuras (b) e (d) os aglomerados de
impurezas são caracterizadas por J′′/J > 1, dessa forma, a parede encontra-se bloqueada pelo

aglomerado de impurezas da direita.
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A fim de excitar a parede de domı́nio e assim promover a inversão da sua polaridade,

um pulso de campo magnético uniforme foi aplicado na direção do comprimento do nanofio,

~B ext
i = B x̂ (5.3)

Em todas as simulações que se seguem, a duração do pulso utilizado foi ∆t = 1,0 ns, veja a fi-

gura (5.14). O sentido do campo magnético sempre foi configurado para apontar do aglomerado

em que a parede se encontrava (aprisionada ou bloqueada) para o outro; dessa forma, devido à

escolha da condição inicial, o pulso foi aplicado no sentido negativo do eixo x, se necessário

reveja a figura (5.13).
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Figura 5.14 – Perfil do pulso de campo magnético usado para excitar a mudança da polaridade da parede de
domı́nio transversal.

O mecanismo de reversão da polaridade é governado principalmente pelos parâmetros

de um agente externo, no nosso caso, a amplitude e a duração do pulso de campo magnético. O

intervalo de tempo necessário para a reversão da polaridade da parede de domı́nio transversal

é da ordem de alguns nanosegundos, assim pulsos com essa duração são requeridos para a

inversão da polaridade. Foi justamente por esse motivo que a duração do pulso utilizada em

nossas simulações foi de 1 [ns]. Para pequenas amplitudes de excitação observou-se que a

parede de domı́nio se movia sem mudar a sua polaridade. Para as dimensões do nanofio que

foi considerado, observou-se que havia uma amplitude de excitação crı́tica, cerca de 7,5 [mT],

sendo essa amplitude o valor mı́nimo do campo necessário para que ocorresse a nucleação

de um antivórtice. Para amplitudes de excitação desde 7,5 até 17,0 [mT] o antivórtice era
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nucleado perto de uma das extremidades do nanofio e a parede com a polaridade invertida era

expelida pela extremidade oposta; assim, após a aniquilação do antivórtice, a parede recém-

nascida se movia no sentido oposto àquele provido pelo pulso de campo durante a propagação

da parede inicial. Devido a seu grande momento linear, a parede com a polaridade invertida

passa livremente através das duas armadilhas (aglomerados de impurezas) e assim o sistema se

torna um monodomı́nio. Entretanto, foi encontrado um intervalo crı́tico, ao redor de 18,0 [mT],

em que a reversão da polaridade ocorria de forma abrupta, sendo o antivórtice nucleado dentro

da região delimitada pelos dois aglomerados de impurezas (armadilhas). Nestas situações, a

parede recém-nascida emergia com um momento linear muito pequeno e a parede podia ser

estabilizada ao redor de uma das armadilhas, devido à interação entre a parede de domı́nio

transversal e o aglomerado de impurezas magnéticas.

Na figura (5.15), vemos diagramas de eventos para o estado final de todo o conjunto

de amostras, em outras palavras, a resposta dos sistemas mediante a aplicação do pulso de

campo magnético. Nas figuras de (a) até (d), a distância relativa entre os aglomerados aumenta

de 50 em 50 nm. No eixo-y está representada a variação local da constante de troca e no

eixo-x a amplitude do pulso de campo. Os pontos sobre qualquer reta horizontal representam

o mesmo nanofio, que foi submetido a diferentes amplitudes de excitação. Esses pontos são

representados por sı́mbolos e correspondem aos eventos que são descritos na legenda da figura

(5.15). Em resposta ao pulso de campo magnético aplicado, a parede de domı́nio transversal

se move no sentido negativo do eixo-x e sofre um colapso de Walker (71). Em geral, é muito

difı́cil estabilizar a parede de domı́nio que surge da nucleação e da subsequente aniquilação de

um antivórtice. Uma amplitude de excitação sendo fraca ou forte faz com que o sistema se

torne um monodomı́nio, uma vez que a parede é expelida por uma das extremidades do fio;

esse evento são representados por quadrados na figura (5.15). Embora a polaridade da parede

tenha sido invertida, não foi possı́vel controlar a sua posição, assim a polaridade não pode ser

mudada de uma forma reversı́vel. Entretanto, houve amplitudes de excitação apropriadas em a

polaridade da parede foi invertida e o sistema conservou a sua configuração com dois domı́nios

magnéticos, assim a posição da parede pôde ser controlada depois de uma única reversão da
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polaridade; triângulos na figura (5.15). Uma vez que há duas possibilidades para o final da

posição da parede, o intercâmbio da polaridade pode ser acompanhado ou não do intercâmbio da

posição. Triângulos em vermelho representam eventos em que a parede retornou à sua posição

inicial com a polaridade invertida. Neste caso, houve apenas o intercâmbio da polaridade. Por

outro lado, triângulos em azul indicam eventos em que a parede com a polaridade invertida

permaneceu na posição oposta à sua posição inicial. Em outras palavras, houve o intercâmbio

tanto da posição quanto da polaridade.
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Figura 5.15 – Diagrama de eventos para o controle da posição depois da ocorrência de uma única inversão da
polaridade da parede de domı́nio transversal usando um par de armadilhas. Quadrados em preto
incluem eventos em que ocorreu a inversão da polaridade, mas a parede foi imediatamente expe-
lida por uma das extremidades do fio. Triângulos correspondem a combinações de parâmetros
para os quais a posição da parede pode ser controlada depois da ocorrência de uma única in-
versão da polaridade. Triângulos em vermelho representam eventos em que ocorreu apenas a
inversão da polaridade (a parede retornou à sua posição inicial com a polaridade invertida); um
exemplo desse evento pode ser visualizado na figura (5.16). Triângulos em azul indicam eventos
em que tanto a polaridade quanto a posição da parede foram intercambiados (a parede com a
polaridade invertida permaneceu na posição oposta à sua posição inicial); um exemplo desse

outro evento pode ser visualizado na figura (5.17).
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135

  

(a) 0.00 ns

(b)

(d)

(e)

(f)

(g)

(h)

(c)

(i)

0.14 ns

0.28 ns

0.52 ns

0.68 ns

0.77 ns

0.87 ns

1.01 ns

5.06 ns

Figura 5.16 – Configurações instantâneas durante o controle da posição após uma única inversão da polari-
dade da parede de domı́nio transversal. Nesta simulação o par de aglomerados de impurezas
magnéticas era caracterizado pelos seguintes parâmetros Dc = 300[nm] e J′′/J = 2,0. A parede
de domı́nio foi excitada usando um pulso de campo magnético com duração de 1 [ns] e intensi-
dade de 17,5 [mT]. A figura (a) mostra a configuração inicial de equilı́brio da parede em t = 0,
antes do pulso ter sido aplicado. As figuras de (b) até (i) mostram configurações instantâneas
depois de 0,14; 0,28; 0,52; 0,68; 0,77; 0,87; 1,01; 5,06 [ns], respectivamente. A simulação
para tempos posteriores mostra que a posição da parede em t = 5,06 [ns] é uma configuração
de equilı́brio (Novamente, a parede encontra-se bloqueada pelo aglomerado de impurezas da
direita.). Com essa sequência de configurações instantâneas para a dinâmica da magnetização
podemos ver que a parede de domı́nio retornou à sua posição inicial com a polaridade invertida.

Esse evento corresponde aos triângulos em vermelho da figura (5.15).
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(a) 0.00 ns

(b)

(d)

(e)

(f)

(g)

(h)

(c)

(i)

0.28 ns

0.52 ns

0.68 ns

0.77 ns

0.87 ns

1.01 ns

1.24 ns

5.36 ns

Figura 5.17 – Configurações instantâneas durante o controle da posição após uma única inversão da polari-
dade da parede de domı́nio transversal. Nesta simulação o par de aglomerados de impurezas
magnéticas era caracterizado pelos seguintes parâmetros Dc = 300[nm] e J′′/J = 2,0. A parede
de domı́nio foi excitada usando um pulso de campo magnético com duração de 1 [ns] e intensi-
dade de 18,0 [mT]. A figura (a) mostra a configuração inicial de equilı́brio da parede em t = 0,
antes do pulso ter sido aplicado. As figuras de (b) até (i) mostram configurações instantâneas
depois de 0,28; 0,52; 0,68; 0,77; 0,87; 1,01; 1,24; 5,36 [ns], respectivamente. A simulação
para tempos posteriores mostra que a posição da parede em t = 5,36[ns] é uma configuração de
equilı́brio (Agora, a parede encontra-se bloqueada pelo aglomerado de impurezas da esquerda.).
Com essa sequência de configurações instantâneas para a dinâmica da magnetização podemos
ver que a parede com a polaridade invertida permaneceu na posição oposta à sua posição inicial.

Esse evento corresponde aos triângulos em azul da figura (5.15).

Em suma, estudamos a reversão da polaridade da parede de domı́nio transversal num

nanofio planar de Permalloy sob a condição de que a parede com a polaridade invertida fosse

estabilizada em posições pré-definidas. Para essa proposta, propomos o uso de uma distribuição

de impurezas magnéticas, consistindo de dois aglomerados de impurezas, em que ambos funcio-

nam como armadilhas para aprisionar ou bloquear a parede. O controle da posição da parede foi

previamente estudo e requer amplitudes de excitação muito menores do que aquelas requeridas

para o controle da polaridade, cerca de uma ordem de grandeza. No estudo da inversão da pola-

ridade, surgiu a necessidade de aumentar o tamanho do aglomerado de impurezas magnéticas,
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uma vez que os efeitos de aprisionamento e de bloqueio se tornam bem maiores, sem que seja

necessário considerar grandes variações na constante de troca1. Com isso, nosso grupo foi ca-

paz de estabilizar a parede recém-nascida que surge da nucleação e subsequente aniquilação de

um antivórtice. Como consequência, nós conseguimos inverter a polaridade da parede de uma

forma rápida e reversı́vel. Para um pulso de campo magnético com duração de 1 [ns], a am-

plitude requerida para inverter a polaridade da parede e controlar a sua posição é cerca de 17,5

[mT]. Assim, encontramos que o intervalo de tempo aproximado desde a aplicação do pulso até

a estabilização da parede com a polaridade invertida é cerca de 5 [ns]. Nosso tempo de inversão

da polaridade é da mesma ordem de grandeza daquele que foi obtido no trabalho experimental

realizado por Vanhaverbeke et al. (73). Em contraste com os estudos prévios sobre o controle

da polaridade da parede de domı́nio transversal, mostramos que a mudança reversı́vel da polari-

dade pode ser realizada num nanofio de Permalloy com um par de armadilhas. O nanofio que foi

proposto envolve uma modificação local das propriedades magnéticas do nanofio, por isso ele

não requer uma modificação local da sua geometria (76) ou então uma camada ferromagnética

adicional (73). Basicamente, a inversão da polaridade, de uma forma rápida e reversı́vel, deve

envolver um agente externo forte o suficiente para fornecer a energia requerida para a nucleação

e aniquilação de um antivórtice dentro da região delimitada pela duas armadilhas; isso pode ser

obtido ajustando os parâmetros do agente externo e também a distância relativa entre as armadi-

lhas. Ressaltamos que a reversão da polaridade não é consequência da interação entre a parede

de domı́nio transversal e o aglomerado de impurezas magnéticas. As armadilhas são apenas ne-

cessárias para prover estabilidade para a parede, isso é, para o controle da posição da parede ao

longo do nanofio. Seguindo a ideia previamente proposta por D. Atkinson et al. (70) de usar um

nanofio como uma célula de memória magnética, nosso nanofio modificado magneticamente é

capaz de armazenar informação tanto na posição (Mx) quanto na polaridade (My) da parede de

domı́nio transversal. Uma vez que a parede pode ser encontrada num dos quatro estados que

são mostrados na figura (5.18), esta célula de memória é capaz de armazenar 2 bits de dados.

A diferença básica desta célula de memória não-volátil em relação àquela proposta por D. At-

1 Grandes variações na constante de troca podem não corresponder a uma situação real.
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kinson et al. (70) é que ao invés de injetar uma parede de domı́nio transversal com um perfil

especı́fico (Mx,My), nós manipulamos as propriedades da parede pré-existente. Como a posição

e a polaridade da parede podem ser independentemente controladas, o nanofio magnético modi-

ficado é interessante de um ponto de vista tecnológico, porque ele fornece uma alternativa para

a realização de futuras memória magnéticas não-voláteis.

Figura 5.18 – Os quatro estados possı́veis para a configuração de uma única parede de domı́nio transversal
confinada entre dois aglomerados de impurezas magnéticas. A posição da parede é mapeada por
Mx, a componente da magnetização ao longo do eixo do comprimento do nanofio. Enquanto que
a polaridade é mapeada por My, a componente da magnetização ao longo do eixo da largura.
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6 CONCLUSÕES, PERSPECTIVAS E
TRABALHOS FUTUROS

6.1 CONCLUSÕES

Distribuições de impurezas magnéticas foram propostas para controlar a dinâmica da

quasipartı́cula num nanomagneto.

• O uso de um anel de impurezas mostrou-se útil para modular a frequência girotrópica e,

simultaneamente, forneceu um mecanismo alternativo para a reversão da polaridade do

vórtice num nanodisco;

• A incorporação de impurezas magnéticas num nanofio retangular pode ser uma alternativa

aos defeitos não-magnéticos, que são requeridos para estabilizar a parede de domı́nio

transversal em posições pré-definidas;

• Mostramos que a posição e a polaridade da parede de domı́nio transversal podem ser ma-

nipuladas num nanofio contendo um par de impurezas magnéticas, que pode ser adequado

para armazenar ou processar informações.

6.2 PERSPECTIVAS

Embora os resultados apresentados aqui sejam para simples distribuições de impurezas

magnéticas acreditamos que as suas consequências possam ser planejadas e estendidas para o

desenvolvimento e realização de futuros dispositivos.
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6.3 TRABALHOS FUTUROS

Nesta tese foi estudado a parede de domı́nio transversal na configuração cabeça-com-

cabeça, mas a parede de domı́nio transversal também pode ocorrer na configuração cauda-com-

cauda. Do ponto de vista energético, elas são equivalentes. Essa nomenclatura ou distinção

surge da orientação relativa das magnetizações dos domı́nios antiparalelos, veja a figura (6.1).

  

(a) Estrutura de domı́nios cabeça-com-cabeça (b) Parede transversal cabeça-com-cabeça

  

(c) Estrutura de domı́nios cauda-com-cauda (d) Parede transversal cauda-com-cauda

Figura 6.1 – A parede de domı́nio transversal pode ocorrer em duas configurações: cabeça-com-cabeça
ou cauda-com-cauda. Essa nomenclatura surge da orientação relativa das magnetizações dos
domı́nios antiparalelos (a) e (c). Em (b) nota-se que a parede na configuração cabeça-com-
cabeça é mais estreita no pólo sul da parede, ou seja, a região da parede em que os momentos
magnéticos estão entrando pela lateral do nanofio. Por outro lado, em (c) nota-se que a parede
na configuração cauda-com-cauda é mais estreita no pólo norte da parede, ou seja, a região da

parede em que os momentos magnéticos estão saindo pela lateral do nanofio.

Quando múltiplas paredes de domı́nios estão presentes no mesmo nanofio, as paredes

adjacentes se alternam entre as configurações cabeça-com-cabeça e cauda-com-cauda, veja a

figura (6.2).

  

Figura 6.2 – Representação esquemática de um nanofio contendo várias paredes de domı́nio, paredes adjacen-
tes se alternam entre as configurações cabeça-com-cabeça e cauda-com-cauda.
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As paredes de domı́nio interagem entre si, por exemplo, a interação entre duas paredes

de domı́nio transversal depende das polaridades das paredes (69). Por simplicidade, nas figuras

(6.3) e (6.4) essa interação é ilustrada num nanofio planar contendo três domı́nios magnéticos,

eles estão separados por duas paredes, a esquerda há uma parede cauda-com-cauda e na direita

uma parede cauda com cabeça-com-cabeça. Quando as polaridades das paredes são paralelas

observa-se uma atração e em seguida ocorre a aniquilação, o sistema se torna um mododomı́nio.

Por outro lado, se a polaridades são antiparalelas, essa configuração com três domı́nios é estável

porque as paredes se repelem.

  

(a) Representação esquemática do estado inicial de um nanofio com 3 domı́nios magnéticos

(b) Estado inicial: 2 paredes com mesma polaridade, ou seja, as polaridades são paralelas

(c) Estado final: nenhuma parede, as paredes se aniquilaram e o sistema tornou-se um monodomı́nio

Figura 6.3 – Representação esquemática da atração e subsequente aniquilação de duas paredes de domı́nio
transversal apresentando polaridades paralelas.
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(a) Representação esquemática do estado inicial de um nanofio com 3 domı́nios magnéticos

(b) Estado inicial: 2 paredes com polaridades opostas, ou seja, as polaridades são antiparalelas

(c) Estado final: duas paredes com polaridades antiparalelas se repelindo

Figura 6.4 – Representação esquemática da repulsão entre de duas paredes de domı́nio transversal apresen-
tando polaridades antiparalelas.

Um trabalho rápido e que pode gerar uma publicação imediata, seria investigar a pos-

sibilidade de usar impurezas magnéticas para promover um espaçamento linear entre paredes 1,

impedindo que elas se aniquilem no caso em que as paredes apresentam polaridades parale-

las, ou então, impondo que elas permaneçam não muito próximas como ocorre no caso em

que as paredes apresentam polaridades antiparalelas. Isso pode ser conseguido usando uma

distribuição de impurezas magnéticas que seja linearmente espaçada.

Em outros trabalhos, poderia ser estudado a dinâmica de outras quasipartı́culas, tais

como:

• O skyrmion;

• A parede de domı́nio do tipo vórtice num nanofio retangular;

• A parede de domı́nio presente num nanofio cilı́ndrico.

1 Esse é um dos requerimentos fundamentais para o funcionamento da memória pista de corrida para bits (58).
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modo girotrópico em nanodiscos magnéticos. Dissertação (Mestrado) — UFJF, fev. 2011.

121 VOLKEL, A. et al. Collective-variable approach to the dynamics of nonlinear magnetic
excitations with application to vortices. Physical Review B, v. 50, n. 17, 1994.

122 MERTENS, F.; SCHNITZER, H.; BISHOP, A. Hierarchy of equations of motion for
nonlinear coherent excitations applied to magnetic vortices. Physical Review B, v. 56, n. 5,
1997.

123 THIAVILLE, A.; NAKATANI, Y.; SUZUKI, Y. Micromagnetic understanding of
current-driven domain wall motion in patterned nanowires. Europhysics Letters, v. 69, n. 6,
2005.

124 KRUGER, B.; DREWS, A. Harmonic oscillator model for current- and field-driven
magnetic vortices. Physical Review B, v. 76, n. 224426, 2007.

125 KRUGER, B.; DREWS, A. Vortices and antivortices as harmonic oscillators. Journal of
Applied Physics, v. 103, n. 07A501, 2008.

126 BOYCE, W.; DIPRIMA, R. Elementary differential equations and boundary value
problems. 6. ed. John Willey & Songs, 1997.

127 WYSIN, G. M. Vortex-in-nanodot potentials in thin circular magnetic dots. Journal of
Physics: Condensed Matter, v. 22, n. 376002, 2010.

128 TOSCANO, D. et al. Dynamics of the vortex core in magnetic nanodisks with a ring of
magnetic impurities. Applied Physics Letters, v. 101, n. 252402, 2012.

129 TOSCANO, D. et al. Position of the transverse domain wall controlled by magnetic
impurities in rectangular magnetic nanowires. Journal of Applied Physics, v. 115, n. 163906,
2014.



151

APÊNDICE A -- Interação de troca entre dois spins

A interação de troca é a interação responsável pelo ordenamento magnético. Essa

interação surge de um efeito quântico sem análogo clássico, devido à indistinguibilidade dos

elétrons e da repulsão coulombiana entre eles.

A fim de verificar tal afirmação vamos considerar um modelo muito simples com ape-

nas dois elétrons pertencendo a átomos vizinhos numa rede cristalina. A equação de Schrödin-

ger independente do tempo para duas partı́culas é[
− h̄2

2m

(
∇2

1 +∇2
2

)
+V (~r1,~r2)

]
ψ(~r1,~r2) = E ψ(~r1,~r2) (A.1)

A energia potencial eletrostática para dois elétrons, é dada por

V (~r1,~r2) =−k
e2

r1
− k

e2

r2
+ k

e2

r12
(A.2)

em que r12 = |~r1−~r2| é a distância relativa entre eles e definimos k = (4πε0)
−1. Como a energia

potencial envolve as coordenadas de ambos os elétrons, a equação (A.1) não admite uma solução

exata, por exemplo, fazendo-se uma separação de variáveis. Em seguida, usaremos a teoria de

perturbação independente do tempo para obter uma solução aproximada para o problema.

O hamiltoniano na equação (A.1) pode ser dividido em duas partes, uma representada

por

H(0) =

(
− h̄2

2m
∇2

1− k
e2

r1

)
+

(
− h̄2

2m
∇2

2− k
e2

r2

)
(A.3)

E outra considerando um hamiltoniano de perturbação, expresso por

H(1) = k
e2

r12
(A.4)
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A equação de autovalor correspondente ao hamiltoniano H(0) é

H(0)
ψ(~r1,~r2) = E(0)

ψ(~r1,~r2) (A.5)

Ignorando momentaneamente a interação elétron-elétron, agora é possı́vel fazer uma separação

de variáveis e as autofunções de H(0) podem ser escritas em termos de produtos de autofunções

que envolvem apenas um dos elétrons,

ψαβ (~r1,~r2) = ψα(~r1)ψβ (~r2) (A.6)

em que ψα(~r1) e ψβ (~r2) descrevem o comportamento dos elétrons 1 e 2 (por exemplo, as

autofunções para átomos de um elétron), os ı́ndices α e β englobam três números quânticos,

um para cada coordenada espacial. Os autovalores de H(0) = H(0)
1 +H(0)

2 são E(0)
αβ

= Eα +Eβ .

Embora tenhamos rotulado as partı́culas através dos ı́ndices 1 e 2, não podemos distingui-

las. No caso de partı́culas idênticas, devemos encontrar uma função de onda tal que a densidade

de probabilidade continue a mesma se intercambiarmos os ı́ndices

|ψ(~r1,~r2)|2 = |ψ(~r2,~r1)|2 (A.7)

Para que a equação (A.7) seja satisfeita, é preciso que a função ψ(~r1,~r2) seja simétrica ou

anti-simétrica em relação à troca das partı́culas, respectivamente,

ψ(~r2,~r1) =±ψ(~r1,~r2) (A.8)

Observe que a autofunção genérica da equação (A.6) não é simétrica nem anti-simétrica; ao

intercambiarmos as coordenadas dos elétrons~r1 e~r2, obtemos uma autofunção completamente

diferente, o que equivalente a dizer que é possı́vel distinguir os dois elétrons. Assim, essas

autofunções não são compatı́veis com o princı́pio de indistinguibilidade das partı́culas. Entre-

tanto, existem duas combinações lineares de produtos como os da equação (A.6) que formam

um autofunção simétrica e uma autofunção anti-simétrica, e portanto, além de satisfazerem a

equação de autovalor para duas partı́culas, equação (A.5), também respeitam o princı́pio de
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indistinguibilidade:

ψS =
1√
2
[ψα(~r1)ψβ (~r2)+ψβ (~r1)ψα(~r2)] (A.9)

e

ψA =
1√
2
[ψα(~r1)ψβ (~r2)−ψβ (~r1)ψα(~r2)] (A.10)

A teoria de Schrödinger não descreve o spin das partı́culas, a função de onda de spin

deve ser introduzida a parte. Para um sistema de dois elétrons, existem quatro estados possı́veis,

que representaremos por

|↑↑〉 ; |↑↓〉 ; |↓↑〉 ; |↓↓〉 (A.11)

As seta representam os estados de spin para cima ou para baixo msi±1/2. Com esses estados,

podemos construir um estado anti-simétrico

|χA〉=
1√
2
[|↑↓〉− |↓↑〉] (s = 0, ms = 0) (A.12)

e três estados simétricos

|χS〉= |↑↑〉 (s = 1, ms =+1) (A.13a)

|χS〉=
1√
2
[|↑↓〉+ |↓↑〉] (s = 1, ms = 0) (A.13b)

|χS〉= |↓↓〉 (s = 1, ms =−1) (A.13c)

A equação (A.12) corresponde ao estado em que os spins estão antiparalelos, chamado

de estado singleto com spin total nulo, |s1− s2|= 1/2−1/2 = 0. Já o estado representado pelas

equações (A.13) corresponde àquele em que os spins estão paralelos, chamado de estado tripleto

com spin total igual a 1, s1 + s2 = 1.

Como elétrons são férmions (partı́culas com spin fracionário), eles estão sujeitos ao

princı́pio de exclusão de Pauli, que impõe que a função de onda total seja anti-simétrica. Sabe-

se que a função de onda total é formada pelo produto das partes espacial e de spin. Há dois

estados globalmente anti-simétricos, portanto, fisicamente aceitáveis, associados a um sistema
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de dois elétrons,

|ψsingleto〉= |ψS〉⊗ |χA〉 (A.14)

com a parte espacial simétrica e a parte de spin anti-simétrica, ou

|ψtripleto〉= |ψA〉⊗ |χS〉 (A.15)

com a parte espacial anti-simétrica e a parte de spin simétrica.

Note que fazendo as partı́culas se aproximarem uma da outra, isto é, ~r1 →~r2, então

pela equação (A.10) vemos que ψA → 0, mostrando que é muito pouco provável que os dois

elétrons sejam encontrados próximos no estado tripleto.

Para justificar a interação de troca introduzida por Heisenberg, podemos considerar o

termo H(1), equação (A.4), no hamiltoniano total como uma perturbação causada pela interação

elétron-elétron. Os nı́veis de energia serão perturbados e uma correção de primeira ordem para

os estados singleto e tripleto é dada por:

Esingleto = 〈ψS|H(1)|ψS〉 (A.16)

e

Etripleto = 〈ψA|H(1)|ψA〉 (A.17)

Em seguida, calculamos os valores esperados nos estados singleto e tripleto

〈ψS,A|H(1)|ψS,A〉=
∫ ∫

dv1dv2 ψ
∗
S,A

(
k

e2

r12

)
ψS,A (A.18)

=
1
2

∫ ∫
dv1dv2 [ψ

∗
α(~r1)ψ

∗
β
(~r2)±ψ

∗
β
(~r1)ψ

∗
α(~r2)]

(
k

e2

r12

)
[ψα(~r1)ψβ (~r2)±ψβ (~r1)ψα(~r2)]

em que substituı́mos as partes simétrica e anti-simétrica da função de onda espacial dadas pelas

equações (A.9) e (A.10). Continuando o desenvolvimento encontramos quatro integrais,
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〈ψS,A|H(1)|ψS,A〉 =
ke2

2

∫ ∫ dv1dv2

r12
[ψ∗α(~r1)ψ

∗
β
(~r2)ψα(~r1)ψβ (~r2)]+

± ke2

2

∫ ∫ dv1dv2

r12
[ψ∗α(~r1)ψ

∗
β
(~r2)ψβ (~r1)ψα(~r2)]+

± ke2

2

∫ ∫ dv1dv2

r12
[ψ∗

β
(~r1)ψ

∗
α(~r2)ψβ (~r1)ψα(~r2)]+

+
ke2

2

∫ ∫ dv1dv2

r12
[ψ∗

β
(~r1)ψ

∗
α(~r2)ψβ (~r1)ψα(~r2)] (A.19)

ou seja,

〈ψS,A|H(1)|ψS,A〉= I1± I2± I3 + I4 (A.20)

As variáveis de integração são mudas, assim, notando que I1 = I4 e que I2 = I3, pode-

mos escrever

〈ψS,A|H(1)|ψS,A〉 =
∫ ∫

dv1dv2 ψ
∗
α(~r1)ψ

∗
β
(~r2)

(
ke2

r12

)
ψα(~r1)ψβ (~r2)+

±
∫ ∫

dv1dv2 ψ
∗
α(~r1)ψ

∗
β
(~r2)

(
ke2

r12

)
ψβ (~r1)ψα(~r2) (A.21)

ou seja,

〈ψS,A|H(1)|ψS,A〉= I± J (A.22)
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O primeiro termo na equação (A.21) é conhecido como termo direto, ele representa

a energia coulombiana média do sistema, I, esse termo seria o único na equação (A.21) se

não tivéssemos levado em conta o princı́pio de exclusão. Dessa forma, a imposição de que

o princı́pio de exclusão deveria ser obedecido nos forneceu um termo extra, conhecido como

termo de troca, ou integral de troca, J.

Com a equação (A.22), os resultados das equações (A.16) e (A.17), tornam-se

Esingleto = 〈ψS|H(1)|ψS〉= I + J (A.23)

e

Etripleto = 〈ψA|H(1)|ψA〉= I− J (A.24)

Portanto, subtraindo (A.24) de (A.23),

Esingleto−Etripleto = 2J (A.25)

vemos que a diferença de energia entre os estados singleto e tripleto depende da constante

de troca, que é de origem coulombiana e envolve a superposição de funções de onda, com

origem nas exigências quânticas de anti-simetria. Se a integral de troca é positiva, J > 0, então

Esingleto > Etripleto, isto é, o estado tripleto com s = 1 é energeticamente favorecido. Por outro

lado, se J < 0, então Esingleto < Etripleto, assim o estado singleto com s = 0 é energeticamente

favorecido.

Apesar da interação coulombiana entre elétrons não depender do estado de spin, vimos

que a energia média depende, portanto isso sugere que a energia do sistema possa ser escrita

em termos das variáveis de spin. Vamos agora mostrar que um hamiltoniano efetivo de spin da

forma

H =C~S1 ·~S2 (A.26)

em que C é uma constante a ser determinada, é capaz de simular a separação dos elétrons em

dois nı́veis distintos de energia.
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Notando que

(~S1 +~S2) · (~S1 +~S2) = ~S1 ·~S1 +~S1 ·~S2 +~S2 ·~S1 +~S2 ·~S2

|~S1 +~S2|2= |~S1|2 +2~S1 ·~S2 + |~S2|2

(pois ~S1 e ~S2 comutam), então, o produto escalar pode ser escrito como

~S1 ·~S2 =
1
2
|~S1 +~S2|2−

1
2
|~S1|2−

1
2
|~S2|2=

1
2

(
S2 − S2

1 − S2
2

)
(A.27)

Calculando os valores esperados nos estados singleto e tripleto

Esingleto = 〈χA|H|χA〉

=
C
2

(
〈χA|S2|χA〉 −〈χA|S2

1|χA〉 −〈χA|S2
2|χA〉

)

=
C
2

(
0 − 3h̄2

4
− 3h̄2

4

)

=−3
4

Ch̄2 (A.28)

e

Etripleto = 〈χS|H|χS〉

=
C
2

(
〈χS|S2|χS〉 −〈χS|S2

1|χS〉 −〈χS|S2
2|χS〉

)

=
C
2

(
2h̄2 − 3h̄2

4
− 3h̄2

4

)

=
1
4

Ch̄2 (A.29)
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em que usamos

S2|χS,A〉= h̄2s(s+1)|χS,A〉=

 2h̄2, para s = 1 (tripleto)

0, para s = 0 (singleto)
(A.30)

sendo que também usamos

S2
i |χS,A〉= h̄2si(si +1)|χS,A〉=

3h̄2

4
, pois si =

1
2

para i = 1,2 (A.31)

Agora subtraindo (A.29) de (A.28), obtemos

Esingleto−Etripleto =−Ch̄2 (A.32)

e comparando (A.32) com (A.25), identificamos a constante C do hamiltoniano (A.26) como

C =−2J
h̄2 (A.33)

Portanto, a interação de troca entre dois spins adjacentes, ~S1 e ~S2, pode ser descrita

pela hamiltoniana

H =−2J12

h̄2
~S1 ·~S2 (A.34)

em que J12 apresenta dimensão de energia e acopla os elétrons 1 e 2.
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APÊNDICE B -- Métodos numéricos para a
integração da equação de
Landau-Lifshitz-Gilbert

Equações diferenciais não-lineares ordinárias são resolvidas numericamente. Há uma

infinidades de métodos numéricos que podem ser empregados para a resolução de equação

diferenciais. Como sugestão, na referência (126) pode-se encontrar os métodos numéricos mais

utilizados assim como discussões sobre os possı́veis erros em tais procedimentos.

Um sistema de equações diferenciais de primeira ordem, como o sistema de equações

(4.17) apresenta a seguinte estrutura

d~mx

dτ
= ~f x(~mx,~my,~mz,τ) (B.1)

d~my

dτ
= ~f y(~mx,~my,~mz,τ) (B.2)

d~mz

dτ
= ~f z(~mx,~my,~mz,τ) (B.3)

onde os vetores ~ma são de comprimento N, as componentes dos vetores ~f a são funções das

componentes dos campos efetivos locais. Como existem N sı́tios, para integrar esse sistema

temos que especificar 3N condições iniciais,

~mx(τ0) = ~mx0 (B.4)

~my(τ0) = ~my0 (B.5)

~mz(τ0) = ~mz0 (B.6)
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Queremos determinar os valores aproximados dos vetores ~ma nos instantes τn = τ0 + n∆, em

que n = 1,2, . . . , ∆ é o incremento de tempo, em métodos de diferenças finitas, dτ → ∆.

Para resolver este problema de valor inicial há vários métodos numéricos, um método

amplamente utilizado é o método de Kunge-Kutta, por ser suficientemente preciso e relati-

vamente fácil de implementá-lo computacionalmente. Para passar de τn para τn+1 temos o

seguinte algoritmo

~ma
n+1 = ~ma

n +
∆
6
(~Ca

n1 +2~Ca
n2 +2~Ca

n3 +~Ca
n4) (B.7)

onde

~Ca
n1 = ~f a(~ma

n,τn) (B.8)

~Ca
n2 = ~f a(~ma

n +0.5 ∆~Ca
n1,τn +0.5∆) (B.9)

~Ca
n3 = ~f a(~ma

n +0.5 ∆~Ca
n2,τn +0.5∆) (B.10)

~Ca
n4 = ~f a(~ma

n +∆~Ca
n3,τn +∆) (B.11)

Supondo que uma configuração inicial seja especificada, calcula-se o campo efetivo

dessa configuração e os coeficientes ~Ca
n1 são determinados. Antes que um passo de tempo seja

dado, é necessário computar o campo efetivo em instantes intermediários, ou seja, determinar

os coeficientes ~Ca
n2, ~Ca

n3 e ~Ca
n4.

Nos métodos de passo simples ou métodos de partida, como o método de Runge-

Kutta, o valor aproximado da solução em qualquer instante depende somente dos dados no

instante precedente. Os métodos que usam informação em mais de um instante, além do último,

são denominados métodos de passo múltiplos, como exemplo, cita-se o método de previsão e

correção de Adams-Bashforth-Moulton. Um vez que as configurações ~ma
n−3, ~ma

n−2, ~ma
n−1 e ~ma

n

são conhecidas, calcula-se ~f a
n−3, ~f a

n−2, ~f a
n−1 e ~f a

n . Em seguida, usa-se o algoritmo de Adams-

Bashforth (previsão)

~ma
n+1 = ~ma

n +
∆
24

(55~f a
n −59~f a

n−1 +37~f a
n−2−9~f a

n−3) (B.12)

para obter um valor aproximado de ~ma
n+1. Em seguida, calcula-se ~f a

n+1 e usa-se o algoritmo de
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Adams-Moulton (correção)

~ma
n+1 = ~ma

n +
∆
24

(9~f a
n+1 +19~f a

n −5~f a
n−1 +~f a

n−2) (B.13)

que a essa altura não é implı́cito, para obter um valor mais preciso de ~ma
n+1.

Quando não se conhece outras configurações além da configuração inicial, uma forma

de proceder é usar um método de passos simples, ou seja, um método de partida de pre-

cisão comparável ao método de passos múltiplos, para determinar as configurações iniciais

necessárias. Assim, no caso do método de previsão e correção, pode-se usar o método de

Runge-Kutta de quarta ordem para calcular as configurações iniciais. Este procedimento foi

utilizado neste trabalho. O método de previsão e correção mostrou-se bem mais rápido do que

o método de Kunge-Kutta. O método de Runge-kutta de quarta ordem exige quatro cálculos do

campo efetivo em cada passo, enquanto que o método de previsão e correção exige apenas dois.

O cálculo do campo efetivo é demorado devido ao caráter de longo alcance do campo dipolar.
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APÊNDICE C -- Modulação frequência girotrópica
através do anel de impurezas
magnéticas: uma explicação
qualitativa dada pela equação de
Thiele

Uma explicação qualitativa para a variação da frequência girotrópica devido a presença

do anel de impurezas magnéticas pode ser dada em termos da equação de Thiele, equação (3.16),

~F +~FG +~FD =~0 (C.1)

Essa equação descreve o núcleo do vórtice como uma partı́cula, cuja dinâmica é governada pela

equação de Thiele, que representa um equilı́brio de forças, já que a força resultante é o vetor

nulo. A força ~F é uma força que deriva da função energia potencial do núcleo do vórtice,

~F = −~∇U (C.2)

A força ~FG é a força girotrópica, que como o próprio nome sugere, essa é a força responsável

pelo modo girotrópico, sem esse termo de força, o núcleo do vórtice não gira. A força gi-

rotrópica é escrita como o produto externo entre o girovetor e o vetor velocidade do núcleo do

vórtice, ou seja,

~FG = ~G×~V (C.3)

O girovetor é um vetor fixo, que sempre aponta na direção perpendicular ao plano do disco,

sendo dado por

~G = −G ẑ , G ∝ p =±1 (C.4)
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em que G é uma constante é proporcional à polaridade do núcleo do vórtice. Devido ao sinal

negativo, o girovetor sempre aponta no sentido oposto ao da polaridade. Ressalta-se que o

girovetor é um vetor constante, uma vez especificada a polaridade do vórtice, ela não muda.

Em outras palavras, a equação de Thiele não descreve a reversão da polaridade, porque na sua

formulação foi suposto que o estado do vórtice não muda, o vórtice é caracterizado por dois

parâmetros, (p,q), ou seja, a polaridade e a quiralidade. A última força na equação de Thiele, é

conhecida como força de “damping”, ou seja, uma força de amortecimento,

~FD = −D ~V , D ∝ α LLG (C.5)

A força ~FD corresponde a uma força de atrito, uma vez que ela sempre se opõe ao sentido da

velocidade. A constante D é proporcional ao parâmetro de damping da equação de Landau-

Lifshitz-Gilbert. Na verdade, a equação de Thiele foi deduzida a partir dessa equação.

A energia potencial do vórtice magnético pode incluir vários termos de energia, os

termos comuns são

U(~X) =

[
U(~0)+

k
2
| ~X |2

]
oscilador

harmônico

+
[
−µ[ ẑ×~B ] ·~X

]
energia
Zeeman

+ · · · (C.6)

O primeiro termo de energia corresponde a energia potencial de um oscilador harmônico, ou

seja, ele está relacionado com o deslocamento do núcleo do vórtice da sua posição de equilı́brio,

a energia é mı́nima quando ele se encontra nesta posição. Devido a simetria do disco, temos um

potencial do tipo central. A constante k é depende do raio e da espessura do disco, ela análogo

uma constante elástica da lei de Hooke. O segundo termo de energia descreve a interação

do vórtice com um campo magnético externo, portanto corresponde a um termo de energia

Zeeman. A constante é proporcional à quiralidade do vórtice, µ ∝ q =±1. O núcleo do vórtice

só é deslocado da sua posição de equilı́brio se o campo for aplicado no plano do disco. O modo

girotrópico pode ser excitado com um campo magnético constante, e ele for mantido ligado, o

núcleo do vórtice gira ou espirala em torno de um ponto crı́tico que depende da quiralidade do

vórtice e também do campo, as coordenadas desse ponto crı́tico são ~Xc =
µ

k
(−By ; Bx) , veja a

equação (3.48). Na ausência de uma campo externo, esse ponto crı́tico corresponde à origem,
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~Xc = (0 ; 0) , ou seja, centro geométrico do disco corresponde à posição de equilı́brio.

Para analisar a dinâmica do núcleo do vórtice, não é necessário que um campo externo

seja mantido ligado, é mais comum excitar o modo girotrópico com um pulso de campo, ou

seja, uma vez que o núcleo do vórtice é deslocado da sua posição de equilı́brio e descreve

uma trajetória girotrópica em torno do centro do disco. O sentido do giro do núcleo do vórtice

depende unicamente da sua polaridade, se p =+1 a trajetória girotrópica é descrita no sentido

anti-horário, e o no sentido horário se p =−1.

Uma vez que um campo magnético independente do tempo não modifica a frequência

natural de oscilação de um sistema, vamos ignorar o termo de energia Zeeman. Neste caso, a

energia potencial do núcleo do vórtice, equação (C.6) é dada simplesmente por 1

U(~X) =U(~0)+
k
2
| ~X |2 (C.7)

Devido a simetria do sistema, é conveniente introduzir coordenadas cilı́ndricas,

r 2 = X 2
1 +X 2

2 (C.8)

e

tanθ =
X2

X1
(C.9)

Assim a equação (C.7), torna-se

U(r) =U(0)+
k
2

r2 (C.10)

Calculando o negativo do gradiente, obtém-se

~Fk = −~∇U = − r̂
∂U
∂ r

= − r̂ k r (C.11)

Observa-se que a essa força sempre aponta para o centro do disco, ou seja, ela é radial para

dentro. Trata-se de uma força restauradora do tipo central, que apresenta um caráter desmagne-

tizante, ou seja, ela tende a trazer o núcleo do vórtice de volta para a sua posição de equilı́brio.

1 Uma energia potencial de interação vórtice-impureza poderia ser introduzida na expressão (C.6).
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Se o nanodisco apresenta uma distribuição de impurezas magnéticas, e sendo essa

distribuição radialmente simétrica (um anel de impurezas), o núcleo do vórtice experimenta

uma força adicional, que também apresenta um caráter do tipo central, porém esse campo de

força só existe na vizinhança do anel. Assim, a força ~Fa se acopla à força desmagnetizante ~Fk,

gerando uma força resultante

~F = ~Fk +~Fa (C.12)

uma vez a interação núcleo do vórtice-impureza é uma interação de curto-alcance, o termo de

força dominante é a força ~Fk, ou seja, |~F | ≈ |~Fk| , pois |~Fa| � |~Fk| .

A força devido ao anel pode ser radial para dentro ou radial para fora,

~Fa = ± r̂ ∆ k r (C.13)

uma vez que |~Fa| � |~Fk| , o módulo da força resultante pode aumentar |~F | ' |~Fk| ou diminuir

|~F |/ |~Fk| , porém o sentido da força ~F não muda, ou seja, a força desmagnetizante efetiva con-

tinua apontando para o centro do disco. Em outras palavras, o campo de força desmagnetizante

é modificado localmente, para pontos distantes do anel de impurezas magnéticas, o módulo dos

vetores força não é modificado.

Assim, substituindo os componentes ~Fk e ~Fk na equação (C.12) temos que

~F = (− r̂ k r)+(± r̂ ∆ k r)

~F = − r̂ ( k ∓ ∆ k ) r

Tal situação pode ser vista como um acréscimo ou decréscimo da constante elástica k. Então,

podemos definir uma constante elástica efetiva,

k′ = k ± ∆ k (C.14)

Ressalta-se que a variação do parâmetro k só ocorre nas proximidades do anel, ou seja, a

presença do anel modifica localmente as propriedades magnéticas do disco. A variação local

das propriedades magnéticas do meio pode ser realizada distribuindo-se impurezas magnéticas
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ao redor do centro do disco. Essas impurezas magnéticas a qual nos referimos são caracteriza-

das por uma variação local da constante de troca J′/J. Um anel do tipo atrativa é definido por

uma distribuição circular de impurezas que apresentam um redução local na constante de troca

(J′ < J), por outro lado, se a distribuição circular de impurezas forem caracterizadas por um

aumento local na constante de troca (J′ < J) o anel de apresenta um caráter repulsivo.

Na figura (C.1) tem-se uma representação esquemática para o campo de forças devido

a um anel de impurezas magnéticas. Quando o núcleo do vórtice gira dentro do anel, vemos

que se o anel for constituı́do por impurezas do tipo atrativa, então a força devido ao anel é anti-

paralela à força desmagnetizante, ~Fa =+ r̂ ∆ k r, ou seja, ela é radial para fora. Por outro lado,

se o anel for do tipo repulsivo, então a força devido ao anel é paralela à força desmagnetizante,

~Fa =− r̂ ∆ k r, ou seja, ela é radial para fora. Note que para o caso em que o núcleo do vórtice

gira fora do anel a situação descrita acima se inverte completamente. E, por esse motivo vamos

discutir apenas o caso em que o núcleo do vórtice descreve a trajetória girotrópica dentro do

anel, neste caso, o efeito de um anel atrativo, (J′ < J) é diminuir a constante elástica k, ou

seja, (k′ < k) assim (“mola” fica mais “mole”). Por outro lado, um anel repulsivo, (J′ > J),

faz com que a constante elástica seja aumentada, (k′ > k), ou seja, (“mola” fica mais “dura”).

Com os termos “mais mole” ou “mais duro” deve se entender que é “mais fácil” ou “mais

difı́cil” alongar ou comprimir a mola. Assim, em relação a um nanodisco sem o anel de

impurezas, é mais fácil deslocar o núcleo do vórtice da sua posição de equilı́brio num nanodisco

com um anel atrativo, e mais difı́cil, no caso do anel ser repulsivo. É interessante observar

que um anel atrativo tende a aumentar o raio da circunferência girotrópica, enquanto que um

anel repulsivo tende a diminuı́-la. Supondo que a velocidade a mesma para os dois tipos de

anel, usando a relação de frequência angular, que é inversamente proporcional ao raio, ou seja,

ω =
v
r

, vemos que um anel atrativo tende a aumentar o raio girotrópico, assim a frequência

diminui. Já no caso, do anel repulsivo, o raio diminui e a frequência aumenta.
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k ' <  k

k ' >  k

(a) Anel atrativo : J′ < J

  

k ' >  k

k ' <  k

(b) Anel repulsivo: J′ > J

Figura C.1 – Representação esquemática do campo de forças devido a um anel de impurezas, ~Fa = ± r̂ ∆ k r,
que atua sobre o núcleo do vórtice, quando este se encontra dentro e fora do anel, a circunferência
em azul. A circunferência em vermelho representa a fronteira do nanodisco. A força desmagneti-
zante sempre aponta para o centro do disco, ~Fk = − r̂ k r, essa força não está representada nesta
figura. A força desmagnetizante efetiva é ~F = − r̂ k′ r = ~Fk + ~Fa , em que ~Fk é o componente
dominante, uma vez que |~Fa| � |~Fk| . Dessa forma, dependendo do tipo do anel (que pode ser
constituı́do por impurezas magnéticas do tipo atrativa ou do tipo repulsiva) e também da região
onde o núcleo do vórtice descreve a trajetória girotrópica (dentro ou fora do anel) a constante
elástica efetiva k′ pode ser aumentada (k′ > k) ou diminuı́da (k′ < k). Para um nanodisco sem o
anel, a equação de Thiele prevê que a a frequência girotrópica é proporcional à constante elástica
(ω ∝ k). Assim, num nanodisco com o anel de impurezas magnéticas, a frequência girotrópica
pode ser aumentada ou diminuı́da uma vez que (ω ′ ∝ k′). Portanto, num nanodisco contendo o

anel de impurezas magnéticas é possı́vel modular a frequência girotrópica.

A equação de Thiele para o núcleo do vórtice num nanodisco prevê que a frequência

girotrópica é diretamente proporcional a constante elástica, veja por exemplo, a equação

(3.94). Um anel de impurezas magnéticas pode ser usado para proporcionar a variação local

do parâmetro k, vimos que dependendo do tipo do anel e também da região onde o núcleo

do vórtice descreve a trajetória girotrópica o parâmetro k′ efetiva pode ser aumentado ou di-

minuı́do. Portanto, num nanodisco contendo o anel de impurezas magnética é possı́vel pro-

mover a modulação da frequência girotrópica, ou seja, o anel permite fazer um ajuste fino na

frequência girotrópica.
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ANEXO A -- TRABALHOS PUBLICADOS

Abaixo anexamos os artigos publicados pelo grupo e que estão relacionados a essa

tese de doutorado.



Vortex core scattering and pinning by impurities in nanomagnets
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The dynamical behavior of a magnetic nanoparticle contaminated by pointlike impurities is

studied by using a spin dynamics numerical simulation. It was observed that the impurities can

behave both as pinning (attractive) and as scattering (repulsive) sites. A Gaussian profile was

observed for the interaction potential energy ranging up to two lattice parameters. Using the

known values of the parameters for Permalloy-79 we have calculated the interaction energy of

the vortex core with a single defect. We estimated the interaction range as approximately 10nm.

Both results agree quite well with experimental measurements. VC 2011 American Institute of
Physics. [doi:10.1063/1.3573518]

Recently it was discovered that some magnetic nano-

structures can present interesting properties that may lead to

building efficient new storage devices.1–4 In a magnetic

nanodevice like a nanodisk, the competition between the

magnetostatic energy and the exchange interaction is respon-

sible for the formation of a magnetic vortex in the ground

state.5 The static vortex has a planar configuration parallel to

the plane of the disk, except at the center of the vortex where

the magnetic moments point out in a direction perpendicular

to the disk plane, the z direction, which can be up or down

(6z respectively).6,7 The system is twofold degenerated,

since configurations up and down have the same energy.8

The manipulation of the vortex and a way to control the core

magnetization are subjects of paramount importance, since

the Z2 symmetry of the vortex core can be used as a bit in

storage devices. It was observed in numerical simulations

that switching can be induced by vortex–hole interaction9 or

by the application of a time-dependent external magnetic

field which induces a vortex gyrotropic motion.10,11

The interaction of the vortex core with lithographically

inserted defects has been the subject of intense investigation

in the last few years.12,13 For example, in Ref. 14 the authors

showed that vortices are attracted and pinned by nonmagnetic

impurities. It is known that even in pure samples, such as

nanodisks made of Permalloy, structural defects are distrib-

uted randomly through the material. In Ref. 15, the authors

found a density of defects of up to � 2 � 1011=cm2 for the

pinning sites in Permalloy nanodisks, which affect the vortex

dynamics. In Ref. 16 the authors used Lorentz transmission

electron microscopy to investigate the pinning behavior of

magnetic vortices. In a recent work, Compton et al.17 used

time-resolved Kerr microscopy to study the vortex-core

dynamics in individual magnetic disks. They observed

fluctuations in the frequency of the gyrotropic mode in nano-

disks of Permalloy. They argued that the fluctuations were

due to a distribution of nanoscale defects pinning the vortex

core. The authors estimated the average interaction energy of

the vortex core with a single nanoscale defect to be approxi-

mately 2eV. In Ref. 18 the authors discussed two possible

types of pointlike defects acting as pinning or scattering sites.

The question pointed out was: It is known that nonmagnetic

impurities act as pinning sites, but what could act as a scatter-

ing site? In this work we use spin dynamics simulations to

study a model for both magnetic pinning and scattering sites.

In the model we developed the interaction between the

magnetic sites in the nanodisk and the defects depends only

on the exchange energy. Following Ref. 19, we consider the

magnetic nanodisks modeled by magnetic moments with

dipole–dipole and exchange interactions. We can write a

model Hamiltonian for the nanodisk with magnetic impurities

using a pseudospin language as

H ¼ J � 1

2

X
hi 6¼i0;ji

~Si � ~Sj �
J0

2J

X
hi0;ji

~Si0 � ~Sj

8<
:

þ D

2J

X
i6¼j

~Si � ~Sj � 3 ~Si�ij
� �

� ~Si�ij
� �

rij=a3
� �

2
4

3
5
9=
;: (1)

Here the sites i and j are sites of the pure sample, i0 are for

sites that contain impurities; ~Si, ~Sj, and ~Si0 are dimensionless

vectors with fixed length representing classical spins located

in the sites i, j, and i0 and satisfying the condition j~Sj ¼ 1; J
(in units of energy) is the exchange coupling constant

between ~Si and ~Sj; J
0

is the exchange coupling constant

between ~Si0 and ~Sj; ri; j is the distance between sites i and j
measured in units of length; r̂ij ¼~rij=rij; and D is the dipole

strength. The parameter a is the lattice parameter defined as

the distance between the first neighbors sites in the lattice.

The sums in the first and second terms are over nearest

neighbors. The Hamiltonian (1) can be rewritten as H ¼ JH,

where H is the dimensionless term in curly brackets. We
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follow Ref. 20 to build the simulated nanodisk. The dynam-

ics of the system is followed by solving numerically the dis-

crete version of the Landau–Lifshitz–Gilbert (LLG)

equation21,22 given by

d~Si

ds
¼ � ~Si �

@H
@~Si

� �
þ a ~Si � ~Si �

@H
@~Si

� �
; (2)

where s is the dimensionless simulation time. The Hamiltonian

time, t, measured in seconds is obtained by t ¼ s=x0 (Ref.

24). For Permalloy-79, x0 ¼ 2:13� 1011 s�1.20 The equations

of motion were integrated forward by using a fourth-order pre-

dictor-corrector scheme with a damping parameter a ¼ 0:01

and time step ds ¼ 0:01 (dt ¼ 4:7� 10�14s for Permalloy-

79). The spin dynamics simulations were done in a nanodisk

with diameter d ¼ 25a and thickness l¼ a. Initially the vortex

was set at the center of the nanodisk in the presence of a mag-

netic impurity two sites away. The simulations were performed

with no cutoff in the dipolar energy term. The estimated value

for the ratio ðD=JÞ for Permalloy-79, ðD=JÞ ¼ 0:0708, was

used.20 We observed that if J
0
< J the vortex core moves to-

ward the magnetic impurity site, indicating an effective attrac-

tive potential of interaction between the vortex and the

magnetic impurity, as shown in Fig. 1 (see supplementary ma-

terial23). If J
0
> J the vortex core moves away of the magnetic

impurity site, indicating an effective repulsive potential of

interaction between the vortex and the magnetic impurity, as

shown in Fig. 2 (see supplementary material23). We have also

calculated numerically the interaction energy per site ðEintÞ
between the vortex core and the magnetic impurity as a func-

tion of the relative distance ðr=aÞ between them. The vortex

core was put at the center of a nano-disk with diameter

d ¼ 30a as shown in Fig. 3. A Gaussian profile for the interac-

tion energy, EintðrÞ ¼ E0 exp½�0:5ðr=rÞ2Þ�, was observed

for all values of the ratio J
0
=J. Here E0 ¼ Eintðr ¼ 0Þ is the

interaction energy when the center of the vortex coincides

with the impurity site. From Fig. 3 we see that if J
0
< J the

potential is attractive, if J0 > J the potential is repulsive. We

also observed that the interaction energy exhibits a maximum

(if repulsive) or a minimum (if attractive) at r¼ 0, decaying

rapidly to zero for jrj > 2a. The model for describing struc-

tural pointlike defects in nanoscaled ferromagnetic materials

presented in Ref. 18 agrees very well with the obtained

gaussian profile. In a micromagnetic approach the nanodisks

can be partitioned into cubical working cells of dimensions

a� a� a. Each site represents the center of a working cell. As

in Ref. 20 we consider a ¼ 5nm and the known exchange

stiffness A ¼ 8:125� 107eV=m for Permalloy-79-made sam-

ples. In the micromagnetic simulations J is considered as the

effective exchange coupling between neighboring cells given

by J ¼ 2Aa ¼ 8:125� 10�1eV. An estimate of the range of

the interaction gives jrj � 2a � 10nm, which is in close agree-

ment with the experimental results in Refs. 15 and 16. An esti-

mate of the interaction energy (E0) of the vortex core with a

single pinning impurity or defect can be done as follows. Our

model of nanodisks had approximately N¼ 717 sites (cells).

For J
0 ¼ 0:1J, E0 ¼ �4:18� 10�3 � 717� 8:125� 10�1eV

¼ �2:43eV and for J
0 ¼ 0:5J, E0 ¼ �1:35eV. These energy

values are of the same order of magnitude as those estimated in

Ref. 17 (approximately 2eV). Our results indicate that the pos-

sible origins of the pinning and scattering defects in thin films

could be the local reduction or increase in the exchange con-

stant respectively, caused by a local nanoscaled structural

FIG. 1. Snapshots of the dynamical behavior of a vortex core near an attrac-

tive magnetic impurity (J
0
< J). (a) A typical initial configuration with the

vortex core at the center of the nanodisk. The black circle symbol represents

a magnetic impurity located two sites away from the center. (b) Configura-

tion after 120 simulating time steps. (c) Configuration after 350 time steps

showing the vortex core at the impurity site. The simulation for later times

shows that this is an equilibrium position. See the supplementary material23

for a video of the vortex core motion in the presence of a magnetic attractive

impurity (enhanced online).

FIG. 2. Snapshots for the dynamical behavior of a vortex core near an repul-

sive magnetic impurity (J
0
> J). Symbol is the same as in Fig. 1. (a) A typi-

cal initial configuration with the vortex core located at the center of the

nanodisk in the presence of a magnetic impurity. (b) Configuration after 300

simulation time steps. (c) Configuration after 600 simulation time steps

showing the equilibrium position of the vortex core four sites away from the

impurity. See the supplementary material23 for a video of the vortex core

motion in the presence of a magnetic repulsive impurity (enhanced online).

FIG. 3. Interaction energy per site ðEint=JÞ as a function of the relative dis-

tance, ðr=aÞ, between the vortex core and the magnetic impurity considering

the vortex core located at the center of the nanodisk ðr ¼ 0Þ. The dotted

lines are adjustments of the Gaussian Eint=J ¼ ðE0=JÞ exp½�0:5ðr=rÞ2� for

several values of J
0
=J as shown in the inset. The corresponding values for

E0=Jð�103Þ are: �4:70;�4:18;�2:32;�0:93; 2:32; 4:63; 6:96; 9:29, and

r ¼ 0:77a for all J
0
=J.
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deformation. We believe that not all structural defects produced

in the samples are pinning defects, structural scattering defects

can also be produced and certainly will affect the gyrotropic

frequency as pointed out in Ref. 17. It should be very interest-

ing to have more investigation on this subject so that one could

validate (or not) our findings.

In summary, we have used spin dynamics simulations to

study a model for magnetic pinning and scattering sites. We

found that if the coupling between the defect with the mag-

netic atoms (J
0
) in the crystal is smaller than the coupling

between the magnetic atoms, the interaction potential

between the vortex and the impurity is attractive. On the

other hand if (J
0
> J) a repulsion is observed. Using the

known values of the parameters for Permalloy-79 we have

found that our results are in very good agreement with exper-

imental estimate. We observe that a potential technological

application can be the use of magnetic impurities lithograph-

ically inserted in magnetic nanodisks to control the gyro-

tropic mode and the core magnetization.
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a Departamento de Fı́sica, Laboratório de Simulac- ~ao Computacional, ICE, UFJF, 36036-330 Juizde Fora, MG, Brazil
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In this work we have used spin dynamics simulations to study the gyrotropic frequency behavior in

nano-disks of Permalloy with magnetic impurities. We consider the effect of attractive impurity and

repulsive impurity placed near the vortex core gyrotropic trajectory. We observed that the gyrotropic

frequency is affected by the presence of impurity. The gyrotropic frequency shift depends on the

relative position between the impurity and the vortex core gyrotropic trajectory and if impurity is

attractive or repulsive. Our results agree with the analytical model and with experimental behavior for

the gyrotropic frequency shown in the literature.

& 2012 Elsevier B.V. All rights reserved.

The magnetic devices can be used in many technological
applications, for example in magnetic random access memories
(MRAMs), digital reading heads, position sensors, devices for
measurements of currents to applications in medicine in cancer
treatment for example [1–6]. It was discovered recently that some
magnetic nano-structures can present interesting properties that
may lead to build efficient new storage devices [7–10]. Magnetic
nano-device like a nano-disk shows a magnetic vortex configura-
tion in ground state. The competition between magnetostatic
energy and the exchange interaction is responsible for the
formation of this magnetic vortex configuration in nano-disks
[11]. The study of the dynamics of the vortex and a way to control
the core magnetization is of paramount importance since the Z2
symmetry of the vortex core [12,13] can be used as a bit in store
devices. In numerical simulations it was observed that switching
can be induced by vortex–hole interaction [14] or by the applica-
tion of a time dependent external magnetic field which induces a
vortex gyrotropic motion [15,16].

In the last few years the interaction of the vortex core with
defects and impurities in magnetic materials has been the subject
of intense investigation [17–19]. Even in pure samples, such as
nano-disks made of Permalloy, structural defects are distributed
randomly through the material. As example, the density of defects

can be up to % 2Â 1011=cm2 for the pinning sites in Permaloy
nanodisks that affect the vortex dynamics [20]. The pinning
behavior of magnetic vortices was investigated by using Lorentz
transmission electron microscopy [21]. Recently, the vortex core
dynamics in individual magnetic disks was investigated using
time-resolved Kerr microscopy [22]; it was observed fluctuations
in the frequency of the gyrotropic mode in nano-disks of Permal-
loy. The authors argued that the fluctuations were due to a
distribution of nanoscale defects pinning the vortex core. In a
recent work [23] we showed the dynamical behavior of a magnetic
nano-disk contaminated by pointlike impurities, using micromag-
netic approach [24]. In this approach the nano-disk is partitioned
into cubical working cells containing many atoms. Each working
cell has dimensions aÂ aÂ a and volume vcell ¼ a3, where a is
greater than unit cell parameter a0. The spins in a working cell can
be considered mostly aligned, hence the dipole moment in a cell
has a fixed length mcell equal to the saturation magnetization times
the cell volume, mcell ¼Msvcell [25]. In our model of nano-disk each
site i will now represent the center of a working cell and an
impurity is a set of spins located in a particular working cell. We
define a unit vector m̂i ¼ mi

!
=mcell located in each site i, where mi

!
is

the dipole moment of the working cell. The interaction between
the magnetic cells in the nano-disk and the defects was considered
depending only on the exchange energy. We observed that the
magnetic impurities can behave both as apinning (attractive) and
scattering (repulsive) cells. Using the known values of the para-
meters for Permalloy-79 we have calculated the interaction energy
of the vortex core with a single defect and estimated the interac-
tion range as approximately 10 nm. Both results agree quite well

Contents lists available at SciVerse ScienceDirect

journal homepage: www.elsevier.com/locate/jmmm

Journal of Magnetism and Magnetic Materials

0304-8853/$ - see front matter & 2012 Elsevier B.V. All rights reserved.

http://dx.doi.org/10.1016/j.jmmm.2012.05.006

n Corresponding author. Tel.: þ55 32 3218 6020; fax: þ55 32 3227 33121.

E-mail addresses: jhsilva37@yahoo.com.br (J.H. Silva),

danilotoscano@yahoo.com.br (D. Toscano), sjfsato@fisica.ufjf.br (F. Sato),

pablo@fisica.ufjf.br (P.Z. Coura), bvc@fisica.ufmg.br (B.V. Costa),

sidiney@fisica.ufjf.br (S.A. Leonel).

Journal of Magnetism and Magnetic Materials 324 (2012) 3083–3086



Author's personal copy

with experimental measurements of Ref. [22]. Our results [23]
indicate that the possible origins of the pinning and scattering
defects in thin films can be the local reduction or increase in the
exchange constant respectively, caused by a local nanoscaled
structural deformation during the nanofabrication process. We
believe that not all structural defects produced in the samples are
pinning defects, structural scattering defects can also be produced
and certainly will affect the gyrotropic frequency as pointed out in
Ref. [22]. From the experimental point of view, the magnetic
impurities may also be lithographically inserted in magnetic nano-
disks [21].

In this work we use the model proposed in Ref. [23] and spin
dynamics simulations to study the influence of magnetic impu-
rities in the frequency of the gyrotropic mode in nano-disks of
Permalloy.

We consider the magnetic nano-disks modeled by magnetic
moments with dipole–dipole and exchange interactions [26] and
we follow Ref. [27] to build the simulated nano-disks. As in Ref.
[23], using a pseudospin language, we can write a model Hamil-
tonian for the nano-disk with magnetic impurities and under the
action of an external magnetic field as

H¼ J À1

2

X

/ia i0 ,jS

S
!

i Á S
!

jÀ
J0

2J

X

/i0 ,jS

S
!

i0 Á S
!

j

8
<
:

þ D

2J

X

ia j

S
!

i Á S
!

jÀ3ð S
!

i Á r̂ ijÞ Â ð S
!

j Á r̂ ijÞ
ðrij=aÞ3

2
4

3
5À

X

i

S
!

i Á bi
!

)
: ð1Þ

The sites i and j are sites without impurities in the sample. The
impurities are located in the sites i0 of the sample. Here ri,j,
measured in units of length, is the distance between sites i and j,
r̂ ij ¼ r

!
ij=rij and the parameter a is the lattice parameter defined

as the distance between the first neighbors sites in lattice. The
vectors S

!
i, S
!

j and S
!

i0 located in the sites i, j and i0 satisfying the
condition 9 S

!
9¼ 1. These vectors are dimensionless, analogous to

vectors m̂i, m̂j and m̂i0 respectively, and represent classical spins.
The exchange coupling constant between S

!
i and S

!
j is given by J

(in units of energy) and the exchange coupling constant between
S
!

i0 (impurities) and S
!

j is given by J0. The dipole strength is given
by D (in units of energy). The sums in thefirst and second terms
are over first neighbors and in the third term the sum runs over
the entire lattice. The sum in the last term is the contribution of
the Zeeman energy. The bi

!
is the dimensionless simulation

magnetic field and the external applied field, measured in Tesla

(T), is given by Bext
i

��!
¼ m0Msbi

!
[25] where Ms is the saturation

magnetization of the material. The Hamiltonian (1) can be
rewritten as H¼ JH, where H is the dimensionless term in curly
brackets. The dynamics of the system is followed by solving
numerically the discrete version of the Landau–Lifshitz–Gilbert
(LLG) equation [28,29] given by

d S
!

i

dt ¼À S
!

i Â
@H

@ S
!

i

" #
þa S

!
i Â S

!
i Â

@H

@ S
!

i

" #
, ð2Þ

where t is the dimensionless simulation time. The Hamiltonian
time t, measured in seconds, is obtained by [30] t¼ t=o0

(o0 ¼ 2:13Â 1011 sÀ1 for Permalloy-79 [27]). We used the
fourth-order predictor–corrector method and time step
dt¼ 0:01 to integrate the equations of motion (this leads to a
dt¼ 4:7Â 10À14 s for Permalloy-79). As the damping affects only
the amplitude of the gyrotropic mode and does not affect the
frequency gyrotropic, we use a¼ 0:0. In our simulations we
consider no cut-off in the dipolar interaction and used
ðD=JÞ ¼ 0:0708 for Permalloy-79 [27].

In our simulations to study the influence of magnetic impu-
rities in the frequency of the gyrotropic mode in nano-disks, we
consider a magnetic impurity near the vortex core gyrotropic
trajectory (of radius rmode shown schematically in Fig. 1). We
studied the effect of attractive impurity (J0o J) and repulsive
impurity (J04 J) [23] placed at a distance rimp from the center of
the nano-disk. We consider the possibilities where rimpormode

and rimp4rmode (see Fig. 1). To excite the gyrotropic mode around
the center of the nano-disk we consider the application of a pulse
of in-plane magnetic field Bext

i

��!
of magnitude 5 mT [15,16]. This

value ensures that the gyrotropic mode is excited without
destroying the vortex state. We use micromagnetic approach
with the values of the parameters of Permaloy-79, as described
in Refs. [23,27]. All simulations were done considering nano-disks
with thickness l¼10 nm and diameter d¼125 nm, 145 nm,
175 nm, 195 nm, 225 nm and 275 nm. For do125 nm the nano-
disks does not shows the magnetic vortex configuration in the
ground state [27].

We studied four situations: (1) rimpormode and J0o J, (2)
rimpormode and J04 J, (3) rimp4rmode and J0o J and (4)
rimp4rmode and J04 J. We follow the procedure used in Ref. [14]
for analysis of the gyrotropic frequency. In all situations we observed
that the gyrotropic frequency is affected by the presence of impurity.
The gyrotropic frequency shift is defined as Df ¼ f impÀf pure, where

Fig. 1. Vortex core gyrotropic trajectory in a nano-disk with diameter d¼ 225 nm and thickness l¼ 10 nm. The radius of the trajectory is rmode ¼ 35 nm. (a) Schematic view

of the relative position of the impurity in the nano-disk in the situation where rimpormode. (b) Schematic view of the relative position of the impurity in the nano-disk in

the situation where rimp4rmode. The black circle represents a magnetic impurity located near the gyrotropic trajectory, satisfying the condition 9rimpÀrmode9% 10 nm [23].
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fimp is the gyrotropic frequency in nano-disks in the presence of
impurity and fpure is the gyrotropic frequency in nano-disks
without impurities (pure sample). Fig. 2 shows the behavior of
the gyrotropicfrequency as a function of the diameter of the nano-
disks for situations (1) and (2), compared to the behavior of the
gyrotropic frequency in nano-disks without impurities (pure
sample). We observed that for rimpormode, if J

0o J the gyrotropic
frequency increases and if J04 J the gyrotropic frequency
decreases. Our results for the situation (1) are in qualitative
agreement with the experimental behavior of the gyrotropic
frequency shown in Ref. [22]. Fig. 3 shows the behavior of the
gyrotropic frequency as a function of the diameter of the nano-
disks for situations (3) and (4). We observed that for rimp4rmode, if
J0o J the gyrotropic frequency decreases and if J04 J the gyrotropic
frequency increases. From Figs. 2 and 3 we see that the gyrotropic
frequency shift 9Df 9 in all situations can be considered indepen-
dent of the diameter of the nano-disks,which also is in agreement
with the experimental observation from Ref. [22]. In our model for
magnetic impurities the 9Df 9 depends on the ratio J0=J.

The vortex core dynamics are governed by the Thiele force
equation [15,31,32]:

F
!

kþ F
!

Gþ F
!

D ¼ F
!

ðtÞ ð3Þ

where F
!

k is the restoring force that arises when the vortex core is

displaced from the center of the nano-disks, F
!

G is the gyrotropic

force that arises due to the speed of the vortex core, F
!

D is the

damping force and F
!

ðtÞ is the time-dependent driving force. As
explained in Ref. [22] the restoring force can be given by

F
!

k ¼Àk R
!

, where R
!

is the vortex core displacement from the
center of the nano-disks and the effective spring constant

k¼ kMþDkimp. The kM is the contribution due to the magneto-

static properties of the entire vortex and the Dkimp refers to a

contribution due to vortex core interaction with the impurity.

Also, it was shown in Ref. [22] that DfpDkimp. Based on this

model, our results indicate that the presence of impurity

in situations (1) and (4) makes Dkimp40 increasing the gyrotropic

frequency (Df40) and the presence of impurity in situations

(2) and (3) makes Dkimpo0 decreasing the gyrotropic frequency

(Dfo0).
In summary, we have used spin dynamics simulations to study

the influence of magnetic impurities in the gyrotropic frequency
in nano-disks of Permalloy. We studied the effect of attractive and
repulsive impurity placed near the vortex core gyrotropic trajec-
tory. We observed that in the four situations considered the
frequency is affected by the presence of impurity. The gyrotropic
frequency shift Df depends on the relative position between the
impurity and the vortex core gyrotropic trajectory and if impurity
is attractive or repulsive. Our results agree with the analytical
model and with experimental behavior for the gyrotropic fre-
quency shown in Ref. [22]. A potential technological application
can be the use of rings of magnetic impurities lithographically
inserted in magnetic nano-disks to control the gyrotropic fre-
quency and the core magnetization.
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In this work, we used numerical simulations to study the effect of a ring of magnetic impurities on

the vortex core dynamics in nanodisks of Permalloy. The presence of the ring not only allowed us

to modulate the gyrotropic frequency but also provided us a way to confine the vortex core. We

observed that the gyrotropic frequency depends on the ring parameters. Moreover, we have noticed

that the switching of the vortex core polarity can be obtained from the vortex core-impurity

interaction under peculiar conditions, in particular, when the ring works for pinning the vortex

core. VC 2012 American Institute of Physics. [http://dx.doi.org/10.1063/1.4772071]

Nowadays, nanomagnets can be fabricated to present

different magnetization states, depending on its geometric

characteristics and the material of which it is made of. In

particular, a soft nanomagnet in the shape of a disk can ex-

hibit a magnetic vortex in the remanent state.1–5 The compe-

tition between the exchange and dipolar energies is

responsible for the curl configuration of the magnetic

moments that arises as an intermediate state between mono

and multidomain.6 At the core of the magnetic vortex a

magnetization perpendicular to the plane of disk can be

developed; the vortex polarity determines the sense of this

out-of-plane magnetization (up or down). From the techno-

logical point of view, these discrete states can be useful to

store information, so that, a nanodisk containing a vortex

configuration could store up to 2 bits of data.7

It is well known that the simplest effect induced by an in-

plane external magnetic field is the vortex core displacement.

Since the vortex core is polarized, it describes an elliptical tra-

jectory around some fixed point. This motion is known as the

gyrotropic mode. The sense of rotation depends only on the vor-

tex core polarity. The frequency of the gyrotropic mode is of

order of 102 MHz being determined by the disk aspect ratio.8,9

In the last few years, much effort has been dedicated to

control the polarity switching. It has been experimentally

observed that applying a small-amplitude field pulse10 or a

spin polarized current11 can switch the polarity.

Some works reported that defects can influence the vortex

core dynamics. One can distinguish two classes of defects,

magnetic and nonmagnetic. The vortex core pinning by non-

magnetic defects (vacancy or cavity) was predicted theoreti-

cally12 and observed experimentally.13 Such defects can attract

and capture the vortex core. Corresponding analytical and

micromagnetic calculations, modelling the vacancy defects, are

in good agreement with reported experiments.14–16 Further-

more, it was observed that the gyrotropic frequency at low

excitation amplitudes was significantly influenced by intrinsic

defects.17,18 If the vortex core is captured by artificial defects in

the form of cavities, its out-of-plane component is substantially

reduced or even vanishes. In this case, the commonly observed

gyrotropic mode is suppressed.19,20 The basic physics behind

the mechanism of the vortex core pinning by nonmagnetic

defects is widely discussed in Ref. 21. Nevertheless, for some

special conditions, it has been observed in simulations that the

vortex core switching can occur due to the interaction between

the vortex core and the nonmagnetic defects.22 A model for

structural defects in nanomagnets was proposed in Ref. 23; the

authors discussed two possible types of pointlike defects acting

as pinning or scattering sites for the vortex core. There, the fol-

lowing question is pointed out: It is known that nonmagnetic

impurities act as pinning sites, but what could act as scattering

sites? In a recent work,24 the answer to this question was

addressed. Numerical results indicate that a possible origin of

the pinning or scattering defects in nanomagnets could be the

local reduction or increase in the exchange constant, respec-

tively. In another recent work,25 it was shown that the gyro-

tropic frequency is affected by the magnetic impurities. From

the experimental point of view, magnetic impurities can be

lithographically inserted in nanomagnets.

The main goal in this paper is to investigate how the dy-

namics of the vortex core is influenced by an arrangement of

magnetic impurities in nanodisks. In particular, we study a

circular distribution of the impurities as shown in Fig. 1.

In an early work, we have presented a Hamiltonian

model describing two types of pointlike magnetic impurities

that can behave as pinning and scattering sites for the vortex

core.24 We have considered a classical ferromagnet model

described by the following Hamiltonian:

H ¼ J

(
� 1

2

X
<i6¼i0 ; j>

m̂i � m̂j �
J
0

2J

X
<i0 ; j>

m̂i0 � m̂j

þ D

2J

X
i; j

m̂i � m̂j � 3ðm̂i � r̂ ijÞðm̂j � r̂ ijÞ
ðrij=aÞ3

" #

� Z

J

X
i

m̂i � ~bext
i

)
; (1)
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where m̂k � ðmx
k;m

y
k;m

z
kÞ is a dimensionless vector with

jm̂kj ¼ 1 representing the magnetic moment located at the

site k of the lattice. The first term in Eq. (1) represents the

ferromagnetic coupling only for sites without impurities,

whereas the second take into account the exchange interac-

tion between sites with and without impurities. The exchange

interactions between magnetic sites and that one containing

the impurity were modelled by ferromagnetic coupling with

the exchange constant strength J0 differing of its value for

sites without defects J. In this way, we describe two possible

types of magnetic impurities, acting as pinning (J0 < J) or

scattering (J0 > J) sites for the vortex core. The following

terms are dimensionless versions of dipolar and Zeeman

interactions, respectively. The Hamiltonian (1) can be rewrit-

ten as H ¼ JH, where H is the dimensionless term in curly

brackets. The system energy is measured in unities of J.

The dynamics of the system is followed by solving

numerically the discrete version of the Landau-Lifshitz-Gilbert

equation given by

dm̂i

ds
¼ � 1

1þ a2
½m̂i � ~bi þ am̂i � ðm̂i � ~biÞ�; (2)

where ~bi ¼ � @H
@m̂i

is the dimensionless effective field at site i,
containing individual contributions from the exchange, dipo-

lar, and Zeeman fields.

In the micromagnetics approach, the interaction constants

depend on the material parameters and also the manner in

which the system is partitioned into cells. As in Refs. 24 and

25, we have chosen to use cubic cells of edge length a. In this

case, the interaction constants between the cells are given by

J¼ 2 A a and D
J ¼ 1

4p ðakÞ
2
. If there is an external applied mag-

netic field, the coefficient of Zeeman interaction is Z
J ¼ ðakÞ

2
.

We have used the typical parameters for Permalloy-79: the

saturation magnetization MS ¼ 8:6� 105 A=m, the exchange

stiffness constant APy ¼ 1:3� 10�11 J=m, and the damping

constant a ¼ 0:01. Using these parameters, we have estimated

the exchange length as k ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffi

2A
l0M2

S

q
� 5:3 nm and the unit cell

size was chosen as 5� 5� 5 nm3. The time t is obtained by

t ¼ s=x0, where s is the dimensionless simulation time and

x0 ¼ ðkaÞ
2l0cMs. For Permalloy-79, x0 � 2:13� 1011 s�1.

The equation of motion (2) was integrated forward by using a

fourth-order predictor-corrector scheme with time step

Ds ¼ 0:01. In our simulations, we have used the nanodisks

with diameter d¼ 170 nm and thickness L¼ 10 nm, differing

one to another only in the ring parameters: local variation of

the exchange constant J0=J along the ring and ring diameter

d0. The corresponding disk without ring was taken as a

reference.

We have chosen as initial condition the disk with a vortex

configuration with upward polarity and counter-clockwise

chirality. The integration of the equations of motion (2) at

external magnetic field ~b
ext

i ¼~0 leads the system to a local

energy minimum configuration and we assumed that the

nanodisk remanent state was reached. The states obtained in

this way were saved to be used as initial configurations in the

studies of the gyrotropic mode and switching of vortex

polarity.

Over a wide range of the ring diameter d0 and exchange

constant ratio J0=J, we numerically calculated the dynamic

response of the remanent state to a homogeneous in-plane

magnetic field pulse

~Bext
i ¼ ŷ B sinð2p � tÞ: (3)

All simulations were done using � ¼ 0:5 GHz. The relation

between the applied magnetic field and its dimensionless

corresponding is ~B
ext

i ¼ l0MS
~b

ext

i .

To excite the gyrotropic mode, we used a low excitation

amplitude B¼ 3 mT. We observed that the vortex core

describes a circular trajectory within the ring. The gyrotropic

frequency dependence with the ring parameters is shown in

Fig. 2. As a reference, we plot the gyrotropic frequency of

the nanodisk without the ring ðJ0=J ¼ 1Þ, being shown as the

dashed line. A local reduction of the exchange constant

(J0=J < 1) always lowers the gyrotropic frequency of the

nanodisk. On the other hand, if (J0=J > 1) the gyrotropic fre-

quency increases. The variation in gyrotropic frequency is

more pronounced for smaller ring diameters. That might be

expected, since the interaction between the vortex core and

the magnetic impurity is short-ranged. As expected, for

FIG. 1. Schematic of the modified nanodisks. The blue circles represent small

clusters containing impurities; they define the ring of magnetic impurities.

FIG. 2. Gyrotropic frequency depending on the local variation of the

exchange constant J0=J and ring diameter d0. The dashed line, in black, cor-

responds to the gyrotropic frequency of the nanodisk without the ring of

magnetic impurities, in this case 0.543 GHz. The effect of an attractive ring

(J0=J < 1) is to lower the gyrofrequency, whereas the effect of a repulsive

ring (J0=J > 1) is to increase gyrofrequency.

252402-2 Toscano et al. Appl. Phys. Lett. 101, 252402 (2012)
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larger values of the ring diameter, the gyrotropic frequency

tends to the frequency of the reference disk (J0=J ¼ 1).

The reason why the magnetic impurities insertion modi-

fies the gyrotropic frequency can be understood using a

Thiele approach26 and is discussed in Ref. 25.

The dynamics of the vortex core is substantially affected

if the ring diameter approaches the gyrotropic trajectory di-

ameter (30 nm for the disk without the ring). When

(J0=J > 1), we observed the confinement of the vortex core,

namely, the gyrotropic trajectory diameter is reduced. In

extreme cases (J0=J � 1), due to the radial symmetric distri-

bution of repulsive impurities, the vortex core can get stuck

in its equilibrium position and the gyrotropic mode is not

excited. Above a critical amplitude B, the vortex core

escapes from inside the ring.

Augmenting the excitation amplitude, we have noticed a

phenomenon not yet observed: the switching of polarity can

be obtained from the interaction between the vortex core and

magnetic impurity under peculiar conditions. The mecha-

nism of switching involves necessarily a pinning site

(J0=J < 1), the relative position of the attractive magnetic

impurity in relation to the disk center and an external agent.

A set of 30 nanodisks with different ring of magnetic

impurities was submitted to an in-plane magnetic field for

varied excitation amplitudes B, see Fig. 3. The chosen values

of B are not strong enough to reverse the vortex polarity in

the nanodisk without the ring. For B¼ 20 mT, the vortex

core expulsion was observed in our reference nanodisk but

not if the ring is present. Thus, using the ring, we can expect

an increase in the saturation field. For a strong excitation am-

plitude B, the dominant event is a random multiple switch,

such that the polarity cannot be reversed in a controllably

way. For moderate amplitudes, B¼ 10, 12, and 15 mT, the

multiple switches region is mainly concentrated in the region

of smaller ring diameters. Whenever the pinning effects are

weak, (J0=J ! 1), no reversal is observed. In the case of

strong pinning effects, (J0=J ! 0), the polarity cannot be

controlled because the vortex core is pinned in some point of

the ring. As shown in Fig. 3, the control of the polarity

occurs in a very well defined range of parameters. In short,

the polarity switching mechanism must involve a single

interaction between the vortex core and the ring. The exter-

nal field must be strong enough to provide the kinetic energy

necessary, so that, the vortex core does not get stuck. Besides

attracting the vortex core, a magnetic impurity of the pinning

site reduces its out-of-plane component; as a result of the

interaction, the vortex core magnetization can be reversed.

In summary, we have shown how the dynamics of the

vortex core in a nanodisk can be managed introducing a dis-

tribution of impurities in the system; with this we can control

the gyrotropic mode and the vortex core magnetization. A

fine tuning of the gyrotropic frequency can be obtained

through the control of the exchange constant strength and the

impurity distribution. When the gyrotropic trajectory is

described inside the ring, the effect of an attractive ring

(J0=J < 1) is to reduce the gyrotropic frequency, whereas the

FIG. 3. Polarity controllability diagram

for the magnetic impurities ring parame-

ters in Py nanodisks with diameter

d¼ 170 nm and thickness L¼ 10 nm.

Red triangles correspond to a combina-

tion of parameters when a single switch-

ing occurs and black circles include the

following events: dynamics of vortex

core without switching, multiple

switches, pinning, or expulsion of the

vortex core.

252402-3 Toscano et al. Appl. Phys. Lett. 101, 252402 (2012)
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effect of a repulsive ring (J0=J > 1) is to increase the gyro-

tropic frequency. Moreover, we showed an alternative mech-

anism to switch the vortex polarity, mediated by the

interaction between the vortex core and attractive magnetic

impurities. The control of the polarity occurs in a very well

defined range of parameters. In our simulations, the polarity

switching can be obtained for an amplitude of 	10 mT with

the switching time about 1.5 ns. The great differential of this

polarity switching process is that it does not require a high

excitation amplitude. A nonmagnetic defect, such as a cav-

ity, has already been intentionally incorporated in Permalloy

disks by using an image reversal electron beam lithography

process.13,14 We believe that a magnetic impurity can

be lithographically inserted in nanodisks by depositing a

ferromagnetic material into a cavity previously created. In

order to verify our predictions, a ring of cluster of Ni or

Fe (ANi ¼ 0:86� 10�11 J=m; AFe ¼ 1:98� 10�11 J=m),27 for

example, could be inserted in Permalloy nanodisks to act as

attractive or repulsive ring for the vortex core, respectively.

As ANi < APy, we expect that JNi < J0 < JPy for attracting,

and as AFe > APy, we expect that JPy < J0 < JFe for scatter-

ing the vortex core. We consider here only one possible real-

ization of the vortex core dynamics controllability with a

very single ring. We believe that the usage of others mag-

netic impurity distributions lithographically inserted will be

promising for different applications of nanomagnets.

This work was partially supported by CNPq and FAPE-

MIG (Brazilian Agencies). Numerical works were done at the

Laborat�orio de Simulaç~ao Computacional do Departamento

de F�ısica da UFJF.
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We used numerical simulations to study the dynamical behavior of the transverse domain wall

(TDW) in nanowires made of Permalloy-79 contaminated by pointlike magnetic impurities. It was

observed that the magnetic impurities can behave both as pinning (attractive) and as scattering

(repulsive) sites for the TDW. We have found that the nearer to the bottom edge of the nanowire is

located the magnetic impurity, the larger is the magnitude of the pinning and the scattering energy,

which agrees with experimental observation. We also observed that the interaction energy and the

range of the interaction potential depend on the width of the nanowire. The presence of magnetic

impurity affects the motion of the TDW. VC 2013 AIP Publishing LLC.

[http://dx.doi.org/10.1063/1.4812562]

I. INTRODUCTION

Recently, magnetic nanostructures such as magnetic

nanowires, that exhibit domain walls (DW), have been inves-

tigated for applications in logic devices1,2 and in high speed

random access memories (high speed RAM).3,4 Magnetic

domains and DWs can be used for logic and memory opera-

tions. For the development of such technologies, it is crucial

to understand the process of magnetization of these ferro-

magnetic structures as well as control the movement of

DWs. Particularly in magnetic nanowires, the relation

between the thickness and width provides two types of DWs,

the vortex domain wall (VDW) and the transverse domain

wall (TDW).5,6 The competition between exchange energy

and magnetostatic energy is responsible for the predomi-

nance of one of these structures. For smaller widths, the

magnetostatic energy is minimized by forming a transverse

domain wall. If the width increases, this energy also

increases due to the appearance of many free magnetic

charges, which favors the formation of one closure structure,

characteristic of vortex domain wall.

The manipulation of DWs in the nanowire is made by

using applied magnetic fields7–11 or spin-polarized

currents.12–16 For the applicability of DWs, their mobility

should be large and possible to be controlled. Applying an

external magnetic field along the magnetization axis of the

nanowire moves the DW to minimize the Zeeman energy.

The maximum velocity achieved by DW depends on the ma-

terial damping parameter,12,17 the intensity and the type of

the external applied field,8,11,18 and the dimensions of the

nanowire.19–21 This velocity is limited by the Walker field22

and above this field the internal structure of DW is modified

by the precession of the magnetization, which leads to a

reduction in its velocity. This fact has been confirmed

experimentally.23,24

The position control of the DW is proposed by various

forms of pinning.9,17,25–28 Experimentally, artificial defects

as constrictions and protrusions which alter the local geome-

try of the nanowire are used to generate a potential that acts

as a pinning site for DW.29–31 In Ref. 17, the authors alter

the damping constant through Ho doping in nanowires of

Permalloy, which changes the pinning field of DWs and their

velocity. The micromagnetic simulations show that the

increase of damping constant makes the structure of the DW

more rigid. In Ref. 28, the irradiation of chromium ions in a

sample of Permalloy induces the formation of soft magnetic

spots square in the nanowire, which generate pinning sites

without the need to modify its geometry. Through topologi-

cal defects, experimental measurements determine the veloc-

ity and position of the VDW in spin valve by measuring the

change in giant magnetoresistance.32 Studies of a single DW

in a magnetic wire show the possibility of controlling the ve-

locity and trapping the DW experimentally by varying local

fields.33 To determine and understand the pinning potential

of DWs generated by intrinsic defects or created in their ge-

ometry is of paramount importance to understand and control

the dynamics of DWs.

In this work, we use spin dynamic simulation to study

the effect of magnetic impurities in the DW dynamics. We

consider nanowires made of Permalloy with length

L¼ 1.3 lm, width x between 10.0 nm and 65.0 nm, and

thickness t¼ 10 nm, with a TDW as shown in Fig. 1.

Following Ref. 34, we consider the interaction between the

magnetic sites in the nanowires and the impurities depending

only on the exchange energy. We analyze the interaction

energy between the magnetic impurity and TDW. Finally,

we consider an applied magnetic field on the axis of magnet-

ization of the nanowire and verify the changes in the velocity

of TDW due to the presence of an impurity.
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II. MODEL AND METHODOLOGY

The magnetic nanowires are modeled by magnetic

moments with dipole-dipole and exchange interactions. The

model Hamiltonian for the nanowires in the presence of the

magnetic impurities can be written as34

H ¼ J � 1

2

X
hi6¼i0; ji

m̂i � m̂j �
J0

2J

X
hi0;ji

m̂i0 � m̂j

(

þ D

2J

X
i;j

m̂i � m̂j � 3ðm̂i � r̂ ijÞðm̂j � r̂ ijÞ
ðrij=aÞ3

" #

�Z

J

X
i

m̂i � ~b
ext

i

)
; (1)

where i and j represent sites of the pure sample and i0 is for

sites containing impurities; m̂i; m̂j, and m̂i0 are dimensionless

vectors that satisfy the condition jm̂j ¼ 1 representing the

magnetic moments located in the sites i, j, and i0, respec-

tively; rij is the distance between the sites i and j measured in

units of length, a is the lattice parameter of the material; and

J(in units of energy) is the exchange coupling constant

between m̂i and m̂j. The exchange interactions between mag-

netic sites and that one containing the impurity were mod-

elled by ferromagnetic coupling with the exchange constant

strength J0 differing its value for sites without defects J. J0 is

the exchange coupling constant between m̂i0 and m̂j, and D is

the dipole strength. Z is the Zeeman energy of the system

and bext
i is the external magnetic field. The lattice parameter

a represents the distance between the first neighbors sites in

a cubic lattice. The sums in the first and second terms are

over nearest neighbors. The first term represents the ferro-

magnetic coupling only for sites without impurities, whereas

the second takes into account the exchange interaction

between sites with and without impurities. The Hamiltonian

(1) can be rewritten as H ¼ JH, where H is the dimension-

less term in curly brackets. The system energy is measured

in units of J. The dynamics of the system is followed, as in

Refs. 34 and 35, by solving numerically the discrete version

of the Landau-Lifshitz-Gilbert equation given by

dm̂i

ds
¼ � 1

1þ a2
½m̂i � ~bi þ a m̂i � ðm̂i � ~biÞ�; (2)

where s is the dimensionless time defined as s ¼ t � x0,

where t is the Hamiltonian time, measured in seconds,36 a is

the material damping parameter, and ~bi ¼ � @H
@m̂i

is the

dimensionless effective field at site i, containing individual

contributions from the exchange, dipolar, and Zeeman fields.

We used the reference value x0 ¼ 2:13� 1011s�1 for

Permalloy-79.35 We integrated the equations of motion (2)

using a fourth-order predictor-corrector scheme with a damp-

ing parameter a ¼ 0:01 and time step ds ¼ 0:01

(dt ¼ 4:7� 10�14s for Permalloy-79).

In the micromagnetic approach, the interaction constants

depend on the material parameters and also the manner in

which the system is partitioned into cells. As in Refs. 34, 37,

and 38, we have chosen to use cubic cells of edge length a. In

this case, the interaction constants between the cells are given

by J¼ 2 A a and D
J ¼ 1

4p ðakÞ
2
. If there is an external applied

magnetic field, the coefficient of Zeeman interaction is
Z
J ¼ ðakÞ

2
. We have used the typical parameters for Permalloy-

79: the saturation magnetization MS ¼ 8:6� 105 A/m and

the exchange stiffness constant A ¼ 1:3� 10�11J/m.

Using these parameters, we have estimated the exchange

length as k ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffi

2A
l0M2

S

q
� 5:3 nm and the unit cell size was cho-

sen as 5� 5� 5 nm3. The simulations were performed with

no cutoff in the dipolar energy term.

As for vortex core in the nanodisks,34 we describe two

possible types of magnetic impurities acting as pinning

(J0 < J) or scattering (J0 > J) sites for the TDW in the

nanowires.

The application of a field pulse bext
i along the nanowire

axis (x-axis) moves the TDW. The field pulse is given by

bext
i ðtÞ ¼ bext

i ½1� cosð2p f tÞ�; (3)

where we used the frequency f¼ 1 GHz. The domain wall

velocity v(t) can be calculated from the derivative of the av-

erage magnetization of the nanowire20

vðtÞ ¼ L

2

dhmxðtÞi
dt

; (4)

where mx represents the magnetization in the x direction.

III. RESULTS AND DISCUSSIONS

Initially, the TDW was set at the center of the nanowire

in the presence of a magnetic impurity a few sites away. We

observed that if J0=J < 1, the TDW moves toward the mag-

netic impurity site and is trapped by it due to an effective

attractive potential of interaction between the TDW and the

magnetic impurity, as shown in Fig. 2. If we consider

J0=J > 1, the TDW moves away of the magnetic impurity

site due to an effective repulsive potential of interaction

between the TDW and the magnetic impurity, as shown in

Fig. 3.

Since the TDW is asymmetrical with respect to the

y-axis (see Fig. 1), we analyzed the behavior of the potential

of interaction between the TDW and the magnetic impurity

considering different positions to the magnetic impurity

along the y-axis. In this work, “bottom edge” refers to the

edge where the TDW magnetization points toward the inside

of the nanowire and “top edge” refers to the edge where the

TDW magnetization points toward the outside of the nano-

wire (see Fig. 4). Figure 5 shows the interaction energy

behavior as a function of the relative distance (r/a) between

FIG. 1. Schematic view of the nanowire with length L along x-axis, width x
along y-axis, and thickness t along z-axis. Initially, the TDW is considered

in the center of the nanowire at r¼ 0.
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the center of the TDW and the magnetic impurity for each y

position considered. First, we considered an attractive impu-

rity with J0=J ¼ 0:1 in the nanowire with x ¼ 45 nm.

We have found that the nearer to the bottom edge is

located the magnetic impurity, the larger is the magnitude of

the pinning energy. From the experimental view point, the

introduction of magnetic impurity near to the bottom edge of

the nanowire is more favorable to pinning TDW. This also

happens for ring-shaped nanowires where topological edge

defects confine VDW.30 If the impurity is located very near to

the bottom edge of the nanowire, the interaction energy has a

Gaussian profile, as shown in Fig. 5 for y/a¼�4.5 and �3.5.

If the impurity is located not very near to the bottom edge of

the nanowire, the profile of the interaction energy presents

two minimum points, as shown in Fig. 5 for y=a � �2.5.

Figure 6 shows the results considering repulsive impu-

rity with J0=J ¼ 2:5 in the nanowire with x ¼ 45 nm.

Figure 7 shows the results considering attractive impurity

with J0=J ¼ 0:1 in the nanowire with x ¼ 25 nm. It is

observed from Figure 6 that for repulsive impurity, the inter-

action energy presents the same behavior. Comparing the

results of Figures 5 and 7, we observed that the interaction

energy and the interaction range depend on the width of the

nanowire. For example, considering the magnetic impurity

on the bottom edge, for x ¼ 45 nm, the interaction range is

�9a ¼ 45 nm and for x ¼ 25 nm, the interaction range is

�8a ¼ 40 nm. This is due to the fact that the wall-width pa-

rameter D depends on the x.6,19 It can also be observed from

Figures 5 and 7 that the interaction range r/a depends on the

y position of the magnetic impurity in the nanowire. We

have found that the nearer to the bottom edge is located

the magnetic impurity, smaller is the interaction range.

For x ¼ 45 nm and y/a¼�4.5, the interaction range is

�9a ¼ 45 nm and for x ¼ 45 nm and y/a¼ 4.5, the interac-

tion range is �12a ¼ 60 nm. This is due to the fact that the

TDW is narrower on the bottom edge.

We also analysed the behavior of the potential of inter-

action between the TDW and the magnetic impurity as a

function of the relative distance (r/a) between them for vari-

ous values of J0=J (see Fig. 8). We consider x ¼ 25 nm and

the magnetic impurity located on the bottom edge of the

nanowire. We observed from Figure 8 that the interaction

range does not depend on the ratio J0=J and the interaction

energy has a Gaussian profile.

FIG. 2. Snapshots of the dynamical behavior of the TDW near an attractive

magnetic impurity J0=J < 1 in the nanowire with x ¼ 25 nm. The black

circle symbol represents a magnetic impurity. (a) A typical initial configura-

tion with the TDW at the center of the nanowire and the magnetic impurity

located eight sites away from the center. (b) Configuration after 7 ns. (c)

Configuration after 14 ns showing TDW pinning at the magnetic impurity.

FIG. 3. Snapshots of the dynamical behavior of the TDW near an repulsive

magnetic impurity J0=J > 1 in the nanowire with x ¼ 25 nm. The black

circle symbol represents a magnetic impurity. (a) A typical initial configura-

tion with the TDW at the center of the nanowire and the magnetic impurity

located eight sites away from the center. (b) Configuration after 7 ns. (c)

Configuration after 14 ns showing TDW scattering by the magnetic

impurity.

FIG. 4. Schematic view of how we consider the y position of the magnetic

impurity in the nanowire. In this example, the nanowire has x ¼ 9a. Bottom

edge refers to the edge where the TDW magnetization points toward the

inside of the nanowire, and top edge refers to the edge where the TDW mag-

netization points toward the outside of the nanowire.

FIG. 5. Interaction energy as a function of the relative distance (r/a),

between TDW and magnetic impurity considering the TDW located at the

center of the nanowire (r¼ 0). The interaction energy was calculated for sev-

eral values of the position to the magnetic impurity along the y-axis (y/a).

Here, we consider J0=J ¼ 0:1 and x ¼ 45 nm.
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Finally, we consider the application of a magnetic field

pulse given by Eq. (3) with bext
i ¼ 2 mT and 1.0 ns along the

positive x-axis of a nanowire with x ¼ 25 nm and a mag-

netic impurity at r/a ¼ 70 and y/a¼� 1.5. During the field

pulse, the TDW reaches a velocity of 100 m/s and continues

the movement along the positive x-axis direction of the

nanowire, as shown in Figure 9. At 3.90 ns, the TDW passes

through the magnetic impurity and due to its influence, we

observed an instantaneous variation in the TDW velocity. At

6.40 ns, the TDW reaches the edge of the nanowire, where it

is reflected and starts to move in the opposite direction (neg-

ative velocity).20 We can also observe a similar instantane-

ous variation in the TDW velocity when it passes again

through the magnetic impurity. Thus, we can observe that

the presence of magnetic impurity affects the velocity of the

TDW. A quantitative study of the effect of magnetic impur-

ities on the TDW motion can be done in the future to further

conclusions.39,40

IV. CONCLUSION

In summary, we have used spin dynamics simulations to

study the behavior of the interaction potential between TDW

and magnetic impurities in magnetic nanowires. We use the

model proposed in Ref. 34 for magnetic impurities. We

observed that if the exchange constant strength J0 between

magnetic sites of the sample and that one containing the im-

purity is smaller than the exchange coupling constant J
between magnetic sites in the sample ðJ0 < JÞ, the interac-

tion potential between TDW and the impurity is attractive. If

J0 > J, the interaction potential between TDW and the impu-

rity is repulsive. We used the known values of the parame-

ters for the Permalloy-79. We have found that the interaction

range and the interaction energy between TDW and mag-

netic impurities depend on the position of the impurity along

the transverse direction in the nanowire. The nearer to the

bottom edge is located the magnetic impurity, the larger is

the magnitude of the interaction energy, which agrees with

experimental observations. The interaction energy and the

interaction range depend on the width of the nanowire. We

also observed that the presence of magnetic impurity affects

FIG. 6. Interaction energy as a function of the relative distance (r/a),

between TDW and magnetic impurity considering the TDW located at the

center of the nanowire (r¼ 0). The interaction energy was calculated for

several values of the position to the magnetic impurity along the y-axis (y/

a). Here, we consider J0=J ¼ 2:5 and x ¼ 45 nm.

FIG. 7. Interaction energy as a function of the relative distance (r/a),

between TDW and magnetic impurity considering the TDW located at the

center of the nanowire (r¼ 0). The interaction energy was calculated for

several values of the position to the magnetic impurity along the y-axis (y/

a). Here, we consider J0=J ¼ 0:1 and x ¼ 25 nm.

FIG. 8. Interaction energy as a function of the relative distance (r/a),

between TDW and magnetic impurity considering the TDW located at the

center of the nanowire (r¼ 0). The interaction energy was calculated for

several values of the J0=J. Here, we consider x ¼ 25 nm and the impurity

located on the bottom edge of the nanowire at y/a¼�2.5.

FIG. 9. TDW velocity as a function of time in a nanowire with x ¼ 10 nm

and a magnetic impurity (J0=J ¼ 1:5) at r/a¼ 70, y/a¼�1.5. The applied

magnetic field pulse has the amplitude 2 mT and 1.0 ns.
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the motion of the TDW. A nonmagnetic defect, such as a

cavity, has already been intentionally incorporated in

Permalloy nanomagnets by using an image reversal electron

beam lithography process.41,42 A cluster of magnetic impur-

ities can be lithographically inserted in nanowires by depos-

iting a ferromagnetic material into a cavity previously

created. The inclusion of a cluster of magnetic impurities

can induce changes in the magnetic properties locally. A

local reduction of the magnetization saturation by the inser-

tion of soft magnetic material acts as a pinning region for the

TDW28 and we believe that a local increase would act as a

scattering region. The insertion of hard magnetic material

besides inducing a local variation of the magnetization satu-

ration can also affect locally the magnetocrystalline anisot-

ropy. As the exchange energy dominates, we believe that a

local variation in the magnetocrystalline anisotropy should

not affect qualitatively our results, but a quantitative study

can be done to further conclusions. We observe that a poten-

tial technological application in memory devices can be the

use of magnetic impurities lithographically inserted in mag-

netic nanowires to control the positions of the domain walls.
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We have performed numerical simulations to demonstrate that the domain wall movement can be

controlled introducing a distribution of magnetic impurities in a nanowire. In particular, we have

considered two identical impurities equidistant from the nanowire width axis. Pinning and

scattering sites for the domain wall can be defined by magnetic impurities, consisting of a local

variation of the exchange constant. The domain wall motion was induced by application of a

magnetic field pulse and our results indicate that it is possible to control the domain wall position.
VC 2014 AIP Publishing LLC. [http://dx.doi.org/10.1063/1.4872438]

I. INTRODUCTION

The controlled movement of domain walls in magnetic

nanowires is a subject of fundamental importance for the real-

ization of future spintronic devices, used to perform logical

operations1,2 or even to encode information for data storage.3,4

A transverse domain wall can be injected into a rectangular

nanowire made of a soft magnetic material;5–7 since the mag-

netic shape anisotropy predominates over the magnetocrystal-

line anisotropy, the magnetization of wire is largely aligned

along the axis of nanowire length. In this type of domain wall,

the magnetization is confined on the plan structure of the strip,

and at the boundary between the domains, the magnetization

develops a component along the nanowire width (y-axis, see

Fig. 1) in which the magnetic moments vary gradually from

one domain to another. At the wall, the magnetization can point

along þy or �y direction; the polarity of the domain wall is

determined by the direction of this magnetization. From the

technological point of view, these two-fold degenerated states

can be useful to store information, so that a nanowire contain-

ing a single transverse domain wall could store one bit of data.

There are two kinds of transverse domain walls which

depend on the magnetization orientation between the antipar-

allel domains; thus, a head-to-head or a tail-to-tail domain

wall can be formed. When multiple domain walls are present

in the same nanowire, adjacent domain walls alternate

between head-to-head and tail-to-tail configurations. When

the nanowire presents a pair of domain walls, they interact

with each other.8 Their domain wall polarities define if the

interaction will be attractive (parallel polarities) or repulsive

(antiparallel polarities).

Domain walls can be manipulated through the application

of a magnetic field9–14 or a spin-polarized current.15–18 For

small or moderate excitations, domain walls behave as quasi-

particles restricted to the unidirectional movement. When an

external magnetic field is applied along the wire’s length to

move a single domain wall, the domain with magnetization

oriented in the direction of the field expands to minimize the

Zeeman energy, and, as a result, the wall is shifted from its

equilibrium position. Thus, we can associate dynamic variables

with the domain wall, such as position, velocity, and so on. For

the movement control of the domain wall, it is very important

to determine or even impose critical positions where the do-

main wall stops. These critical points can be pinning or scatter-

ing sites, respectively, corresponding to potential well or

potential barrier for the domain wall. The inclusion of well-

located confining potentials in the system can be accomplished

by different ways. Generally, non-magnetic imperfections

which distort locally the wire geometry generate pinning sites.

Thus, notches along the edges of the wire have been widely

used to trap domain walls.19–26 We believe that both pinning

and scattering sites can be originated from a local modification

of the sample magnetic properties. As it has been reported in

previous articles,27–32 magnetic impurities, e.g., localized mag-

netic modifications obtained by ion irradiation or implantation

into magnetic thin films and multilayers have been employed

to manipulate and control the magnetization dynamics in nano-

structured systems. In this case, no local modification of

FIG. 1. Schematic view of the nanowire with length L along x-axis, width d
along y-axis, and thickness t along z-axis. Initially the transverse domain

wall is considered at the geometric center of the wire.
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system geometry is required. Recently, magnetic soft spots

have already been intentionally incorporated in Permalloy

nanowires and has been used to induce pinning sites.33,34

Furthermore, for nanowires with perpendicular magnetic ani-

sotropy, pinning sites can arise from a local reduction of the

anisotropy constant.35 Up to now, there are no experimental

results about which possible magnetic impurity could come to

act as a scattering center for transverse domain walls. In fact,

little or nothing is mentioned about scattering sites and their

potential applications in devices involving domain wall

movement.

In this paper, we investigate the possibility of using

magnetic impurities to control the transverse domain wall

position along a rectangular magnetic nanowire. For this pur-

pose, linear arrangements of magnetic impurities have been

designed as shown in Figs. 2 and 3. We show that with the

usage of linear arrangement of impurities, one can create a

two-fold degenerate state in the system, that is, the wall is

pinned or blocked in the neighborhood of one of these mag-

netic impurities. Thus, besides storing one bit in the domain

wall polarity, it is possible to store another bit in its position.

Consequently, a nanowire containing a single transverse do-

main wall confined between two identical magnetic impur-

ities could store up to 2 bits of data.

II. MODEL AND METHODOLOGY

In an early study, we have presented a Hamiltonian

model describing two types of pointlike magnetic impurities

that can behave as pinning or scattering sites for the trans-

verse domain wall in magnetic nanowires.36 It has been

emphasized that a local variation (decrease or increase) of

the exchange constant was responsible by emergence of a

short-range interaction potential (attractive or repulsive)

between the domain wall and the magnetic impurity. We

have considered a classical ferromagnet model described by

the following Hamiltonian:

H ¼ J

(
� 1

2

X
hi6¼i0;ji

m̂i � m̂j �
J0

2J

X
hi0;ji

m̂i0 � m̂j

þ D

2J

X
i;j

m̂i � m̂j � 3ðm̂i � r̂ ijÞðm̂j � r̂ ijÞ
ðrij=aÞ3

" #

� Z

J

X
i

m̂i � ~b
ext

i

)
; (1)

where m̂k � ðmx
k;m

y
k;m

z
kÞ is a dimensionless vector with

jm̂kj ¼ 1 representing the magnetic moment located at the

site k of the lattice. The first term in Eq. (1) represents the

ferromagnetic coupling only for sites without impurities,

whereas the second takes into account the exchange interac-

tion between sites with and without impurities. The exchange

interactions between magnetic sites and the one containing

the impurity were modeled by ferromagnetic coupling with

the exchange constant strength J0 differing of its value for

sites without impurities J. Thus, we have been describing

two possible types of magnetic impurities, acting as pinning

(J0=J< 1) or scattering (J0=J> 1) sites for the domain wall.

The following terms are dimensionless versions of dipolar

and Zeeman interactions, respectively. The Hamiltonian (1)

can be rewritten as H ¼ JH, where H is the dimensionless

term in curly brackets. The system energy is measured in

unities of J.

In the simulations, we have been developing and using

our own numerical code written in Fortran 90 programming

language. The dynamics of the system is followed by solving

numerically the discrete version of the Landau-Lifshitz-

Gilbert equation given by

dm̂i

ds
¼ � 1

1þ a2
½m̂i � ~bi þ a m̂i � ðm̂i � ~biÞ�; (2)

where ~bi ¼ � @H
@m̂i

is the dimensionless effective field at site i
containing individual contributions from the exchange, dipo-

lar, and Zeeman fields.

In the micromagnetics approach, the interactions con-

stants depend on the material parameters and also the manner

in which the system is partitioned into cells. As in

Refs. 37–39, we have chosen to use cubic cells of edge

length a. In this case, the interactions constants between the

cells are given by J ¼ 2 A a and D
J ¼ 1

4p ðakÞ
2
. If there is an

external magnetic field, the coefficient of Zeeman interaction

is Z
J ¼ ðakÞ

2
. We have used the typical parameters for

Permalloy-79: the saturation magnetization MS ¼ 8:6� 105

A/m, the exchange stiffness constant A ¼ 1:3� 10�11 J=m,

and the damping constant a¼ 0.01. Using these parameters,

we have estimated the exchange length as k ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffi

2A
l0M2

S

q
� 5:3 nm and the unit cell size was chosen as 5� 5� 5 nm3.

The time t is obtained by t ¼ s=x0, where s is the dimen-

sionless simulation time and x0 ¼ ðkaÞ
2l0cMs. The equations

of motion (2) were integrated forward by using the fourth-

order predictor-corrector scheme with time step Ds ¼ 0:01.

FIG. 2. Schematic view of the modified nanowires. The two black spots rep-

resent small clusters containing magnetic impurities located on the wire axis

at yimp ¼ 0; ximp ¼ �100nm, and ximp¼ 100 nm. They can act as pinning or

scattering sites for the domain wall.

FIG. 3. Schematic view of the modified nanowires. The two black spots rep-

resent small clusters containing magnetic impurities located on the wire

edge at yimp ¼ �25 nm; ximp ¼ �100 nm, and ximp ¼ 100 nm. They can act

as pinning or scattering sites for the domain wall.

163906-2 Toscano et al. J. Appl. Phys. 115, 163906 (2014)

 [This article is copyrighted as indicated in the article. Reuse of AIP content is subject to the terms at: http://scitation.aip.org/termsconditions. Downloaded to ] IP:

179.192.38.152 On: Sat, 03 May 2014 14:23:36



In our simulations, we have used the nanowires with length

L ¼ 1 lm, width d¼ 50 nm and thickness t¼ 5 nm, differing

one to another only in the magnetic impurities arrangement

parameters: the local variation of the exchange constant J0=J
and its position (6ximp; yimp). For a local reduction of the

exchange constant, we have considered five different values,

J0=J ¼ 0:3; 0:4; 0:5; 0:6; and 0:7, whereas for a local

increase of the exchange constant, we have used

J0=J ¼ 1:3; 1:5; 1:7; 2:0; and 3:0. The adopted coordinate

system is shown in Fig. 1. The impurity coordinate parallel

to the wire axis (x-axis) was fixed ximp¼6100 nm and the

two impurities were assumed to be identical, that is, we have

considered the same value for J0=J. For the coordinate yimp,

we have considered two situations. One of them, due to sym-

metry, the pair of impurities was placed exactly on the wire

axis, yimp¼ 0 (see Fig. 2). In the other, they were strategi-

cally located on the wire edge, in particular, the one where

the magnetic moments of the wall point toward the inside of

the wire, yimp ¼ �25 nm (see Fig. 3), because the strength of

the pinning and scattering is maximized in this case as it has

been addressed in Ref. 36.

In order to obtain the remanent states of the nanowires,

we have chosen, as initial condition, the system with a single

transverse domain wall in the head-to-head structure placed

exactly at the middle of the two magnetic impurities (see, for

example, Fig. 2). The integration of the equations of motion

(2) at zero external magnetic field, ~b
ext

i ¼~0, leads the system

to a local energy minimum configuration, and we assumed

that the nanowire remanent state was reached. Due to the

arrangement of impurities to be symmetric, the domain wall

stays at the geometric center of the wire. To study the effect

of pinning and scattering, the domain wall motion was

induced by the application of a low magnetic field pulse in

order to move the wall toward the impurity on the right. Thus,

the domain wall found a new equilibrium position in the

neighborhood of the impurity (see, for example, Fig. 3). The

equilibrium configurations obtained in this way were saved

and used as initial configurations in other experiments where

the field was applied in both directions along the x-axis.

Over a wide range of the excitation amplitudes B and

exchange constant ratio J0=J, we numerically calculated the

dynamic response of the wall under the influence of a homo-

geneous magnetic field pulse given by ~B
ext

i ¼ B x̂. In all sim-

ulations, the duration of the pulse was always the same,

Dt ¼ 0:5 ns. The relation between the applied magnetic field

and its dimensionless correspondent is ~B
ext

i ¼ l0MS
~b

ext

i .

III. RESULTS AND DISCUSSIONS

Figs. 4 and 5 are event diagrams showing the dynamics

behavior of the wall under the influence of the field pulse. In

Figs. 4 and 5, the sub-figures (a) and (c) represent the situa-

tion where the impurities were located on the wire axis and

sub-figures (b) and (d) represent the situation where the

impurities were located on the wire edge. In sub-figures (a)

and (b), the magnetic field was applied in the negative direc-

tion of the x-axis, whereas in sub-figures (c) and (d), it was

applied in the opposite direction (in the positive direction of

the x-axis). From Figs. 4 and 5, we can observe the occur-

rence of some events, which are indicated in their captions.

Analyzing Fig. 4, it can be noted that there is a depin-

ning field, which is the minimum value of the applied field

required for the domain wall escapes from the potential well

created by the pinning impurity. Below this minimum value,

the domain wall remains pinned to the impurity. The magni-

tude of the depinning field depends not only on the reduction

of the exchange constant but also on the impurities location.

It is possible to observe that pinning effects are stronger

when the impurities are on the wire’s edge, in particular, that

one where domain wall is narrower. This observation is in

agreement with the results presented in our recent work.36 In

that work, due to the fact that the domain wall is asymmetric

with respect to the y-axis (see Fig. 1), we demonstrated

that when the impurity is located on the wire edge where

FIG. 4. Position controllability dia-

grams of the domain wall using a pair

of magnetic impurities acting as pin-

ning sites. Black triangles correspond

to a combination of parameters for

which the wall remained trapped to the

impurity on the right. Red squares cor-

respond to the events in which the do-

main wall position could be controlled,

that is, after applying the magnetic

field pulse, the wall was moved toward

the impurity on the left and was cap-

tured by it (see the video in the supple-

mentary material40 labeled S1). Blue

squares correspond to the events where

the wall was depinned from the impu-

rity on the right and was expulsed.
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head-to-head domain wall is narrower, the strength of the

pinning and scattering are maximized. For excitation ampli-

tudes strong enough above the depinning field, the wall can

escape from the potential well created by the impurity, and it

can result in the wall expulsion or wall capture by the second

impurity, depending on the direction of the applied field.

The diagrams of Fig. 5 are similar to the diagrams of

Fig. 4 except that the impurities represent potential barriers

for the domain wall. By analyzing Figs. 5(c) and 5(d), one

can observe that there is a deblocking field which is the mini-

mum value of the applied field required for the domain wall

that overcomes the potential barrier created by the scattering

impurity. Below this minimum value, the domain wall

remains blocked by the impurity. The magnitude of the

deblocking field depends not only on the increase of the

exchange constant but also on the impurities location, for

the same reasons explained above. For excitation amplitudes

strong enough above the deblocking field, the wall can over-

come the potential barrier created by the impurity, and it can

result in the wall expulsion or wall blocking by the second

impurity, depending on the direction of the applied field.

Since we know the depinning or deblocking fields, it is

possible to control the domain wall position in modified

nanowires. The control of the domain wall position occurs in

a certain range of the parameters involving the tuning of the

excitation amplitude and the depth (height) of the potential

well (barrier) (see, for example, the supplemental videos S1

and S2 in Ref. 40).

Furthermore, it was observed in our simulations that

tail-to-tail domain wall is asymmetric with respect to the

y-axis and is narrower on one of the wire edges. Although in

this work we considered the head-to-head domain wall, we

found that for both types of wall and chirality, if we strategi-

cally inserted the magnetic impurities on the wire edge

where the domain wall is narrower, the strength of the pin-

ning and scattering will be maximized. Consequently, one

can also control the position of the tail-to-tail domain wall

with the same parameters used to control the position of the

head-to-head domain wall (see, for example, videos S3 and

S4 in Ref. 40).

In summary, we have demonstrated by computational

simulation that dynamics of the transverse domain wall in a

rectangular magnetic nanowire can be controlled introducing

a distribution of magnetic impurities in the system. The mag-

netic impurities consisting of a local variation of the

exchange stiffness constant can represent locally a potential

well or a potential barrier for the domain wall. The usage of

a linear arrangement of impurities consisting of a pair of

identical magnetic impurities has been proposed to stabilize

the domain wall motion. By imposing very well defined posi-

tions along the wire (pinning or scattering sites), we can con-

trol the domain wall position. Although the results presented

here are for a very simple distribution of magnetic impur-

ities, we believe their consequences can be planned and

extended for the realization of future spintronic devices

based on magnetic domain walls.
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