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Resumo

Nesta tese exploramos diferentes aspectos da gravitação e as necessidades de realizar-

se modificações. Iniciaremos abordando modificações “clássicas” e, em seguida, estuda-

mos o comportamento da dinâmica de perturbações métricas na gravitação com correções

quânticas induzidas pela anomalia. Obtemos a equação para ondas gravitacionais nesta

teoria em um fundo homogêneo e isotrópico geral e, em seguida, verificamos a estabili-

dade deste mesmo fundo com relação às perturbações. Analisamos o comportamento das

perturbações durante o peŕıodo inflacionário, na fase estável da inflação de Starobinsky

Modificada, além dos casos de radiação e matéria.

A estabilidade de perturbações métricas em teorias com derivadas de ordem superior

da gravidade depende da escala de energia das condições iniciais de tais perturbações.

Mostramos que, pelo menos nos casos de fundos cosmológicas espećıficos, fantasmas mas-

sivos não-f́ısicos que estão presentes no espectro de tais teorias não irão “crescer” como

excitação f́ısica, permanecendo no estado de vácuo. Isso irá ocorrer até que a frequência

inicial da perturbação chegue próximo da escala de energia de Planck. Assim as versões

existentes das teorias renormalizáveis e superrenormalizáveis podem ser vistas como teo-

rias efetivas satisfatórias para Gravitação Quântica.
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Abstract

In this thesis we look for different aspects of gravitation and the need to make modifications.

We start looking for “classic” modifications and then we study the dynamic behavior of

metric perturbations in gravity with anomaly-induced quantum corrections. We obtain the

equation for gravitational waves in this theory in a homogeneous and isotropic background

and then we verify the stability of this with respect to perturbations. We analyze the

behavior of perturbations during the inflationary period, the stable phase of the modified

Starobinsky inflation, besides the radiation and matter cases.

The stability of metric perturbations in higher-derivative gravity theories depends on

the energy scale of the initial conditions. We show that, at least in cases of specific cosmo-

logical backgrounds, nonphysical massive ghosts that are present in the spectrum of such

theories will not “grow-up”, remaining in the vacuum state. This will occur until the initial

frequency of the perturbations reaches near the Planck energy scale. Thus renormalizable

and superrenormalizable theories can be seen as satisfactory effective theories for quantum

gravity.
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Notação e convenções

Geometria Riemanniana

A convenção de sinal para a métrica e para o tensor de curvatura utilizada nesta tese será

(− − −). Logo nós usaremos a seguinte assinatura para a métrica: (+−,−−), sendo o

tensor de Riemann,

Rµ
νρσ = Γµνρ, σ − Γµνσ, ρ + Γµαρ Γανσ − Γµασ Γανρ ,

e também definimos o tensor de Ricci como sendo Rµν = Rα
µαν . Em espaço-tempo curvo

nos escreveremos a métrica como gµν e no caso especial para métrica de Minkowski escre-

vemos como ηµν . O determinante da métrica será representado como

g ≡ det (gµν) .

Nós também iremos representar as derivadas parciais como sendo uma v́ırgula antes do

ı́ndice e a derivada covariante como ponto e v́ırgula, e.g.,

A, µ ≡ ∂µA =
∂

∂ xµ
A

A;µ ≡ ∇µA .
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A simetrização entre dois ı́ndices será representada pelo uso de parênteses

T(µν) =
1

2
(Tµν + Tνµ) ,

e a anti-simetrização será denotada por colchetes

T[µν] =
1

2
(Tµν − Tνµ) .

Convenções e abreviações

Na maior parte do tempo nós usaremos as unidades naturais de medida com c = ~ =

ε0 = 1, a não ser que seja dito o contrário. Também iremos usar as seguintes abreviações,

• [∂µ]: Derivada parcial;

• [∇µ]: Derivada covariante;

• [� = gµν∇µ∇ν ]: Operador D’Alembertiano generalizado;

• [ln]: Logaritmo natural;

• [diag]: matriz diagonal.
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Introdução

“Ao que pode. Vamos ao que pode.”

Chico Buarque de Holanda, Show censurado em 1973

Podemos afirmar que a gravitação é a força fundamental que nos é mais familiar, es-

tando diretamente ligada à nossa vida quotidiana. Porém ela se mostra bastante diferente

das demais forças fundamentais (eletromagnetismo, força nuclear fraca e a força nuclear

forte), sendo muitas ordens de magnitude mais fraca e extremamente “resistente” às ten-

tativas de quantização. No entanto, sua importância é extrema por ser a força dominante

em grandes escalas do Universo. As teorias de Newton e Einstein são os exemplos mais

bem sucedidos de teorias gravitacionais, ambas tendo grande sucesso (sendo a teoria de

Einstein nossa melhor teoria da gravidade até o momento, mesmo passados quase cem

anos de sua fundação). A seguir iremos fazer uma breve descrição das teorias gravitaci-

onais de Newton e Einstein e em seguida daremos as motivações para a necessidade de

modificações e as implicações que isso irá trazer.
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Gravitação Newtoniana

Sir Isaac Newton foi o primeiro a desenvolver uma teoria para a gravidade. Ele forneceu

um simples e elegante modelo capaz de descrever a gravitação como sendo a mesma força

que rege quedas de maçãs sobre a Terra e também o movimento de planetas [1]. Foi capaz

também de explicar em detalhes matemáticos o que antes era puramente emṕırico. Através

da lei de Kepler sua teoria experimentou o sucesso ao explicar as órbitas planetárias .

No século 18, o astrônomo William Herschel descobre Urano. No entanto, comparando

a órbita com um cálculo newtoniano, encontra uma outra perturbação. Desta forma chega

a duas possibilidades: a existência de um outro planeta na proximidade de Urano causando

essa perturbação ou a teoria de Newton estaria errada. De forma independente John Couch

Adams e Urbain Leverrier fizeram previsões para a existência de Netuno e, pouco depois,

a observação feita por Galle confirmam suas previsões [2, 3]. Esta foi uma grande prova

para consolidar definitivamente a teoria de Newton.

O sucesso da previsão de Netuno levou Leverrier [4] a novamente conjeturar a existência

de um planeta (apelidado de “Vulcan ”), como sendo responsável por uma discrepância en-

tre a observação e a teoria de Newton encontrada na precessão do periélio de Mercúrio. No

entanto este “planeta escuro” (previsto para ser ainda mais perto do Sol do que Mercúrio)

nunca viria a ser encontrado. Na verdade, verificou-se que para obter o resultado correto

para teoria e as observações de Mercúrio não seria necessário encontrar um novo planeta,

mas sim mudar a teoria da gravidade.

Desta forma Albert Einstein desenvolve sua Teoria da Relatividade Geral e soluciona

o problema da precessão do periélio de Mercúrio [5]. Não somente isso, a teoria também

forneceu um modelo gravitacional capaz de resolver as inconsistências entre a gravidade

newtoniana e a Relatividade Especial, com a gravidade propagando-se a uma velocidade

finita (permitindo assim manter a consistência com localidade e causalidade ) e também

tratando energia, massa e momento em mesmo pé de igualdade. A teoria passou no teste

de recair à gravidade newtoniana em limites apropriados, garantindo que as observações de

sucesso resultantes da teoria de Newton permanecessem preservadas. Também faz novas

e diferentes previsões, como a “curvatura” do raio de luz pelo Sol. Essa última previsão
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da teoria é confirmada por Eddington em 1919 [6].

Relatividade Geral

A teoria da Relatividade Geral (RG) possui uma interpretação extremamente poderosa e

bela decorrente da dinâmica do próprio espaço. Na RG o espaço-tempo é descrito por uma

variedade pseudo-Riemanniana e as part́ıculas seguem geodésicas sobre esta variedade,

sendo essas geodésicas dependentes da métrica. A dinâmica desta métrica é a dinâmica

da gravidade, e as equações de campo de Einstein são dadas por [7],

Gµν ≡ Rµν −
1

2
Rgµν = 8 π GTµν , (1)

descrevendo como a métrica é influenciada pela presença de energia e momento. Podemos

observar também a interação entre a matéria (que está sendo influenciada pela métrica)

e a métrica (influenciada pela matéria). Essa relação entre matéria e geometria foi bri-

lhantemente analisada por John Wheeler quando diz [8]: “O espaço diz à matéria como

se mover ... a matéria diz ao espaço como se curvar”.

A Relatividade Geral proporcionou uma verdadeira revolução na f́ısica. Entraremos

em detalhes sobre essa elegante e magńıfica teoria nos próximos caṕıtulos.

Os motivos para modificar a gravitação

Vários são os motivos que nós levam a tentar modificar a gravitação. E várias também são

essas tentativas de modificação. Aqui citaremos apenas dois desses motivos, já suficientes

para justificar a realização do programa previsto nesta tese:

• O problema da Constante Cosmológica: A falha da estimativa ultravioleta para a CC

levou ao debate para uma gravitação semiclássica. A despeito do fato de não termos

ainda uma teoria quântica completa para a gravidade, uma teoria efetiva em baixas

energias pode nos dar algumas pistas da origem da CC. A ideia de usar a teoria

semiclássica para produzir a CC foi primeiro abordado por Starobinsky no contexto

da inflação cósmica [9]. No modelo de Starobinsky a anomalia do traço da teoria
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semiclássica produz um termo cosmológico, que irá guiar a inflação no Universo pri-

mordial. A anomalia do traço é uma anomalia quântica gerada de forma espontânea,

que está relacionada apenas com o número de diferentes campos quânticos presentes.

• Criação de Part́ıculas: Possivelmente o resultado principal em Teoria Quântica de

Campos seja a criação e aniquilação de part́ıculas. A abordagem de TQC em espaço-

tempo curvo leva à questionar se este mesmo mecanismo de criaçao/destruição de

part́ıculas existe para o caso de campos gravitacionais intensos, e.g., campo gravita-

cional primordial.

A anomalia do traço irá adicionar novos campos auxiliares na teoria semiclássica, com

novos graus de liberdade. Estes campos auxiliares são “senśıveis” às condições de fronteira

globais na escala de horizonte cosmológico. Quando permitimos que estes campos flutuem

livremente, a CC parece se tornar dependente da escala, ou seja, irá decrescer em valor

conforme as distâncias aumentam. Isso pode então explicar o pequeno valor encontrado

para λ sem qualquer ajuste fino.

No próximo caṕıtulo iremos olhar para o problema do ponto de vista clássico, através

de uma modificação da gravitação muito utilizada hoje em dia, as conhecidas “Teorias

f(R)”. Iremos mostrar como efetuar um mapeamento para teorias escalares-tensoriais e

como generalizar a função f para muito além do tensor de curvatura R apenas. Depois

iremos fazer uma pequena revisão de conceitos essenciais para o estudo da gravitação

semiclássica e nos caṕıtulos posteriores iremos abordar as aplicações da anomalia do traço

do tensor energia-momento e os resultados obtidos (por exemplo, em ondas gravitacionais

primordiais).
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CAṔITULO 1

Campos auxiliares em modelos de gravitação modificada

“There are children playing in the streets who could solve some

of my top problems in physics, because they have modes of

sensory perception that I lost long ago”.

J. Robert Oppenheimer

1.1 Introdução

Recentemente está havendo um interesse cada vez maior em teorias do tipo f(R) descritas

pela ação [12],

Sf =

∫
d4x
√
−g f(R) , (1.1)

onde f(R) é uma função qualquer diferenciável. É bem conhecido que, sob a condição

f ′′(R) 6= 0, a teoria é dinamicamente equivalente à teoria métrico-escalar com o potencial

dependendo da forma da função f(R). Nosso objetivo neste caṕıtulo será discutir essa

equivalência em um modo um pouco diferente. Como uma aplicação do nosso método

seremos capazes de generalizar o teorema de equivalência, quando a ação depende de uma

função de muitas variáveis, f(X i), com X i sendo, por exemplo, R, �R, Gauss-Bonnet

6



e/ou outras quantidades. Devemos notar que as correções quânticas da Relatividade Geral

(provenientes da abordagem semiclássica ou teoria de cordas) podem ser, em certa medida,

modeladas por essa função. Outra vantagem do método que apresentamos aqui é que

ele pode ser usado, também, para outras teorias, como por exemplo, modelos do tipo

Eddington. Por último nosso método é um pouco mais expĺıcito e simples do que os

anteriormente conhecidos, e.g., [13, 14, 15, 16, 17, 18] (veja também [19]). Todas as

considerações aqui apresentadas são para D = 4 afim de torná-las mais expĺıcitas, mas

também podem ser trivialmente generalizadas para um caso arbitrário onde D 6= 2.

Este caṕıtulo está organizado da seguinte forma. Primeiro consideramos o caso mais

simples da teoria (1.1) e usaremos uma maneira simples de mapeamento para o modelo

métrico escalar. Esta parte não é essencialmente original, apenas apresentamos aqui de

uma forma um pouco mais simples das transformações conhecidas. Um dos aspectos rela-

tivamente novos de nossa consideração é o procedimento para “fixar” o termo de constante

cosmológica na representação de métrica escalar da teoria. Nós também verificamos este

procedimento usando a solução do tipo de Sitter (dS) exponencial. Em seguida aborda-

mos as teorias da gravidade de uma forma bastante geral, onde a ação contém uma função

escalar arbitrária de vários invariantes de curvatura, como o R, termo de Gauss-Bonnet,

o quadrado do tensor de Weyl e outros. Desenvolvemos uma abordagem sistemática para

mapear tais teorias nos modelos de métrica multi-escalares. O passo seguinte é dedicado

à formulação de condições gerais para a solução exponencial para as teorias consideradas

anteriormente.

1.2 Equivalência entre as teorias f (R) e métrica-escalar

Vamos começar a partir de um exemplo simples e pedagógico da teoria (1.1) e encontrar

o seu dual métrico escalar. Considere a teoria descrita pela seguinte ação:

S1 =

∫
d4x
√
−g {ψR− V (ψ)} . (1.2)

A teoria (1.2) descreve um escalar dinâmico ψ, apesar de não haver termo cinético para

ψ na ação (1.2). Pode-se estabelecer a relação entre as teorias (1.1) e (1.2). A equação de
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movimento que resulta da variação de ψ em (1.2) tem a forma

R = V ′(ψ) =
dV

dψ
. (1.3)

Vamos requisitar que, depois de resolver (1.3) com respeito a ψ e substituindo essa solução

ψ = ψ(R) de volta em (1.2), obtemos a ação (1.1)

ψ(R) ·R − V
(
ψ(R)

)
= f(R) . (1.4)

A última condição significa que a equivalência das duas ações é dinâmica, ou seja, mantém

os extremos do campo ψ. Mais tarde vamos confirmar a validade deste procedimento

através das equações de movimento para ambas as métricas e ψ, que segue um caminho

semelhante ao adotado em [87].

Nosso próximo passo será encontrar a relação entre as funções V (ψ) e f(R). Tomando

a derivada d/dR da equação (1.4), chegando à relação

ψ + Rψ′(R) − V ′(ψ)ψ′(R) = f ′(R) . (1.5)

Nesta fórmula assumimos que ψ = ψ(R) e R = R(ψ). Usando (1.3), a equação (1.5) se

reduz imediatamente a relação muito simples

ψ = f ′(R), (1.6)

indicando que a função R = V ′(ψ) nada mais é senão o inverso da função ψ = f ′(R).

Finalmente, chegamos à seguinte receita para obter os potenciais V (ψ) para uma dada

f(R):

a) Calcular ψ = f ′(R) e invertê-lo, obtendo-se R = V ′(ψ). Note que a possibilidade

de inversão requer f ′′(R) 6= 0.

b) Integrar em ψ

V (ψ) = Ωfix +

∫ ψ

0

R(ψ) dψ . (1.7)

Devemos notar que uma constante arbitrária de integração Ωfix em (1.7) corresponde

exatamente à constante f0 = f(R = 0) que, aliás, é perdida quando tomamos a derivada

8



f ′(R). Além disso, a fim de “fixar” a constante Ωfix pode-se usar a seguinte consideração

simples. Usando (1.4) chegamos a

V (ψ) = Rψ − f(R) , onde ψ = f ′(R) , (1.8)

Lembre-se que, quando substitúıdo na ação covariante, Ωfix não pode ser considerada

como uma constante irrelevante, porque é multiplicado pelo fator
√
−g. Como (1.7) deve

ser igual à (1.8), pode-se então “fixar” Ωfix. Mais tarde, adicionalmente, iremos verificar

a validade deste procedimento para uma solução cosmológica do tipo dS.

A receita dada acima permite, em prinćıpio, encontrar a função potencial V (ψ) para

uma dada função f(R). Vamos verificar os resultados deste procedimento simples ao ńıvel

das equações de movimento. Ao tratarmos de teorias do tipo f(R) podemos adotar duas

abordagens diferentes para o prinćıpio variacional. O conhecido formalismo métrico e

o formalismo de Palatini (para maiores detalhes consultar [23]), porém aqui nesta tese

iremos utilizar apenas a primeira abordagem.

Tomando a variação da equação (1.1) com relação à métrica, obtemos

f ′
(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
+

1

2
gµν(Rf

′ − f)−∇µ∇νf
′ + gµν�f

′ = 0 . (1.9)

Realizando a mesma operação para (1.2), chegamos a

ψ
(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
= −1

2
gµνV (ψ) +∇µ∇νψ − gµν�ψ = 0 . (1.10)

Pode-se verificar que a equivalência entre (1.9) e (1.10) vale se há uma relação

f ′R− f
f ′

=
V (ψ)

ψ
. (1.11)

é fácil verificar que a solução dessa equação tem a forma (1.6).

Iremos considerar alguns exemplos particulares para o processo descrito acima. O caso

mais simples, levando a equações lineares ψ = f ′(R)

f(R) = Ω− κ2R +
α

2
R2 , (1.12)

sendo κ2 e α constantes. Usando os resultados anteriores, pode-se facilmente chegar a

ψ(R) = f ′(R) = −κ2 + αR =⇒ V ′(ψ) = R =
ψ + κ2

α
. (1.13)
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Integrando (1.13) chegaremos à

V (ψ) = Ωfix +
ψ2

2α
+
κ2ψ

α
. (1.14)

Finalmente, para “fixar” a constante de integração, é preciso substituir a derivada ψ =

−κ2 + αR de volta em (1.14) e compará-la com (1.12). Este procedimento nos dará

Ω = Ωfix −
κ4

2α
. (1.15)

Podemos realizar uma simples verificação do procedimento descrito para a fixação de

Ω. Para esse fim, iremos agora extrair a solução do tipo dS para as teorias (1.1) e (1.2)

para o caso (1.12). A métrica do nosso interesse é

ds2 = gµνdx
µdxν = dt2 − a2(t)

( dr2

1− kr2
+ r2 dΩ

)
,

onde k, neste caṕıtulo, descreve a curvatura e é constante no tempo (podendo assumir o

valores −1, 0, 1), a(t) = exp{σ(t)} e depois vamos definir σ(t) = H0t. É fácil de se obter

a equação para σ para a teoria (1.2),

1√
−g

δS1

δσ
= −6 e−2σ(2ψ k + ψ′′ + 2σ′′ψ + 2ψ′σ′ + 2σ′2ψ)− 4V (ψ) = 0 . (1.16)

Aqui a linha representa a derivada com relação ao tempo conforme, e.g.,

σ′ =
dσ

dη
= a(t)

dσ

dt
,

enquanto a derivada com relação ao tempo f́ısico t é representada pelo ponto. Em termos

do tempo f́ısico e adotando k = 0, encontraremos a seguinte relação:

−12H2
0 ψ − 9H0 ψ̇ − 3 ψ̈ = 2V . (1.17)

Substituindo ψ = −κ2 + αR e tendo em conta que R = −12H2
0 (valor da curvatura

obtido para solução de de Sitter) para a métrica FRW, obtemos

V = 6H2
0 κ

2 − 6H2
0 αR (1.18)

e finalmente

Ω = 6H2
0 κ

2 . (1.19)
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Por outro lado, partindo de

Sf =

∫
d4x
√
−g f(R) =

∫
d4x
√
−g
[
Ω− κ2R +

α

2
R2
]

(1.20)

chegamos à equação

1√
−g

δ Sf
δ σ

= 4Ω− 6κ2e−2σ(2σ′ 2 + 2σ′′) + 18αe−4σ(2σ′′′′ − 12σ′ 2σ′′) . (1.21)

É fácil verificar que a solução exponencial corresponde, mais uma vez, à relação (1.19).

Finalmente, para ser mais completo, vamos abordar a possibilidade de utilização da

transformação conforme na teoria métrica escalar. É bem sabido que a teoria (1.2) pode

ser facilmente mapeada em uma outra com termo escalar cinético. Daremos o tratamento

correspondente aqui para sermos mais gerais e para todos que quiserem maiores detalhes

favor ver a revisão [24].

Iniciaremos a partir da transformação conforme

gµν −→ ḡµν = gµν · e2σ(x) (1.22)

na ação (1.2). Um cálculo simples produz o seguinte resultado

Sc[gµνe
2σ, ψ] =

∫
d4x
√
−g
{
ψ e2σ

[
R− 6(∇σ)2 − 6�σ

]
− e4σ V (ψ)

}
, (1.23)

onde (∇σ)2 = gµν∂µσ∂νσ. Vamos escolher σ tal que ψ e2σ = −κ2. Então, o primeiro termo

ψ e2σ R coincide com o termo de Einstein-Hilbert, também o terceiro termo (−6ψ e2σ�σ )

se torna a derivada total (que não afeta as equações do movimento). Afim de proporcionar

o termo cinético tomamos

ϕ = 2
√

3κσ , então ψ = −κ2 exp
{
− ϕ√

3κ

}
. (1.24)

Logo teremos que

Smin[gµν , ϕ] =

∫
d4x
√
−g
{
− κ2R +

1

2
gµν∂µϕ∂νϕ− U(ϕ)

}
, (1.25)

onde os dois potenciais estão relacionados como

U(ϕ) = e4σ V (ψ) =
κ4

ψ2
V (ψ) . (1.26)

11



As fórmulas (1.22), (1.24) e (1.26) nada mais são que a mudança de variáveis na ação (1.2),

que a transforma na ação (1.25). Portanto não precisamos verificar a equivalência entre

as duas ações por outros meios, como por exemplo examinar as equações do movimento.

Finalmente, vamos observar que o caso de multi-escalares pode ser, à prinćıpio, também

tratado pela transformação conforme, mas essa transformação não é tão fácil como no caso

de um escalar [25].

1.3 Teoria de gravitação modificada em uma forma

mais geral

Nós apresentamos uma receita útil e simples de mapear teorias (1.1) em teorias (1.2) ao

ńıvel clássico. Este método pode ser generalizado para as ações gravitacionais que são

mais gerais que (1.1). No entanto, como veremos a seguir, neste caso é preciso mais

campos escalares. Resultado semelhante foi publicado recentemente em [20] e [21], mas

sua obtenção parece bastante diferente.

O método pode ser especialmente útil para trabalhar as soluções tipo dS e é aplicável

para testar vários modelos de gravidade modificada, incluindo os correspondentes às

correções quânticas. Considere a seguinte ação gravitacional

Sgen =

∫
d4x
√
−g f(R, �R, Ẽ, C2) , (1.27)

onde Ẽ = E − 2
3
�R, E = R2

µναβ − 4R2
αβ + R2 é o termo topológico Gauss-Bonnet

(densidade de Euler) e C2 = R2
µναβ − 2R2

αβ + (1/3)R2 é o quadrado do tensor de Weyl.

Começamos por considerar uma generalização da ação (1.1),

S1 =

∫
d4x
√
−g f(Xi) onde Xi = R, �R, Ẽ, C2 (1.28)

no caso da ação (1.27), o número de invariantes pode ser facilmente estendido. Para este

fim, definimos i = 1, ... , N . Considerando a ação dual

S2 =

∫
d4x
√
−g
[
Xiψ

i − V (ψi)
]
. (1.29)
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Vamos seguir o mesmo esquema que utilizamos na seção anterior. As equações para ψi

assumem a seguinte forma

Xi =
∂V

∂ψi
. (1.30)

Substituindo em (1.29), exigindo a equivalência à ação (1.28),

S2 =

∫
d4x
√
−g
{
ψi
∂V

∂ψi
− V (ψi)

}
=

∫
d4x
√
−g f(Xi) . (1.31)

Assumindo

f(Xi) = Xiψ
i − V (ψi) , (1.32)

e tomando a derivada parcial com respeito a X i em (1.32), nós encontramos que

∂f

∂Xk

= ψk +Xi
∂ψi

∂Xi

− ∂V

∂ψi
∂ψi

∂Xk

=⇒ ψk =
∂f

∂Xk

, (1.33)

onde usamos a equação (1.30). As fórmumas (1.30) e (1.33) mostram que sempre temos

Xi =
∂ V (ψ)

∂ ψi
e ψk =

∂ f(X)

∂ Xk

. (1.34)

A regrar para obter V (ψi) é muito semelhante à descrita na seção anterior e tem a seguinte

aparência:

a) Calcular ψk = ∂ f(X)
∂ Xk

;

b) Resolver essas equações e encontrar Xk(ψ) = ∂ V
∂ψk

;

c) Integrar as últimas relações e encontrar V (ψk) até a constante aditiva;

d) “Fixar” a constante pela exigência de que as ações coincidam no limite correspon-

dente (normalmente curvatura zero). Observe que esse procedimento pode ser aplicado

também para as generalizações não-Riemannianas da Relatividade Geral, incluindo teoria

de gravitação com torção.

Vamos considerar um exemplo de como a equivalência com a teoria métrica-escalar

pode ser alcançada. Partimos da ação (1.27) com a função

f(R, Ẽ) = F (R) · Ẽ , (1.35)

onde F (R) é uma função arbitrária do escalar de curvatura, que será definida mais tarde.

A ação equivalente é

S2 =

∫
d4x
√
−g
{
ψR + χẼ − V (ψ, χ)

}
. (1.36)
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Vamos seguir a receita acima descrita. As equações

∂f

∂Ẽ
= χ = F (R) ,

∂f

∂R
= ψ = ẼF ′(R) , (1.37)

podem ser resolvidas com relação aos dois campos escalares,

R = g(χ) , Ẽ =
ψ

F ′(R)
=⇒ Ẽ =

ψ

F ′g(g(χ))
. (1.38)

Por outro lado, temos as funções inversas

R =
∂V

∂ψ
= g(χ) , Ẽ =

∂V

∂χ
=

ψ

F ′g(g(χ))
. (1.39)

Então

V (ψ, χ) =

∫
g(χ) dψ + g1(χ) = g1(χ) + ψ g(χ) , (1.40)

e

V (ψ, χ) =

∫
dχ

ψ

F ′g(g(χ))
+ g2(ψ) = ψ

∫
dχ

F ′g(g(χ))
+ g2(ψ) . (1.41)

Se compararmos as duas formas da função potencial (1.40) e (1.41), torna-se claro que

g(χ) satisfaz a equação funcional

g(χ) =

∫
dχ

F ′g(g(χ))
+ C . (1.42)

E, além disso,

g2(ψ)− C ψ = g1(χ) = C1 = const . (1.43)

Não parece posśıvel avançar mais no desenvolvimento da teoria acima neste ponto ,

devido a sua forma geral e, por este motivo, vamos dar uma forma mais concreta de F (R).

Considere o primeiro caso muito simples f(R, Ẽ) = −Ω+R Ẽ. Fazendo os mesmos passos

como no caso geral, obtemos

F (R) = R =⇒ χ = R , g(χ) = χ , F ′(R) = 1 .

Usando (1.40) e (1.41), podemos obter

V (ψ, χ) = g1(χ) + ψχ = ψ

∫
dχ+ g2(ψ) = ψχ+ g2(ψ) .
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É fácil ver que, neste caso, g1(χ) = g2(ψ) = C, então finalmente nós temos:

V (ψ, χ) = ψχ+ C . (1.44)

Finalmente, substituindo as relações χ = R e ψ = Ẽ em (1.44), pode-se facilmente veri-

ficar que C = Ω. Esse resultado também pode ser verificado por inspeção das soluções

exponenciais nos dois casos.

Iremos considerar um exemplo um pouco mais complicado, quando

f(R, Ẽ) = Ω− κ2R + β Ẽ ln
(

1 +
R

R0

)
, (1.45)

onde β é apenas uma constante e R0 é um valor de referência para a curvatura escalar.

A expressão (1.45) pode ser vista como parte do grupo de renormalização corrigido na

ação de vácuo, onde o parâmetro do grupo de renormalização µ2 é associado ao escalar de

curvatura (veja, e.g., [22] para mais detalhes e referências).

Seguindo os passos dos exemplos anteriores, obtemos

∂ f(R, Ẽ)

∂ Ẽ
= χ = β ln

(
1 +

R

R0

)
=⇒ R = R0

(
eχ/β − 1

)
(1.46)

e

∂ f(R, Ẽ)

∂ R
= ψ =

β Ẽ

R +R0

− κ2 =⇒ Ẽ =
R0

β
(ψ + κ2) eχ/β . (1.47)

Na fase seguinte, encontramos

∂ V (ψ, χ)

∂ ψ
= R =⇒ V (ψ, χ) = g1(χ) +R0 ψ e

χ/β −R0 ψ .

∂ V (ψ, χ)

∂ χ
= Ẽ =⇒ V (ψ, χ) = g2(ψ) +R0 ψ e

χ/β + κ2R0 e
χ/β .

Usando essas duas expressões, é fácil perceber que

g1(χ) = κ2R0 e
χ/β + C e g2(ψ) = −R0 ψ + C .

Finalmente, chegamos ao potencial

V (ψ, χ) = R0 ψ
(
eχ/β − 1

)
+ κ2R0 e

χ/β − Ω− κ2R0 , (1.48)

onde a constante C = −Ω−κ2R0 foi corrigida segundo o mesmo método que foi utilizado

nos casos anteriores.
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1.3.1 Caso com v́ınculos

Pode-se considerar uma expressão mais complicada para a lagrangiana covariante

f(R, Ẽ, C2) = Ω− κ2R + β Ẽ ln
(

1 +
R

R0

)
+ β1C

2 ln
(

1 +
R

R0

)
. (1.49)

Neste ponto podemos fazer uma observação importante. À primeira vista, a lagrangiana

equivalente para este caso deve ter três campos auxiliares, pois existem três estruturas,

R, Ẽ e C2. Ao mesmo tempo, o problema de reduzir a teoria (1.49) é essencialmente

equivalente ao da teoria (1.45), com o β Ẽ por combinação β Ẽ + β1C
2. Obviamente,

neste caso precisamos de apenas dois campos auxiliares, e não três. Em outras palavras,

neste caso, o número de campos auxiliares necessários é menor do que aquele que poderia

ser pensado apenas por contagem do número de estruturasXi na ação inicial. Este exemplo

mostra que seria interessante ter um critério geral para estabelecer um número exato de

campos auxiliares necessários para uma determinada função inicial f(Xi).

Para resolver este problema iremos relembrar alguns conceitos de mecânica anaĺıtica.

Seja um sistema descrito pela Lagrangeana

L = L(q, q̇) , (1.50)

em um espaço de configurações N-dimensional, representado pelas coordenadas generali-

zadas qi, onde i = 1, ..., N . Os q̇i são as correspondentes velocidades generalizadas.

A passagem para o formalismo hamiltoniano é feita, primeiramente, pela introdução

dos momentos canônicos

pi =
∂L

∂q̇i
. (1.51)

No caso de sistemas não vinculados, pi e qi são variáveis independentes, representando

o chamado espaço de fases. Pode acontecer, entretanto, de haver sistemas onde as relações

(1.51) levem à existência de v́ınculos. Denotamos genericamente esses v́ınculos por

φm = φm(q, p) , (1.52)
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onde m = 1, ...,M ≤ N . Os v́ınculos decorrentes diretamente da relação de definição dos

momenta são chamados de v́ınculos primários. Outros v́ınculos podem existir, tomando o

nome de v́ınculos secundários.

Sendo o Hamiltoniano canônico (Hc), fazendo variações genéricas de q, q̇ e p dadas por

δq, δq̇ e δp, teremos

δHc = piδq̇i + q̇iδpi −
∂L

∂qi
δqi −

∂L

∂q̇i
δq̇i . (1.53)

Usando a definição de momento canônico, dada por (1.51), imediatamente obtemos

δHc = q̇iδpi −
∂L

∂qi
δqi . (1.54)

Como vemos, δHc é escrita em termos de δqi e δpi, o que sugere ser Hc apenas função

de q e p. Em termos práticos, a passagem de Hc, dado por Hc(p, q) = piq̇i−L(q, q̇), para

uma função de q e p, envolve transformações do tipo

(q, q̇)→ (q, p) . (1.55)

O Jacobiano para esta transformação é determinado pela matriz

∂pi
∂q̇j

=
∂2L

∂q̇i ∂q̇j
, (1.56)

chamada matriz Hessiana. Quando o determinante desta matriz é diferente de zero, as

transformações (1.55) são sempre posśıveis e a Hamiltoniana Hc(q, p) é unicamente deter-

minada. Isto ocorre para o caso onde não há v́ınculos. Na presença de v́ınculos, a matriz

Hessiana é singular e, consequentemente, nem todos os q̇i podem ser unicamente escritos

em termos de q e p. Considerando que haja M v́ınculos, haverá M velocidades adicionais.

Portanto, neste caso, a Hamiltoniana não pode ser unicamente determinada em termos de

q e p.

O problema de nosso interesse é muito parecido com o que é t́ıpico para a transição

da descrição de Lagrange para a de Hamilton com v́ınculos (ver, por exemplo, livros bem
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conhecidos [26, 27] para fins de introdução). Na verdade, é análogo à passagem de uma

descrição Lagrangiana, sem dependência expĺıcita sobre as coordenadas, para hamiltoni-

ana. Neste caso f(X i) e V (ψi) desempenham o papel da lagrangiana e hamiltoniana,

respectivamente, onde os “momenta” são definidos por

ψi ≡
∂f

∂X i
. (1.57)

Finalmente, as quantidades {X1, X2, X3} desempenham o papel de “velocidades”. Para

o caso espećıfico da equação (1.49),

ψ1 = −κ2 + (βẼ + β1C
2)

1

R0 +R
, (1.58)

ψ2 = β ln

(
1 +

R

R0

)
, (1.59)

ψ3 = β1 ln

(
1 +

R

R0

)
, (1.60)

nós diretamente observamos a presença de um v́ınculo, que é uma relação de dependência

entre os ψi, dada por

φ ≡ β1ψ2 − βψ3 ≡ β1χ− βχ1 = 0 . (1.61)

Uma vez que o v́ınculo φ(ψi) vem diretamente da definição desses “momenta”, serão

classificados como um v́ınculo primário [26, 27]. Notemos que a equação φ(ψi) = 0 define

uma superf́ıcie no espaço {ψ1, ψ2, ψ3}.

Se este fosse um problema tipicamente hamiltoniano, podeŕıamos avaliar a evolução

dos v́ınculos primários (por exemplo, o único no exemplo considerado acima) em busca de

outras limitações. No entanto o nosso problema atual é simples, porque não envolve qual-

quer dinâmica. Portanto, apenas os v́ınculos sem relação com a dinâmica são relevantes

aqui, que são os primários.

Antes de prosseguir para a determinação do potencial V , podemos observar aqui a

relação entre a matriz Hessiana (
∂2f

∂X i∂Xj

)
,

e a presença de v́ınculos. Em primeiro lugar, se a Hessiana é não-singular, o teorema

da função inversa garante que (ao menos localmente) pode-se utilizar a definição (1.57)
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para expressar Xk como uma função de ψi, e, portanto, nenhuma restrição é esperada.

No entanto, a Hessiana pode vir a ser degenerada. Por exemplo, no caso de (1.49), esta

matriz 3× 3 é uma matriz singular (para R 6= −R0), ou seja

(
∂2f

∂X i∂Xj

)
=

1

(R +R0)2


Ẽβ + C2β1 β β1

β 0 0

β1 0 0

 . (1.62)

Portanto, ela tem um único modo zero independente (i.e., um autovetor cujo autovalor

correspondente é zero). Na verdade,

ν =
(

0 β1 −β
)

(1.63)

pode ser prontamente identificado como o único modo zero linearmente independente do

Hessiano (1.62). Notemos que optamos por trabalhar com os modos-zero que multiplicam

a matriz Hessiana pela esquerda.

Para concluir esta parte, notamos que cada modo-zero independente gera um v́ınculo

independente. Em particular, através da multiplicação do modo zero ν em ambos os lados

de (1.57), encontra-se o mesmo v́ınculo (1.61). Depois, iremos mostrar que cada v́ınculo

independente leva a um modo-zero independente da matriz Hessiana. Ressaltamos que

esta relação simples entre modos-zero e v́ınculos não tem uma contrapartida, em geral,

com problemas hamiltonianos com v́ınculos, uma vez que o correspondente modo-zero

pode depender das “coordenadas” (no estudo presente, estamos considerando o problema

análogo hamiltoniano no qual a lagrangiana depende apenas das velocidades “X i”).

Na presença de v́ınculos, não se pode usar a primeira relação (1.34) para encontrar V ,

já que esta relação não é válida na presença de v́ınculos. Ou seja, teremos que considerar

a variação de V na superf́ıcie de restrição (na superf́ıcie φ = 0),

δV = δ(ψiX
i − f) = X iδψi +

(
ψi −

∂f

∂X i

)
δX i = X iδψi . (1.64)

Na última etapa acima usamos a definição de momenta (1.57). A equação anterior mostra

que V pode ser escrito como uma função apenas de ψ, mesmo se os v́ınculos estiverem

presentes. Assim, usando a última igualdade,(
∂V

∂ψi
−X i

)
δψi = 0 . (1.65)

19



Agora, usando [27], vemos a extensão da primeira relação de (1.34) para o caso com

v́ınculos,

X i =
∂V

∂ψi
+ λm

∂φm
∂ψi

. (1.66)

Nesta fórmula os λm são multiplicadores de Lagrange e φm, com m = 1, 2, ...,M , são todas

as limitações do modelo em questão. No caso particular de (1.49), temos um único v́ınculo,

ou seja, M = 1. A introdução destes multiplicadores é necessária, pois a relação entre o

Xi e os ψk tem de ser estendida, a fim de tornar-se inverśıvel.

Agora estamos em posição de discutir o método de construção de potencial V (ψi), no

caso de uma teoria com v́ınculos. O método de integração, que foi utilizado anteriormente,

pode ser estendido ao presente caso. No exemplo de f(R, Ẽ, C2), teoria (1.49), se pode

resolver a definição de ψi e chegar a

R = R0

(
eχ/β − 1

)
, (1.67)

Ẽ =
R0

β
eχ/β(ψ + κ2)− β1

β
C2. (1.68)

Assim, a partir de (1.66) e (1.61) nós achamos

R0

(
eχ/β − 1

)
=
∂V

∂ψ
, (1.69)

R0

β
eχ/β(ψ + κ2)− β1

β
C2 =

∂V

∂χ
+ λβ1, (1.70)

C2 =
∂V

∂χ1

− λβ . (1.71)

A primeira equação pode ser diretamente integrada, mas a segunda não pode, pois não

sebemos como expressar C2 e λ como funções do ψi . No entanto, o multiplicador de

Lagrange ainda é livre, assim podemos defini-lo de modo que C2 desapareça, ou seja,

λ = −C2/β. Por conseguinte, a terceira equação (1.71 ) torna-se

∂V

∂χ1

= 0 .

Depois disso a expressão de V poderá ser integrada, e V (ψi) poderá ser encontrado utili-

zando procedimentos similares aos utilizados no caso sem v́ınculos. Podemos notar que o

número de campos auxiliares neste processo é menor do que o número de estruturas N de
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Xi na teoria inicial de f(Xi). Por exemplo, em (1.49), ainda que nós comecemos a partir

de f(Xi), que depende de três grandezas independentes, os potenciais correspondentes V

dependem apenas dos dois campos escalares independentes.

A forma do potencial V pode ter impacto sobre as consequências f́ısicas de uma de-

terminada teoria f(Xi). Assim, antes de concluir este exemplo, nós apresentaremos V de

uma forma mais geral. Vamos começar, como de costume, a partir de um exemplo simples.

Na equação (1.67) fizemos uma opção de selecionar a expressão particular de R em função

do χ e χ1 . Ao mesmo tempo, pode-se expressar R de uma forma mais geral,

R =
R0

1 + ξ

[
eχ/β − 1 + ξ

(
eχ1/β1 − 1

)]
, (1.72)

onde ξ é um número real arbitrário diferente de −1. A escolha em (1.67) corresponde a

ξ = 0. A partir da versão mais geral (1.72) e da equação (1.58) se pode obter facilmente

βẼ + β1C
2 = R0

(ψ + κ2)

ξ + 1

(
eχ/β + ξeχ1/β1

)
. (1.73)

Agora, em vez de tentar uma integração direta de V (como no caso sem v́ınculos), podemos

expressá-lo na superf́ıcie restrita φ = 0, como

V = ψiX
i − f = ψiX

i −
[
Ω− κ2R0

(eχ/β − 1) + ξ (eχ1/β1 − 1)

ξ + 1
+ Ẽχ+ C2χ1

]
= R0(ψ + κ2)

eχ/β − 1 + ξ (eχ1/β1 − 1)

ξ + 1
− Ω

= R0(ψ + κ2)
(
eχ/β − 1

)
− Ω. (1.74)

Como seria de esperar, a superf́ıcie restrita V é independente do valor de ξ. No entanto,

a escolha de ξ = 1 ou ξ = 0, por exemplo, pode ter vantagens uma sobre a outra. Se

continuarmos a integração de V , como no método anterior, teriamos como resposta (1.74).

Com a experiência que acabamos de adquirir a partir do exemplo considerado acima,

não é dif́ıcil adivinhar que, em geral, há uma relação direta entre o número de modos-zero

independentes de Hesse e o número de v́ınculos. Considere o caso em que existem M

v́ınculos independentes dados por

φm(ψi) = 0 , (1.75)

com m = 1, 2, ...,M . Supomos que os v́ınculos são expressos de modo que os gradientes

das restrições são linearmente independentes sobre a superf́ıcie de restrição (para mais
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detalhes, consulte as condições de regularidade sobre a forma de expressar os v́ınculos

[27]).

Uma vez que os v́ınculos primários φm(ψ) são identicamente nulos quando expressos

como funções das variáveis X i ,

0 =
∂φm(ψk(X

j))

∂X i
=
∂φm(ψk)

∂ψj

∂2f

∂X i∂Xj
. (1.76)

Então, para cada v́ınculo independente φm(ψi) há um correspondente modo-zero indepen-

dente da Hessiana dada por

(νj)m =
∂φm
∂ψj

. (1.77)

Em outras palavras, na transformação de uma lagrangiana dada por f(X i), com i =

1, 2, ..., N , em uma equivalência dada por ψiX
i − V (ψi), o número de campos escalares

auxiliares independentes que aparecem no potencial V (ψi) é igual ao posto da Hessiana

de f(X i).

Uma observação relevante é que em geral só precisa-se do potencial V na superf́ıcie de

restrição, uma vez que, em geral, [27]

V = V |φ=0 + λφ, (1.78)

onde V |φ=0 é o potencial na superf́ıcie de restrição, mas o v́ınculo (“ primário ”) φ

desaparece quando expresso como uma função do R′s; Assim, é indiferente se usa-se o

f = X iψi − V ou f = X iψi − V |φ=0.

1.4 Condições de inflação exponencial no caso geral

Como uma aplicação do teorema de equivalência da seção anterior, vamos definir as

condições para a existência da solução cosmológica estritamente exponencial. Considere a

ação

Seq =

∫
d4x
√
−g {ψ1�R + ψ2R + ψ3C

2 + ψ4(E −
2

3
�R)− V (ψ1, ψ2, ψ3, ψ4)} (1.79)
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e a métrica

ds2 = gµνdx
µdxν = a2(η)(dη2 − dl2) , (1.80)

onde

dl2 =
dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2 sen 2θdφ2 . (1.81)

A métrica conforme tem a forma

ḡµν = diag
(

1, − 1

1− kr2
, −r2, −r2 sen 2θ

)
(1.82)

Vamos considerar a derivada variacional δSeq/δψi.

�R − ∂

∂ψ1

V (ψ1, ψ2, ψ3, ψ4) = 0

R − ∂

∂ψ2

V (ψ1, ψ2, ψ3, ψ4) = 0

C2 − ∂

∂ψ3

V (ψ1, ψ2, ψ3, ψ4) = 0 ,

(E − 2

3
�R) − ∂

∂ψ4

V (ψ1, ψ2, ψ3, ψ4) = 0 . (1.83)

Além disso, temos a equação para a métrica, que pode ser obtida tomando a derivada da

ação com relação ao σ, δSeq/δσ = 0, que dará

2e−4σ
(
ψ′′′′4 + 4kψ′′4

)
− 3e−4σ

(
2kψ′′1 + 4kψ′1σ

′ + 4σ′2ψ′1σ
′ − 2ψ′′1σ

′2 − 4ψ′1σ
′σ′′ + ψ′′′′1 + 4ψ′′1σ

′′ + 2ψ′1σ
′′′)

− 3e−2σ (2ψ2k + ψ′′2 + 2σ′′ψ2 + 2ψ′2σ
′ + 2σ′2ψ2)

− 2V (ψ1, ψ2, ψ3, ψ4

)
= 0 . (1.84)

Vamos apresentar também a equação mais simples para o caso k = 0,

− 3e−4σ
(
4σ′2ψ′1σ

′ − 2ψ′′1σ
′2 − 4ψ′1σ

′σ′′ + ψ′′′′1 + 4ψ′′1σ
′′ + 2ψ′1σ

′′′)
− 3e−2σ(ψ′′2 + 2σ′′ψ2 + 2ψ′2σ

′ + 2σ′2ψ2)

+ 2e−4σψ′′′′4 − 2V (ψ1, ψ2, ψ3, ψ4) = 0 . (1.85)
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Se supusermos que haja uma solução exponencial a = a0e
H0t, ela pode ser substitúıda nas

equações (1.84) e (1.85), com o seguinte resultado:

∂V

∂ψ1

=
12H2

0k

a2
, (1.86)

∂V

∂ψ2

= − 6k

a2
− 12H2

0 , (1.87)

∂V

∂ψ3

= 0 , (1.88)

e

∂V

∂ψ4

= 24H4
0 +

16kH2
0

a2
. (1.89)

Na equação para o fator conforme encontramos uma expressão mais complicada, de modo

que apresentamos apenas o caso onde k = 01,

− 4V − 24H2
0ψ2 − 18H0ψ̇2 − 6ψ̈2 − 72ψ̇1H

3
0 − 78H2

0 ψ̈1

+ 36H0
˙̈ψ1 + 6 ¨̈ψ1 + 24H3

0 ψ̇4 + 44H2
0 ψ̈4 + 24H0

˙̈ψ4 = 0 (1.90)

A existência da solução do tipo “dS” implica a resolução do sistema de equações (1.86) -

(1.90), mas não está claro se isso pode ser feito de uma forma geral.

Vamos tentar uma outra abordagem para soluções de de Sitter. Considere em primeiro

lugar teorias como (1.1) e (1.2), que são equivalentes desde que as funções ψ = f ′R(R) e

R = V ′ψ(ψ) sejam inversas. Vamos usar este fato para obter o critério de solução tipo dS

para as teorias (1.1) e (1.2). A solução dS significa que teremos

Rµν =
1

4
Rgµν e Rµναβ =

1

12
R
(
gµαgνβ − gναgµβ

)
, e também R = const . (1.91)

Como poderemos saber se a solução que leva à (1.91) é posśıvel ou não para a teoria dada?

No caso de (1.1) podemos tomar a variação em relação à métrica, δgµν = hµν , e chegar à

equação

1

2
f gµν −Rµνf

′
R + (∇µ∇ν − gµν�)f ′R = 0 . (1.92)

1Na verdade toda a consideração aqui é válida apenas quanto tivermos k = 0. Valores diferentes de k

levaria à problemas que não iremos entrar em detalhes.
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Inserindo (1.91) na última equação, chegamos a equação algébrica bem conhecida cujas

ráızes R = const nos dará soluções do tipo dS para modelos de gravidade f(R):

1

2
gµν f −

1

4
Rgµνf

′
R = 0 =⇒ Rf ′R = 2f . (1.93)

Agora podemos fazer o mesmo para (1.2). As equações equivalentes para (1.92), neste

caso, possuem a forma

1

2
gµν
(
ψR− V

)
− ψRµν = 0 , e também R = V ′ψ . (1.94)

Inserindo (1.91) em (1.94), chegamos à equação algébrica para valores constantes de ψ

para todas as posśıveis soluções dS:

ψ V ′ψ = 2V . (1.95)

É fácil ver que a equação (1.95) nada mais é que o mapeamento da relação final na

equação (1.93). Para esse fim devemos usar apenas a nossa relação principal ψ = f ′R(R)

e R = V ′ψ(ψ) em (1.93). Podemos notar que a relação (1.95) desempenha exatamente o

mesmo papel para a teoria (1.2) como a relação (1.93) para a teoria (1.1) .

A tarefa seguinte é a obtenção de relações semelhantes para as teorias (1.28) e (1.29).

Pode-se notar imediatamente que, nas condições (1.94), temos X1 = �R = 0 e X3 = C2 =

0. Portanto, a existência da solução da forma (1.94), diz respeito somente às dependências

de f(Xi) em X2 e X4 em um caso e à dependência de V (ψi) em ψ2 e ψ4 em outro caso.

Em todos os casos, podemos também considerar E em vez de Ẽ.

Primeiro vamos lidar com a Eq.. (1.28). Ao tomar as variações da métrica temos

que lembrar que ao final devemos integrar por partes e, em seguida, utilizar as condições

(1.94). Portanto, todas as derivadas covariantes, agindo sobre a variação da métrica hµν

ou sobre as componentes do tensor de curvatura, podem ser facilmente negligenciadas.

Desta forma, obtemos

δS1 =

∫
d4x
√
−g
{1

2
hf + f ′R · δhR + f ′E · δhE

}
. (1.96)

Um cálculo muito simples nos dará,

δhR
∣∣∣
dS

= −1

4
Rh , e δhE

∣∣∣
dS

= − 1

12
R2h = −1

2
Eh , (1.97)
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onde denotamos h = hµµ. Então, para todas as soluções dS desta teoria, os invariantes

constante R e E, relacionados neste caso com a condição de consistência E = R2/4,

também devem satisfazer a equação algébrica

f =
1

2
Rf ′R + Ef ′E . (1.98)

A última equação é uma generalização direta de (1.93) e tem o mesmo potencial teórico

da teoria mais geral (1.28) como (1.93) tem para a teoria (1.1).

O próximo passo é obter a extensão da equação (1.95) para o caso mais geral da teoria

(1.29). Tomando as três variações necessárias obtemos,

δS2

δψ1

= 0 =⇒ R = V ′1 =
∂V

∂ψ1

,

δS2

δψ4

= 0 =⇒ E = V ′4 =
∂V

∂ψ4

,

δS2

δhµν

∣∣∣∣
dS

= 0 =⇒ 1

2

(
V − ψ2R− ψ4E

)
= −1

4
ψ2R−

1

2
ψ4E , (1.99)

É fácil ver através da eq. (1.99) que uma equação para valores constantes de ψi, i =

1, 2, 3, 4, as soluções de Sitter (1.91) tem a mesma forma (1.95) (com ψ1 em vez de ψ e V

dependendo de todos os ψi) mesmo que Gauss-Bonnet e outros termos estejam presentes

(claro, isso não significa que esses termos não possam ser relevantes).

As outras três equações algébricas decorrem de (1.86), excluindo H0 (que ainda deve

ser encontrado) e usando a relação entre R e E para solução do tipo dS:

∂V

∂ψ1

= 0 ,
∂V

∂ψ3

= 0 ,
∂V

∂ψ4

=
1

4

(
∂V

∂ψ2

)2

. (1.100)

1.5 Conclusão

Vimos nas seções anteriores como realizar um mapeamento de uma teoria gravitacional

do tipo f(Xi) em uma teoria de campos auxiliares. O modelo que foi considerado aqui é

um dos mais gerais conhecidos até o momento, em especial, permite lidar com o caso da

teoria com v́ınculos e conduz a um campo de representações auxiliares para as ações que

se parecem com as do grupo de renormalização nas correções de ações de vácuo em teorias

da gravidade como (1.49).
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No próximo caṕıtulo iniciaremos a introdução para um futuro desenvolvimento de

correções quânticas da gravitação provenientes da anomalia do traço do tensor momento-

energia.
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CAṔITULO 2

A Anomalia Conforme

“A preguiça é a mãe do progresso. Se o homem não tivesse

preguiça de caminhar, não teria inventado a roda.”

Mario Quintana

Antes de entrarmos no estudo sobre a anomalia conforme iremos primeiro mostrar um

pouco das motivações f́ısicas para seu uso. Podemos afirmar, sem sombra de dúvidas,

que um dos maiores problemas em f́ısica teórica hoje é a junção entre teoria quântica de

campos e relatividade geral, como podemos ver em [30] e [31]. Muitos são os candidatos,

notadamente teoria de cordas e a gravitação quântica em loops (loop quantum gravity).

Enquanto esse problema é certamente algo extremamente fundamental, também não

impede que estudemos processos que ocorram em energias menores do que a escala de

energia t́ıpica onde os efeitos da gravidade quântica se tornam importantes e onde podemos

perfeitamente tratar todos os processos de forma perturbativa. A escala de Planck é

definida como

mp =
1√
GN

∼ 1019GeV . (2.1)

Somos capazes descrever a maioria dos processos f́ısicos “diários” sem problemas maio-

res, apesar da falta de uma teoria da gravidade quântica completa. Podemos, por exemplo,
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usar a relatividade geral como uma ação efetiva em baixas energias para a teoria quântica

da gravidade (que ainda não conhecemos). A ideia principal aqui é o fato de que, em f́ısica,

sempre utilizamos uma separação de escalas. Todas teorias f́ısicas que conhecemos são de-

senvolvidas para serem válidas apenas em um determinado intervalo de escalas. Desta

forma novos efeitos f́ısicos irão surgir em escalas de energia mais altas. Mas de fato não

precisamos nos “preocupar” com esses novos efeitos se não estamos lidando nessa escala

de energia. Dentro desta perspectiva temos muitos exemplos, como o fato da mecânica

clássica funcionar bem em escalas macroscópicas (onde ~ é irrelevante), ou seja, onde a

gravidade newtoniana funciona perfeitamente para campos gravitacionais fracos.

Aqui iremos utilizar os conceitos e resultados da teoria quântica de campos em espaço-

tempo curvo sem entrar em detalhes de seu desenvolvimento, mas para maior compreensão

consultar as referências [28, 32].

2.1 Equações de Einstein Semiclássicas e a Ação Efe-

tiva

Iremos nesta seção olhar mais cuidadosamente para a dinâmica do próprio espaço-tempo.

No caso clássico a dinâmica da geometria é dada através da variação da ação com respeito

à métrica,

S =

∫ √
−g dDx 1

16πGN

[
R− (D − 2)Λ

]
+ SM , (2.2)

onde SM é a ação associada aos campos de matéria, D é o número de dimensões do espaço-

tempo, R é o escalar de Ricci, GN é a constate de Newton e Λ é a constante cosmológica.

A variação com respeito a métrica nos levará até as equações de Einstein encontradas no

último caṕıtulo (porém aqui em dimensão arbitrária),

Rµν −
1

2
Rgµν +

D − 2

2
Λgµν = 8πGNTµν , (2.3)

sendo o tensor de energia-momento definido como

Tµν = − 2√
−g

δSM
δgµν

. (2.4)
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A abordagem semiclássica para a teoria quântica de campos em espaço-tempo curvo

será feita considerando todos os campos de matéria como sendo campos quânticos, já que,

apesar de não conhecermos uma forma “correta” de quantizar a gravidade, sabemos que

os campos de matéria sempre podem ser quantizados. Esse campos irão se propagar em

uma certa métrica clássica de fundo. Desta forma iremos passar todos os campos para

operadores e expandi-los com respeito a este fundo clássico (que iremos indicar com a letra

(f)),

R(f)
µν −

1

2
R(f)g(f)µν +

D − 2

2
Λg(f)µν

+ 〈0|δR̂µν −
1

2
δR̂δĝµν +

D − 2

2
Λδĝµν |0〉 = 8πGN

(
T (f)
µν + 〈0|δT̂µν |0〉

)
, (2.5)

onde 〈0|...|0〉 serve para indicar o valor esperado com respeito a um estado |0〉 e o “chapéu”

significa que estamos lidando com operadores quânticos, δR̂µν = R̂µν−R(f)
µν , etc. Podemos

notar que do lado esquerdo da equação acima obtém-se correções quânticas através de

flutuações do gráviton e do lado direito obtemos correções através de flutuações da matéria.

Obviamente uma teoria quântica para a gravidade seria não renormalizável. No entanto,

quando consideramos processos até uma certa energia E, efeitos quânticos de grandes

ordens serão suprimidos pela massa de Planck como E/Mp. Desta forma, mesmo que a

teoria seja não renormalizável, ela fará sentido como uma teoria efetiva perturbativa para

energias muito menores do que a escala de Planck.

Escreveremos então as conhecidas equações semiclássicas de Einstein,

R(f)
µν −

1

2
R(f)g(f)µν +

D − 2

2
Λg(f)µν = 8πGN〈Tµν〉 . (2.6)

Todas as quantidades do lado esquerdo são agora puramente geométricas e, claro, cons-

trúıdas a partir da métrica clássica de fundo g
(f)
µν e 〈Tµν〉 abrange toda matéria, incluso

flutuações quânticas e campos de matéria. Por motivo de simplicidade iremos omitir nas

próximas equações o ı́ndice (f).

Vale ressaltar que a abordagem semiclássica pode também ser aplicada com sucesso

para o caso do eletromagnetismo. Desta forma podemos acoplar o campo eletromagnético

clássico ao valor esperado da corrente, ou seja, ∇µF
µν = 〈Jν〉. Antes de passarmos ao

estudo das implicações da equação (2.6) iremos olhar com mais cuidado para o significado
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da expressão 〈Tµν〉. Se temos o tensor de energia-momento “em mãos” é posśıvel construir

a quantidade Γ[gµν ], conhecida como ação efetiva (como pode ser visto em [28]),

〈Tµν〉 =
2√
−g

Γ[gµν ]

δgµν
. (2.7)

Devemos notar que a ação efetiva irá também depender do campo de fundo. Para darmos

um significado para Γ[gµν ] iremos considerar o funcional gerador usado em quantização por

integral de caminho. Iremos aqui considerar como exemplo o funcional para um campo

escalar ϕ. Logo, temos,

Z[J, gµν ] = i〈0, out|in, 0〉

=

∫
D[ϕ] exp

(
iSM [ϕ] + i

∫ √
−g dDx J(x)ϕ(x)

)
. (2.8)

Os estados assintóticos serão 〈0, out| e |in, 0〉, enquanto J é uma corrente externa que

pode produzir part́ıculas neste estado. No caso espećıfico do espaço-tempo de Minkowski

teremos que, como esperado, os estados 〈0, out| e |in, 0〉 são os mesmos (sem uma corrente

externa), de forma que podemos escolher

Z[0, gµν ]Mink = 1 . (2.9)

No entanto sabemos que no espaço-tempo curvo estados assintóticos são, em geral, não

equivalentes. Considerando o funcional Z[0, gµν ], podemos escrever

δZ[0, gµν ] =

∫
D[ϕ](iδSM) exp(iSM [ϕ])

= i〈0, out|δSM |in, 0〉 . (2.10)

Não podemos esquecer que, se considerarmos a variação com respeito a ϕ, esta quanti-

dade será zero pela equação de movimento. Porém, quando consideramos a variação com

respeito à métrica não teremos mais zero, desde que a ação de Einstein-Hilbert não seja

parte de SM . Encontramos então,

− 2√
−g

Z[0, gµν ]

δgµν
= i〈0, out|Tµν |in, 0〉 . (2.11)

Depois de efetuarmos a integral funcional por todos os caminhos para Γ[0, gµν ] iremos obter

novamente a exponencial de uma ação, porém agora com todas as correções quânticas

inclúıdas. Desta forma definimos a ação efetiva como

Γ[gµν ] = −i ln (Γ[0, gµν ]) . (2.12)
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Assim como em (2.7), encontramos,

− 2√
−g

Γ[gµν ]

δgµν
=
i〈0, out|Tµν |in, 0〉
〈0, out|in, 0〉

≡ 〈Tµν〉 . (2.13)

2.1.1 Breve revisão do método de campo de fundo

Iremos agora discutir muito brevemente como o funcional gerador Z[0, gµν ] pode ser cal-

culado usando o método conhecido como campo de fundo [33]. Iremos considerar primei-

ramente o operador de campo escalar ϕ(x), com a ação S[ϕ]. Podemos definir o campo

de fundo Φ como sendo

〈Ψ1|ϕ(x)|Ψ2〉 ≡ Φ(x) , (2.14)

onde Ψ1 e Ψ2 são dois vetores no espaço de Hilbert. O campo quântico ϕ será agora a

diferença entre o campo de fundo e o operador de campo, ou seja,

ϕ(x) ≡ Φ(x) + φ(x) . (2.15)

Assumimos aqui que o campo de fundo é uma solução estacionária para ação efetiva, tal

que,

δΓ[Φ]

δΦ(x)
=

〈
Ψ1

∣∣∣∣∣ δS[ϕ]

δϕ(x)

∣∣∣∣∣Ψ2

〉
= 0 . (2.16)

O campo ϕ irá, obviamente, obedecer suas próprias equações de movimento, o que

levará o lado direito da equação acima ser automaticamente zero. Porém, o Γ dado pela

integral de caminho como mostrado em (2.8) pode ser expandido como uma sério pertur-

bativa em ~. As integrais sobre o campo quântico φ na série resultante serão gaussianas

e podem ser resolvidas. O resultado é dado por (colocando os fatores de ~ de forma

32



expĺıcita),

Γ[Φ] = S[Φ] +
i~
2

ln

{
det
[δ2S[Φ]

δΦδΦ

]}
− ~2

8

∫
dDw dDx dDy dDz

× δ4S[Φ]

δΦ(w)δΦ(x)δΦ(y)δΦ(z)

[
δ2S[Φ]

δΦ(w)δΦ(x)

]−1[
δ2S[Φ]

δΦ(y)δΦ(z)

]−1

+
~2

12

∫
dDu dDv dDw dDx dDy dDz

δ3S[Φ]

δΦ(u)δΦ(v)δΦ(w)

[
δ2S[Φ]

δΦ(u)δΦ(x)

]−1

×

[
δ2S[Φ]

δΦ(v)δΦ(y)

]−1[
δ2S[Φ]

δΦ(w)δΦ(z)

]−1
δ3S[Φ]

δΦ(x)δΦ(y)δΦ(z)
+O(~3) . (2.17)

Aqui o expoente −1 denota o inverso do funcional,∫
dDy

∂2S[Φ]

δΦ(x)δΦ(y)

[
δ2S[Φ]

δΦ(y)δΦ(z)

]−1
= δD(x− z) . (2.18)

Multiplicando por i podemos notar facilmente que temos o propagador no caso da presença

do fundo Φ,

i

[
δ2S[Φ]

δΦ(y)δΦ(x̃)

]−1
≡ i∆(x; x̃) , (2.19)

onde o propagador i∆(x; x̃) depende também do campo de fundo. Vamos olhar mais

precisamente para o significado desta expansão. Primeiramente iremos focar nas correções

O(~). Usamos

det (A) = eTr ln (A) , (2.20)

onde o traço aqui inclui ambas integrações sobre o espaço-tempo.

Supondo a seguinte ação para o campo escalar,

S[Φ] =
1

2

∫
dDx
√
−g
(
− ∂µΦ∂µΦ− m2

2
Φ2 − V (Φ)

)
, (2.21)

poderemos escrever a seguinte contribuição para O(~),

−i~
2

Tr ln (∆) =
i~
2

[
Tr ln (1 + ∆FV

′′(Φ))− Tr ln (∆F )
]
, (2.22)

onde ∆F é o propagador associado ao campo livre com V (Φ) = 0 e a “linha” representa a

derivada com respeito à Φ. Agora, se assumirmos que V ′′ é pequeno, o primeiro termo de
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(2.22) pode ser expandido para encontrarmos,

i~
∞∑
n=1

(−1)n−1

2n

∫
d4z1 d

4zn ∆F (z1; z2)V
′′(Φ(z2))∆F (z2; z3)× ...

... × V ′′(Φ(zn))∆F (zn − z1)V ′′(Φ(z1)) . (2.23)

Podemos notar que temos um loop fechado de campos, com n inserções V ′′. O segundo

termo de (2.22) não possui linhas externas de Φ e pode ser visto como contribuições devido

a um loop. Para o caso de V (Φ) = λ
4!

Φ4 teremos a expansão mostrada na figura (2.1).

Figura 2.1: Diagramas de Feynman correspondentes à (2.22), onde V (Φ) = λ
4!

Φ4

Os termos O(~2) podem ser vistos de maneira similar produzindo os dois diagramas

de loop presentes da figura (2.2). Devemos notar que para campos livres o único gráfico

existente será o mostrado na figura (2.1). Também podemos observar que os diagramas

“sem pernas” contidos nas figura (2.1) e figura (2.2) não irão contribuir para as equações

de movimento quando estivermos lidando com o espaço-tempo de Minkowski. Porém, em

espaço-tempo curvo isso não será verdade. Esses diagramas dependem explicitamente da

métrica e, assim, entram na equação através da variação com respeito a ela.

Não iremos nos importar aqui em como calcular explicitamente esta expressão formal,

que pode ser encontrada nas referências dadas neste texto. Vamos considerar que já temos

(2.17), quer de forma exata ou em uma certa aproximação. A pergunta que podemos fazer

é: o que aprender com a equação de Einstein semiclássica (2.6)? Vimos que para calcular

〈Tµν〉 precisamos calcular o propagador, em um determinado fundo curvo clássico, de tal

forma que a equação (2.6) seja satisfeita. No entanto, não se sabe ao certo como fazer isso.

Usando a expansão de Schwinger-DeWitt (tempo próprio) Podemos estudar o propagador
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Figura 2.2: Diagramas de Feynman correspondentes à contribuição de O(~2) de (2.17)

no regime adiabático [28]. Isso funciona de forma excelente para determinar a estrutura

divergente ultravioleta do propagador.

2.2 Comportamento Ultravioleta

No espaço de Minkowski sabemos que o valor esperado de qualquer produto de operadores

de campo, quando calculado no mesmo ponto, será infinito. Fisicamente podemos atribuir

isso a um número infinito de modos de flutuação ultravioletas [34]. Estas divergências

precisam ser reguladas. Uma forma de fazer isso é através de um “corte no momento”

(cutt-off) ou usando a regularização dimensional. Após efetuar a regularização poderemos

“absorver” as divergências nos parâmetros renormalizados da teoria.

Intuitivamente esperamos que modos ultravioletas devam ser quase insenśıveis em

relação à curvatura do espaço-tempo. Para valores de k suficientemente grandes tere-

mos também que a aproximação adiabática é muito boa. Para compreendermos melhor

o quão insenśıvel esses modos ultravioletas são em relação à curvatura do espaço-tempo

iremos considerar as coordenadas normais de Riemann em torno de um ponto x0

gµν = ηµν +
1

3
Rµανβ(x0)(x− x0)α(x− x0)β +O(x− x0)3 . (2.24)

Assim podemos notar que quanto maiores os momenta, mais poderemos tratar a métrica

como plana. Porém, se quisermos fazer afirmações mais gerais é necessário considerar

os observáveis do campo. Em particular, devemos considerar o valor esperado do tensor
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energia-momento. Será ele o responsável por fornecer todas as informações relativas às

divergências. Consideramos como exemplo o tensor energia-momento para um campo

escalar com uma ação dada por,

S =
1

2

∫
d4x
√
−g (−∂µφ∂µφ−m2φ2 − ξRφ2) , (2.25)

tomando então,

Tµν ≡ − 2√
−g

δS

δgµν

= ∂µφ∂νφ−
1

2
gµν(g

αβ∂αφ∂βφ+ (m2 + ξR)φ2) +

+ ξ(Rµν −∇µ∇ν + gµν�)φ2 (2.26)

onde a última parte é oriunda da variação de Rφ2 com respeito à métrica. O valor esperado,

com relação ao estado |0〉 fica,

〈0|Tµν |0〉 =
(
δρµδ

σ
ν(1− 2ξ)− 1

2
gµνg

ρσ(1− 4ξ)
)
〈0|∂ρφ∂σφ|0〉

− 2ξ(δρµδ
σ
ν − gµνgρσ)〈0|φ∇ρ∂σφ|0〉+

(
ξRµν −

1

2
(m2 + ξR)gµν

)
〈0|φ2|0〉

=

[(
δρµδ

σ
ν(1− 2ξ)− 1

2
gµνg

ρσ(1− 4ξ)
)
∂ρ∂̃σ

− 2ξ(δρµδ
σ
ν − gµνgρσ)∇ρ∂σ −

1

2
(m2 + ξR)gµν + ξRµν

]
i∆(x; x̃)

∣∣∣∣∣
x=x̃

, (2.27)

onde ∂̃µ ≡ ∂
∂x̃µ

e ∆(x, x̃) é o propagador de Feynman, que satisfaz

√
−g(�−m2 − ξR)i∆(x, x̃) = iδD(x− x̃) , (2.28)

sendo δD a função de delta e aparece aqui devido ao uso da regularização dimensional.

Agora, se considerarmos 〈0|Tµν |0〉 em coordenadas normais de Riemann esperamos que

preserve todas as propriedades presentes no espaço plano, ou seja, as divergências ultravi-

oletas. O tensor de energia-momento 2.27 irá, em geral, depender de termos que possuem

até quatro derivadas da métrica.

Em coordenadas normais de Riemann, a primeira derivada da métrica será zero, mas

derivadas de ordem mais elevadas serão diferentes de zero e irão depender da curvatura do

espaço-tempo, como pode ser visto ao analisarmos (2.24). Assim vemos que independente
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da ordem dos momenta dos modos em análise o valor médio do tensor energia-momento

dependerá sempre da estrutura do espaço-tempo. Esta propriedade do valor esperado do

tensor energia-momento (2.27) levará a termos adicionais na ação efetiva, não presentes

no caso do espaço-tempo de Minkowski. Em prinćıpio estes termos são tão senśıveis às

divergências ultravioletas quanto as demais constantes de acoplamento da teoria. Logo

esperamos que também precisem ser renormalizadas. Devido à covariância geral, a ação

mais geral correspondente a esses termos (termos com até quatro derivadas da métrica)

será, ∫
dDx
√
−g

(
a0 + a1R + a2R

2 + a3R
µνRµν + a4R

µναβRµναβ

)
. (2.29)

As constantes a0 e a1 são renormalizações da constante cosmológica e constante de Newton,

respectivamente. Em quatro dimensões podemos mostrar que o termo de Gauss-Bonnet

será,

√
−g E =

√
g
(
R2 − 4RµνRµν +RµναβRµναβ

)
, (2.30)

que é um invariante topológico e não irá contribuir para as equações de movimento. Po-

demos usar esse fato para “eliminar” a4. Porém, devemos ainda realizar a renormalização

dos termos a2 e a3. Isso pode ser feito através do uso de técnicas no espaço plano e iremos

encontrar (com a inclusão desses termos) que a teoria é renormalizável, desde que a teoria

fosse renormalizável no espaço-tempo de Minkowski.

2.3 Acoplamento conforme e anomalia do traço

Considere a ação dada para o campo escalar, porém para um espaço-tempo geral de

dimensão D,

S = −1

2

∫
dDx
√
−g (gµν∂µφ∂νφ+ ξRφ2 +m2φ2) , (2.31)

e a transformação conforme da métrica dada por

gµν(x)→ ḡµν(x) = Ω2(x)gµν(x) . (2.32)
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Primeiro iremos mostrar como as quantidades que temos utilizado até o momento se

transformam diante de (2.32),

ḡµν = Ω−2gµν , (2.33)

√
−ḡ = ΩD

√
−g , (2.34)

Γ̄αµν = Γαµν + (δαν ∂µ + δαµ∂ν + gαβgµν∂β) ln (Ω) , (2.35)

R̄µν = Rµν +
[
(2−D)∂µ∂ν − gµν�

]
ln (Ω)

+ (D − 2)
[
(∂µ ln (Ω)(∂ν ln (Ω))− gαβgµν(∂α ln (Ω))(∂β ln (Ω))

]
, (2.36)

R̄ = Ω−2
[
R− 2(D − 1)� ln (Ω)

− (D − 2)(D − 1)gµν(∂µ ln (Ω))(∂ν ln (Ω))
]
. (2.37)

Devido ao fato do campo escalar possuir dimensão de massa de D−2
2

, iremos “redimensioná-

lo” da seguinte forma,

φ→ φ̄ = Ω
2−D
2 φ , (2.38)

logo, o termo cinético ficará,

−1

2

√
−ḡḡµν(∂µφ̄)(∂νφ̄) =

√
−g

[
− 1

2
gµν(∂µφ)(∂νφ)−

− D − 2

2
φ2
(
� ln (Ω) +

D − 2

2
gµν(∂µ ln (Ω))(∂ν ln (Ω)

)]
.

Isso significa que a ação dada em (2.31) assumirá a seguinte forma,

S̄ = −1

2

∫
dDx
√
−g

[
gµν(∂µφ)(∂νφ) + ξRφ2 + Ω2m2φ2

+

(
D − 2

2
− 2(D − 1)ξ

)
φ2
(
� ln (Ω) +

D − 2

2
gµν(∂µ ln (Ω))(∂ν ln (Ω))

)]
,(2.39)

e assim podemos notar que a ação será invariante (ou seja, S̄ = S), se tivermos m2 = 0 e

também ξ = D−2
4(D−1) . Nesta situação, dizemos que este campo escalar está conformemente

acoplado à gravidade. Uma importante aplicação disto diz respeito a cosmologia, onde

ḡµν = a(η)2ηµν . Logo a métrica será equivalente à métrica do espaço-tempo de Minkowski

depois de efetuarmos a transformação conforme. Se o campo escalar estiver conformemente
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acoplado irá significar que o campo redimensionado se comporta exatamente da mesma

forma que um campo escalar faria no espaço-tempo plano. O escalar conformemente

acoplado, assim, não irá “sentir” a expansão do espaço-tempo.

Outra propriedade importante de campos conformemente acoplados é que o traço de

seu tensor energia-momento é zero. Isto pode ser visto quando fazemos

S̄ = S +

∫
δS̄

δḡµν
δḡµνdDx

= S −
∫ √

−gT̄µν ḡµν
δΩ

Ω
d4x . (2.40)

Então se S = S̄, iremos encontrar que T̄µνg
µν = 0. Esta propriedade, porém, não será

mais verdade quando estivermos levando em conta as correções quânticas. Para campos

escalares conformemente acoplados iremos encontrar, após renormalização do traço do

tensor energia-momento [28],

〈0|T µµ|0〉 = − 1

2880π2

(
RαβµνR

αβµν −RµνR
µν −�R

)
. (2.41)

O surgimento o termo �R é especialmente interessante e muitos autores têm procurado

aplicações deste termo em cosmologia (para um caso interessante, olhar [35]).

Aqui não iremos entrar em detalhes de como obter a anomalia do traço ou de maiores

desenvolvimentos sobre. Existe uma vasta literatura dispońıvel sobre isso. Até o momento

explicamos de forma pedagógica acerca do nosso principal objetivo, que será obter as

aplicações da teoria. Nos próximos caṕıtulos iremos olhar como a teoria da gravitação com

correções quânticas advindas da anomalia se comporta perante perturbações métricas.
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CAṔITULO 3

A anomalia e a estabilidade das soluções clássicas

‘Why repeat the old errors, if there are so many new errors to

commit?”

Bertrand Russel

Neste caṕıtulo iremos estudar a dinâmica das perturbações métricas na teoria de gra-

vitação com correções quânticas induzidas pela anomalia. Nosso primeiro objetivo será ob-

ter a equação para ondas gravitacionais nesta teoria em um fundo homogêneo e isotrópico

geral e, em seguida, verificaremos a estabilidade deste fundo com respeito a perturbações

métricas. Este problema aqui abordado possui várias aplicações interessantes. A ideia

central é explorar a estabilidade das soluções cosmológicas clássicas quando levamos em

consideração efeitos quânticos. Hoje existe grande literatura sobre a estabilidade de Min-

kowski e espaços de de Sitter, porém aqui iremos estender nossas considerações também à

radiação e matéria. Além disso, analisaremos o comportamento das perturbações métricas

durante peŕıodo inflacionário, na fase estável da inflação de Starobinsky Modificada.
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3.1 Aplicações da abordagem semiclássica

A abordagem semiclássica está associada com a equação seguinte, como já citado nos

caṕıtulos anteriores,

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν =< Tµν > (3.1)

e implica que a gravidade não é propriamente quantizada. O valor esperado no lado

direito da equação acima é proveniente dos campos quânticos de matéria. Diferente do

que possamos pensar, o lado direito da equação acima pode ser bastante não trivial, mesmo

se nenhuma fonte de matéria estiver presente no determinado ponto do espaço-tempo. A

razão é que a média do tensor energia-momento pode ser não-trivial, podendo depender das

componentes do tensor de curvatura e suas derivadas, com posśıveis estruturas não-locais.

Existem dois pontos importantes que devemos ressaltar na equação (3.1). Vamos

começar pela sua terminologia. A teoria de campos de matéria renormalizável em um

fundo com espaço-tempo curvo requer que a ação da gravitação deva ser estendida em

comparação com a da relatividade geral (RG) [36, 28, 37] (veja também [22]). A ação

completa inclui o termo de Einstein-Hilbert, que é a origem do lado direito de (3.1) com

a Constante Cosmológica (CC),

SEH = − 1

16πG

∫
d4x
√
−g (R + 2Λ ) (3.2)

e também termos com derivadas superiores,

SHD =

∫
d4x
√
−g
{
a1C

2 + a2E + a3�R + a4R
2
}
, (3.3)

onde C2 = R2
µναβ − 2R2

αβ + (1/3)R2 é o quadrado do tensor de Weyl e E = R2
µναβ −

4R2
αβ +R2 é o quadrado do termo topológico de Gauss-Bonnet. Incluindo todos os termos

na ação, temos

Svac = SEH + SHD . (3.4)

onde Svac é a ação para o vácuo de matéria.
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Se considerarmos que as equações de Einstein são responsáveis por definir a relação

entre a geometria e a distribuição de matéria, ficará evidente que Svac deverá contribuir

para o lado esquerdo de (3.1). No entanto, por motivos de tradição usamos colocar todas as

contribuições extras (aquelas feitas além do tensor de Einstein) no lado direito da equação.

De certa forma, esse modo de “ajustar” os termos é explicado pelo fato de que a equação

(3.1), com o tensor de energia-momento clássico do lado direito, irá “funcionar” melhor

e proporcionará um ajuste muito bom para vários testes observacionais da RG. Logo

todos os termos extras, exceto a constante cosmológica, serão de fato desnecessários ao

ńıvel clássico e, portanto, a sua introdução não é justificada em uma estrutura puramente

gravitacional. Em outras palavras podemos nos perguntar: por que um f́ısico que estuda

puramente gravitação, trabalhando com os fenômenos em grande escala deve se preocupar

com noções quânticas, como renormalizabilidade? Na verdade, o uso destas quantidades

(3.3) pode levar a problemas graves e são conhecidos por produzir termos não f́ısicos

(fantasmas) para o campo gravitacional linearizado no fundo plano [38]. Assim, podemos

afirmar que ainda desconhecemos como obter consistência no ńıvel quântico (3.4) para

efeitos gravitacionais clássicos.

Outro aspecto deste mesmo problema está relacionado com as correções quânticas em

(3.4). Em geral, o problema de obter-se tais correções é insolúvel, porém existe um caso

importante em que a situação é bastante clara. A ação efetiva à 1-loop de campos con-

formes sem massa é essencialmente controlada pela anomalia conforme [39]. Desta forma

a ação efetiva induzida pela anomalia inclui um funcional conforme arbitrário, porém em

muitos casos o seu papel é conhecido por ser muito restrito. Como exemplo disto podemos

citar que este funcional será uma constante trivial para o caso da métrica homogênea e

isotrópica, onde as correções quânticas induzidas pela anomalia irão reproduzir a inflação

de Starobinsky [40]. No caso dos buracos negros, quando levamos em conta a anomalia

conforme poderemos obter a radiação Hawking [41] e usando a ação induzida pela anomalia

podemos classificar os estados na vizinhança de buracos negros. As equações para ondas

gravitacionais calculadas usando métodos diretos [103, 44] e através da ação induzida pela

anomalia [45] irão produzir resultados equivalentes, pelo menos no fundo de de Sitter.

Nos dois últimos casos mencionados o funcional conforme aparentemente não desempenha
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qualquer papel, o que pode ser explicado pelo fato de que a anomalia conforme “capta”

todos os efeitos quânticos, que corresponde ao limite ultravioleta e, portanto, os termos

restantes serão relevantes apenas para “sub-efeitos”. Do ponto de vista da Teoria Quântica

de Campos, a ação efetiva induzida pela anomalia representa uma contribuição quântica

bem definida, que pode ser usada para verificar a compatibilidade entre a gravitação e

efeitos quânticos. O Universo recente representa, na verdade, uma oportunidade muito

boa para fazermos essa verificação. A escala de energia t́ıpica da gravitação é dada pelo

parâmetro de Hubble ou pela escala das ondas gravitacionais, sendo que ambos são muito

menores do que as massas de todos os campos quânticos massivos. Certamente, todos esses

campos se desacoplam fortemente no setor de altas derivadas da teoria [46] e, portanto, o

único campo quântico ativo é o fóton. Assim, chegamos à conclusão de que a ação efetiva

induzida pela anomalia oriunda do campo de fótons será uma boa aproximação para a

contribuição quântica do Universo recente. Nosso principal objetivo neste caṕıtulo será

verificar se estes termos quânticos são compat́ıveis com as soluções cosmológicas clássicas

para as diferentes épocas da história do Universo.

A investigação da estabilidade das soluções fisicamente importantes em teorias gravi-

tacionais mais gerais possui longa e interessante história, partindo de [47], onde a estabili-

dade do vácuo quântico de Minkowski foi explorada pela primeira vez (ver também [48]).

Uma abordagem similar para a teoria da gravidade quântica em temperatura diferente de

zero foi estudada em [49]. Já a estabilidade do espaço de de Sitter (tanto para a teoria

semiclássica quanto para a gravidade quântica, em diferentes esquemas de quantização)

foi recentemente considerada em [51]. Além disso, a estabilidade do espaço de de Sitter

foi discutida em [52] por um método não convencional de contagem de potências (power

counting) no limite do infra-vermelho, com um resultado aparentemente negativo sobre a

validade de toda a aproximação semiclássica. Na comparação com os métodos que explo-

ram a estabilidade utilizados nos trabalhos acima mencionados, a ação efetiva induzida

pela anomalia tem duas vantagens importantes: segurança e simplicidade. Como já men-

cionado acima, a ação induzida pela anomalia utiliza a parte não-local mais importante

da ação efetiva. Como se baseia na anomalia conforme de campos sem massa, está in-

timamente relacionada com os limites UV e IR da teoria. Além disso, como veremos, a
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ação induzida pela anomalia é bastante simples, sendo dada por uma expressão não-local

compacta e expĺıcita que pode ser facilmente tornada local através da introdução de dois

campos escalares auxiliares. Historicamente, a ação efetiva induzida pela anomalia foi a

base teórica dos primeiros modelos cosmológicos com correções quânticas [53], para in-

flação de Starobinsky [40] e também para a primeira derivação de perturbações cósmicas

de modelo inflacionário [54]. Como veremos nas próximas seções, o uso da ação induzida

pela anomalia permite que se explore a estabilidade não só para Minkowski ou de Sitter,

mas para um conjunto mais amplo de soluções cosmológicas clássicas.

Em nossa investigação da estabilidade iremos restringir a consideração na parte in-

variante de calibre de perturbações métricas relacionadas com a onda gravitacional. As

soluções de nosso interesse incluem a radiação e matéria, o Universo recente dominado

pela constante cosmológica e a fase estável da inflação de Starobinsky modificada [55, 57].

3.2 Ação efetiva induzida pela anomalia

Podemos considerar a forma covariante da ação efetiva da gravidade induzida pela anoma-

lia [58, 59] o método mais completo dispońıvel para correções quânticas na ação gravitacio-

nal em quatro dimensões do espaço-tempo. A aplicação em cosmologia foi considerada em

[53, 60] e levou ao bem conhecido modelo inflacionário de Starobinsky [40] (para uma des-

crição mais detalhada olhar [61] e o desenvolvimento na forma do modelo de Starobinsky

Modificado [55, 57]).

O traço anômalo do tensor energia-momento é dado pela expressão [39, 28]

< T µµ >= − (wC2 + bE + c�R) , (3.5)

onde os coeficientes w, b e c dependem do número de campos quânticos ativos de diferentes
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spins,

w =
1

(4π)2

(
N0

120
+
N1/2

20
+
N1

10

)
, (3.6)

b = − 1

(4π)2

(
N0

360
+

11N1/2

360
+

31N1

180

)
, (3.7)

c =
1

(4π)2

(
N0

180
+
N1/2

30
− N1

10

)
. (3.8)

onde N0, N1/2 e N1 formam o conteúdo de part́ıculas do Universo e seus respectivos spins.

É fácil ver que estes coeficientes não são nada mais do que funções β para os parâmetros

a1,2,3 na ação clássica do vácuo (3.4). Através do fenômeno de desacoplamento [46], o

número de campos ativos pode variar de um peŕıodo da história do Universo para outro.

O atual Universo corresponde ao teor de part́ıculas com N0 = N1/2 = 0 e N1 = 1.

A ação Γ̄ind representa uma adição à ação clássica da gravidade, e pode ser encontrada

resolvendo a seguinte equação,

2√
−g

gµν
δ Γ̄ind
δgµν

=< T µµ >= (ωC2 + bE + c�R) . (3.9)

A solução covariante e geralmente não-local pode ser facilmente encontrada na seguinte

forma

Γ̄ind = Sc[gµν ] −
3c+ 2b

36

∫
d4x
√
−g(x)R2(x) (3.10)

+

∫
d4x
√
−g(x)

∫
d4y
√
−g(y) (E − 2

3
�R)xG(x, y)

[
w

4
C2 − b

8
(E − 2

3
�R)

]
y

,

onde G(x, y) é a função de Green para o operador

∆4 = �2 + 2Rµν∇µ∇ν −
2

3
R� +

1

3
(∇µR)∇µ .

Finalmente, podemos reescrever (3.10) na forma local introduzindo dois campos auxiliares

φ e ψ [62] (ver também [63] para um esquema alternativo),

Γ̄ind = Sc[gµν ]−
3c+ 2b

36

∫
d4x
√
−g(x)R2(x) +

∫
d4x
√
−g(x)

{1

2
ϕ∆4ϕ−

1

2
ψ∆4ψ

+ ϕ
[ √−b

2

(
E − 2

3
�R
)
− w

2
√
−b

C2
]

+
w

2
√
−b

ψ C2
}
. (3.11)
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A expressão (3.11) é classicamente equivalente à (3.10), porque se usarmos as equações para

os campos auxiliares ϕ e ψ, a ação não local (3.10) será restaurada. Considerando agora

a solução cosmológica de fundo para a teoria com a ação incluindo correções quânticas,

Stotal = −M2
P

∫
d4x
√
−g R + Γ̄ , (3.12)

onde M2
P = 1/16πG é o quadrado da massa de Planck, e a correção quântica Γ̄ é tomada

na forma (3.11).

Olhando para a solução isotrópica e homogênea, o ponto de partida será escolher a

métrica na forma gµν = a2(η) ḡµν , onde η é o tempo conforme. Também é muito útil

introduzir a notação σ = ln a. A teoria inclui as equações para os três campos,ϕ, ψ, e σ.

Por uma questão de simplicidade vamos considerar o fundo como sendo conformalmente

plano e, portanto, definimos ḡµν = ηµν .

As equações para ϕ e ψ possuem uma forma especialmente simples

√
−g

[
∆4 ϕ+

√
−b
2

(E − 2

3
�R) − w

2
√
−b

C2

]
= 0 ,

√
−g

[
∆4 ψ −

w

2
√
−b

C2

]
= 0 .

Fazendo transformação conforme para as quantidades na última expressão, iremos obter

√
−gC2 =

√
−ḡC̄2 ,

√
−g∆4 =

√
−ḡ ∆̄4 , (3.13)

√
−g(E − 2

3
�R) =

√
−ḡ(Ē − 2

3
�̄R̄ + 4∆̄4σ) . (3.14)

Levando em conta a nossa escolha para a métrica ḡµν = ηµν todos os termos no lado

direito da última equação serão iguais a zero (exceto o último) e podemos então obter as

seguintes equações

�2 ϕ+ 8π
√
−b�2σ = 0 , �2 ψ = 0 . (3.15)

As soluções para(3.15) podem ser apresentadas na seguinte forma,

ϕ = −8π
√
−b σ + ϕ0 , ψ = ψ0 . (3.16)

onde � é o D’Alembertiano para o espaço plano e ϕ0, ψ0 são as soluções gerais para a

equação homogênea �2 ϕ0 = 0 , �2 ψ0 = 0.
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Existe uma arbitrariedade óbvia relacionada com a escolha das condições iniciais para

os campos auxiliares ϕ, ψ. Porém, retornando com a equação (3.16) na ação e variando

com respeito a σ chegaremos a uma equação única para σ. Isso se mostra útil para escrever

esta equação em termos de a(t) e o tempo f́ısico t, com as derivadas sendo representadas por

pontos. Outra variável muito útil é, claro, o parâmetro de Hubble, H(t) = ȧ(t)/a(t) = σ̇(t).

Logo, obtemos1

....
a

a
+

3
.
a
...
a

a2
+

..
a
2

a2
−
(

5 +
4b

c

) ..
a
.
a
2

a3
− 2k

(
1 +

2b

c

) ..
a

a3

−M
2
P

8πc

(
..
a

a
+

.
a
2

a2
− 2Λ

3

)
= − ρ0m

c a3
. (3.17)

No lado direito da equação acima inclúımos a contribuição para a matéria com a constante

ρm e explicitamente mostramos a dependência com relação a a(t). Em relação ao traço

das equações de Einstein generalizadas (combinação linear de equações de Friedmann

generalizadas), a contribuição da radiação não aparece, mas pode ser facilmente restaurada

se mudarmos para a componente (00) [53, 44, 40].

Há várias observações relevantes que temos de fazer sobre as soluções da equação

(3.17) em diferentes situações f́ısicas. Primeiramente, no caso da teoria sem matéria (onde

ρm = 0) teremos duas soluções exatas,

a(t) = a0 · exp(Ht) (3.18)

onde [57]

H =
MP√
−32πb

(
1±

√
1− 64πb

3

Λ

M2
P

)1/2

. (3.19)

Quando temos a constante cosmológica muito pequena em comparação com o quadrado da

massa de Planck, Λ�M2
P , iremos encontrar dois valores diferentes para H (aqui Λ > 0)

Hc ≈
√

Λ

3
e HS ≈

MP√
−16πb

. (3.20)

É fácil notarmos que a primeira solução com Hc corresponde à teoria sem correções, en-

quanto o segundo valor HS corresponde à solução inflacionária de Starobinsky [40]. O

1Usamos aqui k = 0,±1 para obter mais generalidade, porém no restante iremos usar apenas o caso

onde k = 0.
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sinal de b será sempre negativo, independente do conteúdo de part́ıculas. Para isso basta

olharmos para equação (3.7). Devemos observar que o conteúdo de part́ıculas que usamos

aqui, N0, N1/2 e N1 , correspondem aos graus de liberdade e contribuem para a ação

efetiva, não possuindo relação com o conteúdo de matéria real do Universo.

Em segundo lugar, as propriedades das soluções de estabilidade (3.20) irão depender do

sinal do coeficiente c, que está ligado ao coeficiente do termo local
∫ √
−gR2 [40, 57]. A

solução inflacionária HS será estável para valores positivos de c e instável para c < 0. A

estabilidade da solução de baixas energias Hc requer sinal oposto para c. Isto foi mostrado

em [57] onde Hc com c < 0 é estável com relação à pequenas variações do parâmetro

Hubble (ou, de forma equivalente, σ(t)). No modelo inflacionário original de Starobinsky

[40] o conteúdo de part́ıculas corresponde à inflação instável e os dados iniciais são escolhi-

dos de tal modo que o universo seja assintoticamente próximo à radiação em FRW. Para

compreendermos melhor a situação iremos substituir a solução FRW correspondente, ou

seja, a(t) ∼ t2/3, dentro da equação (3.17). É fácil ver que a parte clássica, composta pelos

termos de Einstein e matéria, comportam-se como 1/t2, enquanto as correções quânticas,

que são dadas pelos termos de altas derivadas, comportam-se como 1/t4. Isto significa que

na fase instável os termos quânticos irão “cair” rapidamente, de tal modo que a solução

clássica a(t) ∼ t2/3 será uma excelente aproximação para a solução da equação (3.17)

na época correspondente. É fácil verificar que o mesmo pensamento é verdadeiro para

a radiação a(t) ∼ t1/2 e também para Constante Cosmológica. Uma forma alternativa

às considerações acima pode ser encontrada em [64]. Na verdade todos os argumentos

apresentados acima são válidos apenas para a dinâmica do fator conforme. Nas próximas

seções nos dedicaremos à estabilidade das mesmas soluções clássicas com relação às per-

turbações tensoriais métricas (ondas gravitacionais). Na teoria com termos quânticos,

como mostrado em (3.4) e (3.11), as equações possuem derivadas de quarta ordem e isto

representa um problema real para a estabilidade das soluções clássicas.

Na versão modificada da inflação de Starobinsky [55, 57] o Universo irá começar com

uma inflação estável, que pode ser obtida ao escolhermos o conteúdo de part́ıculas su-

persimétrico N0, N1/2 e N1 . Em seguida, a inflação exponencial desacelera devido aos

efeitos quânticos dos campos de matéria (principalmente part́ıculas s) e, em um certo mo-
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mento, as part́ıculas pesadas s irão se desacoplar da gravidade e, em seguida, o Universo

começará a fase inflacionária instável. A vantagem desta versão é que não dependemos

da escolha das condições iniciais. Nas seções seguintes iremos estudar a estabilidade da

inflação estável em relação às perturbações métricas.

3.3 Obtendo as equações para ondas gravitacionais

Nesta seção iremos obter a equação para os modos tensoriais de perturbações métricas.

Primeiro vamos reescrever a ação em uma forma mais adequada e, em seguida, obteremos

as perturbações lineares para o modo tensorial.

3.3.1 Ação total com termos quânticos

É bastante útil reescrevermos a ação (3.12) em uma forma mais fácil de se trabalhar.

Depois de realizarmos algumas integrações por partes, poderemos reescreve-la da seguinte

forma,

S =

∫
d4xL , (3.21)

com

L =
5∑

s=0

fs Ls (3.22)

=
√
−g
[
f0R + f1R

αβµνRαβµν + f2R
αβRαβ + f3R

2 + f4 ϕ�R + f5 ϕ∆ϕ
]
,

onde os termos f são definidos como

f0 = −MP
2

16π
; (3.23)

f1 = a1 + a2 −
b+ ω

2
√
−b

ϕ+
ω

2
√
−b

ψ; (3.24)

f2 = −2a1 − 4a2 +
ω + 2b√
−b

ϕ− ω√
−b

ψ; (3.25)

f3 =
a1
3

+ a2 −
3c+ 2b

36
− 3b+ ω

6
√
−b

ϕ+
ω

6
√
−b

ψ; (3.26)

f4 = −4π
√
−b

3
; (3.27)

f5 =
1

2
, (3.28)
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e os coeficientes a1,2 são os mesmo definidos em (3.4).

3.3.2 Equações perturbadas

Usando as condições (com µ = 0, 1, 2, 3 e i = 1, 2, 3),

∂i h
ij = 0 e hkk = 0 , (3.29)

juntamente com a condição de coordenadas śıncrono hµ0 = 0, iremos introduzir a per-

turbação métrica na equação (3.22) da seguinte forma

gµν = g0µν + hµν , hµν = δ gµν . (3.30)

Temos que g0µν = {1,−δij a2(t)} são as soluções cosmológicas de fundo. Desta forma,

podemos chegar às seguintes expressões para as partes bilineares das lagrangianas parciais

da equação (3.22):

L0 = a3 f0

[
h2
(3

2
Ḣ + 3H2

)
+ hḧ+ 4Hhḣ+

3

4
ḣ2 − h

4

∇2h

a2

]
+O(h3),

L1 = a3 f1

[
ḣ2
(

2H2 − 2Ḣ
)
− hḧ

(
4H2 + 4Ḣ

)
− h2

(
3Ḣ2 + 6ḢH2 + 6H4

)
−

− hḣ
(

8HḢ + 16H3
)

+ ḧ2 + 4Hḣḧ+
(∇2h

a2

)2
+ 2ḣ

∇2ḣ

a2
+

+
(
H2h− 2Hḣ

)∇2h

a2

]
+O(h3),

L2 = a3 f2

[
− hḣ

(
12ḢH + 24H3

)
− ḣ2

2

(
5Ḣ +

18

4
H2
)
−

− h2
(

3Ḣ2 + 9ḢH2 + 9H4
)
− hḧ

(
4Ḣ + 6H2

)
+
ḧ2

4
+

3

2
Hḣḧ+

+
1

4

(∇2h

a2

)2
− 1

2

(
ḧ+ 3Hḣ− Ḣh− 3H2h

)∇2h

a2

]
+O(h3),

L3 = −6a3 f3

(
Ḣ + 2H2

)[
h2
(3

2
Ḣ + 3H2

)
+ 2hḧ+

+ 8Hhḣ+
3

2
ḣ2 − h

2

∇2h

a2

]
+O(h3),

L4 = a3 f4

[3

2

(
Ḣ + 2H2

)(
ϕ̈+ 3Hϕ̇

)
h2 +

(
ϕ̈+ 3Hϕ̇

)
hḧ+

(
18H2ϕ̇+ 4Hϕ̈

)
hḣ+

+
3

4

(
ϕ̈+ 3Hϕ̇

)
ḣ2 − 1

4

(
ϕ̈+ 3Hϕ̇

) 1

a2
h∇2h

]
+O(h3),

L5 = a3 f5

{[
ϕ̈h2 − 3

2
Hϕ̇h2 − ϕ̇ḣh

]
ϕ̈+

+ ϕ̇2
[
− 7

4
H2h2 − 1

4
Ḣh2 − 7

3
Hḣh− 1

3
ḧh− 1

6

h

a2
∇2h

]}
+O(h3). (3.31)
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Podemos fazer uma comparação destas equações com as equações já conhecida da litera-

tura. Uma expansão muito semelhante foi obtida por Gasperini em [65], com o objetivo de

explorar as perturbações métricas no cenário inflacionário pré-Big-Bang. Apesar das mo-

tivações f́ısicas da inflação pré-Big Bang serem muito diferentes das estudadas aqui nesta

tese (onde consideramos a gravitação semiclássica com a ação induzida pela anomalia),

as fórmulas são equivalentes e, principalmente, encontramos uma correspondência perfeita

entre os nossos resultados e os resultados encontrados em [65]. Por outro lado, podemos

comparar as expressões apresentadas acima também com o cálculo anterior das mesmas

equações para o caso onde H = const, obtido em [45].

A fim de obtermos a equação para perturbações tensoriais linearizadas iremos omitir

todos os termos de ordem superior O(h3) nas expressões (3.31) e, em seguida, tomaremos

a derivada variacional em relação à hµν . O próximo passo é usarmos as soluções (3.16)

para os campos auxiliares. Fixaremos a ambiguidade presente nestas soluções escolhendo

a opção mais simples para os termos conformes, que não são controlados pela anomalia

conforme e definiremos ψ0 = ϕ0 = 0. Como conseqüência temos,

ϕ̇ = −8π
√
−bH , ϕ̈ = −8π

√
−b Ḣ ,

...
ϕ= −8π

√
−b Ḧ e

....
ϕ= −8π

√
−b

...

H . (3.32)

Estas relações para o fundo devem ser substitúıdas nas equações para as perturbações

tensoriais, porém iremos preferir aqui manter ϕ de forma dependente, para fins de gene-

ralidade. Finalmente a equação para os modos tensoriais pode ser colocada na seguinte
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forma(
2f1 +

f2
2

) ....

h +
[
3H
(

4f1 + f2

)
+ 4ḟ1 + ḟ2

] ...

h +
[
3H2

(
6f1 +

f2
2
− 4f3

)
+ H

(
16ḟ1 +

9

2
ḟ2

)
+ 6Ḣ

(
f1 − f3

)
+ 2f̈1 +

1

2

(
f̈2 + f0 + f4ϕ̈

)
+

3

2
f4Hϕ̇−

2

3
f5ϕ̇

2
]
ḧ

−
(

4f1 + f2

) ∇2ḧ

a2
+
[
Ḣ
(

4ḟ1 − 6ḟ3

)
− 21HḢ

(1

2
f2 + 2f3

)
− Ḧ

(3

2
f2 + 6f3

)
+ 3H2

(
4ḟ1 +

1

2
ḟ2 − 4ḟ3

)
− 9H3

(
f2 + 4f3

)
+H

(
4f̈1 +

3

2
f̈2

)
+

3

2
f4ϕ̇
(

3H2 + Ḣ
)

+ H
(
3f4ϕ̈+

3

2
f0 − 2f5ϕ̇

2
)

+
1

2
f4

...
ϕ −4

3
f5ϕ̇ϕ̈

]
ḣ−

[
H
(

4f1 + f2

)
+ 4ḟ1 + ḟ2

] ∇2ḣ

a2

+
[
5f4H

...
ϕ +f4

....
ϕ −

(
36ḢH2 + 18Ḣ2 + 24HḦ + 4

...

H
)(
f1 + f2 + 3f3

)
− HḢ

(
32ḟ1 + 36ḟ2 + 120ḟ3

)
− 8Ḧ

(
ḟ1 + ḟ2 + 3ḟ3

)
−H2

(
4f̈1 + 6f̈2 + 24f̈3

)
− 4Ḣ

(
f̈1 + f̈2 + 3f̈3

)
− 9f4ϕ̇

(
H3 +HḢ

)
+ f4ϕ̈

(
3H2 + 5Ḣ

)
−H3

(
8ḟ1 + 12ḟ2 + 48ḟ3

)
+ f5ϕ̇

2
(1

2
H2 +

1

3
Ḣ
)

+
2

3
f5Hϕ̇ϕ̈−

1

6
f5ϕ̈

2 +
1

3
f5ϕ̇

...
ϕ
]
h+ f0

[
2Ḣ + 3H2

]
h

+
[
H2
(

4f1 + 4f2 + 12f3

)
+H

(
2ḟ1 +

1

2
ḟ2

)
+ 2Ḣ

(
f1 + f2 + 3f3

)
− 1

2

(
f̈2 + f4ϕ̈+ f0 + 3f4Hϕ̇

)
− 1

3
f5ϕ̇

2
] ∇2h

a2
+
[
2f1 +

1

2
f2

] ∇4h

a4
= 0 . (3.33)

Por fim, se tomarmos H = constant in (3.33), iremos encontrar a mesma resposta

encontrada em [45].

3.4 Analisando a estabilidade

Agora podemos iniciar nossa tarefa principal: analisar se a equação (3.33) possui estabili-

dade para as soluções cosmológicas ou não. Como ponto de partida devemos lembrar que

um sistema dinâmico linear com coeficientes constantes é estável quando todos os polos

(ou seja, todas as ráızes de sua equação caracteŕıstica) possuem a parte real negativa, ou

seja, estão no semi-plano complexo esquerdo. Podemos analisar este problema de duas

maneiras: numericamente e analiticamente. Vamos começar com uma análise anaĺıtica

“aproximada”.
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3.4.1 Análise semi-anaĺıtica

Iremos começar por reescrever os termos de (3.33) através da de ondas planas,

∇2ḧ

a2
= −n2 ḧ

a(t)2
,

∇2ḣ

a2
= −n2 ḣ

a(t)2
,

∇2h

a2
= −n2 h

a(t)2
,

∇4h

a2
= n4 h

a(t)4
. (3.34)

Logo a equação para perturbações tensoriais pode ser apresentada da seguinte forma

b4
....

h + b3
...

h + b2
..

h + b1
.

h + b0 h= 0 , (3.35)

onde usamos as seguintes notações

b4 = 2f1 +
f2
2
, (3.36)

b3 = 3H
(

4f1 + f2

)
+ 4ḟ1 + ḟ2 , (3.37)

b2 =
(

4f1 + f2

) n2

a2
+ 3H2

(
6f1 +

f2
2
− 4f3

)
+H

(
16ḟ1 +

9

2
ḟ2

)
+ 6Ḣ

(
f1 − f3

)
+ 2f̈1 +

1

2

(
f̈2 + f0 + f4ϕ̈

)
+

3

2
f4Hϕ̇−

2

3
f5ϕ̇

2 , (3.38)

b1 =
[
H
(

4f1 + f2

)
+ 4ḟ1 + ḟ2

] n2

a2
+ Ḣ

(
4ḟ1 − 6ḟ3

)
− 21HḢ

(1

2
f2 + 2f3

)
− Ḧ

(3

2
f2 + 6f3

)
+ 3H2

(
4ḟ1 +

1

2
ḟ2 − 4ḟ3

)
− 9H3

(
f2 + 4f3

)
+H

(
4f̈1 +

3

2
f̈2

)
+

3

2
f4ϕ̇
(

3H2 + Ḣ
)

+H
(
3f4ϕ̈+

3

2
f0 − 2f5ϕ̇

2
)

+
1

2
f4

...
ϕ −4

3
f5ϕ̇ϕ̈ , (3.39)

b0 = 5f4H
...
ϕ +f4

....
ϕ −

(
36ḢH2 + 18Ḣ2 + 24HḦ + 4

...

H
)(
f1 + f2 + 3f3

)
− HḢ

(
32ḟ1 + 36ḟ2 + 120ḟ3

)
− 8Ḧ

(
ḟ1 + ḟ2 + 3ḟ3

)
−H2

(
4f̈1 + 6f̈2 + 24f̈3

)
− 4Ḣ

(
f̈1 + f̈2 + 3f̈3

)
− 9f4ϕ̇

(
H3 +HḢ

)
+ f4ϕ̈

(
3H2 + 5Ḣ

)
− H3

(
8ḟ1 + 12ḟ2 + 48ḟ3

)
+ f5ϕ̇

2
(1

2
H2 +

1

3
Ḣ
)

+
2

3
f5Hϕ̇ϕ̈−

1

6
f5ϕ̈

2 +
1

3
f5ϕ̇

...
ϕ

+ f0

[
2Ḣ + 3H2

]
−
[
H2
(

4f1 + 4f2 + 12f3

)
+H

(
2ḟ1 +

1

2
ḟ2

)
+ 2Ḣ

(
f1 + f2 + 3f3

)
+

1

2

(
f̈2 + f4ϕ̈+ f0 + 3f4Hϕ̇

)
− 1

3
f5ϕ̇

2
] n2

a2
+
[
2f1 +

1

2
f2

] n4

a4
. (3.40)

O campo auxiliar e suas derivadas devem ser substitúıdas de acordo com a equação (3.32).

Iremos analisar a equação (3.35), com os coeficientes bk, (k = 0, ..., 3) dados pelas

equações (3.37), (3.38), (3.39) e (3.40). Podemos facilmente reduzir esta equação de
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quarta ordem para um sistema de quatro equações de primeira ordem. Fazendo uma nova

mudança de variáveis, introduzimos

h0 = h , h1 = ḣ0 = ḣ , h2 = ḣ2 = ḧ , h3 = ḣ2 =
...

h . (3.41)

Reescrevendo a equação diferencial, chegamos a

ḣ3 = − 1

b4

(
b3 h3 + b2 h2 + b1 h1 + b0 h0

)
,

ḣ2 = h3 ,

ḣ1 = h2 ,

ḣ0 = h1 .

Iremos reescrever o sistema linear de quatro equações dadas acima em uma forma

matricial para calcularmos os seus autovalores e autovetores. Assim, podemos escrever de

forma simplificada,

ḣk = Alk hl , (3.42)

onde k = 0, 1, 2, 3 e a matriz A = Alk possuem a forma

A =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

d0 d1 d2 d3

 ,

onde chamamos dk = −bk/b4 .

Se os coeficientes da matriz A forem constantes, o problema da estabilidade pode

ser resolvido imediatamente obtendo os autovalores e autovetores de A. No entanto,

sabemos que o mesmo método pode ser utilizado no caso da matriz A não-constante. Isso

acontece devido ao fato de estarmos olhando para a estabilidade assintótica relacionada

com o comportamento do tempo exponencial de hk. No caso dos coeficientes da matriz A

possúırem fraca dependência do tempo, poderemos negligenciar esta dependência e tratar

A como uma matriz constante. Podemos ver facilmente que essa condição é satisfeita para

os casos de radiação e matéria e pode ser usado também para a constante cosmológica,
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devido ao fato de Λ ser realmente muito pequeno. Em outras palavras, a aproximação

para A constante irá significar que estamos olhando para a dinâmica das perturbações.

Como estamos na verdade interessados na consistência de soluções cosmológicas clássicas e

na prevenção de soluções explosivas (do tipo run-away, perigosas para a teoria), podemos

usar essa aproximação de forma muito confiável.

Nosso próxima passo é encontrar os autovalores de A e, portanto, consideramos

det


−λ 1 0 0

0 −λ 1 0

0 0 −λ 1

d0 d1 d2 (d3 − λ)

 = 0 . (3.43)

Dáı termos a equação algébrica

λ4 − d3 λ3 − d2 λ2 − d1 λ1 − d0 = 0 . (3.44)

Depois de alguma álgebra (ver apêndice para mais detalhes), podemos reduzir a equação

acima para a seguinte forma,

z3 + ξ1 z + ξ2 = 0 . (3.45)

A quantidade mais importante é

∆ = ξ1 +
4

27
ξ32 = 4

[(ξ1
2

)2
+
(ξ2

3

)3]
. (3.46)

O valor de ∆, obtida usando a fórmula de Cardano (assim como todas as notações usadas

aqui) são explicados no apêndice. A equação (3.46), irá nos dizer qual a natureza dessas

ráızes. Podemos distinguir os seguintes casos:

1. ∆ < 0: então as três ráızes são reais e distintas, podendo ser,

• Todas as ráızes negativas: estável.

• Alguma das ráızes positiva: instável.

2. ∆ = 0: as ráızes são reais, e duas ou três são iguais. Logo,

• Todas as ráızes negativas ou com partes reais negativas: estável.
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• Alguma das ráızes com parte real positiva: instável.

3. ∆ > 0: uma raiz real e duas ráızes complexas,

• Todas as ráızes negativas ou com partes reais negativas: estável.

• Alguma das ráızes com parte real positiva: instável.

No caso da equação (3.33) nós encontramos os seguintes valores para (3.46),

ξ1 =
−α
3

+ β e ξ2 =

(
2α3

27
+

3γ − β γ
3

)
,

α =
5

2
p ; γ =

1

8

(
q2 − 4p2 + 4 p r

)
e β = 2p2 − r , (3.47)

p = −39

8
d23 + d2 ; q =

d23
8
− d3d2

2
+ d1 e r = −3d43

256
+
d2d

2
3

16
− d2d1

4
+ d0 .

Lembrando que bk/b4 = −dk, onde bk são dados por (3.37), (3.38), (3.39), (3.40). As-

sim podemos esperar que a expressão para ∆ da equação (3.46) será bastante complexa,

exigindo análise numérica.

Ao realizarmos essa análise para os três casos de nosso interesse (ou seja, expansão

exponencial, radiação e matéria), encontramos

1. Expansão exponencial. Quando escolhemos a1 < 0 encontramos ∆ < 0. Isto é

consistente porque quando analisamos a equação (3.44) diretamente, encontramos

todos os autovalores sendo reais e negativos. Então, temos estabilidade nesse caso,

exatamente como podeŕıamos esperar da comparação com o caso inflacionária [57].

No entanto, se escolhermos a1 > 0, iremos encontrar ∆ < 0 também. Porém,

analisando a equação (3.44) diretamente pelo método numérico (o que significa ob-

ter as ráızes numericamente pelo uso do software Mathematica), encontramos três

autovalores negativos e um positivo. Assim, iremos observar instabilidade neste caso.

Podemos então observar que o sinal de a1 irá definir se o modo tensorial sem massa

na teoria clássica é um gráviton ou um fantasma [38]. Deste ponto de vista o nosso

resultado significa que a instabilidade da teoria com termos clássicos de altas deri-

vadas (3.3) e correção quântica (3.10) é completamente definida pela parte clássica
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(3.3) e, de forma inesperada, não depende do termo quântico (3.10). Para sabermos

se este é um comportamento geral iremos analisar os demais casos.

2. Radiação. Quando escolhemos a1 < 0 encontramos ∆ > 0. Isto é consistente

porque quando se analisa a equação (3.44) diretamente, encontramos dois autova-

lores reais e negativos, e também dois autovalores complexos, porém com as partes

reais negativas. Então, teremos estabilidade neste caso. Quando tomamos a1 > 0

encontramos ∆ < 0. Analisando a equação (3.44) diretamente, encontramos dois

autovalores negativos e dois autovalores positivos. Logo, neste caso teremos instabi-

lidade. Novamente a estabilidade da solução clássica é completamente dependente

do termo clássico (3.3).

3. Matéria. Com a1 < 0 obtemos ∆ > 0. Isto é consistente através da análise di-

reta da equação (3.44), onde encontramos dois autovalores reais e negativos e dois

autovalores complexos com partes reais negativas. Logo, temos estabilidade para

a1 < 0. Porém, se escolhermos a1 > 0, encontramos ∆ > 0, que indica insta-

bilidade. Através da análise da equação (3.44) diretamente podemos confirma este

resultado, onde encontramos dois autovalores reais (um negativo e outro positivo) e

dois complexos, ambos com partes reais negativas.

Como resultado desta nossa análise, podemos concluir que existirá estabilidade para

a equação (3.33) se, e somente se, tivermos a1 negativo. Levando-se em conta as carac-

teŕısticas da teoria gravitacional clássica com derivadas superiores (3.3), veremos que a

(ins)estabilidade linear do modo tensorial define completamente a (ins)estabilidade linear

na teoria quântica com correção (3.10). A explicação qualitativa para este fato é bastante

clara. Os termos quânticos (3.10) consistem em dois tipos. O mais simples é o termo

local R2, que contribui para o propagador de perturbações gravitacionais no fundo plano,

mas não para o modo tensorial (ver, por exemplo, [37] para maiores detalhes). Os termos

não-locais mais complicados (de terceira ordem na curvatura no mı́nimo) não contribuem

para o propagador de perturbações gravitacionais no fundo plano. Na verdade, estamos

interessados nas perturbações no fundo cosmológico curvo e não no caso plano. No en-

tanto, a escala de comprimento t́ıpica relacionada com a expansão do Universo é definida
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pelo raio de Hubble e é muito maior do que a escala de comprimento das perturbações

lineares que estamos interessados aqui. Por isso a estabilidade da teoria sob perturbações

pequenas, em uma determinada aproximação, é a mesma que para o fundo plano e, assim,

pelos motivos explicados acima, não existe nenhum papel essencial dos termos quânticos

induzidos pela anomalia (3.10).

3.4.2 Análise numérica

Para assegurar que a nossa análise qualitativa e anaĺıtica da estabilidade esta correta,

iremos estudar a estabilidade da equação diferencial (3.33) através de métodos numéricos,

usando o software Mathematica [66].

Iremos testar as mesmas três soluções cosmológicas relevantes usadas até agora (ex-

pansão exponencial, radiação e matéria). Em todos os casos usaremos as condições iniciais

de origem quântica, por uma questão de simplicidade. Para os três casos mencionados en-

contraremos soluções estáveis e instáveis, como são mostradas nas figura 1 e 2. Podemos

notar facilmente que as soluções onde adotamos a1 < 0 serão sempre estáveis, como mos-

trado na figura 1. Ao mesmo tempo as soluções onde adotamos o sinal oposto, a1 > 0,

são sempre instáveis, como mostramos na figura 2.
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Figura 3.1: Gráfico para a perturbação h(t) em função do tempo onde analisamos os casos

para a(t) = a0e
H0t, a(t) = a0t

1/2 e a(t) = a0t
2/3 respectivamente, com as condições iniciais

h0 = 1√
2n

, ḣ =
√

n
2
,ḧ = n3/2

√
2

,
...

h= n5/2
√
2

, onde adotamos que a1 < 0. Comportamento

estável.
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Figura 3.2: Gráfico para a perturbação h(t) em função do tempo onde analisamos os casos

para a(t) = a0e
H0t, a(t) = a0t

1/2 e a(t) = a0t
2/3 respectivamente, com as condições iniciais
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,
...
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√
2

, onde adotamos que a1 > 0. Comportamento

instável.

3.5 Espectro das ondas gravitacionais no fundo cos-

mológico

Antes de começarmos a trabalhar com a equação diferencial (3.33), iremos relembrar al-

gumas noções referentes ao espectro de ondas gravitacionais. Por uma questão de simpli-

cidade partiremos do caso inflacionário de fundo.

Considerando o caso da onda gravitacional no fundo da solução inflacionária na teoria

sem correções quânticas, temos

ḧ− ȧḣ

a
+
{n2

a2
− 2 ä

a

}
h = 0 , (3.48)

onde assumimos a(t) = a0e
H0t e também a0 = 1. O estado de vácuo é bem conhecido

para esta teoria (para maiores detalhes, consultar [28]), sendo

h(x, η) = h(η) e±in·x , h(η) =
e±in·x√

2n
, (3.49)

onde n é chamado de vetor número de onda. Com o objetivo de estudar a dinâmica de

h(t,x), se faz necessário fazer a seguinte transformada de Fourier,

hn(t) =
1

(2π)3/2

∫
h(t,x) ein·x d3x. (3.50)

Vamos precisar do quadrado total da amplitude, ou seja,

h2(t) =

∫
h2n(t) d3n . (3.51)
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A equação acima pode ser reescrita na forma

h2(t) = 4π

∫
h2n(t)n2 d n = 4π

∫
h2n(t)n3 d ln n = 4π

∫
P 2
n(t) d ln n , (3.52)

onde

P 2
n(t) = h2n(t)n3 . (3.53)

Chamamos a quantidade acima de “quadrado do espectro de potência”. Através dele

podemos saber como a amplitude das ondas gravitacionais varia em um intervalo de ln n

até ln (n+ dn).

Com as ferramentas anteriores poderemos encontrar o espectro de potência para a

teoria com a equação (3.48) para a onda gravitacional e depois aplicar em nosso modelo

dado por (3.33). Com esse objetivo iremos tomar o quadrado do valor da perturbação

gravitacional em um dado tempo e para um determinado número de onda n. Logo em

seguida iremos variar este n para um t fixo e ao mesmo tempo iremos resolver nossa equação

diferencial de quarta ordem de forma numérica. Depois disso, nós iremos linearizar o

gráfico através da seguinte relação

ln n3 h2n(t) × ln n . (3.54)

Como resultado obtemos o coeficiente de proporcionalidade linear k que chamamos ı́ndice

espectral. Então temos, P 2
n(t) ∝ nk , ou seja, é proporcional ao ı́ndice espectral. Será o

espectro de potência que irá nos dizer como a amplitude das perturbações dependem do

comprimento de onda.

Adotaremos as condições iniciais de origem quântica,

h0 ∝
1√
2n

, ḣ ∝
√
n

2
, ḧ ∝ n3/2

√
2
,

...

h∝
n5/2

√
2
. (3.55)

Em seguida, iremos desenvolver o processo acima descrito para o caso da inflação, repre-

sentado pela equação (3.48). O resultado encontrado foi,

k ≈ 0.01 . (3.56)

Agora, aplicando o mesmo procedimento para o nosso modelo dado pela equação (3.33),

encontramos, no caso de expansão exponencial sem correções quânticas (ou seja a1 =
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a2 = 0),

k = 0.00894167 ≈ 0.01 , (3.57)

onde usamos a massa de Planck igual 1 na equação (3.33) e na equação (3.28), para rea-

lizarmos a análise numérica. Este valor é muito próximo do que devemos encontrar para

a inflação quando calculamos de forma anaĺıtica, que deve ser k ≈ 0, como podemos ver

em (3.56). Assim, o modelo que estamos considerando retorna para o caso da inflação co-

nhecida quando fazemos a1 = a2 = 0. O espectro plano ou quase plano que é encontrado

ocorre porque a versão estável da inflação induzida pela anomalia reproduz a fase de de

Sitter com H = const.

Agora já somos capazes de analisar o caso quântico geral com a1 6= 0. Lembrando

que a ação é dada por (3.4), onde a1 é o coeficiente mais importante para a evolução das

perturbações tensoriais. A seguir analisaremos os três casos já estudados e apresentaremos

os resultados da análise numérica.

3.5.1 Inflação (expansão exponencial)

A variação do espectro de potência com respeito à a1 (com valores positivos e negativos)

está apresentado na Tabela 1. Para cada valor de a1 teremos um valor correspondente em

k.

a1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

k 0.01 0.04 0.8 0.12 0.17 0.22 0.29 0.37 0.48 0.61 0.79

Tabela 3.1: Obtendo k através da variação de a1 > 0 no caso a(t) = a0 e
H0t.

a1 0.0 -0.1 -0.2 -0.3 -0.4 -0.5 -0.6 -0.7 -0.8 -0.9 -1.0

k 0.01 -0.05 -0.4 -0.06 -0.06 -0.08 -0.09 -0.11 -0.12 -0.13 -0.14

Tabela 3.2: Obtendo k através da variação de a1 < 0 no caso de a(t) = a0 e
H0t.

As duas tabelas mostram que, quando o valor de a1 é negativo, os valores de k

também decrescem e são negativos. Ou seja, à medida que a1 aumenta, a amplitude das
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ondas gravitacionais diminuem. No caso de a1 positivo ocorre o oposto, ou seja, quando

aumentamos o seu valor obtemos que o valor de k também aumenta. Isto ocorre devido

ao fato de que a1 > 0 não representa a solução estável de (3.33).

Agora, a partir dos dados obtidos em [68], [69], [70] e usando o software CMBEASY

[71] [72] e [73] podemos obter o gráfico do espectro de anisotropia da radiação cósmica de

fundo (RCF) devido ondas gravitacionais para os casos mostrados acima. Nestes gráficos,

existem duas quantidades essenciais: o ı́ndice espectral k e o conteúdo de matéria do

Universo. Os gráficos para a expansão exponencial são mostrados na figura 3. Em todos

os gráficos usamos a2 = 0. Porém, o valor de k é o mesmo para qualquer valor de a2.

Figura 3.3: Gráfico de e-folds em relação ao ı́ndice espectral k. Comportamento do espec-

tro da anisotropia para os três casos estudados com k = 0.01. As três soluções possuem

o mesmo k para a1 = 0. Ou seja, são degenerados.

3.5.2 Radiação

Podemos realizar o mesmo procedimento de resolver numericamente a equação diferencial

(3.33) e linearização como utilizado antes para testar os demais casos, como radiação, onde

temos a(t) = a0 t
1/2 e matéria, onde a(t) = a0 t

2/3.

Para a radiação os resultados são apresentados na Tabela 3.
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a1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

k 0.01 0.05 0.08 0.11 0.13 0.16 0.18 0.21 0.23 0.26 0.29

Tabela 3.3: Obtendo k através da variação de a1 > 0 no caso a(t) = a0 t
1/2.

a1 0.0 -0.1 -0.2 -0.3 -0.4 -0.5 -0.6 -0.7 -0.8 -0.9 -1.0

k 0.01 -0.26 -0.27 -0.28 -0.33 -0.30 -0.33 -0.38 -0.38 -0.36 -0.34

Tabela 3.4: Obtendo k através da variação de a1 < 0 no caso a(t) = a0 t
1/2.

Com estes valores obtemos os gráficos mostrados nas figuras 3 e 4, para o espectro de

anisotropia, onde usamos o valor a1 = 0 (figura 3) e o valor extremo a1 = 1 (figura 4)

a partir das tabelas acima apresentadas.

3.5.3 Matéria

Por fim, analisamos o caso da época dominada pela matéria, com a(t) = a0 t
2/3 , onde

temos os valores apresentados nas Tabelas 5 e 6.

a1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

k 0.01 0.06 0.09 0.12 0.14 0.17 0.20 0.22 0.25 0.28 0.29

Tabela 3.5: Obtendo k através da variação a1 > 0 no caso a(t) = a0 t
2/3.

a1 0.0 -0.1 -0.2 -0.3 -0.4 -0.5 -0.6 -0.7 -0.8 -0.9 -1.0

k 0.01 -0.23 -0.24 -0.24 -0.28 -0.25 -0.28 -0.32 -0.31 -0.29 -0.28

Tabela 3.6: Obtendo k através da variação a1 < 0 no caso a(t) = a0 t
2/3.

Com estes valores, obtemos os gráficos para o espectro da anisotropia apresentado nas

figuras 3 (a1 = 0) e 4 (a1 = 1).

Nota-se que os gráficos do espectro da anisotropia da RCF são quase idênticos nos

casos da radiação e matéria (figura 3), mas ambos são diferentes da inflação. Os casos de

matéria e radiação na figura 4 são degeneradas.
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Figura 3.4: Gráfico de e-folds em relação ao ı́ndice espectral k. Comportamento do es-

pectro da anisotropia para ondas gravitacionais no caso plano (linha preta com k = 0),

inflação (linha vermelha com k = 0.79) e radiação/matéria (linha azul com k = 0.3 para

ambos). Em todos os casos temos a1 = 1.

3.6 Efeitos quânticos de campos massivos e inflação

“temperada”

Como mostrado em [55, 57], quando levamos em consideração os efeitos quânticos de

campos massivos obtemos a forma “temperada” da solução inflacionária HS em (3.20). A

solução que surge depois de obtermos as equações efetivas pode ser muito bem aproximada

pela fórmula

a(t) = eσ(t) , σ(t) = H0t−
H2

0

4
f̃ t2 , H(t) = H0 −

H2
0

2
f̃ t , (3.58)

onde f̃ é um parâmetro adimensional, da ordem de 10−5. O gráfico para σ(t) é mostrado

na figura 5. Esta fase estável da inflação deve durar até que H(t) torna-se comparável à
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escala de energia da quebra supersimétrica e assim ocorre a transição para a fase instável

da inflação.

0 50 000 100 000 150 000 200 000

0

20 000

40 000

60 000

80 000

100 000

Figura 3.5: Evolução de σ(t).

Podemos usar a solução(3.58) em nossa equação diferencial (3.33) para a perturbação

tensorial. Resolvendo esta equação numericamente e realizando o processo de linearização

como foi explicado acima, chegamos à Tabelas 7 e 8 para a variação de k com respeito à

a1 no caso do modelo de Starobinsky modificado.

a1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

k 0.01 0.04 0.08 0.12 0.17 0.22 0.29 0.37 0.48 0.61 0.79

Tabela 3.7: Obtendo k através da variação a1 > 0 no caso da equação (3.58).

a1 0.0 -0.1 -0.2 -0.3 -0.4 -0.5 -0.6 -0.7 -0.8 -0.9 -1.0

k -0.01 -0.02 -0.03 -0.04 -0.05 -0.07 -0.09 -0.11 -0.12 -0.13 -0.14

Tabela 3.8: Obtendo k através da variação a1 < 0 no cado da equação (3.58).

Podemos observar que a Tabela é quase idêntica à obtida para o caso da inflação

convencional, descrita na Tabela 1. Isto ocorre porque o parâmetro f̃ é pequeno ( 10−5 )

e a desaceleração da inflação acontece de forma mais lenta em comparação com a escala

t́ıpica de perturbações tensoriais. Se considerarmos esse parâmetro sendo “aumentado”,

os dois resultados começam a divergir. Os valores de k aumentam conforme o valor de f̃

aumenta.
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3.7 Considerações acerca dos resultados obtidos

Como vimos, a ação clássica da gravidade que é necessária para garantir que a teoria dos

campos de matéria em uma métrica de fundo clássica seja renormalizável vai além do termo

de Einstein-Hilbert convencional, incluindo também o termo de constante cosmológica

e termos com derivadas superiores. A presença de derivadas superiores é geralmente

associada ao problema de fantasmas não-f́ısicos, mas esta questão não representa um

problema real para a teoria, quando a gravidade é apenas um fundo externo e não há

condição de unitariedade para a matriz S gravitacional. No caso da gravidade externa

as condições necessárias de consistência devem ser a existência de soluções fisicamente

aceitáveis e sua “solidez”. Por solidez queremos dizer que essas soluções devem ser estáveis,

pelo menos no que diz respeito às pequenas perturbações das variáveis métricas. No caso

da gravitação, os termos de derivadas superiores podem ser especialmente perigosos para

a estabilidade das soluções cosmológicas clássicas, como matéria e radiação e também

para o Universo dominado pela constante cosmológica. Os resultados encontrados neste

caṕıtulo mostram que a recente detecção das ondas gravitacionais obtida através do projeto

BICEP2 [56] poderá contribuir muito na compreensão dos limites dos posśıveis efeitos

quânticos analisados aqui.

No próximo caṕıtulo iremos analisar mais detalhadamente sobre a necessidade de ter-

mos “medo” destes fantasmas mencionados e se podemos usar essa teoria (sem correções)

como uma boa aproximação para uma teoria quântica da gravidade abaixo da escala de

Planck.
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CAṔITULO 4

Gravitação Quântica abaixo da escala de Planck?

“In the midst of winter, I found there was within me an invin-

cible summer.” (Original: “Au milieu de l’hiver, j’apprenais

enfin qu’il y avait en moi un été invincible.”)

Albert Camus Retour à Tipasa

Neste caṕıtulo iremos explorar como a estabilidade de perturbações métricas em teorias

de gravitação com derivadas de ordem superior dependem da escala de energia e das

condições iniciais de tais perturbações. Mostra-se que, pelo menos nos casos de fundos

cosmológicas espećıficos, fantasmas massivos não f́ısicos (que estão presentes no espectro de

tais teorias) não se “desenvolvem”, permanecendo no estado de vácuo até que a frequência

inicial da perturbação chegue perto da escala de energia de Planck. Mostraremos que nesta

situação (abaixo da escala de Planck), as versões existentes das teorias renormalizáveis

e superrenormalizáveis podem ser vistas como teorias eficazes e muito satisfatórias de

Gravitação Quântica.
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4.1 Introdução

Falar sobre Gravitação Quântica (GQ) sempre nos remete ao conflito entre renormalizabi-

lidade e unitariedade. De um lado temos a Relatividade Geral, que parece ser a teoria da

gravitação clássica que, porém nos remete a uma teoria quântica não-renormalizável, como

já dissemos antes [30, 74, 75]. Podemos obter a desejada teoria renormalizável através da

inclusão de termos com derivadas covariantes de quarta ordem na ação [76], porém estes

termos irão nos levar à excitações fantasmas não-f́ısicas no espectro de part́ıcula da teo-

ria. Na tentativa de remover estes fantasmas do espectro f́ısico somos levados a violar a

unitariedade da matriz-S gravitacional. Assim obtemos uma teoria da GQ renormalizável

e não unitária sem fantasmas, enquanto a versão unitária da GQ é não-renormalizável.

Como resultado deste conflito a ideia de desenvolver uma Gravitação Quântica foi muito

além da abordagem convencional da quantização perturbativa do campo gravitacional. No

entanto, há uma importante questão que permanece: em que medida devemos ter medo

destes fantasmas oriundos de derivadas de ordem superior que são a fonte de todas essas

dificuldades?

O problema de teorias que envolvem derivadas superiores atraiu muita atenção por um

longo tempo e continua a atrair ainda hoje. Já da década de 1850, Ostrogradski descreveu

essas instabilidades do tipo exponencial [77]. Mais tarde, em 1963, Veltman apresentou

o processo de espalhamento quântico de uma part́ıcula de energia com grande massa ne-

gativa e uma part́ıcula de energia positiva muito mais leve [78]. O resultado de Veltman

(em uma explicação bastante simplificada) foi que as part́ıculas de energia negativa (fan-

tasmas massivos) “ganham” cada vez mais energia cinética negativa e, consequentemente,

a part́ıcula com energia positiva ganha também cada vez mais energia cinética positiva.

No caso da gravitação com derivadas superiores, mesmo que não observemos esses “fan-

tasmas” devido a sua grande massa, devemos ter uma grande emissão de grávitons, que

deverá “destruir” as soluções clássicas “paćıficas”. Esse problema foi tratado recente-

mente na abordagem da Gravitação Quântica em [79, 80, 81, 82, 83, 86], em gravitação

clássica temos [38, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93] e para modelos teóricos mais simplificados

[94, 95, 96, 97].
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Podemos notar que a abordagem mencionada é bastante diferente do que iremos adotar.

Essas abordagens baseadas em GQ [79, 81, 86] estão relacionadas em assumir que os

“polos fantasmas” ganham uma contribuição imaginária dependente de calibre ao ńıvel

quântico, deixando assim a matriz S unitária. Infelizmente, os resultados para 1-loop

[98, 99, 100, 101] não são suficientes para que possamos verificar onde estes desejados

efeitos quânticos irão realmente ocorrer (ou se irão).1 Outra proposta de perspectiva

“quântica” [83] é a ideia de modificar o formalismo da Teoria Quântica de Campos de tal

maneira a fazer com que os fantasmas sejam sempre tratados juntamente com o graviton,

e não como uma part́ıcula independente. Porém, por enquanto, não está claro como se

colocar este pensamento em prática.

As abordagens clássicas [87, 88, 90, 91] estão relacionadas em explorar a estabilidade

para uma dada solução (cosmológica ou de buracos negros). No caso cosmológico o pro-

blema se reduz ao estudo da estabilidade com respeito as perturbações do fator conforme

da métrica (detalhes maiores em [40, 57]) e também estudarmos a estabilidade com respeito

às ondas gravitacionais [103, 44, 45, 65, 29] (como observamos no caṕıtulo anterior). O

resultado obtido no caṕıtulo anterior é extremamente relevante, já que as perturbações em

teorias com derivadas superiores não apresentam, na verdade, estas fortes instabilidades

que esperamos que ocorram em teorias com fantasmas não-f́ısicos.

O objetivo deste caṕıtulo será considerar a relação entre a presença de fantasmas e

instabilidades gravitacionais dentro da abordagem efetiva da Teoria Quântica de Campos.

Nossa consideração será simples, puramente clássica e até certo ponto próximo ao de [91]

e [96]. Aqui iremos mostrar que o comportamento das perturbações gravitacionais está

intimamente relacionado com a presença de fantasmas, mas somente se a escala de energia

é suficiente para gerar estes fantasmas. Nossa consideração irá se basear nas perturbações

lineares sobre um fundo gravitacional não trivial. Não apresentaremos aqui resultados

conclusivos, mas esperamos que esse estudo sirva para orientar a investigação nesta área.

1A situação é qualitativamente similar também para os métodos não-perturbativos existentes hoje

(como, por exemplo, mostrado em [102]). Porém a existência desses novos modelos se mostra bastante

promissora.
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4.2 Fantasmas não-f́ısicos massivos

Podemos começar este estudo formulando alguns questões gerais acerca dos fantasmas

de derivadas superiores: (i) Podemos “sobreviver” sem eles? (ii) O que existe de re-

almente ruim com estes fantasmas? (iii) Podemos, de alguma forma, nos livrar deles?

Começaremos mostrando que a resposta para a primeira pergunta (i) é “não”.

4.2.1 A teoria quântica pode “sobreviver”sem derivadas superi-

ores gravitacionais?

Para entendermos a necessidade de derivadas superiores na ação gravitacional iremos

começar com uma situação relativamente simples, quando apenas campos de matéria são

quantizados e a gravitação é um fundo clássico. Nesta teoria semiclássica temos que intro-

duzir a ação do vácuo, a qual é um funcional da métrica clássica externa. É bem conhecido

[36] (para maiores detalhes [104, 105, 106]) que esta teoria pode ser renormalizável, mas

somente se possuir os seguintes termos para a ação clássica do vácuo (como mostramos

em detalhes no último caṕıtulo):

Svac = SEH + SHD , (4.1)

onde

SEH = − 1

16πG

∫
d4x
√
−g {R + 2Λ } (4.2)

é o termo de Einstein-Hilbert com a constante cosmológica e

SHD =

∫
d4x
√
−g
{
a1C

2 + a2E + a3�R + a4R
2
}

(4.3)

inclui termos de derivada superior. Iremos usar aqui as mesmas notações já usadas antes:

C2 = R2
µναβ − 2R2

αβ +
1

3
R2 ,

E = RµναβR
µναβ − 4RαβR

αβ +R2 (4.4)

para o quadrado do tensor de Weyl e para a densidade lagrangiana do termo topológico

de Gauss-Bonner (densidade de Euler) em d = 4.
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A necessidade do uso de termos com altas derivadas (4.3) para renormalizabilidade já

foi demonstrada de maneira formal (ver, por exemplo, [37] para uma introdução e outras

referências). A teoria renormalizável no espaço-tempo plano possui apenas divergências

logaŕıtmicas quadridimensionais. Uma observação importante é que a adição de linhas

externas de hµν não irá aumentar o grau de divergência (ver [22] para análise mais deta-

lhada). Portanto, apenas as divergências quadridimensionais vão surgir na mesma teoria,

mesmo em espaço curvo. Isso significa que devemos utilizar todos os termos do ńıvel

clássico, sendo esse o motivo de precisarmos de todos os termos de (4.1) na ação do vácuo.

Devemos notar a grande importância existente nos termos de derivada superior (4.3)

para grande parte das aplicações da teoria semiclássica. Como exemplo podemos notar que

a radiação de Hawking [107] e a versão geral da inflação de Starobinsky [40] podem ser ob-

tidas através da anomalia conforme [41], e os últimos resultados através da renormalização

dos termos (4.3), como vimos no último caṕıtulo.

Na gravitação quântica, os termos de derivada superior C2 presente em (4.3) irá signi-

ficar fantasma massivo (uma part́ıcula de spin-2 e com energia cinética negativa). Isso irá

nos levar ao problema de unitariedade da teoria (pelo menos ao ńıvel de árvore). Porém,

na teoria semiclássica a gravitação é externa e a unitariedade da matriz S gravitacional

pode não ser mais tão importante. As condições de consistência neste caso poderão in-

cluir a existência de soluções fisicamente posśıveis e sua estabilidade perante pequenas

pertubações da métrica. Iremos discutir a relação desta estabilidade na presença de fan-

tasmas massivos a seguir.

Vamos agora considerar a situação no caso da teoria quântica do campo gravitacional.

O cálculo dos graus de divergência superficiais D para o diagrama de Feynmann do campo

hµν pode ser feito através a seguinte fórmula geral,

D + d =
∑
lint

(4− rl) − 4n + 4 +
∑
ν

Kν , (4.5)

com uma relação topológica adicional.

lint = p+ n− 1 . (4.6)
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Aqui d é o número de derivadas de linhas externas do diagrama, rl é o potência dos

momenta no propagador inverso da linha interna, n é o número de vértices e Kν é a

potência dos momenta em um dado vértice. Na equação (4.6) lint e p são os números de

linhas internas e loops, correspondentemente. O caso D = 0 corresponde às divergências

logaŕıtmicas e d indicará o número de derivadas necessárias nos contratermos.

Para a versão quântica da Relatividade Geral nos temos rl = 2 e Kν = (2, 0). É fácil

ver através da relação (4.5) e (4.6) que a expressão final para as divergências logaŕıtmicas

será d = 2 + 2p, e isto irá significar que a teoria da RG não é renormalizável (como vimos

também nos primeiros caṕıtulos).

Se partirmos da ação (4.1), que inclui termos com derivadas de quarta ordem (4.3),

então rl = 4 e Kν = (4, 2, 0). Podemos notar facilmente que a potência máxima das

derivadas nos contratermos logaŕıtmicos será d = 4, assim podemos afirmar que esta teoria

é renormalizável em todas as ordens de loop.

Podemos introduzir mais derivadas considerando a ação [108]

S = SEH +

∫
d4x
√
−g
{
a1R

2
µναβ + a2R

2
µν + a3R

2 + ...

+ b1Rµναβ�R
µναβ + b2Rµν�R

µν + b3R�R + O(R3
...) +

+ c1Rµναβ�
kRµναβ + c2Rµν�

kRµν + c3R�
kR + ... + O(Rk+2

... )
}
. (4.7)

Para esta teoria, no caso geral, temos rl = 4 + 2k (sendo que k aqui não possui nenhum

relação com os utilizados nos caṕıtulos passados, sendo apenas um número natural) e

Kν = (0, 2, ..., 4 + 2k). Através da equação (4.5) e (4.6), para as divergências logaŕıtmicas

temos d = 4 + k(1− p). Esta fórmula possui três importantes consequências. Primeiro,

a teoria é superrenormalizável para k ≥ 1 e apenas divergências de 1-loop estão presentes

para k ≥ 3. Segundo, todas as divergências são de derivadas de quarta ordem ou menos.

Isso significa que a maior parte dos termos em (4.7) não são renormalizados. Terceiro,

os contratermos de ordem zero, dois e quatro nas derivadas dependem da escolha dos

coeficientes dos termos com derivadas maiores. Aqui podemos notar que a contagem de

potências na popular teoria gravitacional de Hořava-Lifshits [109] é exatamente a mesma

da descrita anteriormente. Isso significa que as derivadas de quarta ordem nas divergências

logaŕıtmicas no tempo nesta teoria irão muito provavelmente aparecer, mas talvez possam
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ser canceladas por um ajuste fino especial nos termos de derivadas superiores. Só através

de um cálculo expĺıcito poderemos demonstrar se isso realmente acontece ou não, e o

cálculo em 1-loop seria suficiente para k ≥ 3. De qualquer forma, na medida em que o

alvo principal seja uma GQ pura, a gravitação de Hořava-Lifshits possui uma boa chance

de obter sucesso. Ao mesmo tempo, existem dificuldades mais sérias com respeito a

contribuição dos campos de matéria. Se não assumirmos a violação de Lorentz no setor de

matéria, estes campos irão sempre produzir divergências covariantes do tipo R2
µν em todas

ordens de loop e logo não está claro como podemos construir uma teoria sem derivadas

de quarta ordem. É posśıvel observar essas considerações através do cálculo direto para o

campo escalar realizado em [110].

Os fantasmas massivos estão ainda presentes na teoria (4.7). Para o caso de polos reais

temos [108],

G2(k) =
A0

k2
+

A1

k2 +m2
1

+
A2

k2 +m2
2

+ · · ·+ AN+1

k2 +m2
N+1

, (4.8)

onde os sinais alternam

Aj · Aj+1 < 0 (4.9)

para qualquer sequência com massas crescentes reais

0 < m2
1 < m2

2 < m2
3 < · · · < m2

N+1 . (4.10)

Um primeiro passo interessante seria explorar o caso de polos imaginários e negativos (por

exemplo, à procura de algum tipo de “mecanismo de gangorra” para os polos fantasmas),

mas aqui iremos deixar essa consideração para um trabalho futuro. Neste caṕıtulo nossa

atenção estará restrita pelo caso (4.8) e na discussão com relação à presença de fantasmas

e instabilidades gravitacionais do estado de vácuo da teoria.

Olhando para a expressão (4.8) podemos ver que essa teoria possui um (no caso k = 1)

ou mais (para k ≥ 2) graus de liberdade fantasma no setor tensorial. Podemos con-

cluir que, em geral, o preço da (super)renormalizabilidade é a presença de fantasmas (ver

também [111]). No entanto, do ponto de vista geral, o argumento mais importante em

favor de derivadas superiores vem da quantização de campos de matéria. Levando-se em
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consideração a importância de SHD em (4.3) para a construção da ação renormalizável dos

campos de matéria quântica, é muito dif́ıcil ver como podemos obter uma teoria consis-

tente sem derivadas superiores covariantes. Logo devemos nos preocupar com a presença

de fantasmas e descobrir como podemos lidar com eles.

4.2.2 Podemos nos livrar dos fantasmas massivos?

Fantasmas massivos são estados tensoriais massivos (de spin dois) com energia cinética

negativa. As componentes correspondentes do propagador não dependem da fixação de

calibre e podem ser vistas como graus de liberdade f́ısicos. A criação de part́ıculas com

energia cinética negativa do estado de vácuo não é protegida pela conservação de energia,

o que significa que na teoria com fantasmas devemos esperar a criação cont́ınua desses

fantasmas e também de um enorme número de grávitons de alta energia (lembrando que

esses fantasmas possuem a massa da ordem da escala de Planck). Mesmo que não tenha-

mos propriamente o fantasma, iremos observar um enorme e destrutivo “fluxo de sáıda”

de energia gravitacional, que supostamente irá “explodir” qualquer solução gravitacional

clássica (ver, por exemplo, [95] para uma revisão recente).

Existem (como já mencionado anteriormente) várias tentativas interessantes para se

livrar dos fantasmas massivos. A ideia mais óbvia seria assumir que o estado inicial |in〉 no

espalhamento clássico de perturbações gravitacionais não possui fantasmas. O problema

é que, devido à natureza não-polinomial da gravitação, o fantasma possui uma interação

complicado de grávitons e, como resultado desta interação, devem haver fantasmas no

estado |out〉. Logo, a teoria não será unitária. Em um recente trabalho [112] foi mostrado

que a teoria sem fantasmas é unitária. Porém acreditamos que não se trata de uma solução

real, devido ao fato do problema ser exatamente sobre como podemos remover o fantasma

do espectro.

Uma ideia muito interessante está em ligar o posśıvel papel das correções quânticas

no polo massivo não f́ısico [79, 80, 81]. Como já discutido, os métodos existentes não

permitem que se realize a análise não-perturbativa, que é etapa necessária para realizar-se

a conclusão final sobre essa possibilidade [82]. Ainda devemos notar que a situação pode

ser melhor na versão super-renormalizável da teoria (4.7), onde é tecnicamente posśıvel
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calcular de forma exata as funções β e, assim, chegar à aproximação principal para o

propagador completo com correções quânticas. Essa possibilidade será também deixada

para um futuro trabalho e iremos concentrar em uma abordagem muito mais simples, onde

olharemos diretamente para o problema de fantasmas e instabilidades.

Uma via interessante foi sugerida em [113] e desenvolvida recentemente em [114, 115].

A ideia principal é continuar a expansão em (4.7) para a ordem infinita em derivadas.

A expectativa é a possibilidade de alcançar-se a seguinte forma da expansão bilinear da

ação clássica (para simplificar, tomamos um fundo plano e assumimos que uma fixação de

calibre apropriada está inclúıdo):

S(2) =
1

2
hαβ

{
cM2

P � + f(�)
}
hαβ , (4.11)

de tal forma que c = const e f(�) é escolhido para que a soma cM2
P � + f(�)

é uma função inteira do argumento �. Suponhamos que a teoria resultante é (su-

per)renormalizável e que o propagador da perturbação gravitacional hαβ tenha polo

único em k2 = 0. A ideia, em primeira vista, parece bastante satisfatória. Porém existem

dúvidas sobre se esse esquema irá funcionar para GQ. Em primeiro lugar para termos

uma teoria (super)renormalizável é preciso chegar às regras de Feynman para hαβ, e para

este fim faz-se necessário realizar a quantização da teoria. Não está clara ainda a forma

como isso pode ser feito em uma teoria não-polinomial com derivadas como (4.11). Se-

gundo, na teoria (4.11) temos rl e Kν infinitos. Assim, o cálculo do grau de divergência

superficial (4.5) nesta teoria produzirá um tipo de solução indefinida (∞−∞). Por isso,

não fica claro se a teoria é super-renormalizável, renormalizável ou não renormalizável.

No presente caso, a possibilidade da teoria ser não-renormalizável significa, em particular,

que a forma da função f(�) pode, eventualmente, se alterar sob correções quânticas de

tal modo que o polo massivo irá retornar para a teoria. Começando a partir da expressão

das ações,

SiHD =

∫
d4x
√
−g
{
cR + Rµν h(�)Rµν + Rh1(�)R

}
. (4.12)

chegamos ao propagador inverso (no espaço de momentum, para o setor de spin-dois) na

forma

G−1(k) = c1k
2 + k4ψ(k2) , (4.13)
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onde ψ(k2) é uma função anaĺıtica e c1 6= 0. Podemos ter ausência de polos extras com

k 6= 0 (real ou complexo) neste caso colocando, por exemplo,

c1 + k2ψ(k2) = c1 e
− k2/M2

(4.14)

ou de uma forma semelhante à usada em em [113]. Não é claro ainda se esta forma da

função irá continuar após levarmos em conta as correções quânticas. Finalmente, con-

clúımos que a proposta apresentada em [113] se mostra bastante interessante. Contudo

a afirmação de que a teoria baseada em (4.11) realmente irá solucionar o conflito entre

renormalizabilidade e unitariedade parece um pouco prematura e não esclarecida até o

momento.

Uma abordagem qualitativamente diferente é sugerida em [83], baseando-se na ob-

servação de que os fantasmas não são part́ıculas independentes, mas sim companheiros do

gráviton na gravidade linear. A separação dos diferentes graus de liberdade nas teorias

com derivadas de ordem superior é uma questão não trivial, mesmo no caso de teorias

linearizadas (ver, por exemplo, [116]). Como podemos imaginar, a situação deve ser mais

complicada na gravitação, que possui uma estrutura de interação não polinomial. No en-

tanto, até agora não está claro como poderemos colocar em prática a proposta contida em

[83]. De qualquer forma, estas duas propostas mostram que a situação com fantasmas na

teoria não está completamente sem esperanças, merecendo ser explorada em mais detalhes.

Finalizando esta revisão vamos abordar a tentativa de se evitar os fantasmas nos mo-

delos de gravidade massiva [84]. Uma abordagem alternativa é admitir que o fantasma

não f́ısico pode existir, mas é inofensivo devido ao fato de sua interação com o resto das

part́ıculas ser não-local e suprimida por algum grande parâmetro [85].

A seguir consideramos a possibilidade de que o fantasma exista apenas como uma

excitação do vácuo, porém nunca aparecendo como uma part́ıcula f́ısica e, portanto, sendo

inofensivo nas energias abaixo da escala de Planck.

4.3 Ondas gravitacionais em um fundo arbitrário

Vamos nós lembrar das suposições que fizemos até o momento para lidar com o problema

de fantasmas em teorias com derivadas superiores.
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• Podemos obter conclusões sobre a teoria de gravitação usando aproximação linear.

A matriz S de grávitons deve ser o principal objeto de nosso interesse.

• A instabilidade de Ostrogradsky [77] ou espalhamento de Veltman [78] são rele-

vantes, independente da escala de energia. Em todos os casos produzem soluções tipo

run-away e o Universo explode.

Existe uma maneira simples e eficaz para verificar diretamente a maioria destas su-

posições de uma só vez. Vamos utilizar uma teoria de gravitação com derivadas superiores e

verificar a estabilidade com relação às perturbações lineares para algumas soluções clássicas

fisicamente interessantes. Se os pressupostos mencionados forem corretos, iremos observar

modos de crescimento rápido, mesmo para o fundo de baixa energia (ou seja, de baixa

curvatura). No entanto, se não houver modos de crescimento a ńıvel linear, não haverão

tais modos em ordens superiores. É importante ressaltar que o problema de fantasmas está

posto em ńıvel de árvore e, portanto, não precisamos nos preocupar com efeitos de loop.

Além disso, de acordo com o teorema [117], se o sistema é estável sob oscilações lineares,

será também estável a um ńıvel não-linear (pelo menos para amplitudes suficientemente

pequenas de perturbações.)

Finalmente, o nosso objetivo principal é explorar a dinâmica do tempo para ondas

gravitacionais em um “fundo arbitrário” de baixa energia, em uma teoria de gravitação

com derivadas superiores. A seguir iremos partir da teoria (4.1) em um fundo geral e

mostrar que existem alguns argumentos a favor da sua irrelevância para as flutuações com

energia suficientemente baixa. Depois iremos lidar com o problema “reduzido” e identificar

as relações entre a presença de modos crescentes e a existência de fantasmas massivos no

fundo cosmológico.

4.3.1 Coordenadas Normais de Riemann

Vamos considerar aqui a teoria com derivadas de quarta ordem (4.1) e definir a constante

cosmológica como sendo zero. Isso é justificado quando estamos interessados no comporta-

mento das ondas gravitacionais. A ação que iremos utilizar pode ser reescrita da seguinte
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forma

S4dQG =

∫
d4x
√
−g

{
−M2

P

16π
R + a1C

2 + a2E + a3�R + a4R
2

}
. (4.15)

O único parâmetro dimensional presente nesta teoria é a massa de Planck MP . Já os

ak’s são parâmetros arbitrários e, sendo assim, podemos escolhê-los para serem tão grande

como quisermos, porém vamos fazer uma escolha moderada, assumindo que os valores

de ak estão próximos da unidade. A massa de Planck MP irá definir a escala única

da teoria. Isso significa que todas as quantidades que são muito menores do que MP

serão também muito pequenas nesta teoria. Podemos notar que esse recurso tem sido

amplamente utilizado para estabelecer a abordagem efetiva para GQ [118].

A abordagem de baixas energias para a dinâmica de perturbações gravitacionais em

um fundo com métrica arbitrária significa que as seguintes desigualdades serão satisfeitas:

|Rµναβ| �M2
P e k2 �M2

P , (4.16)

onde Rµναβ são componentes do tensor de Riemann para um dado fundo e k é o vetor de

onda para a perturbação.

A equação de nosso maior interesse é dada por

Hµν, αβ h̄⊥αβ = 0 , (4.17)

onde Hµν, αβ =
δ2 S4dQG

δgµν δgαβ
.

O termo de fixação de calibre é irrelevante já que estamos interessados apenas nos com-

ponentes da perturbação gravitacional h̄⊥αβ(x), que denotaremos hαβ. Iremos assumir que

hαβ satisfaz,

hαβ g
αβ = 0 e ∇α hαβ = 0 . (4.18)

Para ilustrar melhor a situação vamos escrever separadamente a ordem zero em termos

de curvatura em (4.17) como

a1

(
�2 − M2

P

32π a1
�
)
hαβ = 0 , (4.19)

que corresponde à massa do fantasma m2 = MP/
√
−32πa1.
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A equação completa inclui os termos (4.19) e também termos lineares e quadráticos

na curvatura. Podemos facilmente obter essa equação dos trabalhos feitos em HDQG

(Higher-Derivative Quantum Gravity), como por exemplo, [37] e [101]. Em primeira ordem

na curvatura e tendo em conta (4.18), esta equação terá a seguinte forma (4.17)2

Hµν, αβ = − a1
2
δµν, αβ�

2 +Dρλ
µν,αβ∇ρ∇λ + Wµν, αβ, , (4.20)

onde

Dρλ
µν,αβ = 2a1gνβR

ρλ
α · ·µ + a1g

ρλ
(
2gνβRαµ −Rµανβ

)
+
(M2

P

64π
− a1

6
R− a4

2
R
)
gρλδµν,αβ ;

Wµν, αβ =
M2

P

64π

(
Rµανβ + 3Rµα gνβ −Rδµν,αβ

)
. (4.21)

A razão para mantermos apenas termos lineares na curvatura é devido ao fato de nosso

interesse estar apenas no comportamento de perturbações métricas na equação (4.17)

quando o fundo e perturbações possuem energias t́ıpicas muito menores que a escala de

Planck. Isto significa, em particular, que podemos ignorar todos os termos O(R2
....). Obvi-

amente seria interessante explorar ordens superiores porém, no presente trabalho, vamos

tentar fazer os cálculos da forma mais simples posśıvel.

É natural tentarmos usar alguma técnica que nos permita tratar os componentes de

tensores de curvatura como pequenas perturbações. O formalismo covariante deste tipo

baseia-se nas coordenadas normais Riemann [119]. Esta abordagem é tradicionalmente

utilizada para descrever o propagador [120], em nosso caso para grávitons. O método

também é bastante útil para outras situações, principalmente relacionado com o cálculo

dos efeitos de loop [121, 122], porém aqui estamos interessados apenas na aproximação a

ńıvel de árvore.

No método de coordenadas normais assumimos uma expansão em torno de um ponto

escolhido no espaço-tempo, que iremos chamar P (x′µ). As quantidades correspondentes a

este ponto serão marcadas por “zeros” como, por exemplo, a métrica
o

gαβ. Além disso,

vamos precisar do tensor de curvatura e suas derivadas covariantes neste momento. O

ganho com o uso das coordenadas normais é que as linhas de coordenadas são especialmente

2Nessas expressões, é tomada a simetrização ao longo dos pares de ı́ndices (µν) e (αβ). As formulas

completas, incluindo termos de segunda ordem, podem ser encontradas em [101].
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concebidas como linhas geodésicas e uma expansão covariante pode ser feita com relação

ao ponto P . O desvio do ponto P é parametrizado pelas quantidades yµ = xµ − x′µ, que

possuem valor zero em P . Conforme consideramos os componentes das curvaturas como

sendo pequenos, podemos limitar a análise feita apenas nos primeiros termos. Por uma

questão de generalidade vamos realizar também parte da expansão até segunda ordem (os

resultados correspondente estão presentes no Apêndice).

A expansão da métrica possui a forma

gαβ(y) =
o

gαβ −
1

3

o

Rµανβ y
µ yν + ... . (4.22)

Pode-se sempre escolher a métrica no ponto de expansão para ser do tipo Minkowski,
o

gαβ = ηαβ. Para o śımbolo de Christoffel teremos,

Γλαβ =
2

3

o

R
λ
· (αβ)ν y

ν + ... .

Vamos começar a partir da expansão em coordenadas normais para �hαβ. A ex-

pansão representa uma série de potências em ambas componentes da curvatura
o

R λ
·αβν e

yµ. Adotados que A(n) será a ordem n da expansão em yµ para A, por exemplo,

�hαβ = (�hαβ)(0) + (�hαβ)(1) + (�hαβ)(2) + .. , (4.23)

onde os pontos indicam os termos de ordens superiores omitidos em yµ e de ordens superi-

ores no tensor curvatura e suas derivadas covariantes no ponto P . Com um cálculo direto

iremos obter os seguintes resultados para a segunda ordem em yµ:

(�hαβ)(0) = ηµν
[
∂µ∂ν h

αβ − 1

3

o

R
α
· νλµ h

λβ − 1

3

o

R
β
· νλµ h

αλ
]
, (4.24)

(�hαβ)(1) = −4

3
ηµν
[

o

R
α
· (νλ)τ ∂µ h

λβ +
o

R
β
· (νλ)τ ∂µ h

αλ
]
yτ , (4.25)

(�hαβ)(2) =
1

3

o

R
µ ν
· τ · ρ

(
∂µ∂νh

αβ
)
yτ yρ . (4.26)

4.3.2 Aproximação de ordem zero

O próximo passo será fazer uma transformação de Fourier no setor espacial,

hµν(r, t) =

∫
d3k

(2π)3
hµν(k, t) e

ik·r . (4.27)
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Com uma aproximação útil iremos tratar o vetor de onda k como constante e, portanto,

estaremos interessados apenas na evolução temporal da perturbação hµν . Esse tipo de

aproximação é válida apenas quando desejamos tratar do caso de perturbações de ondas

longas, onde assumimos que os modos hµν(k, t) possuem dinâmicas independentes. Este

tratamento permite lidarmos com a extremamente complicada equação diferencial parcial

(4.17).

Vejamos agora o que a aproximação de modos independentes hµν(k, t) significa, do

ponto de vista prático. Olhando para as equações (4.24), (4.25) e (4.26), podemos ver

claramente que a equação (4.17) possui duas complicações principais: uma relacionada as

derivadas do tipo ∂hαβ(r, t)/∂yµ, e também relacionada aos fatores de yµ. Obviamente,

∂hαβ(r, t)/∂yµ se reduz, após usarmos (4.27), para ikµh
αβ(k, t). Já o tratamento dos

fatores yµ é um pouco mais complicado:∫
d3k

(2π)3
yµ hαβ(k, t) eik·r =

∫
d3k

(2π)3
hαβ(k, t)

∂

i∂kµ
eik·r . (4.28)

Podemos integrar a última expressão por partes. O termo superficial pode ser negligen-

ciada, onde assumimos hαβ(|k| → ∞) → 0, já que todas as perturbações são suprimidas

além da escala de Planck. Desta forma, chegamos à seguinte relação∫
d3k

(2π)3
yµ hαβ(k, t) eik·r =

∫
d3k

(2π)3
eik·r

∂

i∂kµ
hαβ(k, t) . (4.29)

Conclúımos que a expansão em coordenadas normais yµ significa uma expansão dos modos

hαβ(k, t) em séries em kµ. Na aproximação mais simples assumimos que os modos não

dependem de kµ, ou seja, hαβ(k, t) = hαβ(t). Isto significa que podemos restringir nossa

consideração para a aproximação de ordem zero em yµ na equação (4.17).

Para o termo �2 podemos escrever,

(�2 hαβ)(0) = ηµν
{[
∂µ∂ν (�hαβ)

](0)
− 1

3

o

R
α
ντµ(�hτβ)(0) − 1

3

o

R
β
ντµ(�hατ )(0)

}
. (4.30)

Iremos utilizar as seguintes notações para as expansões (4.25) e (4.26)3:

(�hαβ)(1) = ∆αβ
χ y

χ ,

(�hαβ)(2) = Λαβ
χω y

χ yω . (4.31)

3Expressões de ordem superior para ∆αβ
χ e Λαβχω podem ser vistas nas equações (4.80) e (4.81) no

Apêndice.
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Depois de um pequeno clculo obtemos,

(�2 hαβ)(0) = ηµν∂µ∂ν (�hαβ)(0) + ηµν
[
2∂ν ∆αβ

µ + 2Λαβ
νµ

− 1

3

o

R
α
ντµ(�hτβ)(0) − 1

3

o

R
β
ντµ(�hατ )(0)

]
, (4.32)

onde (�hαβ)(0) foi definido em (4.24). Tomando isso juntamente com (4.21), chegamos na

seguinte expressão,

Hµν, αβ = − a1
2
δµν, αβ(�2 hαβ)(0) + 2a1ηνβ

o

R
ρλ

α · ·µ ∂ρ∂λ (4.33)

+
[(a1

6

o

R +
a4
2

o

R +
M2

P

64π

)
δµν, αβ + 2a1 ηνβ

o

Rαµ − a1
o

Rµανβ

]
�

+
M2

P

64π

( o

Rµανβ + 3 ηµα
o

Rνβ −
o

Rδµν, αβ
)
.

Substituindo (4.32) na última equação, obtemos a equação para a perturbação métrica na

aproximação de ordem zero para yµ,

�2hµν −
1

3

( o

Rλµ�h
λ
ν +

o

Rλν�h
λ
µ

)
+

4

3

( o

R
λρτ
· · ·µ ∂ρ∂τ hνλ +

o

R
λρτ
· · · ν ∂ρ∂τ hµλ

)
− 2

o

R
ρτ

λ · ·µ∂ρ∂τh
λ
ν − 2

o

R
ρτ

λ · · ν∂ρ∂τh
λ
µ − 2

o

R τµ�hτν − 2
o

R τν�hτµ

+ 2
o

R µρντ�hρτ +
2

3

o

R
ρτ

∂ρ∂τhµλ +
a1 + 3a4

a1

o

R�hµν

− M2
P

32π a1

[(
�−

o

R
)
hµν +

( o

Rµλντ + 3 ηµλ
o

Rντ

)
hλτ
]

= 0 . (4.34)

Devemos observar que (4.34) é uma equação diferencial no espaço plano, que depende dos

componentes do tensor de curvatura em um determinado ponto P ,
o

R
α

·βµν . Em particular,

assumimos o operador d’Alembertiano plano, � = ηρτ∂ρ∂τ . Obviamente que a expressão

completa será uma expansão da série infinita em ambos kµ e
o

Rµναβ, logo a equação (4.34)

será apenas a aproximação de menor ordem não trivial. A equação (4.34) é uma genera-

lização da equação de base (4.19) e a diferença entre esses dois casos é representada pelos

termos lineares na curvatura, que se encontram parcialmente omitidos em (4.19). O estudo

da dinâmica de hµν com k constante pode ser realizado na equação de base (4.34). Es-

peramos que as não-linearidades, apresentadas pelo fundo não-trivial, sejam responsáveis

por correções relativamente pequenas para a dinâmica de (4.19) no espaço plano. Esta

afirmação pode estar ou não correta, mas no momento não somos capazes de dar uma
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resposta definitiva a partir da equação (4.34). Assim iremos partir para uma verificação

parcial desta declaração para o caso do fundo cosmológico, apresentado a seguir.

A equação (4.34) possui informações relevantes sobre a evolução da perturbação métrica

no regime
∣∣ o

Rαβτλ

∣∣ � M2
P . Iremos deixar a análise desta extremamente complicada

equação para um trabalho futuro. Na próxima seção vamos considerar uma outra apro-

ximação, que não está relacionada com a expansão em torno do espaço plano. Porém

podemos afirmar que de certa forma os resultados desta análise irão justificar as apro-

ximações que foram utilizados para obter a equação (4.34).

4.4 Perturbações no fundo cosmológico

Iremos focar nossos esforços agora em uma abordagem muito diferente da usada anterior-

mente e considerar a métrica cosmológica de fundo. Neste caso a consideração não está

centrada na aproximação de curvatura pequena (fraca), porém em escolhermos um fundo

bem espećıfico. De qualquer forma, esta consideração pode ser útil na coleta de evidências

a favor da (ins)estabilidade do fundo na teoria de gravitação com derivadas superiores.

As perturbações métricas em teorias de gravitação com derivadas de ordem superior em

fundos cosmológicas foram previamente estudadas em [103, 45, 44] para o caso particular

do fundo inflacionário (dS) e, mais recentemente, em [29] para métricas mais gerais FLRW

(como mostramos no caṕıtulo anterior). Em todos estes trabalhos as equações foram

obtidas com base em teoria de derivadas superiores com correções semiclássicos, e em todos

os casos não foram detectadas instabilidades. Aqui vamos nos restringir ao caso da teoria

puramente clássica (4.15). Em comparação com as publicações anteriores vamos estender

o conjunto de condições iniciais e, finalmente, chegar até o caso instável, exatamente a

situação que irá confirmar as principais premissas formuladas nas seções anteriores.

Considerando as perturbações

gµν = g0µν + hµν , (4.35)

sobre um fundo cosmológico isotrópico e homogêneo,

g0µν = diag
{

1, −δij a2(t)} . (4.36)
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Neste ponto podemos fazer uma observação pertinente. A ação (4.15) sem a constante

cosmológica possui apenas um termo que pode afetar a solução para a(t) no fundo cos-

mológico. Devemos lembrar que o tensor de Weyl será zero para a métrica (4.36) e o

termo de Gauss-Bonnet não contribui para as equações de movimento no caso de d = 4.

Após todas essas observações o único termo de derivada superior relevante para o fundo

será 4 a4R
2. Assim, como estamos considerando apenas a situação de baixas energias com

|R| � M2
P , as soluções clássicas da relatividade geral podem ser vistas como uma apro-

ximação precisa para a teoria (4.15). Por esta razão iremos considerar as perturbações

métricas sobre o fundo (4.36) com a(t) correspondendo às soluções cosmológicas padrões

da RG (com as épocas dominadas por matéria, radiação e o caso exponencial). No último

caso, a expansão acelerada é devida somente a constante cosmológica.

As condições iniciais para as perturbações serão escolhidas para se originarem a partir

das flutuações de campos quânticos livres. O espectro é idêntico a um campo quântico

escalar no espaço de Minkowski (ver, por exemplo, [28]),

h(x, η) = h(η) e±ik.r , h(η) ∝ e±ikη√
2k

. (4.37)

onde foi empregado o tempo conforme η, a(η)dη = dt, k é o vetor número de onda e

k = |k|. Não é necessária uma constante de normalização para o caso de perturbações

lineares. Supomos que as amplitudes iniciais possuem origem quântica e dependem de k

de acordo com

h0 ∝
1√
2k

, ḣ0 ∝
√
k

2
, ḧ0 ∝

k3/2√
2

,
...

h0 ∝
k5/2√

2
, (4.38)

onde as derivados são tomadas em relação ao tempo cósmica. Vale a pena ressaltar que a

estabilidade do vácuo está relacionada com o comportamento assintótico das perturbações

em t → ∞. Portanto, a escolha das condições iniciais é, de certa forma, irrelevante. No

entanto, todos os casos apresentados a seguir correspondem às equações (4.38).

Com o objetivo de estudar a dinâmica do tempo de h(t, r), devemos realizar uma

transformada de Fourier,

hk(t) =
1

(2π)3/2

∫
h(t, r) eik·r d3x. (4.39)

4É interessante notar que o termo a1C
2 é muito mais relevante para as perturbações métricas do que

o termo a4R
2. Logo as situações para o fundo e para perturbações métricas são exatamente opostas.
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Agora estamos prontos para analisar a presença (ou não) dos modos crescentes para os

casos particulares. Apresentaremos apenas a forma final das equações, mais detalhes

podem ser encontrados nos trabalhos anteriores [29], [65] e no caṕıtulo anterior.

Para obtermos as equações para onda, iremos utilizar as condições (em que µ = 0, i =

0, 1, 2, 3),

∂i h
ij = 0 and hkk = 0 , (4.40)

juntamente com a condição de coordenadas śıncrono hµ0 = 0.

4.4.1 Análise da estabilidade

Nesta seção vamos começar a análise para descobrir se há (ou não) estabilidade para as

soluções cosmológicas na teoria (4.15). Nossa consideração será baseada na combinação

de métodos semi-anaĺıticos e numéricos, em que o último é utilizado principalmente para

fins de controle e de ilustração.

Após usarmos (4.39) obtemos uma equação diferencial ordinária de quarta ordem para

a parte tensorial das perturbações métricas. Pode-se facilmente transformá-la em um

sistema de quatro equações de primeira ordem e, em seguida, o problema é reduzido para

a análise dos autovalores da equação caracteŕıstica correspondente (exatamente da mesma

forma que fizemos no caṕıtulo anterior). Os detalhes são descritas resumidamente também

no Apêndice. Iremos utilizar aqui a mesma fórmula de Cardano já utilizada anteriormente.

Da mesma forma como abordado no caṕıtulo anterior, podemos distinguir os casos

seguintes:

1. ∆ < 0: então as três ráızes são reais e distintas, podendo ser,

• Todas as ráızes negativas: estável.

• Alguma das ráızes positiva: instável.

2. ∆ = 0: as ráızes são reais, e duas ou três são iguais. Logo,

• Todas as ráızes negativas ou com partes reais negativas: estável.

• Alguma das ráızes com parte real positiva: instável.
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3. ∆ > 0: uma raiz real e duas ráızes complexas,

• Todas as ráızes negativas ou com partes reais negativas: estável.

• Alguma das ráızes com parte real positiva: instável.

Iremos analisar separadamente cada caso, ou seja, primeiro o espaço-tempo plano,

depois a expansão exponencial, radiação e matéria na teria com derivadas de quarta ordem.

Também iremos considerar o caso plano para a teoria super-renormalizável. Em cada caso

iremos utilizar valores diferentes de k e tentaremos observar em que faixa de frequências

os modos crescentes irão aparecer.

4.4.2 Caso plano

A fim de “fixarmos” melhor o método, iremos considerar primeiro o caso plano, quando

g0µν = (1,−δij). A ação de nosso interesse (4.15) pode ser apresentada como,

SHDQG = S0 + S1 + S3 , (4.41)

onde

S0 = f0

∫
d4x
√
−g R , S1 = f1

∫
d4x
√
−g C2 , S3 = f3

∫
d4x
√
−g R2.(4.42)

A perturbação métrica (como já vimos outras vezes nesta tese) é definida como

gµν = g0µν + hµν (4.43)

e também impomos a condição (4.40). Em seguida, a segunda variação das ações irá

produzir os resultados (onde h ≡ h̄⊥ij)

S
(2)
0 = f0

[
h ḧ+

3

4
ḣ ḣ− 1

4
h∇2h

]
S
(2)
1 = f1

[1

2
ḧ2 +

1

2
(∇2h)(∇2h) + ḧ∇2h+ 2ḣ∇2ḣ

]
S
(2)
3 = 0 , (4.44)

onde ∇ = ∇k, k = 1, 2, 3. Como sempre, o termo R2 não irá contribuir para a parte

tensorial da perturbação gravitacional no caso plano. Tomando a soma dos três termos

em (4.44), iremos chegar a seguinte equação para as perturbações,

f1
....

h − 2f1∇2ḧ + f1∇4h +
1

2
f0 ḧ −

1

2
f0∇2h = 0 , (4.45)
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Figura 4.1: Gráficos para o caso do espaço-plano. O parâmetro k é medido em unidades

de MP e os modos crescentes irão aparecer apenas quando k estiver perto de 1. As

oscilações aqui significam que os autovalores com partes reais positiva e negativa possuem

componentes imaginários. Para valores menores de k a amplitude aumenta grandemente,

porém assintoticamente irá para zero (fora do gráfico).

que equivale à (4.19)5

(f1�
2 + f0�)h = 0 . (4.46)

Vamos analisar os resultados para os modos crescentes.

Análise semi-anaĺıtica. Para a1 > 0 encontramos soluções run-away para todos os

valores de k.

Quando a1 < 0 para k < 0.90 temos ∆ < 0 e todos os autovalores são reais e

negativos. Então teremos estabilidade para este caso. Para k > 0.90 encontramos

dois autovalores positivos. Portanto, iremos observar instabilidade, ou seja, soluções

do tipo run-away.

Análise numérica. Usando o software Mathematica [66], encontramos que os modos

crescentes surgem para k < 0.99. Os gráficos para o peŕıodo inicial de tempo são

mostrados na figura 4.1.

Podemos ver que para a1 < 0 existem modos crescentes quando a magnitude do vetor

de onda é igual ou maior do que a massa de Planck. Para frequências muito menores de k

5onde adotamos as notações hlk h
k
l = h2, hlk ḣ

k
l = h ḣ e �hlk = ḧlk −∇2 hlk
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não observamos fantasmas, provavelmente porque sua massa é muito grande. É importante

para a nossa compreensão geral notar que para a1 > 0 existem modos exponencialmente

crescentes para todos os valores de k. Neste caso, os modos sem massa (gráviton) são, na

verdade, fantasmas. Então não há diferença de energia para gerar as soluções run-away.

Obviamente existe uma lacuna enorme de energia para o caso a1 < 0.

Podemos fazer aqui mais uma observação sobre o valor de k, a partir do qual são

observados os modos crescentes. De acordo com a equação (4.19) este valor irá depender da

razão MP/
√
−a1. Na análise apresentada acima, utilizamos a1 = −1 e, consequentemente,

encontramos que o valor de k deve ser perto de MP .

4.4.3 Soluções cosmológicas

Consideraremos agora a dinâmica das ondas gravitacionais no fundo cosmológico. Se

mostra bastante útil apresentar a ação (4.15) utilizando diferente notação. Depois de

realizar algumas integrações por partes, chegamos a

S =

∫
d4x
√
−g L , (4.47)

onde

L =
5∑

s=0

fs Ls =
(
f0R + f1R

αβµνRαβµν + f2R
αβRαβ + f3R

2
)

(4.48)

e os coeficientes f0,..,3 são definidos como

f0 = −MP
2

16π
,

f1 = a1 + a2 ,

f2 = −2a1 − 4a2 ,

f3 =
a1
3

+ a2 . (4.49)

Como já era de se esperar, o coeficiente a2 do termo topológico de Gauss-Bonnet não irá

afetar nossas equações.

Vamos considerar a solução cosmológica de fundo g0µν = {1,−δij a2(t)}. Em se-

guida podemos chegar às expressões para as partes bilineares das lagrangianas parciais da
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equação (4.48),

L0 = a3 f0

[
h2
(3

2
Ḣ + 3H2

)
+ hḧ+ 4Hhḣ+

3

4
ḣ2 − h

4

∇2h

a2

]
+O(h3),

L1 = a3 f1

[
ḣ2
(
2H2 − 2Ḣ

)
− hḧ

(
4H2 + 4Ḣ

)
− h2

(
3Ḣ2 + 6ḢH2 + 6H4

)
−

− hḣ
(
8HḢ + 16H3

)
+ ḧ2 + 4Hḣḧ+

(∇2h

a2

)2
+ 2ḣ

∇2ḣ

a2
+

+
(
H2h− 2Hḣ

)∇2h

a2

]
+O(h3),

L2 = a3 f2

[
− hḣ

(
12ḢH + 24H3

)
− ḣ2

2

(
5Ḣ +

18

4
H2
)
−

− h2
(
3Ḣ2 + 9ḢH2 + 9H4

)
− hḧ

(
4Ḣ + 6H2

)
+
ḧ2

4
+

3

2
Hḣḧ+

+
1

4

(∇2h

a2

)2
− 1

2

(
ḧ+ 3Hḣ− Ḣh− 3H2h

)∇2h

a2

]
+O(h3),

L3 = −6a3 f3
(
Ḣ + 2H2

)[
h2
(3

2
Ḣ + 3H2

)
+ 2hḧ+

+ 8Hhḣ+
3

2
ḣ2 − h

2

∇2h

a2

]
+O(h3), (4.50)

Onde omitimos os termos de ordem superior O(h3) na expressão (4.50). Tomando a

derivada variacional com respeito a hµν , chegaremos a equação para o modo tensorial6,

(
2f1 +

f2
2

) ....

h +
[
3H
(
4f1 + f2

)] ...

h +
[
3H2

(
6f1 +

f2
2
− 4f3

)
+ 6Ḣ

(
f1 − f3

)
+

1

2
f0

]
ḧ−

(
4f1 + f2

) ∇2ḧ

a2

+
[
− 21HḢ

(1

2
f2 + 2f3

)
− Ḧ

(3

2
f2 + 6f3

)
− 9H3

(
f2 + 4f3

)
+

3

2
Hf0

] .

h

− H
(
4f1 + f2

) ∇2ḣ

a2
−
[(

36ḢH2 + 18Ḣ2 + 24HḦ + 4
...

H
)(
f1 + f2 + 3f3

)]
h

+ f0
[
2Ḣ + 3H2

]
h+

[
H2
(
4f1 + 4f2 + 12f3

)
+ 2Ḣ

(
f1 + f2 + 3f3

)
− 1

2
f0

] ∇2h

a2
+
(

2f1 +
1

2
f2

) ∇4h

a4
= 0 . (4.51)

Esta equação pode ser usada para diferentes soluções cosmológicas. A seguir iremos con-

siderar os três exemplos olhados até aqui: expansão exponencial, radiação e matéria.

6Que é, na verdade, uma parte da equação mais complicada com correções quânticas que foi analisada

em [29] e no caṕıtulo anterior.
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Figura 4.2: Gráfico para h(t) para o caso exponencial, a(t) = a0e
H0t. A solução com

modos crescentes aparece apenas quando temos k = 0.036.

Expansão exponencial

Análise semi-anaĺıtica. Para a1 > 0 teremos soluções run-away para todos os valores

de k.

No caso a1 < 0, para k < 0.036 encontramos ∆ < 0 e todos os autovalores são

reais e negativos, de forma que não observamos instabilidade neste caso. Para k >

0.036 encontramos um autovalor positivo. Logo encontramos instabilidade (ou seja,

soluções do tipo run-away para a expansão exponencial do Universo).

Análise numérica. O resultado descrito acima é perfeitamente confirmado através da

análise numérica através do uso do software Mathematica. Para a expansão expo-

nencial os modos crescentes surgem apenas quando temos k ≥ 0.036, e é mostrado

da figura 4.2. Para frequências menores não encontramos soluções explosivas.

Radiação

Análise semi-anaĺıtica. Nós encontramos soluções do tipo run-away para todos os va-

lores de k para radiação quando escolhemos a1 > 0, exatamente como ocorrido para

o caso da expansão exponencial.

Se escolhermos a1 < 0 encontramos ∆ < 0 para k < 0.50 e todos os autovalores são

reais e negativos. Logo, teremos estabilidade para essa escala de frequência. Porém,
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Figura 4.3: Gráfico para perturbação h(t) em função do tempo analisada para a radiação,

quando a(t) = a0t
1/2. Iniciando de k ∼ 0.50 as solução se tornam “violentas”, como po-

demos observar no gráfico. Porém, abaixo deste valor não encontramos modos crescentes.

quando adotamos k > 0.50 encontramos valores extremamente grandes para h(t) e

dois autovalores positivos. Assim, como se espera, observamos modos crescentes.

Análise numérica. Mais uma vez os resultados encontrados no método semi-anaĺıtico

concordam perfeitamente com a análise feita através do software Mathematica. Para

o caso da radiação, como podemos ver na figura 4.3, encontramos soluções do tipo

run-away apenas quando temos k ≥ 0.44. Para valores de frequência menores não

iremos observar este tipo de solução.
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Figura 4.4: Gráfico para perturbação h(t) em função do tempo analizado para a(t) = a0t
3/2

(Matéria).

Matéria

Análise semi-anaĺıtica. Mais uma vez para a1 > 0 teremos soluções explosivas para

todos valores de k. Para a1 < 0 teremos ∆ < 0 para os valores de k até k = 0.80

e todos os autovalores são reais e negativos, logo temos estabilidade. Porém para

k > 0.80 encontraremos dois autovalores positivos, o que indica a presença de modos

crescentes.

Análise numérica. Através do uso do software Mathematica podemos ver que as soluções

do tipo run-away surgem apenas quando temos frequências k < 0.8, de acordo to-

talmente com a análise semi-anaĺıtica. Os gráficos correspondentes podem ser visto

na figura 4.4.

Podemos concluir que as soluções explosivas run-away ocorrem para valores menores

para k no caso de expansão exponencial, seguido da radiação e, finalmente, para o matéria.

Os valores marginais satisfazem então a desigualdade,

k
Inflação
run−away < k

Radiação
run−away < kMatéria

run−away (4.52)

No entanto, em todos os casos, os modos crescentes surgem apenas quando temos k perto

da escala de Planck, para a1 negativo.

92



4.4.4 Teoria super-renormalizável

Para verificarmos o nosso entendimento da relação entre o gap de energia para a solução

run-away e a presença de fantasmas massivos não-f́ısicos com a massa na ordem de Planck,

vamos considerar o exemplo mais simples da teoria super-renormalizável de gravitação

(4.7), através da inclusão de termos de próxima ordem comparados com a teoria com

derivadas de quarta ordem,

S = SEH +

∫
d4x
√
−g
{
a1R

2
µν + a2R

2 + ...

+ b1Rµν�R
µν + b2R�R + b4,5,..O(R3

...) + + ... + b3,4,..O(R3
...)
}
. (4.53)

Como já mencionamos anteriormente, esta teoria possui exatamente a mesma quantidade

de fantasmas da teoria de quarta ordem (4.15), porque um grau de liberdade extra de

spin-2 possui energia cinética negativa e, também, a massa na ordem de Planck. Em

seguida, devemos esperar que as condições de estabilidade nas duas teorias (4.53) e (4.15)

devam ser muito similares.

A consideração apresentada acima é válida para a estrutura de polos (no setor de

spin-2) de acordo com

G2(k) =
A0

k2
+

A1

k2 +m2
1

+
A2

k2 +m2
2

, (4.54)

com as massas reais dos polos crescendo,

0 < m2
1 < m2

2 . (4.55)

Neste caso temos A0 > 0 e A2 > 0, quando A1 < 0, de acordo com a equação (4.9).

Esta caracteŕıstica indica que a primeira part́ıcula massiva, com sinal negativo de a1, será

um fantasma, enquanto a segunda part́ıcula massiva, com um sinal positivo de A2, será

apenas uma part́ıcula de spin-2 positivamente definida com grande massa. Do lado f́ısico a

presença de uma part́ıcula extra não poderá conduzir à instabilidade extra e é exatamente

isso que temos a intenção de verificar aqui.

A primeira pergunta que podemos fazer é como fornecer esta estrutura de polos. Vamos

estabelecer primeiro as condições necessárias para os coeficientes a1 e b1 na ação. Fazendo
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a expansão gµν = ηµν + hµν , podemos facilmente obter os termos bilineares desta ação

(apenas spin-2, obviamente) na forma

S
(2)
2 =

∫
d4x hµν

(M2
P

64π
� − a1

2
�2 − b1

2
�3
)
hµν . (4.56)

Para o propagador inverso encontramos a expressão

G−16 (k) =
b1
2
k2
(
k4 − a1

b1
k2 − M2

P

32π b1

)
. (4.57)

Novamente podemos fazer duas observações relevantes neste momento. Primeiro, se qui-

sermos obter o gráviton com energia positiva o sinal de b1 deve ser positivo. Isso já está

claro a partir de (4.56). Em segundo lugar, se quisermos a massa de Planck como o

único parâmetro de definição de escala da teoria devemos tomar o coeficiente b1 como

b1 = B1/M
2
P , com B1 sendo um parâmetro adimensional.

Com estas opções, chegamos a seguinte representação:

G−16 (k) =
b1
2
k2
(
k2 − m2

1

) (
k2 − m2

2

)
, (4.58)

onde

m2
1/2 = M2

P

[
a1

2B1

∓

√
1

32π B1

+
a21

4B2
1

]
. (4.59)

Obviamente devemos escolher (para obtermos a estrutura de polos de (4.54)) o sinal po-

sitivo de a1, que é oposto ao do caso de quatro derivadas. Além disso, é necessária a

a21 >
B1

8π
(4.60)

para termos polos reais positivos para o propagador. É óbvio que todas estas condições

podem ser satisfeitas se escolhermos, por exemplo, a1 = B1 = 1. E esta será a nossa esco-

lha para a teoria analisada. Vamos explorar a dinâmica das perturbações gravitacionais

(da mesma forma como feito anteriormente) no caso plana. A escolha do fundo plano é

bastante natural, uma vez que é a mais simples e, portanto, podemos evitar complicações

na comparação dos limites de estabilidade para as teorias (4.53) e (4.15).

A análise da estabilidade irá ocorrer da mesma forma que fizemos para o caso das

derivadas de quarta ordem, e podemos ir diretamente para os resultados.
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Figura 4.5: Mais uma vez, os modos crescentes surgem apenas quando estamos próximos

da escala de Planck.

Análise semi-numérica. Se escolhermos b1 < 0 iremos encontrar, para k < 0.90, que

∆ < 0 e todos os autovalores são reais e negativos. Logo, teremos estabilidade

para este caso. Para k > 0.90 encontramos dois autovalores complexos com partes

reais positivas, o que indica instabilidade. Para a1 > 0 obtemos as soluções do tipo

run-away para todos os valores de k.

Análise numérica. Novamente, como ocorreu nos últimos casos, o método semi-anaĺıtico

está em perfeita concordância com o método numérico. Em ambos os casos existem

modos crescentes quando temos k ≥ 0.90. Para a equação (4.58) o gráfico é mostrado

na figura 4.5. O comportamento das perturbações aqui se parece muito com o

encontrada no caso da teoria (4.15).

4.5 Considerações sobre resultados obtidos

Neste caṕıtulo consideramos a estabilidade de teorias de gravitação com derivadas de

ordem superior sob a parte independente de calibre de perturbações métricas.

Encontramos que, pelo menos no caso das soluções cosmológicas, existe sim estabili-

dade. Devido à semelhança com a situação geral, como descrito anteriormente, podemos

ter a esperança do mesmo acontecer para qualquer solução clássica. As perturbações que
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utilizamos foram tomadas ao ńıvel linear, mas sobre a métrica de fundo não-trivial. Por

esse motivo (e de acordo com os teoremas conhecidos [117]) a estabilidade linear deve

ser condição suficiente para a estabilidade, mesmo para além da aproximação linear. Isso

quando temos a amplitude de perturbações iniciais suficientemente pequena.
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Considerações finais

“The most exciting phrase to hear in science, the one that

heralds the most discoveries, is not ‘Eureka!’ (I found it!)

but ‘That’s funny...’ ”

Isaac Asimov

Na primeira parte desta tese mostramos uma forma de modificação clássica para a gra-

vitação, as conhecidas teorias f(R). Dentro desta perspectiva de modificação clássica

consideramos a representação tensorial-multiescalar para vários tipos de ações gravitacio-

nais. Apresentamos assim um procedimento simples de fazer a equivalência entre teorias f

e teorias multiescalares. Mostramos também a possibilidade de fixar o termo de constante

cosmológica, que irá independer da representação utilizada, como era de se esperar. Essa

abordagem se mostra muito interessante, podendo servir para mapear também algumas

teorias com correções quânticas.

Em seguida usamos a ação induzida pela anomalia para explorar o comportamento

de perturbações tensoriais e, especialmente, para verificar a estabilidade das soluções cos-

mológicas clássicas com respeito a estas perturbações. A nossa consideração principal foi

baseada na obtenção expĺıcita da equação das ondas gravitacionais na teoria com correções

quânticas induzidas pela anomalia e depois o uso de métodos anaĺıticos e numéricos para
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realizar a análise detalhada destas equações. A principal conclusão do nosso trabalho é

que as condições de estabilidade estão, essencialmente, relacionadas com o sinal do termo

Weyl-quadrado na ação clássica do vácuo e não se manifesta qualquer dependência com

relação às contribuições quânticas. A explicação qualitativa deste resultado é que a ação

induzida pela anomalia possui uma “estrutura”que a impede de dar “contribuições” na

equação linear para perturbações tensoriais. Porém devemos notar que a situação pode

ser muito diferente para as perturbações de densidade.

Adiante passamos ao estudo da teoria com derivadas superiores (no esquema puramente

clássico) e obtivemos que os fantasmas se manifestam na teoria apenas quando estamos

em uma escala energética próxima da escala de Planck. Depois dos resultados obtidos

até aqui, principalmente mostrados nos dois últimos caṕıtulos (especialmente o último),

podemos concluir esta tese fazendo duas perguntas naturais a respeito desta situação.

Em primeiro lugar, como já mencionado, qualquer tipo de solução clássica não está, ob-

viamente, protegida pela conservação de energia a partir do processo no qual um fantasma

massivo e uma grande quantidade de grávitons são criados ao mesmo tempo. Assim, a

primeira questão é como se pode conciliar esse fato com as propriedades de estabilidade?

Até o momento não temos nenhuma resposta definitiva a esta questão. Ao mesmo tempo,

a intuição f́ısica nos diz que a situação em que precisamos acumular uma densidade de

energia da ordem da escala de Planck para grávitons na vizinhança de um certo ponto do

espaço-tempo (onde o fantasma deve ser criado) significa que estamos nos movendo para

a f́ısica da escala de energia de Planck. Tanto quanto pretendemos obter uma teoria de

Gravitação Quântica consistente na escala de energia de algumas ordens além da MP , há

uma esperança de alcançar uma solução consistente para esta discrepância. Por exemplo,

em trabalhos recentes [123] podemos encontrar uma discussão sobre os posśıveis limites

para o número de ocupação de grávitons em um campo gravitacional. Pode acontecer

que esse limite seja muito útil para a compreensão da situação da criação de fantasmas

do vácuo em Gravitação Quântica com derivadas de ordem superior. Além disso, não

devemos descartar que a solução do problema pode ser alcançada até mesmo para a escala

de energia de Planck.

Em segundo lugar as soluções cosmológicas são suficientemente gerais para obtermos
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conclusões confiáveis? Em nossa opinião, a resposta é negativa. Estamos lidando com

estas soluções principalmente pelo fato delas serem as mais simples de lidar, e onde as

técnicas de perturbação são melhor desenvolvidas. Ao mesmo tempo seria extremamente

interessante explorar, usando a abordagem efetiva, a estabilidade de buracos negros com

métrica estática (onde temos resultados contrários: [87] e [88]). Outro estudo muito

interessante seria obter resultados sobre a estabilidade para a métrica de Kerr.

Finalmente, devemos notar atentamente que um único exemplo concreto de solução

fisicamente instável relevante na teoria com derivadas superiores significaria que a situação

com (in)estabilidade do vácuo nessa teoria torna-se definitivamente negativa. Isto levaria

à necessidade de alterações dramáticas do nosso entendimento, tendo em vista a grande

relevância das derivadas de ordem superior, especialmente para a quantização de campos

de matéria no fundo curvo a partir da abordagem semiclássica da gravidade. No entanto,

após as considerações apresentadas nesta tese e nas referências aqui apresentadas, temos

a esperança de que a situação com derivadas superiores em uma teoria baseada na escala

única de Planck possa ser obtida num futuro próximo.
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Apêndices

Ráızes da equação polinomial de quarta ordem

Aqui iremos apresentar a análise do polinômio de quarta ordem usado no Caṕıtulo 4.

Considerando o polinômio,

λ4 + d3λ
3 + d2λ

2 + d1λ
1 + d0 = 0 . (4.61)

Vamos seguir o método clássico de Cardano. Para eliminarmos o termo cúbico fazemos a

seguinte substituição λ = x− d3
4

. Temos

x4 + px2 + qx+ r = 0 , (4.62)

onde

p =
d23
8
− d23

2
+ d2 , (4.63)

q =
d23
8
− d3d2

2
+ d1 , (4.64)

r = −3d43
256

+
d2d

2
3

16
− d2d1

4
+ d0 . (4.65)

Agora reescrevendo (4.62) como

x4 + px2 = −qx− r
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completando o quadrado e adicionando o termo y. Obtemos então,

y3 + αy2 + βy + γ = 0 , (4.66)

onde

α =
20

8
p , (4.67)

β = 2p2 − r , (4.68)

γ =
1

8
(q2 − 4p3 + 4pr) . (4.69)

Para podermos eliminar o termo de segunda ordem em (4.66), iremos fazer a seguinte

substituição: y = z +m, onde m = −α/2.

z3 + ξ1z + ξ2 = 0 , (4.70)

sendo

ξ1 = −α
3

+ β , (4.71)

ξ2 =
2α3

27
+

3γ − βγ
3

. (4.72)

Para a equação (4.70) já podemos aplicar a fórmula de Cardano e assim obter

∆ = ξ1 +
4

27
ξ3 = 4

[(ξ1
2

)2
+
(ξ2

3

)3]
. (4.73)

A solução é,

z =
3

√
−ξ1

2
+

√(ξ1
2

)2
+
(ξ2

3

)3
+

3

√
−ξ1

2
−
√(ξ1

2

)2
+
(ξ2

3

)3
, (4.74)

ou

z =
3

√
−ξ1

2
+

1

2

√
∆ +

3

√
−ξ1

2
− 1

2

√
∆ . (4.75)

Sabendo os valores de z, m, α e p, é posśıvel encontrar as ráızes de λ.
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Expansão em segunda ordem para CNR

A expansão para a métrica possui a seguinte forma

gαβ(y) =
o

gαβ −
1

3

o

Rµανβ y
µ yν − 1

3!

o

Rµανβ ;σ y
µ yν yσ

+
1

5!

(16

3

o

R
λ
·µαν

o

Rλρβσ − 6
o

Rαµβν ; ρσ

)
yµ yν yρ yσ + ... . (4.76)

Podemos sempre escrever a métrica num ponto de expansão para ser do tipo Minkowski,
o

gαβ = ηαβ. Para os śımbolos de Christoffel teremos,

Γλαβ ≈
2

3

o

R
λ
(αβ)ν y

ν

+
1

8

(
o

R
λ
µνβ;α +

o

R
λ
ανβ;µ + 2

o

R
λ
βµα; ν

)
yµ yν . (4.77)

Vamos apresentar os resultados da expansão para �hαβ. Iremos identificar por A(0)

a ordem da expansão em yµ para a quantidade A, de tal forma que

�hαβ = (�hαβ)(0) + (�hαβ)(1) + (�hαβ)(2) + ... (4.78)

O cálculo direto nos levará aos seguintes resultados em ordens zero e um para yµ:

(�hαβ)(0) = ηµν
(
∂µ∂ν h

αβ − 1

3

o

R
α
νλµ h

λβ − 1

3

o

R
β
νλµ h

αλ
)
, (4.79)

e

(�hαβ)(1) = ηµν

[
− 2

3

(
o

R
α
νλχ +

o

R
α
λνχ

)
∂µ h

λβ − 2

3

(
o

R
β
νλχ +

o

R
β
λνχ

)
∂µ h

αλ

+
1

4

(
o

R
α
χµλ;ν +

o

R
α
νµλ;χ + 2

o

R
α
λχν;µ

)
hλβ +

2

3

o

R
λ
µνχ ∂λ h

αβ

+
1

4

(
o

R
β
χµλ;ν +

o

R
β
νµλ;χ + 2

o

R
β
λχν;µ

)
hαλ

]
yχ , (4.80)

onde o “ponto e v́ırgula” indica a derivada covariante tomada no ponto P . Em seguida
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para segunda ordem em yµ encontramos

(�hαβ)(2) =
1

3

o

R
µ ν
χ ω

{
∂µ∂νh

αβ − 1

3

( o

R
α
νλµ −

o

R
α
λνµ

)
hλβ − 1

3

( o

R
β

νλµ −
o

R
β
λνµ

)
hαλ

}
yχ yω

+ ηµν

{
1

8

(
o

R
α
χωλ;ν +

o

R
α
νωλ;χ + 2

o

R
α
λχν;ω

)
∂µ h

λβ

+
1

8

(
o

R
β
χωλ;ν +

o

R
β
νωλ;χ + 2

o

R
β
λχν;ω

)
∂µ h

αλ

− 1

8

(
o

R
λ
χωλ;µ +

o

R
λ
µων;χ + 2

o

R
λ
νχµ;ω

)
∂λ h

αβ

− 2

9

o

R
λ
µνχ

[
(

o

R
α
λτω +

o

R
α
τλω)hτβ + (

o

R
β
λτω +

o

R
β
τλω)hατ

]
+

1

8

(
o

R
α
χωλ;µ +

o

R
α
µωλ;χ + 2

o

R
α
λχµ;ω

)
∂ν h

λβ

+
1

9

( o

R
α
µλχ +

o

R
α
λµχ

)[( o

R
λ
ντω +

o

R
λ
τνω

)
hτβ +

( o

R
β
ντω +

o

R
β
τνω

)
hλτ
]

+
1

9

( o

R
β
µλχ +

o

R
β
λµχ

)[( o

R
λ
ντω +

o

R
λ
τνω

)
hατ +

( o

R
α
ντω +

o

R
α
τνω

)
hλτ
]

+
1

8

(
o

R
β
χωλ;µ +

o

R
β
µωλ;χ + 2

o

R
β
λχµ;ω

)
∂ν h

αλ

}
yχ yω (4.81)

Juntando, teremos,

�hαβ = (�hαβ)(0) + (�hαβ)(1) + (�hαβ)(2) + ... , (4.82)

onde os pontos indicam os termos de ordens superiores em yµ e termos de ordens superiores

no tensor de curvatura e suas derivadas covariantes no ponto P .
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