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À todas as mulheres cientistas desse Páıs.
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Resumo

Nessa tese, exploramos diferentes aspectos do grupo de renormalização (GR) em Gra-

vitação Quântica. Especificamente, estudamos o GR aplicado a três diferentes modelos.

Começamos por estudar o GR on-shell usando para isso o modelo de gravidade com torção

proposto por Cartan, fizemos o tratamento quântico dessa teoria. Em seguida, mostra-

mos em detalhes os cálculos do estudo da teoria semiclássica usando para isso o método

da renormalização f́ısica, baseada na subtração de momentos. Nesta parte nós damos os

detalhes da derivação dos fatores de forma gravitacionais, usando o método do heat kernel

para três teorias massivas: campo escalar, campo vetorial e campo fermiônico. O que nos

leva ao análogo gravitacional do teorema de desacoplamento de Appelquist e Carazzone.

Nessa parte apenas refizemos os cálculos já desenvolvidos em um artigo de Gorbar e Sha-

piro, mas agora em detalhes minuciosos para cada etapa calculada. E na última parte,

uma análise do grupo funcional de renormalização (GFR) foi feita, aplicando essa técnica

também ao modelo de gravidade semiclássica, onde a teoria abordada foi a de um campo

escalar com acoplamento não-mı́nimo no espaço-tempo curvo.

Palavras chaves : Grupo de renormalização, gravitação quântica, gravidade semiclássica,

espaço-tempo curvo.
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Abstract

On this thesis, we explored differents aspects of the renormalization group (RG) in Quan-

tum Gravity. Specifically, we studied the RG applied to three differents models. We

began studying the RG on-shell and we used for that the model of gravity with torsion

proposed by Cartan, we made the quantum treatment of this theory. Then, we showed in

details the calculations of the study of semi-classical theory, using for that, the method of

physical renormalization, based on the momentum subtraction. On this part, we gave the

details of the derivation of gravitational form factors, using the method of the heat kernel

for three massive theories: scalar field, vector field and fermionic field which leads us to

the gravitational analogue of the decoupling theorem from Appelquist and Carazzone. In

this part, we just remade the calculations already undertaken in a paper by Gorbar and

Shapiro, but now in minute details for each step calculated. On the last part, an analysis

of the functional renormalization group (FRG) was made, applying this technique also to

the model of semiclassical gravity, where the theory addressed was a theory with a scalar

field with non-minimal coupling in curved spacetime.

Keywords : Renormalization group, quantum gravity, semiclassical gravity, curved spa-

cetime.
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CAṔITULO 1

Introdução

A f́ısica teórica tem testemunhado realizações excepcionais, como por exemplo o de-

senvolvimento da Mecânica Quântica (MQ) e da Relatividade Geral (RG). Nos últimos

noventa anos, a Teoria Quântica de Campos (TQC) foi desenvolvida e agora possúımos

uma estrutura teórica ampla e bem definida que usamos para compreender o Cosmos e as

interações fundamentais.

A RG [1], juntamente com suas extensões diretas formam a base para qualquer inves-

tigação em TQC no espaço-tempo curvo. A principal afirmação da RG é que o campo

gravitacional não é um campo como os outros, mas a caracteŕıstica geométrica fundamen-

tal do espaço-tempo. E ainda hoje, quando se pensa em teorias de gravitação, a RG é

a melhor teoria que temos, mesmo após cem anos de sua criação. Toda a teoria de gra-

vitação atual está baseada principalmente na RG e esta tem se mantido como um modelo

de gravitação e cosmologia de grande sucesso pois tem passado com êxito por muitos testes

observacionais e experimentais [2, 3]. Um dos primeiros testes da RG foi a observação do

desvio da luz devido à ação da força gravitacional exercida pelo Sol, cuja comprovação

observacional [4] veio a partir de um eclipse solar total ocorrido em 29 de maio de 1919,

sendo as fotografias feitas na cidade de Sobral no Ceará, decisivas na comprovação de tal
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fenômeno. Vale ainda citar que recentemente a RG passou com êxito por mais um teste,

as ondas gravitacionais foram detectadas [5], sendo o anúncio feito pelos pesquisadores do

projeto LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory) em 11 de fevereiro

de 2016.

Relação da RG com a TQC

Se a RG é considerada como um dos pilares da f́ısica moderna, então a TQC, conside-

rada a base para a compreensão da matéria a partir da f́ısica das part́ıculas elementares,

seria o outro. No entanto, a forma de conciliar a TQC com RG, de uma maneira comple-

tamente consistente, ainda é uma questão em aberto. Vamos considerar alguns aspectos

nesta tentativa de conciliação.

TQC no espaço-tempo curvo clássico (teoria semiclássica)

A TQC, que forma a base da moderna f́ısica das part́ıculas elementares, é um modelo

de teoria que unifica a relatividade especial (RE) com a MQ. Ela é definida no espaço

plano de Minkowski [6–8], que é uma excelente aproximação quando se trata de descrever

o comportamento das part́ıculas microscópicas em campos gravitacionais fracos, como os

encontrados aqui na Terra.

Uma vez que na RG, a matéria exerce influência gravitacional e curva o espaço-tempo,

se fez necessário estudar a propagação de part́ıculas e ondas sobre esse fundo curvo. Por-

tanto nada é mais natural que o estudo do comportamento de campos quânticos sobre

espaços curvos. Esse campo de pesquisa que trata os campos de matéria do ponto de vista

quântico, mantendo o campo gravitacional clássico, ficou conhecido como TQC em espaço-

tempo curvo [9–15]. A TQC no espaço-tempo curvo tem a finalidade de descrever situações

em que a gravidade é forte o suficiente para influenciar (quanticamente) a matéria, mas

ainda não forte o suficiente para exigir a sua própria quantização. Usando esse formalismo,

pode-se demonstrar por exemplo, que buracos negros emitem um espectro de corpo negro

de part́ıculas conhecido como radiação de Hawking [16], levando à possibilidade de que

eles evaporem ao longo do tempo. Esta radiação desempenha um papel importante para

a termodinâmica dos buracos negros.
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Gravitação Quântica - GQ

A procura de uma coerência entre a descrição quântica da matéria e a descrição

geométrica do espaço-tempo, bem como o aparecimento de singularidades (onde escalas

de comprimento da curvatura se tornam microscópicas), indicam a necessidade de uma

teoria completa de GQ. Para uma adequada descrição do interior dos buracos negros e do

universo primordial, por exemplo, é necessária uma teoria em que a gravidade e a geometria

associada ao espaço-tempo sejam descritas na linguagem da f́ısica quântica. Apesar dos

grandes esforços dos últimos setenta anos, nenhuma teoria completa e consistente de GQ

é conhecida atualmente, apesar de existir um grande número de candidatos, alguns deles

promissores. Mas todas as teorias candidatas continuam a ter grandes problemas formais e

conceituais para vencer. Elas também enfrentam o problema comum de que, por enquanto,

não há nenhuma maneira de se comprovar experimentalmente as previsões teóricas da GQ

(portanto, nenhuma maneira de se decidir entre as teorias candidatas). Essa dificuldade

de comprovação experimental vem do fato de que os efeitos quânticos gravitacionais são

muito fracos (na escala de laboratório) e portanto de dif́ıcil detecção. Há esperança de que

isso mude à medida em que a obtenção de novos dados vindos de observações cosmológicas

e experimentos de f́ısica de part́ıculas (como as realizadas no LHC) em escalas de energia

cada vez mais altas se tornam posśıveis.

Uma outra importante caracteŕıstica e/ou limitação da RG, fundamental para o de-

senvolvimento do assunto dessa tese, é o aparecimento de fronteiras espaço-temporais co-

nhecidas como singularidades. Intuitivamente, uma singularidade espaço-temporal é um

”lugar”onde a curvatura explode ou outro comportamento patológico da métrica ocorre.

As singularidades não podem de forma alguma serem negligenciadas, uma vez que elas

surgem nas mais simples e importantes soluções que correspondem às principais áreas de

aplicações da RG, como por exemplo, nas soluções de Schwarzschild ou de Kerr. O ponto

principal do problema das singularidades é que uma vez que elas de fato existem, isso faz

com que a RG não seja válida em todas as escalas de energia. Por isso, somos forçados a

supor que em escalas de distâncias muito pequenas e/ou quando a curvatura do espaço-

tempo se torna muito grande, o fenômeno gravitacional precisa ser descrito por alguma

outra teoria que seja mais geral do que a RG. Mas devido ao sucesso da RG clássica, espe-
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ramos que essa nova teoria mais geral coincida com a RG no limite de grandes distâncias

(baixas energias).

De acordo com argumentos dimensionais, nas regiões próximas às singularidades, os

efeitos quânticos se tornam relevantes. Nessa vizinhança, suficientemente próxima das

singularidades, encontra-se densidade de energia e componentes dos tensores de curvatura

de uma ordem de magnitude do que chamamos de escala de Planck, ou seja, dizemos

que os efeitos quânticos da gravidade estão associados às unidades de Planck de tempo,

comprimento e massa. A idéia da escala de Planck parte da suposição de que só existem

três constantes fundamentais na natureza, sendo elas a velocidade da luz c, a constante

de Planck ~ e a constante de Newton G, onde

c = 3× 1010 cm/s ,

~ = 1, 054× 10−27 erg · s , (1.1)

G = 6, 67× 10−8 cm3/g · s2 .

É em termos destas constantes que se constrói, de uma maneira única, as quantidades com

dimensão de tempo tP , comprimento lP e massa MP que são respectivamente, o tempo de

Planck, o comprimento de Planck e a massa de Planck, onde

tP = G1/2 ~1/2 c−5/2 ≈ 0, 7× 10−43 s ,

lP = G1/2 ~1/2 c−3/2 ≈ 1, 4× 10−33 cm , (1.2)

MP = G−1/2 ~1/2 c1/2 ≈ 0, 2× 10−5 g ≈ 1019GeV .

Essas unidades são essenciais em várias áreas da f́ısica teórica e podem ser usadas de

diferentes maneiras. Em f́ısica de part́ıculas é comum considerar c = ~ = 1 e usar GeV

como unidade de medida de todas as grandezas. Uma vez que as principais quantidades

a serem medidas são energia e momento das part́ıculas, todas essas quantidades são mais

ou menos comparáveis entre si e logo medi-las em GeV se prova uma escolha útil.

Uma outra possibilidade seria supor que a MP seja a medida universal. Se fixamos

MP = 1, isso implica G = 1 e então tudo passa a ser medido em potências da massa de

Planck MP : tempo, temperatura, massa, energia, volume, pressão e etc. Em GQ, esse é

sem dúvidas, o melhor sistema de unidades posśıvel, pois está todo baseado nas unidades
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fundamentais e não requer qualquer informação adicional, nem mesmo é necessário indicar

a dimensão das grandezas. Ao mesmo tempo, esse sistema de unidades tem limitações

óbvias em outras áreas.

A existência de unidades fundamentais indica que deve haver uma f́ısica fundamental.

Uma vez que as quantidades (1.2) são as unidades fundamentais e envolvem c, ~ e G ao

mesmo tempo, somos levados à interpretação de que essa escala fundamental corresponda

a algum efeito quântico gravitacional relativ́ıstico. A RG deve ser modificada. Entretanto,

na escala de Planck, essa interpretação é amb́ıgua. Por exemplo podemos imaginar duas

diferentes situações: a quantização da própria métrica (ver caṕıtulo 3) e a quantização dos

campos de matéria no fundo clássico (ver caṕıtulo 6).

Mesmo com todas as dificuldades em se quantizar a gravidade, isso não significa que não

temos qualquer tipo de previsões gravitacionais quânticas. Uma alternativa para se evitar

esses problemas é tratar a gravidade diferente da maneira como se tratam as outras forças

e supor, a priori, que esta não deva ser quantizada. Uma das formas de se fazer isso é usar

a chamada abordagem semiclássica (para um revisão ver [17]), um dos mais importantes

e bem compreendidos aspectos de GQ. Essa abordagem é uma aproximação da teoria

de GQ onde os campos de matéria são quantizados enquanto a métrica é tratada como

um fundo clássico, ou seja, o espaço-tempo onde os campos se propagam é clássico, mas

dinâmico. Através da aplicação de considerações semiclássicas, se espera obter alguma

idéia sobre a estrutura da teoria. Aqui a principal dificuldade é derivar as correções

quânticas para a ação clássica da gravidade. Essas correções, apesar de desconhecidas por

completo, possuem inúmeras aplicações em Cosmologia e f́ısica de Buracos Negros. Além

disso, dependendo do papel destas contribuições quânticas, pode-se ou não justificar a

importância de outros modelos de GQ, incluindo por exemplo, a teoria de cordas.

Como já mencionado, os efeitos gravitacionais quânticos são extremamente fracos o

que dificulta a comprovação experimental e, por esta razão, a possibilidade de testar

experimentalmente a gravidade quântica não tinha recebido muita atenção antes do final

da década de 90. No entanto, na última década, os f́ısicos perceberam que a evidência

para efeitos gravitacionais quânticos pode orientar o desenvolvimento da teoria. Dado que

o desenvolvimento teórico tem sido lento, o campo de gravidade quântica fenomenológica,
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que estuda a possibilidade de testes experimentais, obteve maior atenção. As possibilidades

mais largamente adotadas para a gravidade quântica fenomenológica incluem violações de

invariância de Lorentz, impressões de efeitos gravitacionais quânticos na radiação cósmica

de fundo (em particular, a sua polarização) e decoerência induzidos por flutuações na

espuma do espaço-tempo. Em todos os casos, tratam-se de pequenos reśıduos da época

em que a escala de energia no Universo era muito grande.

A principal desvantagem em se quantizar a gravidade é a dificuldade em se formular

uma versão quântica perturbativa da RG. Devido à natureza dimensional da constante

gravitacional G, essa versão quântica perturbativa da RG não é renormalizável. Há muitas

tentativas em se formular uma versão completa e renormalizável da RG quântica, mas

até agora não há um sucesso real nesse sentido. A aplicação mais importante tem sido

no estudo da f́ısica de altas energias. O problema central da gravitação quântica é que

as técnicas computacionais usadas com sucesso em outras teorias (como por exemplo na

eletrodinâmica quântica), não dão resultados consistentes quando aplicadas à RG quântica.

Apesar da RG quântica perturbativa ser uma teoria não renormalizável (o que na

prática significa dizer que a teoria precisa de um número infinito de parâmetros para

ser descrita, o que experimentalmente é inviável), é posśıvel extrair desta, importantes

informações sobre esses parâmetros que descrevam a teoria, as chamadas constantes de

acoplamento. Normalmente o que se faz é usar a abordagem do grupo de renormalização

(GR) para construir as equações relativas a esse grupo e verificar o running dos acopla-

mentos da teoria em questão variando a escala de energia do limite infravermelho (IV)

ao ultravioleta (UV). Pode-se com isso verificar se no Universo primordial, por exemplo,

houve um forte acoplamento entre os campos ou ainda comprovar a inflação de Higgs,

entre outras coisas. Baseando-nos nessa premissa, o ponto principal dessa tese é o estudo

de diferentes GR aplicado aos diferentes modelos de GQ. Aqui o nosso principal objetivo é

coletar, a partir do tratamento quântico dos modelos abordados nos caṕıtulos que seguem,

o maior número posśıvel de informações.
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Modelos teóricos existentes de GQ

Como já mencionado antes, existem vários modelos teóricos de quantização da gravi-

dade. Algumas abordagens veem a RG como a teoria que precisa ser modificada enquanto

a TQC estaria correta e seria aplicável, já outras, veem a RG como a teoria correta e

aplicável, sugerindo que a TQC seja modificada e há ainda aquelas que acreditam que

ambas, RG e TQC sejam apenas limites de aplicação de uma outra teoria mais profunda.

Entre os modelos conhecidos, citamos a seguir apenas alguns (lembrando que a maior parte

desses modelos não é o de interesse e aplicação nessa tese, de modo que não entraremos

em detalhes e descreveremos aqui os modelos apenas para mostrar ao leitor o quão amplo

e ativo é esse campo de pesquisa e como ainda precisamos evoluir no nosso estudo).

Abordagens perturbativas e suas extensões

- Teoria de cordas

Esse programa de quantização da gravidade tem suas ráızes, indiretamente, na ob-

servação, que remonta à década de 30. A idéia original e ainda proeminente por trás da

teoria de cordas, é substituir as part́ıculas pontuais da TQC (fótons, elétrons, etc) por

objetos extensos unidimensionais chamados cordas [18]. No desenvolvimento inicial da

teoria, foi reconhecido que a construção de uma teoria quântica de cordas consistente re-

quer que as cordas estejam definidas em um espaço com o número de dimensões maior do

que os três que são observados, por exemplo, teoria de cordas que contém férmions, bem

como bósons, deve ser formulada em nove dimensões espaciais e uma dimensão temporal.

As cordas podem ser abertas ou fechadas e possuem um espectro vibracional que des-

creve todos os campos observados. Os vários modos de vibração correspondem às várias

part́ıculas, uma das quais é o gráviton (uma part́ıcula sem massa, com spin-2 e que é

responsável por mediar as interações gravitacionais). As teorias resultantes não precisam

ser perturbativamente renormalizáveis. Os cálculos perturbativos no ramo da teoria de

campos efetiva são matematicamente tratáveis. Uma vez que a teoria de perturbação é

uma ferramenta quase indispensável para os f́ısicos, esse ponto é considerado de extrema

importância. Para um estudo mais recente dessa teoria, podemos citar [19].



8

- GQ com termos de derivadas superiores (HDQG - em inglês)

A essa altura já é bem sabido que a forma tradicional de se quantizar a RG leva a uma

teoria não renormalizável [20–22]. Uma forma alternativa de se quantizar a gravidade é

introduzir na ação clássica gravitacional alguns termos de derivadas superiores tratando-os

ao mesmo pé de igualdade com que se tratam os termos de derivadas inferiores (termos

de Einstein-Hilbert e constante cosmológica) de tal modo que a nova teoria quântica seja

renormalizável [23] (ver também [24]). A renormalizabilidade dessa teoria nos permite

estabelecer a liberdade assintótica no limite UV [25–27] e explorar o posśıvel papel da

GQ no comportamento assintótico para modelos GUT [28] (Grand Unified Theory ou em

português, Teoria da Grande Unificação).

O preço que se paga para a renormalizabilidade de uma GQ com derivadas superiores é

o pólo não f́ısico no setor de spin 2 do propagador no ńıvel da árvore da GQ renormalizável.

O pólo corresponde a um estado de energia cinética negativa. Esses estados não f́ısicos

são chamados ghosts (fantasmas) [23] massivos e possuem massa da magnitude da escala

de Planck, esses fantasmas comprometem a unitariedade da matriz-S tornando toda essa

abordagem bastante duvidosa.

- Teoria de Einstein-Cartan

O sucesso da RG tem estimulado inúmeras generalizações desta teoria. As teorias de

gravitação modificada têm recebido atenção considerável devido a muitas razões, tais como

a adaptabilidade com a f́ısica quântica, a ligação da gravitação com outras interações, a

incorporação do spin da matéria, etc. A teoria de Einstein-Cartan (EC) da gravidade é a

extensão mais simples posśıvel da teoria da RG. Essa teoria permite que o espaço-tempo

tenha torção em adição à curvatura e relaciona a torção à densidade de momento angular

intŕınseco da matéria, o spin. Assim como a RG, essa também é uma teoria clássica de

gravitação. Esta modificação da RG foi apresentada em 1922 por Élie Cartan [29], antes

da descoberta do spin. Do ponto de vista moderno, ela é motivada pelo desejo de fornecer

uma descrição simples da influência do spin da matéria gravitacional.

Trabalhos importantes nessa teoria têm sido desenvolvidos por Friedrich Hehl e cola-

boradores [30, 31] desde a década de 70 (veja também [32] para uma revisão dos aspectos
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do espaço-tempo com torção). Recentemente, o interesse na teoria de EC tem sido impul-

sionado em direção às implicações cosmológicas, porque se singularidades são inevitáveis

na teoria da RG de Einstein, a teoria de EC levanta esperanças de evitar a singularidade

gravitacional no ińıcio do Universo através do spin da matéria. A teoria é ainda conside-

rada viável e continua a ser um tópico ativo na comunidade f́ısica. Veremos em detalhes

uma aplicação original desenvolvida por nós no caṕıtulo 3 dessa tese.

Abordagens não perturbativas

- Loop quantum gravity (GQ em laços)

Esta é uma teoria quântica do espaço-tempo que incorpora as noções de espaço e

tempo da RG à TQC [33]. Um ponto relevante aqui é citar que na RG o espaço é cont́ınuo.

Em cada parte dele pode-se definir regiões de volumes arbitrariamente pequenos e cada

pequena região pode ser dividida em regiões ainda menores e assim sucessiva e continua-

mente. Na LQG o espaço passa a ser discreto. O aspecto mais importante desse modelo de

GQ é que ele prevê que o espaço não é mais infinitamente diviśıvel, mas que ele tem uma

estrutura granular na escala de comprimento de Planck, o que elimina as divergências UV

que aparecem na TQC padrão. O estado quântico do espaço-tempo é descrito aqui por

meio de uma estrutura matemática denominada redes de spin. Essas redes não represen-

tam estados quânticos de um campo no espaço-tempo, elas representam estados quânticos

diretamente do espaço-tempo. Essa rede evolui ao longo do tempo em etapas discretas.

- Asymptotic safety (segurança assintótica) em GQ

Os problemas da TQC perturbativa em relação ao comportamento UV da gravidade

têm levado ao pessimismo generalizado sobre a possibilidade de se construir uma TQC

fundamental para a gravidade. Em vez disso, nós nos acostumamos a pensar em RG como

uma teoria de campo efetiva, o que só dá uma descrição precisa da f́ısica gravitacional

em baixas energias. O formalismo de teorias de campo efetivas proporciona um quadro

coerente em que cálculos quânticos podem ser realizados mesmo quando a teoria não

é renormalizável. Weinberg [34] deu uma descrição generalizada e não perturbativa de
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renormalizabilidade chamado de asymptotic safety e sugeriu que a RG pode satisfazer

essa condição, tornando-se uma TQC consistente em todas as escalas de energia.

Asymptotic safety é um conjunto de condições, com base na existência de um ponto

fixo não trivial (diferente de zero) para o fluxo do grupo de renormalização que faz uma

TQC consistente até valores arbitrários de altas energias. A chave da teoria é a existência

desse ponto fixo não trivial que controla o comportamento das constantes de acoplamento

no ultravioleta (UV) e torna as quantidades f́ısicas seguras de divergências nesse regime.

A essência dessa abordagem é a observação de que pontos fixos não triviais do GR podem

ser utilizados para generalizar o processo de renormalização perturbativa. Em uma teoria

assintoticamente segura os acoplamentos não precisam ser pequenos ou tenderem a zero

no limite de altas energias, mas sim tenderem a valores finitos, ou seja, se aproximarem

de um ponto fixo UV não trivial. O running das constantes de acoplamento, isto é, sua

dependência com a escala descrita pelo GR é então especial no limite UV no sentido de

que todas as suas combinações adimensionais permanecem finitas. Isso é suficiente para

evitar divergências não f́ısicas, por exemplo, na amplitude de espalhamento.

Mostramos a seguir a forma como o conteúdo dessa tese se organiza nos caṕıtulos que

se seguem.

Estrutura da tese

O caṕıtulo 2 apresenta uma breve revisão sobre os elementos e conceitos de Teo-

ria Quântica de Campos no espaço-tempo curvo. Apresentaremos ao leitor o modelo de

gravitação semiclássica, veremos como é feita a escolha da ação clássica de vácuo, mostra-

remos o método de Schwinger-DeWitt, a forma mais elegante de se calcular as correções

quânticas a 1-loop para os campos de matéria no espaço-tempo curvo.

O caṕıtulo 3 tem como objetivo o cálculo das divergências a 1-loop da teoria de Einstein-

Cartan quântica considerando a adição do termo de Holst. Em particular, estudamos a

versão do GR on-shell para essa teoria e constrúımos as equações do GR que permitirão

analisar o running das constantes de acoplamento associadas às correntes vetorial e vetorial

axial e ao parâmetro de Barbero-Immirzi.
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O caṕıtulo 4 trará um outro aspecto da teoria quântica de gravitação. Aqui será mos-

trado em detalhes o cálculo a 1-loop na abordagem da renormalização f́ısica, aquela base-

ada na subtração de momentos. Com o objetivo de corrigir pequenos erros nos trabalhos

publicados por Gorbar e Shapiro [35, 36] para o desenvolvimento em breve de um traba-

lho nesse sentido, daremos os detalhes da derivação dos fatores de forma gravitacionais

usando o método do heat kernel. As contas desse artigo nunca foram antes apresentadas

em detalhes. Isso será feito para os campos escalar, vetorial e fermiônico.

O caṕıtulo 5 traz à discussão um método não perturbativo de grupo de renormalização,

o chamado grupo funcional de renormalização (GFR). Esse caṕıtulo tem como objetivo

introduzir o leitor a essa abordagem de GR que difere das demais por ter como sua

base principal uma equação funcional diferencial conhecida como equação de Wetterich.

Essa revisão se faz necessária pois no caṕıtulo seguinte aplicaremos essa abordagem pela

primeira vez a uma teoria escalar no espaço-tempo curvo.

Já no caṕıtulo 6, nos interessa explorar o running do parâmetro não-mı́nimo ξ e de-

mais constantes de interação de um campo escalar real no espaço-tempo curvo. Isso é

feito dentro da contexto do GFR o que nos permite obter as equações do GFR para os res-

pectivos acoplamentos. A trajetória do GR foi numericamente explorada para diferentes

conjuntos de dados iniciais. Nesse caṕıtulo trabalhamos no fundo curvo e a métrica não é

quantizada, ou seja, usamos a abordagem semiclássica.

No caṕıtulo de conclusões e perspectivas, descrevemos os resultados obtidos ao longo

dessa tese e ainda apresentamos os principais projetos e perspectivas futuras associados

ao presente trabalho.



CAṔITULO 2

Noções de Teoria Quântica de Campos no espaço-tempo curvo

A Teoria Quântica de Campos (TQC) no espaço-tempo curvo tem sido uma área

notavelmente frut́ıfera. Ela pode ser usada para explicar como a estrutura em grande escala

do universo e as anisotropias da radiação cósmica de fundo que observamos hoje surgiram.

Similarmente, ela providencia uma profunda conexão entre a RG, a termodinâmica e a

TQC padrão. Nesse caṕıtulo, fazemos uma breve revisão dos elementos de TQC no espaço-

tempo curvo a fim de apresentar as notações e convenções usadas ao longo da presente tese.

Uma introdução geral da TQC no espaço curvo pode ser encontrada nas notas de aula [37]

e nos livros [9,12,13,38]. Desenvolvemos essa revisão nos baseando principalmente no livro

de Buchbinder, Odintsov e Shapiro [12] e no artigo de revisão de Shapiro [17].

12
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2.1 A abordagem semiclássica

Um dos modelos de QG mais importantes e bem compreendidos é a abordagem se-

miclássica. Nesse modelo, considera-se que os campos de matéria sejam quantizados, mas

a métrica de fundo, que descreve o espaço-tempo é tratada como clássica, entretanto, a

métrica possui uma dinâmica clássica, definida pela sua ação. Essa última inclui a parte

clássica e correções quânticas.

A escolha da ação clássica

A primeira tarefa é definir a ação clássica da matéria e da gravidade. Isso pode ser feito

de inúmeras maneiras, por conveniência, escolhemos a forma mais simples e natural e que

providenciará a consistência da teoria no ńıvel quântico. Para isso ser feito, é necessário

que algumas condições sejam impostas. São elas

∗ localidade e covariância geral para ambos os setores, matéria e gravidade,

∗ preservação de todas as simetrias da ação clássica, no espaço-tempo de Minkowski,

∗ não introdução de novos parâmetros que possuam dimensão de (massa)−1,

∗ correspondência com a teoria no espaço-tempo plano.

A partir dessas condições, a ação que procuramos será

S = Smin + Snao−min + Svac , (2.1)

onde o termo Smin é a versão covariante da ação que já conhecemos da teoria (em espaço

plano), o termo Snao−min é o termo dos campos de matéria que deve satisfazer a todas

as condições descritas acima. Para um campo escalar, por exemplo, a generalização não

mı́nima da ação é

Snao−min ≡ Sescalar =
1

2

∫
d4x
√
−g {gµν ∂µφ∂νφ+m2φ2 + ξφ2R} (2.2)

e o termo Svac = SEH +SHD, é a ação de vácuo e terá a forma mais simples posśıvel a fim

de se manter a teoria renormalizável. Nela, SEH é a ação de Einstein-Hilbert e SHD é a

ação com termos de derivadas superiores. A escrevemos então como

Svac =

∫
d4x
√
−g
{
− 1

16πG
(R + 2Λ) + a1C

2 + a2E + a3�R + a4R
2
}
, (2.3)
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onde C2 = R2
µναβ − 2R2

µν + (1/3)R2 é o quadrado do tensor de Weyl (em 4 dimensões) e

E = R2
µναβ−4R2

µν+R2 é a densidade Lagrangeana do termo de Gauss-Bonnet ou densidade

de Euler (em 4 dimensões). Note que os termos de derivadas superiores na equação (2.3)

não são correções quânticas, eles precisam ser introduzidos já a ńıvel clássico a fim de se

manter a teoria renormalizável a ńıvel quântico. É importante citar que esses termos não

se manifestam em experimentos de gravitação usuais ou a baixas energias devido ao fato

do termo de Einstein-Hilbert ter coeficiente da ordem de massa de Planck ao quadrado

(M2
p = G−1), o que faz o seu efeito muito mais forte. Esses termos se tornam interessantes

apenas no estudo de sistemas de alta energia, como o Universo primordial, por exemplo.

2.2 A ação efetiva

Na abordagem de todo o trabalho desenvolvido nessa tese, o objeto de maior interesse

e importância é a ação efetiva Γ[ϕ], pois é a partir dela que obtemos toda a informação

f́ısica relevante que nos permitirá construir a TQC. Vamos então rever a parte que aborda

a ação efetiva do ponto de vista quântico. A ação efetiva é fundamentada numa grandeza

chamada gerador funcional das funções de Green no espaço-tempo curvo, denominado

Z[j]. Pelo método da integral de trajetória, esse gerador funcional é definido como

Z[j] =

∫
dφ ei(S[φ]+(j,φ)) =

∫
dφ ei(S0+Sint+(j,φ)) com (j, φ) =

∫
ddxj(x)φ(x) , (2.4)

onde S0 é a ação clássica, Sint é a ação de interação entre os campos de matéria. No espaço-

tempo curvo, tanto S quanto Z dependem também da métrica, mas não mostramos esta

dependência explicitamente. Usando notações condensadas, φ denota um conjunto de cam-

pos de matéria, j denota um conjunto de fontes externas correspondentes, enquanto (j, φ)

representa a soma sobre todos os ı́ndices e integração sobre todas as variáveis cont́ınuas

do espaço-tempo.

O campo médio φ é definido como

φ(x) =
δW [j]

δj(x)
(2.5)

e representa a equação para se encontrar a fonte j(x). AquiW [j] é o funcional de Schwinger

(funcional gerador das funções de Green conectadas) e se relaciona com o funcional gerador
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Z[j] por

W [j] = −i logZ[j] ou se preferir Z[j] = eiW [j] . (2.6)

A transformação de Legendre modificada de W [j] é a ação efetiva

Γ[φ] = (j, φ)−W [j] , (2.7)

onde j é solução da equação (2.5). A ação efetiva admite expansão em loops

Γ[φ] = Svacuo[φ] + Γ̄(1) + Γ̄(2) + Γ̄(3) + · · · (2.8)

e sua covariância foi mostrada por exemplo em [12, 17, 39]. A contribuição de 1-loop é a

mais simples, mas já suficientemente boa para a maioria das aplicações. Ela é escrita como

Γ̄(1) = − i
2

Tr ln Ĥ onde Ĥ = Ĥ(x, y) =
1

2

δ2 S[φ]

δφ(x) δφ(y)

∣∣∣∣∣
φ=0

(2.9)

é a parte bilinear dos campos quânticos referentes à ação clássica e onde Tr significa a

operação de tirar o traço do operador onde ele atua. A ação efetiva Euclidiana a 1-loop

correspondente é escrita como

Γ̄(1) = − i
2

Tr ln
[
1̂�+ 2 ĥµ∇µ + Π̂

]
, (2.10)

onde

� = gµν ∇µ∇ν ,

ĥµ = gµν ĥν , (2.11)

Π̂ = P̂ − 1̂

6
R + ĥµĥ

µ +∇µĥ
µ .

A equação dada em (2.9) nos permite calcular a correção de 1-loop da ação efetiva, no

entanto aparecem termos que possuem divergências. Para tratar esse problema é necessário

a adição de contratermos ∆S, termos que cancelam as divergências. A ação que contém

esses contratermos é chamada ação clássica renormalizada. Vale citar que, para que seja

posśıvel a expansão em loops da ação efetiva, o campo φ precisa ser reparametrizado

usando-se um método conhecido como método do campo de fundo [40] (veja também [12]).
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2.3 O método de Schwinger-DeWitt

A expansão de Schwinger-DeWitt [9, 20, 41] é a forma mais elegante e prática de

se calcular de maneira covariante as correções quânticas a 1-loop para a ação efetiva,

especialmente divergências em espaço-tempo curvo. Aqui apresentamos somente uma

breve revisão desse método.

Comecemos por escrever Tr ln Ĥ = ln Det Ĥ na representação da integral de tempo

próprio (s) como se segue

i

2
Tr ln Ĥ = − i

2
Tr

∫ ∞
0

ds

s
e−i s Ĥ , (2.12)

onde〈
x | e−i s Ĥ | x′

〉
= Û(x, x′; s) = Û0(x, x′; s)

∞∑
k=0

(is)k âk(x, x
′) ,

Û0(x, x′; s) =
1

(4πis)n/2
D1/2(x, x′) exp

(
−σ(x, x′)

2is
− ims2

)
, (2.13)

D(x, x′) = det [−∂µ∂ν σ(x, x′)] , (determinante de Van Vleck-Morett) ,

onde âk(x, x
′) são os coeficientes de Schwinger-DeWitt e σ(x, x′) é a distância geodésica

entre x e x′. Os coeficientes de Schwinger-DeWitt podem ser calculados e chega-se à [9]

[â0]|x→x′ = â0(x, x) = 1̂ ,

[â1]|x→x′ = â1(x, x) = P̂ = Π̂ +
1

6
R−∇µĥ

µ − ĥµĥµ , (2.14)

[â2]|x→x′ = â2(x, x) =
1̂

180
(R2

µναβ −R2
αβ +∇2R) +

1

2
P̂ 2 +

1

6
(∇2P̂ ) +

1

12
Ŝ2
µν ,

com

Ŝµν = 1̂[∇ν ,∇µ] +∇ν ĥµ −∇µĥν + ĥν ĥµ − ĥµĥν (2.15)

e onde

âk(x, x) = lim
x→x′

âk(x, x
′) = âk|x→x′ .

Esses coeficientes estão diretamente relacionados respectivamente às divergências quárticas,

quadráticas e logaŕıtmicas, sendo essa última universal (independe do esquema utilizado).
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Cálculo dos demais coeficientes âk são posśıveis [42], apesar de serem mais complicados,

mas isso não se faz necessário aqui.

Voltemos novamente à expressão

i

2
Tr ln Ĥ = − i

2
Tr

∫ ∞
0

ds

s
e−i s Ĥ (2.16)

= − i

2
Tr

∫ ∞
0

ds

s

D1/2(x, x′)

(4πis)n/2
exp

(
−σ(x, x′)

2is
− ims2

) ∞∑
k=0

(is)k âk(x, x
′) .

As divergências UV correspondem ao limite inferior da integral e que em n = 4 só os três

primeiros termos serão divergentes. O termo mais importante para nós será o terceiro, pois

ele nos fornece as divergências logaŕıtmicas, que como mencionado antes, são universais.

Assim, a parte logaritmicamente divergente da ação efetiva é escrita como

Γ̄
(1)
div = −µ

(n−4)

ε

∫
d4x
√
−gTr â2(x, x) (2.17)

= −µ
(n−4)

ε

∫
d4x
√
−gTr

[
1̂

180
(R2

µναβ −R2
αβ +∇2R) +

1

2
P̂ 2 +

1

6
(∇2P̂ ) +

1

12
Ŝ2
µν

]
,

onde ε = (4π)2(n− 4) na regularização dimensional [43]. Essa é a fórmula de Schwinger-

DeWitt para o cálculo das divergências logaŕıtmicas a 1-loop da ação efetiva.

2.4 O grupo de renormalização

Muito se falou até agora das divergências que aparecem na teoria quando o trata-

mento é quântico e feito perturbativamente. Precisamos então tratar e/ou eliminar essas

divergências para que os nossos resultados sejam f́ısicos. Um esquema consistente que nos

permite eliminar tais divergências e obter resultados finitos é a teoria geral da renorma-

lização. O método de renormalização de uma teoria, foi desenvolvido pela primeira vez na

eletrodinâmica quântica [44], para dar sentido às integrais infinitas que apareciam ao se

tratar a teoria de perturbação. Mas uma consequência desse processo de renormalização é

que os resultados obtidos no final podem depender da escolha da escala de renormalização

µ. Existe um grupo de transformações associadas com a variação desse parâmetro µ e que

possui uma simetria que surge também devido a esse parâmetro. Esse grupo é chamado

de grupo de renormalização (GR).
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Em f́ısica teórica, GR é uma ferramenta matemática que permite a investigação sis-

temática das mudanças de um sistema f́ısico visto de diferentes escalas de distância (ener-

gia). Em outras palavras, é o procedimento em que se usa os parâmetros das equações

de campo da teoria para absorver as divergências que surgem nas integrais da teoria de

perturbação.

Vamos considerar o GR seguindo [12]. Comecemos por escrever os funcionais geradores

das funções de Green conectadas nuas (bare) e renormalizadas, respectivamente

eiW0[j0] =

∫
Dφ0 e

i(S0[φ0,p0]+φ0j0) ,

eiW [j] =

∫
Dφei(S[φ,p]+φj) , (2.18)

onde p aqui está representando um conjunto de parâmetros da teoria, e p0 são os parâmetros

nus correspondentes. Vamos agora considerar que de acordo com a renormalização mul-

tiplicativa S0[φ0, p0] = S[φ, p] e vamos supor a mudança de variável tal que φ0 = Z
1/2
1 φ

onde φ e φ0 são campos escalares médios. Note que aqui estamos apresentando o método

fazendo uso dos campos escalares, o mesmo poderia ser generalizado para qualquer outro

campo. Todas essas considerações nos permitem concluir das equações dadas em (2.18)

que W0[j] = W [j] e, consequentemente, para a ação efetiva

Γ0[φ0] = W0[j0]− φ0j0 = Γ[φ] , (2.19)

o que nos permite escrever

Γ0[gαβ, φ0, p0, n] = Γ0[gαβ, φ, p, µ, n] , (2.20)

onde n é o parâmetro da regularização dimensional e µ é a escala de energia t́ıpica. Como

o lado esquerdo da equação anterior não depende de µ temos

µ
d

dµ
Γ0[gαβ, φ, p, µ, n] = 0 , (2.21)

o que nos leva a[
µ
∂

∂µ
+ µ

dp

dµ

∂

∂p
+

∫
ddx
√
−g µdφ(x)

dµ

δ

δφ(x)

]
Γ0[gαβ, φ, p, µ, n] = 0 . (2.22)

Definindo

µ
dp

dµ
= βp(n) e µ

dφ(x)

dµ
= γ(n)φ(x) , (2.23)
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que são respectivamente chamadas de função beta e função gama. Com (2.23) podemos

reescrever (2.22) como[
µ
∂

∂µ
+ βp(n)

∂

∂p
+ γ(n)

∫
ddx
√
−g φ(x)

δ

δφ(x)

]
Γ0[gαβ, φ, p, µ, n] = 0 . (2.24)

Essa é a chamada equação do GR para a ação efetiva e pode ser usada no espaço curvo

aplicada a diferentes modelos e teorias (como exemplo de aplicação dessa abordagem de

GR ver caṕıtulo 3). O parâmetro µ dessa equação pode ser interpretado em termos de

valores f́ısicos, por exemplo, em eletrodinâmica quântica µ é interpretado como escala de

energia.

Outros métodos de cálculo em TQC no espaço curvo

Muitos são os métodos práticos de cálculos empregados para o estudo das correções

quânticas em espaço curvo. Farei uma breve descrição de dois métodos bem populares,

para uma descrição histórica, consulte [12,38].

O esquema de subtração de momentos

Um método de cálculo não covariante é o chamado esquema de subtração de momentos

[45]. Sabe-se que em RG não é posśıvel a representação de momentos de modo geral.

Isso acontece porque diferentes pontos do espaço-tempo possuem os seus próprios espaços

tangentes, o que exige representação de momentos diferentes. Isso pode ser corrigido

usando-se coordenadas normais de Riemann [46], uma vez que isso torna posśıvel reescrever

as grandezas importantes da teoria em torno de um ponto fixo P e com coordenadas xµ0

possibilitando a representação de momentos nesse ponto. Essa abordagem se baseia no

uso de coordenadas geodésicas e na expansão das grandezas de interesse num ponto com

coordenadas xµ0 em série de potências dos desvios xµ − xµ0 = x′µ. Desta maneira todas as

quantidades passam a corresponder ao mesmo ponto P e a representação de momentos se

torna aplicável. O método é muito útil para se calcular quantidades locais.
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O esquema de subtração mı́nima - SM

Ao longo dos anos, os f́ısicos teóricos inventaram todos os tipos de regimes de renorma-

lização. Mas desde os anos 70, um dos regimes mais populares é o esquema de subtração

mı́nima. Para uma análise completa de como esse método pode ser aplicado em espaço-

curvo pode ser encontrada em [47]. A função beta da carga efetiva, quando usando-se esse

esquema, escreve-se

βC(MS) = lim
n→4

µ
dC

dµ
. (2.25)

Para uma aplicação no espaço plano consulte [48]. Subtraindo o contratermo do momento

p2 = M2, onde M é o ponto de renormalização e tomando o operador polarização, em vez

de usar a definição acima, podemos usar

βC(MS) = lim
n→4

M
dC

dM
. (2.26)

Com isso se obtém as correções quânticas da teoria em estudo e se escreve separadamente

os termos que corrigem a constante de acoplamento que será regularizada. Esses termos

dependem explicitamente dos momentos externos do sistema e para se obter as funções

beta, não usamos mais a definição (2.25), calculamos diretamente a derivada

Cp
d

dp
(2.27)

dos fatores de forma dessa constante da ação efetiva a 1-loop que foi obtida a partir da

ação inicial.

Os esquemas de renormalização aqui apresentados se referem aos desenvolvidos na

presente tese nos caṕıtulos 3 e 4. Uma revisão referente ao método aplicado no caṕıtulo

6, se encontra no caṕıtulo 5. Nos caṕıtulos que se seguem, o leitor poderá acompanhar

em detalhes o desenvolvimento e aplicação prática do esquema de renormalização de três

diferentes modelos de GQ. Reforçamos que essa é uma poderosa ferramenta matemática

que temos para o tratamento das divergências e obtenção do comportamento f́ısico do

nosso sistema.



CAṔITULO 3

A Teoria de Einstein-Cartan Quântica com o termo de Holst

O termo de Holst apresenta uma adição interessante à Teoria de Einstein-Cartan da

gravidade com torção. Quando esse termo está presente, as interações de contato entre as

correntes vetoriais e as correntes vetoriais axiais ganham uma componente extra que viola

a paridade da teoria. Rederivamos essa interação usando uma representação simples para

o termo de Holst [49]. A mesma representação serve como uma base útil para o cálculo

das divergências a 1-loop numa teoria com correntes fermiônicas externas e constante cos-

mológica. Além disso, exploramos as possibilidades da versão do grupo de renormalização

(GR) on-shell e constrúımos as equações para o running dos parâmetros adimensionais

relacionados às correntes e para o parâmetro de Barbero-Immirzi efetivo.

21
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3.1 Considerações iniciais

A teoria de Einstein-Cartan atrai um crescente interesse (ver [50–52] e referências lá

indicadas) porque representa a extensão mais simples posśıvel da Relatividade Geral (RG)

relacionada à introdução de um campo de torção. A presença da torção permite enriquecer

a teoria ainda mais através da aplicação do termo de Holst [53], que emerge naturalmente

no âmbito da Loop Quantum Gravity [50, 54–56]. Esse termo que viola a paridade deve

atrair um interesse especial uma vez que pode, em prinćıpio, produzir alguns observáveis

mensuráveis para detectar a gravidade quântica. A fim de entender melhor esse ponto,

lembremo-nos de que na teoria de Einstein-Cartan a torção se torna relevante somente na

presença de correntes fermiônicas. Após ser integrada, a torção providencia a interação de

contato entre tais correntes. Obviamente, a principal possibilidade para o termo de Holst,

nesse respeito, está relacionada à geração da interação de contato que viola a paridade da

teoria, entre as correntes fermiônicas vetoriais e as correntes fermiônicas vetoriais axiais.

O primeiro objetivo desse caṕıtulo é apresentar uma derivação muito simples do termo

de Holst em termos das componentes irredut́ıveis do tensor torção. Nós mostramos que o

novo termo é a violação de paridade escalar mais simples posśıvel e portanto o parâmetro

de Barbero-Immirzi [57,58] pode ser visto como uma extensão de um parâmetro extra não-

mı́nimo que viola a paridade da ação de Einstein-Cartan. Usando essa nova forma, nós

recalculamos a interação de contato entre correntes fermiônicas dependendo do parâmetro

de Barbero-Immirzi e encontramos boa correspondência com os resultados prévios de ou-

tros autores [50,55,59,60].

A principal motivação para o parâmetro de Barbero-Immirzi está relacionada à Gra-

vitação Quântica (GQ), então é natural ver como pode ser o papel de tal termo nas

correções de loop. Desde que RG quântica e também a teoria de Einstein-Cartan quântica

são não renormalizáveis, essa questão não pode ser abordada no âmbito convencional de te-

oria Quântica de Campos para a métrica e torção. As publicações existentes nessa direção

usam muitas abordagens diferentes. A primeira delas está baseada no Grupo Funcional de

Renormalização (GFR) [61]. Esse método é essencialmente não perturbativo e no caso da

GQ não há limite perturbativo, pelo menos no caso da RG quântica. Ao mesmo tempo,
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há uma dificuldade conhecida relacionada à dependência dos resultados do grupo de re-

normalização funcional aplicada a teorias de calibre com a fixação do calibre [62, 63] (ver

também muitas outras referências lá indicadas). De fato, a dependência com a fixação

do calibre nessa teoria persiste on-shell [63] e leva a matriz S a depender do calibre e,

possivelmente, o mesmo ocorre para outros observáveis relevantes. Pode-se esperar que

a mesma forte dependência do calibre também ocorra no caso da GQ e isso cria certa

dificuldade para interpretação f́ısica dos resultados nessa abordagem.

Outra possibilidade é confiar nas equações do grupo de renormalização extráıdas das

divergências 1-loop quadráticas. Isso é tecnicamente posśıvel, entretanto as ambiguidades

que geralmente se reúnem em tal formulação são muito fortes e vão além das ambiguidades

de fixação de calibre. Esse aspecto da GQ tem atráıdo significante interesse recentemente

e o resultado geral é que essas ambiguidades são geralmente incontroláveis (ver [64] e mais

referências lá indicadas). Para a teoria de Einstein-Cartan com o parâmetro de Barbero-

Immirzi, esse esquema foi aplicado recentemente em [65], onde resultados prévios para as

divergências de 1-loop em RG com interação de correntes fermiônicas [66] foram usadas.

No presente trabalho, utilizamos a terceira possibilidade para a teoria de Einstein-

Cartan. É bem conhecido que a RG quântica pura é renormalizável on-shell no ńıvel

1-loop [20]. Isso permite se considerar por exemplo a versão reduzida on-shell do grupo

de renormalização para a constante de Newton G e o termo cosmológico [25]. Note que

essa abordagem pode ser estendida para se tornar mais informativa quando os cálculos

são executados num fundo especial tal como o espaço de Sitter [67], mas nossa intenção

aqui é seguir um método mais simples de [25]. Uma caracteŕıstica muito interessante desta

abordagem é que a equação do grupo de renormalização para a combinação adimensional

da constante cosmológica e da constante de Newton é independente da fixação de calibre

e nesse sentido é bem definida. Claro que o grupo de renormalização on-shell não pode

ser visto como um método completamente consistente, mas é um ponto de partida útil

para lidar com a teoria de GQ. O grupo de renormalização on-shell a 1-loop foi generali-

zado para o caso da teoria de Einstein-Cartan em [68], numa teoria com corrente vetorial

axial externa. Foi mostrado que a teoria permanece renormalizável on-shell no 1o-loop

na presença de tal corrente e torção quântica. Aqui nós pretendemos generalizar essas
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considerações de duas formas, a saber, por inclusão de uma corrente vetorial adicional e

também por introdução do termo de Holst [49]. Analisaremos em que medida a renorma-

lizabilidade on-shell pode ser preservada em tal teoria e também consideraremos o grupo

de renormalização on-shell na medida em que isto é posśıvel.

A consideração clássica da teoria de Einstein-Cartan com o termo de Holst e duas cor-

rentes (vetorial e vetorial axial) será apresentada, assim como a derivação das divergências

a 1-loop e a análise da renormalizabilidade da teoria on-shell será descrita.

3.2 Representação simples para o termo de Holst

No que se segue, usaremos as notações de [32]1, mas reproduziremos as fórmulas prin-

cipais, para a conveniência do leitor. A ação total da gravidade, incluindo os termos de

Einstein-Cartan e Holst, tem a forma

SEC + SH = − 1

κ2

∫
d4x
√
−g R̃ − 1

2γ κ2

∫
d4x
√
−g εαβµν R̃αβµν , (3.1)

onde G = κ2/16π é a constante de Newton, também 16π/κ2 = M2
P . γ é o parâmetro de

Barbero-Immirzi. O escalar de curvatura é R̃ = gαµgβν R̃αβµν e R̃αβµν é o tensor de

curvatura dependente da métrica gαβ e torção Tα·βγ. Essa curvatura é definida na base da

conexão assimétrica

Γ̃αβγ − Γ̃αγβ = Tα·βγ 6= 0 . (3.2)

Supondo que a derivada covariante com torção satisfaça a condição de metricidade

∇̃µgαβ = 0,

pode-se facilmente derivar a relação entre a conexão afim e o śımbolo de Christoffel Γαβγ,

Γ̃αβγ = Γαβγ +Kα
· βγ . (3.3)

Aqui o tensor contorção é

Kα
·βγ =

1

2

(
Tα·βγ − T α

β·γ − T α
γ·β
)
. (3.4)

1Usa-se essa referência e também muitas outras fontes, e.g., [31,69,70] para a introdução de diferentes

aspectos da gravidade com torção.
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As relações correspondentes para o tensor de curvatura e escalar com torção têm a forma

R̃λ
· ταβ = Rλ

· ταβ +∇αK
λ
·τβ −∇βK

λ
·τα +Kλ

·γαK
γ
·τβ −K

λ
·γβK

γ
·τα , (3.5)

R̃ = R + 2∇λKτ
·λτ −K λ

τλ · K
τγ
· · γ +KτγλK

τλγ , (3.6)

onde as quantidades sem til são Riemannianas sem torção. Pode-se introduzir três com-

ponentes irredut́ıveis da torção da seguinte forma

traço vetorial Tβ = Tα·βα , (3.7)

traço vetorial axial Sν = εαβµνTαβµ , (3.8)

parte tensorial qα·βγ , (3.9)

onde a última satisfaz as condições qα·βα = 0 e εαβµνqαβµ = 0. A torção genérica pode ser

facilmente expressa como

Tαβµ =
1

3
(Tβ gαµ − Tµ gαβ)− 1

6
εαβµν S

ν + qαβµ . (3.10)

Agora, substituindo (3.10) em (3.4) e (3.6), chegamos à 2

R̃ = R− 2∇αT
α − 2

3
Tα T

α +
1

2
qαβγ q

αβγ +
1

24
SαS

α . (3.11)

Finalmente, repetindo a mesma operação com (3.5) e então com o integrando do termo

de Holst, chegamos à relação, que já foi relatada em [59] (veja também [71, 72] para uma

análise mais detalhada e uma lista de referências mais completa sobre a história dos termos

violadores de paridade na teoria de Einstein-Cartan),

εαβµν R̃αβµν = −∇µS
µ − 2

3
Sµ Tµ +

1

2
εαβµν qλ·αβ qλµν

= −∇µS
µ − 2

3
S · T +

1

2
ε · q · q . (3.12)

Na última relação, introduzimos notações condensadas com pontos para as contrações de

dois vetores e dois tensores. A primeira dessas notações será muito usada no que se segue.

Pode-se ver que a primeira parte do termo de Holst é bem simples na representação

(3.12). Esse termo é nada mais que o termo de violação da paridade mais simples posśıvel.

2Nós corrigimos um erro de impressão no coeficiente do termo T 2 em [32].
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De fato, esse termo não foi introduzido como uma estrutura não-mı́nima em trabalhos

prévios sobre os efeitos quânticos na gravidade com torção [68, 73] somente porque não

havia interesse de violar a paridade. Por exemplo, a estrutura não mı́nima ϕ2SαTα torna-

se relevante no setor escalar se os termos de quebra de paridade não-mı́nimos ψ̄γαSαψ

ou ψ̄γαγ5Tαψ são introduzidos. Nesse caso, o termo de Holst pode ser facilmente obtido

como parte da ação induzida (Einstein-Cartan estendida) da gravidade com torção, e.g.,

ele pode resultar de algum esquema de transição de fase, incluindo quebra espontânea de

simetria.

Vale citar aqui, que a forma da interação não-mı́nima do férmion com a torção é dada

pela ação de Dirac abaixo [73]

S1/2 = i

∫
d4x
√
−g ψ̄

[
γα(∇α − i eAα + i η γ5 Sα)− im

]
ψ , (3.13)

com Aα sendo um campo Abeliano e η o acoplamento não-mı́nimo.

A fim de compreender melhor o efeito do termo de Holst, vamos incluir as correntes

fermiônicas vetorial V µ e vetorial axial Aµ,

V µ = η2〈ψ̄γµψ〉 e Aµ = η1〈ψ̄γµγ5ψ〉 , (3.14)

Note que a presença dos parâmetros não-mı́nimos, η1,2 é a condição de consistência da

teoria a ńıvel quântico, especialmente se campos escalares e interações tipo Yukawa desses

campos com férmions estiverem presentes [73] (veja também [32] e [12] para discussões

aprofundadas sobre o assunto). Por razões de compacticidade de notações na parte

quântica do trabalho, é melhor introduzir as correntes Jµ = −κ2Aµ e W µ = −κ2V µ, tal

que a ação total se torna

Stotal = SEC + SH +

∫
d4x
√
−g
(
V · T + A · S

)
= − 1

κ2

∫
d4x
√
−g
{
R + 2Λ− 2

3
T 2 +

1

2
q2 +

1

24
S2

− 1

3γ
S · T − 1

2γ
∇µS

µ +
1

4γ
ε · q · q + S · J + T ·W

}
, (3.15)

onde também usamos notações compactas S2 = SµS
µ, T 2 = TµT

µ e q2 = qµντq
µντ .

As equações dinâmicas para as diferentes componentes da torção são



27

− κ2

√
−g

δStotal
δTα

= −4

3
Tα − 1

3γ
Sα +Wα = 0 ,

− κ2

√
−g

δStotal
δSα

=
1

12
Sα − 1

3γ
Tα + Jα = 0 , (3.16)

− κ2

√
−g

δStotal
δqαβγ

= qαβγ = 0 .

De acordo com a última equação das três dadas por (3.16), não consideraremos mais a

componente qαβγ. As primeiras duas equações podem ser facilmente resolvidas na forma

Tα =
3γ

1 + γ2

(
Jα +

γ

4
Wα
)
,

Sα =
3γ

1 + γ2

(
Wα − 4γJα

)
. (3.17)

Pode-se observar que a presença do parâmetro violador de paridade γ, leva à mistura

entre as correntes vetorial e vetorial axial. Em prinćıpio, essa mistura pode ter fortes

consequências fenomenológicas e seria interessante explorá-las em f́ısica de part́ıculas. Tal

investigação poderia levar aos limites superiores de certas combinações do parâmetro de

Barbero-Immirzi γ e dos parâmetros não-mı́nimos η1,2 introduzidos em (3.14). No entanto,

no presente trabalho nossa proposta não é a fenomenologia, em vez disso, focaremos nossa

atenção nos aspectos mais formais da teoria, relacionados à GQ.

A equação dinâmica para a métrica na teoria (3.15) é dada por

− κ2

√
−g

δStotal
δgµν

=
1

2
gµν(R + 2Λ)−Rµν

+
1

2
gµν
(
− 2

3
T 2 +

1

2
q2 +

1

24
S2 − 1

3γ
S · T + S · J + T ·W

)
+

2

3
TµTν −

1

24
SµSν +

1

6β
(TµSν + TνSµ) = 0 . (3.18)

De (3.18), escrevemos o tensor de curvatura

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR ⇒ equação de Einstein

= Λgµν + gµν

(
− 1

3
T 2 +

1

48
S2 − 1

6γ
S · T +

1

2
S · J +

1

2
T ·W

)
+

2

3
TµTν −

1

24
SµSν +

1

6γ
(TµSν + TνSµ). (3.19)
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Tirando o traço de (3.19), nós temos

R− 2R = 4Λ− 4

3
T 2 +

1

12
S2 − 2

3γ
S · T + 2S · J + 2T ·W

+
2

3
T 2 − 1

24
S2 +

1

3γ
S · T , (3.20)

R = − 4Λ +
2

3
T 2 − 1

24
S2 +

1

3γ
S · T − 2S · J − 2T ·W . (3.21)

Substituindo (3.21) no lado esquerdo de (3.19), chegamos à relação

Rµν = Dµν − gµν

(
Λ +

1

2
S · J +

1

2
T ·W

)
, (3.22)

onde nós introduzimos a notação útil

Dµν =
2

3
TµTν −

1

24
SµSν +

1

6γ

(
SµTν + SνTµ

)
e D = Dµ

µ . (3.23)

Finalmente, substituindo (3.17) em (3.22), chegamos às relações on-shell

Rµν

∣∣∣
on−shell

= −Λgµν +
3γ

1 + γ2

(
2γJ2 − γ

8
W 2 − J ·W

)
gµν

+
3γ

1 + γ2

[γ
8
WµWν − 2γJµJν +

1

2

(
WµJν +WνJµ

)]
(3.24)

e

R
∣∣∣
on−shell

= − 4Λ +
3γ

1 + γ2

[
6γJ2 − 3γ

8
W 2 − 3W · J

]
, (3.25)

onde usamos as relações

T 2 =
9γ2

(1 + γ2)2

(
J2 +

γ2

16
W 2 +

γ

2
J ·W

)
,

S2 =
9γ2

(1 + γ2)2

(
W 2 + 16γ2J2 − 8γ W · J

)
,

TαT β =
9γ2

(1 + γ2)2

[
JαJβ +

γ2

16
WαW β +

γ

4

(
JαW β + JβWα

)]
,

SαSβ =
9γ2

(1 + γ2)2

[
WαW β + 16γ2JαJβ − 4γ

(
WαJβ +W βJα

)]
, (3.26)

SαT β + SβTα =
9γ2

(1 + γ2)2

[γ
2
WαW β − 8γJαJβ +

(
WαJβ +W βJα

)
(1− γ2)

]
,

S · T =
9γ2

(1 + γ2)2

[γ
4
W 2 − 4γJ2 +W · J(1− γ2)

]
,

S · J =
3γ2

(1 + γ2)
(W · J − 4γJ2),

T ·W =
3γ2

(1 + γ2)

(
J ·W +

γ

4
W 2
)
.
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Finalmente, para a ação total (3.15) on-shell obtemos

Stotal

∣∣∣
on−shell

= − 1

κ2

∫
d4x
√
−g
{ 3γ

1 + γ2

(
4γJ2 − 2J ·W − γ

4
W 2
)
− 2Λ

}
.(3.27)

Uma simples observação a respeito dessa ação é a seguinte: no limite γ → ∞ o termo

misto com (J ·W ) vai a zero. Essa é uma consequência natural, uma vez que a presença

deste termo, que viola a paridade da teoria, é somente devido à presença do termo de

Holst. Esse detalhe é uma ilustração de posśıveis efeitos do termo de Holst na interação

entre duas correntes vetoriais.

3.3 Divergências off- e on-shell a 1-loop.

As divergências devem ser calculadas na base da ação off-shell (3.15). Trataremos gµν ,

Sα e Tα como campos quânticos enquanto Wα e Jα serão consideradas fontes externas. A

integral de caminho Gaussiana sobre Sα e Tα não gera divergências, porque sua correspon-

dente forma bilinear é um operador c-número. Isto significa que as integrações sobre estas

variáveis são extremamente simplificadas. Vejamos isso com mais detalhes. Considere o

método de campo de fundo para a ação (3.15) e mude a variável de campo em partes de

fundo e quânticas de acordo com

gµν → g′µν = gµν + κhµν , Sµ → S ′µ = Sµ + κσµ , Tµ → T ′µ = Tµ + κtµ . (3.28)

A ação efetiva a 1-loop depende da parte bilinear da ação no que diz respeito aos campos

quânticos hµν , σµ, tµ. Uma vez que estamos trabalhando com quantidades on-shell, a

escolha da fixação de calibre é irrelevante. Por simplicidade consideramos

Sgf = − 1

2θ

∫
d4x
√
−g χµχµ , onde χµ = ∇λh

λ
µ −

ω

2
∇µh com h = gµνhµν (3.29)

e escolhemos os parâmetros de fixação de calibre de uma forma que leve à forma bilinear

mı́nima da ação, ou seja, θ = ω = 1. A expansão é feita como de costume (veja, e.g., [12]
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para detalhes) e após uma certa álgebra chegamos à

S
(2)
total + Sgf = −

∫
d4x
√
−g

{
hµν
[ 1

4

(
δµν,αβ −

1

2
gµνgαβ

)
� +

1

2
Rµανβ

+
1

2
gνβ Rµα −

1

4

(
gµνRαβ + gαβRµν

)
− 1

4

(
δµν,αβ −

1

2
gµνgαβ

)(
R + 2Λ− 2

3
T 2 +

1

24
S2 − 1

3γ
S · T + S · J + T ·W

)
− 1

96

(
gµνSαSβ + gαβSµSν)−

2

3
gµαTνTβ +

1

6
(gµνTαTβ + gαβTµTν

)
− 1

6γ
gµα(SνTβ + SβTν) +

1

12γ

(
gµνSαTβ + gαβSµTν

)
+

1

24
gµαSνSβ

]
hαβ

+
1

24
gµνσµσν −

2

3
gµνtµtν −

1

6γ

(
σµg

µνtν + σνg
µνtµ

)
+ hµν

[
− 1

12
Sµσν +

4

3
Tµtν +

1

3γ

(
Sµtν + Tµσν)

]
+
[ 1

24
gαβ Sµσ

µ (3.30)

− 2

3
gαβTµt

µ − 1

6γ
gαβ
(
T µσµ + Sµtµ

)
+

1

2
gαβ σµJ

µ +
1

2
gαβ tµW

µ
]
hαβ

}
,

onde δµν,αβ = (1/2) (gµαgνβ + gµβgνα). Uma observação relevante é que a integral de

caminho sobre σν e tµ tem a forma

I =

∫
dtµ dσν exp

{
i
[ 1

2
(σµ tµ)(Kµν)

(
σν
tν

)
+ (σµ tµ)

(
aµ

bµ

)]}
, (3.31)

onde Kµν é uma matriz c e aµ, bµ formam uma coluna dependente dos campos de fundo.

Essa integração Gaussiana não derivativa dá

I = exp

{
− i

2
(aµ bµ)(Kµν)

−1

(
aν

bν

)}
. (3.32)

Este é o mesmo resultado que pode-se obter apenas usando as equações clássicas de movi-

mento para as duas componentes da torção σν e tµ. Como nossa intenção é calcular a ação

efetiva on-shell, isso significa que podemos simplesmente ignorar as integrais de caminho

sobre σν e tµ. Logo, não há necessidade de executar a mudança de Sν e Tµ em (3.28). Em

vez disso, pode-se usar diretamente as equações clássicas de movimento correspondentes

no resultado da integração sobre a métrica quântica hµν .

Finalmente, a parte relevante da expansão bilinear é

S
(2)
total + Sgf = −

∫
d4x
√
−g hµν

{1

4

(
δµν,αβ −

1

2
gµνgαβ

)
�+

1

2
Rµανβ +

1

2
gνβ Rµα

− 1

4
(gµνRαβ + gαβRµν)−

1

4

(
δµν,αβ −

1

2
gµνgαβ

)
X +

1

4
Yµν,αβ

}
hαβ,(3.33)
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onde

X = R + 2Λ− 2

3
T 2 +

1

24
S2 − 1

3γ
S · T + S · J + T ·W (3.34)

e

Yµν,αβ =
1

6
gµαSνSβ −

1

24
(gµνSαSβ + gαβSµSν)−

8

3
gµα TνTβ +

2

3
(gµν TαTβ + gαβ TµTν)

− 2

3γ
gµα(SνTβ + SβTν) +

1

3γ
(gµνSαTβ + gαβSµTν) . (3.35)

Além disso a equação (3.33) pode ser escrita como

S
(2)
total + Sgf = −

∫
d4x
√
−g hµν

(1

4
Kµν,αβ �+

1

4
Mµν,αβ

)
hαβ

= − 1

4

∫
d4x
√
−g hµν Kµν,αβ

[
δαβ,ρσ�+ Π̂αβ,

ρσ]hρσ , (3.36)

onde

Π̂αβ,ρσ = 2Rρασβ + 2gσβ Rρα −
(
gρσ Rαβ + gαβ Rρσ

)
+

1

2
gρσgαβR− δρσ,αβX + Yρσ,αβ −

1

2
gρσ Yρσ,αβ g

µν (3.37)

e

K−1
µν,αβ = Kµν,αβ = δµν,αβ −

1

2
gµνgαβ . (3.38)

A contribuição a 1-loop é dada pela expressão padrão

Γ̄(1) =
i

2
Tr ln

{
K̂ · (�̂+ Π̂)

}
− i Tr ln Ĥghost . (3.39)

A parte dos ghosts não depende da torção ou das correntes externas, dáı a contribuição

correspondente será idêntica àquela dada à gravidade de Einstein [20]. Vamos portanto

nos concentrar no primeiro termo em (3.39). Na medida em que Tr ln K̂ = Tr ln K̂µν,αβ

não contribui para as divergências, eles dependem somente da matriz Π̂αβ,
ρσ e também

da contribuição dos ghosts de Faddeev-Popov.

O cálculo prático das divergências segue o esquema padrão [20]. O resultado para a

parte divergente da ação efetiva a 1-loop pode ser convenientemente expresso através da
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quantidade tensorial (3.23) e tem a seguinte forma final

Γ̄
(1)
div = − 1

ε

∫
d4x
√
−g

{
53

45
E +

7

10
R2
µν +

1

60
R2 + 8DµνD

µν − 2D2

+
26

3
R
(

Λ +
1

2
S · J +

1

2
T ·W

)
+ 20

(
Λ +

1

2
S · J +

1

2
T ·W

)2
}
, (3.40)

onde E = R2
µναβ − 4R2

µν + R2 é a densidade Lagrangeana do termo de Gauss-Bonnet.

Finalmente, ε = (4π)2(n − 4) é o parâmetro da regularização dimensional [43]. Vamos

observar que (3.40) é relativamente simples devido a alguns cancelamentos inesperados,

por exemplo de DR, DµνR
µν e outras estruturas.

A fim de formular o grupo de renormalização on-shell, precisamos usar as equações

clássicas de movimento (3.17), (3.23), (3.24) e (3.25) na equação (3.40). Após alguma

álgebra, chegamos ao resultado

Γ̄
(1)
div

∣∣∣
on−shell

= − 1

ε

∫
d4x
√
−g

{
53

45
E − 58

5
Λ2 +

81 γ4J4

(1 + γ2)2
+

81

256

γ4W 4

(1 + γ2)2

+
27

40

γ2 (43γ2 + 58)

(1 + γ2)2
W 2 · J2 +

241γ

40(1 + γ2)
(16γJ2 − γW 2 − 8W · J) Λ

− 27 γ2 (W · J)

80 (1 + γ2)2

[(
56 + 116γ2

)
(W · J) + 240γJ2 − 15γW 2

]}
. (3.41)

Uma importante diferença entre as expressões (3.40) e (3.41) está relacionada à de-

pendência da fixação de calibre. A ação efetiva (3.40) tem uma grande quantidade de

ambiguidades relacionadas com a escolha dos parâmetros θ e ω na ação (3.29). De fato,

parte significante dos termos podem ser modificados ou mesmo eliminados por uma es-

colha apropriada desses parâmetros [74]. Por outro lado, não existe tal dependência de

calibre nas divergências a 1-loop para a ação efetiva on-shell [25] (veja considerações mais

detalhadas em [75]), de modo que os coeficientes na ação (3.41) não sofrem desta ambi-

guidade.

3.4 O grupo de renormalização on-shell

Nossa proposta é construir a versão on-shell reduzida do grupo de renormalização

pelo método de subtração mı́nima. Usaremos a regularização dimensional e portanto é
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necessário formular tanto a ação clássica on-shell (3.27) quanto os contratermos on-shell

em n dimensões espaço-temporais. As expressões correspondentes podem ser escritas em

termos de novas notações

λ̃ = α1λ1 + α2λ2 + α3λ3 + α4λ4 , (3.42)

onde

λ1 = κ2Λ , λ2 = κ2J2 , λ3 = κ2W 2 , λ4 = γ κ2(W · J) (3.43)

de um lado e

σ̃ = Ω11λ
2
1 + Ω22λ

2
2 + Ω33λ

2
3 + Ω44λ

2
4

+ Ω12λ1λ2 + Ω13λ1λ3 + Ω14λ1λ4 + Ω23λ2λ3 + Ω24λ2λ4 + Ω34λ3λ4 (3.44)

de outro lado.

A ação clássica e os contratermos a 1-loop, ambos on-shell (clássicos) têm a forma

Stotal

∣∣∣
on−shell

= − 1

κ4

∫
dnx
√
−g µn−4 λ̃ , (3.45)

∆S(1)
∣∣∣
on−shell

=
1

ε
· 1

κ4

∫
dnx
√
−g µn−4 σ̃ . (3.46)

Os coeficientes nas expressões (3.42) e (3.44) podem ser obtidos diretamente das equações

(3.27) e (3.41)

α1 = −2 , α2 =
12γ2

(1 + γ2)
, α3 = − 3γ2

4(1 + γ2)
, α4 = − 6

(1 + γ2)
(3.47)

e

Ω11 = −58

5
, Ω12 =

482

5

γ2

(1 + γ2)
, Ω13 = −241

40

γ2

(1 + γ2)
, Ω14 = − 241

5(1 + γ2)
,

Ω22 =
81γ4

(1 + γ2)2
, Ω23 =

27

40

γ2(43γ2 + 58)

(1 + γ2)2
, Ω24 = − 81γ2

(1 + γ2)2
, (3.48)

Ω33 =
81

256

γ4

(1 + γ2)2
, Ω34 =

81

16

γ2

(1 + γ2)2
, Ω44 = −(378 + 783γ2)

20

1

(1 + γ2)2
.

Note que uma formulação consistente do grupo de renormalização, tanto para a cons-

tante de Newton, quanto para a constante cosmológica (relacionada ao inverso de κ da
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massa de Planck redimensionada) é definitivamente imposśıvel uma vez que estamos tra-

balhando no âmbito do grupo de renormalização on-shell. A forma da ação clássica (3.45)

e os contratermos (3.46) indicam que não há possibilidade de estudar a renormalização de

κ nessa abordagem de modo que no que se segue, vamos buscar apenas a construção das

equações do grupo de renormalização para as cargas efetivas λ1, λ2, λ3 e λ4, definidas em

(3.43). Pode-se ver também nesse método, como trabalhar com unidades de Planck, onde

todas as quantidades se tornam adimensionais.

A ação on-shell renormalizada tem a forma que segue das equações (3.45) e (3.46).

Então, as divergências on-shell a 1-loop podem ser removidas por meio da transformação

de renormalização

λ̃0 = µ(n−4)
(
λ̃− σ̃

ε

)
. (3.49)

Uma vez que λ̃0 não depende de µ, a última relação implica

(n− 4)
(
λ̃− σ̃

ε

)
+
(
µ
dλ̃

dµ
− µ

ε

dσ̃

dµ

)
= 0 . (3.50)

Supondo que os termos divergentes se cancelem e usando a propriedade da homogeneidade

de σ̃, chegamos à função β geral para λ̃ em um espaço-tempo n dimensional

βn
λ̃

= − (n− 4) λ̃ − σ̃

(4π)2
. (3.51)

Como nossa intenção é explorar o grupo de renormalização em n = 4, devemos tomar o

limite n→ 4, para chegar à equação geral do grupo de renormalização

dλ̃

dt
= µ

dλ̃

dµ
= βλ̃ = − σ̃

(4π)2
, (3.52)

onde introduzimos um parâmetro útil t = ln (µ/µ0).

A próxima parte do trabalho será extrair as equações para as cargas efetivas individuais

λ1, λ2, λ3 e λ4 de uma única equação, a (3.52). Essa situação é definitivamente mais

complicada do que aquelas das teorias renormalizáveis habituais, e representa um elemento

necessário no regime mais complicado do grupo de renormalização on-shell.

O caso do parâmetro λ1 foi considerado antes no trabalho [25], onde o grupo de re-

normalização on-shell foi criado. Vamos supor que a equação do grupo de renormalização
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para a constante cosmológica λ1 não dependa da presença das correntes externas Jµ e W µ.

Fixando Jµ = W µ = 0, obtemos λ2,3,4 = 0 e então a equação (3.52) se transforma em

α1
dλ1

dt
= − 1

(4π)2
Ω11 λ

2
1 . (3.53)

Tomando α1 e Ω11 a partir de (3.47) e (3.48), pode-se imediatamente obter a equação

correspondente de [25],

dλ1

dt
= − 29

5 (4π)2
λ2

1 , (3.54)

indicando uma liberdade assintótica para a constante cosmológica adimensional no limite

ultravioleta (UV) para uma constante cosmológica positiva e no limite infravermelho (IV)

para uma constante cosmológica negativa.

Segue-se uma abordagem semelhante para a outra carga efetiva λ2. Nesse caso deve-se

supor que quando Λ = 0 e W µ = 0, a equação para o grupo de renormalização on-shell

para a carga efetiva relacionada apenas a Jµ não muda. Então, considerações semelhantes

as que nos levaram à (3.53) e (3.54) nos fornece a equação

dλ2

dt
= β2 = − Ω22

α2 (4π)2
λ2

2 = − b2
2λ

2
2 = − 27

4 (4π)2

γ2

(1 + γ2)
λ2

2 , (3.55)

indicando uma liberdade assintótica para a quantidade adimensional λ2 no limite ultravi-

oleta (UV). Nesse caso o vetor Jµ é tipo-tempo e no limite infravermelho (IV), o mesmo

vetor é tipo-espaço. De maneira similar, obtemos a equação para o terceiro parâmetro

dλ3

dt
= β3 = − Ω33

α3 (4π)2
λ2

3 = b2
3λ

2
3 =

27

64 (4π)2

γ2

(1 + γ2)
λ2

3 . (3.56)

Nesse caso, observamos uma liberdade assintótica para a quantidade adimensional λ3 no

limite ultravioleta (UV) se o vetor W µ é tipo-espaço e no limite infravermelho (IV) no

caso desse vetor ser tipo-tempo. Por simplicidade, vamos supor que o valor inicial de

λ2(µ0) = λ20 seja positivo e que o valor inicial de λ3(µ0) = λ30 seja negativo. Nesse caso

nós temos liberdade assintótica para ambas as cargas no limite ultravioleta e tentaremos

explorar esse limite no que se segue. É importante notar que os sinais de λ2 ou λ3 não

são limitados pelos argumentos de estabilidade ou algo semelhante, em particular porque

correspondem às propriedades das correntes externas (não-dinâmicas).
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Agora, podemos começar a resolver um problema mais complicado, o de formular a

equação do grupo de renormalização on-shell para a carga efetiva λ4(t) e eventualmente

para o parâmetro de Barbero-Immirzi efetivo γ(t). Subtraindo as equações (3.55) e (3.56)

com os fatores α2 e α3 da equação (3.52), obtemos

α4
dλ4

dt
=

1

(4π)2

(
− σ̃ + Ω22λ

2
2 + Ω33λ

2
3

)
,

que nos leva diretamente para

(4π)2 dλ4

dt
= − 1

α4

(
Ω44λ

2
4 + Ω23λ2λ3 + Ω24λ2λ4 + Ω34λ3λ4

)
. (3.57)

Essa é a equação do grupo de renormalização para o running do parâmetro λ4(t). A

função β aqui depende de λ2(t) e λ3(t), então a primeira impressão é que se pode resolver

a equação (3.57) somente depois de resolver as equações (3.55) e (3.56). Entretanto a

situação real é muito mais complicada. O parâmetro λ4 está fortemente relacionado

a λ2 e λ3, porque todas as três constantes são constrúıdas a partir das duas correntes

fermiônicas Jα e Wα, via equação (3.43).

De fato, encontramos a equação independente (3.57), mas somente porque λ4 depende

não só das magnitudes das correntes Jα e Wα, mas também do ângulo entre elas e do

parâmetro de Barbero-Immirzi γ. Na sequência suporemos que o ângulo mencionado não

mude com a mudança do parâmetro de escala µ . Esse recurso permite construir a equação

do grupo de renormalização para γ.

Vamos derivar a equação do grupo de renormalização para o parâmetro de Barbero-

Immirzi. Para esse fim, retornamos às equações (3.55) e (3.56). Como κ é uma constante

universal (inverso da massa de Planck), supomos que as próprias correntes externas sejam

quantidades variáveis, o que significa Jα = Jα(µ) e Wα = Wα(µ). Usando (3.43), pode-se

reescrever (3.55) e (3.56) como

dλ2

dt
= κ2 dJ

2

dt
= 2κ2Jα

dJα
dt

= − Ω22λ
2
2

α2(4π)2
= β2 , (3.58)

dλ3

dt
= κ2 dW

2

dt
= 2κ2Wα dWα

dt
= − Ω33λ

2
3

α3(4π)2
= β3 . (3.59)

Vamos fazer uma suposição natural que

dJα
dt

= Θ2Jα . (3.60)
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Do que é fácil mostrar usando (3.58)

Θ2 = − Ω22 κ
2J2

2α2(4π)2
.

Da mesma forma, encontramos

dWα

dt
= Θ3Wα , onde Θ3 = − Ω33 κ

2W 2

2α3(4π)2
. (3.61)

Então, temos duas relações

dJα
dt

= −Ω22 κ
2J2

2α2(4π)2
Jα e

dWα

dt
= −Ω33 κ

2W 2

2α3(4π)2
Wα . (3.62)

Uma vez que λ4 = γκ2 (W · J), a equação do grupo de renormalização para λ4 é uma

consequência das equações (3.62) e do running de γ, que também queremos encontrar.

Nesse caminho obtemos

dλ4

dt
= κ2

( dγ
dt
W · J + γ Jα

dWα

dt
+ γ Wα dJα

dt

)
. (3.63)

Substituindo (3.57) em (3.63) e usando as equações (3.62), chegamos à

(4π)2 1

γ

dγ

dt
= −Ω44λ4

α4

+ λ2

(Ω22

2α2

− Ω24

α4

)
+ λ3

(Ω33

2α3

− Ω34

α4

)
− λ2λ3

α4λ4

Ω23 . (3.64)

A última equação descreve o running do grupo de renormalização para o parâmetro de

Barbero-Immirzi dentro do esquema do grupo de renormalização on-shell. Nessa con-

sideração, supusemos que o ângulo entre as correntes quadridimensionais Jµ e W µ não

muda com a mudança do parâmetro de escala µ do grupo de renormalização. Esse é

um pequeno preço a se pagar pela possibilidade de considerar o grupo de renormalização

numa teoria não-renormalizável como a Gravidade de Einstein-Cartan com o termo de

Holst. O problema de explorar o comportamento assintótico das cargas efetivas λ2,3,4(t)

e γ(t) baseado nas equações (3.55), (3.56), (3.57) e (3.64) torna-se muito complicado e

infelizmente não fomos capazes de resolvê-lo numa maneira completamente satisfatória.

Permita-nos apresentar parte de nossa consideração, que pode ser útil para mostrar qual é

a origem das dificuldades. A suposição mais simples é que os quatro parâmetros λ2,3,4(t) e

γ(t) têm um running moderado e, portanto, pode-se trabalhar na aproximação leading-log
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(até a primeira ordem em lnµ). Então, as equações (3.55) e (3.56) podem ser facilmente

resolvidas para um γ constante e temos

λ2(t) =
λ20

1 + b2
2λ20 t

, λ3(t) =
λ30

1− b2
3λ30 t

. (3.65)

Nesse caso a equação (3.57) pode ser facilmente colocada na forma

dλ4

dt
= A(t)λ2

4 +B(t)λ4 + C(t) . (3.66)

Matematicamente, (3.66) é a equação de Riccati [76] (veja também [77] para leitura do

trabalho original), que é uma equação diferencial ordinária não linear, de primeira ordem,

cuja solução geral só pode ser obtida se esta possuir uma solução particular que seja

conhecida.

A fim de atingir esse objetivo, podemos fazer algumas simplificações. Considere um

regime assintótico, supondo (β2/λ20)t� 1 e (β3/λ30)t� 1, tal que, aproximadamente,

λ2,3(t) =
l2,3
t
, onde l2 =

4 (4π)2(1 + γ2)

27 γ2
e l3 = 16 l2 . (3.67)

Dessa maneira, a equação (3.66) se torna mais simples,

dλ4

dt
= A0λ

2
4 +

B0

t
λ4 +

C0

t2
, (3.68)

onde

A0 = − Ω44

α4 (4π)2
, B0 = −Ω24 l2 + Ω34 l3

α4 (4π)2
, C0 = − Ω23 l2 l3

α4 (4π)2
. (3.69)

É bem natural procurar uma solução particular da equação (3.68) na forma

λ4(t) =
l4
t
, onde l4 = − B0 + 1

2A0

± 1

2A0

√
(B0 + 1)2 − 4C0A0 . (3.70)

No caso de o lado direito da última equação ser real, pode-se facilmente mostrar que

uma solução particular arbitrária se aproxima assintoticamente de (3.70). Infelizmente

um cálculo direto mostra que a raiz na equação (3.70) tem soluções não-nulas somente na

parte imaginária.

Essa caracteŕıstica deixa muito pequena a chance de encontrar um ponto fixo para o

sistema de equações (3.55), (3.56), (3.57) e (3.64). De acordo com (3.43), o parâmetro λ4
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pode ser complexo apenas devido ao parâmetro complexo γ. Isso significa que a razão entre

as partes real e imaginária de λ4 e γ deve ser identicamente igual. No entanto, cálculos

diretos mostram que essa situação contradiz as equações (3.57) e (3.64). Isso significa que

o sistema de equações do grupo de renormalização para os parâmetros efetivos λ2,3,4(t) e

γ(t) não tem ponto fixo.

A ausência do termo de Holst implica no limite γ →∞ para o parâmetro de Barbero-

Immirzi. Uma inspeção das equações (3.55), (3.56) e (3.57) com Ω22 e Ω33 definidos

em (3.48) mostra que nesse limite existem pontos fixos ultravioleta (UV), que podem

corresponder à liberdade assintótica dos parâmetros λ2(t), λ3(t) sob a escolha de certas

condições iniciais. Como consequência, o papel do termo de Holst no grupo de renorma-

lização é muito forte. Nossos resultados mostram que a presença de um γ finito quebra a

forma simples do fluxo do grupo de renormalização e leva a um comportamento muito mais

complicado da escala, que parece irregular, pelo menos no presente estágio de investigação

do problema.

Nessa situação uma pergunta natural é se o limite γ → ∞ para o parâmetro de

Barbero-Immirzi é suave. É fácil ver que nesse limite também temos λ4 →∞. Portanto,

o limite suave refere-se à razão entre os dois parâmetros eficazes, p = λ4/γ . A equação

para essa razão pode ser obtida das equações (3.43), (3.60) e (3.61). Após um pequeno

cálculo, chegamos à

dp

dt
= − p

2 (4π)2

[
Ω22

α2

λ2(t) +
Ω33

α3

λ3(t)

]
, p(0) = p0 . (3.71)

Usando as estimativas assintóticas para γ →∞,

Ω22 ∝ 81 , Ω33 ∝
81

256
, α2 ∝ 12 , α3 ∝ −

3

4
,

chegamos à solução de (3.71),

p(t)

p0

∝
(

1 + b2
2λ20 t

)−1/2 (
1− b2

3λ30 t
)−1/2

. (3.72)

A última fórmula mostra que podemos ”desligar”o parâmetro de Barbero-Immirzi suave-

mente e a razão p(t)→ 0 assintoticamente quando t→∞ da mesma forma que as cargas

efetivas λ2(t) e λ3(t). Isso mostra que nossa hipótese de não variar o ângulo entre as duas
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correntes está correta pelo menos no regime onde o termo de Holst é muito pequeno. No

entanto, esta confirmação só diz respeito a este limite especial.

Claro, a parte mais interessante é o running para o parâmetro de Barbero-Immirzi

finito, mas nesse caso não podemos alcançar uma estimativa anaĺıtica confiável dos resul-

tados. Nessa situação, pode-se confiar somente na solução numérica para o sistema de

equações (3.55), (3.56), (3.57) e (3.64). A análise numérica correspondente foi feita, no

entanto, o resultado mostra uma dependência muito forte na escolha das condições iniciais,

como pode ser visto na Figura 3.1, e não há uma interpretação qualitativa convincente dos

resultados. Por essa razão, decidimos não colocar os detalhes técnicos dessa passagem.

Poderia-se então imaginar que a situação seria diferente num caso mais completo quando

também se leva em conta o running de λ1. A análise (tecnicamente mais complicada)

desse caso foi feita, veja Figura 3.2, e vimos que não ocorrem mudanças significativas.

Qualitativamente a situação permanece a mesma, ou seja, não há pontos-fixos não triviais

na presença do parâmetro de Barbero-Immirzi.
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Figura 3.1: Gráfico paramétrico de γ(t)×λ4(t), sem levar em conta o running da constante

cosmológica. No gráfico à esquerda: 0 < t < 0, 13. No gráfico à direita: 0 < t < 1, 55.
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Figura 3.2: Gráfico paramétrico de γ(t)× λ4(t), levando em conta o running da constante

cosmológica. No gráfico à esquerda: 0 < t < 0, 23. No gráfico à direita: 0 < t < 1, 69.

3.5 Considerações finais

Consideramos a teoria de Einstein-Cartan com um termo adicional, o termo de Holst,

que desempenha um papel importante na Loop Quantum Gravity [50, 55]. Na teoria

clássica, esse termo desaparece para um campo de torção nulo e se manifesta somente

na presença de correntes fermiônicas. Seguindo [59], usamos as componentes irredut́ıveis

da torção para escrever o termo de Holst numa forma simples, onde sua natureza de

violação da paridade torna-se clara.

Na parte principal desse caṕıtulo, nós realizamos os cálculos a 1-loop, da teoria de

Einstein-Cartan com o termo de Holst com constante cosmológica e duas correntes fermiônicas

externas, nomeadas como vetorial e vetorial axial. Como é de se esperar, as divergências

não repetem a forma da ação clássica. De outro lado, as divergências têm forte dependência

da fixação de calibre. Em RG quântica pura, pode-se escolher a fixação de calibre de tal

maneira que a matriz S a 1-loop se torna finita [74], entretanto esse não é o caso se a

matéria está presente, incluindo férmions.

Na verdade, não é preciso calcular explicitamente a dependência da fixação de calibre,

é suficiente lembrar que, a ńıvel 1-loop, essa dependência desaparece mass-shell, ou seja,

nas equações clássicas de movimento [78] (ver também [63] para uma recente revisão sobre

o assunto).
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O problema real é como extrair uma informação f́ısica potencialmente relevante da

ação efetiva dependente do calibre. Uma das possibilidades mais simples foi sugerida por

Fradkin e Tseytlin em [25], onde a versão on-shell, truncada, das equações do grupo de

renormalização foi introduzido. Dentro desse esquema, pode-se chegar à forma invariante

de calibre para o running da combinação da constante cosmológica e da constante de

Newton, ambas adimensionais. O grupo de renormalização on-shell também foi usado na

teoria de Einstein-Cartan com corrente vetorial axial [68], mas a situação torna-se muito

mais complicada e interessante na presença do termo de Holst. Assim fica claro que as

equações do grupo de renormalização on-shell têm muito mais restrições em suas bases

teóricas do que o grupo de renormalização convencional em teorias renormalizáveis. No

entanto, mesmo numa teoria não renormalizável, como Einstein-Cartan com termo de

Holst, fomos capazes de estabelecer as equações do grupo de renormalização para todas

as cargas efetivas adimensionais, incluindo a constante cosmológica, quadrados de ambas

as correntes fermiônicas, a mistura dessas correntes e finalmente, para o parâmetro de

Barbero-Immirzi γ. Infelizmente, as equações que obtivemos são muito complicadas e não

nos permitem estudo anaĺıtico. Em particular, nós não fomos capazes de encontrar pontos

fixos não triviais ultravioletas na teoria ou estabelecer, por meio de métodos numéricos,

alguma forma confiável das trajetórias do grupo de renormalização para as cargas efetivas

adimensionais.

O conjunto de equações que obtivemos aqui podem ser vistas como uma aproximação de

baixa energia para o grupo de renormalização na teoria com o limite ultravioleta completo

que supostamente é renormalizável. No presente caso, tal teoria completa deve incluir

derivadas de ordem superior no setor da métrica [23] e termos cinéticos para a torção (ver

a discussão em [12, 32]). Somente cálculos quânticos de uma teoria completa acoplada a

férmions [12, 79, 80] podem providenciar uma forma totalmente confiável das equações do

grupo de renormalização na teoria com o parâmetro de Barbero-Immirzi. Na prática, a

derivação de tais equações é posśıvel e poderá ser feita num próximo trabalho. Ao mesmo

tempo, certas ferramentas técnicas que desenvolvemos aqui serão certamente necessárias

para tal cálculo.



CAṔITULO 4

Os fatores de forma gravitacionais para campos massivos no

espaço-tempo curvo

Uma importante abordagem da teoria semiclássica é a chamada renormalização f́ısica,

baseada na subtração de momentos. Neste caṕıtulo, apresentamos detalhes completos

do cálculo do trabalho feito nessa direção por Gorbar e Shapiro [36]. Nesse trabalho,

usando o método do heat kernel, eles calcularam os fatores de forma gravitacionais para

três diferentes modelos de campos massivos: campo escalar, campo vetorial e campo

fermiônico. Para o estudo dos fatores de forma usando diagramas de Feynman, podemos

citar o trabalho [35] também de Gorbar e Shapiro e ainda o trabalho [81] de Codello e

Zanusso.

43
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4.1 Considerações iniciais

A técnica de Schwinger-De Witt [9, 82], pode ser considerada como um caso limite da

teoria de Perturbação Covariante (TPC) de Barvinsky e Vilkovisky [83]. Como revimos

no caṕıtulo 2, essa técnica é a maneira mais eficiente de se obter as divergências a 1-loop

especialmente no espaço-tempo curvo. A técnica padrão de Schwinger-De Witt lida com as

altas energias (isto significa que a técnica está relacionada ao limite s→ 0 na representação

do tempo próprio). A TPC nos permite explorar também o limite infravermelho (IV) e

observar fenômenos, como por exemplo, o desacoplamento a baixas energias.

Nos trabalhos [36,81,84] os fatores de forma foram calculados para diferentes modelos,

mas esses cálculos nunca antes foram feitos em detalhes. No que se segue, daremos os

detalhes da derivação dos fatores de forma gravitacionais que leva ao análogo gravitacional

do teorema de desacoplamento de Appelquist e Carazzone [84]. Abrindo esses cálculos em

detalhes, corrigimos os pequenos, mas importantes erros que aparecem em [35, 36], o que

nos possibilitará desenvolver um artigo de revisão e cria uma base para o desenvolvimento

de um novo trabalho nessa direção para um diferente modelo, no caso, um campo tensorial

massivo antissimétrico no espaço-tempo curvo [85].

Consideraremos somente a derivação [36], que é baseada no método do heat-kernel e

usaremos a solução correspondente de [83]. A derivação paralela usando diagramas [35,81]

está além do escopo da presente revisão.

Definimos a ação efetiva Euclidiana a 1-loop para um campo massivo, como o traço da

integral do heat-kernel sobre o tempo próprio s

Γ
(1)

= −1

2
Tr ln

(
−∇2 1̂ +m2 − P̂ +

1̂

6
R

)
=

1

2

∫ ∞
0

ds

s
trK(s) . (4.1)

Essa fórmula é válida para campos bosônicos no espaço-tempo Euclidiano, enquanto para

férmions o sinal geral da equação (4.1) deve ser modificado. Aqui, K(s) é o heat-kernel

da forma bilinear da ação clássica da teoria e

trK(s) =
(µ2)(2−ω)

(4πs)ω

∫
d4x
√
g e−sm

2

tr {1̂ + sP̂ + s2[ 1̂Rµνf1(τ)Rµν

+ 1̂Rf2(τ)R + P̂ f3(τ)R + P̂ f4(τ)P̂ + R̂µνf5(τ)R̂µν ]} , (4.2)

onde τ = −s� e usamos a notação R̂µν = [∇µ,∇ν ] de [82]. Permita-nos notar que nós
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usamos a notação � = gµν∇µ∇ν mesmo no espaço Euclidiano. As funções f1...5 têm a

forma [83]

f1(τ) =
f(τ)− 1 + τ/6

τ 2
, f2(τ) =

f(τ)

288
+
f(τ)− 1

24τ
, (4.3)

f3(τ) =
f(τ)

12
+
f(τ)− 1

2τ
, f4(τ) =

f(τ)

2
, f5(τ) =

1− f(τ)

2τ
, (4.4)

com

f(τ) =

∫ 1

0

dα e−α(1−α)τ . (4.5)

Na equação (4.2), os termos entre chaves são matrizes no espaço dos campos (escalar,

vetor e férmion). O termo de ordem zero ( tr1̂ ) corresponde às divergências quárticas

(coeficiente a0 na expansão de Schwinger-DeWitt), o termo ( strP̂ ) corresponde às di-

vergências quadráticas (coeficiente a1) e tudo o que permanece, corresponde às divergências

logaŕıtmicas (coeficiente a2) e termos finitos. Como os termos a0 e a1 podem ser eliminados

pela escolha do esquema de regularização, então, manteremos nosso foco no coeficiente a2

e termos a ele relacionados. No que se segue descreveremos a derivação da integral em

(4.1).

4.2 Fatores de forma para a teoria escalar

Nós consideramos o acoplamento não-mı́nimo geral, incluindo o caso ξ 6= 1
6
. A ação

para a teoria é

S =

∫
d4x
√
g

{
1

2
gµν∂µϕ ∂νϕ+

1

2
(m2 + ξR)ϕ2

}
(4.6)

e portanto

P̂ = −
(
ξ − 1

6

)
R e R̂µν = 0 . (4.7)

Também para um único escalar, 1̂ = 1. De acordo com [83], a parte bilinear da ação efetiva

das curvaturas generalizadas pode ser dada pela integral de tempo próprio do heat-kernel,

Γ̄(1) =
1

2

∫ ∞
0

ds

s

µ2(2−ω)

(4πs)ω

∫
d4x
√
g e−sm

2

tr
{

1 + sP̂ + s2
[
Rµνf1(−s�)Rµν

+ Rf2(−s�)R + P̂ f3(−s�)R + P̂ f4(−s�)P̂ + R̂µνf5(−s�)R̂µν
]}
. (4.8)
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Permita-nos derivar as integrais sobre o tempo próprio na equação (4.8), começando

da mais simples delas.

4.2.1 Termo de ordem zero

Considere o termo que corresponde ao coeficiente a0 nas divergências.

Γ̄
(1)
0 =

1

2

∫ ∞
0

ds

s

µ2(2−ω)

(4πs)ω

∫
d4x
√
g e−sm

2

. (4.9)

Prova-se útil fazer a mudança de variáveis que se segue

s =
t

m2
, ds =

dt

m2
,

ds

s1+ω
=
dtm2ω

t1+ω
. (4.10)

Então a integral se torna

Γ̄
(1)
0 =

1

2

∫
d4x
√
g
µ2(2−ω)

(4π)ω
m2ω

∫ ∞
0

dt

t1+ω
e−t . (4.11)

Consequentemente

Γ̄
(1)
0 =

1

2

∫
d4x
√
g
µ2(2−ω) m2ω

(4π)ω
Γ(−ω)

=
1

2

∫
d4x
√
g

m4

2(4π)2

(
m2

4πµ2

)ω−2 [ 1

(2− ω)
+

3

2
+O(2− ω)

]
=

1

2(4π)2

∫
d4x
√
g
[ 1

2− ω
+ ln

(4πµ2

m2

)
+

3

2

] m4

2
. (4.12)

No cálculo apresentado acima, usamos as relações∫ ∞
0

dt

t1+ω
e−t = Γ(−ω) =

1

2(2− ω)
+

3

4
+O(2− ω) , (4.13)

( m2

4πµ2

)ω−2

= exp
{

(ω − 2) ln
( m2

4πµ2

)}
= 1 + (2− ω) ln

(4πµ2

m2

)
+O

[
(2− ω)2

]
. (4.14)

Podemos observar que a expressão (4.14) consiste nas divergências UV e que não há fatores

de forma não locais nela. Esse é um resultado natural [35] uma vez que tal fator de forma

deve ser constrúıdo de � (operador de Laplace quadridimensional no espaço Euclidiano)

e � atuando em m4 daria zero.
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4.2.2 Termo de primeira ordem

Na próxima ordem em s encontramos

Γ̄
(1)
1 =

1

2

∫ ∞
0

ds

s

µ2(2−ω)

(4πs)ω

∫
d4x
√
g e−sm

2

tr (sP̂ )

= − 1

2

∫ ∞
0

ds

sω
e−sm

2

∫
d4x
√
g
µ2(2−ω)

(4π)ω

(
ξ − 1

6

)
R

= − 1

2

µ2(2−ω)

(4π)ω
m2(ω−1)

∫
d4x
√
g
(
ξ − 1

6

)
RΓ(1− ω)

=
m2

2(4π)2

[ 1

2− ω
+ ln

(4πµ2

m2

)
+ 1
] (
ξ − 1

6

)∫
d4x
√
gR , (4.15)

onde usamos a expansão (4.14) e as relações

tr P̂ = −
(
ξ − 1

6

)
R , (4.16)

∫ ∞
0

e−t

tω
dt = Γ(1− ω) = − 1

2− ω
− 1 +O(2− w) . (4.17)

Na equação (4.17), a constante de Euler que deve aparecer na função Γ pode ser absorvida

no parâmetro de renormalização µ e portanto não será indicada.

Podemos tirar algumas conclusões dos dois exemplos apresentados anteriormente. Em

ambos os casos, a ação efetiva é local e a dependência logaŕıtmica no parâmetro de renor-

malização µ é completamente controlada pelo pólo de 1/(2−ω). O fato de que o resultado

é local é facilmente explicado pela impossibilidade de se construir termos não-locais re-

levantes pela ação de � na constante cosmológica e no escalar de curvatura R. Então,

os resultados obtidos nos permite construir o método da subtração mı́nima baseada nas

equações do grupo de renormalização (GR) para a densidade da constante cosmológica

e constante de Newton, mas eles não mostram os termos não-locais que devem estar es-

condidos por trás do GR. Isso é posśıvel, entretanto, para termos de segunda ordem na

curvatura que consideraremos abaixo.

4.2.3 Termos de segunda ordem

Os termos seguintes serão muito mais elaborados. Vamos calculá-los um a um para en-

contrarmos os coeficientes l∗1...5 e l1...5 que definem os fatores de forma finais dos termos
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Rµν ·Rµν e R ·R. A expressão geral na segunda ordem da curvatura é

Γ̄
(1)
2 = Γ̄R2

µν
+ Γ̄R2 =

5∑
k=1

Γ̄k

=
1

2

∫ ∞
0

ds
1

sω−1

µ2(2−ω)

(4π)ω

∫
d4x
√
g e−sm

2

tr
[
1̂Rµνf1(τ)Rµν

+ 1̂Rf2(τ)R + P̂ f3(τ)R + P̂ f4(τ)P̂ + R̂µνf5(τ)R̂µν
]
. (4.18)

Tomando termo a termo da equação (4.18) obtemos as relações

Γ̄1 =
1

2

µ2(2−ω)

(4π)ω

∫ ∞
0

ds
1

sω−1

∫
d4x
√
g e−sm

2

Rµνf1(τ)Rµν , (4.19)

Γ̄2 =
1

2

µ2(2−ω)

(4π)ω

∫ ∞
0

ds s1−ω
∫
d4x
√
g e−sm

2

Rf2(τ)R , (4.20)

Γ̄3 = − 1

2

µ2(2−ω)

(4π)ω

(
ξ − 1

6

)∫ ∞
0

ds s1−ω
∫
d4x
√
g e−sm

2

P̂ f3(τ)R , (4.21)

Γ̄4 = − 1

2

µ2(2−ω)

(4π)ω

(
ξ − 1

6

)∫ ∞
0

ds s1−ω
∫
d4x
√
g e−sm

2

P̂ f4(τ)P̂ , (4.22)

Γ̄5 =
1

2

µ2(2−ω)

(4π)ω

∫ ∞
0

ds
s2

s1+ω

∫
d4x
√
g e−sm

2

tr R̂µνf5(τ)R̂µν = 0 . (4.23)

O resultado de (4.23) é devido ao fato que R̂µν = 0 para o campo escalar.

Finalmente devemos avaliar

Γ̄
(1)
2 =

1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g
{
Rµνf1(−s�)Rµν

+ R
[
f2(−s�)−

(
ξ − 1

6

)
f3(−s�) +

(
ξ − 1

6

)2

f4(−s�)
]
R
}
. (4.24)

Ao substituir as relações (4.3), (4.4) e (4.5) em (4.18) e mais uma vez trocando −s� por

τ , chegamos a

Γ̄
(1)
2 =

1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g
{
Rµν

[f(τ)

τ 2
− 1

τ 2
+

1

6τ

]
Rµν (4.25)

+ R
[( 1

288
− ξ̃

12
+
ξ̃2

2

)
f(τ) +

( 1

24
− ξ̃

2

)f(τ)

τ
− f(τ)

8τ 2
+
( ξ̃

2
− 1

16

)1

τ
+

1

8τ 2

]
R
}
,

onde usamos a notação ξ̃ = ξ−1/6. Prova-se útil introduzir um novo conjunto de notações

como se segue. Introduzimos os coeficientes de acordo com (4.25)

l∗1 = 0 , l∗2 = 0 , l∗3 = 1 , l∗5 = −1 , l∗4 =
1

6
, (4.26)
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l1 =
1

288
− 1

12
ξ̃ +

1

2
ξ̃2 , l2 =

1

24
− 1

2
ξ̃ , l3 = −1

8
= −l5 , l4 = − 1

16
+

1

2
ξ̃ . (4.27)

As integrais básicas serão denotadas por (lembre-se de que τ = −s�)

M1 =

∫ ∞
0

ds

(4π)ω
e−m

2s s1−ω f(τ) =
µ2(2−ω)

(4π)ω
m2(w−2)

∫ ∞
0

dt e−t t1−w f(tu) ,

M2 =

∫ ∞
0

ds

(4π)ω
e−m

2s s−ω f(τ) =
µ2(2−ω)

(4π)ω
m2(w−2)

∫ ∞
0

dt e−t
f(tu)

u tw
,

M3 =

∫ ∞
0

ds

(4π)ω
e−m

2s s−1−ω f(τ) =
µ2(2−ω)

(4π)ω
m2(w−2)

∫ ∞
0

dt e−t
f(tu)

u2 t1+w
, (4.28)

M4 =

∫ ∞
0

ds

(4π)ω
e−m

2s s−ω =
µ2(2−ω)

(4π)ω
m2(w−2)

∫ ∞
0

dt e−t
1

u tw
,

M5 =

∫ ∞
0

ds

(4π)ω
e−m

2s s−1−ω =
µ2(2−ω)

(4π)ω
m2(w−2)

∫ ∞
0

dt e−t
1

u2 t1+w
,

onde já fizemos a mudança de variáveis (4.10) e também denotamos

u = −m
2

�
. (4.29)

Uma observação relevante é que todas as caracteŕısticas individuais da teoria dada (como

escalar no presente caso) estão embutidos nos coeficientes (4.27), enquanto as integrais

(4.28) são universais no sentido que elas serão as mesmas para qualquer teoria que nos

forneça um operador da forma (−�̂ + 1̂m2 − P̂ + 1̂
6
R). Como podemos ver, a derivação

dessas integrais é muito importante desse ponto de vista.

Com as novas notações (4.26), (4.27) e (4.28) a parte de segunda ordem da ação efetiva

a 1-loop pode ser colocada na forma

Γ̄
(1)
2 = Γ̄

(1)

R2
µν

+ Γ̄
(1)

R2

=
1

2

∫
d4x
√
g
{
l∗3 RµνM3R

µν + l∗4 RµνM4R
µν + l∗5 RµνM5R

µν

+ l1RM1R + l2RM2R + l3RM3R + l4RM4R + l5RM5R
}
. (4.30)

Permita-nos calcular as integrais (4.28). Precisaremos da expansão (4.14) e também

das fórmulas previamente dadas (4.13) e (4.17) para as funções gama, e ainda∫ ∞
0

dt
e−t

t1−w
= Γ(2− w) =

1

2− w
+O(2− w) . (4.31)
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Levando essas fórmulas em conta, a derivação de M4 e M5 é um exerćıcio elementar e

simplesmente apresentamos os resultados correspondentes

M4 = − 1

(4π)2 u

{
1 +

1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)}
, (4.32)

M5 =
1

(4π)2 · 2u2

{3

2
+

1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)}
. (4.33)

A fim de se calcular as três integrais restantes, introduzimos mais uma vez novas notações

a2 =
4u

u+ 4
=

4�
�− 4m2

e
1

u
=

1

a2
− 1

4
. (4.34)

Nota-se que no espaço Euclidiano e na representação de momentos o coeficiente a2 se

resume a”’

a2 =
4p2

p2 + 4m2
> 0 e também a2 ≤ 4 . (4.35)

Podemos supor, por definição, que a muda de a = 0 no IV para a = 2 no UV. Além disso,

nós precisaremos da seguinte integral

A = − 1

2

∫ 1

0

dα ln [1 + α(1− α)u] = 1− 1

a
ln

∣∣∣∣2 + a

2− a

∣∣∣∣ , (4.36)

que pode facilmente ser resolvida com a mudança de variável α = −z+ 1/2 e subsequente

integração parcial.

O cálculo restante das três primeiras integrais não é tão complicado e daremos apenas

os resultados finais em termos de a e A.

M1 =
1

(4π)2

{ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)
+ 2A

}
, (4.37)

M2 =
1

(4π)2

{[
1 +

1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)]( 1

12
− 1

a2

)
− 4A

3a2
+

1

18

}
, (4.38)

M3 =
1

(4π)2

{[3

2
+

1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)][ 1

2a4
− 1

12a2
+

1

160

]
+

8A

15a4
− 7

180a2
+

1

400

}
. (4.39)

Agora pode-se construir combinações úteis para o caso escalar, tal que

MR2
µν

= l∗3 M3 + l∗4 M4 + l∗5 M5 = M3 +
1

6
M4 −M5

=
1

(4π)2

{ 1

60

[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)]
+

8A

15a4
+

2

45a2
+

1

150

}
(4.40)
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e

MR2 = l1M1 + l2M2 + l3M3 + l4M4 + l5M5

=
( 1

288
− 1

12
ξ̃ +

1

2
ξ̃2
)
M1 +

1

2

( 1

12
− ξ̃
)
M2 −

1

8
M3 −

1

2

(1

8
− ξ̃
)
M4 +

1

8
M5

=
1

(4π)2

{[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)](1

2
ξ̃2 − 1

180

)
+ Aξ̃2 +

2A

3a2
ξ̃ − A

6
ξ̃ − A

18a2

+
A

144
− A

15a4
− 59

10800
− 1

180a2
+

1

18
ξ̃
}
. (4.41)

Finalmente, encontramos

Γ̄
(1)
2 =

1

2

∫
d4x
√
g
{
RµνMR2

µν
Rµν + RMR2 R

}
. (4.42)

Note que de fato há um terceiro termo relacionado ao quadrado do tensor de Riemann.

No entanto, para qualquer inteiro N pode-se provar por meio das identidades de Bianchi

e integração parcial que∫
d4x
√
−g
{
Rµναβ�

NRµναβ − 4Rµν�
NRµν +R�NR

}
= O(R3) . (4.43)

Isso significa que nas expressões bilineares tal como as obtidas anteriormente, pode-se usar

com segurança a fórmula de redução relacionada ao termo de Gauss-Bonnet

Rµναβ f(�)Rµναβ = 4Rµν f(�)Rµν − Rf(�)R . (4.44)

Como resultado, na aproximação do quadrado da curvatura, não há maneira de se ver as

não-localidades associadas à combinação de Gauss-Bonnet. Consequentemente, podemos

usar por exemplo termosR2
µν eR2 ou alguma outra base equivalente. Para várias aplicações

é mais útil usar a base que consiste do quadrado do tensor de Weyl em vez do quadrado

do tensor de Ricci. A transição pode ser feita por meio das fórmulas

C2 = C2
µναβ = R2

µναβ − 2R2
µν +

1

3
R2 = E + 2W ,

W = R2
µν −

1

3
R2 , (4.45)

M̃R2 = MR2 +
1

3
MR2

µν
,

onde o termo E pode ser negligenciado.



52

Agora, introduzimos os fatores de forma kW e kR

kW = kR2
µν

=
8A

15a4
+

2

45a2
+

1

150
, (4.46)

kR = Aξ̃2 +
( 2A

3a2
+

1

18
− A

6

)
ξ̃ − A

18a2
+

A

144
+

A

9a4
− 7

2160
− 1

108a2
(4.47)

e escrevemos a expressão final para a ação efetiva

Γ̄
(1)
2 =

1

2

∫
d4x
√
g
{1

2
Cµναβ (MR2

µν
)Cµναβ + R

(
MR2 +

1

3
MR2

µν

)
R
}

=
1

2(4π)2

∫
d4x
√
g
{1

2
Cµναβ

[ 1

60(2− w)
+

1

60
ln
(4πµ2

m2

)
+ kW

]
Cµναβ

+ R
[ 1

2

(
ξ − 1

6

)2( 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

))
+ kR

]
R
}
, (4.48)

Com os termos de ordem zero, primeira ordem e segunda ordem juntos, pode-se escrever

a ação efetiva até segunda ordem na curvatura

Γ
(1)

escalar =
1

2(4π)2

∫
d4x
√
g
{m4

2

[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)
+

3

2

]
+

(
ξ − 1

6

)
m2R

[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)
+ 1
]

+
1

2
Cµναβ

[ 1

60(2− w)
+

1

60
ln
(4πµ2

m2

)
+ kW

]
Cµναβ

+ R
[ 1

2

(
ξ − 1

6

)2( 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

))
+ kR

]
R
}

(4.49)

ou em notações compactas

Γ
(1)

escalar =

∫
d4x
√
g
{(3

2
− 1

ε

)m4

2
+ ξ̃m2R

(
1− 1

ε

)
+

1

2
Cµναβ

(
kW −

1

60ε

)
Cµναβ + R

(
kR −

1

2ε
ξ̃2
)
R
}
, (4.50)

onde

1

ε
=

1

2(4π)2

[ 1

(w − 2)
− ln

(4πµ2

m2

)]
. (4.51)

Permita-nos fazer algumas observações a respeito do resultado final para ação efetiva

de vácuo para o Campo Escalar (4.49) com os fatores de forma (4.46) e (4.47). Antes de

tudo é preciso salientar que a ação é essencialmente não-local no setor de altas derivadas.

O resultado é exato nas derivadas do tensor de curvatura mas somente na segunda ordem
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das próprias curvaturas. Por outro lado, os termos de derivadas de ordem inferiores,

nomeadamente correções quânticas para a constante cosmológica e para o termo linear na

curvatura, não têm parte não locais. Já foi discutido em [86] que essas partes não locais

seriam extremamente úteis para aplicações, mas suas derivações estão além das nossas

capacidades de fazer cálculo no espaço-tempo curvo. A razão é que as não localidades da

constante cosmológica e setor de Einstein-Hilbert não podem ser obtidas no âmbito da

expansão em série do tensor de curvatura porque estão, em ultima análise, relacionadas à

expansão em perturbações da métrica no fundo plano [35]. Isso não significa que não haja

correções não locais relevantes para esses setores de baixas energias, mas essas correções

não podem ser obtidas pelo método descrito aqui.

Para o limite sem massa, quando −�/m2 � 1 (no sentido p2/m2 � 1 no espaço

Euclidiano) os fatores de forma kW e kR tornam-se muito mais simples. Nesse limite,

de acordo com (4.34), temos a → 2. A expansão em série mostra que o comportamento

assintótico da quantidade A no UV é

A = 1 +
1

2
ln
(m2

p2

)
+
m2

p2

[
ln
(m2

p2

)
− 1
]

+
(m2

p2

)2 [1

2
+ ln

(m2

p2

)]
+ ... . (4.52)

É fácil ver que no limite UV, quando m2/p2 → 0, o segundo termo vai para o infinito

logaritmicamente, o primeiro termo é constante e os outros termos tendem a zero. Isso

define o comportamento assintótico UV dos fatores de forma. Por exemplo, no caso kW

temos

kW = − 1

60
ln
(
− �
m2

)
+ termos muito pequenos e constantes. (4.53)

É importante notar que o coeficiente 1/60 aqui é exatamente o mesmo que o do pólo

(2−w)−1 no termo de Weyl quadrado em (4.49) e claro, exatamente o mesmo que aquele

de lnµ2. Isso significa que basta saber o coeficiente do pólo (parte divergente da ação

efetiva) para se chegar à dependência logaŕıtmica em µ e se obter também o coeficiente do

leading log do comportamento assintótico do fator de forma. Em outras palavras, podemos

dizer que a divergência logaŕıtmica UV controla o esquema de subtração mı́nima, esquema

baseado no GR, coberto pela dependência de µ, e também concorda com o comportamento

f́ısico da teoria no UV, o que significa a dependência logaŕıtmica dos momentos p no regime
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quando (p/m) → ∞. A observação final sobre o fator de forma (4.46) é que a expressão

(4.53) permite encontrar a parte quadrática do tensor de Weyl da anomalia conforme no

limite sem massa. Para esse fim, devemos usar a parametrização conforme da métrica

gµν = g′µν exp{2σ(x)} e notar que

� = e−2σ(x)
[
�′ +O(σ)

]
. (4.54)

Agora, derivando a anomalia pela prescrição

〈T µµ 〉 = − 2√
−g

gµν
δ Γ[gµν ]

δ gµν
= − 1√

−ḡ
e−4σ δ Γ[ḡµν e

2σ]

δσ

∣∣∣∣
ḡµν→gµν ,σ→0

, (4.55)

podemos imediatamente recuperar de (4.54) a parte C2 da anomalia com o coeficiente

correto, idêntico ao da divergência correspondente.

No limite IV, quando p2 � m2, podemos observar uma situação muito diferente. O

comportamento assintótico de A e kW é, nesse caso, da forma tipo potência, a saber

A = − 1

12

p2

m2

(
1 − 1

10

p2

m2

)
+ ... , (4.56)

kW = − 1

840

p2

m2

(
1 +

1

18

p2

m2

)
+ ... . (4.57)

Podemos ver que aqui não há running logaŕıtmico no IV e portanto, não há relação

direta entre a dependência nos momentos e em µ nessa região. Esse fenômeno é chamado

desacoplamento e pode também ser visto nas funções beta.

4.3 Fatores de forma para a teoria vetorial

Como um próximo exemplo consideramos o modelo de Proca. Para o caso vetorial,

escrevemos a ação como

S =

∫
d4x
√
g
[
− 1

4
F 2
µν −

1

2
m2A2

µ

]
. (4.58)

A fim de lidar com esta teoria, pode-se usar o procedimento de Stückelberg [82,87]. Aqui

seguiremos a última referência. A forma bilinear da última ação e seus demais operadores
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são dados por

Ĥ = δαµ �−m2δαµ −Rα
µ ,

P̂ = P̂α
µ =

1

6
Rδαµ −Rα

µ , (4.59)

R̂µν = [Rµν ]
α
β = −Rµναβ .

Agora usaremos novamente o método do heat kernel (4.1) e os cálculos apresentados nessa

seção serão muito semelhantes àqueles mostrados na seção anterior onde discutimos o

campo escalar. Como antes, para o termo referente à constante cosmológica temos

W01 =
1

2

∫ ∞
0

ds

s

µ2(2−ω)

(4πs)ω

∫
d4x
√
g e−sm

2

tr 1̂

=
1

2

∫ ∞
0

ds

s

µ2(2−ω)

(4πs)ω

∫
d4x
√
g e−sm

2

4

=
1

2(4π)2

∫
d4x
√
g
{4m4

2

[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)
+

3

2

]}
, (4.60)

onde usamos novamente as relações (4.10), (4.13) e (4.14). A ação efetiva a 1-loop é

Γ̄(1) = − 1

2
Tr ln Ĥ = − 1

2
Tr ln (�δµν −Rµ

ν −m2δµν ) +
1

2
Tr ln (�−m2) , (4.61)

onde já foi considerado também o termo de fixação de calibre e fantasmas (veja [87]

para detalhes). Após subtrair a contribuição do campo escalar do nosso resultado (4.60),

chegamos à contribuição do termo de constante cosmológica

W
(vetor)
01 −W (escalar)

01 =
1

2(4π)2

∫
d4x
√
g
{3

2
m4
[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)
+

3

2

]}
. (4.62)

De uma maneira similar, para o termo linear na curvatura temos:

W02 =
1

2

∫ ∞
0

ds

s

µ2(2−ω)

(4πs)ω

∫
d4x
√
g e−sm

2

tr (sP̂ )

=
1

2

∫ ∞
0

ds
s

s1+w

µ2(2−ω)

(4π)ω

∫
d4x
√
g e−sm

2
(
− 1

3
R
)
. (4.63)

Usando novamente (4.10), (4.14) e (4.17) temos

W02 =
1

2(4π)2

∫
d4x
√
g
{1

3
m2R

[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)
+ 1
]}

(4.64)

e, como antes,

W
(vetor)
02 −W (escalar)

02 =
1

2(4π)2

∫
d4x
√
g
{1

2
m2R

[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)
+ 1

]}
, (4.65)
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com ξ = 0 significando o acoplamento mı́nimo. Os demais termos podem ser obtidos da

mesma maneira que foi feita para o caso do campo escalar. Então, calculamos os demais

termos e encontramos os coeficientes l∗1...5 e l1...5. Para isso voltamos à equação (4.18)

Wtotal = WR2
µν

+WR2

=
1

2

∫ ∞
0

ds
s2

s1+ω

{ (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g e−sm

2

tr [ 1̂ Rµνf1(−s�)Rµν + 1̂Rf2(−s�)R

+ P̂ f3(−s�)R + P̂ f4(−s�)P̂ + R̂µνf5(−s�)R̂µν ]
}
.

Abrindo termo a termo

1o termo:

1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g tr

[
1̂ f1Rµν(−s�)Rµν

]
=

=
1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g
[
4f1Rµν(−s�)Rµν

]
. (4.66)

2o termo:

1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g tr

[
1̂ f2R(−s�)R

]
=

=
1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g
[
4f2R(−s�)R

]
. (4.67)

3o termo:

1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g tr

[
f3P̂ (−s�)R

]
=

=
1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g
[
− 1

3
f3R(−s�)R

]
. (4.68)

4o termo:

1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g tr

[
f4P̂ (−s�)P̂

]
=

=
1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g
{
f4

[
Rµν(−s�)Rµν − 2

9
R(−s�)R

]}
. (4.69)

5o termo:

1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g tr

[
f5R̂µν(−s�)R̂µν

]
=

=
1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g
{
f5

[
− 4Rµν(−s�)Rµν +R(−s�)R

]}
. (4.70)
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Agora agrupamos os termos

Wtotal =
1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g
[
Rµν(−s�)Rµν

(
4f1 + f4 − 4f5

)
+ R(−s�)R

(
4f2 −

1

3
f3 −

2

9
f4 + f5

)]
. (4.71)

Usando as relações (4.3), (4.4) e (4.5), temos

Wtotal =
1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g

×
{
Rµν

[f(τ)

2
+

2f(τ)

τ
+

4f(τ)

τ 2
− 4

3τ
− 4

τ 2

]
Rµν

+ R
[
− f(τ)

8
− f(τ)

2τ
− f(τ)

2τ 2
+

5

12τ
+

1

2τ 2

]
R
}
. (4.72)

Da equação (4.72) vemos que

l∗1 =
1

2
, l∗2 = 2 , l∗3 = 4 , l∗4 = −4

3
, l∗5 = −4 , (4.73)

l1 = −1

8
, l2 = −1

2
, l3 = −1

2
, l4 =

5

12
, l5 =

1

2
. (4.74)

Substituindo (4.73) e (4.74) em (4.72), obtemos

Wtotal =
1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g

×
{
Rµν

[
l∗1 f(τ) + l∗2

f(τ)

τ
+ l∗3

f(τ)

τ 2
+ l∗4

1

τ
+ l∗5

1

τ 2

]
Rµν

+ R
[
l1 f(τ) + l2

f(τ)

τ
+ l3

f(τ)

τ 2
+ l4

1

τ
+ l5

1

τ 2

]
R
}
. (4.75)

Usando as equações (4.5) e (4.10) e ainda fazendo τ = tu, temos

Wtotal =
1

2

∫
d4x
√
g

(µ2)2−ω

(4π)ω
m2(w−2)

×
{
Rµν

[(
l∗1

∫ ∞
0

dt e−t t1−w f(tu)
)

+
(
l∗2

∫ ∞
0

dt e−t
f(tu)

u tw

)
+

(
l∗3

∫ ∞
0

dt e−t
f(tu)

u2 t1+w

)
+
(
l∗4

∫ ∞
0

dt e−t
1

u tw

)
+
(
l∗5

∫ ∞
0

dt e−t
1

u2 t1+w

)]
Rµν

+ R
[(
l1

∫ ∞
0

dt e−t t1−w f(tu)
)

+
(
l2

∫ ∞
0

dt e−t
f(tu)

u tw

)
+

(
l3

∫ ∞
0

dt e−t
f(tu)

u2 t1+w

)
+
(
l4

∫ ∞
0

dt e−t
1

u tw

)
+
(
l5

∫ ∞
0

dt e−t
1

u2 t1+w

)]
R
}

(4.76)
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e podemos escrever

Wtotal = WR2
µν

+WR2

=
1

2

∫
d4x
√
g
{
l∗1 RµνM1R

µν + l∗2 RµνM2R
µν + l∗3 RµνM3R

µν + l∗4 RµνM4R
µν

+ l∗5 RµνM5R
µν + l1RM1R + l2RM2R + l3RM3R + l4RM4R + l5RM5R

}
,

(4.77)

onde M1, M2, M3, M4 e M5 são dadas por (4.28), cujos resultados são (4.32), (4.33),

(4.37), (4.38) e (4.39). Então usamos diretamente esses resultados e escrevemos

MR2
µν

= l∗1 M1 + l∗2 M2 + l∗3 M3 + l∗4 M4 + l∗5 M5

=
1

(4π)2

{[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)][ 7

10

]
+ A− 8A

3a2
+

32A

15a4
+

8

45a2
− 44

225

}
.

(4.78)

Como antes

M
(vetor)

R2
µν

−M (escalar)

R2
µν

=
1

(4π)2

{[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)][13

60

]
+ A+

8A

5a4
− 8A

3a2
+

2

15a2
− 91

450

}
=

1

(4π)2

{[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)][13

60

]
+ kW

}
, (4.79)

onde

kW ≡ kR2
µν

= A+
8A

5a4
− 8A

3a2
+

2

15a2
− 91

450
. (4.80)

Da mesma forma temos

MR2 = l1M1 + l2M2 + l3M3 + l4M4 + l5M5

=
1

(4π)2

{[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)][
− 1

20

]
− A

4
+

2A

3a2
− 4A

15a4

− 1

45a2
+

47

900

}
, (4.81)

M
(vetor)

R2 −M (escalar)

R2 =
1

(4π)2

{[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)][
− 7

120

]
− 45A

144
+

15A

18a2
− A

5a4

− 1

60a2
+

241

3600

}
. (4.82)

Agora podemos escrever

WHD =
1

2

∫
d4x
√
g
[
Rµν(MR2

µν
)Rµν +R(M̃R2)R

]
(4.83)
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e usando a mesma idéia da seção anterior, obtemos

WHD =
1

2

∫
d4x
√
g
[ 1

2
Cµναβ (MR2

µν
)Cµναβ +R

(
MR2 +

1

3
MR2

µν

)
R
]

=
1

2(4π)2

∫
d4x
√
g
{1

2
Cµναβ

[ 13

60(2− w)
+

13

60
ln
(4πµ2

m2

)
+ kW

]
Cµναβ

+ R
[ ( 1

72(2− w)
+

1

72
ln
(4πµ2

m2

))
+ kR

]
R
}
, (4.84)

onde

kR = − A

18a2
+

A

3a4
+
A

48
+

1

36a2
− 1

2160
(4.85)

e a ação efetiva será

Γ
(1)

vetor =
1

2(4π)2

∫
d4x
√
g
{3m4

2

[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)
+

3

2

]
+

m2

2
R
[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)
+ 1
]

+
1

2
Cµναβ

[ 13

60(2− w)
+

13

60
ln
(4πµ2

m2

)
+ kW

]
Cµναβ

+ R
[( 1

72(2− w)
+

1

72
ln
(4πµ2

m2

))
+ kR

]
R
}
. (4.86)

Como foi discutido em [87], esta fórmula não permite limite m → 0 cont́ınuo (desconti-

nuidade) comparado com teoria de Maxwell.

4.4 Fatores de forma para a teoria fermiônica

Nesse caso, a ação correspondente é

S =

∫
d4x
√
g i ψ (γµ∇µ + imf )ψ , (4.87)

com os respectivos operadores (ver [12] e [88])

Ĥ = i (γµ∇µ + imf ) ,

P̂ = − 1̂

12
R , (4.88)

R̂µν = −1

4
Rµναβ γ

α γβ .
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Usamos novamente o método do heat kernel, mas fazemos uma mudança no sinal geral da

equação (4.1) porque agora estamos trabalhando com férmions e sua estat́ıstica deve ser

considerada. Então

Γ
(1)

= − 1

2

∫ ∞
0

ds

s

µ2(2−ω)

(4πs)ω

∫
d4x
√
g e−sm

2

tr {1̂ + sP̂ + s2[ 1̂ Rµνf1(−s�)Rµν

+ 1̂Rf2(−s�)R + P̂ f3(−s�)R + P̂ f4(−s�)P̂ + R̂µνf5(−s�)R̂µν ]} . (4.89)

Desenvolvendo os dois primeiros termos da equação (4.89), teremos o termo referente à

constante cosmológica

W01 = −1

2

∫ ∞
0

ds

s

µ2(2−ω)

(4πs)ω

∫
d4x
√
g e−sm

2

tr 1̂

= −1

2

∫ ∞
0

ds

s

µ2(2−ω)

(4πs)ω

∫
d4x
√
g e−sm

2

4 . (4.90)

Usando as relações (4.10), (4.13) e (4.14) a equação (4.90) nos fornecerá

W01 = − 1

2(4π)2

∫
d4x
√
g
{

2m4
[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)
+

3

2

]}
(4.91)

e o termo linear na curvatura

W02 = −1

2

∫ ∞
0

ds

s

µ2(2−ω)

(4πs)ω

∫
d4x
√
g e−sm

2

tr (sP̂ )

= −1

2

∫ ∞
0

s ds

s1+w

µ2(2−ω)

(4π)ω

∫
d4x
√
g e−sm

2
(
− 1

3
R
)
, (4.92)

onde usando as relações (4.10), (4.14) e (4.17) a equação (4.92) nos fornecerá

W02 =
1

2(4π)2

∫
d4x
√
g
{1

3
m2R

[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)
+ 1

]}
. (4.93)

Agora, permita-nos calcular os demais termos, exatamente como nas seções anteriores

e encontrar os coeficientes l∗1...5 e l1...5. Para isso, voltemos à equação (4.18). Lembrando

que para férmions o sinal geral da equação deve ser mudado, temos então

W = WR2
µν

+WR2

= − 1

2

∫ ∞
0

ds
s2

s1+ω

{ (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g e−sm

2

tr [ 1̂Rµνf1(−s�)Rµν + 1̂Rf2(−s�)R

+ P̂ f3(−s�)R + P̂ f4(−s�)P̂ + R̂µνf5(−s�)R̂µν ]
}
. (4.94)
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Abrindo termo a termo da equação (4.94)

1o termo:

− 1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g tr

[
1̂ f1Rµν(−s�)Rµν

]
=

= −1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g
[
4f1Rµν(−s�)Rµν

]
. (4.95)

2o termo:

− 1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g tr

[
1̂ f2R(−s�)R

]
=

= −1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g
[
4f2R(−s�)R

]
. (4.96)

3o termo:

− 1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g tr

[
f3P̂ (−s�)R

]
=

= −1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g
[
− 4

12
f3R(−s�)R

]
. (4.97)

4o termo:

− 1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g tr

[
f4P̂ (−s�)P̂

]
=

= −1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g
[ 4

144
f4R(−s�)R

]
. (4.98)

5o termo:

− 1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g tr

[
f5R̂µν(−s�)R̂µν

]
=

= −1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g
[
− 2f5Rµν(−s�)Rµν +

1

2
f5R(−s�)R

]
.

(4.99)

Agora agrupamos os termos (dividindo tudo por 4 por conveniência)

W = − 1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g
[
Rµν(−s�)Rµν

(
f1 −

1

2
f5

)
+R(−s�)R

(
f2 −

1

12
f3 +

1

144
f4 +

1

8
f5

)]
. (4.100)
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Usando as relações (4.3), (4.4) e (4.5), teremos

W = − 1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g
{
Rµν

[f(τ)

τ 2
− 1

12τ
− 1

τ 2
+
f(τ)

4τ

]
Rµν

+ R
[
− f(τ)

16τ
− f(τ)

8τ 2
+

1

24τ
+

1

8τ 2

]
R
}
, (4.101)

o que nos leva à

l∗1 = 0 , l∗2 =
1

4
, l∗3 = 1 , l∗4 = − 1

12
, l∗5 = −1 , (4.102)

l1 = 0 , l2 = − 1

16
, l3 = −1

8
, l4 =

1

24
, l5 =

1

8
. (4.103)

Substituindo (4.102) e (4.103) em (4.101), encontramos

W = − 1

2

∫ ∞
0

ds e−sm
2

s1−ω (µ2)2−ω

(4π)ω

∫
d4x
√
g

×
{
Rµν

[
l∗2
f(τ)

τ
+ l∗3

f(τ)

τ 2
+ l∗4

1

τ
+ l∗5

1

τ 2

]
Rµν

+ R
[
l2
f(τ)

τ
+ l3

f(τ)

τ 2
+ l4

1

τ
+ l5

1

τ 2

]
R
}
. (4.104)

Usando as equações (4.5) e (4.10) e ainda fazendo τ = tu temos

W = −1

2

∫
d4x
√
g

(µ2)2−ω

(4π)ω
m2(w−2)

×
{
Rµν

[(
l∗2

∫ ∞
0

dt e−t
f(tu)

u tw

)
+
(
l∗3

∫ ∞
0

dt e−t
f(tu)

u2 t1+w

)
+

(
l∗4

∫ ∞
0

dt e−t
1

u tw

)
+
(
l∗5

∫ ∞
0

dt e−t
1

u2 t1+w

)]
Rµν

+ R
[(
l2

∫ ∞
0

dt e−t
f(tu)

u tw

)
+
(
l3

∫ ∞
0

dt e−t
f(tu)

u2 t1+w

)
+

(
l4

∫ ∞
0

dt e−t
1

u tw

)
+
(
l5

∫ ∞
0

dt e−t
1

u2 t1+w

)]
R
}

(4.105)

e podemos escrever

W = WR2
µν

+WR2

= −1

2

∫
d4x
√
g
{
l∗2 RµνM2R

µν + l∗3 RµνM3R
µν + l∗4 RµνM4R

µν + l∗5 RµνM5R
µν

+ l2RM2R + l3RM3R + l4RM4R + l5RM5R
}
, (4.106)
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onde M2, M3, M4 e M5 são dados por (4.28), cujos resultados são (4.32), (4.33), (4.38) e

(4.39). Então, usando diretamente esses resultados, escrevemos

MR2
µν

= l∗2 M2 + l∗3 M3 + l∗4 M4 + l∗5 M5 (4.107)

=
1

(4π)2

{[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)][
− 1

40

]
+

8A

15a4
− A

3a2
+

2

45a2
− 19

900

}
.

Agora multiplicando tudo por 4

MR2
µν

= − 1

(4π)2

{[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)][ 1

10

]
+

300Aa2 − 480A− 40a2 + 19a4

225a4

}
= − 1

(4π)2

{[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)][ 1

10

]
+ kW , (4.108)

onde

kW ≡ kRµν2 =
300Aa2 − 480A− 40a2 + 19a4

225a4
. (4.109)

Da mesma forma temos

M2
R = l2M2 + l3M3 + l4M4 + l5M5 (4.110)

=
1

(4π)2

{[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)][ 1

120

]
− A

15a4
+

A

12a2
− 1

180a2
+

11

1800

}
.

Como antes, multiplicamos tudo por 4

M2
R =

1

(4π)2

{[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)][ 1

30

]
+

150Aa2 − 120A− 10a2 + 11a4

450a4

}
.

(4.111)

Agora podemos escrever

WHD = −1

2

∫
d4x
√
g
[
Rµν(MR2

µν
)Rµν +R(M̃R2)R

]
e usando a mesma idéia das seções anteriores

WHD = − 1

2

∫
d4x
√
g
[ 1

2
Cµναβ (MR2

µν
)Cµναβ +R

(
MR2 +

1

3
MR2

µν

)
R
]

(4.112)

=
1

2(4π)2

∫
d4x
√
g
{1

2
Cµναβ

[ 1

10(2− w)
+

1

10
ln
(4πµ2

m2

)
+ kW

]
Cµναβ +R [kR]R ,

onde

kR =
−120A+ 30Aa2 − 10a2 + a4

270a4
(4.113)
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e a ação efetiva será

Γ
(1)

fermion =
1

2(4π)2

∫
d4x
√
g
{
− 2m4

[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)
+

3

2

]
+

1

3
m2R

[ 1

2− w
+ ln

(4πµ2

m2

)
+ 1
]

+
1

2
Cµναβ

[ 1

10(2− w)
+

1

10
ln
(4πµ2

m2

)
+ kW

]
Cµναβ

+ R [kR]R
}
. (4.114)

4.5 As equações do grupo de renormalização

Uma vez que se tem a ação efetiva de cada modelo, facilmente se obtém as equações

do GR ou funções beta. Nessa parte não entro em detalhes dos cálculos, pois o uso desse

método já foi exaustivamente estudado e calculado na literatura, assim me limito a colocar

diretamente os resultados (para detalhes dos cálculos e gráficos consulte [36]).

Por definição, no esquema de subtração mı́nima as funções beta são escritas como

βMS
λ = lim

n→4
µ
dλ

dµ
, (4.115)

ou ainda

βMS
1 = − 1

(4π2)

(
1

120
NO +

1

20
N1/2 +

1

10
N1

)
,

βMS
2 = − 1

(4π2)

(
1

360
NO +

11

360
N1/2 +

31

180
N1

)
, (4.116)

βMS
3 = − 1

(4π2)

(
1

180
NO +

1

30
N1/2 −

1

10
N1

)
,

onde No, N1/2 e N1 são os números de campos sem massa, escalares, fermiônicos e vetoriais

respectivamente.

Já no esquema da subtração de momentos, a definição das funções beta é diferente e

escrevemos

βλ = lim
n→4

M
dλ

dM
com M2 = p2

E . (4.117)

As funções beta de cada campo que estamos tratando são dadas abaixo.
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• Campo escalar

A função beta nesse caso tem a forma [89]

βescalar1 = − 1

(4π2)

(
1

18a2
− 1

180
− a2 − 4

6a4
A

)
, (4.118)

que é o resultado geral a 1-loop válido em qualquer escala. Como um caso especial podemos

tomar o limite UV quando p2 � m2

βescalar,UV1 = − 1

(4π2)

1

120
+O

(
m2

p2

)
. (4.119)

No limite IV (p2 � m2) encontra-se

βescalar,IV1 = − 1

1680 (4π2)

p2

m2
+O

(
p4

m4

)
. (4.120)

Essa última fórmula demonstra o desacoplamento IV dos efeitos quânticos do campo es-

calar massivo.

• Campo vetorial

Apesar do limite sem massa para as correções quânticas do vácuo do vetor massivo serem

singulares (devido à invariância de calibre e consequentemente ao diferente número de

graus de liberdade f́ısicos), podemos derivar as expressões gerais para as funções beta

usando a forma de costume, como antes. A função beta nesse caso tem a forma

βvetor1 =
1

(4π2)

[
11

60
− 1

6a2
− a2

16
+

(a2 − 4)(a4 − 8a2 + 8)

16a4
A

]
. (4.121)

No limite UV quando p2 � m2

βvetor,UV1 = − 1

(4π2)

13

120
+O

(
m2

p2

)
. (4.122)

No limite IV (p2 � m2) temos

βvetor,IV1 = − 3

112 (4π2)

p2

m2
+O

(
p4

m4

)
. (4.123)

Comparado ao limite UV, exatamente como ocorreu no caso do campo escalar, essa

equação demonstra o desacoplamento no IV da contribuição de 1-loop.

• Campo fermiônico

Aqui, a função beta tem a forma

βfermion1 =
1

(4π2)

[
2

9a2
− 19

180
+

(
8

3a4
− 5

3a2
+

1

4

)
A

]
. (4.124)
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No limite UV quando p2 � m2

βfermion,UV1 = − 1

20 (4π2)
+O

(
m2

p2

)
. (4.125)

O limite IV (p2 � m2) é similar ao caso do campo escalar no sentido de que mostra o

desacoplamento

βfermion,IV1 = − 1

168 (4π2)

p2

m2
+O

(
p4

m4

)
. (4.126)

Para maiores detalhes e análise de outros limites e desacoplamento no caso de supersime-

tria, consulte novamente [89].

4.6 Considerações finais

Cálculos da ação efetiva de vácuo para os campos escalar, vetorial e fermiônico, to-

dos massivos, foram efetuados em segunda ordem na curvatura, usando um esquema de

renormalização dependente da massa. Isso nos permitiu encontrar a forma expĺıcita do

desacoplamento dos campos massivos no setor de altas derivadas da ação efetiva de vácuo.

Aplicações cosmológicas não foram tratadas aqui, pois não era o objetivo nesse trabalho.

Essa análise detalhada do trabalho desenvolvido por Gorbar e Shapiro, nos permitiu

identificar e corrigir erros de impressão que aparecem em algumas fórmulas do artigo

original. Os erros de impressão se encontram nas páginas 9 e 10 de [36], sendo na página

9, um erro de sinal na exponencial da função f(τ) e na página 10, um erro de impressão

na fórmula (4.5). Ainda na página 9, a equação que define a ação efetiva Euclidiana,

possui um erro importante de sinal que se não fosse corrigido mudaria todos os resultados

subsequentes. A forma correta (que foi a utilizada para o desenvolvimento desse caṕıtulo)

é dada pela equação (4.1), que confere com o resultado de Barvinsky e Vilkovisky [90] e

difere do resultado de Gorbar e Shapiro.

Com todas a informações obtidas a partir do estudo feito nesse caṕıtulo, começamos

a desenvolver um novo trabalho onde a ideia é aplicar o mesmo método aqui utilizado,

a um novo modelo. O modelo escolhido é um campo tensorial massivo antissimétrico no

espaço-tempo curvo [85].



CAṔITULO 5

O Grupo Funcional de Renormalização (GFR)

Antes de começarmos o estudo do modelo de GFR aplicado à GQ, vamos primeira-

mente introduzir os fundamentos dessa abordagem. Este caṕıtulo de revisão está base-

ado no caṕıtulo 12 do livro de Andreas Wipf [91]. Existem inúmeras outras bibliogra-

fias [62, 92–95] por onde se pode estudar essa abordagem. Escolhi me basear no livro de

Andreas Wipf por este ser bastante didático na explicitação do método. A idéia aqui é

apresentar o método e mostrar como se obtém a equação geral do fluxo do GFR (equação

de Wetterich [93]) que permite estudar o running das constantes de acoplamento do nosso

modelo (ver caṕıtulo 6). Vale citar que não entrarei em muitos detalhes, visto que isso

pode ser conseguido em uma rápida consulta à bibliografia fornecida.
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5.1 Considerações iniciais

Em f́ısica teórica, o grupo funcional de renormalização é uma implementação particular

do conceito de grupo de renormalização que combina métodos funcionais de TQC com a

idéia do grupo de renormalização de Kenneth Wilson [96], especialmente quando se trata

de sistemas fortemente interagentes. Esses métodos funcionais de TQC nos permitem

obter os geradores funcionais do qual extráımos a ação efetiva que é a grandeza que traz

toda a informação f́ısica relevante do sistema.

A técnica do GFR nos permite interpolar suavemente entre leis microscópicas conheci-

das e fenômenos macroscópicos complexos em sistemas f́ısicos. Figurativamente falando, o

GFR funciona como um microscópio com uma resolução variável (que aqui corresponde à

escala k) e trata todas as flutuações do campo escala por escala. O método é não pertur-

bativo, o que nesse contexto significa que não depende de uma expansão em uma pequena

constante de acoplamento.

Matematicamente, o GFR baseia-se numa equação diferencial funcional exata para

uma ação efetiva dependente da escala (k) o que leva a cálculos tecnicamente mais sim-

ples, uma vez que não trabalhamos com as integrais funcionais de TQC. Essa equação

diferencial funcional é a equação de fluxo ou equação de Wetterich, ferramenta central

dessa abordagem.

5.2 Funcionais dependentes da escala

Para encontrar a ação efetiva média usamos o gerador funcional das funções de cor-

relações de n-pontos Euclidianas (como já definido e revisado no Caṕıtulo 2)

Z[j] =

∫
DΦe−S[φ]+(j,φ) , (j, φ) =

∫
ddx j(x)φ(x) , (5.1)

onde S é a ação clássica da teoria, j é uma fonte externa e φ é o campo da teoria em

questão. O logaritmo de (5.1) define o funcional de Schwinger W [j] = log Z[j] que gera

todas as funções de correlação conectadas. A transformação de Legendre de W [j] é o que

nos interessa, a ação efetiva

Γ[φ] = (j, φ)−W [j] com φ(x) =
δW [j]

δj(x)
. (5.2)
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A última equação em (5.2) determina j[φ] que deve ser inserido no lado direito da primeira

equação. Detalhes dessa parte, referentes à TQC no espaço curvo podem ser encontrados

em [12].

A fim de introduzir funcionais dependentes da escala, nós adicionamos um termo ”re-

gulador”dependente da escala ∆Sk que é o cutoff infravermelho (IV) para a ação clássica

na integral funcional (5.1) e obtemos

Zk[j] =

∫
Dφe−S[φ]+(j,φ)−∆Sk[φ] . (5.3)

O correspondente funcional de Schwinger dependente da escala, Wk[j], é dado por

Wk[j] = log Zk[j] . (5.4)

Como regulador escolhemos um funcional quadrático com uma massa dependente do mo-

mento,

∆Sk[φ] =
1

2

∫
ddp

(2π)d
φ∗(p) Rk(p) φ(p) ≡ 1

2

∫
p

φ∗(p) Rk(p) φ(p) , (5.5)

tal que a equação de fluxo terá uma estrutura de 1-loop. Essa função cutoff Rk(p) possui

certas condições, sendo elas:

∗ deve-se recuperar a ação efetiva para k → 0: Rk(p)→ 0 para p fixo ⇒ Γ0 → Γ ,

∗ deve-se recuperar a ação clássica na escala UV, k → Λ : Rk(p)→∞ ⇒ ΓΛ → S ,

∗ regularização no IV: Rk(p) > 0 para p→ 0.

Alguns posśıveis cutoffs são

∗ o regulador exponencial: Rk(p) = p2

ep
2/k2−1

,

∗ o regulador otimizado: Rk(p) = (k2 − p2) Θ (k2 − p2),

∗ o regulador quártico: Rk(p) = k4/p2,

∗ o regulador sharp: Rk(p) = p2

Θ(k2−p2)
− p2,

∗ o regulador Callan-Symanzik: Rk(p) = k2,

onde Θ é a função de Heaviside.

Agora vamos construir a ação efetiva dependente da escala. Introduzimos o campo

médio da teoria regularizada com fonte externa, dado por

φ(x) =
δWk[j]

δj(x)
. (5.6)
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Realizando uma transformação de Legendre modificada, definimos a ação efetiva depen-

dente da escala como

Γk[φ] = (j, φ)−Wk[j]−∆Sk[φ] . (5.7)

A variação da ação efetiva com respeito a φ nos fornece a equação de movimento para o

campo médio

δΓk
δφ(x)

=

∫
δj(y)

δφ(x)
φ(y) dy + j(x)−

∫
δWk[j]

δj(y)

δj(y)

δφ(x)
dy − δ∆Sk[φ]

δφ(x)
. (5.8)

Com (5.6), o primeiro termo do lado direito cancela com o terceiro termo e

δΓk
δφ(x)

= j(x)− δ

δφ(x)
∆Sk[φ] = j(x)− (Rkφ)(x) . (5.9)

5.3 Derivação da equação de Wetterich

Diferenciando Γk em (5.7) resulta em

∂kΓk =

∫
ddx ∂kj(x)φ(x)− ∂kWk[j]−

∫
∂Wk[j]

∂j(x)
∂kj(x)− ∂k∆Sk[φ] . (5.10)

Usando (5.6) em (5.10), o primeiro e o terceiro termos se cancelam e

∂kΓk = − ∂kWk[j]− ∂k∆Sk[φ]

= − ∂kWk[j]−
1

2

∫
ddx ddy φ(x)∂kRk(x, y)φ(y). (5.11)

A derivada de Wk em (5.4) é dada por

∂kWk[j] = −1

2

∫
ddx ddy 〈φ(x)∂kRk(x, y)φ(y)〉k (5.12)

onde 〈φ(x)∂kRk(x, y)φ(y)〉k é uma média funcional dependente da escala k e relaciona-se

com a função conexa de dois pontos por

G
(2)
k (x, y) ≡ δ2Wk[j]

δj(x)δj(y)
= 〈φ(x)φ(y)〉k − φ(x)φ(y) (5.13)

e temos

∂kWk[j] = −1

2

∫
ddx ddy φ(x)∂kRk(x, y)G

(2)
k (y, x)− ∂k∆Sk[φ]

= −1

2
tr(∂kRkG

(2)
k )− ∂k∆Sk[φ]. (5.14)
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Inserindo esse resultado na equação de fluxo (5.11), obtemos

∂kΓk =
1

2

∫
ddx ddy ∂kRk(x, y)G

(2)
k (y, x) . (5.15)

Uma vez que Γk é somente a transformação de Legendre modificada de Wk, devemos em

primeiro lugar calcular as correções para o resultado citado, com

φ(x) =
δWk[j]

δj(x)
e j(x) =

δΓk
δφ(x)

+

∫
ddy Rk(x, y)φ(y). (5.16)

Encontramos a seguinte relação entre as derivadas segundas

δ(x− y) =

∫
ddz

δφ(x)

δj(z)

δj(z)

δφ(y)
=

∫
ddz G

(2)
k (x, z){Γ(2)

k +Rk}(z, y) . (5.17)

Entre as chaves aparece a segunda derivada funcional de Γk

Γ
(2)
k (x, y) =

δ2Γk
δφ(x)δφ(y)

(5.18)

e conclúımos que a expressão entre chaves em (5.17) é o inverso da função conexa de dois

pontos Gk e lemos

G
(2)
k =

1

Γ
(2)
k +Rk

. (5.19)

Inserir esse resultado na equação (5.15) nos fornece a equação de fluxo para a ação efetiva

dependente da escala

∂kΓk[φ] =
1

2
Tr

(
∂kRk

Γ
(2)
k [φ] +Rk

)
. (5.20)

Esta é a equação diferencial funcional exata que estávamos procurando, a equação que for-

necerá todas as informações f́ısicas do sistema, ela é conhecida como equação de Wetterich

e contém o propagador completo.

5.4 Considerações finais

A equação de Wetterich é uma equação ı́ntegro-diferencial funcional não linear. É

uma equação exata do GFR, possui no denominador uma derivada funcional segunda da

ação efetiva e isso faz com que o fluxo nas soluções (numéricas) principalmente utilizando

cálculos expĺıcitos, estabilize.
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Quando se aplica esse tratamento a alguma teoria, a equação deve ser truncada, o que

significa ser projetada para uma função de poucas variáveis. Infelizmente não é trivial

estimar o erro de forma segura para as equações de fluxo do GFR. Normalmente o que

se faz para tentar corrigir esse problema é melhorar o truncamento em etapas sucessivas,

o que na prática significa incluir mais e mais running dos acoplamentos e observar quão

mais rápido o fluxo se estabiliza. Isto dá uma primeira impressão sobre a estabilidade

e a qualidade do fluxo. Além disso, pode-se comparar os fluxos para diferentes funções

reguladoras Rk em um determinado esquema de truncamento. Diz-se que o truncamento é

bom quando os acoplamentos no limite IV variam pouco com a mudança da função Rk. A

parte mais dif́ıcil em qualquer truncamento é conseguir incluir todos os graus de liberdade

relevantes no IV.

A partir dessa breve revisão, seguimos para o caṕıtulo seguinte onde estudamos e

analisamos o GFR no espaço-tempo curvo aplicado a uma teoria de um único campo

escalar real acoplado não minimamente.



CAṔITULO 6

O Grupo Funcional de Renormalização (GFR) para o campo escalar

no espaço-tempo curvo

O running do parâmetro não-mı́nimo ξ de interação do campo escalar real e escalar de

curvatura é explorado dentro do contexto do Grupo Funcional de Renormalização (GFR).

Estabelecemos o fluxo do grupo de renormalização (GR) no espaço-tempo curvo no setor

do campo escalar (em particular derivamos uma equação para o parâmetro não-mı́nimo)

[97]. A trajetória do grupo de renormalização é numericamente explorada para diferentes

conjuntos de dados iniciais.
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6.1 Considerações iniciais

A estrutura da renormalização no espaço-tempo curvo é bem conhecida em ambos os

ńıveis, geral e perturbativo. Em particular, sabe-se que qualquer teoria que seja renorma-

lizável no espaço plano pode ser formulada para ser renormalizável no espaço curvo [12]

(ver também [17] para uma revisão recente). Os elementos necessários de uma teoria

quântica consistente no espaço-tempo curvo são a ação de vácuo puramente gravitacional,

que consiste do termo de Einstein-Hilbert com constante cosmológica e também de quatro

termos covariantes de derivadas quárticas. Se a teoria em discussão tem campos escalares

ϕi, novos termos não-mı́nimos da forma ξijRϕiϕj devem ser inclúıdos na ação. O grupo

de renormalização (GR) no espaço-curvo foi introduzido em [47,98,99] (ver também [12])

como uma ferramenta útil para explorar as propriedades de escala da teoria.

A renormalização e o GR no espaço curvo seguem uma importante hierarquia:

(i) As equações do GR para acoplamentos dos campos de matéria e massas não dependem

de ξij e dos parâmetros da ação de vácuo. Mais geral, essas equações não são afetadas

pela presença de um campo gravitacional externo 1.

(ii) As equações para ξij dependem dos acoplamentos da matéria (mas não das massas

dos campos, no caso da renormalização pelo esquema de subtração mı́nima), mas não

dependem dos parâmetros da ação de vácuo.

(iii) As equações para os parâmetros da ação de vácuo podem depender dos acoplamentos

(além da aproximação de 1-loop) e de ξij.

Deve-se notar que o running de ξij pode ter algumas importantes implicações, es-

pecialmente para modelos inflacionários tal como a inflação de Higgs [101], isso porque

esse running está estreitamente relacionado ao potencial efetivo do campo de Higgs no

espaço curvo [12] (ver também [102]). O mesmo diz respeito também a outros mode-

los inflacionários, incluindo aqueles baseados na inflação, inflação de Starobinsky [103]

e especialmente sua versão modificada [104, 105]. Portanto, seria bastante útil saber se

o parâmetro não-mı́nimo pode experimentar um forte running em algum momento da

história do universo. Uma das possibilidades para observar um running intenso de ξ está

1Isso não é verdade se a gravidade é quantizada [100], mas não consideramos essa parte aqui.
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relacionado aos efeitos não-perturbativos no âmbito da abordagem do grupo funcional de

renormalização (GFR). No presente caṕıtulo apresentamos as equações do GFR no espaço

curvo de uma maneira covariante e num fundo independente similar ao que foi feito antes

para o GR perturbativo no espaço curvo. Vale citar que a abordagem do GFR no fundo

fixo de Sitter foi previamente considerada em [106–108]. O trabalho desenvolvido nesse

caṕıtulo está essencialmente restrito ao caso de um único campo escalar e consequente-

mente para a equação de um único parâmetro ξ. Consideramos inicialmente a aproximação

potencial local (APL), lidando com a teoria mais simples com a simetria quebrada e então

exploramos o caso mais complicado com a quebra da simetria e a renormalização da função

de onda. De fato, a extensão do fluxo do GR para a fase quebrada é especialmente inte-

ressante porque o running do parâmetro não-mı́nimo nesse caso não foi suficientemente

bem explorado mesmo numa abordagem perturbativa. Algumas consequências potenci-

almente interessantes do fluxo do GR para o parâmetro não-mı́nimo estão relacionadas

à dependência de escala das partes não locais da ação gravitacional induzida que surge

devido à dependência em relação à curvatura do valor esperado do vácuo do campo esca-

lar [109].

6.2 GFR para campo escalar com acoplamento

não-mı́nimo

A teoria renormalizável de um único escalar φ no espaço curvo começa de uma ação

clássica da forma

S =

∫
x

[
− 1

2
φ4gφ+

ξ

2
Rφ2 + V (φ)

]
+ Sgrav[g] , (6.1)

onde supusemos a assinatura Euclidiana e usamos a notação
∫
x
≡
∫
d4x
√
g(x). Além disso

Sgrav[g] corresponde à ação de vácuo como descrito na introdução desse caṕıtulo. Aqui

também usamos a notação ∆g ≡ −�, para ter correspondência com nosso artigo [97] e

enfatizar que o espaço é Euclidiano. Discutiremos o fluxo do GFR da parte de vácuo num

trabalho futuro [110]. V (φ) é o potencial clássico que pode ter a forma (1/4!)λφ4 no caso

de querermos nos manter dentro do escopo de teorias perturbativamente renormalizáveis.
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Como é usual na abordagem do GR, a ńıvel quântico todas as quantidades começam

a depender da escala, que identificamos como k. O uso prático da abordagem do GFR

implica a escolha do esquema de truncagem que escolhemos de numa maneira simples

supondo que a ação efetiva média seja

Γk =

∫
x

[
− Zk

2
φ4gφ+

ξk
2
Rφ2 + uk(φ)

]
+ Γgrav

k [g] . (6.2)

Essa truncagem inclui um potencial efetivo dependente da escala uk(φ), uma renorma-

lização da função de onda Zk e o running do parâmetro não-mı́nimo ξk que não depende

do momento ou do campo φ. A ação cutoff invariante tem a forma

∆Sk =
1

2

∫
x

φRk(−4g)φ , onde Rk(−4g) = Zkrk(−4g) . (6.3)

Supõe-se que Rk tenha propriedades bem conhecidas de uma função cutoff [62, 92]. A

dimensão anômala é definida como

ηk = −k∂kZk
Zk

= −∂tZk
Zk

, onde t = log
k

µ
. (6.4)

Quando a escala k corre do cutoff ultravioleta (UV) Λ para o cutoff infravermelho (IV),

o parâmetro de escala adimensional t corre de log(Λ/µ) a −∞.

A equação de Wetterich para a ação efetiva média dependente da escala é [93, 95]

∂tΓk[φ] =
1

2
Tr

(
∂tRk

Γ
(2)
k [φ] +Rk

)
, (6.5)

onde Γ
(2)
k indica uma segunda derivada variacional com respeito ao campo escalar e Tr

inclui o limite de coincidência e a integração covariante sobre as variáveis do espaço-tempo.

Para a truncagem (6.2) o lado esquerdo de (6.5) torna-se

∂tΓk =

∫
x

[
− ηkZk

2
φ4gφ+

∂tξk
2
Rφ2 + ∂tuk(φ)

]
+ ∂tΓ

grav
k [g] . (6.6)

A fim de se obter o lado direito de (6.5), precisamos de

Γ
(2)
k = −Zk4g + ξkR + u′′k(φ) , (6.7)
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onde a plica (′) significa derivada com respeito ao campo escalar. A variação da função

cutoff pode ser colocada na forma

∂tRk = Zk (∂trk − ηkrk) . (6.8)

Então o lado direito da equação de fluxo (6.5) toma a forma

1

2
Tr

(
∂tRk

Γ
(2)
k [φ] +Rk

)
=

1

2
Tr

[
(∂t − ηk)rk(−4g)

(−4g + rk(−4g)) + ξkZ
−1
k R + Z−1

k u′′k(φ)

]
. (6.9)

A equação (6.5) com (6.6) e (6.9) representam a equação de fluxo covariante correspon-

dendo à truncagem (6.2). Ela pode ser melhorada por inclusão de termos que contenham

derivadas superiores em (6.6), mas então os cálculos de (6.9) também devem ser avaliados

até a correspondente ordem superior de aproximação.

6.2.1 Elaborando a equação de Wetterich

Prova-se útil definir

uk(φ) =
m2
k

2
φ2 + wk(φ) , tal que u′′k(φ) = m2

k + w′′k(φ) . (6.10)

Assim chegamos à seguinte forma da equação (6.9),

1

2
Tr
( ∂tRk

Γ
(2)
k [φ] +Rk

)
=

1

2
Tr
( Bk(−4g)

Pk(−4g) + Σk

)
, (6.11)

onde nós introduzimos as abreviações

Bk(−4g) = (∂t − ηk) rk(−4g) , (6.12)

Pk(−4g) = −4g + rk(−4g) +
m2
k

Zk
, (6.13)

Σk(φ,R) =
ξk
Zk
R +

1

Zk
w′′k(φ) . (6.14)

A fim de analisar a equação de fluxo para a truncagem (6.2), precisamos avaliar a expressão

(6.11) até a primeira ordem no tensor de curvatura, enquanto os termos com derivadas da

curvatura e potências superiores do tensor de curvatura podem ser negligenciados. Isso

significa que podemos efetivamente considerar uma aproximação com R constante.
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É fácil notar que os operadores Bk e Pk comutam. Mas para um campo não homogêneo

e dependente da curvatura do espaço-tempo, Σk não comuta com Bk e Pk. Mas eles

comutam numa aproximação onde a curvatura e o campo φ são constantes, esta última

corresponde à aproximação potencial local (APL).

Para simplificar as notações no que se segue, nós ignoramos o argumento de Bk, Pk e

Σk. Então a expansão do lado direito da (6.11) em uma série em potências de Σk dá

Tr

(
Bk

Pk + Σk

)
= Tr

(
Bk

Pk(1 + P−1
k Σk)

)
= Tr

(
BkP

−1
k

1

1 + P−1
k Σk

)
= TrQk,1 − Tr

(
Qk,2Σk

)
+ Tr

(
Qk,2Σk

1

Pk
Σk

)
+O(Σ3

k) , Qk,m =
Bk

Pm
k

. (6.15)

O primeiro termo no lado direito é independente de φ e contribui somente para o

running no setor de vácuo Γgrav
k . A ação cutoff já está especificada. Bk e Pk são alguma

função desconhecida de −∆g que deveria ser expandida até primeira ordem no tensor

de curvatura. Para esse fim, aplicamos o método do heat kernel off-diagonal baseado

nas transformações de Laplace e de Mellin, tal que os operadores em (6.15) podem ser

derivados do heat kernel do Laplaciano covariante. Esse método está descrito em detalhes

em [111], então aqui só esboçamos os principais pontos da derivação.

As funções Qk,m do Laplaciano covariante na série de Neumann (6.15) admite repre-

sentação em termos da transformada inversa de Laplace

Qk,m(−4g) =

∫ ∞
0

dtL−1[Qk,m](t) et4g , (6.16)

onde

L[f ](s) =

∫ ∞
0

dt e−stf(t) . (6.17)

No que se segue aplica-se uma fórmula útil [111]

1

(4π)d/2

∫ ∞
0

dt t−pL−1[f ](t) =
1

(4π)d/2Γ(p)

∫ ∞
0

ds sp−1f(s) . (6.18)

Para calcular a ação efetiva na truncagem dada (discutido abaixo), precisamos do limite

de coincidência dos elementos da matriz 〈x|Qk,m|x′〉. De acordo com (6.16), podemos usar

a expansão do heat kernel para um pequeno t,

〈x|et4g |x〉 =
1

(4πt)d/2
[
a0(x) + ta1(x) + t2a2(x) + . . .

]
, (6.19)
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para encontrar uma expansão em série de 〈x|Qk,m|x〉 em potências dos tensores invari-

antes de curvatura e suas derivadas covariantes. Os coeficientes de Schwinger-DeWitt

a0, a1, a2, ... têm a forma

a0 = 1, a1 =
1

6
R, a2 =

1

180

(
RµναβR

µναβ −RµνR
µν + 64gR +

5

2
R2
)
, . . . . (6.20)

Devido ao esquema de truncagem dado, precisamos somente de a0 e a1, mas não é dif́ıcil

manter também os próximos termos, por enquanto. Usando a função reguladora [112]

rk(s) = (k2 − s)θ(k2 − s) , (6.21)

onde θ é a função de Heaviside definida de uma maneira geral como

θ(x) =

 0, x < 0

1, x ≥ 0
,

pode-se chegar à expressão expĺıcita

Qk,m(s) =
2k2 − (k2 − s)ηk

Mm
k

θ(k2 − s), Mk = k2 +
m2
k

Zk
. (6.22)

Permita-nos citar aqui que uma revisão geral das funções Qk,m, similares àquelas definidas

acima, pode ser encontrada no Apêndice A do artigo de revisão em Gravitação Quântica

[113].

Inserindo a expansão (6.19) em (6.16), e usando (6.18) obtemos

〈x|Qk,m(−4g)|x〉 =
∞∑
n=0

∫ ∞
0

dtL−1[Qk,m](t)
1

(4πt)d/2
an(x)tn

=
1

(4π)d/2

∞∑
n=0

an(x)

Γ(d/2− n)

∫ ∞
0

dsQk,m(s) sd/2−n−1 , (6.23)

onde a identificação p = d/2− n já foi usada na equação (6.18).

Com o intuito de se calcular as integrais sobre s na equação (6.23), pode-se notar que

os Qk,m em (6.22) são diferentes de zero somente no intervalo [0, k2], o que nos dá∫ ∞
0

dsQk,m(s)sd/2−n−1 =
(

1− ηk
d− 2n+ 2

) 1

Mm
k

2kd−2n+2

d/2− n
. (6.24)

Após a integração chegamos ao seguinte resultado

〈x|Qk,m(−4g)|x〉 =
2

(4π)d/2
1

Mm
k

∑
n

(
1− ηk

d− 2n+ 2

) an(x) kd−2n+2

Γ(d/2− n+ 1)
. (6.25)
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Como já mencionamos, para nossa proposta é suficiente considerar os termos com

n = 0, 1 na última série. Expandindo o lado direito da equação de fluxo (6.15) em potências

de φ e curvatura até a primeira ordem, em quatro dimensões encontramos

1

2
TrQk,1(−4g) =

1

32π2Mk

∫
x

[
k6
(

1− ηk
6

)
+
k4

3

(
1− ηk

4

)
R + . . .

]
. (6.26)

É fácil ver que esses termos contribuem somente para os termos puramente gravitacionais

e, portanto, são irrelevantes para o running de ξ.

A contribuição em segunda ordem é

1

2
Tr
[
Qk,2(−4g)Σk

]
=

1

32π2M2
k

∫
x

[
k6
(

1− ηk
6

)
Σk +

k4

3

(
1− ηk

4

)
RΣk + . . .

]
, (6.27)

onde novamente ignoramos potências mais altas da curvatura.

A derivação do terceiro termo na expansão (6.15) requer algumas comutações de Σk

com P−1
k , por exemplo

1

2
Tr

(
Qk,2Σk

1

Pk
Σk

)
=

1

2
Tr

(
Qk,2Σk

(
Σk −

1

Pk

[
Pk,Σk

]) 1

Pk

)
=

1

2
Tr
(
Qk,3Σ2

k

)
− 1

2
Tr

(
Qk,3Σk

1

Pk

[
Pk,Σk

])
. (6.28)

O último termo contendo o comutador de Pk e Σk dá origem ao running da renormalização

da função de onda e será tratado na seção 6.4. Ele não contribui com o running de uk e

ξk e assim pode ser negligenciado por enquanto. Portanto chegamos à

1

2
Tr
(
Qk,3(−4g)Σ

2
k

)
=

1

16π2

1

M3
k

∑
n

k6−2n

Γ(3− n)

(
1− ηk

6− 2n

)
Tr (anΣ2

k)

=
1

32π2M3
k

∫
x

[
k6
(

1− ηk
6

)
Σ2
k +

k4

3

(
1− ηk

4

)
RΣ2

k + . . .

]
. (6.29)

Na última expressão omitimos a maioria das contribuições puramente gravitacionais (não

todas, uma vez que por exemplo RΣk ainda contém um termo ∝ R2) e termos além

do esquema de truncagem escolhido (6.2). Similarmente, obtém-se para um campo e

curvatura constantes

1

2
Tr
(
Qk,2Σk

(
P−1
k Σk

)m−1
)

=
1

2
Tr (Qk,m+1Σm

k )

=
1

32π2M1+m
k

∫
x

[
k6
(

1− ηk
6

)
Σm
k +

k4

3

(
1− ηk

4

)
RΣm

k + . . .

]
. (6.30)
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No que se segue, ignoramos a contribuição puramente gravitacional Γgrav
k [g] na equação

(6.6) e o fluxo do GR relacionado, a parte de vácuo será tratada num próximo trabalho.

6.2.2 Fluxo do GR para os acoplamentos e para o parâmetro

não-mı́nimo

Inserindo (6.26)-(6.30) em (6.15) e usando a definição (6.14), resulta em

1

2
Tr

(
∂tRk

Γ
(2)
k [φ] +Rk

)
=

1

32π2Mk

∫
x

[
k6
(

1− ηk
6

)
+
k4

3

(
1− ηk

4

)
R

]

×

[
1 − ξkR + w′′k

ZkMk

+

(
ξkR + w′′k
ZkMk

)2

−
(
ξkR + w′′k
ZkMk

)3

+ . . .

]
(6.31)

− 1

2Z2
k

Tr

(
Qk,3w

′′
k(φ)

1

Pk

[
Pk, w

′′
k(φ)

])
+ . . . ,

onde os termos contendo R2 e R3 vão além do esquema de truncagem e serão omitidos.

Pode-se supor que o potencial clássico para o campo escalar no cutoff é uma função

par. Segue-se a partir da equação de fluxo (6.31) que o potencial efetivo dependente da

escala permanece par em todas as escalas. Vamos ainda supor que a simetria Z2 não

seja espontaneamente quebrada. Então o mı́nimo do potencial efetivo é em φ = 0 e nós

podemos expandir wk em (6.10) como

wk(φ) =
∞∑
n=2

1

(2n)!
λ(2n)k φ

2n =
1

24
λ4kφ

4 +
1

720
λ6kφ

6 + . . . , (6.32)

onde os λ(2n)k são coeficientes dependentes da escala. Seus runnings são determinados

pelas equações do GFR que serão agora derivadas juntamente com aquela para ξk.

Para wk em (6.32) o último termo em (6.31) tem a forma φ2(∂2φ2 + . . . ) e está além

da truncagem (6.2) escolhida. Como resultado a função de onda é não renormalizável.

Note que para um potencial com cutoff não par com um termo φ3 ou para o fluxo na fase

quebrada, na qual o potencial par uk é expandido sobre um campo médio diferente de

zero, há uma renormalização da função de onda, como nós veremos na seção 6.4. Pode-se

notar que essa situação não depende da presença de um fundo curvo e pode ser observada

em teorias de campo escalar no espaço plano [62,91,92].
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Com as equações (6.6) e (6.32) podemos comparar os termos dependentes de φ na

expressão (6.31) e nesse caminho chegamos à equação de fluxo para a teoria de campo

escalar não-minimamente acoplada à gravidade,

− ηk Zk
2

φ4gφ+
∂tξk

2
Rφ2 +

φ2

2
∂tm

2
k +

φ4

24
∂tλ4k +

φ6

720
∂tλ6k

= − 1

M2
k

1

32π2Zk

[
k6
(

1− ηk
6

)(1

2
λ4k φ

2 +
1

24
λ6k φ

4
)

+
k4

3

(
1− ηk

4

)
Rλ4k

φ2

2

]
+

1

M3
k

1

32π2Z2
k

{
k6
(

1− ηk
6

) [
ξkRλ4k φ

2 +
1

4
(λ4k)

2 φ4 +
1

24
λ4kλ6k φ

6
]}

(6.33)

− 1

M4
k

1

32π2Z3
k

{
k6
(

1− ηk
6

) λ3
4k

8
φ6
}

+ . . . .

Agora comparando os termos de ambos os lados dessa equação

• Para o termo cinético φ4gφ, observamos que Zk = constante ou ηk = 0, portanto não

há renormalização da função de onda para um potencial par numa fase simétrica.

Podemos então fixar Zk = ZΛ = 1 em todas as escalas k. Então, em particular

Mk = k2 +m2
k, e denotamos Dk =

(
k2 +m2

k

)−1
por conveniência.

• Para o termo de massa a equação do GFR pode ser facilmente obtida de (6.33)

∂tm
2
k = − 1

32π2
k6D2

k λ4k . (6.34)

• Para os primeiros dois termos de interação temos, com Zk ≡ 1,

∂tλ4k = − k6

32π2
D2
k

(
λ6k − 6Dkλ

2
4k

)
, (6.35)

∂tλ6k = − k
6D2

k

32π2

(
λ8k − 30Dkλ4kλ6k + 90D2

kλ
3
4k

)
. (6.36)

A fim de manter nossa consideração simples, vamos truncar a expansão de Taylor

para o potencial desconsiderando todos os coeficientes a partir de λ8,k, incluindo a

definição de λ8,k = 0 na equação (6.36).

• Finalmente, o termo não-mı́nimo φ2R produz, para Zk ≡ 1

∂tξk =
k6D2

k

16π2

(
Dk ξk −

1

6k2

)
λ4k . (6.37)
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Em um perfeito acordo com as caracteŕısticas gerais do GR perturbativo no espaço-

tempo curvo (como descrito na Introdução), as equações para os acoplamentos λ4k e λ6k

não dependem de ξk, enquanto a equação do GFR para ξk depende dos acoplamentos. Ao

mesmo tempo, diferente do GR baseado no método de subtração mı́nima, aqui as funções

β para os acoplamentos e parâmetro não-mı́nimo, dependem do running da massa mk do

campo. A este respeito, as equações do GFR se assemelham ao GR baseado na subtração

de momentos, desenvolvido para o campo escalar interagindo no espaço-tempo curvo [89],

mas a dependência da massa nas presentes equações do GFR é muito mais forte.

6.3 O fluxo do GFR para os acoplamentos, massa e ξ

As equações (6.34)-(6.37) devem ser exploradas numericamente. Para isso introduzimos

as quantidades adimensionais

mt =
mk

k
, Dt =

1

1 +m2
t

, λ4t = λ4k , λ6t = k2λ6k , λ8t = k4λ8k , . . . (6.38)

que vamos supor serem dependentes do parâmetro adimensional t = log(k/µ), definido

em (6.4). Então as equações tornam-se

∂tm
2
t = −2m2

t −
1

32π2
D2
tλ4t , (6.39)

∂tλ4t = − 1

32π2
D2
t

(
λ6t − 6Dtλ

2
4t

)
, (6.40)

∂tλ6t = 2λ6t −
1

32π2
D2
t

(
λ8t − 30Dtλ4tλ6t + 90D2

tλ
3
4t

)
. (6.41)

Além disso, a equação do GFR para ξ(t) em termos da nova variável tem a forma

∂tξt =
1

16π2
D3
t

(
ξt −

1

6Dt

)
λ4t . (6.42)

É fácil ver que no limite sem massa, Dt → 1, essa equação reproduz as principais carac-

teŕısticas da equação do GR a 1-loop no esquema de subtração mı́nima como é conhecido

a partir de [12,98].

A análise numérica dessas equações mostra que o fluxo do GFR pode ser bem diferente

daquele para o running do GR perturbativo a 1-loop, principalmente devido à presença da

massa. Como se pode ver a partir dos gráficos apresentados nas figuras 6.1, a massa cresce
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Figura 6.1: Fluxo do parâmetro não-mı́nimo ξt e acoplamentos m2
k, λ4k, λ6k (em unidades

de µ) com t = log(k/µ) na fase não quebrada. Os dados iniciais no cutoff Λ = µe5 são

m2 = µ2, λ4 = 0.5, λ6 = 0 e ξ = 1/6.

rapidamente quando flui da escala cutoff ultravioleta (UV) em t = 5 (correspondendo

a um valor de cutoff Λ = e5µ) para o infravermelho (IV) em t = 0 que corresponde

a k = µ. Como mencionado anteriormente, na abordagem não perturbativa do GFR

há um desacoplamento IV de sexta potência que é muito forte quando comparado ao

desacoplamento quadrático usual do Teorema de Appelquist e Carazzone [84]. Como

resultado, no caso em discussão pode-se observar que o running para todos os acoplamentos

e em particular ξt, na verdade congela em valores t . 1 ou equivalentemente em escalas

k . µ · e.

A figura 6.2 mostra o running do parâmetro não-mı́nimo ξt para o mesmo potencial

inicial como na figura 6.1, mas para diferentes valores iniciais de ξ no cutoff UV. Depen-

dendo do valor inicial o parâmetro pode aumentar ou diminuir durante o fluxo para o
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Figura 6.2: Running do parâmetro não-mı́nimo ξt com t = log(k/µ) para os mesmos aco-

plamentos iniciais como na figura 6.1, mas com diferentes valores iniciais ξ na vizinhança do

acoplamento conforme ξc = 1/6. No sentido horário da parte superior: ξc−2δ, ξc−δ, ξc+δ

e ξc + 2δ com δ = 1/24.

IV. Mas em todos os casos considerados, os valores no UV e IV não são muito diferentes.

Nos fluxos investigados (apenas alguns são mostrados na figura) a mudança relativa foi

somente em torno de um porcento.

6.4 Quebra de simetria e fluxo do GFR para a

dimensão anômala

Como já sabemos, na truncagem APL (6.2) não há running do GR da dimensão

anômala ηk para potenciais pares. Ao mesmo tempo, tal running está presente em te-

oria escalar além de 1-loop e seria interessante observá-lo dentro da abordagem do GFR.
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Uma das possibilidades está relacionada a teorias com simetria quebrada. Isso significa

que devemos introduzir uma massa quadrática negativa na ação clássica (6.1) e implemen-

tar essa informação na ação efetiva média (6.2) por imposição da condição de contorno na

escala cutoff k = Λ. Então o potencial efetivo do campo escalar não é convexo em escalas

intermediárias e isso precisa ser levado em conta, no presente caso há de se considerar

oscilações próximas ao mı́nimo não simétrico desse potencial.

No espaço curvo a quebra espontânea de simetria encontra sérias complicações, porque

a posição de tal mı́nimo não é constante para uma curvatura não constante. A situação

foi explorada em detalhes em [109] e foi mostrado que as não localidades surgem em tal

teoria mesmo em ordens baixas da curvatura. Contudo, uma vez que nossa intenção aqui

é considerar casos relativamente simples, permita-nos considerar a aproximação de ordem

zero e correspondentemente supor que a posição do mı́nimo do potencial é homogêneo e

independente da curvatura, denotado por φ0,k, tal que u′′k(φ0,k) = m2
k ≥ 0 é a massa (f́ısica)

na fase quebrada. Então pode-se expandir o potencial efetivo como

uk = λ0k +
∑
n≥2

λnk
n!

(φ− φ0k)
n , (6.43)

com pequeno φ− φ0k e mı́nimo dependente da escala φ0k. Então

u′′k = λ2,k +
∑
n≥3

λn,k
(n− 2)!

(φ− φ0k)
n−2 ≡ m2

k + w′′k . (6.44)

Nota-se facilmente que essas definições de m2
k e wt são diferentes das definições prévias,

porque a expansão é realizada na fase espontaneamente quebrada. No entanto, nas novas

notações as equações (6.12) e (6.14) têm quase a mesma forma de antes, nas notações

antigas. Mas na fase quebrada, potências ı́mpares de φ − φ0k aparecem tal que muitos

mais termos surgem na expansão em série de potências do lado direito da equação de

fluxo. Quando se calcula o lado esquerdo da equação de fluxo, deve-se levar em conta que

o mı́nimo φ0k do potencial dependente da escala flui.

Assim, continuamos por inserir as expansões (6.43) e (6.44) na equação do GFR com

a renormalização da função de onda dependente da escala, praticamente da mesma forma

que fizemos antes. Finalmente, a mudança para as quantidades adimensionais (6.38) e
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para os campos adimensionais de acordo com

χ = k−1Z
1/2
k φ e χ0k = k−1Z

1/2
k φ0k (6.45)

permite-nos chegar às equações do GFR na fase quebrada. Para simplificar a notação

usamos as seguintes abreviações

At =
1

32π2

(
1− ηt

6

)
e Gn =

λn
1 +m2

t

. (6.46)

O running da constante cosmológica λ0t é dado por

∂tλ0t + 4λ0t = AtDt , (6.47)

e uma vez que não realimentam o running dos acoplamentos restantes ele será descartado.

Comparar os termos lineares em χ− χ0t nos leva ao running do campo médio

∂tχ0t +
(

1 +
ηt
2

)
χ0t = AtDt

G3

m2
t

. (6.48)

Essa equação de fluxo garante que χ0t permaneça um mı́nimo de potencial dependente

da escala em todas as escalas. Ao escrever as equações de fluxo para os acoplamentos

adimensionais m2
t , λ3t, . . . , λ6t, numa expansão até ordem 6, usamos a equação de fluxo

(6.48) para simplificar as expressões resultantes. Desta forma chegamos a

(
∂t + 2− ηt

)
m2
t = AtDt

(λ3t

m2
t

G3 −G4 + 2G2
3

)
, (6.49)(

∂t + 1− 3

2
ηt
)
λ3t = AtDt

(λ3t

m2
t

G4 −G5 + 6G3G4 − 6G3
3

)
, (6.50)(

∂t − 2ηt
)
λ4t = AtDt

(λ3t

m2
t

G5 −G6 + 6G2
4 + 8G3G5 − 36G2

3G4 + 24G4
3

)
, (6.51)(

∂t − 1− 5

2
ηt
)
λ5t = AtDt

(λ3t

m2
t

G6 + 20G4G5 + 10G3G6 − 90G3G
2
4

− 60G2
3G5 + 240G3

3G4 − 120G5
3

)
, (6.52)(

∂t − 2− 3ηt
)
λ6t = AtDt

(
20G2

5 + 30G4G6 − 90G3
4 − 360G3G4G5 − 90G2

3G6

+ 1080G2
3G

2
4 + 480G3

3G5 − 1800G4
3G4 + 720G6

3

)
. (6.53)

Nas duas últimas equações de fluxo os termos contendo λ7t e λ8t são omitidos na apro-

ximação polinomial de sexta ordem. Além disso, no espaço curvo encontra-se a nova
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equação para o parâmetro não mı́nimo

(
∂t − ηt

)
ξt =

Dt

16π2

[(
1− ηt

6

) (
G4 − 3G2

3

)
Dtξt −

1

6

(
1− ηt

4

) (
G4 − 2G2

3

)]
. (6.54)

A fim de explorar o sistema de equações (6.49)-(6.54) precisamos de uma equação adicional

que define como ηt depende da escala. Para obter essa dependência (na nossa truncagem

ela é induzida pelo último termo em (6.28)), deve-se lembrar que o running de todos os

acoplamentos e de Zk (que define ηt) não depende da presença de um espaço curvo de

fundo. Como resultado, nós podemos usar o conhecido resultado do espaço plano para

ηt derivado em [91, 114] e recentemente explorado em [115]. Em termos de quantidades

adimensionais, o resultado para a dimensão anômala é

ηt =
1

32π2

[
u′′′t (χ0t)

]2[
1 + u′′t (χ0t)

]4 =
1

32π2

λ2
3t

(1 +m2
t )

4
, (6.55)

onde χ0t é a posição de mı́nimo do potencial dependente da escala. Claramente, no

esquema de truncagem considerado a renormalização da função de onda somente ocorre

na fase quebrada com coeficiente λ3t diferente de zero. Decorre de (6.48) que a simetria só

pode ser quebrada se λ3t no UV é diferente de zero e isso deve ser levado em conta para

a análise numérica do sistema de equações (6.49)-(6.55).

Os resultados numéricos de tal análise são apresentados nas figuras 6.3 e 6.4. O pri-

meiro gráfico da figura 6.3 mostra como o valor do campo φ0k depende da escala ao ser

minimizado na fase quebrada. Como esperado, o mı́nimo do potencial é conduzido para

mais perto da origem pelas flutuações quânticas. Para a escolha dos parâmetros iniciais

no cutoff Λ = µe5

φ0 ≈ 3.5µ, m2 = µ2, λ3 = µ, λ4 = 0.5, λ5 = λ6 = 0, (6.56)

o sistema permanece na fase quebrada para todas as escalas. Isso também pode ser visto

do running dos acoplamentos mostrados na figura 6.4. O acoplamento λ3k diminui rapi-

damente quando se move do UV para o IV. Ao mesmo tempo os acoplamentos superiores

λ5k e λ6k adquirem valores diferentes de zero, embora permaneçam pequenos no IV.

Resolvemos as equações de fluxo com ηt → 0. Claro, deve-se escolher a dimensão

anômala auto consistentemente. Mas desde que na escala k = µ temos λ3 ≈ 0.0189 e
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Figura 6.3: Fluxo do mı́nimo do potencial efetivo como função de t = log(t/µ). Para

φ0Λ ≈ 3.5µ (e os mesmos parâmetros como na figura 6.4) o sistema permanece na fase

quebrada para todas as escalas k.

m2 ≈ 15.2, a primeira estimativa para a dimensão anômala é

ηk=µ ≈
1

32π2

λ2
3µ

(1 +m2
µ)4
≈ 1.6 · 10−11 (6.57)

e produz um pequeno valor no IV. Assim, supor ηt → 0 é uma aproximação muito boa.

De modo a induzir mudanças qualitativas mais dramáticas no fluxo do parâmetro não-

mı́nimo, consideramos outros conjuntos de parâmetros iniciais no UV. Para parâmetros

iniciais que podem ser integrados ao IV, não observamos um forte running de ξ. Assim

conclúımos que a forma qualitativa do fluxo de ξt não é muito senśıvel aos parâmetros

iniciais.
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Figura 6.4: Running do parâmetro não-mı́nimo ξt e acoplamentos m2
k, λ3k, . . . , λ6k (em

unidades de µ) como funções de t = log(k/µ). Os dados iniciais na escala cutoff k = Λ =

µe5 são m2 = µ2, λ4 = 0.5, λ3 = µ, λ5 = λ6 = 0 e ξ = 1/6.
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6.5 Considerações finais

Constrúımos e exploramos as equações do GFR para um campo escalar real no espaço-

tempo curvo incluindo o parâmetro não-mı́nimo ξ da interação não-mı́nima entre campo

escalar e curvatura. As funções β obtidas dentro do esquema simples de truncagem esco-

lhido (6.2) reproduz várias caracteŕısticas do GR perturbativo padrão, incluindo as que

se pode provar como sendo as propriedades universais não perturbativas do fluxo do GR.

Em primeiro lugar, as equações do GFR seguem a conhecida hierarquia da renormalização

no espaço curvo, como descrito pelos pontos i) - iii) da Introdução. Por outro lado, a

trajetória do GFR para ξ corresponde à equação que é linear em ξ, exatamente como

deveria ser, tanto no ńıvel perturbativo quanto no ńıvel não perturbativo. No caso sem

massa, a função β para o parâmetro ξ tem o ponto fixo conforme ξ = 1/6, que é t́ıpico

para o caso de 1-loop [12]. Em nossa opinião, isso pode ser resultado da forma restrita da

nossa truncagem (6.2), porque correções em loops mais elevados envolvem potências de

log(φ) em ambos os setores, potencial e cinético, que estão além da aproximação dada.

O aspecto mais notável do fluxo do GR para uma teoria massiva é o forte desacopla-

mento de sexta potência no IV. Como resultado, o running de todos os acoplamentos e

ξ, na verdade se estabilizam rapidamente quando varremos toda a escala compreendida

entre os cutoffs UV e IV. Conclúımos que o running desejavelmente forte de ξ não pode

ser alcançado no âmbito da teoria escalar. Ao mesmo tempo, existem possibilidades de se

obter tal efeito numa teoria mista com diferentes escalas de massa, especialmente através

de efeitos quânticos de part́ıculas relativamente leves ou sem massa.

Uma extensão interessante do fluxo do GR na teoria com o parâmetro não-mı́nimo

está relacionada à fase quebrada, quando pode-se também observar a renormalização da

função de onda e seus efeitos nas trajetórias do GR para os acoplamentos e ξ. Verificamos

que, independentemente da forma do fluxo do GR, a forma qualitativa do fluxo para ξ

permanece a mesma, no sentido que o efeito numérico da dependência da escala é bem

pequeno na teoria escalar. Uma das consequências é que a dependência da escala na parte

não local da ação induzida da gravidade na teoria com quebra espontânea de simetria será

também pequena. No entanto, como foi discutido em [17], qualquer forma de dependência
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da escala pode ter um impacto significativo no termo de constante cosmológica induzido e

especialmente em suas extensões não locais. Portanto, o problema do running de ξ do UV

ao IV merece estudos mais detalhados, especialmente em teorias mais gerais que envolvem

várias escalas em massa.



CAṔITULO 7

Conclusões e perspectivas

Ao longo do desenvolvimento desta tese, foram obtidos diferentes resultados acerca

do uso do grupo de renormalização aplicado a diferentes modelos de gravitação quântica.

Seguem abaixo, os resultados originais obtidos, bem como as posśıveis perspectivas de

trabalho.

Referentes ao caṕıtulo 3

1. Adicionamos o termo de Holst à teoria de Einstein-Cartan da gravidade com torção.

Apresentamos uma derivação simples do termo de Holst [49] em termos das com-

ponentes irredut́ıveis do tensor torção. Com a presença deste termo as interações

de contato entre a corrente vetorial e a corrente vetorial axial ganharam uma com-

ponente extra que viola a paridade da teoria. Essa é a violação de paridade mais

simples posśıvel e portanto o parâmetro de Barbero-Immirzi pode ser visto como

uma extensão de um parâmetro extra não-mı́nimo que viola a paridade da ação de

Einstein-Cartan.

2. Escrevemos a ação clássica da teoria nos limites off- e on-shell e posteriormente

calculamos as divergências a 1-loop com base na ação clássica off-shell seguindo o

93
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esquema padrão [20]. Obtivemos a ação efetiva nos limites off- e on-shell. Escolhemos

usar a ação efetiva on-shell uma vez que este resultado não depende do calibre

escolhido e logo não possui ambiguidades nos valores dos parâmetros que descrevem

o comportamento da teoria.

3. Constrúımos a versão on-shell reduzida do grupo de renormalização pelo método da

subtração mı́nima. Usamos para tal a regularização dimensional e portanto foi ne-

cessário formular também os contratermos na versão on-shell em n dimensões espaço-

temporais. Escrevemos a ação on-shell renormalizada e obtivemos as equações do

grupo de renormalização on-shell para a constante cosmológica Λ, para as correntes

externas Jµ e W µ e para o parâmetro de Barbero-Immirzi γ.

4. A exploração do comportamento assintótico das cargas efetivas da presente teoria

tornou-se analiticamente muito complicado e infelizmente não fomos capazes de re-

solvê-lo numa maneira satisfatória. A partir disso continuamos nossas considerações

com suposições mais simples a fim de se mostrar ao leitor a origem do problema. A

suposição mais simples foi a de que todos os parâmetros da teoria têm um running

moderado. Com isso chegamos a uma equação para o grupo de renormalização que

é conhecida como equação de Ricatti. Um cálculo direto dessa equação nos mostrou

que não há ráızes reais não nulas e portanto a chance de se encontrar um ponto fixo

não trivial (não Gaussiano) para essa teoria é muito pequena.

5. A parte mais interessante do nosso trabalho foi explorar o running do parâmetro

de Barbero-Immirzi finito, mas não obtivemos resultados anaĺıticos confiáveis, par-

timos então para a análise numérica dos resultados o que nos mostrou que há uma

dependência muito forte na escolha das condições iniciais. Não houve uma mudança

significativa dos resultados nem mesmo quando o running da constante cosmológica

Λ foi considerado. De onde conclúımos que na presença do parâmetro de Barbero-

Immirzi não há pontos fixos não triviais.

6. O conjunto de equações que obtivemos aqui pode ser visto como uma aproximação

nas baixas energias para o grupo de renormalização da teoria com o limite UV tomado
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como completo, onde supostamente a teoria é renormalizável. Um trabalho que pode

ser desenvolvido a fim de se tentar eliminar tais limitações e se obter resultados

mais gerais é realizar cálculos quânticos de uma teoria mais completa acoplada a

férmions, por exemplo uma teoria com derivadas superiores no setor da métrica

e/ou com termos cinéticos para a torção, podem providenciar uma forma confiável

das equações do grupo de renormalização na teoria com o parâmetro de Barbero-

Immirzi. As ferramentas técnicas desenvolvidas aqui serão certamente necessárias e

importantes para tal cálculo.

Referentes ao caṕıtulo 4

Uma vez que neste caṕıtulo o que se fez foi um estudo de revisão expĺıcito e detalhado

sobre o trabalho de Gorbar e Shapiro [36], não cabe aqui nenhuma conclusão. O que

fica deste caṕıtulo é o trabalho que começaremos a desenvolver em breve usando

o método do heat kernel lá empregado. A ideia é aplicar esse método a um novo

modelo. O modelo escolhido é um campo tensorial massivo antissimétrico no espaço

curvo [85]. O trabalho se encontra em desenvolvimento.

Referentes ao caṕıtulo 6

1. Constrúımos todas as equações e o formalismo do GFR para o espaço-tempo curvo.

Estabelecemos o fluxo do GR no espaço-tempo curvo no setor do campo escalar (em

particular derivamos uma equação para o parâmetro não-mı́nimo) [97].

2. Fizemos a análise numérica das equações de fluxo para o acoplamento não-mı́nimo

ξ, para a massa m e demais acoplamentos da teoria para verificar o running do

GR não-perturbativo a 1-loop. Vimos que o resultado é bem diferente do obtido

quando se usa o GR perturbativo, principalmente devido à presença da massa. Aqui

as equações do GR (funções beta) dependem fortemente do running da massa do

campo envolvido. Essa investigação foi feita variando-se a escala do UV até o IV.

3. Obtivemos um running suave para o acoplamento ξ, o que não é o resultado de-

sejável. Verificamos esse comportamento para diferentes escalas e valores iniciais e a
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mudança não foi significativa. Esperamos obter tal efeito num estudo mais completo

usando uma teoria mista com diferentes escalas de massa, especialmente através de

efeitos quânticos de part́ıculas relativamente leves. Como o running de todos os

acoplamentos e ξ, na verdade se estabilizaram rapidamente quando varremos toda

a escala compreendida entre o cutoff UV e o cutoff IV, o aspecto mais notável do

fluxo do GR para essa teoria foi o forte desacoplamento de sexta potência no IV.

Lembrando que o nosso interesse no running do parâmetro ξ é devido ao fato de

este poder ter importantes implicações, como por exemplo para estudar a inflação

de Higgs.

4. Estudamos o GFR na teoria de campo escalar com a fase quebrada. Isso nos permitiu

estudar a renormalização da função de onda e seus efeitos nas trajetórias do GR

para todos os acoplamentos, inclusive ξ. Novamente fizemos a análise numérica das

equações do GR e observamos que o sistema permanece na fase quebrada para todas

as escalas, o que pode ser visto diretamente do running dos acoplamentos. Mais uma

vez obtivemos um running suave para o parâmetro não-mı́nimo ξ, independente da

escala e dos valores iniciais fornecidos. Isso nos mostra que o problema do running

de ξ do UV ao IV merece estudos mais detalhados, especialmente em teorias mais

gerais que envolvam várias escalas em massa.

5. Uma sequência desse trabalho se encontra na fase final de desenvolvimento [110]. A

idéia nesse próximo trabalho, é seguindo a mesma abordagem, definições e metodo-

logia, estudar o fluxo do GFR e o running das constantes de acoplamento da parte

de vácuo da ação efetiva.
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