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Resumo

Neste trabalho discutimos o modelo de Heisenberg isotrópico bidimensional do ponto de
vista de sistema vinculado. Nós apresentamos este sistema como uma teoria que não tem, a
prinćıpio, invariância de calibre. O conceito de invariância de calibre é muito útil em f́ısica
teórica, uma vez que permite a compreensão profunda de sistemas f́ısicos já que permite uma
escolha arbitrária de um referencial a cada instante de tempo. Na verdade, todas as teorias
que descrevem as interações fundamentais são teorias de calibre. No método de Dirac todos
os v́ınculos obtidos para o modelo de Heisenberg isotrópico bidimensional são de segunda
classe, isso significa que, em prinćıpio, o modelo não apresenta invariância de calibre. Isto será
verificado através da aplicação do método simplético. Neste contexto, o potencial simplético
(hamiltoniana) será obtido e para uma escolha de fator-ordenação particular, a saber, que as
funções dos campos devem ficar à esquerda do operador momento, nós escrevemos a equação
de Schrödinger funcional correspondente. Esta equação não será resolvida explicitamente
aqui, no entanto, isso poderia ser feito aplicando o método do cálculo funcional assim seria
obtido o espetro de energias do sistema.

Palavras-chave: Modelo de Heisenberg, Quantização, Sistemas Vinculados, Equação Fun-
cional.
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Abstract

In this work we discuss the two-dimensional isotropic Heisenberg model from the constrained
systems point of view. We present this system as a theory which has not gauge invariance.
The concept of gauge invariance is very useful in theoretical physics, since it allows a deep
understanding of physical systems and an arbitrary choice of a reference at each instant of
time. In fact, all theories describing the fundamental interactions are gauge theories. In the
method of Dirac all constraints obtained for the two-dimensional isotropic Heisenberg model
are second class, this means, at first, the model has no gauge invariance. This will be checked
by applying the symplectic method. In this context, the symplectic potential (Hamiltonian)
will be obtained and a choice of particular factor-ordering, namely that the functions of
the fields should be left to the operators, we write the associated functional equation of
Schrödinger. This equation will not be solved explicitly here, however, this could be done by
applying the method of functional calculation, and so we should obtain the energy spectrum
of the system.

Keywords: Heisenberg Model, Quantization, Constraints Systems, Functional Equation.
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Introdução

Desde a descoberta da alta supercondutividade Tc [1] o interesse no modelo de Heisenberg
bidimensional foi grandemente reavivado. Em vista disso, o estudo do magnetismo em duas
dimensões tornou-se interessante aos teóricos e experimentais [2, 3, 4]. E um grande progresso
na compreensão do magnetismo em duas dimensões foi alcançado e discutido na literatura
[5, 6, 7]. Além disso, é sabido que o limite cont́ınuo, classicamente falando, do modelo de
Heisenberg bidimensional pode ser descrito pelo modelo sigma não-linear O(3).

Um estudo consistente e sistemático dos sistemas vinculados foi inicialmente estabele-
cido por Dirac [8]. O objetivo principal do assim chamado, formalismo de Dirac, é obter
os parênteses de Dirac, que são a ponte para os comutadores da teoria quântica. Com a
classificação de v́ınculos como primeira ou segunda classe, primários ou secundários, este
formalismo tornou-se um dos padrões para a análise de sistemas vinculados. Faddeev e
Jackiw [9] propuseram um método geométrico de quantização simplética de lagrangianas de
primeira ordem para sistemas vinculados, que é diferente da tradicional abordagem Hamil-
toniana de Dirac. No método de Faddeev e Jackiw, não é preciso introduzir os v́ınculos
primários como no formalismo de Dirac, que decorre da definição dos momentos canônicos.
Além disso, a classificação dos v́ınculos como primeira ou segunda classe, primário ou se-
cundário não é necessária neste método; todos os v́ınculos são mantidos ao mesmo ńıvel.
Barcelos-Neto e Wotzasek propuseram um formalismo simplético [10], que é uma versão
extendida do método de Faddeev e Jackiw para o caso em que os sistemas vinculados.

O ponto principal do formalismo simplético é alterar o sistema introduzindo campos
auxiliares na Lagrangiana de primeira ordem, este método não deve depender da forma
como os campos auxiliares são introduzidos. A Lagrangiana de primeira ordem, que depende
das variáveis simpléticas e seus momentos canônicos generalizados, leva à matriz dois-forma
simplética fαβ. A classificação do sistema como vinculado ou não vinculado no formalismo
simplético depende do comportamento singular da matriz dois-forma simplética. A partir dáı,
podem acontecer três situações diferentes, devido a esse comportamento. Em primeiro lugar,
se a matriz dois-forma simplética é não-singular, poderá ser invertida para gerar os parênteses
de Poisson genralizados, que correspondem aos parênteses de Dirac. Em segundo lugar, se
a matriz dois-forma simplética é singular, existe um modo zero, que gera um novo v́ınculo
para o sistema. Particularmente, neste caso, os v́ınculos são colocados na parte canônica
da lagrangiana via multiplicadores de Lagrange. Então, esses v́ınculos são considerados
um-forma canônicas, enquanto multiplicadores de Lagrange são considerados como variáveis
simpléticas. Normalmente, com essa nova Lagrangiana de primeira ordem, pode fazer a
matriz dois-forma simplética não-singular depois de um número finito de iterações e obter
os parênteses generalizadas das variáveis simpléticas, que coincidem com os do formalismo
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de Dirac. Finalmente, mesmo que a matriz dois-forma seja singular, existe uma situação
para a qual os modos zero originais germ quaisquer v́ınculos sobre as variáveis dinâmicas, na
primeira etapa de iteração. Portanto, a parte canônica da Lagrangiana de primeira ordem é
inalterada, devido à ausência dos v́ınculos adicionais. Então, podemos dizer que o sistema
tem uma simetria de calibre com as regras transformação geradas por estes modos zero.

A representação funcional de Schrödinger vem sendo sistematicamente utilizada a fim de
quantificar as diferentes teorias de campo. Muitas previsões teóricas e experimentais já foram
obtidas dos funcionais de onda obtidos até agora. Um exemplo de um importante recurso
teórico de teorias de calibre estabelecidos no contexto da equação funcional de Schrödinger,
sem qualquer “aproximação” instanton, é o assim chamado, ângulo de vácuo [11].

Assim, o trabalho será apresentado da seguinte maneira, inicialmente serão apresenta-
dos os métodos de quantização de sistemas vinculados, formalismo de Dirac e formalismo
Simplético, em seguida será feita uma revisão do modelo de Heisenberg e em seguida sua
quantização e ao final será apresentada a equação de Schrödinger funcional para o modelo
de Heisenberg isotrópico bidimensional.

9



Caṕıtulo 1

Sistemas Vinculados

1.1 Conceitos Básicos.

1.1.1 Equação de Euler-Lagrange.

Para resolvermos um determinado problema em F́ısica o primeiro passo sempre é escolher
um sistema de coordenadas bem adaptado. Aqui, qualquer um desses conjuntos de coor-
denadas será chamado de coordenadas generalizadas e será representado por qi, em que o
ı́ndice i identifica quantas coordenadas serão necessárias 1. Definindo uma função dessas
coordenadas, e de suas derivadas temporais como a função lagrangiana L = L(qi, q̇i) com
L = T − V em que T e V são as energias cinética e potencial, respectivamente, maiores
detalhes sobre esta escolha em [12, 13].

Tomando a variação δq definida por δq = εη, de modo que podemos escrever

q̄ = q + δq (1.1)

Analogamente, para um funcional S, a ação, dado por S[q] =
∫ t2
t1
L(q(t), q̇(t), t)dt, a variação

é dada por

δS =

∫ t2

t1

(
∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇

)
dt (1.2)

uma integração por partes, como o uso de δq(t1) = δq(t2) = 0 leva a

δS =

∫ t2

t1

[
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇

]
δqdt (1.3)

aqui temos que impor que a ação, S, tenha um valor mı́nimo, ou seja, δS = 0, para a
trajetória f́ısica real. Dessa forma, teremos

∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
= 0 (1.4)

que é conhecida como Equação de Euler-Lagrange, e decorre do seguinte prinćıpio variacional

δS ≡ δ

∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dt = 0 (1.5)

1Os graus de liberdade do sistema.
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com δq(t1) = δq(t2) = 0. A importância desta equação está no fato de com ela podermos
atacar problemas mais gerais do que aqueles resolvidos pela mecânica vetorial de Newton.
Além disso, esta formulação é muito mais concisa elegante.

Formalmente falando, temos que para um dado sistema mecânico descrito pela lagrangiana
L(q, q̇, t), seu movimento do instante t1 ao instante t2 é tal que a ação

S =

∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dt (1.6)

é mı́nima (mais geralmente, estacionária) para a trajetória real, mantidos fixos os pontos
inicial e final da trajetória no espaço de configuração.

1.1.2 Equações de Hamilton.

Na descrição de Hamilton não usaremos as variáveis qi e q̇i para descrever a dinânica do
sistema, como foi feito acima, aqui usaremos duas quantidades qi e pi, em que pi é o momento
canônicamente conjugado a qi, definido por

pi =
∂L

∂q̇
(1.7)

Assim, nessa nova descrição, temos que fazer a substituição das variáveis (q, q̇) por (q, p)
em todas as grandezas mecânicas, e a introdução de uma função H(q, p, t) em lugar da la-
grangiana L(q, q̇, t) para gerar a dinâmica. Tal mudança de descrição realiza-se mediante
uma transformação de Legendre, que no presente contexto consiste na substituição das ve-
locidades generalizadas pelos momentos canônicos como variáveis básicas e na introdução da
função de Hamilton, ou simplesmente, hamiltoniana H(q, p, t) definida por

H(q, p, t) =
n∑
i=1

piq̇i − L(q, q̇, t) (1.8)

As consequências mais imediatas da introdução da funçãoH podem ser deduzidas tomando-
se a diferencial da Eq.(1.8)

dH =
n∑
i=1

(q̇idpi + pidq̇i)−

{
n∑
i=1

(
∂L

∂qi
dqi +

∂L

∂q̇i
dq̇i

)
+
∂L

∂t
dt

}
(1.9)

em virtude da definição (1.7) dos momentos canônicos e das equações de Lagrange, esta
última equação reduz-se a

dH =
n∑
i=1

(q̇idpi − ṗidqi)−
∂L

∂t
dt (1.10)

indicando que H, de fato, só depende dos qs e ps. Por outro lado,

dH =
n∑
i=1

(
∂H

∂qi
dqi +

∂H

∂pi
dpi

)
+
∂H

∂t
dt (1.11)
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comparando estas duas últimas equações temos:

q̇i =
∂H

∂pi

ṗi = −∂H
∂qi

(1.12)

Estas são conhecidas como Equações de Hamilton, ou Equações Canônicas de Hamilton, e
formam um conjunto de 2n equações diferenciais de primeira ordem equivalente ao sistema de
n equações diferenciais de segunda ordem de Lagrange. As quantidades (q, p) são chamadas
de variáveis canônicas e o espaço cartesiano de 2n dimensões cujos pontos são representados
pelas 2n-uplas (q, p) ≡ (q1, ..., qn, p1, ..., pn) é chamado espaço de fase. Devemos ressaltar
que, ao contrário da formulação lagrangiana em que vale a priori a conexão q̇i = dqi

dt
, na

dinâmica de Hamilton não há qualquer conexão a priori entre as variáveis canônicas, isto
é, os qs e ps são inteiramente independentes entre si. Por isso, as duas partes da Eq.(1.12)
devem ser encaradas em pé de igualdade, constituindo o conjunto completo de equações de
movimento do sistema.

Excetuados os casos em que a hamiltoniana pode ser escrita diretamente, a construção
das equações de Hamilton envolve os seguintes estágios:

1. Escolhidas as coordenadas generalizadas, constroi-se a lagrangiana L(q, q̇, t);

2. A Eq.(1.7) é resolvida para as velocidades q̇i como funções de (q, p, t);

3. Constroi-se H(q, p, t) susbtituindo-se em (1.8) os q̇s obtidos no passo anterior;

4. Uma vez obtida H(q, p, t), as equações de movimento do sistema são (1.12).

1.1.3 Vı́nculos.

Como definido em [12], v́ınculos são limitações às posśıveis posições e velocidades das part́ıculas
de um sistema mecânico, restringindo, a priori o seu movimento. É importante sublinhar
que v́ınculos são limitações de ordem cinemática impostas ao sistema mecânico. Portanto,
estas restrições antecedem a dinâmica e precisam ser levadas em conta na formulação das
equações de movimento do sistema. Restrições de natureza dinâmica - decorrentes, portanto,
das equações de movimento - não são v́ınculos. Por exemplo, a segunda lei de Newton obriga
uma part́ıcula sujeita a uma força central a se mover num plano fixo, mas isto não caracteriza
um v́ınculo.

São exemplos de sistemas vinculados2:

1. Uma part́ıcula que está restrita a uma superf́ıcie fixa;

2. Duas part́ıculas que se movem no espaço unidas por uma haste ŕıgida;

3. Um pêndulo duplo que oscila num plano vertical fixo.

mais tarde, ainda nesse trabalho, mostraremos as classificações de v́ınculos em primários e
secundários e v́ınculos de primeira e segunda classes.

2As equações de v́ınculo para estes sistemas podem ser encontradas em [12].
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1.2 Formalismo de Dirac.

Com a presença de v́ınculos, a hamiltoniana não é univocamente determinada em termos
de momento de coordenada. A fim de termos uma ideia sobre qual hamiltoniana usar,
efetivamente, no formalismo, vamos calcular as equações de movimento no espaço de fase.
Seja, então, o prinćıpio de Hamilton com L obtida a partir da transformação de Legendre
da hamiltoniana sem v́ınculos, aqui denominada Hc

0 = δS

= δ

∫ t2

t1

Ldt

= δ

∫ t2

t1

(piq̇i −Hc)dt

=

∫ t2

t1

(piδq̇i + δpiq̇i − δHc)dt (1.13)

Assim, podemos escrever δHc da seguinte maneira:

δHc =
∂Hc

∂qi
δqi +

∂Hc

∂pi
δpi (1.14)

Logo, levando este resultado na Eq.(1.13), temos∫ t2

t1

[(
−ṗi −

∂Hc

∂qi

)
δqi +

(
q̇i −

∂Hc

∂pi

)
δpi

]
dt = 0 (1.15)

Como δqi e δpi são funções arbitrárias do tempo, conclúımos que a integração na Eq.(1.15)
só é nula se o integrando o for. Portanto,(

−ṗi −
∂Hc

∂qi

)
δqi +

(
q̇i −

∂Hc

∂pi

)
δpi = 0 (1.16)

Supondo que haja M relações de v́ınculo envolvendo pi e qi (vamos admitir, por enquanto,
que só existam esses v́ınculos) nada podemos concluir da Eq.(1.16).
Por outro lado, seja φm(qi, pi) um v́ınculo, teremos:

0 ≈ δφm(qi, pi)

=
∂φm
∂qi

δqi +
∂φm
∂qi

δpi (1.17)
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São, ao todo, M equações.

Multiplicando cada uma por λm = λm(qi, pi) e somando o resultado com a Eq.(1.16),
obtemos

0 ≈
(
−q̇i +

∂Hc

∂pi
+ λm

∂φm
∂pi

)
δqi +

(
ṗi +

∂Hc

∂qi
+ λm

∂φm
∂qi

)
δpi (1.18)

Temos agora M funções arbitrárias λm = λm(qi, pi) (multiplicadores de Lagrange). As-
sim, é posśıvel obter as seguintes equações de Hamilton

q̇i ≈
∂Hc

∂pi
+ λm

∂φm
∂pi

(1.19)

ṗi ≈ −
∂Hc

∂qi
− λm

∂φm
∂qi

(1.20)

Efetivamente, é como se tivéssemos definido uma nova hamiltoniana dada por

H̃ = Hc + λmφm ≈ Hc (1.21)

Como pode ser visto, o preço pago pelos M v́ınculos é a presença de M multiplicadores
de Lagrange.
Podemos escrever as equações de Hamilton em termos dos parênteses de Poisson envolvendo
H̃

q̇i = {qi, H̃}
ṗi = {pi, H̃} (1.22)

Conforme foi dito, pode haver mais v́ınculos 3. Suponhamos que existam K v́ınculos
secundários (K +M ≤ N). Temos então,

H = Hc + λaφa a = 1, 2, 3, ...,M +K (1.23)

H é chamada de hamiltoniana total.

Vejamos agora como determinar os v́ınculos secundários, terciários etc. Seja φm um dos
M v́ınculos primários. É uma questão de consistência os v́ınculos não evolúırem com o
tempo. Assim, podemos escrever

φ̇m = {φm, H̃}
= {φm, Hc + λnφn}
≈ {φm, Hc}+ λn{φm, φn}
≈ 0 (1.24)

3Os v́ınculos φm são ditos primários, os demais são chamados de secundários, terciários etc
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Como podemos observar da expressão acima, usamos que φ̇m é obtido através dos parênteses
de Poisson com H̃.
Da equação (1.24), podemos destacar duas possibilidades que estão relacionados aos parênteses
de Poisson entre φm e φn ser ou não fracamente igual a zero:

i) {φm, φn} ≈ 0 Neste caso, obtemos {φm, Hc} ≈ 0, que é uma relação de v́ınculo. Pode
acontecer deste v́ınculo ser, simplesmente, um dos v́ınculos primários já conhecidos. Se isto
ocorrer, a relação (1.24) é uma mera relação de consistência. Mas, pode acontecer, também,
de {φm, Hc} ≈ 0 ser um novo v́ınculo. Como foi dito, um v́ınculo secundário, em virtude de
não estar vindo diretamente da relação do momento.
ii) {φm, φn} 6= 0 Agora não obtemos um novo v́ınculo, mas uma relação obtendo os mul-
tiplicadores de Lagrange λn. Este processo deve ser repetido para os v́ınculos secundários.
A partir destes, são obtidos, da mesma maneira, os v́ınculos terciários e assim por diante.
Este procedimento é conhecido como algoritmo de Dirac-Bergmann. Procedemos assim até
esgotarem todas as possibilidades, isto é, até nenhum v́ınculo novo ser obtido (apenas a
repetição dos já existentes) e até serem determinados todos os multiplicadores de Lagrange.
De agora em diante, os v́ınculos terciários e os obtidos nas demais etapas do processo serão
chamados, simplesmente, de secundários.

Voltemos, agora, ao fato de termos usado H̃ para obter φ̇m na expressão (1.24). O cor-
reto seria usar, como Dirac denominou, a hamiltoniana total , ou seja, com todos os v́ınculos
da teoria [8]. Mas isto, obviamente, não seria posśıvel pois não conhećıamos os v́ınculos
secundários. Agora já conhecemos. Não é dif́ıcil perceber que se montarmos equações seme
lhantes às equações (1.24), usando H em lugar de H̃, obteremos os mesmos multiplicadores
de Lagrange.

É oportuno comentar aqui, que os v́ınculos primários, obtidos da definição de momento
pi = ∂L

∂q̇i
e os v́ınculos secundários obtidos de relações de consistência, provenientes do fato

de os v́ınculos não evolúırem com o tempo, podem não ser os únicos v́ınculos da teoria. Nas
teorias de calibre (gauge, em inglês) 4, como o eletromagnetismo, há o aparecimento de novos
v́ınculos quando fixamos o calibre.

1.2.1 Vı́nculos de Primeira e Segunda Classes.

A classificação dos v́ınculos em primários, secundários, terciários e etc está ligada a maneira
como os v́ınculos são obtidos. Ela é, apenas, uma questão de organização. Em termos de
quantização canônica, não importa como os v́ınculos foram obtidos. O que importa é que
eles existam. Neste sentido, uma classificação mais útil é a seguinte: dentre os v́ınculos,
podem existir alguns que possuem parênteses de Poisson fracamente igual a zero com todos

4Uma teoria de calibre é aquela na qual as variáveis dinâmicas são especificadas com respeito a um
sistema de referência, cuja escolha é arbitrária no tempo. As variáveis fisicamente importantes são aquelas
que são independentes da escolha do sistema de referência. Uma transformação de variáveis induzida por
uma mudança no sistema de referência arbitrário é chamada transformação de calibre. Variáveis f́ısicas
(“observáveis”) são então ditos invariantes de calibre.
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os v́ınculos da teoria. Esses v́ınculos são denominados de primeira classe. Já aqueles que
possúırem pelo menos um parênteses de Poisson diferente de zero são chamados de segunda
classe.

O importante a destacar é que a existência de v́ınculos de primeira classe significa que
a teoria possui invariância por transformações de calibre. Há dois caminhos que podem ser
seguidos. Um deles é fixar o calibre, assim, os v́ınculos decorrentes da fixação do calibre
implicarão que aqueles v́ınculos de primeira classe passem a ser de segunda classe. Ou seja,
haverá, agora, parênteses de Poisson, daqueles v́ınculos com os da fixação de calibre que não
serão mais nulos. O problema desta escolha é que o desenvolvimento fica não covariante.

Outro caminho a ser seguido é não proceder à fixação de calibre e trabalhar covariante-
mente.

16



1.2.2 Parênteses de Dirac.

Seja a evolução temporal de uma quantidade dinâmica A(qi, pi, t). Temos, então,

dA

dt
=
∂A

∂qi
q̇i +

∂A

∂pi
ṗi +

∂A

∂t
(1.25)

Usando as equações de Hamilton dadas por (1.19) e (1.20), obtemos

dA

dt
≈ ∂A

∂qi

(
∂Hc

∂pi
+ λa

∂φa
∂pi

)
+
∂A

∂pi

(
−∂Hc

∂qi
− λa

∂φa
∂qi

)
+
∂A

∂t

≈ {A,Hc}+ λa{A, φa}+
∂A

∂t
(1.26)

em que a = 1, 2, 3, ...,M +K vide Eq.(1.23). Todos os v́ınculos estão inclúıdos. Inclusive os
decorrentes da fixação de calibre, caso existam.

No caso particular de φb ser qualquer um dos v́ınculos da teoria, vem que

0 =
dφb
dt
≈ {φb, Hc}+ λa{φb, φa} (1.27)

Seja C a matriz cujos elementos são os parênteses de Poisson dos v́ınculos, isto é,

Cab = {φa, φb} (1.28)

Logo, da Eq.(1.27) vem que
λaCba + {φb, Hc} ≈ 0 (1.29)

assim,
λaCab ≈ {φb, Hc} (1.30)

em que usamos o fato de a matriz C ser antissimétrica. Dirac mostrou que a matriz C
sempre possui determinante diferente de zero (lembrando que estamos estudando o caso que
todos os v́ınculos são de segunda classe). Assim, da Eq.(1.30), vem que

λaCabC
−1
bc ≈ C−1

bc {φb, Hc} (1.31)

portanto
λa ≈ −C−1

ab {φb, Hc} (1.32)

Introduzindo este resultado na Eq.(1.26), finalmente vem que

dA

dt
≈ {A,Hc} − {A, φa}C−1

ab {φb, Hc}+
∂A

∂t

≈ {A,Hc}D +
∂A

∂t
(1.33)
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Em que
{A,Hc}D = {A,Hc} − {A, φa}C−1

ab {φb, Hc} (1.34)

são os parênteses de Dirac entre A e Hc.

Assim, somos levados a formular a seguinte regra de quantização canônica para sistemas
vinculados:

{A,B}D −→ −i[A,B] (1.35)

em que os parênteses de Dirac são definidos de forma análoga à Eq.(1.34), ou seja,

{A,B}D = {A,B} − {A, φa}C−1
ab {φb, B} (1.36)

Uma forte evidência que sustenta a hipótese dada pela Eq.(1.35) é que as relações de
v́ınculo, que só valiam fracamente em termos dos parênteses de Poisson, valem fortemente
nos parênteses de Dirac. Isto significa que se tomarmos os parênteses de Dirac entre um
v́ınculo e uma quantidade qualquer, obteremos zero. Vejamos isto:

{A, φc}D = {A, φc} − {A, φa}C−1
ab {φb, φc}

= {A, φc} − {A, φa}C−1
ab Cbc

= {A, φc} − {A, φa}δac
= 0 (1.37)

Aqui não há mais inconsistências na teoria.
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1.3 Formalismo Simplético.

Anteriormente foi discutido o método de Dirac que fornece um tratamento consistente de
sistemas vinculados. O objetivo principal é chegar aos parênteses de Dirac, que constituem
a ponte para os comutadores (após resolvidos os problemas de ordenamento).

Em um trabalho relativamente recente [9], Faddeev-Jackiw mostraram que os parênteses
de Dirac podem ser obtidos seguindo um tratamento geométrico, baseado em estruturas
simpléticas. Este formalismo é conhecido como formalismo simplético, ou quantização simplé
tica, ou ainda, quantização simplética de Faddeev-Jackiw. A proposta de Faddeev e Jackiw
para tratar sistemas vinculados é que se fizesse, primeiramente, a eliminação dos graus de
liberdade supérfluos. Entretanto, conforme eles mesmos reconheceram, isto nem sempre
pode ser feito. Note que se isso acontecesse, não haveria sequer a necessidade de Dirac ter
desenvolvido um formalismo para tratar de sistemas vinculados, pois bastaria que se elimi-
nassem os graus de liberdade não f́ısicos e se usasse o formalismo hamiltoniano usual.

E mais recentemente, num par de trabalhos [10], J. Barcelos Neto e C. Wotzasek mostraram
que o método simplético pode ser convenientemente estendido de tal maneira que v́ınculos
possam ser incorporados. No que segue, será apresentado o formalismo simplético sem e com
v́ınculos.

Com o intuito, em prinćıpio, de termos uma notação mais concisa, vamos denotar o
conjunto de coordenadas e momentos por apenas uma quantidade yα (α = 1, 2, 3, ..., 3N),
em que

yi = qi

yN+1 = pi (i = 1, 2, ..., N) (1.38)

Neste caso, o conjunto de parênteses fundamentais de Poisson reduz-se simplesmente, a

{yα, yβ} = εαβ (1.39)

em que εαβ é um elemento da matriz

εαβ =

(
0 1
−1 0

)
(1.40)

sendo 0 a matriz nula NxN e 1 a matriz identidade NxN . É fácil ver que os parênteses de
Poisson de duas quantidades A(y) e B(y) é dado por

{A(y), B(y)} = εαβ∂αA∂βB (1.41)

sendo ∂α ≡ ∂
∂yα

. A quantidade εαβ garante a usual antissimetria dos parênteses de Poisson.

Observando-se a relação (1.39), podemos concluir que a generalização dos parênteses de
Poisson, para o caso de sistemas vinculados, deve ser do tipo

{yα, yβ} = fαβ (1.42)
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em que fαβ deve ser um tensor antissimétrico e não singular (note que essa última pro-
priedade é também verificada para o caso particular do tensor εαβ). O tensor fαβ é chamado
de tensor simplético. 5

Neste ponto, podemos compreender em que se baseiam os métodos de Dirac [8] e simplético
[9]. O primeiro é desenvolvido olhando-se para o lado esquerdo da Eq.(1.42), ou seja, ele
procura ir generalizando os parênteses de Poisson com a inclusão dos v́ınculos até chegar à
forma final quando todos os v́ınculos foram considerados. No caso do método simplético,
olha-se para o lado direito da Eq.(1.42). A ideia é ir usando os v́ınculos com o intuito de ir
deformando a estrutura geométrica da teoria até que o tensor simplético possa ser obtido.

Inicialmente, vejamos o formalismo simplético sem v́ınculo. Este método trabalha com
lagrangianas de primeira ordem. É oportuno comentar aqui que isto não é uma restrição
séria porque todos os sistemas que conhecemos, descritos por lagrangianas quadráticas, po-
dem sempre ser escritos na formulação em primeira ordem. Isto é conseguido estendendo-se
o espaço de configurações com a introdução de campos auxiliares. Estes são geralmente os
momenta, mas isto não é necessariamente obrigatório.

Seja um sistema descrito por uma lagrangiana de primeira ordem do tipo:

L = aα(y)ẏα − V (y) (1.43)

segue-se da equação de Euler-Lagrange que

fαβ ẏ
β = ∂αV (1.44)

com
fαβ = ∂αaβ − ∂βaα (1.45)

suponhamos que os coeficientes aα(y) sejam tais que det(fαβ) 6= 0. Isto significa que não há
v́ınculos. Logo, da Eq.(1.44), vem que

ẏα = fαβ∂βV (1.46)

sendo fαβ o inverso de fαβ. O tensor fαβ é o tensor simplético a que nos referimos anteri-
ormente. Vamos mostrar que, de fato, este tensor corresponde aos parênteses de Dirac para
o sistema descrito pela lagrangiana (1.43). Antes, é importante mencionar aqui que o trata-
mento de Dirac sempre leva a um número de v́ınculos maior ou igual ao tratamento simplético
(chamaremos os v́ınculos que só aparecem no formalismo simplético de v́ınculos verdadeiros).

O momento canônico conjugado à coordenada yα é um v́ınculo (não verdadeiro).

πα =
∂L

∂ẏα
= aα(y) (1.47)

5O termo simplético foi introduzido pelo matemático alemão Hermann Weyl em 1939 e deriva de uma
raiz grega que significa “entremeado”ou “entrelaçado”.
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Denotando este v́ınculo por
Ωα = πα − aα = 0 (1.48)

e calculando os parênteses de Poisson {Ωα,Ωβ}, temos

{Ωα,Ωβ} = −{πα, aβ} − {aα, πβ}
= ∂αaβ − ∂βaα
= fαβ (1.49)

Como estamos considerando que det(fαβ) 6= 0, os parênteses acima são não nulos. Os
v́ınculos Ωα são de segunda classe e, consequentemente, não há v́ınculos secundários.

Os parênteses de Dirac entre yα e yβ são:

{yα, yβ}D = {yα, yβ} − {yα,Ωρ}fρk{Ωk, y
β}

= −{yα, πρ}fρk{πk, yβ}
= fαβ (1.50)

Caso det(fαβ) = 0, não podeŕıamos expressar as velocidades como na Eq.(1.46) e,
também, não podeŕıamos obter o tensor simplético fαβ, pois fαβ não tem inversa.

Agora, vamos ver o formalismo simplético com v́ınculos [10].

Neste caso, como já comentamos anteriormente a matriz (fαβ) é singular. E não pode-
mos, de imediato, obter o tensor simplético fαβ, que nos dará, então, os parênteses de Dirac.
Este problema será discutido usando-se v́ınculos para produzir uma espécie de deformação na
estrutura geométrica, o que leva ao aparecimento de um novo tensor, que pode ser não sin-
gular. Quando isso acontece esta nova quantidade será identificada como o tensor simplético
6 Vejamos como isto é feito sistematicamente.

Seja a quantidade singular acima mencionada indicada por (f
(0)
αβ ) e consideremos que ela

tenha, digamos, M (M < 2N) modos zeros v
(0)
m , m = 1, 2, ...,M . Isto significa que

f (0)
mnv

(0)
n = 0 (1.51)

Usando a Eq.(1.51) na Eq.(1.44), vem que

v(0)
m ∂mV = 0 (1.52)

6Algumas vezes, por abuso de linguagem, nos referimos ao tensor não singular fαβ , também como tensor
simplético.
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Esta equação pode ser um v́ınculo. E vamos supor que seja o caso. Normalmente, v́ınculos
podem ser introduzidos na parte potencial da lagrangiana por meio de multiplicadores de
Lagrange. Aqui, a fim de obter uma deformação do tensor f

(0)
αβ , nós os introduziremos na

parte cinética. Isto é feito tomando-se a derivada temporal do v́ınculo e introduzindo o
resultado na lagrangiana por meio de um multiplicador de Lagrange7.

Estes multiplicadores, que denotaremos por λ
(0)
m , alargam o espaço de configurações da

teoria. As variáveis simpléticas da teoria passam a ser (yα, λ
(0)
m ) e a lagrangiana Eq.(1.43)

fica escrita como

L(0) = a(0)
α (y)ẏα + λ(0)

m Ω̇(0)
m − V (0)(y)

= a(0)
α (y)ẏα + λ(0)

m ∂αΩ(0)
m ẏα − V (0)(y)

= (a(0)
α (y) + λ(0)

m ∂αΩ(0)
m )ẏα − V (0)(y) (1.53)

Da Eq.(1.53) podemos, então, identificar novos vetores a
(1)
α e a

(1)
m :

a(1)
α = a(0)

α + λ(0)
m ∂αΩ(0)

m

a(1)
m = 0 (1.54)

Note-se que Ω
(0)
m são os v́ınculos obtidos da Eq.(1.52). Em consequência, temos tensores:

f
(1)
αβ = ∂αa

(1)
β − ∂βa

(1)
α

f (1)
αm = ∂αa

(1)
m − ∂ma(1)

α = −∂ma(1)
α

f (1)
mn = ∂ma

(1)
n − ∂na(1)

m = 0 (1.55)

sendo ∂m = ∂
∂λm

. Se detf (1) 6= 0, conseguimos eliminar os v́ınculos da teoria e tem-se o tensor
simplético da teoria. Caso contrário, devemos repetir o procedimento anterior tantas vezes
quantas forem necessárias.

Pode ocorrer, também, de se chegar a um ponto onde se obtém uma matriz singular e os
modos zeros correspondentes não conduzem a novos v́ınculos. Este é o caso, por exemplo, de
teorias de calibre. Neste ponto, se queremos definir o tensor simplético, devemos introduzir
as condições de calibre. 8

7Pode-se também tomar a derivada temporal do multiplicador de Lagrange.
8Vı́nculos provenientes da quebra de simetria de calibre.
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1.4 Modelo Sigma Não-Linear.

A densidade de lagrangiana para o modelo sigma não-linear é dada por 9

L =
1

2
∂µϕa∂

µϕa +
λ

2
(ϕaϕa − 1) (1.56)

em que a = 1, 2, ..., N são ı́ndices internos que correspondem à simetria O(N) e µ = 0, 1 são
ı́ndices do espaço-tempo. A t́ıtulo de ilustração e para melhor poder comparar os métodos
simplético e de Dirac, vamos tratar este sistema das duas maneiras. Comecemos com o de
Dirac. Os momentos canônicos são:

πa =
∂L

∂ϕ̇a
= ϕ̇a (1.57)

πλ =
∂L

∂λ̇
= 0 (1.58)

Como vemos, a expressão do momento conjugado a λ é um v́ınculo. Usando a condição
de consistência para este v́ınculo, obtém-se o v́ınculo secundário

ϕaϕa − 1 = 0 (1.59)

impondo que este v́ınculo não apresente evolução temporal, obtém-se o v́ınculo terciário

ϕaπa = 0 (1.60)

Similarmente, a condição de consistência leva ao v́ınculo quaternário

πaπa + ϕa∂
2
xϕa + λ = 0 (1.61)

A partir dáı não são obtidos mais v́ınculos e todos são de segunda classe (a teoria não possui
nenhuma invariância de calibre). Denotemos esses v́ınculos por φm, em que m = 1, 2, 3, 4
correspondem às equações (1.59), (1.60), (1.58) e (1.61). A matriz dos parênteses de Poisson
desses v́ınculos é dada por

C = ({φm(x, t), φn(y, t)})

C =


0 2 0 0
−2 0 0 λ+ 3πaπa − ϕaϕa(y)∂2

y

0 0 0 −1
0 −λ− 3πaπa + ϕaϕa(y)∂2

y 1 0

 δ(x− y) (1.62)

Na matriz acima, e também na seguinte, não foi escrita a dependência na variável x. A
inversa é

C−1 =
1

2


0 −1 −λ− 3πaπa + ϕaϕa(y)∂2

y 0
1 0 0 0

λ+ 3πaπa − ϕaϕa(y)∂2
y 0 0 2

0 0 −2 0

 δ(x− y) (1.63)

9Este modelo é tratado em [10, 14, 15] onde podem ser encontradas informações adicionais.
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Usando-se a Eq.(1.36), calculamos os parênteses de Dirac

{ϕa(x), ϕb(y)}∗ = 0

{ϕa(x), πb(y)}∗ = (δab − ϕaϕb)δ(x− y)

{πa(x), πb(y)}∗ = −(ϕaπb − ϕbπa)δ(x− y) (1.64)

Passemos, agora, ao tratamento simplético. Primeiramente, temos de passar a lagrangiana
Eq.(1.56) para primeira ordem. Isto é conseguido pela introdução de um campo auxiliar πa(x)
da seguinte maneira (aqui, o campo auxiliar é o próprio momento)

ϕ̇aϕ̇a −→ ϕ̇aπa −
1

2
πaπa (1.65)

Substituindo de volta, a equação de movimento para πa, obtém-se do termo quadrático inicial.
Com a transformação dada pela Eq.(1.65) obtemos a seguinte lagrangiana de primeira ordem

L(0) = πaϕ̇a − V (0)(ϕ, π) (1.66)

em que

V (0)(ϕ, π) =
1

2
πaπa +

1

2
ϕ′aϕ

′
a −

λ

2
(ϕaϕa − 1) (1.67)

onde ϕ′a = ∂xϕa. Podemos identificar os vetores a(0).

a(0)ϕ = π

a(0)π = 0

a(0)λ = 0 (1.68)

A matriz f (0), (2N+1)x(2N+1), é dada por

f (0) =

 0 −δab 0
δab 0 0
0 0 0

 δ(x− y) (1.69)

em que as linhas e colunas seguem a ordem ϕ, π, λ. A matriz (1.69) é singular. Os modos

zeros são ṽ
(0)
a = (0, 0, 1), onde 0 está representando uma matriz (1xN). Um v́ınculo pode

aparecer de ∫
dx

δ

δϕ̃(x, t)

∫
dyV (0)(y, t) = 0 (1.70)

que é a generalização da Eq.(1.52). Aqui, ϕ̃(x, t) está representando qualquer um dos campos
ϕ, π, λ. Considerando a Eq.(1.67) e a Eq.(1.70), obtém-se o primeiro v́ınculo

Ω(0) = ϕaϕa − 1 (1.71)
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O próximo passo é introduzir este v́ınculo na parte cinética da lagrangiana. Pelo que já
discutimos, isto pode ser feito com ηΩ̇(0) ou η̇Ω(0), em que η é um multiplicador de Lagrange.
Como já existe Ω(0) na parte potencial da lagrangiana, é mais prático fazer a substituição
λ −→ η̇ 10 Isto nos permite obter a seguinte lagrangiana modificada

L(1) = (πa + ηϕa)ϕ̇a − V (1) (1.72)

em que

V (1)(ϕ, π) =
1

2
πaπa +

1

2
ϕ′aϕ

′
a (1.73)

Assim, novos vetores a
(1)
i podem ser identificados

a(1)ϕ
a = πa + ηϕa

a(1)π
a = 0

a(1)η = 0 (1.74)

e a matriz f (1) é

f (1) =

 0 −δab −ϕa
δab 0 0
ϕa 0 0

 δ(x− y) (1.75)

que continua sendo singular. A ordem das linhas e colunas é ϕ, π, η. Usando a Eq.(1.69),

os modos zeros da Eq.(1.75), ṽ
(1)
a = (0,−ϕ̃a, δ(ab)), fornecerão o segundo v́ınculo.

Ω(1) = ϕaπa (1.76)

Introduzindo este v́ınculo na parte cinética da lagrangiana através de um multiplicador
de lagrange ρ, obtém-se

L(2) = (πa + ηϕa + ρπa)ϕ̇a + ρϕaπ̇a − V (2) (1.77)

Aqui, V (2) = V (1). Identificando os vetores a
(2)
ϕ , a

(2)
π , a

(2)
η , a

(2)
ρ , imediatamente constrúımos a

matriz f (2)

f (2) =


0 −δab −ϕa −πa
δab 0 0 −ϕa
ϕ̃b 0 0 0
π̃b ϕ̃b 0 0

 δ(x− y) (1.78)

10Mais formalmente, isto é equivalente a introduzir uma derivada total d(ηΩ(0))
dt e escolher um η de tal

maneira que λ = η̇. Podeŕıamos, também, caso desejássemos, introduzir um termo ηΩ̇(0) na parte cinética
da lagrangiana e manter o termo λΩ(0) do potencial. O resultado final seria o mesmo, apenas com mais
trabalho algébrico.
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que não é mais degenerada. Assim, podemos identificar f (2) como o tensor simplético da
teoria. É mais interessante observar que no método simplético só há dois v́ınculos. O próximo
passo é calcular a inversa. Sem maiores dificuldades, obtemos

(f (2))−1 =


0 δab − ϕaϕb −ϕb 0

−δabϕaϕb ϕaϕ̇b − ϕ̇aϕb −ϕb ϕb
−ϕa ϕ̇a 0 −1

0 ϕa 1 0

 δ(x− y) (1.79)

aqui retornamos às variáveis originais (sem campos auxiliares). Podemos, então, identificar
os seguintes parênteses

{ϕa(x), ϕb(y)} = 0

{ϕa(x), ϕ̇b(y)} = (δab − ϕaϕb)δ(x− y)

{ϕ̇a(x), ϕ̇b(y)} = (ϕaϕ̇b − ϕ̇aϕb)δ(x− y) (1.80)

que coincidem com os correspondentes parênteses de Dirac calculados inicialmente. Há ainda
outros parênteses envolvendo os multiplicadores de Lagrange, mas estes não têm significado
f́ısico porque não representam as grandezas f́ısicas pertinentes ao modelo. O que podemos
dizer é que eles apenas entram na teoria para que o tensor simplético possa ser definido
corretamente.
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Caṕıtulo 2

Modelo de Heisenberg

As propriedades dos materiais magnéticos são completamente especificadas pelas leis da
Mecânica Quântica. Porém, o tratamento de um sistema macroscópico contendo milhões
de part́ıculas torna-se inviável através destas. Assim, simplificações se tornam essenciais no
estudo desses sistemas.

Pode-se mostrar que a interação de troca, a principal responsável pelas propriedades
magnéticas dos materiais com momentos magnéticos localizados, leva a uma interação do
tipo ~Si · ~Sj, onde ~Si é o spin do ı́on localizado no śıtio i. Como uma extensão desta interação
temos o modelo de Heisenberg, que é definido pela seguinte hamiltoniana

H = J
∑
<i,j>

~Si · ~Sj (2.1)

Em que o somatório é realizado sobre os vizinhos próximos, J é a constante de acoplamento
entre vizinhos próximos e impomos o v́ınculo não-linear S2 = (Sx)2 + (Sy)2 + (Sz)2 = 1. Ar-
gumentos para esta forma de interação e do modelo podem ser obtidas nas referências [16,17].
O caso em que J > 0 na Hamiltoniana representa um acoplamento antiferromagnético, uma
vez que a energia mı́nima do estado fundamental é atingida quando os spins se alinham
antiparalelamente (~Si · ~Sj = −1). Pelo mesmo racioćınio, percebemos que, J < 0, temos
um acoplamento ferromagnético. Podemos introduzir neste modelo um termo para levar em
consideração a presença de anisotropias (existência de uma direção preferencial para os spins
se ordenarem). Neste caso a hamiltoniana fica da seguinte forma:

H = J
∑
<i,j>

(~Si · ~Sj − ΛSzi S
z
j ) (2.2)

Através da Eq.(2.2) os seguintes modelos são definidos:

1. Quando Λ = 0 temos o modelo de Heisenberg isotrópico, definido pela hamiltoniana
Eq.(2.1) que é caracterizado por não haver neste nenhuma direção preferencial para os
spins se orientarem.

2. Quando Λ = 1 a hamiltoniana é a seguinte

H = J
∑
<i,j>

(Sxi S
x
j + Syi S

y
j ) (2.3)
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Neste caso podemos obter dois modelos distintos. No modelo XY , o v́ınculo é S2 =
(Sx)2 + (Sy)2 + (Sz)2 = 1, ou seja, há as três componentes de spin. Já no modelo rotor
planar o v́ınculo é S2 = (Sx)2 + (Sy)2 = 1, ou seja, não há a terceira componente do
spin e portanto, os spins ficam confinados no plano.

3. Quando 0 < Λ < 1 temos o modelo de Heisenberg de plano-fácil, que é caracteri-
zado pela preferência dos spins se alinharem paralelamente ao plano. A hamiltoniana
novamente é dada pela Eq.(2.2).

4. Quando Λ < 0 temos o modelo de Heisenberg de eixo-fácil, que é caracterizado pela pre-
ferência dos spins se alinharem perpendicularmente ao plano (direção-z). Novamente
a hamiltoniana é dada pela Eq.(2.2).

Nestes modelos a interação com um campo magnético externo pode ser introduzida através
de um termo proporcional a

∑ ~B · ~Si. Vale ressaltar que a dinâmica dos spins é obtida
através da equação quântica de movimento:

d~S

dt
=
i

~
[~S,H] (2.4)

ondeH é o hamiltoniano do modelo em questão, ~ é a constante de Plank e [~S,H] = ~SH−H~S

é o comutador de ~S e H. Lembrando que a relação de comutação entre os operadores de
spin Sx, Sy, Sz é dada por [Sα, Sβ] = i~εαβγSγ, onde εαβγ é igual a 1 se α , β e γ forem
ćıclicos, −1 caso contrário e 0 para o caso de um ı́ndice repetido. Percebemos então que no
modelo do rotor planar não há dinâmica, uma vez que não existe a componente Sz, temos a

seguinte equação de movimento [Sz, d~S
dt

] = 0.
Sistemas macroscópicos são geralmente constitúıdos por 1023 part́ıculas. Sendo assim, seu

tratamento matemático, mesmo através dos modelos propostos acima, não é fácil. Geral-
mente, recorre-se ao tratamento destes e outros modelos através de técnicas aproximadas,
como a aproximação de campo médio [18], métodos computacionais, entre outras. Podemos
também tratar estes modelos de uma forma anaĺıtica através da teoria de campo que os
reproduza [19, 20, 21, 22]. O uso de uma teoria de campo justifica-se já que esta descreve
sistemas com infinitos graus de liberdade, e em um sistema composto por cerca de 1023

part́ıculas podemos considerar infinitos graus de liberdade em primeira aproximação. Outra
aproximação posśıvel é tratar os modelos considerando que os śıtios da rede são compostos
por spins com elevados números quânticos. Desta forma, podemos desconsiderar o prinćıpio
da incerteza, ou seja, assumimos que podemos conhecer as três componentes de spin simul-
taneamente. Os sistemas onde esta última aproximação se aplica são comumente referidos
como sistemas clássicos de spin.

Uma forma de se obter uma teoria de campo correspondente a estes modelos é considerar
o limite cont́ınuo. Isto é feito assumindo-se que o espaçamento de rede (distância entre
dois śıtios de uma rede quadrada) é despreźıvel e considerar que a direção dos spins varia
lentamente. Isto corresponde a analisar a região de grandes comprimentos de onda e baixas
energias desses sistemas, sendo aplicados portanto à faixa de baixas temperaturas. Vamos
obter o limite cont́ınuo do modelo de Heisenberg isotrópico. Partindo de sua hamiltoniana,
Eq.(2.1), vamos considerar o spin no śıtio i interagindo com os spins i+ 1, no śıtio à direita,
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e i−1 no śıtio à esquerda, i+2 no śıtio acima e i−2 no sitio abaixo, em uma rede quadrada.
Definindo

Tα = Sαi (Sαi+1 + Sαi−1) + Sαi (Sαi+2 + Sαi−2) (2.5)

em que α = x, y, z, podemos, em uma aproximação cont́ınua, escrever:

Sαi+1 = Sαi + a
∂Sαi
∂x

+
a2

2

∂2Sαi
∂x2

+ ... (2.6)

Sαi−1 = Sαi − a
∂Sαi
∂x

+
a2

2

∂2Sαi
∂x2

+ ... (2.7)

Sαi+2 = Sαi + a
∂Sαi
∂y

+
a2

2

∂2Sαi
∂y2

+ ... (2.8)

Sαi−2 = Sαi − a
∂Sαi
∂y

+
a2

2

∂2Sαi
∂y2

+ ... (2.9)

(2.10)

em que a é o espaçamento de rede. Temos então que:

Tα = 2Sαi S
α
i + a2∂

2Sαi
∂x2

Sαi + 2Sαi S
α
i + a2∂

2Sαi
∂y2

Sαi (2.11)

Tα

2
= 2(Sαi )2 +

a2

2

[
∂2Sαi
∂x2

+ a2∂
2Sαi
∂y2

]
Sαi (2.12)

Agora, considerando as três componentes de spin, (T x, T y, T z) e substituindo o somatório
em Eq.(2.1) por

∫ ∫
dxdy
a2 =

∫
d2r
a2 , temos:

H = −2J

∫
[(Sx)2 + (Sy)2 + (Sz)2]

d2r

a2
− Ja2

2

∫ 3∑
α=1

[
∂2Sαi
∂x2

+ a2∂
2Sαi
∂y2

]
Sα
d2r

a2

H = −2J

∫
~S2d

2r

a2
− Ja2

2

∫ 3∑
α=1

[
∂2Sα

∂x2
+ a2∂

2Sα

∂y2

]
Sα
d2r

a2
(2.13)

em que S1 = Sx, S2 = Sy e S3 = Sz. O ı́ndice i foi omitido pois qualquer śıtio pode agora
ser considerado e, sendo assim, dividimos o resultado acima por 2, já que cada par de śıtios
(~Si · ~Sj) foi contado duas vezes. Integrando por partes os termos da segunda integral, temos:∫

dy
∂2Sα

∂y2
Sα = −

∫ (
∂Sα

∂y

)2

dy (2.14)

O termo −2J
∫
~S2 d2r

a2 , que é a energia fundamental do sistema, é infinito para uma rede

infinita, uma vez que estamos impondo o v́ınculo não-linear ~S2 = |~S| = 1, e deve ser
subtráıdo da hamiltoniana original. Assim, obtemos:

H =
J

2

∫ 3∑
α=1

[(
∂Sα

∂x

)2

+

(
∂Sα

∂y

)2
]
d2r (2.15)
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que pode ser reescrito da seguinte forma:

H =
J

2

∫
(∂µ~S) · (∂µ~S)d2r µ = 1, 2 (2.16)

em que ∂1 = ∂
∂x

e ∂2 = ∂
∂y

. Este resultado obtido para o modelo de Heisenberg bidimensional

é conhecido em teoria de campos como o modelo O(3) não-linear, ou modelo σ não-linear.
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Caṕıtulo 3

Modelo de Heisenberg como Sistema
Vinculado

Este caṕıtulo está baseado no artigo submetido “Hidden symetries in the two-dimensional
isotropic Heisenberg Model”, Gabriel L. Silva et al. Neste trabalho, os autores fizeram
a quantização do modelo de Heisenberg isotrópico bidimensional, obtendo os parênteses de
Dirac, tanto via Formalismo de Dirac quanto via Formalismo Simplético. Os autores também
obtiveram a equação de Schrödinger funcional, que será apresentada mais adiante.

3.1 Obtenção dos Parênteses de Dirac do Modelo de

Heisenberg Isotrópico via Formalismo de Dirac.

Tomando a Lagrangiana do modelo de Heisenberg isotrópico

L =
1

2
J

∫
d2x[(∂0Si)

2 −
∑
i

(∂µSi)
2] (3.1)

Que pode ser reescrita como:

L =
1

2
J

∫
d2x

∑
i

[Ṡ2
i − (∂µSi)

2] (3.2)

Para obtermos a hamiltoniana, devemos calcular os momentos conjugados πi

πi =
∂L

∂Ṡi
= JṠi

Portanto:

Hc =

∫
d2x

∑
i

[πi
πi
J
− 1

2J
πiπi +

J

2
(∂µSi)

2]

=

∫
d2x

∑
i

[
1

J
πiπi +

J

2
(∂µSi)

2] (3.3)
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adicionado o v́ınculo SiSi = 1 na Eq.(3.3)

H =

∫
d2x

∑
i

[
1

J
πiπi +

J

2
(∂µSi)

2 + λ(SiSi − 1)] (3.4)

em que λ é o multiplicador de Lagrange.
Usando a condição de consistência de que o v́ınculo, Ω1 = SiSi−1, seja conservado no tempo,
isto é,

Ω̇1 = {Ω, H} ≈ 0

=

∫
d2y

∑
i

1

J
{SiSi − 1, πiπi} =

∫
d2y

∑
i

[2Si
1

J
2πjδ(x− y)] ≈ 0

=
4

J
Siπi ≈ 0

Assim, podemos definir Ω2 = Siπi
Para Ω2, teremos:

Ω̇2 = {Ω2, H} =

∫
d2y

∑
i

{Siπi,
1

J
πjπj +

J

2
(∂µSj)

2 + λ(SjSj − 1)} ≈ 0

=

∫
d2y

∑
i

[πi
2

J
πi + Si

J

2

∂

∂Si
(
∂Si
∂xµ

)2 + Siλ2Si]δ(x− y)

=
∑
i

2

J
πiπi + 2λSiSi ≈ 0

que não representa um novo v́ınculo. Assim,

{Ω1,Ω2} = {SiSi − 1, Sjπj} = Si{Si, Sjπj}+ {Si, Sjπj}
= SiSj{Si, πj}+ Sj{Si, πj}Si = 2SiSjδ

2(~x− ~y) (3.5)

Logo, a matriz C terá a seguinte forma:

C =

[
0 2
−2 0

]
S2
i δ(x− y) (3.6)

cuja inversa é dada por

C−1 =

[
0 −1

2
1
2

0

]
S−2
i δ(x− y) (3.7)

Então,

{Si, Sj}D = {Si, Sj} − {Si,Ω1}C−1
12 {Ω2, Sj} − {Si,Ω2}C−1

21 {Ω1, Sj} = 0 (3.8)

{Si, πj}D = {Si, πj} − {Si,Ω1}C−1
12 {Ω2, πj} − {Si,Ω2}C−1

21 {Ω1, πj}
= δijδ(x− y)− SRδRi(1/2)S−2

i δ(x− y)2Smδjm

=

(
δij −

SiSj
S2
i

)
δ(x− y) (3.9)
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{πi, πj}D = {πi, πj} − {πi,Ω1}C−1
12 {Ω2, πj} − {πi,Ω2}C−1

21 {Ω1, πj}
= −2Skδki(−1/2)S−2

i δ(x− y)δjmπm − δkiπk(1/2)S−2
i δ(x− y)2Smδij

=
Siπj − πiSj

S2
i

δ(x− y) (3.10)
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3.2 Obtenção dos Parênteses de Dirac do Modelo de

Heisenberg Isotrópico via Formalismo Simplético.

Para implementar o método simplético introduziremos as variáveis auxiliares πi, tal que a
densidade de lagrangiana de segunda ordem na velocidade, dada na Eq.(3.1), pode ser escrita
como lagrangiana de primeira ordem dada por

L(0) = πiṠi − V (0), (3.11)

com

V (0) =
1

2J
π2
i +

1

2
λ
(
S2
i − 1

)
− J

2
(∂kSi)

2. (3.12)

As coordenadas simpléticas são ξ
(0)
α = (Si, πi, λ) e o ı́ndice (0) indica a iteração de ordem

zero. O tensor simplético, Eq.(1.45), nesse caso, é dado por:

f (0) =

 0 −δij 0
δji 0 0
0 0 0

 δ(x− y). (3.13)

Esta matriz é singular, então, considerando o seguinte modo zero,

ν(0) =

 0
0
1

 . (3.14)

Contraindo este modo zero com o gradiente do potencial V (0), dado na Eq.(3.12), o seguinte
v́ınculo é obtido,

Ω1 =
1

2
(S2

i − 1). (3.15)

De acordo com o formalismo simplético, este v́ınculo deve ser introduzido na parte canônica
da lagrangiana de primeira ordem Eq.(3.11) junto com o multiplicador de Lagrange ρ e então
nós obtemos a Lagrangiana para primeira iteração como

L(1) = πiṠi + Ω1ρ̇− V (1), (3.16)

com

V (1) = V 0 |Ω1=0=
1

2J
π2
i +

J

2
(∂kSi)

2. (3.17)

As novas coordenadas simpléticas são ξ
(1)
α = (Si, πi, ρ) com a seguinte um forma canônica

do momento,

a
(1)
Si

= πi

a(1)
πi

= 0,

a(1)
ρ =

1

2
(S2

i − 1). (3.18)
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O tensor simplético correspondente f (1) é dado por,

f (1) =

 0 −δij Si

δji 0 0
−Sj 0 0

 δ(x− y), (3.19)

que é singular e tem um modo zero que gera o novo v́ınculo,

Ω2 =
1

J
Skπ

k. (3.20)

Introduzindo o v́ınculo Ω2 na Lagrangiana de primeira iteração Eq.(3.16) com um mul-
tiplicador de Lagrange ζ, a Lagrangiana de segunda iteração é obtida como

L(2) = πiṠi +
1

2
(S2

i − 1)ρ̇+
1

J
(Siπ

i)ζ̇ − V (2), (3.21)

com V (2) = V (1) |Ω1=0. As coordenadas simpléticas estendidas são ξ
(2)
α = (Si, πi, ρ, ζ) e a

nova um forma canônica do momento é

a
(2)
Si

= πi

a(2)
πi

= 0

a(2)
ρ =

1

2
S2
i − 1,

a
(2)
ζ =

1

J
Siπ

i. (3.22)

A matriz f (2) correspondente é

f (2) =


0 −δij Si 1

J
πi

δji 0 0 1
J
Si

−Sj 0 0 0
− 1
J
πj − 1

J
Sj 0 0

 δ(x− y), (3.23)

que é uma matriz não singular. Daqui identificamos imediatamente os parênteses de Dirac
dados por

{Si(x), Sj(y)}∗ = {ρ(x), ρ(y)}∗ = {ζ(x), ζ(y)}∗ = 0,

{Si(x), πj(y)}∗ =

(
δij −

SiSj
S2
i

)
δ(x− y),

{πi(x), πj(y)}∗ =
(Siπj − Sjπi)

S2
i

δ(x− y). (3.24)

{Si(x), ρ(y)}∗ = − Si
S2
i

δ(x− y),

{πi(x), ρ(y)}∗ =
πi
S2
i

δ(x− y),

{πi(x), ζ(y)}∗ = −JSi
S2
i

δ(x− y),
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que são os mesmos obtidos anteriormente para as variáveis Si e πi.
Isto significa que, em prinćıpio, este modelo não apresenta simetria de calibre.
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3.3 Obtenção dos Parênteses de Dirac do Modelo de

Heisenberg Anisotrópico via Formalismo de Dirac.

Tomando a Lagrangiana do modelo de Heisenberg anisotrópico em z

L =
1

2
J

∫
d2x(∂0Si)

2 −
∑
i

(∂µSi)
2 + Λ(∂µSz)

2 (3.25)

Que pode ser reescrita como:

L =
1

2
J

∫
d2x{

∑
i

[(Ṡi − (∂µSi)
2] + Λ(∂µSz)

2} (3.26)

Para obtermos a hamiltoniana, devemos calcular os momentos conjugados πi

πi =
∂L

∂Ṡi
= JṠi

Portanto:

Hc =

∫
d2x

∑
i

[πi
πi
J
− 1

2J
πiπi +

J

2
(∂µSi)

2 + Λ(∂µSi)
2]

=

∫
d2x

∑
i

[
1

J
πiπi +

J

2
(∂µSi)

2 + Λ(∂µSi)
2] (3.27)

adicionando o v́ınculo SiSi − 1 = 0 na Eq.(3.27)

H =

∫
d2x

∑
i

[
1

J
πiπi +

J

2
(∂µSi)

2 + Λ(∂µSi)
2 + λ(SiSi − 1)] (3.28)

onde λ é o multiplicador de Lagrange.
Usando a condição de consistência de que o v́ınculo, Ω1 = SiSi−1, seja conservado no tempo,
isto é,

Ω̇1 = {Ω, H} ≈ 0

=

∫
d2y

∑
i

1

J
{SiSi − 1, πiπi} =

∫
d2y

∑
i

[2Si
1

J
2πjδ(x− y)] ≈ 0

=
4

J
Siπi ≈ 0

Assim, podemos definir Ω2 = Siπi
Para Ω2, teremos:

Ω̇2 = {Ω2, H} =

∫
d2y

∑
i

{Siπi,
1

J
πjπj +

J

2
(∂µSj)

2 +
J

2
Λ(∂µSz)

2 + λ(SjSj − 1)]} ≈ 0

=

∫
d2y

∑
i

[πi
2

J
πi + Si

J

2

∂

∂Si
(
∂Si
∂xµ

)2 + ΛSi
J

2

∂

∂Sz
(
∂Sz
∂xµ

) + Siλ2Si]δ(x− y)

=
∑
i

2

J
πiπi + (1 + Λ)

J

2
Si∂µSi + 2λSiSi ≈ 0
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que não representa um novo v́ınculo. Assim,

{Ω1,Ω2} = {SiSi − 1, Sjπj} = Si{Si, Sjπj}+ {Si, Sjπj}
= SiSj{Si, πj}+ Sj{Si, πj}Si = 2SiSjδ

2(~x− ~y) (3.29)

Logo, a matriz C terá a seguinte forma:

C =

[
0 2
−2 0

]
S2
i δ(x− y) (3.30)

cuja inversa é dada por

C−1 =

[
0 −1

2
1
2

0

]
S−2
i δ(x− y) (3.31)

Então,

{Si, Sj}D = {Si, Sj} − {Si,Ω1}C−1
12 {Ω2, Sj} − {Si,Ω2}C−1

21 {Ω1, Sj} = 0 (3.32)

{Si, πj}D = {Si, πj} − {Si,Ω1}C−1
12 {Ω2, πj} − {Si,Ω2}C−1

21 {Ω1, πj}
= δijδ(x− y)− SRδRi(1/2)S−2

i δ(x− y)2Smδjm

=

(
δij −

SiSj
S2
i

)
δ(x− y) (3.33)

{πi, πj}D = {πi, πj} − {πi,Ω1}C−1
12 {Ω2, πj} − {πi,Ω2}C−1

21 {Ω1, πj}
= −2Skδki(−1/2)S−2

i δ(x− y)δjmπm − δkiπk(1/2)S−2
i δ(x− y)2Smδij

=
Siπj − πiSj

S2
i

δ(x− y) (3.34)
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Caṕıtulo 4

Cálculo Funcional

4.1 Derivada Funcional.

Um espaço funcional é um espaço onde cada ponto é uma função no espaço-tempo. Ou seja,
cada ponto no espaço funcional é um mapeamento do espaço-tempo no conjunto dos números
reais ou complexos. Para nossos propósitos um funcional será um escalar, um espinor ou um
vetor no espaço-tempo. Um ponto particular num espaço funcional será o mapeamento dos
pontos do espaço-tempo nos escalares, espinores ou nos vetores. [23]

Um mapeamento dos pontos do espaço das funções nos números é chamado funcional.
Assim sendo, um funcional associa um número com cada função do espaço-tempo. Por exem-
plo, seja a um ponto no espaço funcional, A. a é um escalar no espaço-tempo, a = a(x) ∈ C
ou R. Seja F um funcional em A, logo, F leva pontos de A nos números. Denotaremos o
uso dos funcionais de F por colchetes, F = F [a] ∈ C ou R. Um exemplo simples de um
funcional é F [a] =

∫
a(x)dx.

Quando nos movemos de ponto a outro no espaço-tempo, os valores de um funcional,
F [a], devem mudar. A taxa de variação de F com respeito a variação no funcional a é
expressa como a derivada funcional de F , δF

δa
. A derivada funcional de F é formalmente

definida como
δF [a]

δa
= lim

ε→0

F [a+ εδ]− F [a]

ε
(4.1)

em que δ é a distribuição delta de Dirac. Da mesma forma, podemos definir a derivada
funcional direcional, na direção de uma função η(x) como

δηF [a]

δηa
= lim

ε→0

F [a+ εη]− F [a]

ε
(4.2)

A derivada funcional ordinária, definida na Eq.(4.1), é a derivada direcional na direção da
função δ.

Sempre podemos incluir explicitamente a dependência do espaço-tempo quando escreve-
mos a derivada funcional. Assim, com δF [a]

δa(x)
estamos querendo dizer que a mudança em F

39



com respeito a mudança do funcional a somente no ponto x. Formalmente,

δF [a]

δa(x)
= lim

ε→0

F [ã]− F [a]

ε
(4.3)

em que ã é a função obtida da adição de a e ε somente no ponto x em que ã = a + ε. Se
tomarmos F [a] =

∫
a(z)δ(z − y)dz = a(y), então, F [ã] =

∫
(a(z) + εδ(x− z))δ(z − y)dz. Da

definição (4.3) ou (4.1), vemos que

δa(y)

δa(x)
= δ(x− y) (4.4)

evidentemente, a Eq.(4.2) implica que

δηa(y)

δηa(x)
= ηδ(x− y) (4.5)

O formalismo da derivada funcional, Eq.(4.4), pode ser usado para calcular as equações de
movimento, a partir da ação, sem mencionar explicitamente a equação de Euler-Lagrange.

4.2 Equação Diferencial Funcional.

Na representação de Schrödinger da teoria de campo, a equação de Schrödinger funcional,
que é uma equação envolvendo a função de onda do estado quântico. Como demonstrado na
seção anterior, já tratamos de equações diferenciais funcionais quando calculamos as equações
de movimento para os campos. Para o campo a(x), as equações de campo são

δS[a]

δa(x)
= 0 (4.6)

em que S[a] é o funcional da ação. A forma do funcional da ação é conhecida e a Eq.(4.6)
estabelece que as soluções de campos clássicos são os pontos cŕıticos do funcional S[a] no
espaço funcional A.

A mecânica quântica requer uma filosofia diferente em relação ao que nós queremos de
uma equação diferencial funcional. No caso clássico visto anteriormente, a forma do fun-
cional é conhecida e nós estamos buscando pontos isolados no espaço dos funcionais. No
caso quântico, a forma do funcional é desconhecida e o objetivo é resolver a equação difer-
encial funcional. Nós não estamos interessados em pontos particulares do espaço funcional.

Uma equação diferencial funcional pode ser pensada como um conjunto de infinitas
equações diferenciais acopladas ou de uma equação diferencial parcial num espaço infinito-
dimensional. Resolveremos algumas equações para mostrar a complexidade e a liberdade na
escolha da solução.
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Podemos pedir emprestado uma técnica das equações diferenciais parciais e tentar uma
separação de variáveis num espaço infinito. Isto funciona para equações lineares em que as
soluções são exponenciais. Por exemplo, considere uma equação diferencial funcional,∫

dy
δ

δa(y)
F [a] = −µF [a] (4.7)

O lado esquerdo é a soma de operadores diferenciais não acoplados, para cada y do espaço-
tempo. Portanto, podemos escrever o funcional como um produto infinito, um fator para
cada “componente”de a. Para um ponto x, fixo no espaço-tempo, por exemplo, z = a(x).
Então, cada fator deverá satisfazer

d

dz
F(z) = −fF(z)

com isso, F(z) = exp(−fz), assim,

F [a] = η
∏
x

exp(−f(x)a(x))

= ηexp

(
−
∑
x

f(x)a(x)

)

= ηexp

(
−
∫
dxf(x)a(x)

)
(4.8)

para satisfazer a Eq.(4.7), a função arbitrária f(x) deve obedecer

µ =

∫
dxf(x) (4.9)

A normalização, η, é determinada pelas condições iniciais ou de contorno colocadas sobre F .
Por exemplo, se F [ã] = 1 em que ã é uma função constante, ã(x) = 1, então, η = exp(µ).
Similarmente, ∫

dy
δ

δa(y)

δ

δa(y)
F [a] = −µF [a] (4.10)

é satisfeita pelo seguinte funcional

F [a] = ηexp

(
±
∫
dxf(x)a(x)

)
(4.11)

em que a função arbitrária agora satisfaz µ =
∫
dxf 2(x). Como a função arbitrária f(x) é

dependente numa equação diferencial. Por exemplo, considere∫
dy

(
δ

δa(y)

δ

δa(y)
− b(y)

)
F [a] = µF [a] (4.12)

esta equação é satisfeita por

F [a] = ηexp

(
±
∫
dx
√
b(x)a(x)

)
(4.13)
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Podemos complicar e arruinar a separação de variáveis acoplando funções de diferentes pon-
tos. Considere a adição de um “potencial”a Eq.(4.10)∫

dy
δ

δa(y)

δ

δa(y)
F [a] +

∫
dxdyf(x, y)a(x)a(y)F [a] = µF [a] (4.14)

O segundo termo do lado esquerdo acopla a num ponto com a em outro ponto. O acoplamento
é dado por f(x, y). Assumindo que f(x, y) é simétrica em x e y. Nós encontramos equações
similares a esta em teoria de campos. Em geral, desde que F [a] apareça em todos os termos,
nós podemos substituir

F [a] = ηexp(G[a]) (4.15)

e resolver a equação resultante para G[a].∫
dy

δ

δa(y)

δ

δa(y)
G[a] +

(
δ

δa(y)
G[a]

)2

= µ−
∫
dxdyf(x, y)a(x)a(y) (4.16)

Para prosseguirmos, notamos que o primeiro termo acima, δ2

δa(y)2
G[a], remove 2 fatores

de a(y) de G[a], enquanto o segundo remove um fator e eleva ao quadrado o resultado. O
lado direito é o funcional conhecido µ −

∫
dxdyf(x, y)a(x)a(y) que deve ser igual ao lado

esquerdo. A hipótese mais simples é tomar um funcional quadrático em a. Dessa forma,
a segunda derivada será uma constante que nós podemos igualar com µ, enquanto que a
derivada elevada ao quadrado, ainda será quadrática em a e será igualada a f(x, y)a(x)a(y).
Com isso, podemos escrever G[a] como um funcional quadrático geral.

G[a] =

∫
dxdyg(x, y)a(x)a(y) (4.17)

G[a] será a solução desde que a simetria de g(x, y) satisfaça

µ =

∫
dyg(y, y)

f(x, y) =

∫
dzg(x, z)g(y, z) (4.18)

A técnica de contagem de potências usada acima pode ser explorada em situações nas
quais o número de derivadas de um funcional desconhecido aparece de um lado, enquanto
um funcional conhecido, que é polinomial em a, aparece no outro lado. Como outro exemplo,
considere a equação ∫

dy
δ

δa(y)

δ

δa(y)
F [a] = µG[a] (4.19)

em que

G[a] =

∫
dxf(x)a(x)
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A derivada dupla no lado esquerdo remove dois fatores em a de F [a]. O funcional da direita
contém um único fator de a. Um fator em a deve permanecer em F [a] após a remoção dos
dois, então F [a] deve ser cúbico em a. Nós podemos tentar

F [a] =

∫
dxf(x)a3(x)

mas encontraŕıamos divergências quando aplicada na Eq.(4.19). Em particular, a segunda
derivada com respeito a a(y) deve ser δ(0). Em geral, para evitar divergências, nós devemos
“espalhar”os três fatores de a e escrever

F [a] =

∫
dxf(x, y, z)a(x)a(y)a(z) (4.20)

Aplicando a Eq.(4.19), encontramos que f(x, y, z) deve satisfazer

µg(x) = 2

∫
dy(f(y, y, z) + (fy, x, y) + f(x, y, y)) (4.21)

Embora esta equação diferencial funcional pareça fácil de ser resolvida, não é simples encon-
trarmos uma f(x, y, z) que satisfaça a equação integral (4.21) para uma dada g(x).

Até agora, as funções arbitrárias, f , que aparecem nas soluções das equações diferenciais
funcionais satisfazem equações integrais. Nós podemos mudar isso, complicando a equação
diferencial funcional, com a adição de operadores diferenciais no espaço-tempo. Por exemplo,
consideremos uma pequena variação da Eq.(4.19)∫

dy
δ

δa(y)
(∂2
y)

δ

δa(y)
F [a] = µ

∫
dxg(x)a(x) (4.22)

Usando a mesma técnica de contagem de potências temos que a Eq.(4.20) será solução se
f(x, y, z) satisfizer à seguinte equação diferencial-integral

µg(z) =

∫
dy

∂2

∂y2
f(y, t, z)|t=y +

∂2

∂y2
f(y, z, t)|t=y + ...+

∂2

∂y2
f(t, z, y)|t=y (4.23)

Notemos que para evitar divergências, não devemos colocar mais do que um fator de a(z),
no mesmo ponto do espaço-tempo, no funcional. No entanto, a teoria de campo antes de
ordenação normal e renormalização está repleta de divergências, talvez por isso, funcionais
com divergências e fatores coincidentes de a não sejam tão ruins ou inevitáveis. Por exemplo,
considere novamente a Eq.(4.14) e assumindo que f(x, y) é diagonal, ou seja, que f(x, y) =
h(x)δ(x−y). De fato, esta situação aparece em teoria de campo. Para satisfazer a Eq.(4.18),
g(x, y) também deve divergir. A divergência é δ(0) que pode ser interpretada como o volume
do sistema.

Tendo 2 fatores de a(x) num funcional, não necessariamente teremos divergências. Suponha
que a é, neste caso, um vetor funcional, ~a(~x). Uma solução desta equação

~a(~y)× δ

δ~a(~y)
F [a] = 0 (4.24)

é

F [a] =

∫
d3x~a(~x) · ~a(~x) (4.25)
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4.3 Integral Funcional.

Integrais funcionais são integrais de funcionais no espaço das funções e, em geral, não são
bem definidas. Existem apenas dois tipos que podem ser resolvidos exatamente.

O primeiro tipo que podemos integrar exatamente é o funcional-δ, δ[a− ξ]. De fato,∫
Daδ[a− ξ] = 1 (4.26)

o śımbolo D para a medida acima indica que é a integral sobre o espaço funcional contendo
a(~x). Podemos pensar que Da é definido como o produto infinito

Da =
∏
~x

da(~x) (4.27)

O funcional-δ pode ser considerado como o produto infinito

δ[a− ξ] =
∏
~x

δ(a(~x)− ξ(~x)) (4.28)

com isso, a integral na Eq.(4.26) é um produto infinito de integrais independentes, uma para
cada ~x. Usando o mesmo racioćınio, podemos se ver que se F [a] é um funcional arbitrário,
então ∫

DaF [a]δ[a− ξ] ≈
∫ ∏

~x

δ((~x)− ξ(~x))F [a]

=
∏
~x

∫
da(~x)δ(a(~x)− ξ(~x))F [a]

= F [ξ] (4.29)

Algumas vezes é proveitoso pensar que as funções, tais como a(~x), são vetores coluna infinito-
dimensional, em que x faz o papel de um ı́ndice. Sob esse ponto de vista, a integral funcional
surge como um limite infinito-dimensional de uma integral ordinária finito-dimensional.

O segundo tipo de funcionais que podem ser integrados exatamente são os funcionais
Gaussianos. Consideremos ∫

Dae(−F [a])

em que

F [a] =

∫
dxa2(x) (4.30)

Como no caso funcional-δ, nós podemos resolver essa integral exatamente porque ela pode
ser fatorada em um produto de infinitas integrais Gaussianas. Para resolver esta integral
usaremos o resultado conhecido que ∫ ∞

−∞
dxe−αx =

√
π

α
(4.31)
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Nós temos, ∫
Dae−

∫
dxa2(x) →

∫ ∏
x

da(x)e−
∑
x a

2(x)

=

∫ ∏
x

da(x)
∏
x

e−a
2(x)

=
∏
x

∫
da(x)e−a

2(x)

=
∏
x

√
π (4.32)

que é divergente. Seguindo os mesmos passos anteriores, temos∫
Dae−

∫
dxαa2(x) =

∏
x

√
π

α
(4.33)

ou, no caso mais geral, ∫
Dae−

∫
dxf(x)a2(x) =

∏
x

√
π

f(x)
(4.34)

Se tomarmos que a(x) é um vetor infinito-dimensional, então, devemos tomar f(x) como
uma matriz diagonal infinito-dimensional,

f(x, y) = f(x)δ(x− y)

f(x) representa os elementos diagonais da matriz diagonal. Eles são os autovalores da matriz.
O produto dos autovalores é o determinante da matriz, logo∏

x

√
π

f(x)
→ (
√
π)∞

∏
x

1√
f(x)

=
(
√
π)∞√
detf

= (detf)−
1
2

(
f

π

)
assim, ∫

Dae−
∫
dxf(x)a2(x) =

(
√
π)∞√
detf

= (detf)−
1
2

(
f

π

)
(4.35)

De certo modo, nós obtemos a Eq.(4.35), por tomar, audaciosamente, um limite infinito-
dimensional de um resultado finito-dimensional. O número potencialmente infinito no nu-
merador, é absorvido ou cancelado pela normalização. Em última análise, nós efetivamente
temos que definir a integral do funcional Gaussiano como tendo determinante com potência
−1

2
do operador, posta entre dois fatores de a(x).

Se o operador não for diagonal, o resultado permanece o mesmo.∫
Dae−

∫
dxdya(x)g(x,y)a(y) =

(
√
π)∞√
detg

(4.36)

Nós podemos justificar esse resultado considerando o caso finito-dimensional e tomando o
limite simples.
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Caṕıtulo 5

A Equação de Schrödinger Funcional

O modelo de Heisenberg isotrópico 2D, é descrito pelo modelo sigma não-linear O(3) [14]1 é
dado pela seguinte lagrangiana

L =
J

2

∫
d2x∂µS

a∂µSa

=
J

2

∫
d2x[(∂0S

a)2 − (∂iS
a)2], (5.1)

com o v́ınculo

Ω1 = SaSa − 1. (5.2)

Aqui, µ = 0, 1, 2, i = 1, 2, a são os ı́ndices relacionados a simetria do grupo O(3), a métrica
tem a seguinte assinatura (+,−,−) e nós estamos utilizando a convenção de que ı́ndices
repetidos indicam soma.

Começaremos impondo o v́ınculo Ω1, Eq.(5.2). Em vista disso, nós escreveremos um dos
campos, por exemplo, S3, em termos dos outros campos S1 e S2,

S3 =
√

1− SiSi, (5.3)

em que i = 1, 2. Da Eq.(5.3), nós obtemos

∂µS
3 = − Si∂µS

i

√
1− SiSi

. (5.4)

Introduzindo as Eqs. (5.3) e (5.4) na Eq.(5.1), nós temos um modelo descrito em termos
dos campos S1 e S2

L =
J

2

∫
d2xgij∂µS

i∂µSj, (5.5)

em que

1Neste trabalho foi obtida a Equação de Schrödinger Funcional para o modelo sigma não-linear.
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gij =
SiSj

1− SiSi
. (5.6)

Agora, construiremos a hamiltoniana do modelo para posterior quantização. Para isso,
tomemos os momentos

πi =
∂L

∂Ṡi
. (5.7)

Então, teremos

πi = JgijṠj. (5.8)

Para escrever a hamiltoniana do modelo, nós devemos saber como se inverte a Eq.(5.8),
de modo que seja posśıvel escrever as velocidades em termos dos momentos.

O cálculo da inversa de gij nos leva a

g̃ij = δij − SiSj. (5.9)

Portanto,

Ṡi =
1

J
g̃ijπj. (5.10)

A hamiltoniana total do modelo, cuja expressão geral é

H =

∫
d2x(πiṠ

i − L), (5.11)

toma a forma particular,

H =

∫
d2x(

1

2J
g̃ijπiπj +

J

2
gij∂kS

i∂kS
j), (5.12)

em que ∂k significa a derivada parcial com respeito as coordenadas espaciais.
Note que, por definição, (Si, πj) formam um par de variáveis canonicamente conjugadas

que têm os parênteses de Poisson usuais,

{Si(x), πj(y)} = δijδ
2(x− y). (5.13)

Agora nós gostaŕıamos de escrever a equação de Schrödinger funcional para o modelo
de Heisenberg isotrópico 2D. Assim, introduziremos o funcional de onda Ψ[Si, t] e iremos
considerar Si e πi operadores. Isso significa que na representação dos campos os momentos
são substitúıdos pelas seguintes derivadas funcionais

π(x) −→ −i δ

δSi(x)
, (5.14)

onde nós temos ~ = 1.
O funcional de onda Ψ satisfaz à equação de Schrödinger funcional
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i
∂

∂t
Ψ[Si, t] = Ĥ[Si, t]Ψ[Si, t], (5.15)

onde Ĥ é a versão operatorial de H, Eq.(5.12).
É importante observar que se g̃ij depende dos campos, o termo cinético na Hamiltoniano

H, Eq.(5.12), desenvolverá fatores de ordenamento amb́ıguos sobre a quantização. Para
resolver esse problema, temos que escolher um fator de ordenamento particular. Sendo
assim, devemos escrever todas as funções dos campos à esquerda dos operadores momento.
Justificamos essa escolha observando que no estudo do modelo de primeira classe vinculado, o
ordenamento é consistente com a versão operatorial da álgebra clássica de v́ınculos e também
do Hamiltoniano de primeira classe, que leva à mesma equação funcional de Schrödinger.

Da Eq.(5.12) e a particular escolha do fator de ordenamento mencionado acima, a equação
Schrödinger funcional para o modelo de Heisenberg isotrópico é dada por∫

d2x(
1

2J
g̃ij

δ2Ψ

δSiδSj
+
J

2
gij∂kS

i∂kS
jΨ) = i

∂

∂t
Ψ. (5.16)

Desde que o Hamiltoniano escrito na Eq.(5.12) não dependa explicitamente do tempo,
nós podemos separar a dependência temporal do funcional de onda e escrevemos

Ψ[Si, t] = e−EtΨ[Si]. (5.17)

Da Eq.(5.16), vemos que Ψ[Si] satisfaz a equação de Schrödinger independente do tempo,∫
d2x(

1

2J
g̃ij

δ2Ψ

δSiδSj
+
J

2
gij∂kS

i∂kS
jΨ) = EΨ. (5.18)

Assim, fica claro que as energias, E, podem ser encontradas ao resolvermos a equação
Eq.(5.18). Como dito anteriormente, esta equação foi obtida no artigo submetido “Hid-
den symetries in the two-dimensional isotropic Heisenberg Model”, Gabriel L. Silva et al,
em que os autores obtiveram esta mesma equação considerando o sistema como invariante
de calibre.
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Caṕıtulo 6

Considerações Finais

Neste trabalho apresentamos uma breve revisão das idéias principais de sistemas vincula-
dos, os quais necessitam de um tratamento diferenciado daqueles sistemas sem v́ınculos.
Isso acontece porque a presença de v́ınculos pode gerar inconsistências na teoria. A fim
de sanar estas inconsistências foram desenvolvidos formalismos para tratar sistemas com
v́ınculos. Aqui, apresentamos o formalismo de Dirac, que é um formalismo hamiltoniano em
que os parênteses de Poisson são generalizados, levando aos chamados parênteses de Dirac,
que consideram os v́ınculos na sua construção. O outro formalismo apresentado aqui foi
o formalismo simplético, este é um formalismo lagrangiano que modifica o espaço de con-
figuração, com a introdução de variáveis novas, multiplicadores de Lagrange, estes também
são os responsáveis por introduzir os v́ınculos na lagrangiana.

Vimos também o modelo de Heisenberg, a forma de sua hamiltoniana e as anisotropias
que podem surgir. No limite cont́ınuo, classicamente falando, vimos que esse modelo tem uma
hamiltoniana que apresenta a mesma forma da hamiltoniana do modelo sigma nao linear.
Dessa forma, pode ser tratado como uma teoria de campos e do ponto de vista de sistemas
vinculados. Assim, calculamos os parênteses de Dirac, tanto via formalismo de Dirac quanto
via formalismo Simplético. Em seguida, foi obtida a equação de Schrödinger funcional do
modelo. É oportuno comentar aqui, que o modelo de Heisenberg isotrópico bidimensional
foi descrito recentemente como uma teoria de calibre 1 e a equação de Schrödinger funcional
para a versão invariante de calibre do modelo coincide com a obtida aqui, mostrando a
equivalência das duas descrições.

Como perspectiva futura, vamos realizar o mesmo estudo para o caso em que existam
anisotropias na hamiltoniana de Heisenberg (aqui chegamos a obter os parênteses de Dirac via
formalismo de Dirac). Pretendemos realizar a quantização canônica, obtendo os parênteses de
Dirac, e também queremos obter a equação de Schrödinger funcional do modelo anisotrópico.

1Artigo submetido “Hidden symetries in the two-dimensional isotropic Heisenberg Model”, Gabriel L.
Silva et al.
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