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Resumo

Em este trabalho estudamos algumas estruturas matemáticas presentes no modelo

semiclássico para o spin não relativ́ıstico proposto nas referências [5] e [6]. Obtemos as

equações semiclássicas de movimento para o spin não relativ́ıstico aplicando o teorema

de Ehrenfest à equação de Pauli. Olhando o spin S como um momento angular interno,

identicamos ele como a aplicação de momento ligada à ação de Poisson de SO(3) sobre

o espaço de fase interno R
6. Para eliminar os graus de liberdade extras presentes no

modelo restringimos a dinâmica a uma superf́ıcie de spin V3 impondo v́ınculos. Além

disso, mostramos que a superf́ıcie de spin V3 tem estrutura de fibrado com base S2, fibra

t́ıpica SO(2) e com aplicação de projeção S. Finalmente apresentamos a formulação do

problema variacional para o modelo.

Palavras-chave: Variedades de Poisson, Aplicação de momento, Sistemas com v́ınculos,

Modelos semiclássicos de spin.



Abstract

In this work we study some mathematical structures arising in a nonrelativistic spinning-

particle model proposed in [5] and [6]. We obtain the semiclassical equations of motion

from the Pauli equation via the Ehrenfest theorem. Looking for the spin S as an intrisic

angular momentum, we identify it with the momentum map of the SO(3) Poisson action

on the inner phase space R
6. In order to eliminate the extra degrees of freedom, we im-

pose some constraints which restrict the evolution of the system on the spin surface V3.

We show that V3 is a fiber bundle with base S2, standard fiber SO(2) and projection S.

Finally, we present the formulation of variational problem for the model.

Keywords: Poisson manifolds, Momentum map, Constrained systems, Semiclassical des-

cription of spin.
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Introdução

A interpretação f́ısica dos resultados dos cálculos realizados nos quadros da teoria

quântica devem ser feita usando os conceitos e as noções clássicas (em termos de part́ıculas

e interações entre eles). Portanto, precisamos ter a relação mais exata posśıvel entre os

conceitos clássicos e quânticos. Um dos “caminhos” que liga estes conceitos é o paradigma

de quantização canônica, que permite construir uma teoria quântica a partir de uma dada

teoria clássica.

Em particular, a mecânica quântica da part́ıcula sem spin pode ser obtida aplicando

o procedimento da quantização canônica à mecânica clássica descrita pela Lagrangeana

L =
mẋ2

2
− V (x). Este procedimento funciona da seguinte maneira: primeiro é cons-

trúıda a formulação Hamiltoniana para o sistema; segundo, seguindo o procedimento de

quantização canônica de Dirac associamos as variáveis do espaço de fase aos operadores

com comutadores, substituindo os colchetes de Poisson e sobre esta base escrevemos a

equação de Schrödinger.

É natural perguntar quanto dessa ideia pode ser realizada em outros sistemas f́ısicos.

Em particular, neste trabalho estamos interessados na descrição semiclássica das part́ıculas

com spin. Apesar de muitos esforços [2,3,4,7,8,9,10,13,15,16]; este problema não tem uma

solução completamente satisfatória até agora. Na nossa opinião, um modelo mecânico

razoável de spin não relativ́ıstica tem que satisfazer as seguintes condições:

- Tem que ser constrúıdo sem uso de variáveis de Grassmann.

- Este deve ser obtido de um prinćıpio de mı́nima ação, isto é admita uma funcional

de ação Lagrangeana. Isto implica que na formulação Hamiltoniana obtemos um

espaço de fase equipado com o colchete de Poisson canônico

{xi, pj} = δij , {ωk, πl} = δkl

- O modelo deve admitir interação com um campo eletromagnético externo.
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- Deve produzir o limite clássico correto quando ~ → 0. No modelo do spin não

relativ́ıstico, é esperado que o modelo produza: a equação de Lorentz para a variável

de posição e a equação semiclássica de precessão do spin na presença do campo

magnético externo.

- O procedimento de quantização canônica para a part́ıcula não relativ́ıstica produz

a teoria de Pauli.

- Os valores do spin estejam fixados no modelo clássico.

Objetivo desta dissertação é observar as estruturas algébricas e da geometria diferencial

que ficam por trás deste modelo, e começar o estudo (aplicações) destas estruturas. No

primeiro caṕıtulo foi estudado as variedades de Poisson até a versão Hamiltoniana do

teorema de Noether e apresentado o exemplo do momento angular como aplicação deste

teorema. No segundo caṕıtulo reformulamos o nosso modelo de spin pegando ideias das

variedades de Poisson. A reformulação pode ser resumida como se segue

1.- Desenvolvemos ummétodo para produzir uma álgebra de Lie de operadores quânticos

[ẑi, ẑj] = i~ckij ẑk desde um espaço de fase R
2m com colchete de Poisson canônico,

após ter aplicado o procedimento de quantização canônica. Mostramos que para

cada representação m-dimensional daquela álgebra de Lie pode ser feita essa cons-

trução.

2.- No caso do spin não relativ́ıstico, a álgebra dos seus operadores quânticos é a álgebra

so(3). Tomamos a representação adjunta desta álgebra e definimos as variáveis de

spin S sobre um espaço de fase R
6. Para eliminar os graus de liberdade extras,

não presentes na teoria quântica, impomos v́ınculos restringindo a dinâmica a uma

superf́ıcie do espaço de fase chamada de superf́ıcie de spin não relativ́ıstica e indicada

por V3.

3.- Mostramos que V3 é difeomorfa ao grupo SO(3) e portanto herda a estrutura de

fibração deste grupo. Assim, temos um fibrado onde V3 é o espaço total, S2 é a

base, SO(2) é a fibra t́ıpica e S é a projeção.

4.- Propomos uma ação Lagrangeana para o modelo. Esta ação produz tanto as

equações semiclássicas de movimento, quanto os v́ınculos presentes no modelo. Ob-
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tida a formulação Hamiltoniana do modelo e após ter aplicado o procedimento de

quantização canônica, produzimos o Hamiltoniano quântico da equação de Pauli.

A continuação natural deste trabalho é desenvolver um modelo para o spin relativ́ıstico.

Parte do nosso objetivo foi tentar entender geometricamente o modelo do spin não rela-

tiv́ıstico e levar este conhecimento para o spin relativ́ıstico.
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Preliminares Geométricos

Aqui vamos resumir alguns fatos da geometria diferencial e de sistemas dinâmicos em

variedades necessários para a apresentação dos Sistemas Hamiltonianos sobre variedades

de Poisson. As principais referências para a geometria diferencial [12], [19] e [20]; e para

os sistemas dinâmicos [1] e [18].

Denotaremos porM uma variedade diferencial de dimensãom. O conjunto das funções

diferenciáveis F :M −→ R será denotado por F(M). Se sobre o conjunto F(M) definimos

as operações de

- soma de funções:

F +H : M −→ R

p 7−→ F (p) +H(p)

- produto de escalar com função:

aF : M −→ R

p 7−→ aF (p)

- produto de funções:

FH : M −→ R

p 7−→ F (p)H(p)

ele torna-se uma álgebra comutativa sobre o corpo dos números reais. Além disso, o con-

junto F(M) com as operações de soma e produto de funções constitui um anel comutativo.

Na geometria diferencial tem-se duas maneiras de definir campos vetoriais sobre uma

variedade de dimensão finita. A primeira delas é como seções do fibrado tangente e a

segunda é como derivações da álgebra F(M). Neste trabalho utilizaremos a segunda

maneira ou seja, vamos definir um campo vetorial sobre a variedade M de dimensão

finita como uma aplicação linear1 X : F(M) −→ F(M) que satisfaz a regra de Leibniz

X(FH) = F (XH) + (XF )H

1Aqui tomamos F(M) com a sua estrutura de espaço vetorial sobre o corpo dos números reais
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para quaisquer F,H ∈ F(M). O conjunto dos campos vetoriais será denotado por X(M).

Se sobre o conjunto X(M) definimos as operações de

- soma de campos vetoriais:

X + Y : F(M) −→ F(M)

F 7−→ X(F ) + Y (F )

- produto de escalar com campo vetorial:

aX : F(M) −→ F(M)

F 7−→ aX(F )

ele torna-se um espaço vetorial (de dimensão infinita) sobre o corpo dos números reais.

Alem disso, se considerarmos a operação

- produto de função com campo vetorial:

FX : F(M) −→ F(M)

H 7−→ FX(H)

o conjunto X(M) torna-se um F(M)-modulo.

Podemos dar estrutura de álgebra ao conjunto X(M) definindo um produto de dois

campos vetoriais. Assim definimos o colchete de Lie de dois campos vetoriais

[ , ] : X(M)× X(M) −→ X(M)

(X, Y ) 7−→ [X, Y ]

como

[X, Y ](F ) = X(Y F )− Y (XF )

para qualquer F ∈ F(M). O espaço vetorial X(M) com o colchete de Lie constitui uma

álgebra de Lie.

Seja
(
U, ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm)

)
uma carta de M . Para cada X ∈ X(M), obtemos a sua

expresão local em U

X(F ) = X(ϕi)∂
∗
i F

para qualquer F ∈ F(M), onde ∂∗i F = ∂i(F ◦ ϕ
−1).

Dado p ∈ M . Um vetor tangente a M em p é uma aplicação linear

v : F(M) −→ R que satisfaz a regra de Leibniz pontual

v(FH) = F (p)v(H) + v(F )H(p)
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para quaisquer F,H ∈ F(M). O conjunto dos vetores tangentes a M em p será denotado

por TpM . Se sobre o conjunto TpM definimos as operações

- soma de vetores tangentes:

v + w : F(M) −→ R

F 7−→ v(F ) + w(F )

- produto de escalar com vetor tangente:

av : F(M) −→ R

F 7−→ av(F )

ele torna-se um espaço vetorial sobre o corpo dos números reais chamado espaço tan-

gente a M em p.

Seja (U, ϕ) uma carta de M com p ∈ U . Para cada v ∈ TpM , obtemos a expressão

v(F ) = ai∂
∗
i

∣∣∣
p
F

onde ai = v(ϕi) e ∂∗i

∣∣∣
p
F = ∂i(F ◦ ϕ

−1)(ϕ(p)). Assim o conjunto

{
∂∗1

∣∣∣
p
, ∂∗2

∣∣∣
p
, . . . , ∂∗m

∣∣∣
p

}

constitui uma base para TpM .

Dado X ∈ X(M), definimos a aplicação

Xp : F(M) −→ R

F 7−→ X(F )(p)

Pode-se verificar que esta aplicação é linear e satisfaz a regra de Leibniz pontual, logo

Xp ∈ TpM . Por outro lado, pode-se verificar que para cada v ∈ TpM existe um campo

vetorial X ∈ X(M) tal que v = Xp.

Uma curva sobre M é uma aplicação diferenciável

α : I −→ M

t 7−→ α(t)

onde I ⊂ R é um intervalo aberto. Definimos o vetor velocidade da curva α em t0 da

seguinte maneira

α̇(t0) : F(M) −→ R

F 7−→ (F ◦ α)̇(t0)

Pode-se verificar que α̇(t0) ∈ Tα(t0)M .
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Dada uma carta (U, ϕ) deM , obtemos a expresão do vetor velocidade em coordenadas

locais considerando que F ◦ α = (F ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ α), definindo α = ϕ ◦ α = (α1, . . . , αm)

temos F ◦ α = (F ◦ ϕ−1) ◦α, logo

α̇(t0)(F ) = (F ◦ α)̇(t0)

= (F ◦ ϕ−1 ◦α)̇(t0)

= α̇i(t0)∂i(F ◦ ϕ)(α(t0))

= α̇i(t0)∂
∗
i

∣∣∣
α(t0)

F

ou seja

α̇(t0) = α̇i(t0)∂
∗
i

∣∣∣
α(t0)

Uma curva α : I −→M é uma curva integral do campo vetorial X ∈ X(M) se

α̇(t) = Xα(t)

para qualquer t ∈ I. Se expressarmos a condição acima em coordenadas locais (U, ϕ)

temos

α̇i(t)∂
∗
i

∣∣∣
α(t)

= X(ϕ)(α(t))∂∗i

∣∣∣
α(t)

se definimos Xi = X(ϕi)◦ϕ
−1, a equação acima torna-se uma equação diferencial ordinária

de primeira ordem

α̇i(t) = Xi(α(t))

ou vetorialmente

α̇(t) = X(α(t))

A teoria de equações diferenciais ordinárias garante a existência e a unicidade de curvas

integrais maximais para um campo vetorial sobre uma variedade. Para cada p ∈M , seja

Ip o intervalo maximal e γp : Ip −→ M a curva integral maximal com dado inicial γp(0) = p

do campo vetorial X . SejaWX =
⋃

p∈M

Ip×{p} ⊆ R×M . Pode-se provar que este conjunto

é um aberto de R×M . Definimos a aplicação diferenciável

ΦX : WX −→ M

(t, p) 7−→ γp(t)

chamado de pseudo fluxo do campo vetorial X . Este pseudo fluxo possui as seguintes

propriedades

ΦX(0, p) = p, ∀p ∈M (1)

ΦX(t + s, p) = ΦX(t,ΦX(s, p)), ∀p ∈M, t + s ∈ Ip (2)
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Além dessas propriedades, pelo fato de que ΦX(·, p) seja uma curva integral maximal do

campo vetorial X temos que

∂tΦX(t, p) = XΦX(t,p)

Dizemos que um campo vetorial X é completo se WX = R ×M e neste caso ΦX é

chamado de fluxo do campo vetorial X . Se um campo vetorial X é completo nós podemos

definir, para cada t ∈ R, a aplicação

Φt
X : M −→ M

p 7−→ ΦX(t, p)

As propriedades (1) e (2) do fluxo ΦX se traduzem para

Φ0
X = idM

Φt+s
X = Φt

X ◦ Φ
s
X , ∀t + s ∈ R

E em particular (Φt
X)

−1 = Φ−t
X . Logo o conjunto

{
Φt

X ∈ Diff(M) / t ∈ R
}
é um grupo

de difeomorfismos de M chamado de grupo uniparamétrico de difeomorfismos ou

R-ação sobre M .

Por outro lado, se temos uma aplicação diferenciável Φ : R ×M −→ M que satisfaz

as seguintes propriedades

Φ(0, p) = p, ∀p ∈M

Φ(t + s, p) = Φ(t,Φ(s, p)), ∀p ∈M, t+ s ∈ R

então esta aplicação é o fluxo do campo vetorial completo X definido da seguinte maneira

X(F ) = ∂t(F ◦ Φ)
∣∣∣
t=0

(3)

ou

Xp = ∂tΦ(0, p) (4)

Sejam M1 e M2 duas variedades diferenciáveis e Ψ : M1 −→ M2 uma aplicação di-

ferenciável. Dados os campos vetoriais X ∈ X(M1) e Y ∈ X(M2), dizemos que eles são

Ψ-relacionados se

X(F ◦Ψ) = Y (F ) ◦Ψ , ∀F ∈ F(M2)

.
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Caṕıtulo 1

Sistemas Hamiltonianos sobre

Variedades de Poisson

Aqui apresentaremos a teoria de Sistemas Hamiltonianos em variedades de Poisson,

o que seria uma generalização geométrica da Mecânica Hamiltoniana. As principais re-

ferências para este caṕıtulo são [1], [13] e [15].

1.1 Colchetes de Poisson

Um colchete de Poisson sobre uma variedade diferenciável M é uma aplicação

{ , } : F(M)× F(M) −→ F(M) com as seguintes propriedades básicas

1.- Bilinear:

{aF1 + bF2, H} = a{F1, H}+ b{F2, H}

{F, aH1 + bH2} = a{F,H1}+ b{F,H2}

2.- Anti-simétrica:

{F,H} = −{H,F}

3.- Identidade de Jacobi:

{{F,H}, K}+ {{K,F}, H}+ {{H,K}, F} = 0

4.- Regra de Leibniz:

{FK,H} = F{K,H}+ {F,H}K
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As propriedades 1, 2 e 3 tornam o (F(M), { , }) uma álgebra de Lie. Uma variedade

M munida com um colchete de Poisson é chamada de variedade de Poisson, o colchete

de Poisson define uma estrutura de Poisson sobre M .

Exemplo 1.1. SejaM = R
2n com coordenadas globais (q,p) = (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) (na

f́ısica clássica os q’s são as variáveis de posição e os p’s são as variáveis de momento).

Sejam F,H ∈ F(R2n), definimos o colchete

{F,H} =
∂F

∂qi

∂H

∂pi
−
∂F

∂pi

∂H

∂qi

Pode-se provar que este colchete satisfaz às propriedades 1, 2, 3 e 4; e portanto define uma

estrutura de Poisson sobre R
2n. Olhando as coordenadas globais q1, q2 . . . , qn, p1, p2 . . . , pn

como funções sobre R
2n temos

{qi, qj} = 0, {pi, pj} = 0, {qi, pj} = δij

O colchete apresentado neste exemplo é o colchete de Poisson usual da mecânica clássica,

também chamado de colchete de Poisson canônico.

Exemplo 1.2. Generalizando o exemplo 1.1, sejam M = R
2n+l com coordenadas globais

(q,p, z) = (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, z1, . . . zl) e F,H ∈ F(R2n+l), definimos o colchete

{F,H} =
∂F

∂qi

∂H

∂pi
−
∂F

∂pi

∂H

∂qi

Novamente, pode-se provar que este colchete satisfaz às propriedades 1, 2, 3 e 4; e portanto

define uma estrutura de Poisson sobre R
2n+l. Neste caso, temos as seguinte relações para

as coordenadas globais

{qi, qj} = 0, {pi, pj} = 0, {qi, pj} = δij

{qi, zj} = 0, {pi, zj} = 0, {zi, zj} = 0

Seja M uma variedade de Poisson. Uma função diferenciável C ∈ F(M) é chamada

de função de Casimir se {C,H} = 0 para qualquer H ∈ F(M). Ou seja, as funções

de Casimir são o centro1 da álgebra de Lie (F(M), { , }). Note que sobre qualquer vari-

edade de Poisson, as funções constantes são funções de Casimir. No exemplo 1 as únicas

funções de Casimir são as funções constantes; no caso do exemplo 2 é simples perceber

que qualquer função somente nas variáveis z’s são funções de Casimir.

1O centro de uma álgebra é o subconjunto de elementos que comutam com todos os elementos da

álgebra.
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1.2 Campos Vetoriais Hamiltonianos

Sejam M uma variedade de Poisson e H ∈ F(M). Definimos a aplicação

XH : F(M) −→ F(M)

F 7−→ {F,H}

Afirmamos que XH ∈ X(M). Com efeito:

- XH é linear: Segue da propriedade 1 do colchete de Poisson.

- XH satisfaz a regra de Leibniz: Sejam F,K ∈ F(M) então

XH(FK) ={FK,H}

=F{K,H}+ {F,H}K

=FXH(K) +XH(F )K

Assim para cada H ∈ F(M) podemos associar um campo vetorial XH chamado de

campo vetorial Hamiltoniano. As equações que regem o pseudo fluxo (ou fluxo) ΦH

do campo vetorial XH são chamadas de equações de Hamilton para o “Hamiltoniano”

H .

Observe que C ∈ F(M) é uma função de Casimir se, e somente se seu campo vetorial

Hamiltoniano XC é nulo. Assim o campo vetorial XC de uma função de Casimir é

completo e gera uma dinâmica trivial, pois seu fluxo associado ΦC : R × M −→ M é

definido por ΦC(t, p) = p.

Exemplo 1.3. Voltando ao exemplo 1.2, para cada H ∈ F(R2n+l) temos o campo vetorial

Hamiltoniano

XH =
∂H

∂pi

∂

∂qi
−
∂H

∂qi

∂

∂pi

O fluxo correspondente é obtido pela integração do seguinte sistema de equações

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗj = −

∂H

∂qj
, żk = 0

Nas páginas anteriores foi dito que tanto (F(M), { , }) como (X(M), [ , ]) são álgebras

de Lie e estes espaços estão relacionados pela aplicação H ∈ F(M) 7−→ XH ∈ X(M). Na

verdade temos a seguinte proposição:

Proposição 1.4. A aplicação £ : F(M) −→ X(M),£(H) = XH é um antihomomorfismo

de álgebras de Lie.
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Demonstração.

- £ é linear: Sejam F,H,K ∈ F(M) e a ∈ R, temos

£(F + aH)(K) =XF+aH(K)

={K,F + aH}

={K,F}+ a{K,H}

=XF (K) + aXH(K)

=£(F )(K) + a£(H)(K)

Portanto: £(F + aH) = £(F ) + a£(H)

- £ é antihomomorfismo: Sejam F,H,K ∈ F(M), temos

[XF , XH ](K) =XFXH(K)−XHXF (K)

=XF ({K,H})−XH({K,F})

={{K,H}, F} − {{K,F}, H}

={{K,H}, F}+ {{F,K}, H}

=− {K, {F,H}}

=−X{F,H}(K)

Por tanto: £({F,H}) = −[£(F ),£(H)]

A imagem da aplicação linear £ é o conjunto dos campos vetoriais Hamiltonianos e

será denotada por XHam(M). Desde que XHam(M) é a imagem de um antihomomorfismo,

então ele é uma subálgebra de Lie de (X(M), [ , ]). Como já foi dito, C ∈ F(M) é uma

função de Casimir se, e somente se seu campo vetorial Hamiltoniano XC é nulo. Ou

seja, o núcleo da aplicação linear £ é o conjunto das funções de Casimir da variedade de

Poisson (M, { , }).

1.3 Funções de Estrutura

SejamM uma variedade de Poisson e H ∈ F(M), para cada carta (U, ϕ) deM obtemos

a expressão local de XH

XH = XH(ϕi)∂
∗
i (1.1)
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ou

XH = {ϕi, H}∂
∗
i

Por outro lado, da antisimetria do colchete de Poisson temos

{ϕi, H} = −{H,ϕi} = −X
ϕi(H) = −{ϕj, ϕi}∂

∗
jH

portanto

XH = {ϕi, ϕj}∂
∗
jH∂

∗
i

logo, para qualquer F ∈ F(M) temos

XH(F ) = {ϕi, ϕj}∂
∗
jH∂

∗
i F

{F,H} = {ϕi, ϕj}∂
∗
jH∂

∗
i F

Em outras palavras, para achar o colchete de Poisson de duas funções quaisquer nas coor-

denadas locais (U, ϕ) é suficiente achar o colchete de Poisson entre as funções coordenadas.

Esses colchetes fundamentais

Ωij = {ϕi, ϕj}

são chamados de funções de estrutura da variedade de Poisson relativo à carta (U, ϕ).

Por conveniência escreveremos as funções de estrutura na forma de uma matriz m×m

antisimétrica Ω chamada de matriz de estrutura da variedade de Poisson M

Ω : U −→ R
m×m, p 7−→ Ω(p) =




0 Ω12(p) Ω13(p) . . . Ω1m(p)

−Ω12(p) 0 Ω23(p) . . . Ω2m(p)
... . . .

. . .
...

−Ω1m−1(p) . . . Ωm−1m(p)

−Ω1m(p) . . . 0




Então o colchete de Poisson de duas funções restrito a U pode ser escrito como

{F,H} = Ωij∂
∗
i F∂

∗
jH

Logo obtemos a expressão do colchete de Poisson para duas funções em coordenadas locais

{F,H} ◦ ϕ−1(x) = Ω∗
ij(x)∂iF

∗(x)∂jH
∗(x), ∀x ∈ ϕ(U)

onde Ω∗
ij = Ωij ◦ ϕ

−1, F ∗ = F ◦ ϕ−1 e H∗ = H ◦ ϕ−1. Se denotamos ∇H∗ como sendo

o gradiente coluna da função H , o colchete de Poisson em coordenadas locais pode ser

escrito como

{F,H} ◦ ϕ−1 = (∇F ∗)⊺Ω∗∇H∗
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Então a expressão local para o campo vetorial Hamiltoniano associado com H ∈ F(M)

tem a seguinte forma

XH = Ωij∂
∗
jH∂

∗
i (1.2)

Logo de (1.1) e (1.2) temos que as compomentes XH
i do campo vetorial XH em coorde-

nadas locais (U, ϕ) são

XH
i = XH(ϕi) ◦ ϕ

−1 = Ω∗
ij∂jH

∗

Assim obtemos as equações de Hamilton em coordenadas locais

α̇i(t) = Ω∗
ij(α(t))∂jH

∗(α(t))

ou matricialmente

α̇(t) = Ω∗(α(t))∇H∗(α(t))

1.4 Fluxos Hamiltonianos

Nesta seção apresentaremos algumas propriedades dos pseudo fluxos (fluxos) dos cam-

pos vetoriais Hamiltonianos ligadas com a estrutura de Poisson. Sejam WH o domı́nio do

pseudo fluxo (fluxo) e ΦH o pseudo fluxo (fluxo) do campo vetorial Hamiltoniano XH .

Proposição 1.5. Sejam H ∈ F(M) e ΦH : WH −→ M o pseudo fluxo do seu campo

vetorial Hamiltoniano associado XH . Então:

i) Para cada F ∈ F(M) temos

∂t(F ◦ ΦH)(t, p) = {F,H}(ΦH(t, p)) , ∀(t, p) ∈ WH

ii) Seja p ∈M

H(ΦH(t, p)) = H(p) , ∀t ∈ Ip

Demonstração.

i) Fixando p ∈ M , lembre-se que ΦH(t, p) = γp(t) é a curva integral maximal, com dado

inicial γp(0) = p, do campo vetorial Hamiltoniano XH , logo para cada F ∈ F(M) temos

∂t(F ◦ ΦH)(t, p) =(F ◦ γp)̇(t)

=γ̇p(t)(F )

=XH(F )(γp(t))

={F,H}(ΦH(t, p))
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ii) Por (i) temos ∂t(H◦ΦH)(t, p) = 0, ∀(t, p) ∈ WH . Segue que H(ΦH(t, p)) = H(ΦH(s, p)),

∀t, s ∈ Ip. Escolhendo s = 0 ∈ Ip obtemos H(ΦH(t, p)) = H(p), ∀t ∈ Ip.

Corolário 1.6. Sejam F,H ∈ F(M). Então F é constante ao longo das curvas integrais2

de XH se, e somente se {F,H} = 0. Equivalentemente, temos que H é constante ao

longo das curvas integrais de XF .

Demonstração. (⇒) Se F é constante ao longo das curvas integrais de XH então ∂t(F ◦

ΦH)(t, p) = 0. Pela Prop. 1.5 segue {F,H}(ΦH(t, p)) = 0, ∀(t, p) ∈ WH . Escolhendo

t = 0, {F,H}(p) = {F,H}(ΦH(0, p)) = 0. (⇐) Se {F,H} = 0, a Prop. 1.5 diz que

∂t(F ◦ ΦH)(t, p) = 0, logo F é constante ao longo das curvas integrais de XH .

Daqui para frente vamos trabalhar com campos vetoriais Hamiltonianos XH comple-

tos. Então se F é constante ao longo das curvas integrais de XH , pelo Corolário 1.6

sabemos {F,H} = 0, então ∂t(H ◦ ΦF )(t, p) = 0, ∀(t, p) ∈ WF = R×M , ou seja

H(ΦF (t, p)) = H(p)

ou

H ◦ Φt
F = H, t ∈ R

Resumindo, para cada grandeza conservada F ∈ F(M) do sistema Hamiltoniano associado

ao H ∈ F(M) existe um grupo uniparamétrico de difeomorfismos ou grupo de simetria.

Além disso, note que pela Proposição 1.5.ii) temos que:

H ◦ Φs
H = H , ∀s ∈ R (1.3)

Uma aplicação diferenciável Ψ :M1 −→ M2 entre duas variedades de Poisson (M1, { , }1)

e (M2, { , }2) é chamada de aplicação canônica ou aplicação de Poisson se

{F,H}2 ◦Ψ = {F ◦Ψ, H ◦Ψ}1 , ∀F,H ∈ F(M2)

Proposição 1.7. Sejam Ψ :M1 −→ M2 uma aplicação de Poisson e H ∈ F(M2). Se ΦH

é o fluxo de XH e ΦH◦Ψ é o fluxo de XH◦Ψ então

Φt
H ◦Ψ = Ψ ◦ Φt

H◦Ψ , ∀t ∈ R

e os campos XH◦Ψ e XH são Ψ-relacionados. Contrariamente, se Ψ :M1 −→ M2 é uma

aplicação diferenciável tal que para todo H ∈ F(M2) os campos vetoriais Hamiltonianos

XH◦Ψ ∈ X(M1) e X
H ∈ X(M2) são Ψ-relacionados, então Ψ é uma aplicação de Poisson.

2Na F́ısica estas funções são chamadas de grandezas conservadas.
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Demonstração. (⇒) Dado p ∈ M1, defina a curva γ : R −→ M2, γ(t) = Ψ ◦ ΦH◦Ψ(t, p).

Dado F ∈ F(M2)

γ̇(t)(F ) =(F ◦ γ)̇(t)

=∂t(F ◦Ψ ◦ ΦH◦Ψ)(t, p)

Pela Proposição 1.5.i) e pelo fato de que Ψ seja Poisson temos

γ̇(t)(F ) ={F ◦Ψ, H ◦Ψ}1(ΦH◦Ψ(t, p))

={F,H}2(Ψ(ΦH◦Ψ(t, p)))

=XH(F )(Ψ(ΦH◦Ψ(t, p)))

=XH
γ(t)(F )

Logo γ é uma curva integral maximal do campo vetorial XH com uma condição inicial

γ(0) = Ψ(p), portanto γ(t) = ΦH(t,Ψ(p)) ou

Ψ ◦ ΦH◦Ψ(t, p) = ΦH(t,Ψ(p)) ∀t ∈ R, ∀p ∈M1

Fixando t ∈ R temos

Φt
H ◦Ψ = Ψ ◦ Φt

H◦Ψ

Além disso, note que

XH◦Ψ(F ◦Ψ) = {F ◦Ψ, H ◦Ψ}1 = {F,H}2 ◦Ψ = XH(F ) ◦Ψ , ∀F ∈ F(M2)

Portanto os campos XH◦Ψ e XH são Ψ-relacionados.

(⇐) Segue da própria definição.

Proposição 1.8. Sejam (M, { , }) uma variedade de Poisson e ΦH o fluxo do campo

vetorial Hamiltoniano XH . Então

{F,K} ◦ Φs
H = {F ◦ Φs

H , K ◦ Φ
s
H} , ∀s ∈ R

Ou seja, Φs
H é uma aplicação de Poisson para cada s ∈ R.

Demonstração. Veja a referência [13], Proposição 10.3.1 (página 338).
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1.5 Subvariedades de Poisson

Uma subvariedade de dimensão k de uma variedade M de dimensão m é um sub-

conjunto S ⊂M com a propriedade de que para cada ponto p ∈ S existe uma carta (U, ϕ)

em M que satisfaz

ϕ : U −→ R
m ϕ(U ∩ S) = ϕ(U) ∩ (Rk × {0})

Com essa definição de subvariedade, temos que a aplicação inclusão i : S −→ M é

diferenciável3.

Seja (M, { , }) uma variedade de Poisson. Dizemos que S ⊂M é uma subvariedade

de Poisson se a aplicação inclusão é uma aplicação de Poisson.

Proposição 1.9. Uma subvariedade S de M é uma subvariedade de Poisson se somente

se cada campo vetorial Hamiltoniano de M é tangente a S, isto é, XH
p ∈ TpS, ∀p ∈

S, ∀H ∈ F(M).

Demonstração. Veja a referência [15], Proposição 6.19 (página 402).

1.6 Campos vetoriais invariantes à esquerda de um

Grupo de Lie

Seja G um grupo de Lie4. Para cada g ∈ G definimos a aplicação Lg : G −→ G,

Lg(h) = gh, chamada de multiplicação à esquerda por g. Note que Lg1 ◦ Lg2 = Lg1g2 e

(Lg)−1 = Lg−1

, portanto Lg é um difeomorfismo de G. Na verdade, temos que a aplicação

g ∈ G 7−→ Lg ∈ Diff(G) é um homomorfismo de grupos.

Dizemos que X ∈ X(G) é invariante à esquerda se para cada g ∈ G temos

X(F ) ◦ Lg = X(F ◦ Lg) , ∀F ∈ F(G)

Denotaremos por XL(G) o conjunto dos campos vetoriais invariantes à esquerda de G.

Proposição 1.10. XL(G) é um subespaço vetorial de X(G), isomorfo a TeG.

Demonstração.

3Na verdade temos mais do que isso, temos que i : S −→M é uma imersão.
4e denota o elemento identidade do grupo G
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i) XL(G) é um subespaço vetorial de X(G): Sejam X, Y ∈ XL(G) e a ∈ R. Dados g ∈ G e

F ∈ F(G) temos

(X + aY )(F ◦ Lg) =X(F ◦ Lg) + aY (F ◦ Lg)

=X(F ) ◦ Lg + aY (F ) ◦ Lg

=(X + aY )(F ) ◦ Lg

Logo X + aY ∈ XL(G)

ii) Para cada ξ ∈ TeG definimos o campo vetorial Xξ como sendo Xξ(F )(g) = ξ(F ◦ Lg).

Note que, dado F ∈ F(G) e h, g ∈ G, temos

Xξ(F ◦ Lh)(g) =ξ((F ◦ Lh) ◦ Lg)

=ξ(F ◦ Lhg)

=Xξ(F )(hg)

=Xξ(F ) ◦ Lh(g)

Portanto Xξ ∈ XL(G). Assim temos a aplicação ρ1 : TeG −→ XL(G), ξ 7−→ Xξ. Essa

aplicação é linear, pois dados ξ, η ∈ TeG, a ∈ R, g ∈ G e F ∈ F(M), temos

Xξ+aη(F )(g) =(ξ + aη)(F ◦ Lg)

=ξ(F ◦ Lg) + aη(F ◦ Lg)

=Xξ(F )(g) + aXη(F )(g)

Além disso, a aplicação linear ρ2 : XL(M) −→ TeG, X −→ Xe é a inversa da aplicação

ρ1. Logo, XL(M) e TeG são isomorfos.

O isomorfismo apresentado na Proposição 1.10 permite transferir a estrutura de álgebra

de Lie para o espaço tangente TeG. Assim definimos a operação [ , ] : TeG×TeG −→ TeG,

dado por

[ξ, η] = [Xξ, Xη](e)

Com essa operação TeG torna-se uma álgebra de Lie e será denotada por G.

Lema 1.11. Seja φ : (a, b) −→ G curva integral do campo vetorial invariante à esquerda

Xξ com condição inicial φ(0) = e. Então, para todo g ∈ G, a curva ψ : (a, b) −→ G,

definida por ψ(t) = gφ(t) é uma curva integral de Xξ com condição inicial ψ(0) = g.
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Demonstração. Note que ψ = Lg ◦ φ. Logo, para qualquer F ∈ F(G) temos

ψ̇(t)(F ) = (F ◦ ψ)̇(t)

= (F ◦ Lg ◦ φ)̇(t)

= φ̇(t)(F ◦ Lg)

=Xξ(F ◦ Lg)(φ(t))

=Xξ(F ) ◦ Lg(φ(t))

=Xξ(F )(ψ(t))

Portanto ψ é curva integral de Xξ e satisfaz a condição inicial ψ(0) = gφ(0) = g.

Proposição 1.12. Todo campo vetorial invariante à esquerda é completo

Demonstração. Dado o campo vetorial invariante à esquerda Xξ e seja φ : (a, b) −→ G a

sua curva integral maximal com condição inicial φ(0) = e. Note que pelo lema anterior é

suficiente provar que (a, b) = R. Suponha que5 b <∞ e g = φ
(
b
2

)
. Novamente, pelo lema

1.11 sabemos que ψ : (a, b) −→ G, ψ(t) = gφ(t) é a curva integral de Xξ com condição

inicial ψ(0) = g = φ
(
b
2

)
.

Então, se definimos φ̃ :
(
a, 3b

2

)
−→ G por

φ̃(t) =




φ(t) , se t ∈

(
a, b

2

]

ψ(t− b
2
) , se t ∈

(
b
2
, 3b

2

)

temos

- É claro que φ̃ é diferenciável em
(
a, b

2

)
∪
(
b
2
, 3b

2

)
. A boa definição e diferenciabilidade

de φ̃ em t = b
2
é garantida pela unicidade da curva integral de Xξ com condição

inicial ψ(0) = g.

- Como φ e ψ são curvas integrais de Xξ, segue que φ̃ também é curva integral de Xξ.

Logo, φ̃ é curva integral de Xξ com condição inicial φ̃(0) = e, o que contradiz a maxima-

lidade da φ. Portanto b =∞. Semelhantemente prova-se que a = −∞.

Dado ξ ∈ G, seja φξ : R −→ G a curva integral maximal do campo vetorial invariante

à esquerda Xξ com condição inicial φξ(0) = e, isto é

φ̇ξ(t) = Xξ

φξ(t)

5Como 0 ∈ (a, b), segue que b > 0.
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Daqui temos φ̇ξ(0) = Xξ

φξ(0)
= ξ. Das propriedades do fluxo segue que φξ satisfaz

φξ(t+ s) = φξ(t)φξ(s), ∀t, s ∈ R

É por essa propriedade, que a aplicação ξ ∈ G 7−→ φξ é chamada de aplicação expo-

nencial da álgebra de Lie G.

1.7 Aplicação de Momento

Seja M uma variedade diferenciável. Uma ação do grupo de Lie G sobre M é uma

aplicação diferenciável Φ : G×M −→ M que satisfaz

i) Φ(e, p) = p, , ∀p ∈M

ii) Φ(g1g2, p) = Φ(g1,Φ(g2, p)) , ∀g1, g2 ∈ G, ∀p ∈M

Se para cada g ∈ G, definimos Φg :M −→ M , Φg(p) = Φ(g, p), das propriedades (i) e

(ii) temos

- Φe = idG

- Φg1g2 = Φg1 ◦ Φg2, e isso implica (Φg)−1 = Φg−1

Logo Φg é um difeomorfismo sobre M . Na verdade, temos que a aplicação

g ∈ G 7−→ Φg ∈ Diff(M) é um homomorfismo de grupos. Seja (M, { , }) uma varie-

dade de Poisson, dizemos que a ação Φ : G×M −→M é uma ação de Poisson se Φg é

uma aplicação de Poisson, para todo g ∈ G.

Seja Φ : G ×M −→ M uma ação. Para cada ξ ∈ G temos que Φξ : R ×M −→ M ,

Φξ(t, p) = Φ(φξ(t), p) é uma R-ação ou fluxo sobre M . Logo, esse fluxo define um campo

vetorial sobre M dado por

ξM(F ) = (F ◦ Φξ )̇
∣∣∣
t=0

Naturalmente Φξ é o fluxo do campo vetorial ξM e aquele campo vetorial é chamado de

gerador infinitesimal da ação correspondente a ξ.

Proposição 1.13. A aplicação ξ ∈ G 7−→ ξM ∈ X(M) é um antihomomorfismo de

álgebras de Lie.

Demonstração. Veja a referência [13], Proposição 9.3.6 (página 316).
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Seja (M, { , }) uma variedade de Poisson e uma ação de Poisson Φ : G ×M −→ M .

Suponha que existe uma aplicação linear Ĵ : G −→ F(M) que satisfaz

X Ĵ(ξ) = ξM

isto é

{F, Ĵ(ξ)} = (F ◦ Φξ )̇
∣∣∣
t=0

, ∀F ∈ F(M)

Logo, para cada p ∈ M defina a aplicação J(p) : G −→ R, J(p)(ξ) = Ĵ(ξ)(p). Note

que J(p) é linear, pois se ξ, η ∈ G e a ∈ R, temos

J(p)(ξ + aη) =Ĵ(ξ + aη)(p)

=
(
Ĵ(ξ) + aĴ(η)

)
(p)

=J(p)(ξ) + aJ(p)(η)

Assim temos a aplicação J : M −→ G∗, p 7−→ J(p), chamada de aplicação de

momento para a ação Φ.

Proposição 1.14. Sejam ξ, η ∈ G. Então X Ĵ([ξ,η]) = X{Ĵ(ξ),Ĵ(η)}

Demonstração. Com efeito

X Ĵ([ξ,η]) = ([ξ, η])M

= − [ξM , ηM ] (Pela Proposição 1.13)

= − [X Ĵ(ξ), X Ĵ(η)]

=X{Ĵ(ξ),Ĵ(η)} (Pela Proposição 1.4)

Sejam G um grupo de Lie, (M, { , }) uma variedade de Poisson e Φ : G ×M −→ M

uma ação. Dizemos que H ∈ F(M) é G-invariante se H ◦ Φg = H , ∀g ∈ G. O seguinte

teorema é a versão Hamiltoniana do teorema de Noether.

Teorema 1.15. Sejam G um grupo de Lie, (M, { , }) uma variedade de Poisson, e

Φ : G × M −→ M uma ação de Poisson que admite uma aplicação de momento

J : M −→ G∗. Se H ∈ F(M) é G-invariante, então J é uma grandeza conservada

do sistema Hamiltoniano definido por H, isto é

J ◦ Φt
H = J , ∀t ∈ R
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Demonstração. Seja ξ ∈ G, do fato que H seja G-invariante temos

H ◦ Φφξ(t) = H, ∀t ∈ R

dado p ∈M qualquer, a equação acima implica

H ◦ Φξ(t, p) = H(p), ∀t ∈ R

derivando no tempo e substituindo t = 0 obtemos

ξM(H)(p) = 0

como p ∈M foi qualquer, segue ξM(H) = 0, e isto implica

{Ĵ(ξ), H} = 0

Logo Ĵ(ξ), para qualquer ξ ∈ G é uma grandeza conservada do Hamiltoniano H ; isto é,

para qualquer p ∈M temos

Ĵ(ξ)(ΦH(t, p)) = Ĵ(ξ)(p), ∀t ∈ R

Então, dados t ∈ R e p ∈M

J(ΦH(t, p))(ξ) = Ĵ(ξ)(ΦH(t, p))

= Ĵ(ξ)(p)

=J(p)(ξ)

para qualquer ξ ∈ G. Portanto

J(ΦH(t, p)) = J(p)

1.8 Momento Angular como aplicação de momento

Nesta seção apresentamos o exemplo de momento angular como aplicação do teorema

1.15.

1. SejamM = R
6 com coordenadas globais (q,p) e F,H ∈ F(R6), definimos o colchete

{F,H} =
∂F

∂qi

∂H

∂pi
−
∂F

∂pi

∂H

∂qi
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Sabemos que M = R
6 com esse colchete constitui uma variedade de Poisson. Para

simplificar vamos escrever

{F,H} = ∇F ·Ω∇H

onde o “·” indica o produto escalar em R
6 e

∇F =




∂q1F

∂q2F

∂q3F

∂p1F

∂p2F

∂p3F




, Ω =


 0 1

−1 0




Além disso, para F ∈ F(R6) seu campo vetorial Hamiltoniano é

XF = Ω∇F

2. Seja o grupo de Lie SO(3) =
{
R ∈ R

3×3 / R⊺R = 1 , det(R) = 1
}
, com a sua

álgebra de Lie so(3) =
{
a ∈ R

3×3 / a⊺ + a = 0
}
. A aplicação exponencial da

álgebra de Lie neste caso coincide com a exponencial da matriz φa(t) = exp(ta)

3. Defina a ação

Φ : SO(3)× R
6 −→ R

6

(R,q,p) 7−→ (Rq,Rp)
(1.4)

Essa ação induz o grupo de difeomorfismos ΦR : R6 −→ R
6, ΦR(q,p) = (Rq,Rp).

Seja F ∈ F(R6), note que

∇(F ◦ ΦR) =


R 0

0 R


 (∇F ) ◦ ΦR

logo, dadas F,K ∈ F(R6)

{F ◦ ΦR, K ◦ ΦR} =


R 0

0 R


 (∇F ) ◦ ΦR ·Ω


R 0

0 R


 (∇K) ◦ ΦR (1.5)

mas 
R

⊺ 0

0 R⊺


Ω


R 0

0 R


 = Ω
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então

{F ◦ ΦR, K ◦ ΦR} =(∇F ·Ω∇K) ◦ ΦR

={F,K} ◦ ΦR

Portanto Φ é uma ação de Poisson.

4. Para cada a ∈ so(3) temos o fluxo Φa(t,q,p) = (exp(ta)q, exp(ta)p). Esse fluxo

define o campo vetorial A(q,p) = Φ̇a(0,q,p) = (aq,ap), que é o gerador infinite-

simal da ação correspondente a a.

5. Defina a aplicação Ĵ : so(3) −→ F(R6) por Ĵ(a) : R6 −→ R, Ĵ(a) = aq · p. É

simples verificar que Ĵ é linear e que se satisfaz a condição

X Ĵ(a)(q,p) = A(q,p)

Assim temos satisfeitas as condições para se ter uma aplicação de momento para a

ação Φ. Antes de apresentar essa aplicação de momento, note que para cada a ∈ so(3)

existe um único vetor a ∈ R
3 tal que ax = a× x, ∀x ∈ R

3. Então com essa identificação

temos que

Ĵ(a)(q,p) = a× q · p = (q× p) · a

Logo a aplicação de momento para a ação Φ é definida por

J : R
6 −→ so(3)∗

(q,p) 7−→ q× p

onde

q× p : so(3) −→ R

a 7−→ q× p · a

Então, após fazer a identificação entre os elementos de so(3) e os vetores de R
3, temos

que a aplicação de momento para a ação Φ é o momento angular J = q× p. Logo, pelo

teorema 1.15, se H ∈ F(R6) é SO(3)-invariante, então o sistema Hamiltoniano definido

por H terá ao momento angular como grandeza conservada.
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Caṕıtulo 2

Modelos semiclássicos para a

descrição de spin

A mecânica quântica de part́ıculas sem spin pode ser obtida aplicando-se o procedi-

mento de quantização canônica à mecânica clássica descrita pela Lagrangeana

L =
mẋ2

2
− V (x). Este procedimento funciona da seguinte maneira: primeiro é cons-

trúıda a formulação Hamiltoniana para o sistema; segundo, seguindo o procedimento de

quantização canônica de Dirac associamos as variáveis do espaço de fase a operadores com

comutadores, substituindo os colchetes de Poisson canônicos e sobre esta base escrevemos

a equação de Schrödinger.

É natural perguntar quanto desta ideia pode ser realizada em outros sistemas f́ısicos.

Neste caṕıtulo estamos interessados na descrição semiclássica das part́ıculas com spin.

Os experimentos com part́ıculas elementares e átomos mostram que a equação de

Schrödinger para funções de onda de uma componente não descrevem adequadamente

o comportamento destes sistemas na presença do campo magnético. Assim, precisamos

além das variáveis de posição e momento, de outras variáveis de spin cujos operadores

quânticos completam a descrição do sistema. Para o caso do spin não relativ́ıstico, os

operadores de spin são proporcionais as matrizes de Pauli, Ŝi =
~

2
σi, i = 1, 2, 3; e eles

satisfazem a álgebra

[Ŝi, Ŝj] = i~ǫijkŜk (2.1)

Esta álgebra é a álgebra do operador de momento angular, assim a teoria matemática

dos operadores de spin é semelhante ao formalismo do momento angular. Intuitivamente,

uma part́ıcula elementar carrega um momento angular intŕınseco.
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Para construir um modelo semiclássico para o spin, vamos iniciar desde um sistema

clássico, o qual possui variáveis de posição xi e variáveis adicionais ωk apropriadas para

a descrição do espaço de spin. Na formulação Hamiltoniana, este espaço de spin deve ter

três funções Si as que produziram os operadores de spin Ŝi e portanto relativo ao colchete

de Poisson canônico, deveram satisfazer a álgebra

{Si, Sj} = ǫijkSk (2.2)

Berezin e Marinov [3] obtiveram um modelo semiclássico para a descrição do spin

usando variáveis de Grassmann para parametrizar o espaço de spin. Este modelo é mais

uma construção matemática e deixa outras dificultades ao ńıvel clássico antes da quan-

tização.

Apresentaremos um modelo sem uso das variáveis de Grassmann, obtido desde uma

funcional de ação Lagrangeana. Uma importante consequência deste fato é que o for-

malismo pode ser escrito em uma versão Hamiltoniana, a qual deixa um espaço de fase

equipado com o colchete de Poisson canônico

{xi, pj} = δij , {ωk, πl} = δkl

Obtido desta maneira, o espaço de spin tem dimensão par. No entanto, na teoria quântica

do spin não relativ́ıstico temos somente três operadores de spin, assim temos graus de

liberdade extras presentes no modelo. Para eliminar esses graus de liberdade extras

impomos v́ınculos no modelo, restringindo a dinâmica sobre uma superf́ıcie do espaço de

spin. Sobre essa superf́ıcie de spin o colchete de Dirac { , }D define uma estrutura de

Poisson. Para manter a álgebra dos operadores de spin (2.1) precisamos que as funções

Si’s restritas à superf́ıcie de spin mantenham a álgebra (2.2) relativa ao colchete de Dirac,

isto é

{Si, Sj}D = ǫijkSk

Devemos esperar que, após ter colocado todos os ingredientes necessários, o modelo

produz as equações semiclássicas do spin, isto é, as equações obtidas desde a equação de

Pauli após ter aplicado o teorema de Ehrenfest1

mẍi = qEi +
q

c
ǫijkẋjBk +

q

mc
Sj∂iBj

Ṡi =
q

mc
ǫijkSjBk

1Estas equações serão obtidas na seção 2.1
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e que o procedimento de quantização canônica aplicado a esse modelo produza a teoria

de Pauli para o spin. As referências deste capitulo são [5], [6] e [7].

2.1 Equação de Pauli e equações semiclássicas para

o spin não relativ́ıstico

A mecânica quântica do spin não relativ́ıstico é dada pela equação de Pauli

i~∂tΨ =
(
H01−

q

mc
BiŜi

)
Ψ

onde 1 é a matriz identidade 2× 2,

H0 =
1

2m

(
p̂i −

q

c
Ai

)2

− qA0

com (A0,A) é o potencial tetravetor do campo eletromagnético externo2; e Ŝi =
~

2
σi,

com σi as matrizes de Pauli escolhidas da seguinte maneira

σ1 =


0 1

1 0


 , σ2 =


0 −i
i 0


 , σ3 =


1 0

0 −1




Estas matrizes satisfazem as seguintes propriedades

σiσj + σjσi = 2δij1

σiσj − σjσi = 2iǫijkσk

(σ1)
2 = (σ2)

2 = (σ3)
2 = 1

[σk,σiσi] = 0

Para usar o teorema de Ehrenfest e obter as equações semiclássicas de movimento do

spin, precisamos definir os operadores matriciais

X̂i ≡ x̂i1 = 1x̂i

P̂i ≡ p̂i1 = 1p̂i

Âµ ≡ Aµ1 = 1Aµ

B̂i ≡ Bi1 = 1Bi

2Os campos estão dados por E = ∇A0 −
1

c
A e B = ∇×A
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Com esses operadores temos os comutadores

[X̂i, X̂j] = 0, [P̂i, P̂j] = 0, [X̂i, P̂j] = i~δij1, [X̂i, Âµ] = 0

[P̂i, Âµ] = −i~∂iAµ1, [X̂i, B̂j] = 0, [P̂i, B̂j] = −i~∂iBj1

[Ŝi, Ŝj] = i~ǫijkŜk, [X̂i, Ŝj ] = 0, [P̂i, Ŝj] = 0

[Ŝi, Âµ] = 0, [Ŝi, B̂j] = 0

O Hamiltoniano da equação de Pauli pode ser escrito como

H =
1

2m

(
P̂i −

q

c
Âi

)2

− qÂ0 −
q

mc
B̂iŜi (2.3)

Logo, o teorema de Ehrenfest deixa as equações com a seguinte forma

˙
〈X̂i〉 =

1

m
〈P̂i −

q

c
Âi〉

˙
〈P̂i〉 =

q

mc

{
1

2
〈
(
P̂j −

q

c
Âj

)
∂iÂj〉+

1

2
〈∂iÂj

(
P̂j −

q

c
Âj

)
〉

}
+ q〈∂iÂ0〉+

q

mc
〈Ŝj∂iB̂j〉

˙
〈Ŝi〉 =

q

mc
〈ǫijkŜjB̂k〉

Estas equações de movimento para os valores médios produzem as equações semiclássicas

de movimento para as variáveis x,p,S

ẋi =
1

m

(
pi −

q

c
Ai

)
(2.4)

ṗi =
q

mc

(
pj −

q

c
Aj

)
∂iAj + q∂iA0 +

q

mc
Sj∂iBj (2.5)

Ṡi =
q

mc
ǫijkSjBk (2.6)

De (2.4) e (2.5) obtemos

mẍi = qEi +
q

c
ǫijkẋjBk +

q

mc
Sj∂iBj (2.7)

2.2 Espaços de fase que geram uma álgebra especifica

A álgebra de funções de nosso interesse é a álgebra (2.2) e desejamos produzir ela

sobre um espaço de fase com um colchete de Poisson canônico, isto é definir as Si como

funções deste espaço de fase tal que elas satisfaçam a álgebra (2.2).

Primeiro vamos expor as ideias no caso geral de (2.1). Suponha que temos uma teoria

quântica com operadores ẑi, com i = 1, 2, . . . , n, os quais satisfazem a álgebra

[ẑi, ẑj] = i~ckij ẑk (2.8)
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onde as ckij são constantes. Então desejamos definir funções zi em um espaço de fase tal

que elas satisfaçam a álgebra

{zi, zj} = ckijzk (2.9)

onde { , } é o colchete de Poisson canônico do espaço de fase.

Seja G uma álgebra de Lie n-dimensional, vamos pensar as ckij’s como as constantes

de estrutura de G relativa a uma base {e1, e2, . . . , en}, isto é

[ei, ej] = ckijek (2.10)

Da identidade de Jacobi para a álgebra de Lie G, temos que as constantes de estrutura

satisfazem

clijc
r
lk + cpkic

r
pj + cqjkc

r
qi = 0

Seja ϕ : G −→ GL(m,R) uma representação m-dimensional da álgebra G. Se denota-

mos ϕi = ϕ(ei), de (2.9) obtemos

ϕiϕj − ϕjϕi = ckijϕ
k (2.11)

Agora tomamos o espaço de fase R
2m com coordenadas globais (ω,π) = (ω1, . . . , ωm,

π1, . . . , πm), e com o colchete de Poisson canônico. Definimos as funções

zi : R
2m −→ R

(ω,π) 7−→ π · ϕiω
(2.12)

Vamos achar o colchete de Poisson entre as funções zi’s e verificar que elas satisfazem

(2.9). Para isso note que

zi = ϕi
lpωpπl

onde ϕi
lp são as compomentes da matriz ϕi. Além disso, sabemos que as coordenadas

globais (ω,π) satisfazem

{ωi, ωj} = 0, {πi, πj} = 0, {ωi, πj} = δij

Então

{zi, zj} = {ϕ
i
lpωpπl, ϕ

j
qrωrπq}

=ϕi
lpϕ

j
qr{ωpπl, ωrπq}
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mas {ωpπl, ωrπq} = ωrπlδpq − ωpπqδlr, logo

{zi, zj} =ϕi
lpϕ

j
prωrπl − ϕ

i
lpϕ

j
qlωpπq

=
(
ϕi
lpϕ

j
pr − ϕ

j
lpϕ

i
pr

)
ωrπl

= ckijϕ
k
lrωrπl , por (2.11)

= ckijzk

Assim verificamos que as funções zi’s definidas em (2.12) satisfazem a álgebra (2.9). Note

que para cada representação ϕ da álgebra G temos uma realização da álgebra fechada de

funções (2.9), isto é as zi’s podem ser modeladas em diferentes espaços de fase, tantos

como representações possua a álgebra de Lie G.

Tendo definidas as zi’s de acordo com (2.12). Se 2m > n, então temos graus de liber-

dade extras presentes no modelo semiclássico que não estão presentes na teoria quântica.

Para eliminar esses graus de liberdade extras vamos impor v́ınculos Tj(ω,π) = aj ,

j = 1, 2, . . . , N ; e restringir a dinâmica a uma superf́ıcie do espaço de fase (ω,π). Essa

superf́ıcie pode ser pensada como a superf́ıcie de ńıvel T−1(a) da aplicação

T = (T1, . . . , TN) : R
2m −→ R

N

(ω,π) 7−→ T(ω,π)

No formalismo Hamiltoniano, as equações da superf́ıcie de ńıvel T(ω,π) = c aparecem

como v́ınculos de Dirac. Assim, devemos classificá-los de acordo com as suas propriedades

algébricas com respeito ao colchete de Poisson canônico e depois aplicar o formalismo de

Dirac para as teoria com v́ınculos. Informalmente isto é dividir as T = (G,K) onde G

são v́ınculos de primeira classe e K são v́ınculos de segunda classe.

Existem algumas razões para procurar as Tj satisfazendo

{zi, Tj} = 0, para i = 1, 2, . . . , n (2.13)

Aqui apresentamos essas razões:

1.- A consistência do procedimento de quantização canônica do sistema com v́ınculos

de segunda classe implica substituir os colchetes de Poisson pelos colchetes de Dirac,

estes constrúıdos com ajuda dos v́ınculos. Então em vez de trabalhar com o colchete

(2.8), lidamos com o colchete de Dirac

{zi, zj}D = {zi, zj} − {zi, K}∆
−1{K, zj}
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onde ∆ = det({K,K}). Então se os v́ınculos de segunda classe K satisfazem (2.13)

temos que os colchetes de Dirac das funções zi’s vão coincidir com os seus colchetes

de Poisson. Assim, mantemos a álgebra desejada para as funções zi’s.

2.- A presença de v́ınculos de primeira classe G implica uma teoria com uma simetria

local. Os geradores para aquela simetria são proporcionais aos v́ınculos. Suponha

que os v́ınculos de primeira classe não satisfaçam (2.13), isso deve implicar que as

variáveis zi’s não são inertes sob a simetria local, δzi = {G, zi} 6= 0. Portanto,

v́ınculos não invariantes seriam responsáveis pela alteração do comportamento de

gauge das variáveis zi’s, fato que não desejamos.

Note que, olhar para a estrutura de Poisson de R
2m, (2.13) é equivalente a tomar

Hamiltonianos Tj que possuem à aplicação

Z = (z1, . . . , zn) : R
2m −→ R

n

(ω,π) 7−→ Z(ω,π)

como grandeza conservada.

2.3 Superficie de spin não relativ́ıstica

No caso da álgebra do spin não relativ́ıstico (2.1), os seus coeficientes podem ser

identificados com os coeficientes de estrutura da álgebra de Lie so(3) relativa à base

formada pelas matrizes

e1 =




0 0 0

0 0 −1

0 1 0


 , e2 =




0 0 1

0 0 0

−1 0 0


 , e3 =




0 −1 0

1 0 0

0 0 0




Então podemos classificar diferentes modelos para o spin não relativ́ıstico obtidos pela

escolha da representação da álgebra SO(3). Provavelmente o modelo mais econômico seja

aquele que toma a representação de menor dimensão.

O modelo para o spin não relativ́ıstico que vamos apresentar nesta seção é baseado

na representação adjunta da álgebra so(3). Sobre o espaço de fase 6-dimensional com

coordenadas globais (ω,π) e com o colchete de Poisson canônico, introduzimos o momento

angular interno de acordo com (2.12)

Si = ǫijkωjπk (2.14)
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Os colchetes de Poisson para as Si satisfazem a álgebra (2.2) pelo dito na seção 2.2. Assim

fica definida a aplicação

S : R
6 −→ R

3

(ω,π) 7−→ ω × π
(2.15)

Na seção 1.8 mostramos que o momento angular é a aplicação de momento para a ação

do grupo SO(3) sobre R
6 definida em (1.4), também dizemos que qualquer Hamiltoniano

SO(3)-invariante possuirá ao momento angular como grandeza conservada. Da análise

feita na seção 2.2, temos que procurar as Tj que pussuem o momento angular (2.15)

como grandeza conservada, isto é, temos que procurar Tj que sejam SO(3)-invariantes no

sentido da ação (1.4).

Os únicos invariantes globais da ação (1.4) são as funções

T1(ω,π) = ω2, T2(ω,π) = ω · π, T3(ω,π) = π2 (2.16)

Essas funções satisfazem a álgebra

{T1, T2} = 2T1, {T1, T3} = 4T2, {T2, T3} = 2T3

Além disso, para a aplicação

T = (T1, T2, T3) : R
6 −→ R

3

(ω,π) 7−→ T(ω,π)

a sua derivada de T no ponto (ω0,π0)

T′(ω0,π0) : R
6 −→ R

3

(h,k) 7−→ (2ω0 · h,ω0 · k+ π0 · h, 2π0 · k)

tem posto:

- igual a 2, se (ω0,π0) são l.d,

- igual a 3, se (ω0,π0) são l.i.

Vamos tomar a superf́ıcie de spin não relativ́ıstica V3 definida pelas equações

T1(ω,π) = a2, T2(ω,π) = 0, T3(ω,π) = b2 (2.17)

Esses v́ınculos implicam que (ω,π) são l.i. Logo, pelo teorema do conjunto de ńıvel

regular3 temos que a superf́ıcie de spin V3 definida em (2.17) é uma subvariedade regular

de dimensão 3.
3Veja a referêrencia [19], Teorema 9.9 (página 105).
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Agora para classificar os v́ınculos, redefinimos eles como

K1 = T1 − a
2 = 0, K2 = T2 = 0, G = T3 − b

2 +
b2

a2
K1 = 0

os quais satisfazem

{K1, K2} = 2K1 + 2a2, {K1, G} = 4K2, {K2, G} = 2G−
4b2

a2
K1

Assim temos que K1, K2 são v́ınculos de segunda classe e G é v́ınculo de primeira classe.

Fazendo uso da identidade S2 = (ω × π)2 = ω2π2 − (ω · π)2, temos

S2 = T1T3 − T
2
2

logo, restringindo a superf́ıcie de spin T1 = a2, T2 = 0 e T3 = b2 obtemos

S2 = a2b2 (2.18)

Então S2 é constante sobre a superf́ıcie de spin. Desde que o colchete de Dirac define uma

estrutura de Poisson sobre a superf́ıcie de spin, segue que S2 é uma função de Casimir

para a superf́ıcie de spin com o colchete de Dirac.

2.4 Superficie de spin não relativ́ıstica V3 é difeo-

morfa ao SO(3)

Nesta seção vamos considerar a superf́ıcie de spin V3 definida pela escolha de a = b = 1.

Indicaremos por a ao vetor a escrito como coluna e a⊺ ao vetor a escrito como fila. Levando

em conta isso, uma matriz A ∈ R
3×3 pode ser escrita como

A =
[
a b c

]

onde a,b, c ∈ R
3. Também temos as expressões

A−1 =
1

det(A)




(b× c)⊺

(c× a)⊺

(a× b)⊺


 , det(A) = a · (b× c)

Aplicando essa descrição ao grupo SO(3) =
{
R ∈ R

3×3 / R⊺R = 1 , det(R) = 1
}

obtemos que

R =
[
a b c

]
∈ SO(3) ⇐⇒

a2 = 1, b2 = 1

a · b = 0, c = a× b
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Logo, temos

SO(3) =

{[
a b a× b

] /
a,b ∈ R

3, a2 = 1, b2 = 1, a · b = 0

}

Tome as aplicações diferenciáveis

F : R
6 −→ R

3×3

(a,b) 7−→
[
a b a× b

]

e

F̃ : R
3×3 −→ R

6

[
a b c

]
7−→ (a,b)

Por cálculo direto se verifica

F
∣∣∣
V3

: V3 −→ SO(3) e F̃
∣∣∣
SO(3)

: SO(3) −→ V3

Além disso, a aplicação F
∣∣∣
V3

é a inversa da aplicação F̃
∣∣∣
SO(3)

. Portanto V3 é difeomorfa

ao grupo SO(3) onde, o difeomorfismo é dado pela aplicação

V3 ←→ SO(3)

(ω,π) ←→
[
ω π ω × π

] (2.19)

Por outro lado, definida a ação do grupo SO(3) sobre a esfera 2-dimensional

SO(3)× S2 −→ S2

(R,q) 7−→ Rq

Esta ação é transitiva. O subgrupo de isotropia H0 do elemento q0 = (0, 0, 1) é homomorfo

ao grupo SO(2)

H0 =
{
R ∈ SO(3)

/
Rq0 = q0

}
≃ SO(2)

É um fato conhecido4 que SO(3) tem estrutura de fibrado com base S2 e fibra t́ıpica

SO(2), onde a aplicação de projeção deste fibrado é

SO(3) −→ S2

R 7−→ Rq0

(2.20)

O difeomorfismo (2.19) leva a estrutura de fibrado para a superf́ıcie de spin V3, onde a

aplicação de projeção deste fibrado é a composta das aplicações (2.19) e (2.20). Mas note

4Veja a referência [10], teorema E.4 (página 334).
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que Rq0 = ω × π. Isto implica, que a aplicação de momento (2.15) restrita a superf́ıcie

de spin V3

S

∣∣∣
V3

: V3 −→ S2

(ω,π) 7−→ ω × π

é a aplicação de projeção do fibrado SO(2)→ V3 → S2.

2.5 Formulação variacional para o spin não relativ́ıstico

Como já foi dito, a mecânica quântica do spin não relativ́ıstico é dada pela equação

de Pauli, e esta equação é definida pelo Hamiltoniano quântico (2.2). Assim precisamos

de uma mecânica clássica que produza tanto o correspondente Hamiltoniano clássico

H =
1

2m

(
pi −

q

c
Ai

)2

− qA0 −
q

mc
BiSi (2.21)

quanto os v́ınculos (2.17).

Começamos uma breve discussão da teoria de Lagrangeanas singulares de uma forma

especial. Considere um espaço de configuração com variáveis (Q,y); onde Q = (x,ω)

sendo x = (x1, . . . , xn) as variáveis de posição e ω = (ω1, . . . , ωm) as variáveis do espaço

de spin e y = (y1, . . . , yr) um conjunto auxiliar de variáveis. Para o nosso objetivo é

suficiente discutir ações Lagrangeanas da forma

S =

∫
dtL(Q, Q̇,y) (2.22)

isto é, a Lagrangeana não possui derivadas das variáveis y. Também vamos supor

det
∂2L

∂Q̇∂Q̇
6= 0 (2.23)

Seguindo o procedimento padrão, construimos a formulação Hamiltoniana para a ação

(2.22). Os momentos canônicos são definidos por

P = (p,π) =
∂L

∂Q̇
(2.24)

u =
∂L

∂ẏ
= 0 (2.25)

O espaço de fase com coordenadas globais (x,ω,p,π,y,u) possui uma estrutura de va-

riedade de Poisson com colchete de Poisson canônico. De acordo com (2.25), na teoria

estão presentes os v́ınculos primários uk = 0, k = 1, 2, . . . , r. Pela condição (2.23), as
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equações (2.24) podem ser resolvidas com respeito a Q̇, isto é Q̇ = f(Q,P,y). Usando

essas expressões construimos o Hamiltoniano completo

H(Q,P,y,u,λ) =
[
P · Q̇ + u · ẏ − L(Q, Q̇,y)

] ∣∣∣
Q̇=f(Q,P,y)

+ λ · u (2.26)

onde λa são os multiplicadores de Lagrange para os v́ınculos primários (2.25). Dado o

Hamiltoniano e o colchete de Poisson { , } canônico, a evolução temporal de qualquer

grandeza A é dada pela equação Ȧ = {A,H}. No caso particular, as coordenadas globais

obedecem as equações de Hamilton

Q̇i = {Qi, H}, Ṗj = {Pj, H}, ẏk = λk, u̇k = 0 (2.27)

A conservação no tempo dos v́ınculos primários produz v́ınculos secundários indicados

por Tk

u̇a = {ua, H} = −
∂H

∂yk
≡ Tk = 0 (2.28)

A dinâmica do sistema pode ser equivalentemente obtida desde a ação Hamiltoniana

SH =

∫
dt

[
P · Q̇+ u · ẏ −H(Q,P,y,u,λ)

]
(2.29)

Achando as equações de Euler-Lagrange para esta ação obtemos o conjunto completo de

equações (2.25), (2.27) e (2.28) que governam a dinâmica das variáveis (Q,P,y,u,λ).

Estamos interesados em construir um problema variacional para um sistema com Ha-

miltoniano H0(x,p,ω,π) e com v́ınculos da forma

T̆(x,p,ω,π) = (T(ω,π), T̃(x,p,ω,π))

onde os v́ınculos T(ω,π) são como os v́ınculos (2.17), e T̃(x,p,ω,π) são posśıveis v́ınculos

extras não presentes no modelo do spin não relativ́ıstico. A análise feita acima sugere

tomar um Hamiltoniano completo da forma

H = H0(x,p,ω,π) + y · T̆+ λ · u (2.30)

A ação correspondente ao Hamiltoniano é

SH =

∫
dt
[
p · ẋ+ π · ω̇ −

(
H0 + y · T̆+ (λ− ẏ) · u

)]
(2.31)

e as suas equações de Euler-Lagrange são

Q̇i = {Qi, H0}+ yk{Qi, T̆k}, Ṗi = {Pi, H0}+ yk{Pi, T̆k},

ẏk = λk, u̇k = −T̆k, uk = 0
(2.32)
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as duas últimas equações em (2.32) implicam nos v́ınculos desejados T̆k = 0. Logo a ação

(2.31) resolve nosso problema pois temos constrúıdo uma formulação variacional para um

sistema Hamiltoniano sobre uma superf́ıcie com colchete de Poisson degenerado.

Dada a ação Hamiltoniana (2.31), podemos restaurar a correspondente ação Lagran-

geana. Neste processo, podemos deixar de lado as u porque y entra na formulação sem

derivadas. Supondo que o Hamiltoniano (2.30) é uma função quadrática nas variáveis de

momento P, escrito H = 1
2
P · Θ(Q,y)P + γ(Q,y). Resolvendo as equações Q̇ = ΘP

com respeito a P, obtemos P = Θ̃Q̇, onde Θ̃ é matriz inversa de Θ. Substituindo estas

P’s em (2.31), obtemos a ação Lagrangeana

S =

∫
dt

[
1

2
Q̇Θ̃Q̇− γ(Q,y)

]
(2.33)

Aplicando o procedimento para obter a formulação Hamiltoniana da ação (2.33) imedia-

tamente chegamos na ação Hamiltoniana (2.31)

Resumindo as discussões prévias, para descrever o spin não relativ́ıstico precisamos

de uma mecânica clássica que produza tanto o Hamiltoniano (2.21) quanto os v́ınculos

(2.17). Isto é conseguido pela ação Lagrangiana

S =

∫
dt

[
m

2
ẋ2 +

q

c
A · ẋ+ qA0 +

1

2g

(
ω̇ −

q

mc
ω ×B

)2

+
1

2
gb2 +

1

φ
(ω2 − a2)

]
(2.34)

As variáveis do espaço de configuração são (x,ω, g, φ). Aqui, x representa as coordenadas

espaciais de uma part́ıcula com massa m e carga q, ω são as coordenadas do espaço de

spin, g e φ são as variáveis auxiliares, B = ∇×A, a e b são constantes.

Os segundo e terceiro termos em (2.34) representam a interação mı́nima com o poten-

cial tretavetor (A0,A) de um campo eletromagnético externo, o quarto termo contém a

interação do spin com o campo magnético. No final, este termo produz o termo de Pauli

no Hamiltoniano (2.21).

Agora vamos construir a formulação Hamiltoniana para o modelo. As equações para

os momentos canônicos p e π podem ser resolvidas com respeito as velocidades

pi = mẋi +
q

c
Ai → xi =

1

m

(
pi −

q

c
Ai

)

πi =
1

g

(
ω̇i −

q

mc
ǫijkωjBk

)
→ ω̇i = gπ +

q

mc
ǫijkωjBk

no entanto, os momentos das variáveis auxiliares tornan-se os v́ınculos primários ug = 0

e uφ = 0. A expressão completa do Hamiltoniano

H =
1

2m

(
p−

q

c
A
)2

−qA0−
q

mc
B·(ω×π)+

g

2
(π2−b2)−

1

φ
(ω2−a2)+λgug+λφuφ (2.35)
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Aplicando o procedimento de Dirac, obtemos a seguinte sequência de v́ınculos e as equações

para os multiplicadores de Lagrange são

ug = 0 → π2 − b2 = 0

uφ = 0 → ω2 − a2 = 0

O v́ınculo secundário π2 − b2 = 0 implica 1
φ
ω · π = 0 e portanto ω · π = 0. Logo

b2g +
2a2

φ
= 0 → b2λg +

2a2

φ2
λφ = 0 (2.36)

além dessas equações, o Hamiltoniano (2.35) implica nas equações dinâmicas

φ̇ = λφ, u̇φ = 0 (2.37)

ẋi =
1

m

(
pi −

q

c
Ai

)
, ṗi = q∂iA0 +

q

c
ẋj∂iAj +

q

mc
Sj∂iBj (2.38)

ω̇i = −
2a2b2

φ
πi +

q

mc
ǫijkωjBk, π̇i =

2

φ
ωi +

q

mc
ǫijkπjBk (2.39)

onde Si = ǫijkωjπk. Omitimos as equações Hamiltonianas para g e ug porque estas

variáveis são determinadas pelas equações algébricas (2.36). As equações (2.36)-(2.39)

não determinam a variável φ e esta entra como função arbitrária na solução geral das

variáveis ω e π, portanto a dinâmica destas variáveis é amb́ıgua e elas são grandezas não

observáveis o que é consistente com a presença do v́ınculo de primeira classe G no modelo.

Enquanto a evolução das variáveis Si não é amb́ıgua, como deveria ser

Ṡi =
q

mc
ǫijkSjBk (2.40)

Esta é a equação clássica da precessão do spin em um campo magnético externo. Além

da equação (2.40), as variáveis Si devem satisfazer S2 = a2b2. Sabemos que os operadores

de spin Ŝi =
~

2
σi satisfazem Ŝ2 = 3~2

4
. Se tomarmos b2 = 3~2

4a2
então o valor da variável

clássica S2 coincide com o autovalor do operador quântico Ŝ2

S2 =
3~2

4
(2.41)

As equações (2.38) implicam na equação de segundo ordem para xi

mẍi = qEi +
q

c
ǫijkẋjBk +

q

mc
Sj∂iBj (2.42)

Como S2 ≈ ~
2, o S-termo na equação (2.42) pode sumir no limite clássico. Assim,

esta equação produz a equação clássica de movimento de uma part́ıcula sobre a força de
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Lorentz. Note também que na falta de interação, a part́ıcula com spin não experimenta

autoaceleração.

Para escrever o Hamiltoniano f́ısico, temos que levar em conta os v́ınculos presentes

no modelo. Vamos tomar o gauge φ = 1 para o v́ınculo de primeira classe uφ. No final

chegamos ao Hamiltoniano

H =
1

2m

(
pi −

q

c
Ai

)2

− qA0 −
q

mc
BiSi (2.43)

Para as variáveis f́ısicas xi, pi, Si, os colchetes de Dirac são

{xi, pj} = δij (2.44)

{Si, Sj} = ǫijkSk (2.45)

Agora já temos completada a quantização canônica do modelo. A equação (2.44) implica

a quantização padrão das variáveis x e p, isto é x̂i = xi e p̂i = −i~∂i. De acordo com

a equação (2.45) temos que procurar um espaço de funções de onda o qual seja uma

representação do grupo SO(3). As representações do grupo são enumeradas pelo spin s o

qual esta ligado ao valor do operador de Casimir Ŝ2 ∼ s(s+1). Então a equação (2.41) fixa

o spin s = 1
2
e as variáveis Si são quantizadas por Ŝi =

~

2
σi. Esses operadores agem sobre

o espaço de spinores complexos 2-dimensionais Ψ. O Hamiltoniano quântico é obtido das

equações (2.44) e (2.45) substituindo as variáveis clássicas pelos seus operadores. Isto

implica na equação de Pauli

i~∂tΨ =

(
1

2m

(
P̂i −

q

c
Âi

)2

− qÂ0 −
q

mc
B̂iŜi

)
Ψ (2.46)
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Conclusão

Neste trabalho foi apresentado um modelo semiclássico para o spin não relativ́ıstico.

O spin foi considerado como um momento angular interno e foi constrúıdo sobre um

espaço de fase R
6 com colchete de Poisson canônico. Para eliminar os graus de liberdade

extras, não presentes na teoria quântica, foram impostos v́ınculos restringindo a dinâmica

à superf́ıcie de spin V3. Estes v́ınculos foram escolhidos de forma que a álgebra do spin seja

mantida quando passamos do colchete de Poisson canônico para o colchete de Dirac. Dessa

forma, neste trabalho temos apresentado um exemplo de quantização sobre uma variedade

que tem interpretação f́ısica direta. Também a formulação Lagrangeana do modelo é um

exemplo de construção do problema variacional para um sistema Hamiltoniano sobre a

variedade de Poisson.
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