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obtenção do grau de Mestre em Modelagem
Computacional.

Orientador: Prof. D.Sc. Luis Paulo da Silva Barra

Coorientador: Prof. D.Sc. Rafael Alves Bonfim de

Queiroz

Coorientador: Prof. D.Sc. Maximiliano Ribeiro Guerra

Juiz de Fora

2016



 

 

 

 

Ficha catalográfica elaborada pela Biblioteca Universitária da UFJF 

com os dados fornecidos pelo autor. 

 

 

 

 
Carvalho, Daniela Schimitz de. 
    Modelagem matemática do crescimento tumoral mamário / Daniela 
Schimitz de Carvalho. – 2016.  
    124 f.  

 
Orientador: Luis Paulo da Silva Barra 
Coorientadores: Rafael Alves Bonfim de Queiroz, Maximiliano 

Ribeiro Guerra 
Dissertação (mestrado acadêmico) - Universidade Federal de Juiz 

de Fora, Faculdade de Engenharia. Programa de Pós-Graduação em 
Modelagem Computacional, 2016. 

 
 
1. Câncer mamário. 2. Quimioterapia. 3. Modelagem computacional. 

4. Modelagem matemática. 5. Modelagem de evolução e reação. I. Barra, 
Luis Paulo da Silva, orient. II. Queiroz, Rafael Alves Bonfim de, 
coorient.. III. Guerra, Maximiliano Ribeiro, coorient. IV. Título.          

 

       

                                              

 



Daniela Schimitz de Carvalho 

Modelagem Matemática do Crescimento Tumoral Mamário 

Dissertação apresentada ao Programa de Pós­
graduação em Modelagem Computacional, da 
Universidade Federal de Juiz de Fora como 
requisito parcial à obtenção do grau de Mestre em 
Modelagem Computacional. 

Aprovada em 29 de Março de 2016. 

• 

BANCA EXAMINADORA 

L/)1�� 
Prof. D. Se. Luis Paulo da Silva Barra - Orientador 

Universidade Federal de Juiz de Fora 

im de Queiroz - Coorie dor 
Universidade Federal de Juiz de Fora 

Prof. D. Se. Maximiliano Ribeiro Gue - Coorientador 
Universidade Federal de Juiz de Fora 

Prof'. D. Se. Flávi de Souza Bastos 
Universidade Federal de Juiz de Fora 

Laborató · Nacional de Comput ão Científica 

Ji�o_u.1 
Prof'. D. Se. Jane Rocha Duarte Cintra 

Instituto Oncológico JF 



Dedico este trabalho

primeiramente a Deus, aos meus

amigos e familiares pelo apoio e

ao meu orientador e meus

coorientadores pela dedicação.



AGRADECIMENTOS
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minha irmã Denise que me apresentou ao programa e compartilhou muitos momentos

desta caminhada.

Aos meus amigos do programa pela alegrias e angústias compartilhadas, em especial
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RESUMO

O câncer mamário acomete milhões de mulheres no mundo a cada ano, sendo considerado

um problema de saúde pública mundial. Esta doença apresenta uma alta mortalidade e

uma elevada incidência entre os tipos de câncer na população feminina. No Brasil, esta

patologia também se destaca como a primeira nas taxas de incidência e mortalidade

entre os cânceres no sexo feminino. O comportamento evolutivo do câncer em um

indiv́ıduo, sua origem, sua composição e expansão são caracteŕısticas ainda não bem

elucidadas. A eficiência dos diferentes tratamentos está relacionada com vários fatores

referentes ao comportamento tumoral, e principalmente com o estadiamento cĺınico.

Neste trabalho, descrevem-se as principais caracteŕısticas biológicas e cĺınicas do câncer

mamário e investigam-se alguns modelos matemáticos dispońıveis na literatura que

representam o seu crescimento. Particularmente, são abordados modelos emṕıricos

clássicos que consideram a população tumoral com constituição celular homogênea; e

modelos mais recentes mecanicistas que incluem caracteŕısticas da heterogeneidade celular

e a hipótese das células tronco canceŕıgenas. Além disso, foram propostas e implementadas

computacionalmente duas alternativas para a consideração da atuação de fármacos no

crescimento tumoral. Simulações numéricas foram realizadas empregando estes modelos

e os resultados obtidos discutidos. Através destas simulações foi posśıvel entender as

limitações dos modelos frente a complexidade do crescimento tumoral.

Palavras-chave: Câncer mamário. Quimioterapia. Modelagem computacional.

Modelagem matemática. Modelagem de evolução e reação.



ABSTRACT

Breast cancer affects millions of women worldwide each year and is considered a problem

of world public health. The disease presents a high mortality and incidence rates among

cancer types in the female population. In Brazil, this patology is also associated with

the highest incidence and mortality rates among cancers in women. The evolutionary

behavior of cancer cells are not well elucidated, such as their origin, composition and

expansion characteristics. The efficiency of the distinct treatments is related to several

factors involving the tumor behavior, and especially with the clinical staging. In this work,

the biological and clinical characteristics of breast cancer were described and relevant

mathematical models of tumor growth were investigated. Particularly, the empirical

models that consider the tumor population with the homogeneous cells; and the latest

mechanistic models including cellular heterogeneity characteristics and the hypothesis

of cancer stem cells. Furthermore, two alternatives were proposed and computationally

implemented in order to simulate the effects of the drug in the tumor growth. Numerical

simulations were achieved using these models and the results discussed. From these

simulations, it was possible to understand the limitations of these models compared with

the complexity of the tumor growth.

Keywords: Breast cancer. Chemotherapy. Computational modeling. Mathematical

model. Evolution and reaction models.
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3.3.1 Modelos populacionais heterogêneos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.3.2 Modelos de Liu et al. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

3.3.2.1 Modelo sem feedback . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

3.3.2.2 Modelo com feedback . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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4.3 Comparação dos resultados anaĺıticos dos modelos homogênios com os dados

experimentais de Liu et al., com a condição inicial N0 fixa. . . . . . . . . . 81

4.4 Comparação dos resultados numéricos dos modelos homogêneos com os dados
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para diversos valores do parâmetro v̄1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

4.12 Comparação entre os resultados obtidos com a simulação numérica dos modelo
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de 0, 0; 0, 1; 0, 5; 1, 0 e 2, 0µM do medicamento Lapatinib. . . . . . . . . . 101

4.17 Representação do comportamento da concentração da droga ( 0, 1; 0, 5; 1, 0 e

2, 0µM) a cada nova dosagem a cada 2 dias do medicamento Lapatinib. . . 102
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dados experimentais de Liu et al. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

4.6 Relação dos valores dos erros resultantes após cada simulação de otimização

de cada modelo em comparação a cada banco de dados experimentais. . . . 82
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4.14 Parâmetros fixos e dependentes de v1 utilizados nas simulações do II modelo
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vi Taxas de Velocidades de Divisão Celular, com i igual a 0 e 1

xi Células Tumorais, com i igual a 0, 1 e 2, representando

respectivamente cada linhagem celular tumoral

α Taxa de Crescimento Intŕınseco Celular
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1 INTRODUÇÃO

Por mais de 60 anos, os estudos biológicos abordam o crescimento tumoral e constituem

o propósito de muitos pesquisadores que realizam trabalhos com extensivas investigações

experimentais [1]. No entanto a compreensão da origem do câncer, do seu microambiente,

e de estratégias terapêuticas eficientes de curar esta doença são questões ainda não bem

elucidadas [2]. Independentemente da complexidade da cinética do crescimento tumoral,

alguns modelos matemáticos podem explicitar leis relativamente simples desta patologia e

investigar a ação de fármacos como a resistência deles nos tratamentos anti-canceŕıgenos

[1, 3].

Entende-se por câncer um grupo de doenças caracterizadas pela divisão celular

descontrolada e pela capacidade de invadir estruturas orgânicas. Consideradas em

conjunto são um problema de saúde pública mundial, estando entre as principais causas

de morbidade e mortalidade do mundo [4, 5]. Com número estimado de 14 milhões de

novos casos e de 8,2 milhões de mortes relacionadas com esta patologia no ano de 2012

[5, 6, 7]. Segundo estimativas da Organização Mundial de Saúde (OMS), atualmente

o câncer é considerado responsável pelo maior número de mortes superando todas as

doenças card́ıacas coronarianas e acidentes vasculares cerebrais, como ilustrado na Figura

1.1. [6, 8, 9].

A evolução das taxas de incidência, taxas de mortalidade e taxas de

prevalência sinalizam um cont́ınuo crescimento desta doença para as próximas décadas

[6]. O aumento da ocorrência de câncer é decorrente do envelhecimento da população e da

elevada prevalência dos fatores de risco, ou seja, deve-se ao estilo de vida contemporâneo

que pode favorecer a formação de tumores [7]. Os cinco principais fatores de risco

comportamentais estabelecidos pela OMS, são: elevado ı́ndice de massa corporal, baixa

ingestão de frutas e legumes, inatividade f́ısica, tabagismo e álcool [5]. Em consequência

do aumento da prevalência dos fatores de risco a OMS estima um aumento de 70% de

novos casos para as próximas duas décadas, principalmente em páıses de baixa renda

[5, 6, 7].

Com as estimativas fornecidas pelo projeto GLOBOCAN, referente a incidência,

mortalidade e prevalência dos cânceres em todo o mundo [6, 10]. O câncer pulmonar
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Figura 1.1: Estimativas do ano de 2012 das principais patologias de mortalidade da
população mundial, adaptado da OMS [9].

e mamário são os mais diagnosticados no mundo e responsáveis pelas principais causas de

morte por esta doença em homens e mulheres, respectivamente, tanto nos páıses mais e

menos desenvolvidos [7, 10], de acordo com os dados da International Agency for Research

on Cancer (IARC) [10]. Podemos observar também as diferenças nas taxas de incidência

e de mortalidade dos páıses mais e menos desenvolvidos, onde as taxas de incidência

nos páıses mais desenvolvidos são cerca de duas vezes mais elevadas do que nos páıses

menos desenvolvidos. Entretanto as taxas de mortalidade nos páıses mais desenvolvidos

são cerca de 8% a 15% maiores do que nos páıses menos desenvolvidos. Este fato reflete

principalmente os diferentes tipos de câncer, de tratamentos ofertados e da qualidade dos

registros dos dados entre os páıses mais e menos desenvolvidos [7].

No cenário mundial o câncer mamário corresponde à principal causa morte entre as

mulheres, com um número estimado com dados do ano de 2012 1,7 milhões de novos casos

e 522 mil mortes por esta doença [7]. Segundo estimativas do Instituto Nacional de Câncer

José Alencar Gomes da Silva (INCA), no Brasil são esperados 57.960 novos casos para o

ano de 2016, tendo sido registrados 14.388 óbitos no ano de 2013 [11, 12]. O Brasil reflete

os dados mundiais desta patologia, pois ela representa o tipo mais comum na população
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feminina de acordo com o INCA [11]. Além disso, o câncer mamário corresponde a cerca

de 25% de todos os novos casos de câncer a cada ano, e representa aproximadamente 15%

de todas as mortes por câncer [7, 11, 12].

1.1 Justificativa

O câncer mamário é um dos principais problemas de saúde pública da mulher, e se

destaca por sua elevada incidência e altas taxas de mortalidade, principalmente em

páıses subdesenvolvidos [13, 14, 15]. A alta incidência, mortalidade e prevalência são

exemplificadas na Figura 1.2, demonstrando as estimativas dos dados do IARC extráıdas

do projeto GLOBOCAN [16].

Mamário

Pulmão

Colorretal

Colo Uterino

1.67 · 106

5.83 · 105

6.14 · 105

5.28 · 105

5.22 · 105

4.91 · 105

3.2 · 105

2.66 · 105

6.23 · 106

6.26 · 105

1.59 · 106

1.55 · 106 Incidência

Mortalidade

Prevalência

Figura 1.2: Estimativas de incidência, mortalidade e prevalência dos tipos de câncer mais
frequentes nas mulheres, adaptado do IARC [16].

Nas últimas décadas tem ocorrido um aumento significativo dos novos casos em

consequência da interação dos fatores genéticos e do estilos de vida atuais, principalmente

relacionados aos novos hábitos reprodutivos das mulheres contemporâneas, como

representado na Figura 1.3 [17, 18]. Esta patologia tem despertado um grande interesse

dos pesquisadores devido à sua alta prevalência, e por representar em sua forma mais

agressiva, a metastática, a primeira causa de óbito por câncer entre as mulheres [19, 20, 21].

O impacto epidemiológico desta doença se caracteriza pela sua elevada incidência no

sexo feminino e pelo seu maior risco de óbitos nos diagnósticos tardios [13]. Por exemplo,

quando o câncer mamário é diagnosticado em estádios avançados, a cura não é posśıvel, já
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Figura 1.3: Diagrama dos fatores de risco do câncer mamário relacionados à vida
reprodutiva da mulher.

quando diagnosticado e tratado precocemente é considerada uma doença de relativo bom

prognóstico [22]. A sobrevida tem aumentado consideravelmente nas últimas décadas,

embora as taxas de mortalidade ainda se mantenham altas nos páıses subdesenvolvidos e

em desenvolvimento [13, 14, 15].

Considerando a importância do câncer mamário no âmbito da saúde coletiva mundial

e nacional, tornam-se necessários estudos que permitam a compreensão do crescimento

tumoral e da resposta aos tratamentos anti-neoplásicos, bem como que acelerem o

desenvolvimento de novas estratégias terapêuticas. Neste contexto, muitos trabalhos

envolvendo modelos matemáticos com análises qualitativas e quantitativas relativas a

dados in vitro, in vivo e de ensaios cĺınicos, vêm sendo desenvolvidos visando aumentar o

entendimento sobre a evolução desta patologia. Além disto, estes modelos podem agregar

novas formas de descrição do avanço tumoral, como acompanhamento da eficácia do

tratamento aplicado.
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1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo geral

O objetivo geral deste trabalho consiste em estudar e compreender os principais aspectos

da dinâmica da proliferação tumoral mamária através do estudo, da implementação e da

simulação computacional de alguns modelos matemáticos dispońıveis na literatura, tais

como o modelo emṕırico Gompertz [23], empregado para descrever o crescimento tumoral

de dados experimentais em 1964 [24], e o mecanicista de Liu et al. [25], que considera

caracteŕısticas da cinética incorporando a hipótese da presença das células tronco tumorais

mamárias.

1.2.2 Objetivos espećıficos

Entre os objetivos espećıficos neste estudo destacamos:

• estudar e descrever os modelos fenomenológicos mais usuais e simples existentes na

literatura;

• revisar a essência dos fatores biológicos envolvidos no processo evolutivo do câncer

e sua representação nos modelos matemáticos (emṕıricos e mecanicistas) estudados;

• verificar e validar os modelos a partir de simulações computacionais e comparações

com resultados dispońıveis na literatura;

• investigar a viabilidade da consideração de fármacos quimioterápicos na inibição da

proliferação tumoral mamária através de pequenas modificações em um dos modelos

estudados;

1.3 Organização da dissertação

Complementando a pequena introdução contendo os aspectos gerais do câncer

apresentados no presente caṕıtulo, a dissertação está organizada da seguinte forma:

• Caṕıtulo 2 - Biologia Tumoral

Abordam-se brevemente alguns conceitos gerais da biologia tumoral, bem como
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alguns conceitos e pespectivas cĺınicas e terapêuticas, aprofundando no tratamento

quimioterápico, particularmente em relação à ação da droga que se pretende simular.

• Caṕıtulo 3 - Modelagem Matemática

Descrevem-se alguns modelos matemáticos determińısticos para a representação

do crescimento tumoral. São apresentados modelos emṕıricos clássicos bem como

alguns modelos mecanicistas mais recentemente publicados.

• Caṕıtulo 4 - Resultados Numéricos

Apresentam-se os resultados das simulações numéricas realizadas com os códigos

desenvolvidos. Foram realizados diversos ajustes de parâmetros dos modelos

implementados aos dados experimentais obtidos na literatura a fim de verificar a

aplicabilidade dos mesmos.

• Caṕıtulo 5 - Conclusões

Apresentam-se as conclusões gerais do trabalho desenvolvido e propostas para

trabalhos futuros.

• Apêndice A - Testes numéricos com a biblioteca PyDDE

Apresentam-se alguns testes simples para a verificação da correta utilização do

biblioteca PyDDE [26], utilizado no Caṕıtulo 4 para a solução das equações

diferenciais com atraso presentes nos modelos.

• Glossário

Por se tratar de um trabalho multidisciplinar, é apresentada uma lista de termos

espećıficos das áreas tratadas neste trabalho com suas definições, a fim de facilitar

a leitura do texto. Ao longo deste trabalho, os termos presentes no glossário estão

grafados em negrito por ocasião de sua primeira utilização.
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2 BIOLOGIA TUMORAL

Os tumores são originados a partir de células normais que acumularam alterações

genéticas e alterações epigenéticas ao longo do tempo, através de um processo

microevolutivo que ocorre durante anos ou décadas, ainda não completamente conhecido,

chamado processo oncogênico [27, 28]. No processo oncogênico uma célula normal

acumula uma série de mutações danificando o ácido desoxirribonucleico (DNA), ou seja,

alterações aberrantes nos cromossomos, principalmente nos genes responsáveis pelo

controle da divisão celular, conduzindo a formação de neoplasias [29, 30].

Estas mudanças no DNA podem ser decorrentes da influência de fatores genéticos da

pessoa e de agentes externos classificados em 3 categorias de carcinógenos [5]:

• f́ısicos (raios ultravioleta e radiação ionizante),

• qúımicos (componentes de poluentes do ar, da fumaça do tabaco, dos alimentos e

da água),

• biológicos (decorrentes de infecções provocadas por v́ırus, bactérias e parasitas).

Na prática os tumores, ou neoplasias, correspondem ao crescimento celular não

controlado; sendo classificados conforme suas caracteŕısticas biológicas em dois tipos:

benignos e malignos [31]. Os tumores benignos apresentam um crescimento organizado,

geralmente lento, expansivo, e com mitoses raras; morfologicamente apresentam células

bem diferenciadas semelhantes às do tecido que lhes deu origem. Apesar de não invadirem

os tecidos vizinhos estes tumores podem comprimir os órgãos e tecidos adjacentes [18, 31].

Já os tumores maĺıgnos manifestam um maior grau de autonomia e apresentam um

crescimento rápido, desorganizado, infiltrante e com um número elevado de mitoses;

morfologicamente perdem as caracteŕısticas dos tecidos que lhes originaram, apresentando

células com graus variados de diferenciação; são capazes de invadir tecidos vizinhos e

provocar metástases, podendo ser resistentes ao tratamento e causar a morte do hospedeiro

[18, 31].

Câncer é a denominação genérica para os tumores malignos e apesar de apresentarem

uma grande variedade têm um comportamento biológico semelhante [31]. O câncer é

caracterizado também pelo descontrole da divisão celular resultando em um aumento
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anormal do número dessas células, que também apresentam alteração da sua morfologia

e especificidade celular [32, 33]. Os tumores malignos são denominados conforme sua

origem embrionária, da seguinte forma [31]:

• carcinomas: quando for originário dos tecidos epiteliais de revestimento externo e

interno;

– adenocarcinomas: quando for originário dos tecidos epiteliais glandulares;

• sarcoma: quando for originário dos tecidos conjuntivos ou mesenquimais;

• blastoma: quando for originário de células blásticas.

Os tumores malignos sólidos (carcinomas e adenocarcinomas) são responsáveis por

aproximadamente 80% de todos os casos de câncer e dentre estes, pela elevada incidência,

destacamos os tumores mamários (adenocarcinoma mamário), estudados neste trabalho

[31, 34].

Neste caṕıtulo serão abordados alguns aspectos importantes para a compreensão

evolutiva biológica e cĺınica do câncer mamário. Para um melhor esclarecimento referente

às transformações celulares sofridas no processo neoplásico, na Seção 2.1 serão descritas

algumas caracteŕısticas das células, do seu processo de diferenciação e divisão celular.

Já os aspectos dos fatores cĺınicos observados no diagnóstico que auxiliam a escolha

de tratamento adotado serão apresentados na Seção 2.2, focando nos tratamentos

quimioterápicos. Na Seção 2.3, descrevem-se as perspectivas de tratamento do câncer

mamário.

2.1 Conceitos biológicos

Os tumores surgem a partir de uma única célula, sendo esta estrutura a unidade

fundamental estrutural e fisiológica dos seres vivos [35, 36]. As células são

compartimentalizadas morfologicamente em: citoplasma, constitúıdo pela matriz celular

e organelas; núcleo, onde as informações genéticas são armazenadas no DNA; e pelas

membranas plasmática e nuclear, envolvendo respectivamente o citoplasma e o núcleo [36].

Muitos dos mecanismos necessários para a manutenção dos organismos vivos encontram-

se no DNA, que determinam as caracteŕısticas de uma espécie e de cada um dos indiv́ıduos

[35].
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A reparação celular possibilita a sobrevivência dos organismos. Quando necessária a

reposição celular, ocorre uma divisão da célula que se reproduz, originando duas células

filhas [28, 36]. O ciclo de duplicação ou reprodução celular envolve processos de cópias

e transferências da informação genética para a próxima geração, conhecido como ciclo

celular [35]. O controle celular é atribúıdo às protéınas reguladoras do tamanho e número

de células, controlando tanto o ciclo celular, quanto o crescimento e a apoptose celular,

garantindo a homeostase do organismo através dos feedbacks que desempenham um

papel fundamental neste ajuste [35, 37].

A Figura 2.1 ilustra a reprodução celular mitótica, que é resultado da duplicação de

todo o conteúdo intracelular e na sua posterior divisão gerando duas novas células. Este

ciclo celular de duplicação e divisão das células somáticas é dividido em duas grandes

etapas: a interfase e a mitose [3, 35]. Na fase conhecida como interfase, a célula cresce

duplicando seu material genético e suas organelas compreendendo as quatro fases de

desenvolvimento do ciclo celular a G0, G1, S e G2 [3]. Já na fase da mitose ocorre a

divisão celular propriamente dita ou fase M [3, 36].

G

0

1

2

M

G

G

S

Figura 2.1: Representação do Ciclo Celular (adaptado de [35]). Ilustrando como as células
somáticas se dividem em duas células filhas idênticas, e cada uma delas continuará a se
dividir ciclicamente.

Os peŕıodos de desenvolvimento do ciclo celular consistem em uma sequência

organizada de eventos que permite a transmissão da informação genética para a próxima
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geração de célula [35]. A fase G0 representa o momento no qual as células não estão em

divisão, peŕıodo de espera da sinalização das protéınas regulatórias para continuarem o

ciclo [3]. A primeira fase do ciclo é a fase G1 caracterizada pelas śıntese de protéınas e

de ácido ribonucleico (RNA). As fases intermediárias do ciclo são: a fase S onde ocorre a

śıntese do DNA e a fase G2 na qual as células se preparam para a mitose e prosseguem

sintetizando protéınas e RNA. Finalmente na fase M acontece a divisão celular quando a

célula mãe se separa em duas células filhas [3].

A sequência no ciclo de duplicação celular é controlada por uma rede complexa

de protéınas reguladoras conhecida como sistema de controle do ciclo celular [35].

Este sistema de controle do ciclo celular é responsável por impedir a proliferação

anormal durante este processo, sendo regulado por vias de sinalizações complexas com

extensas interações entre elas [29, 30]. Porém, quando este sistema falha, podem

ocorrer modificações no DNA resultando em uma célula anormal com aquisição de

transformações genéticas. Estas alterações do DNA podem ser eliminadas a partir de

repetidas duplicações ou serem acumuladas após estas duplicações e resultar em uma

célula tumoral maligna [30]. A mutação em genes espećıficos, como os prooncogenes e os

genes supressores do tumor, pode desempenhar um papel fundamental no surgimento do

câncer [28].

Estas mutações no DNA podem modificar os genes prooncogenes que tornam-

se oncogenese e estes promovem a produção excessiva de protéınas estimuladoras de

crescimento, resultando em uma proliferação celular anormal. Ou podem modificar os

genes supressores do tumor, que são inativados e consequentemente o controle da divisão

das células tumorais e a apoptose são eliminados, favorecendo a progressão celular tumoral

[28]. Portanto, a compreensão do comportamento de cada fase do ciclo celular possibilita

o desenvolvimento de drogas anti-canceŕıgenas que visam especificamente as células em

uma determinada fase do ciclo, com objetivo de atuar atrasando a progressão tumoral.

Essas drogas são conhecidas como fase-espećıficas [3, 38].

O tecido humano sofre reparações celulares rápidas e cont́ınuas, necessárias para

manter sua arquitetura e funções ao longo do tempo, por intermédio de um processo

extremamente regulado e sustentado por esta pequena população celular de longa vida com

potencial de expansão extraordinária, conhecida como células tronco (CTs) [39]. Estas

células expressam particularidades biológicas únicas de auto renovação e de diferenciação
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em multi-linhagens [29, 40, 41]. O que distingue as células canceŕıgenas das células normais

é a mutação das vias de regulação dos mecanismos homeostáticos responsáveis por manter

o número de células, diretamente relacionado às CTs [29, 42].

As CTs podem se dividir em dois tipos [35, 43]:

• Células tronco embrionárias: responsáveis em gerar todos os tipos celulares

do nosso organismo, com um potencial de diferenciação celular extraordinário,

existentes na fase inicial do desenvolvimento embrionário.

• Células tronco adultas: responsáveis em repor células perdidas ou descartadas em

grande número, repondo estas células especializadas após o processo de diferenciação

celular, porém elas têm um potencial limitado de diferenciação celular, gerando

apenas células de sua própria linhagem celular.

Tendo em vista que a maioria das ocorrências de câncer se apresenta após o

desenvolvimento embrionário, no presente trabalho só serão consideradas as células tronco

adultas.

As funções naturais desempenhadas por estas células correspondem à capacidade de

perpetuar-se por meio da auto renovação e gerar células maduras através da diferenciação

celular, variando seu potencial de desenvolvimento de acordo com sua localização [30, 34,

40]. As três principais funções caracteŕısticas que determinam as CTs são [39]:

• a sua capacidade de diferenciação celular dando origem a uma descendente que,

a partir de um processo de duplicação hierárquico, se diferencia e se especializa,

gerando células heterogêneas;

• a sua particularidade celular fundamental de auto renovação formando novas células

tronco com potencial idêntico para proliferação, expansão e diferenciação celular,

mantendo assim células tronco no organismo;

• a sua habilidade do controle homeostático, equilibrando a auto renovação e a

diferenciação celular de acordo com os est́ımulos ambientais e genéticos recebidos.

O método proliferativo das CTs pode originar células idênticas ou diferenciáveis (CDs)

que, por sua vez, podem se diferenciar em células especializadas ou maduras (CMs), como

ilustrado na Figura 2.2 [30]. No processo de auto renovação das CTs, elas se deslocam de
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forma assimétrica ou simétrica originando pelo menos uma descendente idêntica[29]. O

tipo de divisão é determinado por mecanismos intŕınsecos durante a mitose que polarizam

protéınas que orientam o fuso mitótico ao longo do ciclo celular [41].

(a) Divisão celular simétrica (b) Divisão celular assimétrica

Figura 2.2: Esclarecimento da proliferação das CTs (Adaptada de [35]). Representação
da divisão: (a) simétrica gerando duas CTs idênticas; (b) assimétrica originando uma CT
idêntica e uma CD que sofrerá diferenciação celular.

Na auto renovação assimétrica a CT gera duas células filhas com diferentes destinos e

com alternâncias no tamanho, na morfologia, na expressão gênica, no número de divisões

e no potencial proliferativo [29, 41]. Apenas uma descendente herda as propriedades e

caracteŕısticas da célula mãe, devido à polarização do fuso mitótico garantindo que apenas

esta célula terá o potencial de auto renovação [41]. Já a outra célula gerada, uma CD

comprometida, seguirá o caminho da diferenciação celular [29, 41].

No processo de divisão das CTs, ocasionalmente ocorre a divisão simétrica, gerando

duas células idênticas para aumentar o potencial de expansão celular, decorrente de perda

destas células [29, 41]. No entanto, o mecanismo de auto renovação mais comum é o de

divisão assimétrica assegurando o equiĺıbrio homeostático e mantendo o número de CTs

no organismo [41].

Como as CTs são as únicas células nos tecidos com peŕıodos de vida mais longos, são

também mais suscet́ıveis a acumularem mutações iniciais que se amplificam nas células

progenitoras e diferenciadas (ou maduras) com um tempo de vida mais curto [30, 39].
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Esta peculiaridade sustenta a hipótese das CTs originarem os tumores, levando a várias

implicações experimentais e cĺınicas [42]. Porém, devido a escassez de trabalhos com

ensaios experimentais focados no estudo funcional destas células, tem-se um conhecimento

limitado sobre a auto renovação nas CT [39]. Apesar de alguns avanços recentes na

compreensão da regulação da auto renovação em resposta a sinais locais ou sistêmicos,

este continua sendo um dos componentes da biologia destas células menos compreendidos

[30].

O câncer pode se originar a partir de uma CT mutante que acumulou mutações ao

longo das divisões de auto renovação [44], ou por alterações nos mecanismos moleculares

que controlam a homeostase das CT normais [45]. Na primeira alternativa, conhecida

como hipótese das células tronco canceŕıgenas (CTCs), uma célula pode gerar um pequeno

grupo de células tronco canceŕıgenas capazes de iniciar e conduzir os tumores como

proposto no trabalho de Al-Hajj [19].

Assim como as CTs normais, as células tumorais apresentam: capacidade de

auto renovação, telomerase ativa (aumentam a capacidade proliferativa), vias de

anti-apoptose (não ocorrer a morte celular) e de diferenciação celular (originando

linhagens celulares diferentes), surgindo uma nova visão da proliferação celular tumoral

[20, 40, 46, 47, 25]. Decorre destas caracteŕısticas um novo modelo de desenvolvimento e

progressão tumoral baseado na hipótese de CTCs [42, 44].

Os tumores mamários são caracterizados por diferentes populações de células

neoplásicas, como identificadas e isoladas no trabalho desenvolvido por Al-Hajj et al. [19],

que propôs um novo conceito de subgrupos celulares nos tumores mamários semelhantes às

CT epiteliais mamárias [19, 48, 49]. Esta constatação foi feita através da caracterização

e separação das células com alta atividade canceŕıgena utilizando marcadores (CD44 e

CD24), que são moléculas que se ligam aos receptores de superf́ıcie celulares[19, 29, 48].

Após isolamento observou-se que as células do câncer mamário que expressam ńıveis

elevados de CD44 e baixos ńıveis de CD24, possúıam capacidade de iniciar e evoluir os

tumores [19]. Mais tarde, estas células com marcadores CD24- e CD44+ foram associadas

às CTCs mamárias [19, 29, 48].

A hipótese de CTCs postula que estas células constituem uma minoria de células da

população tumoral com divisões de auto renovação exercendo o papel de combust́ıvel

no crescimento canceŕıgeno além de permanecerem em pacientes após o término do
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tratamento. A hipótese prevê ainda que a erradicação do tumor somente será

conclúıda após tratamentos direcionados à eliminação destas células [44]. Esta teoria é

fundamentada na existência de uma hierarquia celular populacional nos tumores, análoga

à que ocorre nos tecidos normais, exposta na Figura 2.3. Assim, os tumores se originam

de uma única célula, porém, nem todas as células tumorais são idênticas, ocorrendo a

heterogeneidade celular [30].

Figura 2.3: Posśıveis rotas pelas quais as células tronco podem originar tumores (adaptado
de [44]). Nestas rotas os M1,M2, ...,Mn representam as mutações ocorridas neste processo
de oncogênese.

Na Figura 2.3 temos a representação dos mecanismos potenciais de mutações pelos

quais as células tronco podem carregar ao longo dos processos de auto renovação. As

células tronco normais (A) mostram o armazenamento de mutações ocorridas no nicho

verde ao longo do tempo. As células tronco (B) adquiriram mutações que propiciaram sua

sobrevivência e auto renovação em um nicho alternativo, ativando a expansão populacional

destas células neste ambiente. As células tronco (C), com mutações que facilitam a

proliferação mesmo na ausência de um nicho, favorecem o surgimento de mutações

adicionais que possibilitam a auto renovação (D). As células tronco modificadas (D)

sofrem diferenciação celular preservando o potencial proliferativo. Já as células tronco

normais (E) podem ser expostas a mutações e gerar células modificadas. Estas mutações
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intercorrentes das auto renovações desordenadas em um nicho, dão origem às células

precursoras do câncer [44].

A investigação da hipótese da CTC possibilita uma melhor compreensão do curso

da doença e pode resultar em um direcionamento terapêutico mais bem sucedido [44].

Esta hipótese possibilita a proposição de diferentes modelos matemáticos quantitativos,

na tentativa de reproduzir de forma simplificada as complexas interações biológicas

envolvidas neste processo [50]. Estes modelos incorporam aspectos da dinâmica

proliferativa tumoral [37] e possibilitam a consideração do efeito de tratamentos anti

tumorais baseados nestas células espećıficas [25, 51, 52, 53].

De forma geral, a Figura 2.4 resume o que foi descrito nesta seção, apontando os

principais fatores que levam à formação de uma mutação no DNA, após várias divisões

celulares, acarretando o surgimento de uma célula tumoral.

O processo de carcinogênese ocorre gradativamente e passa por vários estágios [54]:

• estágio de iniciação: onde as células sofrem o efeito de um agente carcinógeno

(oncoiniciador) que provoca a modificação no DNA;

• estágio de promoção: após as alterações no DNA, devido aos agentes carcinógenos

(oncopromotor), a célula é transformada gradualmente em uma célula maligna;

• estágio de progressão: é caracterizado pela multiplicação descontrolada celular,

onde a doença já está instalada e evolui até as primeiras manifestações cĺınicas.

2.2 Conceitos cĺınicos

Inicialmente, quando o paciente suspeita desta doença devido à detecção precoce ou exame

f́ısico (presença de nódulo), esta lesão deverá ser biopsiada [22]. Após o diagnóstico

de câncer ser confirmado pelo resultado histopatológico, que favorece ao manuseio

cĺınico do ponto de vista prognóstico e terapêutico, deve-se iniciar a anamnese focando

principalmente no histórico familiar, comorbidades e fatores de risco [17, 22]. Além disto,

exames para identificar os marcadores celulares podem predizer o comportamento do

tumor e são importantes na escolha do tratamento adequado do paciente [55, 56].

Para se determinar a melhor forma de tratamento e sobrevida dos pacientes, a

União Internacional Contra o Câncer (UICC) desenvolveu um sistema de classificação
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• Morfologia semelhante a
origem tecidual,

• Mitoses raras e t́ıpicas,
• Encapsulação frequente.

• Crescimento rápido,
infiltrante e pouco
delimitado,

• Morfologia diferente do
tecido original,

• Mitoses frequentes e
at́ıpicas,

• Encapsulação ausente.

Figura 2.4: Diagrama dos fatores que levam a mutação do DNA e a geração de células
tumorais benigna ou maligna.

da evolução tumoral. No Brasil este sistema de classificação é denominado estadiamento

e conhecido como sistema TNM de classificação de tumores malignos [31]. Este sistema

classifica os casos de câncer em grupos chamados estádios [57].

A classificação cĺınica do câncer é usualmente realizada a partir de três parâmetros

[22, 57]:

• T: tamanho do tumor;

• N: acometimento linfonodal;

• M: metástase a distância.
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A estas três letras são adicionados números que indicam a extensão da doença maligna (T0

a T4; N0 a N3; M0 a M1) [31, 57]. O estadiamento cĺınico classifica o câncer em função das

diversas combinações posśıveis do sistema TNM [17]. Já o estadiamento patológico baseia-

se nos achados cirúrgicos e no exame anatomopatológico da peça operatória retirada após

tratamento cirúrgico, grafado com a letra p antes das letras T, N e M [31].

Após o tumor ser classificado pelo estadiamento cĺınico, inicia-se uma ou o conjunto

de três condutas de tratamento: cirúrgico, radioterápico e quimioterápico [22, 54]. Estas

modalidades terapêuticas são geralmente ministradas em conjunto, variando apenas a

ordem de sua indicação, de acordo com sua importância e do tipo de neoplasia maligna

tratada [31]. A combinação das opções terapêuticas pode ter como objetivo a cura do

paciente ou a atenuação dos sintomas [22].

O tratamento cirúrgico pode levar à remoção total do tumor, e caso não haja metástase

este tratamento é muito eficaz [54]. Atualmente a cirurgia oncológica é realizada nas

seguintes modalidades: cirurgia profilática, diagnóstica, curativa, paliativa, citorredutora,

endocrinocirurgia e reconstrutiva [58]. Os objetivos destas modalidades cirúrgicas no

tratamento oncológico são:

• cirurgia profilática: remover tecido pré-maligno na tentativa de impedir que

células com potencial de malignidade transformem-se em uma tumoral maligna;

• cirurgia diagnóstica: retirar amostras teciduais para realização de um diagnóstico

histopatológico a fim de identificar o tipo de tumor (o grau e estágio), este

procedimento é fundamental para o planejamento terapêutico;

• cirurgia curativa: tem por finalidade remover o tumor quando este está confinado

a uma determinada área, é realizada quando se espera retirar toda a doença

macroscópica.

• cirurgia paliativa: indicada quando a doença já se encontra disseminada, é

indicada apenas para tratar as complicações da doença avançada, que põem em

risco a vida do paciente ou que comprometem a sua qualidade de vida;

• cirurgia citorredutora: é utilizada quando a remoção completa do tumor causaria

muito dano a um órgão ou áreas circunvizinhas, logo é retirada a maior quantidade

de massa tumoral posśıvel, visando uma melhora na resposta a outras modalidades
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de tratamento (quimioterapia e/ou radioterapia, na tentativa de eliminar as células

neoplásicas residuais);

• endocrinocirurgia: esta cirurgia é realizada em menor frequência, para a

complementação terapêutica nos tumores hormoniodependentes, como câncer

mamário e da próstata.

• cirurgia reconstrutiva: realizada para restaurar a aparência ou a função de uma

parte do corpo após uma cirurgia primária, com intenção curativa ou paliativa [58].

A radioterapia utiliza geralmente raios gama, radioisótopos, raios-x e prótons; além

de equipamentos e técnicas variadas para irradiar as áreas tumorais [31, 54]. Este método

de tratamento local ou loco-regional do câncer geralmente é ministrado após a cirurgia

independente do tipo histológico, no intuito de aumentar a eficiência terapêutica [17, 22].

As finalidades da radioterapia estão relacionadas a seguir:

• curativa: com o objetivo de curar o paciente, geralmente é utilizada a dose máxima

que pode ser aplicada na área tratada;

• pré-operatória (prévia, neoadjuvante, citorredutora): reduz o tumor para

facilitar a principal modalidade de tratamento, a cirurgia;

• pós-operatória ou pós-quimioterapia (profilática ou adjuvante): realizada

após o tratamento cirúrgico ou quimioterápico para esterilizar os posśıveis focos

microscópicos do tumor;

• paliativa: tem por objetivo o tratamento local do tumor primário ou de metástase,

geralmente utilizando doses menores que a máxima permitida na área, não influencia

a taxa da sobrevida global do doente [31].

Terapias quimioterápicas anti-neoplásicas são indicadas para o tratamento de doenças

malignas, e caracterizada como um tratamento sistêmico, ou seja, que atua em todo o

corpo, diferente da cirurgia e da radioterapia [47, 58]. Muitas das vezes, esta terapia se

torna a melhor forma de tratamento, pois pode ocorrer de algumas células tumorais se

desprenderem do tumor primário (śıtio primário) e migrar para outros tecidos (metástases

ou śıtios secundários) [58]. Ela pode ser ministrada em combinação com a cirurgia e

radioterapia, e classificada em:



36

• curativa: utilizada com o objetivo de se conseguir a eliminação e o controle do

crescimento e da infiltração de células tumorais;

• paliativa: visa reduzir a massa tumoral, os sinais e sintomas que comprometem a

capacidade funcional do paciente, não tem qualquer finalidade curativa, é utilizada

apenas com a finalidade de melhorar a qualidade da sobrevida do paciente e

aumentar a sobrevida do mesmo;

• adjuvante: realizada após o tratamento principal (cirúrgico ou radioterápico)

é realizada com o objetivo de esterilizar células residuais locais ou circulantes,

diminuindo a incidência de metástases à distância;

• neoadjuvante: realizada antes da cirurgia ou radioterapia, indicada para se obter

a redução parcial do tumor visando permitir uma complementação terapêutica do

tratamento principal de forma menos invasiva [58, 59].

O tratamento sistêmico quimioterápico consiste no emprego de substâncias qúımicas,

isoladas ou em combinação (poliquimioterapia), com o objetivo primário de destruir

as células neoplásicas e preservar as células normais [47, 54]. A administração destes

medicamentos é feita em intervalos regulares conforme o esquema terâpeutico estabelecido

[18]. Entretanto, devido à ação da grande maioria dos quimioterápicos serem não

espećıficos, eles lesam tanto as células tumorais quanto as normais, principalmente as

células de crescimento rápido (gástricas, capilares e imunológicas) [54]. Porém, acarreta

um dano maior nas células tumorais que estão em processo metabólico mais frequente que

as células normais [59].

A grande maioria das drogas visam interferir especificamente em um determinado

estágio de desenvolvimento do ciclo celular [3]. Assim, muitos fármacos quimioterápicos

eficazes contra o câncer, atuam principalmente nas enzimas ligadas a proliferação celular

em uma determinada fase do ciclo [54, 59]. Existem também, outros tipos de fármacos

quimioterápicos, que exterminam as células tumorais independente de estarem em uma

das fases do ciclo celular [54]. A partir dessas aplicações, os quimioterápicos são

classificados conforme a sua atuação sobre o ciclo celular [54, 58, 59]:

• ciclo-inespećıficos: atuam nas células que atravessam ou não o ciclo, ou que estão

de repouso na fase G0;
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• ciclo-espećıficos: agem somente nas células em processo de proliferação, ou seja,

encontram-se no ciclo celular;

• fase-espećıficos: sua ação está ligada a determinada fase do ciclo celular.

O protocolo terapêutico adotado depende da extensão do tumor, da identificação do

órgão acometido e do seu estadiamento cĺınico e patológico, além dos resultados dos

marcadores tumorais, como ilustrado na Figura 2.5 [31, 56, 60]. Os marcadores tumorais

são substâncias produzidas primariamente pelo tumor ou secundariamente pelo paciente

em resposta ao tumor [56]. Estes marcadores são macromoléculas (protéınas, ant́ıgenos

de superf́ıcie celular, enzimas e hormônios) presentes no tumor, no sangue ou em outros

ĺıquidos biológicos [56, 60]. A identificação da presença de marcadores tumorais pode ser

útil no manejo cĺınico dos pacientes, auxiliando nos processos de diagnósticos, tratamento

e prognóstico da patologia [60].

Tratamentos

Quimioterápico

Cirúrgico

Radioterápico

Após o estadiamento
cĺınico inicia-se o
tratamento.

O tratamento pode se
ministrado em conjunto.

Avaliação de exames
complementares e de
marcadores tumorais.

Figura 2.5: Diagrama dos tipos de tratamentos estabelecidos após o estadiamento cĺınico.
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2.3 Perspectivas de tratamento do câncer mamário

No caso do câncer mamário, o curso cĺınico e terapêutico dependem das caracteŕısticas

espećıficas do tumor e da resposta do paciente ao tratamento [55]. O câncer mamário

é caracterizado por desregulação da proliferação e apoptose celulares, desaparecimento

de células mioepiteliais, transformação epitélio-mesênquima, instabilidade genômica

(mutações, deleções, amplificações, rearranjos cromossômicos), perda da organização e

compartimentalização [61]. Estes tumores são diagnosticados clinicamente após exames

histológicos e da expressão de marcadores tumorais espećıficos [34]. Pois vários fatores

morfológicos, histopatológicos, fenot́ıpicos e genéticos estão associados ao curso desta

doença. Além disto, as condições que influenciam a evolução desta patologia são:

diagnóstico precoce, estadiamento, idade e fatores étnicos e sociais que podem provocar

manifestações cĺınicas e prognósticas diferentes [62, 63]. Uma melhor compreensão destes

fatores e condições pode ocasionar um diagnóstico de lesões iniciais e propiciar tratamentos

mais eficientes [13].

Os fatores preditivos e prognósticos clássicos do câncer mamário como: TNM

(tamanho primário do tumor, condição dos linfonodos axilares), tipo e grau histológico,

marcadores tumorais (expressão de receptores hormonais e superexpressão do receptor

do fator de crescimento epidérmico humano 2 (HER2)), são os mais usados na prática

cĺınica e auxiliam as decisões terapêuticas [55, 64]. As Figuras 2.6, 2.7 e 2.8 exemplificam

a classificação TNM do câncer mamário, que classificam o tumor no estadiamento cĺınico

da doença [18].

A Figura 2.6 apresenta como a extensão do volume tumoral pode ser classificada,

e sua avaliação é muito importante para o estadiamento correto dos pacientes [55, 64].

Já a Figura 2.7 mostra o comprometimento dos linfonodos regionais, ou seja, aqueles

localizados no mesmo lado do tumor mamário, que também são importantes no

estadiamento dos pacientes indicando ińıcio de terapia sistêmica [18, 55]. Por fim, a

Figura 2.8 indica as possibilidades de metástases do câncer mamário [18].

O tipo histológico confere diferentes comportamentos biológicos e agressividade

tumoral. As formas mais comuns de cânceres mamários são de dois tipos: carcinoma

ductal infiltrante (CDI) e carcinoma lobular infiltrante (CLI) [55, 56]. O CDI é o tipo

mais frequente observado em mais de 90% dos casos, já o CLI é o segundo tipo mais

comum, observado em 5% a 10% dos casos [22]. O grau histológico indica o potencial de
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Figura 2.6: Tamanho do tumor primário, adaptado de [18].
* Microinvasão: invasão das células tumorais para tecidos adjacentes, ultrapassando a membrana basal
** Invasão da derme
*** Carcinoma inflamatório: alterações cutâneas, lesões inflamatórias e frequentemente sem massa subjacente

malignidade do tumor e indica também a capacidade de desenvolvimento de metástase

[56].

Os marcadores tumorais dos receptores hormonais e HER2 são determinantes para

a avaliação do prognóstico do câncer mamário [55, 56]. Os receptores hormonais são

protéınas que se ligam aos hormônios circulantes. No câncer mamário destacamos os

receptores de estrogênio e progesterona denotados por RE e RP, respectivamente [56].

O RE fornece o ı́ndice de sensibilidade endócrina ao tratamento, já o RP é diretamente

dependente da presença do RE, e a superexpressão do HER2 indica um comportamento

mais agressivo do tumor e de pior prognóstico [55, 65].

Neste trabalho exploramos a hipótese das CTCs e a ação de drogas alvo envolvendo

o HER2. Tanto as CTs normais quanto as tumorais mamárias apresentam o receptor

HER2 [21, 38], porém a ação do HER2 oncogênico está associada à iniciação, progressão,
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Figura 2.7: Comprometimento dos linfonodos regionais, adaptado de [18].
* Linfonodo regional ou homolateral: localizado do mesmo lado do tumor mamário
** Metástase clinicamente detectada: detectadas por exame cĺınico ou por estudo de imagens, com suspeita de malignidade, identificada por
exame citológico

recorrência e metástases dos tumores [25, 48, 66]. Salienta-se que a resistência terapêutica

ocorre quando uma droga é eficaz e torna-se ineficaz no curso do tratamento anti-

neoplasico, permitindo uma retomada o crescimento do tumor mamário [3]. Esta

resistência à quimioterapia pode estar associada às CTCs mamárias por meio das vias de

sinalização celular no processo de auto renovação [67]. As CTCs mamárias sobreviventes

a pressão seletiva exercida pelos medicamentos podem transmitir esta insensibilidade para

suas descendentes, promovendo uma evolução tumoral mais agressiva [67].

O HER2 pertence à famı́lia dos receptores localizados nas protéınas transmembranas

tirosina quinase [65, 68]. Tais receptores se ligam ao fator de crescimento epidérmico

(EGF), responsáveis por mediar e estimular os processos de divisão celular das células

epiteliais normais e tumorais [35, 65, 68]. No tratamento de pacientes com câncer

mamário HER2+, o uso de drogas alvo visando o bloqueio do HER2-oncogênico aumenta

a efetividade terapêutica [66, 69]. As drogas alvo anti-HER2 são de dois tipos: anticorpos
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Figura 2.8: Metástases, adaptado de [18].

monoclonais (por exemplo, Trastuzumab) e inibidores de tirosina-quinase (por exemplo,

Lapatinib) [69].

Os marcadores tumorais HER2 tornaram posśıvel a separação das CTCs mamárias,

permitindo também uma análise dos mecanismos moleculares envolvidos no processo

evolutivo tumoral mamário nestas células [67]. Análises cĺınicas investigando a proporção

das CTCs mamárias nestes tumores encontraram uma correlação com o mau prognóstico

nesta patologia [66, 67]. Isto implicou na compreensão da dinâmica do crescimento

tumoral mamário e acarretou na importância de se produzir novas drogas e estratégias

quimioterápicas aplicadas no tratamento destas doenças [19, 29, 40, 48, 46]. Portanto

novas terapias que visam especificamente as CTCs mamárias são necessárias, incluindo

terapias com drogas alvo direcionadas para estas células [67, 70].

Atualmente terapias usando drogas alvo (como o Lapatinib), que atuam
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especificamente nas CTCs mamárias, em mulheres com câncer mamário avançado HER2

positivo, resultam em uma melhora na sobrevida livre da doença, ou seja, diminuem as

chances de recidivas desta patologia [21, 66]. O marcador HER2, também denominado c-

erbB-2 ou HER2/neu, quando presente nas células tumorais indicam um agravamento da

doença e possibilidade do desenvolvimento de metástase [13]. O medicamento Lapatinib

tem seu prinćıpio ativo em uma molécula pequena que se liga ao śıtio ativo da protéına

tirosina quinase do receptor de membrana HER2, após esta ligação inibe a cascata

cataĺıtica deste receptor, como ilustrado na Figura 2.9 [38, 51, 65, 68, 69].

(a) Rota metabólica do HER2 (b) Ação do Lapatinibe no HER2

Figura 2.9: Esquema com a sinalização metabólica do HER2 e ação inibitória do
Lapatinibe, adaptado de [65, 68].
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A Figura 2.10 representa os passos a serem adotados na rotina cĺınica de pacientes

diagnosticadas com câncer mamário, ou seja este diagrama apresenta um resumo das

medidas adotadas no curso cĺınico desta doença, que foram descritos nas Seções 2.2 e 2.3.

Lesão
Exame f́ısico ou a
detecção precoce

TNM Estadiamento cĺınico da doença

Exames Marcadores tumorais

Trata-
mento

Cirurgico - Radioterápico
- Quimioterápico

Figura 2.10: Diagrama do curso cĺınico do câncer mamário.
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3 MODELAGEM MATEMÁTICA

Os modelos matemáticos surgem como uma forma de representação das caracteŕısticas

de um fenômeno estudado, através da linguagem matemática, que possibilita manter

o posśıvel da complexidade e tornar este problema mais tratável [71]. A modelagem

matemática oferece uma vasta gama de possibilidades na representação de diversos

fenômenos, oriundos das mais diversas áreas de conhecimento. Os modelos matemáticos

resultantes podem ser classificados em relação à diversas caracteŕısticas, por exemplo

de acordo com a consideração ou não da evolução temporal, a dimensão espacial e

a consideração de fatores aleatórios [1]. Como exemplo, podemos citar os modelos

desenvolvidos no Programa de Pós-Graduação em Modelagem Computacional da

Universidade Federal de Juiz de Fora tratando da eletrofisiologia card́ıaca [72, 73], da

coagulação sangúınea [74] e do sistema imunológico[75, 76].

A modelagem matemática tumoral é um tema antigo e tem sido bastante estudado.

Em termos gerais existem três grandes áreas para a aplicação de modelos na pesquisa do

câncer [77]:

i) modelagem epidemiológica no contexto estat́ıstico, uma das primeiras metodologias e

mais bem sucedidas na pesquisa do câncer usando estat́ısticas dispońıveis a partir do

registro da incidência de casos criando modelos descritivos para os dados coletados;

ii) modelagem evolutiva da iniciação à progressão do câncer em um indiv́ıduo, através de

modelos emṕıricos, por meio de equações da dinâmica populacional, aplicados para

estudar o câncer e ajudar na compreensão do comportamento coletivo da população

de células cancerosas;

iii) modelagem mecanicista do crescimento tumoral avascular e vascular, modelos

matemáticos constrúıdos a partir das relações causais associadas aos processos

biológicos que ocorrem nos tecidos neoplásicos para descrever o crescimento tumoral.

Os primeiros modelos matemáticos desenvolvidos para a descrição dos tumores

representam a evolução da massa de tumores sólidos com o passar do tempo através

de equações diferenciais ordinárias (EDOs), desprezando os efeitos espaciais [33, 78].
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Estes modelos recaem em equações simples que descrevem de forma satisfatória o

comportamento temporal das alterações do volume tumoral além de possibilitar a

comparação da resposta do tumor a diferentes protocolos quimioterápicos [78].

Os modelos fenomenológicos ou emṕıricos são orientados por dados, já os modelos

mecanicistas ou semi-emṕıricos são desenvolvidos a partir de relações de causa e efeito

entre as variáveis do modelo que representam quantidades envolvidas na evolução do

fenômeno e levam ao comportamento observado [71].

Neste caṕıtulo é apresentada uma revisão de alguns modelos matemáticos do

crescimento tumoral, com especial interesse no caso dos tumores mamários. Na Seção

3.1 abordam-se algumas implicações da modelagem matemática tumoral na compreensão

teórica, cĺınica e terapêutica desta patologia. Nas Seções 3.2 e 3.3 são descritos alguns

modelos emṕıricos e mecanicistas, relacionados com dinâmicas populacionais de células

tumorais presentes na literatura.

3.1 Modelagem matemática tumoral

Nas últimas décadas, observamos um grande avanço no desenvolvimento de modelos

matemáticos para representar a evolução tumoral, baseados na construção conceitual

da dinâmica progressiva do tumor, em especial do câncer mamário [79, 80]. Tais

modelos representam os processos do câncer referentes ao ı́nicio do tumor, tumor primário,

metástase, dormência e criação de śıtios secundários [81]. Um dos aspectos que tornam

a modelagem matemática fundamental para a compreensão deste tipo de fenômeno se

deve ao fato de que o curso natural desta patologia é impulsionado por microeventos e

processos cŕıticos relacionados à resposta do paciente ao tratamento que em grande parte

não são variáveis cĺınicas observáveis [81].

do crescimento tumoral mamário pode direcionar a intervenção cĺınica e terapêutica

no paciente [82]. Diante disto, a modelagem matemática tumoral gera uma grande

perspectiva na medida em que ao assimilar as complexas relações biológicas envolvidas no

avanço do câncer poderá oferecer modelos eficientes para a previsão do comportamento

tumoral ao longo do tempo [1, 79]. Estes modelos podem ser promissores no que diz

respeito ao desenvolvimento de orientações cĺınicas, estratégias terapêuticas mais bem

sucedidas [79, 82], a métodos de rastreio mais eficazes [2] e a gerar uma melhoria na
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expectativa da qualidade de vida dos pacientes [24, 83].

Por outro lado, os modelos matemáticos não necessitam levar em conta todos

os fenômenos envolvidos na patologia para servirem como ferramenta útil, pois estas

previsões levam a progressos emṕıricos e teóricos [84]. A estratégia geralmente utilizada

para modelar um fenômeno é diminuir a complexidade existente por meio de simplificações

que se justificam na medida que o modelo resultante continue servindo ao seu propósito

de ajudar a compreender e solucionar problemas [71]. Uma das partes mais dif́ıceis

do processo de modelagem é escrever as equações matemáticas que representam um

fenômeno, partindo de hipóteses simples e avançando para as hipóteses mais espećıficas

através de adaptações e sofisticações das equações do modelo [84].

3.2 Modelos emṕıricos

Os modelos emṕıricos ou fenomenológicos são equações oriundas de ajustes a dados

experimentais de células tumorais [71]. Estes modelos permitem após sua implementação,

simular e acompanhar simplificadamente os complexos processos biológicos envolvidos na

evolução tumoral [79, 85]. Uma série de modelos emṕıricos que representam através

de equações matemáticas o comportamento dos estágios iniciais tumoral, desprezando

algumas caracteŕısticas como os efeitos espaciais e a heterogeneidade celular [78, 86].

Os modelos desenvolvidos inicialmente procuravam uma forma de representar o

comportamento dos dados experimentais laboratoriais, simulando apenas a fase inicial

do câncer [87]. Estes modelos foram desenvolvidos a partir de equações diferenciais de

crescimento populacional, que apesar de sua simplicidade, formam a base da modelagem

biológica aplicada [80, 88]. Estas equações visam captar as principais caracteŕısticas para a

progressão do câncer usando um pequeno número de parâmetros ajustáveis [88]. Por outro

lado, estas equações possibilitam simulações com condições iniciais variadas, permitindo

a descrição comportamental dos diferentes tamanhos tumorais diagnosticados [33, 87]. A

aplicação de modelos com conceitos matemáticos simples para fenômenos populacionais de

células tumorais descritos por EDOs ajustam-se bem aos dados experimentais observados

[84, 89].

As origens destes modelos populacionais estão associadas aos nomes de Malthus [90],

Verhulst [91], Montroll [92], Gompertz [23] e Bertalanffly [93]. Tais modelos tratam do
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crescimento de uma única espécie de população, e a variável de interesse é o número ou

volume de células tumorais [47, 84, 89]. A equação de Malthus considera um crescimento

ilimitado e nas equações de Verhults, Montroll e Gompertz o crescimento tumoral é

limitado em função da capacidade de suporte do meio [47, 87]. Já o modelo de Bertalanffly

considera a capacidade energética do metabolismo fisiológico [1, 86]. A maioria dos outros

modelos que levam em consideração a capacidade de carga são derivados de pequenas

modificações do modelo loǵıstico ou de Verhults [94].

3.2.1 Modelos populacionais homogêneos

O processo de crescimento populacional celular tumoral mamário pode ser modelado

simplificadamente usando apenas uma EDO [95]. Através de modelos que representam o

comportamento macroscópico da proliferação celular por meio de uma variável de interesse

[47, 96]. Porém, existe uma grande dificuldade em estimar o tamanho tumoral devido às

variações celulares existentes dentro do tumor, quando se proliferam ou morrem [84, 85].

A evolução populacional celular tumoral pode ser representada pela relação [85]:

A variação do número de células vivas ao longo de um intervalo de tempo é igual à

diferença entre o número de células criadas e mortas ao longo do intervalo de tempo.

O crescimento tumoral intŕınseco depende do número de células que se reproduzem e

morrem em um intervalo de tempo ∆t, que pode representar uma fração da duração do

tempo do ciclo celular e da apoptose celular [85]. Para melhor denotar a relação acima

dois parâmetros são introduzidos:

Variação do número de células = n(N(t))∆t−m(N(t))∆t,

em que n e m são parâmetros positivos e respectivamente associados à reprodução e à

morte celular, onde o evento proliferativo aumenta o número de células e o evento de

apoptose celular diminui o número de células [85].

O número de células pode ser representado pela variável N , onde podemos observar o

comportamento celular em t e t+ ∆t, dado pela seguinte relação:

N(t+ ∆t)−N(t) = (n−m) N(t)∆t, (3.1)
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Dividindo-se ambos os membros da Eq. (3.1) por ∆t se obtém:

N(t+ ∆t)−N(t)

∆t
= (n−m)N(t). (3.2)

Considerando que o número de células pode variar continuamente ao longo do tempo,

pode-se considerar o limite da equação (3.2) quando o intervalo de tempo considerado

tende a zero, obtendo-se a seguinte EDO:

dN(t)

dt
= (n−m)N(t). (3.3)

Esta equação pode ser empregada para descrever matematicamente, na média, os

fenômenos de crescimento populacional das células tumorais, ou seja, pode representar a

taxa de variação da população celular neoplásica no interior do tumor ao longo do tempo

[84, 89, 85].

Ao aplicarmos na Equação (3.3) um tempo inicial t = 0, e uma população inicial

N(0) = N0, identificamos três possibilidades para a evolução do tamanho tumoral, em

um determinado instante [85]:

(i) se n = m a população celular tumoral permanece com um comportamento estável,

ou seja dN(t)/dt = 0;

(ii) se n > m, logo dN(t)/dt > 0, a população de células tumorais aumenta

continuamente, onde n − m representa a taxa que produz o crescimento ĺıquido

de N(t);

(iii) e se n < m consequentemente dN(t)/dt < 0 levando a população celular tumoral a

uma diminuição monótona.

Podemos reduzir o número de parâmetros da Equação (3.3) agrupando n e m em um

único parâmetro, que pode ser considerado dependente do total da população N , onde

consideramos F (N) = n−m. Substituindo esta função na Equação (3.3), temos:

dN(t)

dt
= F (N)N(t), (3.4)

onde F (N) é uma função que representa a taxa de crescimento relativo tumoral [84, 85].

Como dito antes se F (N) < 0 então a população celular diminui, se F (N) = 0 a população

celular inicial permanece constante, e se F (N) > 0 a população celular aumenta [85].
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Diferentes considerações podem levar a diferentes funções F (N), que aplicadas na

Equação (3.4) caracterizam os diversos modelos populacionais. Alguns deles serão

discutidos a seguir com a formulação de suas respectivas equações diferenciais e soluções

anaĺıticas [94].

3.2.2 Modelo de Malthus

Thomas Robert Malthus, economista inglês, publicou em 1798, o livro “An Essay on the

Principle of Population as it Affects the Future Improvement of Society”, no qual afirmava

que a população, quando não controlada, aumenta numa proporção geométrica [86, 90].

Em seu trabalho, Malthus não formulou matematicamente seu modelo populacional,no

entanto, mais tarde, a representação deste modelo recebeu o seu nome [86, 89, 94]. O

modelo de Malthus considera a seguinte função F (N):

F (N) = α, (3.5)

em que α representa uma taxa de crescimento intŕınseco celular constante [84, 85].

Substituindo a função (3.5) na Equação (3.4), temos:

dN(t)

dt
= αN(t), (3.6)

Neste trabalho vamos considerar α > 0, o tempo inicial t0 = 0, a populaçãoN(t0) = N0

a condição inicial, isto é, o número de células tumorais a prinćıpio presentes no interior

do tumor [84, 85]. A Equação (3.6) e a condição inicial acima definem um problema de

valor inicial (PVI), cuja solução é:

N(t) = N0e
αt, (3.7)

logo o número de células N(t) apresenta um comportamento exponencial crescente se

α > 0, decrescente se α < 0 e constante se α = 0 dentro dos tumores sólidos [78, 84].

O modelo de crescimento da Equação (3.7) é conhecida como Lei de Malthus ou

modelo exponencial [78, 84, 90]. Este modelo é um dos modelos mais simples utilizados

na modelagem tumoral fornecendo uma representação suficientemente precisa dos estágios

iniciais avasculares [47, 78].

A equação (3.7) prediz um crescimento ilimitado não havendo restrições para este
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aumento tumoral, assumindo-se que todos os fatores vitais para a proliferação tumoral

estão dispońıveis em abundância [78]. Como se sabe, a duplicação celular depende do

fornecimento de recursos vitais que são limitados, isto implica que α não é constante

no tempo [84]. Portanto esta discrepância entre o crescimento exponencial tumoral e

capacidade de oferta dos elementos vitais não pode ser desprezada [78].

3.2.3 Modelo de Verhulst

Pierre-François Verhulst, matemático belga, publicou em 1838 “Note on the law of

population growth”, no qual propôs um modelo matemático para a dinâmica de

crescimento populacional até um limite máximo sustentável [86, 94]. Em seu modelo

também conhecido como modelo loǵıstico, Verhulst considera que a população não pode

crescer geometricamente por um longo peŕıodo, devido a limitações na disponibilidade de

recursos naturais essenciais para sobrevivência (como espaço, alimentos), estas limitações

se traduzem em uma capacidade de suporte do sistema, isto é, o crescimento populacional

tende a se estabilizar ao longo do tempo [89, 94].

O modelo de Verhulst aplicado ao crescimento tumoral considera que um conjunto

complexo biológico interfere diretamente no aumento do volume tumoral, influenciando o

tempo de duplicação celular através de modificações no ciclo e na apoptose celular [80].

Estas alterações da taxa de crescimento intŕınseco tumoral ao longo do tempo, podem ser

atribúıdas ao resultado da competição mútua entre as células tumorais N (por nutrientes,

espaço e oxigênio, por exemplo). Estas variações podem ser representadas pela introdução

de uma taxa de crescimento intŕınseco, F (N) que varia linearmente com o tamanho da

população tumoral [1, 94], dada por:

F (N) = α

(
1− N(t)

K

)
, (3.8)

onde o parâmetro K refere-se a capacidade de suporte do sistema biológico [78, 85, 96].

Substituindo a função (3.8) na Equação (3.4), obtemos:

dN(t)

dt
= αN(t)

(
1− N(t)

K

)
. (3.9)

Ao analisarmos a influência da variação do parâmetro K em relação ao tamanho da

população N na taxa de crescimento dN(t)/dt verificamos duas possibilidades [78, 84, 85]:
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(i) se o tamanho do tumor é muito menor que sua capacidade de carga N(t) << K,

consequentemente (1 − N(t)/K) ≈ 1 isto implica que o crescimento tumoral é

aproximadamente o da equação (3.6) do modelo exponencial, como mostrado na

Figura 3.1, considerando: N0 = 1000, α = 0, 1 e K = 10.000, 00;
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Figura 3.1: Gráfico representando o crescimento tumoral, comparando o modelo de
Malthus com o de Verhulst.

(ii) à medida que o tumor aumenta e atinge a capacidade de carga K, com N(t) = K por

conseguinte temos (1−N(t)/K) = 0, resultando no estado estacionário dN(t)/dt =

0, quer dizer a ausência do crescimento intŕınseco da população tumoral.

A solução do PVI associada à Equação (3.9) ao adotarmos as constantes α e K > 0,

e a condição inicial N(t0) = N0, é dada por:

N(t) =
KN0

N0 + (K −N0)e(−αt) . (3.10)

Uma vez que

lim
t→+∞

e−αt = 0,
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logo:

lim
t→+∞

N(t) =
KN0

N0

= K. (3.11)

O modelo de crescimento loǵıstico prevê o comportamento da proliferação tumoral de

pequenos e grandes tumores, respectivamente com crescimento acelerado e reduzido ao

se aproximar da capacidade de carga N(t) = K [47, 78]. Entretanto, para este modelo

o ponto de inflexão da curva (d2N(t)/d2t = 0) corresponde à taxa de variação máxima

da população tumoral ocorrer quando o número de células N(t) atinge um valor igual

à metade da capacidade de suporte, K/2 [78, 94]. Nem sempre este comportamento é

observado em dados experimentais, o que motiva a proposição de modelos mais flex́ıveis.

3.2.4 Modelo de Montroll

Elliott Waters Montroll, qúımico e matemático americano, propôs em 1971, no seu

trabalho ”On the Volterra and Other Nonlinear Models of Interacting Populations” uma

generalização do modelo de Verhulst [92, 94]. Montroll formulou modificações para o

modelo loǵıstico introduzindo um parâmetro, β na função (3.8), da seguinte forma:

F (N) =
α

β

(
1−

(
N(t)

K

)β)
. (3.12)

Agora substituindo a função (3.12) na Equação (3.4), temos:

dN(t)

dt
=
α

β
N(t)

(
1−

(
N(t)

K

)β)
. (3.13)

Na equação acima, β fornece a rapidez com a qual a saturação é alcançada [47, 78, 94].

Ao considerarmos os valores constantes para os parâmetros β, α e K > 0 da Equação

(3.13), com condição inicial N(t0) = N0 para t0 = 0, a solução deste PVI é dada por:

N(t) =
KN0

(N0 + (Kβ −Nβ
0 )e−αt)

1
β

. (3.14)

A Equação (3.14)é conhecida como modelo loǵıstico generalizado, e caracterizada pela

sua maior flexibilidade associada ao parâmetro β que possibilita [1, 78]:

(i) a variação populacional tumoral entre os valores N0 < N(t) < K, onde o máximo
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do tamanho do tumor se aproxima do valor de K;

(ii) um melhor ajuste aos dados experimentais devido ao ponto de inflexão de N(t)

ocorrer quando N(t) = K
(

1
1+β

) 1
β
; isto é, depende do valor de β.

É interessante perceber que a partir das alterações do valor de β, este modelo

possibilita [78]:

(i) a recuperação do modelo de Verhulst [91], quando utilizamos β = 1;

(ii) a obtenção do modelo de Gompertz [23], que será descrito na próxima Secão, quando

aplicamos o lim β → 0+.

O comportamento do modelo (3.14) é apresentado na Figura 3.2 mostrando a simulação

da variação do β , considerando a condição inicial de N(0) = N0 = 1000, a capacidade de

carga K = 100000 e α = 0.1.
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Figura 3.2: Gráfico representando o crescimento tumoral baseado no Modelo de Montroll
para diferentes valores de β.

3.2.5 Modelo de Gompertz

Benjamin Gompertz, matemático inglês e pesquisador de cálculos atuariais, em 1825

publicou o artigo “On the Nature of the Function Expressive of the Law Human

Mortality”, que descreve e demonstra que o comportamento da taxa da mortalidade com

a idade na população humana aumenta em uma progressão geométrica [23, 86, 89].

No âmbito da modelagem tumoral o modelo de Gompertz corresponde ao mais

amplamente aceito na oncologia cĺınica [81, 84, 97, 98]. Isto se dá devido ao seu bom

ajuste aos dados em várias situações da oncologia médica e pela consequente capacidade

de predição dessa patologia [1, 99]. A equação da curva de crescimento de Gompertz pode

ser obtida ao aplicarmos o lim β → 0+ na função (3.12), do modelo loǵıstico generalizado,

obtendo:

lim
β→0+

α

β

(
1−

(
N(t)

K

)β)
= −αln

(
N(t)

K

)
, (3.15)
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onde extráımos a função:

F (N) = −αln
(
N(t)

K

)
. (3.16)

Substituindo a função (3.16) na equação (3.4), temos:

dN(t)

dt
= −αN(t)ln

(
N(t)

K

)
, (3.17)

em que esta equação representa uma das formas do modelo de Gompertz [84].

A equação (3.17) comporta-se com um crescimento inicial aproximadamente

exponencial seguido por um ponto de inflexão e posterior convergência para um volume

máximo de crescimento tumoral, K [100, 99, 101]. Esta equação fornece um ajuste

satisfatório para os dados experimentais de crescimento de tumores avasculares e

vasculares; e permite previsões mais realistas destes modelos matemáticos [78, 86, 84].

O modelo de Gompertz pode ser também escrito de outras formas, por exemplo

definindo C como:

C = lnK, (3.18)

e substituindo na equação (3.17), temos:

dN(t)

dt
= −αN(t)(lnN(t)− C). (3.19)

Agora, introduzindo γ(t), como:

γ(t) = −α(lnN(t)− C), (3.20)

e substituindo a equação (3.20) em (3.19), obtemos:

dN(t)

dt
= γ(t)N(t), (3.21)

onde percebe-se que γ(t) é função do tempo que representa uma taxa de crescimento

intŕınseco tumoral [84].

A equação (3.21) pode ser reescrita, dividindo ambos os membros por N(t), da seguinte
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forma:

1

N(t)

dN(t)

dt
= γ(t). (3.22)

Por outro lado, a aplicação da regra da cadeia na derivação da função lnN(t), resulta

em:

d(lnN(t))

dt
=

1

N(t)

dN(t)

dt
. (3.23)

e substituindo em (3.22), encontramos:

d(lnN(t))

dt
= γ(t). (3.24)

Por outro lado, explicitando lnN(t) na Equação (3.20), temos:

lnN(t) = −γ(t)

α
+ C. (3.25)

Derivando ambos os membros da equação (3.25), encontramos:

d(lnN(t))

dt
= − 1

α

dγ(t)

dt
. (3.26)

Finalmente, substituindo a equação (3.26) em (3.24), chegamos a:

− 1

α

dγ(t)

dt
= γ(t) ⇒ dγ(t)

dt
= −αγ(t). (3.27)

onde o parâmetro α, constante, então −α representa uma velocidade de decrescimento

e exerce uma influência em γ(t) promovendo uma diminuição exponencial da taxa de

crescimento intŕınseco tumoral [84]. Esta desaceleração promovida por −α em γ(t) pode

representar o efeito da seguinte hipótese:

Os tumores sólidos são caracterizados por uma taxa proliferativa que apresenta uma

taxa decrescente à medida que ocorre o aumento tumoral, devido a falta de oxigênio e

nutrientes em seu interior [84].

A equação (3.27), análoga a equação (3.6), tem como solução:

γ(t) = γ0e
−αt (3.28)
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que pode ser substitúıda na equação (3.21), fornecendo:

dN(t)

dt
= γ0e

−αtN(t), (3.29)

Em resumo, as três versões equivalentes da equação de Gompertz para o cálculo da

taxa de crescimento tumoral, foram obtidas:

(i) equação (3.17):

dN(t)

dt
= −αNln

(
N(t)

K

)
, (3.30)

onde α indica a proliferação tumoral e K a capacidade de suporte do sistema

proliferativo, com ambos os parâmetros com valores constantes [84, 85]. A relação

entre os parâmetros pode ser obtida a partir da substituição da equação (3.18) na

eq. (3.20):

γ(t) = −αln
(
N(t)

K

)
. (3.31)

Avaliando a equação (3.31) para t = 0 e isolando K obtém-se:

K = N0e
γ0
α (3.32)

(ii) sistema de EDOs formado pelas equações (3.21) e (3.27):


dN(t)
dt

= γ(t)N(t) ,

dγ(t)
dt

= −αγ(t)
(3.33)

(iii) equação (3.29):

dN(t)

dt
= γ0e

−αtN(t), (3.34)

Uma vez que lnN(t) não está definido para N(t) = 0, esta relação não é válida para

populações tumorais muito pequenas em qualquer uma das formas apresentadas [84].
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O modelo de Gompertz tem solução anaĺıtica dada por:

N(t) = N0e
γ0
α

(1−e−αt), (3.35)

onde consideramos N(0) = N0, com N0 > 0 [1, 84].

No momento atual, o modelo de Gompertz fundamenta a base da modelagem

matemática da cinética proliferativa de tumores sólidos, incluindo os cânceres mamários

[1, 2, 82]. Muitos esforços foram documentados na literatura para compreender os

mecanismos modelados por esta equação [99, 101]. Surgindo muitos modelos ao longo do

tempo que consideram a função de crescimento de Gompertz, originando novos modelos

que abordam a dinâmica de proliferação tumoral [24, 80, 82, 100, 102, 98], o efeito

dos tratamentos anti-canceŕıgenos [2, 79, 81, 88, 103], o processo de metástases e da

sobrevivência livre da doença [2, 81, 83, 104], bem como a descrição e a predição do

tamanho tumoral [1].

3.2.6 Modelo de Bertalanffy

Von Bertalanffy, biólogo australiano, em 1938 publicou o artigo ”A quantitative theory

of organic growth (inquiries on growth laws. II)” que formula um modelo baseado

em argumentações fisiológicas considerando caracteŕısticas metabólicas de catabolismo

e anabolismo [47, 94, 93]. Em seu modelo, Bertalanffy descreve o crescimento orgânico a

partir de prinćıpios básicos energéticos como resultado do balanço das taxas de śıntese e

degradação [1, 105], onde a função F (N(t)) é dada por:

F (N) = ζNϕ−1 − ρN ξ−1. (3.36)

Agora substituindo a função (3.36) na Equação (3.4), temos:

dN

dt
= ζNϕ − ρN ξ, (3.37)

onde ζ, ρ, ϕ e ξ são parâmetros positivos, com ξ > ϕ; e ζNϕ representa o anabolismo e

−ρN ξ o catabolismo [47, 86].

Considerando um caso particular da Equação (3.37) conhecido como modelo da regra

da superf́ıcie, esta regra afirma que quanto maior a área de superf́ıcie maior a difusão de

oxigênio e nutrientes através de sua superf́ıcie resultando em uma maior taxa de śıntese,
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logo a taxa de śıntese é proporcional a área de superf́ıcie; isto implica que quanto maior

o tamanho do tumor maior será o consumo de oxigênio e nutrientes onde a taxa de

degradação celular é proporcional ao tamanho do tumor[47, 86].

O modelo da regra da superf́ıcie interfere nas taxas de śıntese e degradação que seguem

leis alotrópicas, ou seja, a taxa de crescimento intŕınseco tumoral aumenta em uma escala

de potência do tamanho do tumor N(t) [1]. Desta forma:

(i) assumindo que a taxa de degradação é proporcional ao tamanho do tumor ρN ξ ∝
N(t), logo ξ = 1;

(ii) assumindo que a taxa de śıntese é proporcional à área de superf́ıcie do tumor ζNϕ ∝
S, onde S é a área de superf́ıcie do tumor. Antes vamos considerar por exemplo a

proporcionalidade do volume e da área de um cubo dada por:

 V = L3 ,

A = 6 L2
(3.38)

então temos que L2 = A
6
⇒ L =

(
1
6

) 1
2 A

1
2 , e substituindo na equação do volume

temos: V =
((

1
6

) 1
2 A

1
2

)3

=
(

1
6

) 2
3 A

2
3 , portanto, V ∝ A

2
3 , logo ϕ = 2

3
.

Substituindo somente a primeira condição (i) na Equação (3.37), obtemos:

dN

dt
= ζNϕ − ρN, (3.39)

onde ζ representa a constante de anabolismo, ρ a constante de catabolismo e ϕ é

denominado segundo tipo de crescimento [1, 94].

A solução do PVI do modelo de Bertalanffy da Equação (3.39), considerando N(0) =

N0, é dada por:

N(t) =

(
ζ

ρ
+

(
N1−ϕ

0 − ζ

ρ

)
e−ρ(1−ϕ)t

) 1
1−ϕ

. (3.40)

Agora substituindo as duas condições (i e ii) na Equação (3.37), chegamos , a

dN

dt
= ζN

2
3 − ρN, (3.41)

em que novamente ζ representa a constante de anabolismo, ρ a constante de catabolismo

e 2
3

neste caso particular do modelo é denominado segundo tipo de crescimento [1, 94].
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Neste caso particular do modelo de Bertalanffy, considerando N(0) = N0, a solução

do PVI é dada por:

N(t) =

(
ζ

ρ
+

(
N

1
3

0 −
ζ

ρ

)
e−

ρt
3

)3

. (3.42)

As Equações (3.39) e (3.41) podem ser consideradas alterações da curva de crescimento

loǵıstico [94], tomando N(t) −→ K, como descrito no modelo de Verhulst na subseção

3.2.3, onde K representa o máximo do crescimento do tumor, com t −→∞ [86].

Os modelos fenomenológicos discutidos apresentam limitações, por representarem

apenas o crescimento macroscópico que reflete um conjunto de acontecimentos que

ocorrem na escala celular, como processos metabólicos e inter-celulares que podem variar

consideravelmente de caso para caso [80]. Entretanto, a modelagem fenomenológica forma

a base sobre a qual muitos modelos mecanicistas tumorais são constrúıdos, abordando os

diversos processos microscópicos para descrever o curso evolutivo do tumor [86].

A Figura 3.3 apresenta um resumo dos modelos fenomenológicos descritos nas Seções

3.2.2 a 3.2.6.

Modelos

Emṕıricos

Modelo de
Malthus
- 1798

Modelo de
Verhulst
- 1938

Modelo de
Montroll

- 1971

Modelo de
Gompertz

- 1825

Modelo de
Bertalanffy

- 1938

Representação do
comportamento
evolutivo tumoral,
através de modelos
populacionais.

• inclusão da capacidade
de suporte do sistema.

• inclusão do parâmetro β
aumentando a
flexibilidade da curva.

• aplicando lim β → 0+

no Modelo de Montroll.

• considerando
caracteŕısticas
fisiológicas.

Figura 3.3: Representação esquemática da evolução dos modelos empiŕıcos com equações
populacionais para o crescimento tumoral.

Portanto, os modelos emṕıricos baseados na dinâmica populacional celular tumoral

apresentados nesta seção desfrutam de vários graus de sucesso quando aplicados a dados
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experimentais [78]. Entretanto, um ponto fraco comum nestes modelos é descrever

por uma única EDO a taxa de crescimento do tumor desprezando a heterogeneidade

celular e a distribuição espacial [33, 78]. A simplicidade dos modelos acaba gerando

uma outra dificuldade que é relacionar os valores dos parâmetros destes modelos com o

comportamento individual celular [78].

3.3 Modelos mecanicistas

A curva de crescimento das células dos cânceres mamários, tanto in vivo, como in vitro e

como em ensaios cĺınicos, apresentam aproximadamente o formato da curva de Gompertz,

discutida na Seção 3.2.5 [1, 25]. Porém, os detalhes dos mecanismos naturais precisos que

levam a este comportamento ainda permanecem parcialmente desconhecidos [25]. Um

conjunto complexo de processos biológicos (englobando a regulação do crescimento, morte

e controle do ciclo celular) cooperam para a expansão macroscópica do volume do tumor

[1].

A propagação celular neoplásica está relacionada a vários fatores intŕınsecos e

extŕınsecos [2]. Dentre os fatores intŕınsecos pode-se citar a hipóxia, a falta de nutrientes

e a inibição da reprodução ocasionada por células vizinhas heterogêneas [2, 101]. Por

outro lado, os fatores extŕınsecos usualmente considerados são a organização do espaço e

efeitos de drogas anti-canceŕıgenas [2, 101, 103]. Estes fatores celulares são desprezados

nos modelos emṕıricos tratados na Seção 3.2, que apresentam algumas limitações, como

[78]:

i) a deficiência para captar a essência interativa de cada tipo celular que se altera de

forma diferente ao longo do tempo e influencia diretamente a progressão tumoral;

ii) o comportamento da progressão tumoral submetido a diferentes estratégias

quimioterápicas, no intuito de melhorar a eficácia da terapêutica aplicada.

Na presente seção são considerados modelos mecanicistas que incorporam entre outros

fatores a heterogeneidade celular, visto que o câncer mamário é constitúıdo por diferentes

linhagens celulares [81, 97]. Estes modelos consideram também o grau de diversidade

intra-neoplásica, que resulta em feedbacks negativos influenciando diretamente a taxa de

crescimento intŕınseco da população tumoral [97, 106, 70]. Além disto, estes modelos

incorporam informações dos processos de crescimento, divisão e morte celulares [100].
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A modelagem matemática se adapta aos prinćıpios mecanicistas da evolução tumoral,

com a finalidade de melhor compreender a sua fisiopatologia e sua progressão [25, 51].

Neste aspecto estes modelos possibilitam o desenvolvimento de uma modelagem mais

realista, por incorporar alguns fatores que influenciam diretamente o crescimento tumoral

[106, 70]. Portanto, estudar a dinâmica proliferativa entre os vários fenótipos dentro

de um tumor pode contribuir para uma melhor compreensão desta patologia [106, 107].

Modelos que incorporam as evidências de que as CTCs são responsáveis por iniciarem os

tumores, promoverem recidivas da doença e serem resistentes às quimioterapias [34, 44,

51], podem auxiliar no desenvolvimento de terapias neoplásicas mais eficazes [25, 52].

Neste sentido muitos modelos matemáticos têm sido desenvolvidos considerando

a heterogeneidade celular nos cânceres mamários [25, 37, 51, 53]. Por meio de

modelos mecanicistas que normalmente envolvem um maior número de parâmetros

fisicamente interpretáveis, e permitem uma visão aprofundada do fenômeno estudado

[71]. Além disto, pela maior complexidade destes modelos, usualmente não se dispõe

de soluções anaĺıticas para os mesmos, tornando-se necessária a utilização de métodos

numéricos/computacionais para a determinação de uma solução aproximada.

3.3.1 Modelos populacionais heterogêneos

O primeiro modelo populacional expondo o comportamento entre duas espécies é o modelo

de Lokta-Volterra (1920 - 1930), pioneiro na tentativa de fazer previsões qualitativas

das leis ecológicas da natureza, conhecido como modelo presa-predador [86]. Este

modelo estuda os fenômenos relacionados na interação/competição entre duas espécies,

fazendo hipóteses que levam a problemas matemáticos não triviais mais tratáveis [84]. A

partir deste modelos surgiram várias modificações que consideravam novas hipóteses do

fenômeno representado, como os modelos mais atuais retratando a competição entre as

espécies celulares, pela expansão tecidual e recursos vitais, como os tratados nesta seção.

Nos tumores sólidos, incluindo os tumores mamários, a heterogeneidade celular

biológica é um fenômeno já bem caracterizado [49], isto é, são compostos por populações

celulares canceŕıgenas fenotipicamente diversas [19, 29, 51]. O comportamento hierárquico

celular destas populações tumorais é semelhante ao observado nas células das glândulas

mamárias sadias [45, 29]. As CTs normais dos tecidos mamários são capazes de gerar

três linhagens que compõem a estrutura glandular: as células mioepideliais e as epiteliais
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do ducto e as alveolares [20, 29]. As CTCs, nos tecidos tumorais, também apresentam

esta capacidade de divisão, o que lhes confere um papel fundamental na manutenção e

diversidade celular das neoplasias mamárias [20, 49].

Muitos modelos populacionais mecanicistas recentes abordam esta variabilidade

celular com o objetivo de compreender a expansão tecidual [108]. Para o caso

de crescimento do tecido tumoral, o desenvolvimento de modelos que consideram a

heterogeneidade celular e a hipótese das CTCs são importantes para a investigação da

progressão e da resposta terapêutica desta doença [37, 51]. Neste sentido alguns modelos

como o de Lander et al. [108], Rodriguez-Brenes et al. [37] e Zhu et al [51] que exploram

questões relevantes dos mecanismos que influenciam o crescimento das linhagens celulares

serão descritos contemplando os fatores interligados a distribuição heterogênea celular e

apontando as principais caracteŕısticas dos mesmos.

Nesses modelos a divisão celular das linhagens que compõem os tecidos e tumores

mamários é representada por diferentes fenótipos: as CTs e CTCs, as células diferenciáveis

(CDs) e células progenitoras (CPs); e as células maduras (CM) e células terminalmente

diferenciadas (CTDs); respectivamente nos tecidos normais e neoplásicos mamários [25,

97]. Estes tipos celulares apresentam algumas particularidades [25, 34, 51]:

i) CTCs apresentam caracteŕısticas semelhantes às CTs normais como a habilidade de

divisão celular ilimitada e longevidade. Frequentemente estão associadas à resistência

a quimioterápicos e à recidiva da doença;

ii) CPs têm versatilidade na diferenciação celular, capacidade de proliferação celular

limitada e menor potencial de longevidade, como as CDs;

iii) CTDs e CMs perdem a capacidade de: divisão, diferenciação e longevidade celular.

Um dos interferentes da expansão tecidual das linhagens celulares ocorre por

um complexo sistema de sinalização bioqúımica, por resultado do processo das vias

metabólicas, de sinalizações e de expressões gênicas envolvidas [29, 108]. Este sistema

regula a divisão celular e consequentemente o crescimento populacional das células sadias

com o objetivo de manter um tamanho espećıfico e conservar o equiĺıbrio do organismo

[108], conhecido como feedback negativo. O modelo de Lander et al. investiga a influência

destes fatores na regulação da taxa proliferativa e de śıntese da divisão celular, como

mostrado em seu modelo conceitual na Figura 3.4 [108].
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CT CD CM

1−p0, v0

p0, v0

1−p1, v1

p1, v1

d

Figura 3.4: Representação das probabilidades e velocidades da cinética proliferativa
das linhagens celulares CTs, CDs e CMs considerando as probabilidades (p0 e p1), as
velocidades (v0 e v1) de divisão para cada linhagem celular e a taxa de degradação (d)
(adaptado de [108]).

As proporções fenot́ıpicas celulares também são estabilizadas por este sistema de

controle da divisão celular, como já observado in vitro em linhagens adaptadas para cultivo

[106]. Esta regulação do organismo, ou seja, o feedback negativo, garante a sobrevivência

dos organismos vivos, pois é fundamental para manter a homeostase celular [37, 106].

Apesar do modelo de Lander et al. [108] considerar o feedback negativo na proliferação

das linhagens celulares, não explora as divisões simétrica e assimétrica das CTs [25, 108].

Os mecanismos de feedback que regulam a proliferação celular controlam o processo de

auto renovação e diferenciação celular nas CTs [37, 108]. Esta regulação está associada

ao controle fisiológico das CMs que secretam moléculas que reduzem a taxa de divisão

e diferenciação celular das CDs, garantindo o sucesso no controle do crescimento celular

[108].

A Figura 3.5 mostra os dois modelos conceituais com feedback relativos à probabilidade

e velocidade de divisão celular proposto por Rodriguez-Brenes et al. [37], cujos resultados

apresentaram boa concordância com os dados experimentais [37]. A análise dos dados

experimentais revela que apesar da transformação celular maligna estar associada às

pertubações dos mecanismos reguladores das células normais, as populações de células

tumorais apresentam a capacidade de controlar e manter o equiĺıbrio fenot́ıpico dentro

dos tumores [106]. Porém, o modelo de Rodrigues-Brenes et al. [37] não considera as

células progenitoras, modela apenas a evolução temporal das CTCs e as células não tronco

canceŕıgenas (CNTCs) [25, 37].
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Figura 3.5: Representação do efeito do feedback negativo (adaptado de [37]). Com a
sinalização de protéınas intracelulares expressas pelas CNTCs que provocam o efeito de
dois feedback negativos destinado às CTCs, inibindo a frequência proliferativa destas
células.

Já o modelo de Zhu et al. [51] considera a hipótese das CTCs e a heterogeneidade

celular dos tumores mamários, modelando a divisão simétrica e assimétrica celular em três

compartimentos fenot́ıpicos das: CTCs, CPs e CTDs [51]. Estes tipos celulares podem se

dividir simétrica e assimetricamente [20, 25]. Neste modelo também leva-se em conta a

diferenciação celular ocorrida no compartimento das CPs [51].

O modelo conceitural proposto por Zhu et al. [51] ilustrado na Figura 3.6, mostra como

as CTCs podem se dividir simétrica e assimetricamente gerando uma ou duas CTCs, ou

uma ou duas CPs [51]. Já no compartimento das CPs ocorrem apenas divisões simétricas

produzindo CPs com grau de diferenciação reduzido até perderem esta capacidade e

gerarem uma CTD que não se divide e possui uma alta taxa de degradação d [51]. Este

modelo sugere uma simplificação do modelo, através de uma aproximação do sistema

classificando as células tumorais mamárias em apenas três grupos: CTCs, CPs e CTDs

[51].
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Figura 3.6: Descrição esquemática da composição celular nos tumores mamários admitida
no modelo de Zhu et al. (adaptado de [51]). Representando a divisão celular em
cada compartimento celular, com suas respectivas: probabilidades de divisão Ps e Pa;
velocidades Vctc e Vcp; e taxas de degradação d1, d2 e d3 de cada linhagem celular.

Os modelos discutidos a seguir, propostos por Liu et al. [25], incorporam alguns pontos

positivos destes modelos populacionais heterogêneos, como:

i) a hipótese das CTCs nos tumores mamários [37, 51],

ii) a composição celular dos tumores mamários em: CTC, CP e CTD [51],

iii) as velocidades de divisão diferentes entre os tipos celulares [51],

iv) as divisões simétrica e assimétrica das células constituintes dos tumores mamários,

com probabilidades diferentes [51, 108],

v) os feedbacks negativos controlando a taxa de divisão das CTCs e CPs e as

probabilidades de ocorrência das diferentes divisões, considerando o número de CTDs

[37, 108].

3.3.2 Modelos de Liu et al.

Os modelos propostos por Liu et al. [25] exploram a hipótese das células tronco

canceŕıgenas (CTCs) como explicação para o comportamento observado nos experimentos

de crescimento tumoral mamário tanto in vitro como in vivo [25]. Este modelo considera

as diferentes linhagens celulares tumorais mamárias como também a heterogeneidade

funcional, a capacidade proliferativa simétrica e assimétrica, a diferenciação celular e
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mortalidade distintas [25, 34, 51], como mostrado na Figura 3.7. A composição das

sub-populações celulares neste modelo é sustentada pelos dados experimentais e cĺınicos

recentes que indicam a ocorrência destas três linhagens celulares nos tumores mamários

[34, 51].

Figura 3.7: Repesentação do modelo de Liu et al. [25] da cinética proliferativa dos tumores
mamários.

Outra caracteŕıstica biológica tumoral abordada no modelo refere-se ao controle

do crescimento de cada linhagem tumoral análogo ao ocorrido nas células saudáveis,

conhecido como feedback negativo [25, 37, 108]. Para descrever o feedback negativo o

modelo considera os dois tipos de feedbacks do modelo de Rodrigues-Brenes et al. [37],

utilizando atrasos de tempo que influenciam o crescimento tumoral [25, 52].

Os modelos de Liu et al. [25] apresentados em quatro versões, uma linear e três

não lineares consideram a hipótese das CTCs, representando a organização hierárquica

das células tumorais mamárias na evolução desta patologia [49]. As subpopulações

celulares canceŕıgenas mamárias modeladas incluem as CPs e as divisões assimétricas [25].

Investiga também a robustez e sensibilidade do modelo submetido aos fatores intŕınsecos

e extŕınsecos [25]. Além de validar o modelo com diversos dados de ensaios in vitro, in

vivo, cĺınicos e submetidos a combinações terapêuticas [25].

3.3.2.1 Modelo sem feedback

O modelo linear de Liu et al. ilustrado na Figura 3.8 representa a dinâmica proliferativa

das populações tumorais mamárias usando mecanismos para se reproduzirem simétrica e

assimetricamente [25, 27, 51].

A simetria da divisão celular é modelada pelas constantes de probabilidades de divisão

p̄i e q̄i, e de velocidades de divisão v̄i em cada tipo celular [25]. De acordo com o modelo

linear proposto por Liu et al., as CTCs podem se dividir de três formas distintas, descritas
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(a) Divisão celular das CTCs

(b) Divisão celular das CPs

CTD d2

(c) Divisão celular das CTDs

Figura 3.8: Ilustração da cinética proliferativa celular do modelo de Liu et al. (adaptado
de [25]). Esquema da estrutura dos parâmetros: p̄i quantificando a probabilidade de
divisão simétrica e assimétrica para gerar descendentes idênticos ou não; v̄i quantificando
a rapidez que cada célula, CTC, CP e CTD se divide; e d a taxa de degradação celular.
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pelas transformações abaixo:


CTC

v̄0→ 2CTC

CTC
v̄0→ 2CP

CTC
v̄0→ CTC + CP

(3.43)

As transformações (3.43) acima podem ser descritas, respectivamente pelos seguintes

sistemas de EDOs:

dx0(t)

dt
= v̄0x0(t) ;

dx1(t)

dt
= 0, (3.44)

dx0(t)

dt
= −v̄0x0(t) ;

dx1(t)

dt
= 2v̄0x0(t), (3.45)

dx0(t)

dt
= 0 ;

dx1(t)

dt
= v̄0x0(t), (3.46)

onde x0(t) representa a quantidade de CTCs e x1(t) representa a quantidade de CPs, no

instante de tempo t.

Considerando as probabilidades de ocorrência de cada transformação em uma

população x0(t), podemos concluir que as variações temporais resultantes podem ser

obtidas pela soma das contribuições das variações decorrentes de cada transformação

atuando na parte da população definida pela sua probabilidade. Isto é, se a probabilidade

de ocorrência da primeira transformação é p̄0, a contribuição desta transformação para a

variação de x0 é:

d(p̄0x0(t))

dt
= v̄0(p̄0x0(t)). (3.47)

Já a probabilidade de ocorrência da segunda relação é q̄0, a contribuição desta

transformação para a variação de x0 é:

d(q̄0x0(t))

dt
= −v̄0(q̄0x0(t)), (3.48)

e por fim a probabilidade de ocorrência da terceira relação é p̄0− q̄0, a contribuição desta
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transformação para a variação de x0 é:

d((p̄0 − q̄0)x0(t))

dt
= 0. (3.49)

Procedendo de maneira análoga para as demais transformações, bem como para x1(t),

e somando as contribuições de cada transformação, obtém-se:

 dx0

dt
= (p̄0 − q̄0)v̄0x0

dx1

dt
= (1− p̄0 + q̄0)v̄0x0

(3.50)

Agora de forma análoga as divisões das CPs, x1, com as respectivas probabilidades p̄1

e q̄1 podem ser descritas pelas seguintes equações:

 dx1

dt
= (p̄1 − q̄1)v̄1x1

dx2

dt
= (1− p̄1 + q̄1)v̄1x1

(3.51)

onde x2 representa a quantidade de CTDs [25].

Por fim, somado as contribuições dos seis processos acima com as decorrentes das

taxas de degradação de cada tipo celular, d0, d1 e d2, chega-se ao modelo sem feedback

proposto em [25], que pode ser escrito pelo seguinte sistema linear de EDOs:


dx0(t)
dt

= (p̄0 − q̄0) v̄0x0 (t)− d0x0 (t) ,

dx1(t)
dt

= (1− p̄0 + q̄0) v̄0x0 (t) + (p̄0 − q̄0) v̄1x1 (t)− d1x1 (t) ,

dx2(t)
dt

= (1− p̄1 + q̄1) v̄1x1 (t)− d2x2 (t) ,

(3.52)

onde, como dito acima, a variável dependente xi(t) denota o número de células no instante

de tempo t para cada linhagem celular i, com i = 0, 1, 2 respectivamente CTC, CP, CTD

[25, 109]. Os parâmetros constantes p̄i representam a probabilidade de divisão de uma

linhagem, e v̄i quantifica a velocidade da divisão celular, ambos para i = 0, 1; e di a taxa

de degradação celular, com i = 0, 1, 2, para as respectivas células CTCs, CPs e CTDs

[25, 51, 108].

A transformação das probabilidades espećıficas considera as divisões simétrica e

assimétrica entre as linhagem celulares [37]. Neste contexto, p̄0 indica a probabilidade

de uma CTC se dividir simetricamente em um par de CTCs e q̄0 a probabilidade da CTC

se dividir simetricamente em um par de CPs, logo a probabilidade da divisão assimétrica

acontecer de CTC para CP é 1− p̄0 + q̄0 [25, 52, 109].
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Em relação às CPs, p̄1 corresponde a probabilidade desta célula ser dividida

simetricamente em um par de CPs e q̄1 a probabilidade da CP ser dividida simetricamente

em um par de CTDs, e portanto a probabilidade de divisão assimétrica de uma CP gerar

uma CP e uma CTD é 1− p̄1− q̄1 [52, 109]. As CPs são responsáveis por originar células

filhas maduras ou especializadas, chamadas CTDs, que contêm um fenótipo funcional

espećıfico [20].

As taxas de śıntese v̄0 e v̄1 consistem na quantificação da velocidade de divisão de

cada linhagem celular [25]. As CTDs possuem uma taxa de mortalidade programada, ou

seja, a sua taxa de degradação d2 é maior se comparada às taxas de degradação d0 e d1

das células CTCs e CPs que devem ser relativamente pequenas ou desprezáveis, conforme

explicado na Subseção 3.3.1 [25, 52].

3.3.2.2 Modelo com feedback

Uma forma de se regular o tamanho e melhorar a regeneração tecidual ocorre através de

fatores secretados por células maduras inibindo o crescimento celular [108]. Estas células

maduras saudáveis ao produzirem estes fatores impossibilitam a auto renovação e divisão

das células tronco, caracterizando o feedback negativo da proliferação e diferenciação

celular [37, 108]. A consequência deste mecanismo é, portanto, a desaceleração da

duplicação das linhagens celulares com o aumento das células maduras [37].

O modelo com feedback a ser apresentado se baseia na hipótese de que o processo

acima ocorre de maneira análoga nas células tumorais [25, 37, 52]. Este mecanismo de

feedback negativo controlando o crescimento celular em células saudáveis é fundamentado

em estudos experimentais [108]. A fim de testar esta hipótese são adicionadas duas formas

de feedbacks negativos com o aumento das CTDs, um controla as probabilidades e o outro

as velocidades de divisão do modelo linear de Liu et al.[25], descrito anteriormente [25, 37].

Na Figura 3.9 as linhas em azul e em vermelho representam as duas propostas

alternativas de regulação ou controle dos valores dos parâmetros v̄i e p̄i e q̄i através

dos feedbacks negativo associados às CTDs, referidos rescpectivamente como tipo I e

tipo II [25]. No feedback tipo I as velocidades de divisão são reduzidas e no tipo II as

probabilidades de divisão é que são alteradas [25].

A representação dos dois tipos de feedbacks negativos utilizam uma função não linear

conhecida como função de Hill, geralmente empregada para descrever quantitativamente
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Figura 3.9: Controle da divisão das sub-populações celulares do modelo de Liu et al.
(adaptado de [25]). Mostra a estratégia dos dois tipos de feedback negativos em regular
a proliferação celular através do controle da velocidade (azul) e das probabilidades
(vermelho) de divisão das CTCs e CPs pelas CTDs.

as interações cinéticas de dose-resposta em sistemas biológicos [108].

A função de Hill é dada por:

F (X) =
1

1 + r(X)n
(3.53)

em que r é conhecido como o parâmetro de resistência do feedback, n o coeficiente de

Hill, e F (X) representa o resultado da ação dose-resposta [25, 37, 108]. Esta função é

usada nas expressões de feedback, indica cooperatividade positiva se (n > 1) ou negativa

se (n < 1), onde o coeficiente de Hill n quantifica a sensibilidade de resposta do feedback

[37, 108].

A Figura 3.10 mostra a influência do coeficiente de Hill n na Equação (3.53)

considerando r = 1, onde podemos verificar a cooperatividade positiva e negativa.

No modelo de Liu et al. utiliza-se a função de Hill para modelar os tipos de feedbacks,

assumindo que o coeficiente de Hill é n = 2, tendo sido tomado como base o trabalho de

Lander et al. [108] que adotou este tipo de feedback para células normais. Desta forma

é assumido que as CTDs podem regular as taxas de śıntese, os parâmetros v̄i, e que o

crescimento desta linhagem celular em um instante de tempo anterior, t − τ , influência

o crescimento das linhagens das CTCs e CPs no instante de tempo t [43], através das
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Figura 3.10: Representação do comportamento dose-resposta da função de Hill para os
diferentes valores dos coeficientes n.

funções de Hill:

v0(t) =
v̄0

1 + βv0 (x2 (t− τ))2 , v1(t) =
v̄1

1 + βv1 (x2 (t− τ))2 (3.54)

onde βv0 e βv1 indicam parâmetros de resistência do feedback negativo dos respectivos

parâmetros e τ um atraso de tempo [25, 109]. Este atraso de tempo representa o tempo

anterior em que as CTDs sinalizaram promovendo a regulação, ou seja, diminuição das

taxas de velocidades de divisão celular (feedback negativo).

Substituindo os parâmetros constantes v̄i na Equação (3.52) pelos vi definidos em

(3.54), obtém-se o seguinte sistema de EDOs:


dx0(t)
dt

= (p̄0 − q̄0) v0(t)x0 (t)− d0x0 (t) ,

dx1(t)
dt

= (1− p̄0 + q̄0) v0(t)x0 (t) + (p̄0 − q̄0) v1(t)x1 (t)− d1x1 (t) ,

dx2(t)
dt

= (1− p̄1 + q̄1) v1(t)x1 (t)− d2x2 (t) ,

(3.55)

que representa o modelo com feedback tipo I [25].

A segunda possibilidade de mecanismo de feedback proposta por Liu et al., assume
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que as CTDs controlam a probabilidade de divisões simétricas dos parâmetros pi e qi das

CTCs e CPs, utilizando novamente as funções de Hill com coeficiente n = 2 e introduzindo

também um atraso de tempo τ , chega-se a:

p0(t) =
p̄0

1 + γp0 (x2 (t− τ))2 , q0(t) =
q̄0

1 + γq0 (x2 (t− τ))2 (3.56)

p1(t) =
p̄1

1 + γp1 (x2 (t− τ))2 , q1(t) =
q̄1

1 + γq1 (x2 (t− τ))2 (3.57)

onde os parâmetros p0 e q0 indicam a probabilidade de divisão das CTCs, e p1 e q1

indicam a probabilidade de divisão das CPs; já os parâmetros constantes γp0 , γq0 , γp1

e γq1 representam a resistência do feedback dos respectivos parâmetros e τ o atraso de

tempo [25, 109]. Já este atraso de tempo representa o tempo anterior em que as CTDs

promovem a regulação das taxas de probabilidade de divisão celular (ou seja, o feedback

negativo).

Substituindo os parâmetros constantes pi e qi da Equação (3.52) pelas correspondentes

funções definidas em (3.56) e (3.57), obtém-se o seguinte sistema de EDOs:


dx0(t)
dt

= (p0(t)− q0(t)) v̄0x0 (t)− d0x0 (t) ,

dx1(t)
dt

= (1− p0(t) + q0(t)) v̄0x0 (t) + (p0(t)− q0(t)) v̄1x1 (t)− d1x1 (t) ,

dx2(t)
dt

= (1− p1(t) + q1(t)) v̄1x1 (t)− d2x2 (t) ,

(3.58)

que representa o modelo com feedback tipo II [25].

Um outro mecanismo de feedback proposto que combina simultaneamente os dois

feedbacks tipo I e tipo tipo II é obtido substituindo as Equações (3.54), (3.56) e (3.57) na

equação (3.52), resultando:


dx0(t)
dt

= (p0(t)− q0(t)) v0(t)x0 (t)− d0x0 (t) ,

dx1(t)
dt

= (1− p0(t) + q0(t)) v0(t)x0 (t) + (p0(t)− q0(t)) v1(t)x1 (t)− d1x1 (t) ,

dx2(t)
dt

= (1− p1(t) + q1(t)) rv1(t)x1 (t)− d2x2 (t) ,

(3.59)

onde o sistema (3.59) representa o feedback tipo I e II [25].

Neste trabalho serão analisados os modelos sem e com feedbacks.
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3.3.3 Modelos farmacocinéticos para tumores mamários

A farmacocinética estuda os processos nos quais uma droga passa da administração até

à excreção no organismo [61]. Pode ser interpretada como a descrição das alterações

temporais nas concentrações de um fármaco no plasma sangúıneo, em relação à dose

administrada [110]. Os modelos matemáticos que consideram a ação de quimioterápicos

na população celular tumoral o fazem através de dois efeitos: ou assumem que a droga

causa morte celular, ou que sua proliferação é reduzida [33].

Nestes modelos certa quantidade da concentração da droga se encontra na corrente

sangúınea, sendo caracterizada por sua concentração c(t) [47]. Esta concentração varia ao

longo do tempo em função da inclusão de novas dosagens periódicas u(t), e decresce

progressivamente devido aos processos de excreção e/ou metabolismo da droga pelo

organismo. Uma forma simples de se considerar estes processos é através de uma taxa

de decréscimo da concentração proporcional à sua concentração [33, 47]. Desta forma,

a equação que representa o comportamento farmacocinético da droga no organismo é

análoga à da equação (3.6), dada por:

dc(t)

dt
= −δc(t), (3.60)

onde δ é a constante de proporcionalidade [47].

Usualmente a excreção e o metabolismo das drogas são quantificados pelo tempo

necessário à redução de sua concentração à metade do valor inicial, conhecido como tempo

de meia vida, t1/2. Este parâmetro pode ser relacionado ao parâmetro δ, a partir da

Equação (3.60), fazendo:

c0

2
= c0e

−δt1/2 , (3.61)

que nos fornece a relação:

δ =
ln(2)

t1/2
. (3.62)

São propostos dois modelos para representar a ação das drogas no tumor. Ambos

consideram o metabolismo da droga a partir da Equação (3.60). Na primeira alternativa,

a atuação da droga é considerada através de um aumento na taxa de degradação das

CTCs, como ilustrado na Figura 3.11.
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Figura 3.11: Representação da ação da droga alvo aumentando a morte celular das CTCs.

O primeiro modelo proposto farmacocinético, acopla a Equação (3.60), que representa

a ação da droga, nas Equações (3.52) do modelo linear sem feedback de Liu et al. [25],

resultando no seguinte sistema de EDOs:



dx0(t)
dt = (p̄0 − q̄0) v̄0x0 (t)− (d0 + c (t))x0(t),

dx1(t)
dt = (1− p̄0 + q̄0) v̄0x0 (t) + (p̄0 − q̄0) v̄1x1 (t)− d1x1 (t) ,

dx2(t)
dt = (1− p̄1 + q̄1) v̄1x1 (t)− d2x2 (t) ,

dc(t)
dt

= −δc (t) + u(t).

(3.63)

da mesma forma que anteriormente, xi(t) representa o número de células i no instante

de tempo t, com i = 0, 1, 2 respectivamente CTC, CP e CTD; p̄i e q̄i as probabilidade de

divisão celular; v̄i a taxa de śıntese; di a taxa de degradação sem considerar a ação da

droga; c(t) a concentração da droga no instante de tempo t, δ a taxa de decaimento da

droga e u(t) denota a inclusão de novas dosagens da droga. [53].

A segunda alternativa leva em consideração a atuação da droga alvo na redução da

taxa proliferativa, como mostrado na Figura 3.11.

Figura 3.12: Representação da ação da droga alvo diminuindo a velocidade de divisão
celular das CTCs.

Já o segundo modelo proposto farmacocinético, do mesmo modo que o primeiro modelo

acopla a equação da ação da droga no modelo com feedback tipo I de Liu et al. [25],
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representado pelas Equações (3.55) e conforme descrito ao final da Seção 2.3, diminuindo

a velocidade de śıntese da seguinte forma:

ṽ0(c) =

v̄0 − c(t)v̄0

c0
se 0 < c < c0,

0 se c0 ≤ c,
(3.64)

v0(c, t) =
ṽ0(c)

1 + βv0(x2(t− τ))2
. (3.65)

Desta forma, o sistema de EDOs a ser resolvido na segunda alternativa proposta é

dado por:



dx0(t)
dt = (p̄0 − q̄0) v0(c, t)x0 (t)− d0x0 (t) ,

dx1(t)
dt = (1− p̄0 + q̄0) v0(c, t)x0 (t) + (p̄0 − q̄0) v1x1 (t)− d1x1 (t) ,

dx2(t)
dt = (1− p̄1 + q̄1) v1x1 (t)− d2x2 (t) ,

dc(t)
dt

= −δc (t) + u(t).

(3.66)

Para finalizar este caṕıtulo, a Figura 3.13 apresenta um resumo dos modelos

mecanicistas diretamente relacionados à elaboração dos modelos farmacocinéticos.
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Figura 3.13: Diagrama representando os modelos mecanicistas para população celular
heterogênea.
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4 RESULTADOS NUMÉRICOS

No intuito de compreender um pouco da complexa dinâmica do crescimento tumoral

mamário, selecionamos modelos matemáticos populacionais homogêneos (os modelos de

Verhulst, Montroll, Gompertz e Bertalanffy apresentados nas Subseções 3.2.3, 3.2.4,

3.2.5 e 3.2.6) e heterogênios (os modelos de Liu et al. e farmacocinético descritos nas

Subseções 3.3.2 e 3.3.3), a fim de assimilar as singularidades destes, correlacionando

com as caracteŕısticas biológicas envolvidas na progressão tumoral ao longo do tempo.

Nesta seção vamos apresentar alguns resultados de simulações numéricas destes modelos

tumorais selecionados.

4.1 Simulações numéricas

As simulações numéricas dos modelos matemáticos foram obtidas a partir de códigos

desenvolvidos e implementados nos ambientes MATLAB 7.5 e Python 2.7, conforme a

disponibilidade de ferramentas que possibilitassem a resolução dos diferentes modelos.

O modelo proposto da farmococinética tumoral linear foi simulado inicialmente em

MATLAB, tal modelo foi discretizado pelo método de Euler expĺıcito [111].

Para se obter resultados de modelos propostos por Liu et al. [25], foi necessária

a utilização de uma ferramenta que possibilitasse a solução aproximada de equações

diferenciais com atraso de tempo. Tendo em vista a disponibilidade de um pacote para

este fim, nesta etapa foi utilizada a linguagem Python. Todos os modelos de Liu et al. [25]

(com e sem feedbacks) foram implementados em Python, tendo sido utilizados diversos

pacotes: Numpy, PyDDE, Scipy e Matplotlib.

A biblioteca Odeint do pacote Scipy executa a aproximação numérica de equações

diferenciais através do encapsulamento da rotina LSODA do pacote ODEPACK [112], que

utiliza os métodos de Adams e BDF [113]. Os métodos são utilizados com um esquema de

ordem e passo de tempo adaptativos, sendo que o BDF é utilizado no caso de problemas

stiff. Já o pacote PyDDE foi desenvolvido para resolução numérica de sistemas de equações

diferenciais com atraso de tempo [26] , com o método de aproximação numérica o Runge-

Kutta de 2a ordem [114]. E por fim, o Scipy, a biblioteca Optimize, foi utilizada a
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rotina que inclui o método Simplex [115] utilizada para o ajuste de parâmetros. Os

gráficos gerados com os dados oriundos das simulações foram plotados utilizando o pacote

Matplotlib.

Para comparar e validar os dados simulados foram extráıdos os pontos dos resultados

numéricos e experimentais de Liu et al. [25] e Hinow et al. [38] usando o programa

gratuito G3data. A extração desses dados permitiu uma análise dos modelos simulados

comparando-os com dados simulados e experimentais dispońıveis nos artigos de Liu et al.

[25] e Hinow et al. [38], que foram obtidos da seguinte forma:

• No trabalho de Liu et al. [25] os dados experimentais in vitro foram extráıdos de

experimentos com o meio de cultura DEMEM/F12, onde foram semeadas linhagens

celulares de adenocarcinoma mamário (MCF-7) durante o peŕıodo de 14 dias, para

o acompanhamento evolutivo do aumento da massa celular em que foram contados

o número de células a cada 2 dias [25], como ilustrado na Figura 4.1.

Figura 4.1: Dados experimentais (observados) de Liu et al. [25], mendido o número de
células diariamente.

• Já no trabalho de Hinow et al. [38] os dados experimentais foram extráıdos

da contagem do número de células a cada 24 horas após a semeadura de

células epiteliais mamárias com amplificação à mutação somática no protooncogene

HER2 (MCF10A/HER2), durante 6 dias em cinco experimentos: no primeiro

experimento não foi inserido o medicamento Lapatinib no meio de cultura; nos
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outros experimentos foram introduzidos as respectivas doses desse fármaco: 0, 1 −
0, 5− 1, 0− 2, 0 µM a cada 2 dias [38], como mostrado na Figura 4.2.

Figura 4.2: Dados experimentais (observados) de Hinow et al. [38], mendido o número
de células diariamente para as diferentes dosagens do medicamento Lapatinib.

Os ajustes apresentados foram realizados através da minimização da norma L2 do erro

dado por:

||E||2 =

√∑
i

(xi − obsi)2. (4.1)

4.2 Resultados dos modelos homogêneos

Os resultados numéricos dos modelos homogêneos foram comparados com os dados

experimentais extráıdos dos artigos de Liu et al. [25] e Hinow et al. [38]. Estes resultados

foram obtidos após simulação no ambiente Python usando método Simplex para facilitar

o ajuste dos parâmetros, depois comparados aos dados experimentais dos trabalhos de

Liu et al. [25] e Hinow et al. [38]. Para verificação e análise dos modelos selecionados,

qual melhor descreveria os comportamento dos dados experimentais, calculou-se o erro

em cada teste computacional.

No primeiro teste, fixamos o valor da condição inicial de cada modelo N0 no valor

inicial de cada banco de dados experimentais, obtendo o melhor valor de cada parâmetro
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após simulação de otimização usando o método Simplex da biblioteca Optimize do pacote

Scipy no ambiente computacional Python.

A Tabela 4.4 descreve o valor ótimo encontrado por este método computacional na

tentativa de aproximação dos dados experimentais de Hinow et al. [38]. Já a Tabela

4.5 apresenta o melhor valor de cada parâmetro de cada modelo após simulação por este

método computacional com aproximação com os valores dos dados experimentais de Liu

et al. [25].

Tabela 4.1: Relação dos melhores valores resultantes para cada parâmetro após
as simulações de otimização de cada modelo emṕırico em aproximação dos dados
experimentais de Hinow et al. [38]

Modelos Valores dos parâmetros
N0 α β ζ ρ ξ K

Gompertz 20.000, 00 0, 30 2.823.822, 84
Vehrulst 20.000, 00 1, 03 1.396.760, 63
Montroll 20.000, 00 6, 50 7, 62 1.153.725, 45

Bertalanffy 20.000, 00 11, 50 5, 69 0, 95

Tabela 4.2: Relação dos melhores valores resultantes para cada parâmetro após
as simulações de otimização de cada modelo emṕırico em aproximação dos dados
experimentais de Liu et al. [25]

Modelos Valores dos parâmetros
N0 α β ζ ρ ξ K

Gompertz 56.514, 91 0, 08 47.622.198, 10
Vehrulst 56.514, 91 0, 46 4.781.400, 13
Montroll 56.514, 91 19, 65 47, 62 2.976.466, 96

Bertalanffy 56.514, 91 3, 14 1, 12 0, 94

A Tabela 4.3 mostra o resultado dos cálculos do erro de cada modelo homogêneo

simulado neste primeiro teste computacional na tentativa de aproximação com cada

banco de dados, no qual verificamos que o modelo de Montroll melhor representa o

comportamento dos dados experimentais, como ilustrado nas Figuras 4.3 e 4.4.

No segundo teste computacional, sabendo que os modelos homogêneos selecionados

tendem ao valor limite K, além de fixar a condição inicial N0, foi fixado o valor de K como

o maior valor da população obtido nos conjunto de valores observados no experimento

considerado de Hinow et al. [38] e Liu et al. [25].

Os resultados dos cálculos do erro de cada modelo homogêneo simulado neste segundo

teste computacional são apresentados na Tabela 4.6, onde novamente observamos que o
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Tabela 4.3: Relação dos valores dos erros resultantes após cada simulação de otimização
de cada modelo em comparação a cada banco de dados experimentais.

Modelo ||E||2
Liu et al. Hinow et al.

Gompertz 755, 49 494, 09
Vehrulst 672, 01 411, 61

Montroll 323, 99 177, 18
Bertalanffy 759, 61 497, 75
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Figura 4.3: Comparação dos resultados numéricos dos modelos homogênios com os dados
experimentais de Liu et al. [25], com a condição inicial N0 fixa.

Tabela 4.4: Relação dos melhores valores resultantes para cada parâmetro após
as simulações de otimização de cada modelo emṕırico em aproximação dos dados
experimentais de Hinow et al. [38]

Modelos Valores dos parâmetros
N0 α β ζ ρ ξ K

Gompertz 20.000, 00 0, 52 1.153.333, 33
Vehrulst 20.000, 00 1, 11 1.153.333, 33
Montroll 20.000, 00 6, 54 7, 66 1.153.333, 33

Bertalanffy 20.000, 00 82, 07 74, 58 0, 99 1.153.333, 33

modelo de Montroll obteve o menor erro em ambos os bancos de dados experimentais dos

dois artigos, como mostrado nas Figuras 4.6 e 4.5.

Os resultados obtidos na comparação destes modelos homogênos, que consideram a

população tumoral formada pelo mesmo tipo de células, apontou o modelo de Montroll,
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Figura 4.4: Comparação dos resultados numéricos dos modelos homogêneos com os dados
experimentais de Hinow et al. [38], com a condição inicial N0 fixa.

Tabela 4.5: Relação dos melhores valores resultantes para cada parâmetro após
as simulações de otimização de cada modelo emṕırico em aproximação dos dados
experimentais de Liu et al. [25]

Modelos Valores dos parâmetros
N0 α β ζ ρ ξ K

Gompertz 56.514, 91 0, 24 2.963.893, 25
Vehrulst 56.514, 91 0, 53 2.963.893, 25
Montroll 56.514, 91 19, 66 47, 63 2.963.893, 25

Bertalanffy 56.514, 91 46, 49 42, 77 0, 99 2.963.893, 25

Tabela 4.6: Relação dos valores dos erros resultantes após cada simulação de otimização
de cada modelo em comparação a cada banco de dados experimentais.

Modelo ||E||2
Liu et al. Hinow et al.

Gompertz 1.221, 80 658, 96
Vehrulst 947, 80 493, 20

Montroll 326, 28 177, 19
Bertalanffy 1.223, 40 660, 18

como o que melhor representa o comportamento do crescimento tumoral mamário.
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Figura 4.5: Comparação dos resultados numéricos dos modelos homogêneos com os dados
experimentais de Hinow et al. [38], para a condição inicial N0 e capacidade de carga K
fixos.
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Figura 4.6: Comparação dos resultados numéricos dos modelos homogêneos com os dados
experimentais de Liu et al. [25], para a condição inicial N0 e capacidade de carga K fixos.

4.3 Resultados do modelo de Liu et al.

Nesta seção são apresentados os resultados obtidos a partir da implementação dos

modelos propostos em Liu et al. [25]. Tendo em vista que nem todos os parâmetros

foram fornecidos pelos autores há novamente a necessidade de se executar um ajuste de
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parâmetros.

Devem ser determinados os valores de v1, a partir do qual os demais podem ser

determinados por relações fornecidas pelos autores do trabalho, e da condição inicial do

problema. Na definição da condição inicial inclui-se a distribuição desta população entre

as três linhagens de células.

A fim de obter os ajustes, foi utilizada uma estratégia em duas etapas complementares.

A primeira tem o objetivo de explorar o espaço de busca, identificar a sensibilidade do

modelo às variações impostas e definir o ponto inicial do processo de busca da segunda.

Para a segunda etapa o mesmo método Simplex, usado na seção anterior, foi adotado,

tomando como ponto inicial o melhor resultado obtido na etapa anterior.

A metodologia em busca de reproduzir os resultados numéricos dos modelos lineares

(sem feedback) e não lineares (com feedbacks) de Liu et al. [25], após serem implementados

e simulados em Python, foram separadas em dois experimentos computacionais:

• O primeiro experimento computacional formado por um sistema emṕırico em forma

de grade, buscando as condições iniciais de cada variável do modelo, além do

parâmetro livre v1, velocidade de śıntese das CPs. Neste experimento foram

selecionados três condições iniciais para as populações tumorais (103 e 104 células), e

dentro destas populações testadas outras três variações entre as linhagens celulares

CTCs, CPs e CTDs, respectivamente x0, x1 e x2. O parâmetro v1 começou em 0, 2

e terminou em 4, 6 com incremento de 0, 2, na tentativa de aproximação dos dados

numéricos simulados aos experimentais extráıdos do modelo de Liu et al. [25].

• O segundo experimento computacional baseou-se em metodologias de otimização

na tentativa de se obter os valores das condições iniciais das variáveis x0, x1 e x2 e

do parâmetro livre v1, utilizado por Liu et al. [25] em seus resultados numéricos.

Para a obtenção dos valores das variáveis e parâmetros utilizou-se este algoritmo

de otimização, testando novas condições inicias na procura de resultados simulados

próximos aos resultados obtidos numéricos do modelo de Liu et al. [25].

No primeiro experimento, a variação dos valores das condições iniciais da população

tumoral foi escolhida da seguinte forma:

Caso 1) o valor de 103 células tumorais foi estimado empiricamente;
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Caso 2) o valor de 104 células tumorais extráıdos pelo programa G3data a grandeza

numérica dos resultados do primeiro dia de simulação e experimentos do artigo

de Liu et al. [25];

Em cada caso descrito acima, de condição inicial da população tumoral, considerou-se

também a variação da distribuição do número de células entre as linhagens celulares da

seguinte forma:

1. na primeira distribuição, apenas as CTCs (x0) são consideradas com valor igual ao

da população tumoral, onde as CPs (x1) e CTDs (x2) são consideradas iguais a 0;

estas condições iniciais são descritas no artigo suplemantar de Liu et al. [109] para

obtenção da solução anaĺıtica do modelo linear sem feedback proposto;

2. na segunda distruibuição, divide-se igualmente o valor da população tumoral entre

as linhagens CTCs (x0), CPs (x1) e CTDs (x2);

3. na terceira distruibuição adota-se um sistema de porcentagens da população inicial,

como sugerido no artigo de Liu et al. [25], para representar o comportamento

das CTCs, no qual se distribuiu para linhagem das CTCs (x0) 1,5% da população

tumoral, e as linhagens das CPs (x1) e CTDs (x2) correspondiam a 49,25% da

população tumoral.

Os modelos de Liu et al. foram resolvidos com estes dois experimentos computacionais

no ambiente Python, em busca de uma aproximação dos dados simulados aos dados

numéricos e experimentais extráıdos de seu trabalho. Assim, realizou-se uma comparação

das simulações realizadas dos modelos de Liu et al.: o modelo linear sem feedback e os

modelos não lineares com atraso de tempo com feedback, com os resultados extráıdos do

seu artigo [25].

4.3.1 Resultados do modelo de Liu et al. sem feedback

Inicialmente vamos apresentar as simulações dos resultados encontrados do sistema de

EDOs (3.52) do modelo linear de Liu et al. sem feedback. Os parâmetros fixos utilizados

nas simulações deste modelo são apresentados na Tabela 4.7. Esta tabela também mostra

como o valor do parâmetro v̄1 influencia os valores dos parâmetros de velocidade e de

degradação, conforme o artigo suplementar de Liu et al. [109].
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Tabela 4.7: Parâmetros fixos e dependentes de v1 utilizados nas simulações do modelo
liniear de Liu et al. sem feedback, com suas respectivas descrições e valores, extráıdos de
[25]

Parâmetros Descrição Valores

p̄0 probabilidade de divisão das CTC 0, 25
q̄0 probabilidade de divisão das CTC 0, 2
p̄1 probabilidade de divisão das CP 0, 3
q̄1 probabilidade de divisão das CP 0, 1
v̄0 velocidade de divisão nas CTCs 0, 5 v̄1

d0 taxa de degradação das CTCs 0, 005 v̄1

d1 taxa de degradação das CPs 0, 025 v̄1

d2 taxa de degradação das CTDs 0, 05 v̄1

Para facilitar a apresentação dos resultados obtidos em cada caso do primeiro

experimento computacional, dividimos os resultados em três etapas de acordo com o valor

total da população tumoral. Os parâmetros e as condições iniciais das linhagens celulares

em cada população tumoral são listados nas Tabelas 4.8 e 4.9, com os respectivos valores

de cada variável e parâmetro utilizados nas três simulações de cada condição inicial da

população tumoral.

A Tabela 4.8 apresenta resumidamente os valores das variáveis e dos parâmetros do

modelo sem feedback, para o primeiro conjunto de simulações, considerando a condição

inicial para a população tumoral de 103, para os casos C1
1 , C2

1 e C3
1 . Além disto, os

parâmetros fixos apresentados na Tabela 4.7 serão utilizados também nas simulações deste

modelo.

Tabela 4.8: Parâmetros utilizados na simulação do modelo linear sem feedback para
população tumoral inicial de 103

Parâmetros Valores das simulações
C1

1 C2
1 C3

1

x0 1000 333, 33 15
x1 0 333, 33 492, 5
x2 0 333, 33 492, 5
v̄1 1, 0− 3, 6 1, 2− 4, 0 1, 6− 4, 6
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(a) C1
1 (x0 = 1000, x1 = 0 e x2 = 0).

(b) C2
1 (x0 = 333, 33, x1 = 333, 33 e x2 = 333, 33).

(c) C3
1 (x0 = 15, x1 = 492, 5 e x2 = 492, 5).

Figura 4.7: Comparação entre os resultados obtidos com a simulação numérica do modelo
sem feedback com os dados experimentais (Exp) e numéricos (Num) de Liu et al. [25],
para a população tumoral de 103 células dos casos C1

1 , C2
1 e C3

1 , para diversos valores do
parâmetro v̄1.
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Após serem efetuadas as simulações numéricas desta primeira etapa, obtemos os

seguintes resultados representados na Figura 4.7. A partir destes resultados podemos

observar como a variação do parâmetro v̄1 em cada conjunto de condições iniciais tende a

se tornar invariável. Outra caracteŕıstica importante desta condição inicial da população

tumoral se refere ao bom comportamento dos dados simulados que se aproximam aos

dados experimentais de Liu et al. [25].

Para o segundo conjunto de simulações do modelo de Liu et al. sem feedback,

considerando a população inicial de 104, para os casos C1
2 , C2

2 e C3
2 . A Tabela 4.9

apresenta um resumo dos valores das variáveis e dos parâmetros utilizados nas simulações

computacionais.

Tabela 4.9: Parâmetros utilizados na simulação do modelo linear sem feedback para
população tumoral inicial de 104

Parâmetros Valores das simulações
C1

2 C2
2 C3

2

x0 10000 3333, 33 150
x1 0 3333, 33 4925
x2 0 3333, 33 4925
v̄1 0.4− 2, 2 0, 4− 2, 6 0, 8− 3, 0
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(a) C1
2 (x0 = 10000, x1 = 0 e x2 = 0).

(b) C2
2 (x0 = 3333, 33, x1 = 3333, 33 e x2 = 3333, 33).

(c) C3
2 (x0 = 150, x1 = 4925 e x2 = 4925).

Figura 4.8: Comparação entre os resultados obtidos com a simulação numérica do modelo
sem feedback com os dados experimentais (Exp) e numéricos (Num) de Liu et al. [25],
para a população tumoral de 104 células dos casos C1

2 , C2
2 e C3

2 , para diversos valores do
parâmetro v̄1.
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Os resultados das simulações numéricas desta segunda etapa são representados na

Figura 4.8. Nestes gráficos observamos também como ocorre uma invariação da curva

para alterações do parâmetro v̄1 em cada conjunto de condições iniciais. Como a condição

inicial da população tumoral se aproxima do valor do primeiro dia de cultura extráıdo

do trabalho de Liu et al. [25] (na grandeza de 104) obtemos um bom comportamento

qualitativo dos dados simulados comparados aos dados experimentais de Liu et al. [25].

Após serem realizados os testes do primeiro experimento computacional, utilizamos as

condições iniciais da população de 103 distribúıda entre as linhagens celulares da seguinte

forma: CTCs 15 células, CPs e CTDs 492, 5 células; e com o parâmetro v̄1 = 2.0

no segundo experimento computacional. Estas condições iniciais foram utilizadas e

melhoradas no segundo experimento, que buscava os melhores valores para as condições

iniciais das linhagens celulares e para o parâmetro livre v̄1, quando comparado com os

resultados numéricos obtidos por Liu et al. [25], cujo resultado está no gráfico apresentado

na Figura 4.9, para a condição inicial: CTCs x0 = 15 células, CPs e CTDs x1 e x2 = 492, 5

células.

Figura 4.9: Resultados das condições iniciais das variáveis e parâmetro x0 = 14, x1 = 460,
x2 = 450 e v1 = 2, 1.

4.3.2 Resultados do modelo de Liu et al. com feedback

Os modelos resolvidos nesta seção referem-se aos de Liu et al. com feecbacks não lineares e

com atraso de tempo, ou seja, são modelos mais complexos do que os resolvidos na seção

anterior. Os resultados apresentados são referentes às simulações do sistema de EDOs
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(3.54), (3.56) e (3.59), respectivamente os modelos de Liu et al. com feecbacks tipo I, tipo

II e tipo I e II.

A Tabela 4.10 apresenta a descrição e os valores fixos de cada parâmetro utilizados

nas simulações computacionais dos modelos não lineares de Liu et al. [25], com atraso de

tempo. Esta tabela também reproduz como os parâmetros de velocidade e de degradação

são descritos no artigo suplementar de Liu et al. [109], e influenciados pelo parâmetro

livre v̄1.

Tabela 4.10: Parâmetros fixos utilizados nas simulações do modelo não linear de Liu et
al. com feedback tipo I, tipo II e tipo I e II; com suas respectivas descrições e valores,
extráıdos de [25]

Parâmetros Descrição Valores das simulações
Tipo I Tipo II Tipo I e II

p̄0 probabilidade de divisão das CTCs 0, 5 0, 5 0, 5
q̄0 probabilidade de divisão das CTCs 0, 2 0, 2 0, 2
p̄1 probabilidade de divisão das CPs 0, 5 0, 5 0, 5
q̄1 probabilidade de divisão das CPs 0, 1 0, 1 0, 1
βv0 resistência do feedback 2× 10−11 8× 10−12

βv1 resistência do feedback 3× 10−12 4× 10−13

γp0 resistência do feedback 5× 10−14 10−14

γq0 resistência do feedback 7× 10−15 10−16

γp1 resistência do feedback 6× 10−13 10−13

γq1 resistência do feedback 2× 10−15 10−15

τ atraso de tempo 2 dias 2 dias 2 dias
v̄0 velocidade de divisão nas CTCs 0, 5 v̄1 0, 5 v̄1 0, 5 v̄1

d0 taxa de degradação das CTCs 0, 005 v̄1 0, 005 v̄1 0, 005 v̄1

d1 taxa de degradação das CPs 0, 025 v̄1 0, 025 v̄1 0, 025 v̄1

d2 taxa de degradação das CTDs 0, 05 v̄1 0, 05 v̄1 0, 05 v̄1

Inicialmente vamos discutir os resultados do modelo de Liu et al. com feedback tipo

I, descritos pelas Equações (3.54). As condições iniciais da população tumoral e de cada

linhagens celular CTCs, CPs e CTDs adotadas nas simulações do primeiro experimento

computacional seguem os mesmos critérios das testadas para o modelo linear de Liu et al

sem feedback, discutidas na Seção 4.3.1. Neste caso, adotaremos para cada caso a seguinte

nomenclatura: F1, e F2, respectivamente para os casos onde os valores das condições

iniciais da população tumoral considerados 103 e 104 células tumorais. A variação da

velocidade de divisão das CPs (v̄1) ocorre entre os valores de 0, 2 até 2, 6, com incrementos

de 0, 2. E como testado na seção anterior, serão feitas simulações variando empiricamente

o valor de v̄1, a fim de conseguir resultados próximos aos encontrados por Liu et al. [25] nos
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dados experimentais. Após este primeiro experimento computacional serão selecionados

os melhores resultados para iniciar o segundo experimento computacional.

Os valores do parâmetro v̄1 e das condições iniciais das linhagens celulares em cada

caso F1, e F2, são listados nas Tabelas 4.11 e 4.12, com os seus respectivos valores de cada

variável e parâmetro não fixo utilizados nas três simulações de cada condição inicial da

população tumoral. Além disto os valores fixos dos parâmetros do modelo de Liu et al

com feedback tipo I são os apresentados na Tabela 4.10.

Tabela 4.11: Parâmetros utilizados na simulação do modelo não linear com feedback tipo
I para população tumoral inicial de 103

Parâmetros Significado Biológico Valores das simulações
F 1

1 F 2
1 F 3

1

x0 número inicial de CTCs 1000 333, 33 15
x1 número inicial de CPs 0 333, 33 492, 5
x2 número inicial de CTDs 0 333, 33 492, 5
v̄1 velocidade de divisão nas CPs 1, 0− 3, 6 1, 2− 4, 0 1, 6− 4, 6

Tabela 4.12: Parâmetros utilizados na simulação do modelo linear com feedback tipo I
para população tumoral inicial de 104

Parâmetros Significado Biológico Valores das simulações
F 1

1 F 2
1 F 3

1

x0 número inicial de CTCs 10000 3333, 33 150
x1 número inicial de CPs 0 3333, 33 4925
x2 número inicial de CTDs 0 3333, 33 4925
v̄1 velocidade de divisão nas CPs 1, 0− 3, 6 1, 2− 4, 0 1, 6− 4, 6
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(a) F 1
1 (x0 = 1000, x1 = 0 e x2 = 0).

(b) F 2
1 (x0 = 333, 33, x1 = 333, 33 e x2 = 333, 33).

(c) F 3
1 (x0 = 1, 5, x1 = 492, 5 e x2 = 492, 5).

Figura 4.10: Comparação entre os resultados obtidos com a simulação numérica do modelo
com feedback tipo I os dados experimentais (Exp) e numéricos (Num) de Liu et al. [25],
para a população tumoral de 103 células dos casos F 1

1 , F 2
1 e F 3

1 , para diversos valores do
parâmetro v̄1.
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(a) F 1
2 (x0 = 10000, x1 = 0 e x2 = 0)

(b) F 2
2 (x0 = 3333.33, x1 = 3333.33 e x2 = 3333.33)

(c) F 3
2 (x0 = 150, x1 = 4925 e x2 = 4925).

Figura 4.11: Comparação entre os resultados obtidos com a simulação numérica do modelo
com feedback tipo I com os dados experimentais (Exp) e numéricos (Num) de Liu et al.
[25], para a população tumoral de 104 células dos casos F 1

2 , F 2
2 e F 3

2 , para diversos valores
do parâmetro v̄1.
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Em fim, os resultados dos testes do primeiro experimento computacional do modelo

não linear de Liu et al. com feedback tipo I, observamos que os resultados da Figura

4.11(b) apresentou um melhor ajuste com os dados experimentais de Liu et al. [25],

ajuste este melhor até que os resultados numéricos deste modelo encontrados por Liu et

al. em seu trabalho[25].

Para este primeiro experimento computacional os modelos de Liu et al. com feedbacks

tipo II e tipo I e II, não obtiveram bons resultados para nenhum dos casos da simulação

da condição inicial F j
i , para i = 1, 2, 3 e j = 1, 2, 3. Por este motivo não apresentamos

estes resultados não satisfatórios.

O segundo experimento computacional dos modelos não lineares Liu et al. com

feedbacks tipo I, tipo II e tipo I e II; foram realizados vários testes, na tentativa de

se estimar os valores do parâmetro livre v1 e das variáveis x0, x1 e x2 quando comparados

aos resultados numéricos obtidos por Liu et al. [25] em seu trabalho, como ilustrado na

Figura 4.12.
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(a) x0 = 41, x1 = 33000, x2 = 4700 e v1 = 1, 1.

(b) x0 = 1200, x1 = 47000, x2 = 260 e v1 = 0, 5.

(c) x0 = 13000, x1 = 13000, x2 = 19000 e v1 = 0, 7.

Figura 4.12: Comparação entre os resultados obtidos com a simulação numérica dos
modelo com feedbacks tipo I, tipo II e tipo I e II com dados numéricos de Liu et al. [25].
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Neste experimento, o ajuste dos parâmetros do modelo do tipo I refletiram os

resultados satisfatórios apresentados no primeiro experimento por tal modelo. Cabe

destacar que os modelos do tipo II e tipo I e II são muito senśıveis a parâmetros e serão

investigados com mais profundidade em trabalhos futuros.

Como os resultados do primeiro teste computacional do modelo de Liu et al. [25]

com feedback tipo I foram satisfatórios, realizamos um terceiro teste computacional neste

modelo. Para este teste, utilizamos o padrão computacional do segundo experimento,

ou seja, consideramos a condição inicial que melhor se aproximava dos resultados

experimentais de Liu et al. do modelo com feedback tipo I, na tentativa de se obter

melhores valores do parâmetro livre v1 e das variáveis x0, x1 e x2, obtendo os resultados

ilustrados na Figura 4.13, para a condição inicial: CTCs x0 = 4995 células, CPs x1 = 4995

e CTDs x2 = 1665 células.

Figura 4.13: Comparação dos resultados obtidos com a simulação numérica do modelo
com feedback tipo I com os dados experimentais de Liu et al. [25], para x0 = 4995,
x1 = 4995 , x2 = 1665 e v1 = 1, 4.
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4.4 Resultados dos modelos farmacocinéticos

Para a verificação da aplicabilidade dos modelos farmacocinéticos propostos na Seção

3.3.3, serão utilizados os dados experimentais publicados por Hinow et al.[38]. Nesta

referência são fornecidos dados experimentais relativos ao crescimento tumoral in vitro

com e sem a aplicação da droga alvo Lapatinib. Nestes experimentos a droga foi aplicada

de maneira concentrada a cada dois dias em 4 diferentes dosagens ( 0, 0; 0, 1; 0, 5; 1, 0 e

2, 0µM ) sendo contabilizado o número de células vivas diariamente.

As Tabelas 4.13 e 4.14 apresentam a descrição e os valores dos parâmetros fixos e

dependentes de v1 utilizados nos testes computacionais dos modelos farmacocinéticos

propostos.

Tabela 4.13: Parâmetros fixos e dependentes de v1 utilizados nas simulações do I modelo
farmacocinético, com suas respectivas descrições e valores.

Parâmetros Descrição Valores

p̄0 probabilidade de divisão das CTC 0, 21
q̄0 probabilidade de divisão das CTC 0, 2
p̄1 probabilidade de divisão das CP 0, 3
q̄1 probabilidade de divisão das CP 0, 1
v̄1 velocidade de divisão nas CPs 1, 95
t1/2 tempo de meia vida da droga 0, 208 dias
u(t) dosagens periódicas da droga 0, 1; 0, 5; 1, 0; 2, 0µM
v̄0 velocidade de divisão nas CTCs 0, 5 v̄1

d0 taxa de degradação das CTCs 0, 005 v̄1

d1 taxa de degradação das CPs 0, 025 v̄1

d2 taxa de degradação das CTDs 0, 05 v̄1

As Figuras 4.14 e 4.15 apresentam respectivamente os resultados dos modelos

farmacocinéticos desenvolvidos, das Equações (3.63) e (3.66), comparados aos dados

experimentais da referência. Para obtenção dos resultados numéricos foi considerada

nas simulações a droga Lapatinib cujo tempo de meia-vida é superior ou igual há 300

minutos, equivalente a 0,208 dias [116].
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Tabela 4.14: Parâmetros fixos e dependentes de v1 utilizados nas simulações do II modelo
farmacocinético, com suas respectivas descrições e valores.

Parâmetros Descrição Valores

p̄0 probabilidade de divisão das CTCs 0, 5
q̄0 probabilidade de divisão das CTCs 0, 2
p̄1 probabilidade de divisão das CPs 0, 5
q̄1 probabilidade de divisão das CPs 0, 1
βv0 resistência do feedback 2× 10−11

βv1 resistência do feedback 3× 10−12

τ atraso de tempo 2 dias
t1/2 tempo de meia vida da droga 0, 208 dias
u(t) dosagens periódicas da droga 0, 1; 0, 5; 1, 0; 2, 0µM
v̄0 velocidade de divisão nas CTCs 0, 5 v̄1

d0 taxa de degradação das CTCs 0, 005 v̄1

d1 taxa de degradação das CPs 0, 025 v̄1

d2 taxa de degradação das CTDs 0, 05 v̄1

Figura 4.14: Comparação dos resultados numéricos com os dados experimentais
(observados) de Hinow et al. [38], para a população inicial de 2, 49∗104 células e dosagens
de 0, 0; 0, 1; 0, 5; 1, 0 e 2, 0µM do medicamento Lapatinib.



102

0 1 2 3 4 5
Tempo(dias)

0

200000

400000

600000

800000

1000000

1200000

1400000
Nú

m
er

o 
de

 c
él

ul
as

(t)
Exp.: u=0.0µM

Exp.: u=0.1µM

Exp.: u=0.5µM

Exp.: u=1.0µM

Exp.: u=2.0µM

u=0.0µM

u=0.1µM

u=0.5µM

u=1.0µM

u=2.0µM

Figura 4.15: Comparação dos resultados numéricos com os dados experimentais
(observados) de Hinow et al. [38], para a população inicial de 2, 49∗104 células e dosagens
de 0, 0; 0, 1; 0, 5; 1, 0 e 2, 0µM do medicamento Lapatinib.

Estes resultados mostram a ação farmacocinética nas células tumorais mamárias

conforme esperado, ou seja, à medida que aumenta-se a dosagem do medicamento ocorre

uma diminuição do taxa de crescimento celular compat́ıvel com a redução da proliferação

celular in vitro, do trabalho de Hinow et al. [38].
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Na Figura 4.16 são apresentados os resultados da ação da droga alvo, Lapatinib,

inibindo a proliferação das CTCs, representando a efetividade deste medicamento em

concordância com o que é esperado em cada diferente dosagem, que é demonstrada na

Figura 4.17.

Figura 4.16: Resultados numéricos do comportamento das CTCs submetidas às dosagens
de 0, 0; 0, 1; 0, 5; 1, 0 e 2, 0µM do medicamento Lapatinib.
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Figura 4.17: Representação do comportamento da concentração da droga ( 0, 1; 0, 5; 1, 0
e 2, 0µM) a cada nova dosagem a cada 2 dias do medicamento Lapatinib.
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5 CONCLUSÕES

O estudo realizado nesta dissertação trata da modelagem da dinâmica evolutiva

tumoral. São resumidamente apresentados os principais conceitos biológicos relativos à

formação dos tumores, tratamentos dispońıveis e modelos matemáticos que representam

o crescimento tumoral mamário.

Neste trabalho é apresentada uma revisão dos principais modelos que representam o

crescimento tumoral desconsiderando a sua distribuição espacial. Estes modelos podem

ser divididos em duas classes: os emṕıricos e os mecanicistas.

Inicialmente, buscou-se verificar entre os modelos emṕıricos (Malthus, Verhulst,

Montroll, Gompertz, Bertalanffy) aquele que melhor reproduz o comportamento dos

dados experimentais in vitro. Neste estudo, o modelo de Montroll forneceu resultados

mais satisfatórios quando comparados com os dados experimentais, apresentando ajustes

melhores do que os obtidos com o consagrado modelo de Gompertz.

Em relação aos modelos mecanicistas, foram estudados diversos modelos tendo

sido implementados os modelos descritos em Liu et al. [25]. Dentre estes, um dos

modelos envolvendo mecanismo de feedback (Tipo I) e o que não envolve este mecanismo

forneceram resultados consistentes com os dados experimentais. Em relação aos modelos

que envolvem o feedback associado às probabilidades de divisão (Tipo II e Tipo I e II),

eles não apresentaram os resultados esperados e mais esforços precisam ser empregados

para se determinar as causas deste comportamento.

Salienta-se que os modelos de Liu et al. (tipo I, tipo II, tipos I e II) são descritos por

um sistema de EDOs não lineares que levam em conta um atraso, o que faz com que a

análise de seu comportamento seja mais complexa. Ainda no tocante aos modelos de Liu

et al., comprovou-se que a resposta destes modelos (principalmente, os casos não lineares

com feedbacks) são muito senśıveis a escolha dos parâmetros. Isto corrobora a afirmação

dos autores do trabalho original.

Dentre os modelos de Liu et al. empregados em simulações neste trabalho, a resposta

obtida com o modelo linear apresentou resposta consistente com as soluções anaĺıtica

e numérica. Assim, em função desses resultados, optou-se por acoplá-lo ao modelo

matemático farmacocinético descrito no trabalho de Rodrigues [47]. Os resultados obtidos
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com este modelo acoplado foram satisfatórios quando comparados com os dados in vitro

do trabalho de Hinow et al. [38]. Tais resultados foram publicados [53].

Um outro modelo de acoplamento farmacocinético foi também proposto e avaliado,

envolvendo o modelo com feedback (Tipo I) e a atuação de drogas alvo usadas nos

tratamentos quimioterápicos.

Cabe destacar que durante a execução deste trabalho, buscou-se ter acesso a dados

reais oriundos de centros cĺınicos oncológicos para de alguma forma complementar a

validação dos modelos aqui apresentados. Logo, foi submetido um projeto ao Comitê

de Ética em Pesquisa em Seres Humanos (CEP) da Universidade Federal de Juiz de Fora

- UFJF, que foi aprovado sob o número de registro 1.052.227. A partir deste procedimento,

obteve-se acesso a dados anteriormente coletados (estudo de coorte retrospectivo) que não

forneciam de forma padronizada e sistematizada dados referentes ao tamanho do tumor

ao longo do tempo. Desta forma, até o momento, não foi posśıvel aproveitá-los para

complementar a validação dos modelos aqui apresentados.

Como trabalhos futuros, pretende-se:

• Investigar o comportamento dos modelos não lineares de Liu et al. com feedback

(tipo II, tipo I e II) através de estratégias de análise de sensibilidade;

• Considerar na modelagem a distribuição espacial do crescimento tumoral, o que

implicará na obtenção de soluções numéricas de equações diferencias parciais;

• Estreitar a colaboração com a comunidade médica da UFJF e cidade de Juiz de

Fora no intuito de realizar um projeto visando entender o crescimento tumoral

correlacionado com o tratamento dos pacientes. Através desta colaboração, um

estudo de coorte prospectivo poderia ser elaborado de modo a orientar a coleta de

dados úteis para validações dos modelos matemáticos;

• Elaborar modelos computacionais que sejam aplicados na área médica para auxiliar

no monitoramento da evolução do crescimento tumoral antes e após a utilização de

quimioterápicos de interesse.
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11 BRASIL. MINISTÉRIO DA SAÚDE. Instituto Nacional de Câncer José de Alencar
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〈http://www1.inca.gov.br/wcm/outubro-rosa/2014/cancer-de-mama.asp〉.

13 CINTRA, J. R. D. Sobrevida e fatores associados em pacientes com câncer de
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do câncer. Ministério da Saúde Rio de Janeiro, 2011. Dispońıvel em: 〈http:
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Card́ıacos do Ventŕıculo Esquerdo de Camundongos. Dissertação (Mestrado) — Programa
de Pós-Graduação em Modelagem Computacional, Universidade Federal de Juiz de Fora,
Juiz de Fora, MG, 2014.

73 CAMPOS, J. de O. Método de Lattice Boltzmann para Simulação da Eletrofisiologia
Card́ıaca em Paralelo usando GPU. Dissertação (Mestrado) — Programa de Pós-
Graduação em Modelagem Computacional, Universidade Federal de Juiz de Fora, Juiz
de Fora, MG, 2015.

74 RODRIGUES, D. A. Modelagem e Solução Numérica de Equações Reação-Difusão
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APÊNDICE A - Testes numéricos

com a biblioteca PyDDE

Neste apêndice A descrevemos um exemplo simples de uma equação diferencial com atraso

de tempo e sua respectiva solução anaĺıtica. Com o objetivo de testar o método numérico

do pacote PyDDE para solução de equações diferenciais com atraso de tempo, no ambiente

computacional Python [26] . Este expemplo de equação diferencial com atraso de tempo

foi extráıdo do Caṕıtulo 2 Delayed Negative Feedback: A Warm-Up do livro de Smith

[117], dada por:

du(t)

dt
= −u(t− τ), (A.1)

onde (τ > 0) é chamado de atraso de tempo e o sinal negativo (−) indica feedback negativo.

Agora podemos recuperar a EDO simples igualando τ = 0, que fornece:

du(t)

dt
= −u(t), (A.2)

cuja solução é dada por:

u(t) = u(0)e−t, (A.3)

onde a solução anaĺıtica u(t) decai para zero (0).

Ao reescrevermos a Equação (A.1) considerando −τ ≤ t ≤ 0, definimos uma única

solução:

u(t) = 1, (A.4)

onde −τ ≤ t ≤ 0.

Após definirmos a condição inicial (na Equação (A.4)), e satisfazermos o lado direito

da equação, no intervalo 0 ≤ t ≤ τ , temos deste modo:

du(t)

dt
= −u(t− τ) = −1, (A.5)
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cuja solução da Equação (A.5) é dada por:

u(t) = 1− t, (A.6)

onde 0 ≤ t ≤ τ .

Agora considerando o intervalo τ ≤ t ≤ 2τ , temos:

du(t)

dt
= −u(t− τ) = −[1− (t− τ)]. (A.7)

Assim, a solução anaĺıtica da Equação (A.7) é dada por:

u(t) = 1 + t+
(t− τ)2

2
, (A.8)

onde τ ≤ t ≤ 2τ .

Enfim, considerando o intervalo τ ≤ t ≤ nτ a solução é dada por:

u(t) = 1 +
n∑
k=1

(−1)k
(t− (k − 1)τ)k

k!
, (A.9)

onde (n− 1)τ ≤ t ≤ nτ , para n ≥ 1.

Deste modo, obtemos a solução anaĺıtica para a Equação (A.1) e podemos testar o

método numérico para resolver estes problemas de valores iniciais, chamados de métodos

dos passos. Para investigar o comportamento desta equação no intervalo de t ≥ 0

para diferentes valores do atraso de τ (0, 25; 0, 6; 1, 0; 1, 5; 2, 0), comparamos os resultados

anaĺıticos e numéricos obtidos em cada simulação, como monstrado nas Figuras A.1, A.2,

A.3, A.4 e A.5.

Portanto, após estes testes computacionais observamos que o pacote PyDDE soluciona

satisfatoriamente as equações diferenciais com atraso de tempo. Assim, nos certificamos

da eficiência do método numérico deste pacote que será usado nas simulações dos modelos

com atraso de tempo.
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Figura A.1: Comparação dos resultados anaĺıticos e numéricos da equação diferencial com
atraso de tempo, com τ = 0, 25.
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Figura A.2: Comparação dos resultados anaĺıticos e numéricos da equação diferencial com
atraso de tempo, com τ = 0, 6.



119

0 2 4 6 8 10

t

0.4

0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
u
(t

)

Sol. Numérica

Sol. Analítica

Figura A.3: Comparação dos resultados anaĺıticos e numéricos da equação diferencial com
atraso de tempo, com τ = 1, 0.
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Figura A.4: Comparação dos resultados anaĺıticos e numéricos da equação diferencial com
atraso de tempo, com τ = 1, 5.
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Figura A.5: Comparação dos resultados anaĺıticos e numéricos da equação diferencial com
atraso de tempo, com τ = 2, 0.
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GLOSSÁRIO

Adenocarcinoma Tumor maligno desenvolvido a partir de células

glandulares.

Alterações Epigenéticas Alterações no padrão de expressão dos genes sem

ocorrer alteração na sequência do DNA.

Alterações Genéticas Alterações na sequência do DNA.

Apoptose Conhecida como morte celular programada é um

tipo de auto-destruição celular que é necessária

para manutenção da homeostase do organismo.

Blastoma Tumor maligno desenvolvido a partir das células

precursoras, imaturas e indiferenciadas chamadas

(blastocitos), doença comum em crianças.

Câncer Tumores e neoplasias maĺıgnas.

Carcinógenos Substâncias capazes de aumentar a probabilidade

de provocar ou estimular o aparecimento de câncer.

Carcinoma Tumor maligno desenvolvido a partir de células

epiteliais.

Células Tronco Embrionárias Capazes de originar qualquer tipo celular do nosso

organismo.

Células Tronco Adultas Capazes de originar células de um tecido espećıfico.

Ciclo Celular Processo de divisão celular.

Cromossomos Constitúıdos por uma longa fita de DNA, e são

responsáveis em transmitir as caracteŕısticas

hereditárias.

Diferenciação Celular Processo de transformação da forma, da função e

da composição celular; gerando células maduras

ou especializadas.
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DNA Contém as informações genéticas que coordenam o

desenvolvimento e o funcionamento dos organismos.

Fatores de risco Condições que favorecem o crescimento tumoral.

Fenótipos Conjunto de caracteŕısticas (observáveis) f́ısicas,

morfológicas e fisiológicas de um organismo.

Fuso Mitótico Estrutura celular constitúıda por microtúbulos com

a função de separar os cromossomos durante o ciclo

celular.

Genes Unidade fundamental da hereditariedade, contendo

as informações de uma determinada caracteŕıstica.

Homeostase A manutenção das condições internas fisico-qúımicas

que levam a uma relativa estabilidade necessária para

que o organismo realize suas funções.

Incidência Número de novos casos de indiv́ıduos com uma

determinada doença num intervalo de tempo.

Linfonodos Pequenas regiões do organismo que ajudam no

combate de infecções.

Mitose Processo de divisão celular.

Morbidade Número de indiv́ıduos que adquiriram alguma

doença num intervalo de tempo.

Mortalidade Número de indiv́ıduos que morreram em um

determinado intervalo de tempo.

Neoplasia Aumento agressivo do crescimento celular.

Organelas Pequenas estruturas delimitadas por membranas

com funções espećıficas (pequenos órgãos celulares).

Prevalência Número de casos existentes de uma determinada

doença em uma população, independente do intervalo

de tempo.

Prognóstico Previsão do curso terapêutico relacionado com a

recuperação e sobrevida do paciente após o tratamento.

Processo Oncogênico Processo de formação do câncer, que também é

conhecido como Oncogênese ou Carcinogênese.
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Sarcoma Tumor maligno desenvolvido a partir de células

mesodérmicas e podem ocorrer em músculos,

ossos, tecidos moles, etc.

Taxas de incidência Mede a velocidade ou a intensidade do processo

de adoecimento de uma população.

Taxas de Mortalidade Mede o número de mortes (em geral ou por uma

doença) de uma determinada população.

Taxas de Prevalência Mede o número de casos existentes de uma

determinada doença em uma população.

Telomerase Ativa Capacidade enzimática de reconstituir os telômeros,

que controlam o número de divisões celulares.

Tumor Aumento do crescimento celular tecidual.
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