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RESUMO

Passados mais de 60 anos da sua formulação inicial, o método de Dirac-Bergmann para hamil-
tonização de sistemas lagrangianos singulares continua sendo uma ferramenta poderosa para
análise e investigação de modelos atuais de física teórica. Como motivação, apresentaremos
vários exemplos onde o método é utilizado e o descreveremos em detalhes em uma sequên-
cia de passos. O objetivo central deste trabalho será então apresentar uma série de aplicações
distintas do método de Dirac, incluindo a busca de simetrias locais para teorias singulares, a
construção da proposta de relatividade especial dupla de Magueijo-Smolin, a formulação da
mecânica clássica com invariância de reparametrizações e sua quantização e por fim, discutire-
mos um modelo semiclássico mecânico que, quando quantizado, reproduz a equação de Dirac.

Palavras-chave: Teorias singulares; Simetrias de calibre; Quantização canônica; Relativi-
dade especial dupla; Equação de Dirac.



ABSTRACT

After more than 60 years of its initial development, the Dirac-Bergmann method for hamilto-
nization of constrained systems is still a powerful tool for analysis and investigation of modern
theoretical models. As a motivation, we shall present several models where the method is ap-
plied, then we will describe it in details, with a sequence of steps. The main objective of this
work is to provide distinct applications of the Dirac method, including the search for local
symmetries of singular theories, the construction of the Magueijo-Smolin doubly special relati-
vity proposal, the formulation of classical mechanics with reparametrization invariance and its
quantization and finally, we discuss a semiclassical mechanical model that produces the Dirac
equation through quantization.

Keywords: Singular theories; Gauge symmetries; Canonical quantization; Doubly Special
Relativity; Dirac equation.
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1 INTRODUÇÃO

Passados mais de 60 anos dos trabalhos de Dirac [1] e Bergmann [2, 3], onde eles colocam

as bases da hamiltonização de sistemas vinculados e a sua relação com a invariância local dos

modelos [4], temos ainda motivos de sobra para escrever uma tese baseada nesta poderosa

ferramenta: muitos modelos bem sucedidos de física teórica são descritos por uma Lagrangiana

singular L(qA, q̇B) (ou densidade Lagrangiana no caso de teorias de campo), i.e., det ∂ 2L
∂ q̇A∂ q̇B = 0,

que apresenta vínculos, ou seja, equações da forma Φ(q, p) = 0 ao construirmos o formalismo

Hamiltoniano correspondente. De fato, vamos considerar abaixo vários exemplos que vão servir

de motivação para a estrutura em que este trabalho dispõe-se, a saber, descreveremos o método

de Dirac, seguido de várias aplicações nas mais diferentes áreas [5, 6, 7, 8].

a) Mecânica Clássica

Considere a ação

S =
∫

dt

[
m
2

(
d~x
dt

)2

−V (~x)

]
, (1.1)

que descreve uma partícula massiva no potencial V . Podemos escrevê-la de forma equivalente

usando a representação paramétrica xi(τ), t(τ) da trajetória xi(t). Neste caso, obtemos a se-

guinte ação invariante por reparametrizações τ → τ ′ = f (τ),

S̃ =
∫

dτ

[
m(~̇x)2

2ṫ
− ṫV (~x)

]
, (1.2)

onde ȧ ≡ da
dτ

. Passando ao formalismo Hamiltoniano [9], imediatamente vemos que estamos

tratando de um sistema singular, que apresenta o seguinte vínculo,

pt +
1

2m
~p2 +V = 0. (1.3)

pt e ~p são os momentos conjugados às variáveis independentes t e ~x. Mais à frente daremos

os detalhes destes cálculos e veremos que este modelo simples pode ser usado para obtermos a

equação de Schrödinger [6].
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b) Mecânica Quântica

É possível mostrar que a equação de Schrödinger pode ser originada da Lagrangiana singu-

lar [10],

S =
∫

dtd3x
[

h̄
2

φ̇
2 +

1
2h̄

ϕ
2 +

1
h̄

ϕ(∆−V )φ

]
. (1.4)

A metodologia de trabalho é a seguinte: dada a equação de Schrödinger,

ih̄ψ̇ =−(∆−V )ψ, (1.5)

onde ∆ = h̄2

2m
∂ 2

∂ (xi)2 e V (xi) é o potencial independente do tempo, escrevemos ψ = ϕ + ip, com

ϕ e p duas funções reais de xi e t. (1.5) é então equivalente ao sistema,

h̄ϕ̇ =−(∆−V )p, (1.6)

h̄ṗ = (∆−V )ϕ. (1.7)

Com efeito, basta substituir ψ =ϕ+ ip de volta na equação de Schrödinger e comparar as partes

real e imaginária de ambos os lados da equação. Buscamos então uma solução para (1.5) na

forma,

ψ =−(∆−V )φ + ih̄φ̇ , (1.8)

onde φ é alguma função de xi e t. ψ será solução da equação de Schrödinger se φ satisfizer,

h̄2
φ̈ +(∆−V )2

φ = 0. (1.9)

Voltamos agora às equações de movimento para a ação (1.4),

h̄2
φ̈ − (∆−V )ϕ = 0, (1.10)

ϕ =−(∆−V )φ . (1.11)

Logo, φ satisfaz (1.9), como desejado. Basta agora escrever ψ a partir de (1.8) usando φ . Por

construção, ψ satisfaz à equação de Schrödinger e foi obtida a partir de um sistema vinculado

(a equação (1.11) é um vínculo da teoria).

c) Eletromagnetismo

Mais um exemplo clássico do uso de um sistema singular para sua descrição é o Eletromag-
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netismo. O princípio de ação mínima aplicado à densidade Lagrangiana,

L =−1
4

FµνFµν (1.12)

fornece parte das equações de Maxwell sem fontes. As equações restantes são obtidas direta-

mente pelas definições,

Bi = εi jk∂ jAk, (1.13)

Ei = ∂iA0−∂0Ai. (1.14)

Aqui Fµν = ∂µAν−∂νAµ , Aµ =Aµ(x) é o quadrivetor potencial e Ei, Bi são as componentes dos

campos elétrico e magnético. Se tentarmos escrever o formalismo Hamiltoniano, encontramos

inicialmente,

p0 = 0, (1.15)

Como veremos adiante, o método de Dirac revela também o vínculo

∂i pi = 0, (1.16)

onde pµ são os momentos conjugados a Aµ . Como veremos adiante, estes vínculos estão dire-

tamente relacionados com a simetria local presente no modelo,

Aµ → A′µ = Aµ +∂µα, (1.17)

onde α = α(x) é uma função arbitrária.

d) Yang-Mills

A teoria de Yang-Mills [11] pode ser descrita pela densidade Lagrangiana singular,

L =−1
4

Fa
µνFaµν , (1.18)

onde Fa
µν = ∂µAa

ν−∂νAa
µ + ig f abcAb

µAc
ν . L tem invariância global sob ação do grupo SU(N) e

o campo Aµ assume valores na álgebra de Lie correspondente, com geradores T a,

Aµ = Aa
µT a. (1.19)

f abc são as constantes de estrutura. Assim como no caso do Eletromagnetismo, o modelo de
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Yang-Mills apresenta dois vínculos no formalismo Hamiltoniano,

pa
0 = 0, (1.20)

∂i pa
i − ig f abc pb

i Ac
i = 0. (1.21)

Neste caso também mostraremos mais à frente que os vínculos estão diretamente relacionados

com a simetria local presente no formalismo Lagrangiano,

Aa
µ → A′aµ = Aa

µ +Dac
µ ξ

c, (1.22)

onde Dac
µ = δ ac∂µ − ig f acbAb

µ é a derivada covariante.

e) Relatividade Geral

Historicamente, a teoria da gravitação foi um dos pontos iniciais para o desenvolvimento e

construção do formalismo dos sistemas vinculados já que após a construção da Eletrodinâmica

Quântica, a próxima teoria a ser quantizada seria a gravitação [12]. O ponto inicial para a quan-

tização canônica seria então construir a formulação Hamiltoniana a partir de uma determinada

Lagrangiana. A ação para o campo gravitacional na ausência de matéria, proposta por Einstein

e Hilbert foi,

S =
1

16πG

∫
d4x
√
−gR, (1.23)

onde gµν é a métrica, g = detgµν e R é o escalar de curvatura. O princípio da ação mínima

fornece as equações de Einstein na ausência de matéria,

Rµν −
1
2

gµνR = 0. (1.24)

Podemos reescrever S em função da métrica e das conexões,

S =
∫

d4x
{

hµν

[
Γ

λ
ρλ Γ

ρ
νµ −Γ

λ
ρµΓ

ρ
νλ

]
+∂νhµν

Γ
λ

λ µ −∂λ hµν
Γ

λ
µν

}
+Ts, (1.25)

onde hµν =
√
−ggµν e Ts é o termo de superfície,

Ts =
∫

d4x∂λ (h
µν

Γ
λ

µν −hνλ
Γ

µ
νµ). (1.26)

Para passar para o formalismo Hamiltoniano encontramos por exemplo os vínculos,

π
µν =

∂L

∂ (∂0gµν)
= 0, (1.27)

π
µν

λ =
∂L

∂ (∂0Γλ
µν)

=
√
−g(gµν

δ
0

λ −
1
2

gµ0
δ

ν
λ −

1
2

g0ν
δ

µ
λ ), (1.28)



14

onde gµν e Γµ
λν são tratados como variáveis independentes. Naturalmente esperamos mais

vínculos na teoria já que deve valer a relação entre a métrica e a conexão,

Γ
λ

µν =
1
2

gλρ(∂νgρµ +∂µgρν −∂ρgµν). (1.29)

Não desenvolveremos todo o formalismo aqui. A ideia é ressaltar mais uma teoria fundamental

que pode ser descrita por meio de um sistema vinculado. Para deixar claro qual o motivo

de se tratar a gravitação usando o formalismo de Dirac para sistemas vinculados, observamos

que é invariante sob transformações de coordenadas arbitrárias xµ → x′µ(x). Assim como nos

exemplos anteriores esta invariância está relacionada com a presença de vínculos no formalismo

Hamiltoniano [13].

f) Teoria de Cordas e Membrana

A estrutura formal da teoria de cordas e membranas é muito similar. A primeira varre uma

superfície bidimensional com o passar do tempo enquanto a segunda varre um volume. As

ações naturais para cada um dos exemplos são, para a corda,

SC =−
∫

dσdτ
[
(ẊX ′)2− Ẋ2X ′2

] 1
2 (1.30)

onde Ẋ µ ≡ ∂X µ

∂τ
, X ′µ ≡ ∂X µ

∂σ
, XX ≡ ηµνX µXν e σ , τ parametrizam a área descrita pela evolução

da corda. Para a membrana,

SM =−
∫

d3
ξ (−h)

1
2 , (1.31)

onde ξ =(τ,σ1,σ2) parametriza o volume descrito pela evolução da membrana e hi j = ∂iX µ∂ jXµ .

Em ambos os casos consideramos os objetos imersos no espaço de Minkowski X µ . Tanto para

a corda como para a membrana estão presentes vínculos no formalismo Hamiltoniano ligados

com a invariância de reparametrização dos modelos [14].

g) Teorias de Calibre

Suponhamos que um modelo de teoria de campo seja descrito por uma densidade Lagrangi-

ana L e que ela seja invariante sob a ação de um grupo de simetrias globais (isto é, os parâme-

tros da simetria são constantes). É possível reformular a teoria para que ela seja invariante pelo

mesmo grupo mas com parâmetros locais. Para isso, uma interação com um campo vetorial,

que chamaremos campo de calibre, é introduzida. Essa prescrição de impor invariância local

para determinada teoria é chamada Princípio de Gauge [15, 16]. Teorias que são construídas

com invariância local são chamadas Teorias de Calibre ou de Gauge. Para ver como o princípio
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funciona, considere modelo descrito por,

L0 = ψ̄iΓµ
∂µψ−mψ̄ψ, (1.32)

que descreve um campo espinorial massivo livre. Notemos que a equação de movimento para a

variável ψ̄ (considerada independente de ψ) é a equação de Dirac,

(iΓµ
∂µ −m)ψ = 0. (1.33)

A teoria é invariante sob a ação do grupo U(1),

ψ → ψ
′ = eiα

ψ, (1.34)

ψ̄ → ψ̄
′ = e−iα

ψ̄, (1.35)

onde α é uma constante real. Seguindo a proposta do princípio de gauge, impomos que o

modelo seja invariante sob a transformação local,

ψ → ψ
′ = eiα(x)

ψ. (1.36)

Neste caso, α = α(x) é uma função arbitrária de xµ . Temos,

∂µψ
′ = eiα(x)(∂µ + i∂µα)ψ. (1.37)

A invariância é quebrada pela presença do termo ∂µα . Para que tenhamos de fato invariância,

vamos introduzir o objeto Dµ = ∂µ− iAµ no lugar da derivada ∂µ , onde Aµ é um campo vetorial.

Para que tenhamos L = L ′, deve ocorrer D′µψ ′ = Dµψ , com D′µ = ∂µ − iA′µ . Vamos então

determinar qual deve ser a regra de transformação para Aµ :

D′µψ
′ = (∂µ − iA′µ)(e

iα(x)
ψ) = eiα(x)(∂µψ + i∂µαψ− iA′µψ). (1.38)

Logo, A′µ =Aµ +∂µα e teremos D′µψ ′= eiα(x)Dµψ , como queríamos. Chamaremos Dµ = ∂µ−
iAµ de derivada covariante, em analogia com a derivada covariante que aparece na Relatividade

Geral. Aµ faz o papel da conexão. A analogia acaba quando tentamos escrever Aµ como

combinação de objetos mais básicos da teoria: na Relatividade Geral a conexão é escrita em

função da métrica e suas derivadas, veja a fórmula (1.29) [16]. Escrevemos agora a densidade

Lagrangiana com a substituição ∂µ → Dµ ,

L = ψ̄iΓµ
∂µψ−mψ̄ψ + ψ̄Γ

µAµψ = L0 +Lint , (1.39)

onde Lint = ψ̄ΓµAµψ é a Lagrangiana de interação de ψ com o campo vetorial Aµ , como

descrito anteriormente. Acrescentando a L um termo que contenha a dinâmica para Aµ , que
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seja também invariante sob a transformação local imposta, a saber −1
4FµνFµν , obtemos a Ele-

trodinâmica Quântica (QED) [17]. Um outro exemplo de teoria de calibre descrita por uma

Lagrangiana singular é o Modelo Padrão de física de partículas. Seu grupo de simetrias (locais)

é o SU(3)×SU(2)×U(1), que estão relacionados com as interações forte, fraca e eletromag-

nética. Para ver como o Modelo Padrão é construído com base no princípio de gauge, veja [17]

(em particular, o primeiro Capítulo explica de forma clara e simples a quebra espontânea de

simetria local e o mecanismo de Higgs para geração de massa). Referências mais recentes e

pedagógicas podem ser encontradas em [18] e [19]. A razão de termos citado aqui teorias de

calibre vem pelo seguinte resultado [20], se uma teoria Lagrangiana apresenta invariância lo-

cal, então ela é, em primeiro lugar, singular e segundo, apresenta vínculos (de primeira classe)

no formalismo Hamiltoniano. O inverso também é válido: se uma teoria apresenta vínculos

(de primeira classe) no formalismo Hamiltoniano, então a Lagrangiana correspondente possui

invariância local.

h) Partícula Relativística Livre

Vamos agora considerar o último exemplo de um modelo descrito por um modelo singular,

a partícula relativística livre. Consideremos a seguinte ação,

S =−mc
∫

dτ
√
−ηµν ẋµ ẋν , (1.40)

onde ẋµ ≡ dxµ

dτ
e ηµν = diag(−1,+1,+1,+1). S possui invariância de reparametrizações τ →

τ ′(τ) e quando definimos o momento conjugado a xµ para passar ao formalismo Hamiltoniano,

encontramos um vínculo,

pµ =
∂L
∂ ẋµ

= mc
ẋµ√

−ηµν ẋµ ẋν
⇒ T =

1
2
(pµ pµ +m2c2) = 0, (1.41)

que nada mais é que a relação de dispersão de energia-momento que toda partícula massiva

obedece. Nos exemplos anteriores, apesar de ter sido mencionado, não fica claro como relaci-

onar os vínculos da teoria com a simetria local. No caso da partícula relativística podemos ver

explicitamente que o vínculo gera a transformação de simetria,

δxµ = ε
ẋµ√

−ηµν ẋµ ẋν
= ε{xµ ,T}|pµ→ ∂L

∂ ẋµ
, (1.42)

onde ε = ε(x) é uma função arbitrária de xµ . Adiante voltaremos neste ponto: vamos descrever

um método de obtenção de simetrias locais para teorias singulares tanto para o caso discreto

[21, 22] quanto para o caso contínuo [5].

Com todos estes exemplos apresentados fica claro como o método de Dirac ainda é atual e
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serve como um importante aparato para análise de sistemas singulares em diversas áreas. Esta

tese é baseada exatamente nisto: no Capítulo 2 faremos uma revisão do método de Dirac para

fixar a notação e nomenclatura que será utilizada no texto. Discutiremos também a interpretação

para teorias singulares. Na sequência, descreveremos o método tanto para sistemas mecânicos

discretos quanto para teorias de campo. No segundo caso, levantaremos algumas novidades que

não estão presentes para sistemas com um número finito de graus de liberdade. Como objetivo

principal desta tese, apresentaremos diversas aplicações do método de Dirac, a saber,

1. Sugerimos durante a discussão conduzida até aqui que as simetrias locais de uma La-

grangiana singular estão relacionadas com os vínculos (de primeira classe) presentes no

formalismo Hamiltoniano. À luz disso, foi desenvolvido um método construtivo de ob-

tenção de simetrias locais para uma teoria singular [21, 22]. Partindo de uma Lagran-

giana singular, constroi-se uma Lagrangiana estendida, equivalente à inicial através de

métodos algébricos e em termos das quantidades da formulação inicial. Os geradores das

simetrias da teoria estendida são os próprios vínculos (de primeira classe) da formulação

inicial. Após uma revisão do método de obtenção de simetrias descrito, discutiremos em

detalhes sua aplicação para teorias de campo, com aplicações para o Eletromagnetismo,

Yang-Mills e modelo de Sigma não linear [5].

2. Discutiremos uma maneira de obter as regras cinemáticas da Relatividade Especial Dupla

[23, 24, 25, 26] (para uma revisão recente, veja [27]), incluindo a relação de dispersão

deformada de energia-momento e a transformação de Lorentz não linear dos momentos.

Partimos de uma Lagrangiana singular invariante sob a ação do grupo SO(1,4). A rela-

ção de dispersão deformada aparece quando fixamos um calibre específico. A regra de

transformação dos momentos surge quando impomos a covariância do calibre escolhido

[8].

3. Mostraremos que é possível obter a equação de Schrödinger a partir de uma reformulação

do paradigma da quantização canônica, onde espaço e tempo são quantizados. Usamos

uma Lagrangiana singular com invariância de reparametrizações, construída usando a

forma paramétrica da trajetória da partícula (veja (1.1) e (1.2)). O vínculo do modelo,

imposto sobre o vetor de estado, fornece a equação de Schrödinger [6].

4. Construiremos um modelo semiclássico que descreve uma partícula relativística com

spin. Usamos variáveis de momento angular para parametrizar o espaço do spin, que

é construído a partir de vínculos presentes no formalismo Hamiltoniano correspondente.

A quantização do modelo leva à equação de Dirac e às matrizes gama [7].
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2 MÉTODO DE DIRAC PARA SISTEMAS VINCULADOS

Faremos agora uma revisão do método de Dirac para sistemas vinculados [1, 20, 28, 29]. O

método consiste em uma receita de como partir de uma Lagrangiana singular L e obter o forma-

lismo Hamiltoniano H correspondente. À transição L→H damos o nome de hamiltonização. O

método revela a estrutura da teoria, que além de conter equações diferencias, apresenta também

equações algébricas envolvendo as variáveis de configuração q e os momentos p. Lembramos

ainda que os formalismos L e H são equivalentes [20].

Dividiremos o Capítulo em quatro partes. Na primeira, descreveremos o método detalha-

damente para sistemas mecânicos com um número finito de graus de liberdade. A interpretação

para teorias singulares será dada na segunda. Na terceira parte usaremos um sistema de massas

e molas para caracterizar a transição de um sistema mecânico discreto para um contínuo. Por

fim, na quarta parte discutiremos o método de Dirac para um sistema com infinitos graus de

liberdade.

2.1 HAMILTONIZAÇÃO DE SISTEMAS COM NÚMERO FINITO DE GRAUS DE
LIBERDADE

Seja L(qA, q̇B) a Lagrangiana de uma teoria singular, isto é,

posto
∂ 2L

∂ q̇A∂ q̇B = [i]< [A], (2.1)

definida no espaço de configurações parametrizado por qA;A = 1, ..., [A].1

Do início podemos supor [30], sem perda de generalidade, que a submatriz da matriz ∂ 2L
∂ q̇A∂ q̇B

que determina o posto da última é formada pelas [i] primeiras linhas e colunas de ∂ 2L
∂ q̇A∂ q̇B . Neste

caso, o conjunto de índices A fica dividido da seguinte maneira: A = (i,α), onde i = 1, ..., [i] e

α = i+1, ..., [A].

1A notação [A] significa que o índice A corre os valores inteiros de 1 até [A].
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Primeiro passo: momentos canônicos e vínculos primários.

Introduzimos os momentos,

pA =
∂L
∂ q̇A , (2.2)

ou então,

pi =
∂L
∂ q̇i , (2.3)

pα =
∂L

∂ q̇α
. (2.4)

Estas equações são consideradas equações algébricas para determinarmos o número máximo

possível de velocidades q̇ em função dos q’s e p’s. De acordo com o teorema da aplicação

implícita [31] (e a condição rank ∂ 2L
∂ q̇A∂ q̇B = [i]) podemos obter [i] velocidades em função dos q’s,

p’s e q̇’s restantes, ou seja,

pi =
∂L
∂ q̇i ⇔ q̇i = vi(qA, p j, q̇α). (2.5)

É imediata a seguinte identidade,

pi−
∂L
∂ q̇i

∣∣∣∣∣
vi

≡ 0. (2.6)

Substituindo as soluções (2.5) em (2.4), obtemos,

pα =
∂L

∂ q̇α
⇒ φα(q, p)≡ pα −

∂L
∂ q̇α

∣∣∣∣∣
q̇i=vi(qA,p j,q̇α )

= 0. (2.7)

Notemos que as funções φα(q, p) não dependem de q̇α . De fato, se isto ocorresse poderíamos

usar a equação (2.6) para obter mais uma velocidade q̇ em função dos q’s, p’s e q̇ restantes,

contrariando o teorema da aplicação implícita, já que rank ∂ 2L
∂ q̇A∂ q̇B = [i].

Assim, até agora temos:

pA =
∂L
∂ q̇A ⇔ q̇i = vi(qA, p j, q̇α); φα(q, p) = pα − fα(qA, p j) (2.8)

onde

fα(qA, p j) =
∂L

∂ q̇α

∣∣∣∣∣
q̇i=vi(qA,p j,q̇α )

. (2.9)
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Obtivemos funções das variáveis q e p que não envolvem derivadas temporais. Chamaremos

φα(q, p) vínculos primários.

Segundo passo: Hamiltoniana H0 do sistema singular.

Definimos a Hamiltoniana H0 do sistema singular da seguinte maneira,

H0
de f
= (pAq̇A−L)

∣∣∣
q̇i=vi(qA,p j,q̇α ), pα= fα (qA,p j)

. (2.10)

Por construção H0 não depende das velocidades q̇A. De fato, a dependência com q̇i desapa-

rece pois usamos as soluções (2.5) na definição de H0. Para ver que H0 também não depende

de q̇α , fazemos:

∂H0

∂ q̇α
= pi

∂vi

∂ q̇α
+ pα −

∂L
∂ q̇i

∣∣∣∣∣
vi

∂vi

∂ q̇α
− ∂L

∂ q̇α

∣∣∣∣∣
vi

. (2.11)

Usando a identidade (2.6) e a definição (2.9),

∂H0

∂ q̇α
= pα − fα = 0. (2.12)

Notemos também que, por construção, H0 = H0(qA, p j).

Terceiro passo: Hamiltoniana completa H no espaço de fase estendido.

Consideremos o espaço de fase estendido parametrizado por,

(qA(τ), pA(τ),vα(τ)). (2.13)

Definimos a Hamiltoniana completa do sistema singular no espaço de fase estendido da seguinte

maneira,

H(qA, pA,vα) = H0(qA, p j)+ vα
φα(qA, pA,) (2.14)

onde os vα são chamados multiplicadores de Lagrange e aparecem em número igual ao número

de vínculos primários.

Quarto passo: Parêntesis de Poisson no espaço (qA, pA,vα).

Dadas duas funções A = A(q, p,v) e B = B(q, p,v) definidas no espaço (qA, pA,vα), o pa-

rêntesis de Poisson de A e B é definido por,

{A,B}= ∂A
∂qA

∂B
∂ pA
− ∂A

∂ pA

∂B
∂qA . (2.15)



21

Quinto passo: Equações de movimento hamiltonianas.

No espaço (qA, pA,vα) de 2[A]+ [α] dimensões construímos as seguintes equações,

q̇A = {qA,H}= {qA,H0 + vα
φα}= {qA,H0}+ vα{qA,φα}=

∂H
∂ pA

, (2.16)

ṗA = {pA,H}= {pA,H0 + vα
φα}= {pA,H0}+ vα{pA,φα}=−

∂H
∂qA , (2.17)

φα(qA, pA) = 0. (2.18)

Como já citamos anteriormente, as formulações Lagrangiana e Hamiltoniana são equiva-

lentes [20]. Observemos contudo que no formalismo Hamiltoniano, as equações diferenciais

estão na sua forma normal, isto é, a derivada de maior ordem está isolada (lhs de (2.16) e

(2.17)). Isto não ocorre no formalismo Lagrangiano. Com efeito, se escrevermos as equações

de Euler-Lagrange,

∂L
∂qA −

d
dτ

(
∂L
∂ q̇A

)
= 0⇔MABq̈B = KA, (2.19)

onde,

MAB =
∂ 2L

∂ q̇A∂ q̇B , (2.20)

KA =
∂L
∂qA −

∂ 2L
∂qB∂ q̇A q̇B, (2.21)

então concluímos imediatamente que q̈ não fica isolada em (2.19) pois detMAB = 0 já que do

começo consideramos o sistema com sendo singular. Notemos também que além de equações

diferenciais, o método revelou que parte das equações de movimento são dadas por [α] equações

algébricas: φα = 0, que também não é evidente no formalismo Lagrangiano.

Pode acontecer que existam mais equações algébricas na teoria, além das [α] já encontradas.

Para ver como elas podem aparecer, vamos substituir o sistema de equações (2.16), (2.17) e

(2.18) pelo sistema abaixo,

q̇A = {qA,H}, (2.22)

ṗA = {pA,H}, (2.23)
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φα(q, p) = 0, (2.24)

{φα ,H}= 0. (2.25)

Eles são equivalentes. De fato, é imediato que qualquer solução do sistema acima é também

solução do sistema (2.16), (2.17) e (2.18). Por outro lado, se qA = xA(τ) e pA = πA(τ) é solução

de (2.16), (2.17) e (2.18), então φα(xA(τ),πA(τ))≡ 0. Assim,

0 =
d

dτ
φα(xA(τ),πA(τ)) = {φα ,H}⇒ 0 = {φα ,H}. (2.26)

Este resultado nos leva ao,

Sexto passo: Trocar o sistema (2.16), (2.17), (2.18) pelo sistema (2.22), (2.23), (2.24),

(2.25).

Como mostramos a equivalência entre os dois sistemas acima, é questão de conveniência

usar um ou outro. Usaremos o segundo e vamos mostrar no próximo passo que a equação,

{φα ,H}= 0 (2.27)

pode trazer novas equações algébricas, ou seja, novas equações de vínculo ao sistema. A equa-

ção (2.27) apresenta uma interpretação simples: é natural pensar que um vínculo é preservado

para todo instante de tempo, ou seja, sua evolução temporal é dada por,

d
dτ

φα = {φα ,H}= 0. (2.28)

Sétimo passo: Análise das equações {φα ,H}= 0.

Temos,

0 = {φα ,H}= {φα ,H0}+ vβ{φα ,φβ}. (2.29)

Definindo,

{φα ,H0}= Hα , (2.30)

{φα ,φβ}= ∆αβ , (2.31)

as equações (2.29) tomam a forma,

∆αβ vβ =−Hα . (2.32)
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7.1) det∆αβ 6= 0.

Se det∆αβ 6= 0, então obtemos todos os multiplicadores vβ ,

vβ =−(∆−1)βαHα ; vβ = vβ (q, p). (2.33)

Não aparecem mais equações algébricas e as equações de movimento tomam a forma,

q̇A = {qA,H}
∣∣∣
vβ (q,p)

, (2.34)

ṗA = {pA,H}
∣∣∣
vβ (q,p)

, (2.35)

φα(q, p) = 0. (2.36)

Como o sistema acima está em sua forma normal, ou seja, a derivada temporal de maior ordem

está isolada, fixadas 2[A] condições iniciais, existe única solução para (2.34), (2.35). Notemos

que neste caso, os multiplicadores foram todos encontrados e retornamos ao espaço qA, pA.

7.2) det∆αβ = 0.

Seja posto∆αβ = [ā]< [α]. Vamos supor, sem perda de generalidade [21], que a submatriz

que determina o posto de ∆αβ seja formada pelas primeiras [ā] linhas e colunas de ∆αβ :

∆αβ =

(
∆āb̄ ∆āb′

∆a′b̄ ∆a′b′

)
(2.37)

onde det∆āb̄ 6= 0. Reescrevendo o sistema linear (2.32), encontramos,

∆āb̄vb̄ +∆āb′v
b′ =−Hā, (2.38)

∆a′b̄vb̄ +∆a′b′v
b′ =−Ha′. (2.39)

Da equação (2.38), temos,

vb̄ =−(∆−1)b̄ā(Hā +∆āb′v
b′). (2.40)

Encontramos [ā] multiplicadores em função dos multiplicadores restantes. Substituindo (2.40)

em (2.39),

−∆a′b̄(∆
−1)b̄ā(Hā +∆āb′v

b′)+∆a′b′v
b′ =−Ha′, (2.41)
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que implica,

∆
′
a′b′v

b′ = ∆a′b̄(∆
−1)b̄āHā−Ha′, (2.42)

onde

∆
′
a′b′ ≡ ∆a′b′−∆a′b̄(∆

−1)b̄ā
∆āb′. (2.43)

Se pudéssemos encontrar mais um multiplicador v a partir de (2.42) estaríamos contrariando

o teorema da aplicação implícita já que post p∆αβ = [ā] e já obtemos [ā] multiplicadores em

função dos demais. Portanto, obrigatoriamente, devemos ter,

posto∆
′
a′b′ = posto(∆a′b′−∆a′b̄(∆

−1)b̄ā
∆āb′) = 0. (2.44)

Isto implica,

∆
′
a′b′ = ∆a′b′−∆a′b̄(∆

−1)b̄ā
∆āb′ = 0. (2.45)

De fato, se algum elemento de ∆′ fosse diferente de zero, digamos ∆′c′d′ , então o determinante

da submatriz de ordem 1, formada pelo elemento ∆′c′d′ 6= 0 teria determinante diferente de zero

e assim posto∆′ = 1, contrariando (2.44). Retornando com (2.45) em (2.42),

Ha′−∆a′b̄(∆
−1)b̄āHā = 0. (2.46)

Até agora encontramos, a partir de {φα ,H}= 0,

vā =−(∆−1)āb̄(∆b̄c′v
c′+Hb̄), (2.47)

φa′(q, p)≡ Ha′−∆a′b̄(∆
−1)b̄āHā = 0. (2.48)

Dentre as equações (2.48), podemos ter consequências dos vínculos primários φα(q, p) =

0 ou ainda podem ocorrer identidades 0 ≡ 0. Como não queremos informações irrelevantes,

considere a seguinte definição,

Sejam fD = fD(ξ
i) funções das variáveis ξ i, com [D]< [i]. As funções fD são ditas funci-

onalmente independentes quando,

posto(
∂ fD

∂ξ i )
∣∣∣

fD(ξ i)=0
= [d]. (2.49)

Ou seja, quando, a partir das equações fD(ξ
i) = 0, pudermos encontrar [d] variáveis ξ em

função das demais.
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Assim, entre as funções φa′(q, p) escolhemos [a] ≤ [a′] funções funcionalmente indepen-

dentes e independentes dos φα(q, p):

φa(q, p) = Ha−∆ab̄(∆
−1)b̄c̄Hc̄; [a]≤ [a′]. (2.50)

As funções (2.50) são os vínculos secundários.

Oitavo passo: Substituição dos multiplicadores encontrados.

Conseguimos mostrar a equivalência entre {φα ,H}= 0 e (2.47), (2.50) (em (2.50) retiramos

as informações irrelevantes de (2.48)), nosso sistema de equações será,

q̇A = {qA,H}, (2.51)

ṗA = {pA,H}, (2.52)

φα = 0, (2.53)

φa = 0, (2.54)

vā = vā(q, p,va′), (2.55)

ou seja, substituímos os vā encontrados nas demais equações,

q̇A = {qA,H}
∣∣∣
vā
, (2.56)

ṗA = {pA,H}
∣∣∣
vā
, (2.57)

φα = 0, (2.58)

φa = 0. (2.59)

Nono passo em diante: Repetição dos passos 6, 7 e 8.

Submeteremos agora φa à mesma análise feita para os vínculos primários. Assim, encon-

traremos, quando existirem, vínculos de terceira etapa e alguns multiplicadores. Os passos

repetem-se para os vínculos de terceira etapa e assim sucessivamente. Este procedimento é fi-

nito pois temos um número finito de graus de liberdade. Assim completamos o método de Dirac
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de hamiltonização de sistemas singulares. Por fim, destacamos algumas vantagens do uso do

método de Dirac,

a) No formalismo Hamiltoniano, as equações diferenciais estão na sua forma normal. As-

sim, fixadas condições iniciais, conseguimos garantir existência e unicidade das soluções (pelo

menos no caso de modelos com vínculos de segunda classe, como discutiremos abaixo).

b) É possível mostrar que todos os vínculos do modelo são revelados [20].

c) Quando os multiplicadores de Lagrange não são encontrados, o modelo apresenta arbítrio

no seguinte sentido: a solução das equações de movimento apresenta funções arbitrárias. Com

o método de Dirac, fica claro quais as variáveis possuem dinâmica arbitrária ou não. O mesmo

não acontece no formalismo Lagrangiano.

2.2 INTERPRETAÇÃO PARA TEORIAS SINGULARES

Faremos agora uma discussão breve sobre a interpretação de teorias singulares. Quando

fomos para o sétimo passo, vimos que a obtenção de vínculos de etapas superiores e dos multi-

plicadores de Lagrange dependia fortemente de,

a) det{φα ,φβ}
∣∣∣
φα=0

,

b) posto{φal ,φα}
∣∣∣
φα=0

.

O determinante acima motiva a separação dos vínculos em primeira e segunda classes.

Vamos discutir cada um dos casos separadamente. Antes, consideremos as seguintes definições,

Definição 1. Seja uma teoria singular com sistema de todos os vínculos dados por GI, I =

1, ..., [I]. Dizemos que um vínculo T é de primeira classe quando,

{T,GI}=CI
JGJ,∀I = 1, ..., [I], (2.60)

onde CI
J são funções de q e p.

Definição 2. Seja Ga, a = 1, ..., [a] um sistema de vínculos. Dizemos que o sistema Ga é de

segunda classe quando,

det{Ga,Gb} 6= 0. (2.61)

Suponhamos inicialmente que temos uma teoria onde a matriz ∆αβ = {φα ,φβ}
∣∣∣
φα=0

seja

invertível, isto é, só estão presentes vínculos de segunda classe. De acordo com o método de
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Dirac descrito, temos

q̇A = {qA,H0}+ vα{qA,φα}, (2.62)

ṗA = {pA,H0}+ vα{pA,φα}, (2.63)

φα(qA, pA) = 0. (2.64)

Da condição 0 = {φα ,H}, podemos obter todos os multiplicadores

0 = {φα ,H0}+∆αβ vβ ⇒ vβ =−(∆−1)βα{φα ,H0}. (2.65)

Retornando com os multiplicadores encontrados nas equações (2.62) e (2.63), obtemos

q̇A = {qA,H0}−{qA,φα}(∆−1)αβ{φβ ,H0}, (2.66)

ṗA = {pA,H0}−{pA,φα}(∆−1)αβ{φβ ,H0}. (2.67)

Definimos então o parêntesis de Dirac de duas funções definidas no espaço de fase

{A,B}∗ = {A,B}−{A,φα}(∆−1)αβ{φβ ,B}. (2.68)

Com esta definição, podemos reescrever as equações de movimento para qA e pA de forma

compacta

q̇A = {qA,H0}∗, (2.69)

ṗA = {pA,H0}∗. (2.70)

Assim, em teorias singulares onde estão presentes somente vínculos de segunda classe, todos os

multiplicadores podem ser encontrados: não existe arbitrariedade na teoria. Fixando condições

iniciais (qA(τ0), pA(τ0)), existe única solução para as equações de movimento acima, escritas

em termos do parêntesis de Dirac. Logo, identificamos unicamente pontos (qA, pB) da superfície

definida pelos vínculos no espaço de fase com estados físicos do modelo.

Suponhamos agora que só estejam presentes vínculos de primeira classe. Neste caso, ne-

nhum dos multiplicadores pode ser obtido através da condição 0 = {φα ,H}. Isto significa que

as equações de movimento possuem funções arbitrárias vα . Assim, mesmo fixando condições

iniciais (qA(τ0), pA(τ0)), podemos obter várias soluções (qA(τ), pA(τ)) tal que

(qA(τ), pA(τ))|τ=τ0 = (qA(τ0), pA(τ0)) (2.71)

bastando para isso escolher outros vα(τ). Logo, a dinâmica dos q’s e p’s é ambígua e então

não podemos associar univocamente pontos (qA, pA) da superfície definida pelos vínculos com
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estados físicos do modelo. Por outro lado, dado (qA, pA), o estado físico é definido univoca-

mente. Intuitivamente, as variáveis q e p carregam informação irrelevante para a descrição do

modelo. Vejamos então como obter o setor físico do modelo. Consideremos uma variável di-

nâmica f (τ) = f (qA(τ), pA(τ)), com valor inicial f (0) = f0. Passado um intervalo de tempo

infinitesimal ∆τ , temos:

f (∆τ) ≈ f0 +∆τ ḟ = f0 +∆τ{ f ,H}
= f0 +∆τ({ f ,H0}+ vα(τ){ f ,φα}). (2.72)

Por outro lado, podemos escolher outros multiplicadores v′α(τ) e então a evolução de f é dada

por

f (∆τ)≈ f0 +∆τ({ f ,H0}+ v′α(τ){ f ,φα}). (2.73)

Quando trocamos de um conjunto de multiplicadores vα(τ) para outro v′α(τ), a variação de

f (∆τ) é dada por

δ f (∆τ) = ∆τ(v′α(τ)− vα(τ)){ f ,φα}. (2.74)

Como ∆τ é infinitesimal e v′α(τ)− vα(τ) é arbitrário, escrevemos

δ f (∆τ) = ε
α(τ){ f ,φα}, (2.75)

onde εα(τ) são funções arbitrárias de τ . Em particular podemos escrever,

δqA = ε
α(τ){qA,φα}, (2.76)

δ pA = ε
α(τ){pA,φα}. (2.77)

É natural esperar que um estado físico representado por (qA, pA) não se altere sob as transfor-

mações (2.76) e (2.77). Portanto, em teorias com vínculos de primeira classe, a dinâmica das

variáveis qA e pA é ambígua: a solução geral das equações de movimento apresentam funções

arbitrárias (refletido pelo fato que os multiplicadores não foram obtidos), não sendo possível

definir um problema de Cauchy. De acordo com (2.76) e (2.77), os vínculos de primeira classe

geram transformações locais e o setor físico da teoria é dado por variáveis dinâmicas que não

se alteram sob as transformações geradas por φα e parametrizadas por funções arbitrárias de τ ,

εα(τ). As transformações locais (2.76) e (2.77) permitem construir classes de equivalência de
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trajetórias: (qA(τ), pA(τ)) é equivalente a (q′A(τ), p′A(τ)) quando

q′A(τ) = qA(τ)+ ε
α(τ){qA,φα}, (2.78)

p′A(τ) = pA(τ)+ ε
α(τ){pA,φα}. (2.79)

Qualquer representante da classe pode ser usado para descrever o estado físico. Finalmente,

para obter variáveis dinâmicas físicas, que chamaremos de invariantes de calibre ou de gauge,

buscamos combinações dos q’s e p’s que não se alteram sob as transformações locais (2.76) e

(2.77).

Para exemplificar, podemos considerar o Eletromagnetismo. Seu setor físico é descrito

pelas equações de Maxwell sem fontes

∂iBi = 0, ∂iEi = 0, (2.80)

∂0Bi =−εi jk∂ jEk, ∂0Ei = εi jk∂ jBk. (2.81)

Chamaremos os campos elétrico Ei e magnético Bi de variáveis físicas. As equações acima nos

permitem introduzir o potencial vetor Aµ ,

Bi = εi jk∂ jAk, (2.82)

Ei = ∂iA0−∂0Ai. (2.83)

Parte das equações de Maxwell aparecem a partir da definição do potencial Aµ acima: ∂iBi = 0

e ∂0Bi =−εi jk∂ jEk. As outras equações podem ser obtidas a partir de um princípio variacional

aplicado à densidade Lagrangiana

L =−1
4

FµνFµν ; Fµν = ∂µAν −∂νAµ . (2.84)

As equações de Euler-Lagrange ∂νFνµ = 0 fornecem as equações restantes ∂iEi = 0 e ∂0Ei =

εi jk∂ jBk.

É bem conhecido que o modelo apresenta a seguinte simetria local

Aµ → A′µ = Aµ +∂µα; ∀α(x). (2.85)

Dado Aµ = Aµ(x), podemos obter univocamente as variáveis físicas Ei e Bi: de acordo com
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(2.82) e a definição de Fµν , temos

Fµν =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 B3 −B2

E2 −B3 0 B1

E3 B2 −B1 0

 , (2.86)

e chamamos Ei, Bi de variáveis físicas pois Fµν não se altera sob as transformações (2.85). Por

outro lado, dados Ei, Bi, se conseguirmos obter um Aµ que os represente, então podemos obter

infinitos Aµ bastando para isso usar (2.85), variando α . Qualquer dos Aµ ’s assim obtidos levam

ao mesmo estado físico E i, Bi.

2.3 PASSAGEM AO CONTÍNUO

Como vamos tratar na Seção 3.1 da busca de simetrias de modelos de teorias de campo,

discutiremos o método de Dirac para sistemas com infinitos graus de liberdade e veremos quais

as novidades aparecem neste caso. Antes contudo, vale a pena considerar o exemplo clássico

de transição para o contínuo [33]. Consideramos um conjunto de N massas m separadas por

molas idênticas com constante elástica k. Em equilíbrio, as molas possuem o comprimento a.

Por conveniência, vamos supor que as molas oscilem em uma direção somente. Neste caso, a

coordenada de cada massa é dada por xi = xi(t), i = 1, ...,N. Seja x0
i a posição de equilíbrio de

cada massa. Definimos,

ηi = xi− x0
i ; i = 1, ...,N, (2.87)

onde ηi corresponde ao deslocamento da posição de equilíbrio de cada massa. Podemos escre-

ver a Lagrangiana do sistema como,

L = ∑
i

1
2

mη̇
2
i −

1
2

k(ηi+1−ηi)
2. (2.88)

As equações de Euler-Lagrange,

d
dt

∂L
∂ η̇ j

=
∂L
∂η j

(2.89)

fornecem,

mη̈ j =−k(η j−η j+1)+ k(η j−1−η j), (2.90)
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que correspondem exatamente à segunda lei de Newton. A j-ésima partícula está sujeita às

forças que as molas de cada um de seus lados lhe impõe. Vamos tomar agora dois limites para

este modelo: a→ 0 e N → +∞. Neste caso, não tem mais sentido falar no deslocamento de

cada massa e sim numa função que descreve o deslocamento do contínuo de massa criado com

os limites acima em cada ponto do eixo x,

ηi(t)−→ η(x, t). (2.91)

À função η damos o nome de campo de deslocamentos. É possível ainda usar os limites,

ηi+1−ηi

a
−→ ∂η

∂x
, (2.92)

∑
i

a−→
∫

dx, (2.93)

já que a→ 0. Reescrevemos então L,

L = ∑
i

a

[
µ

2
η̇

2
i −

ϒ

2

(
ηi+1−ηi

a

)2
]
, (2.94)

onde µ = m
a é a densidade linear de massa e ϒ = ka é identificado com o módulo de Young,

que caracteriza a elasticidade de um material sob a ação de uma força aplicada em determinada

direção. Usando as aproximações acima, chegamos a,

L =
∫

dx

[
µ

2

(
∂η

∂ t

)2

− ϒ

2

(
∂η

∂x

)2
]
. (2.95)

À função L = µ

2

(
∂η

∂ t

)2
− ϒ

2

(
∂η

∂x

)2
damos o nome de densidade Lagrangiana.

Apesar de ingênuo, o exemplo traz intuição e deixa claro a terminologia utilizada na passa-

gem para o contínuo, por exemplo,

a) Dizemos que tratamos um sistema com infinitos graus de liberdade pois precisamos de

um objeto (o campo) que descreva o deslocamento em cada ponto do eixo x. Observe que no

fundo, após o limite, usamos efetivamente somente um grau de liberdade, η . De fato, esta é a

nomenclatura em teorias de campo: o número de campos em cada ponto do espaço sob o qual

estão definidos corresponde ao número de graus de liberdade do sistema [5].

b) A Lagrangiana foi escrita na forma L =
∫

dxL
(

η , ∂η

∂ t ,
∂η

∂x

)
. Daí fica claro usarmos uma

densidade Lagrangiana L em teoria de campos.

Na próxima Seção, descreveremos o método de Dirac para sistemas com infinitos graus de

liberdade.
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2.4 HAMILTONIZAÇÃO DE SISTEMAS COM NÚMERO INFINITO DE GRAUS DE
LIBERDADE

Vamos agora desenvolver o formalismo Hamiltoniano para um modelo descrito por uma

densidade Lagrangiana (na verdade, vamos discutir somente o caso em que o modelo seja sin-

gular). Primeiro, notamos que agora a própria Lagrangiana é um funcional. Lembrando que o

primeiro passo na passagem para o formalismo Hamiltoniano é definir os momentos, precisa-

mos então da definição de uma derivada que possa ser aplicada a um funcional. A derivada que

buscamos é chamada variacional (ou funcional). Seja B um funcional que atua sobre um campo

ϕ = ϕ(x) e suas derivadas. x pertence ao domínio onde ϕ está definido. A derivada funcional é

definida por [29],

δB[ϕ(x),∂ϕ(x)]
δϕ(y)

=
∂B
∂ϕ

∣∣∣
ϕ→ϕ(x)

δ (x− y)+
∂B

∂ (∂ϕ)

∣∣∣
ϕ→ϕ(x)

∂δ (x− y). (2.96)

Usamos a notação ∂ϕ para representar a derivada espacial de ϕ em relação a x. Suponhamos

então que temos um modelo com Lagrangiana dada por,

L =
∫

d3xL (ϕA,∂µϕ
A). (2.97)

O índice A pode corresponder a vários tipos de campos: escalar, vetorial, espinorial, etc e

estamos usando a notação padrão ∂µ = ∂

∂xµ , i, j,k = 1,2,3 correspondem aos índices das co-

ordenadas espaciais e x0 corresponde ao tempo. Vamos considerar o funcional acima em três

dimensões. Assim, a derivada espacial que mencionamos em (2.96) corresponde derivada em

relação a xi e a delta de Dirac está definida em três dimensões. A generalização para mais

dimensões é imediata. Vale mencionar que, por simplicidade, vamos usar o que Dirac [34] cha-

mou de instant form, onde declaramos x0 como o tempo. Naturalmente outras opções podem

ser tomadas, como por exemplo, a front form, onde uma combinação de x0 e xi faz o papel

de parâmetro de evolução. Assim como no caso mecânico discreto, dizemos que o modelo é

singular quando a matriz,

MAB =
∂ 2L

∂ ϕ̇A(x)∂ ϕ̇B(x)
(2.98)

é singular, isto é, detMAB = 0. A matriz M aparece na verdade a partir de,

MA,B(~x,~y) =
δ 2L

δ ϕ̇A(t,~x)δ ϕ̇B(t,~y)
=

∂ 2L

∂ ϕ̇A(t,~x)∂ ϕ̇B(t,~y)
δ

3(~x−~y). (2.99)

Suponhamos então que a teoria seja singular. As próximas considerações seguem análogas

ao descrito anteriormente. Começamos separando os índices dos campos de acordo com a
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condição postoMAB = [i]< [A], ϕA = (ϕ i,ϕα). Agora definimos os momentos conjugados aos

campos,

pA =
δL

δ ϕ̇A =
∂L

∂ ϕ̇A ⇔ pi =
∂L

∂ ϕ̇ i ; pα =
∂L

∂ ϕ̇α
. (2.100)

Obtemos parte das velocidades e vínculos primários,

pi =
∂L

∂ ϕ̇ i ⇔ ϕ̇
i = vi(ϕA,∂ jϕ

A, pi, ϕ̇
α), (2.101)

φα(ϕ
A,∂ jϕ

A, pi) = pα − fα(ϕ
A,∂ jϕ

A, pi), (2.102)

onde

fα =
∂L

∂ ϕ̇α

∣∣∣∣∣
ϕ̇ i=vi(ϕA,∂ jϕA,pi,ϕ̇α )

. (2.103)

Escrevemos H0 =
∫

d3xH0 e H =
∫

d3xH para a Hamiltoniana e Hamiltoniana completa, onde

as densidades H0 e H são dadas por,

H0 = (pAϕ̇
A−L )

∣∣
ϕ̇ i=vi(ϕA,∂ jϕA,pi,ϕ̇α ), pα= fα (ϕA,∂ jϕA,pi)

(2.104)

H = H0 + vα
φα . (2.105)

Os parêntesis de Poisson são definidos por,

{A,B}=
∫

d3x[
δA(x1)

δϕA(x)
δB(x2)

δ pA(x)
− δA(x1)

δ pA(x)
δB(x2)

δϕA(x)
]. (2.106)

A e B são funções definidas no espaço de fase estendido dos campos ϕA, pA e vα e são tomados

no mesmo instante de tempo. Vínculos de etapas superiores podem aparecer na formulação

impondo a condição de consistência,

0 = {φ α(x1),H}=
∫

d3x[
δφα(x1)

δϕA(x)
δH

δ pA(x)
− δφα(x1)

δ pA(x)
δH

δϕA(x)
]. (2.107)

Temos então o sistema de equações de movimento e vínculos,

ϕ̇
A = {ϕA,H}, ṗA = {pA,H}; (2.108)

{GI}= {φα ,Ta}. (2.109)

Vínculos primários foram denotados φα e vínculos de estágios superiores Ta. {GI} denota o

sistema completo de vínculos.

Fizemos questão de deixar clara a dependência tanto da Hamiltoniana quanto dos vínculos
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das derivadas espaciais dos campos. Para finalizar esta Seção, vejamos com alguns exemplos

quais as sutilezas aparecem com a presença das derivadas espaciais, que não estavam presentes

no formalismo apresentado para um sistema mecânico discreto.

1. Eletromagnetismo

Como já mencionamos anteriormente, o Eletromagnetismo, descrito por,

L =−1
4

∫
d3xFµνFµν =

∫
d3x[

1
2
(Ȧi−∂iA0)

2− 1
4

Fi jF i j], (2.110)

onde Fµν = ∂µAν −∂νAµ , apresenta os seguintes vínculos no formalismo Hamiltoniano,

p0 = 0, (2.111)

∂i pi = 0. (2.112)

Quando tratamos sistemas com graus de liberdade finitos, um vínculo tinha a forma

Φ(q, p) = 0. Sendo Φ uma função boa o suficiente, podemos usar o teorema da apli-

cação implícita para obter uma das variáveis em função das demais, digamos, q̃,

Φ(q, p) = 0⇔ q̃ = f (qa, pb), (2.113)

para alguns índices a e b. Desta maneira, podemos esquecer sobre a equação de movi-

mento,

˙̃q = {q̃,H}, (2.114)

pois a dinâmica de q̃ já foi determinada por (2.113). A situação para uma teoria de campos

singular não permite fazer essas mesmas considerações justamente pela presença de de-

rivadas espaciais dos campos. Consideremos o exemplo do Eletromagnetismo. Observe

que ∂i pi = 0 não é uma equação algébrica e sim uma equação diferencial parcial. Não po-

demos, em princípio, isolar uma das variáveis em função das demais. Logo, a eliminação

de graus de liberdade espúrios não pode ser feita diretamente como em (2.113).

2. Modelo Sigma não linear

Mostraremos com um exemplo simples que se seguirmos a prescrição dada até agora para

o método de Dirac, então obteremos uma cadeia infinita de vínculos. Para evitar este pro-

blema, que também está relacionado com a presença de derivadas espaciais, precisaremos

ainda adicionar uma hipótese na prescrição. Vale lembrar que o número de vínculos para

sistemas mecânicos é, obrigatoriamente, finito já que temos um número finito de graus de
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liberdade [20]. Seja o modelo de Sigma não linear descrito por,

S =
∫

d4x[
1
2
(∂µφ

a)2−2∂µe∂
µ

φ
a
φ

a +λ ((φ a)2−1)]. (2.115)

Como veremos em detalhes na Seção 3.1, a Hamiltoniana correspondente é,

H =
∫

d3x
[1

2
p2− (2φ p+ pe)

2

8φ 2 +
1
2
(∂iφ

a)2−2∂ie∂
i
φ

a
φ

a+

−λ (φ 2−1)+ vpλ

]
, (2.116)

onde usamos a notação φ aφ a ≡ φ 2, pa são os momentos conjugados a φ a, pe a e e pλ a

λ . O modelo apresenta os seguintes vínculos, até terceira etapa,

G1 = pλ , (2.117)

G2 = φ
2−1, (2.118)

G3 = pe. (2.119)

De acordo com o método de Dirac que descrevemos, o próximo passo seria submeter G3

à condição de consistência Ġ3 = 0. Obteríamos, se existisse, um vínculo de quarta etapa

ou multiplicador de Lagrange e assim sucessivamente. Temos então,

Ġ3 = {G3,H}=−∂
i
∂iG2 ≡ G4, (2.120)

Ġ4 =−∂
i
∂iĠ2 =−∂

i
∂i{G2,H}= ∂

i
∂iG3 ≡ G5, (2.121)

Ġ5 = ∂
i
∂iĠ3 =−(∂ i

∂i)
2G2 ≡ G6, (2.122)

Ġ6 =−(∂ i
∂i)

2Ġ2 = (∂ i
∂i)

2G3 ≡ G7, (2.123)

Ġ7 = (∂ i
∂i)

2Ġ3 =−(∂ i
∂i)

3G2 ≡ G8, (2.124)

Ġ8 =−(∂ i
∂i)

3Ġ2 = (∂ i
∂i)

3G3 ≡ G9, (2.125)

e assim por diante. Podemos então escrever as fórmulas de recorrência,

Gn =−(∂ i
∂i)

n
2−1G2; n ∈ {4,6,8,10, ...}, (2.126)

Gn = (∂ i
∂i)

n−1
2 −1G3; n ∈ {5,7,9,11, ...}. (2.127)

A primeira impressão é que temos uma cadeia infinita de vínculos. E este problema

novamente está relacionado com a presença de derivadas espaciais dos campos. Com

as fórmulas acima fica claro que o que estamos chamando de vínculo para n ≥ 4 nada

mais é do que derivadas espaciais (produto de Laplacianos) atuando nos vínculos G2 e

G3. Parece então sugestivo e natural postular que a derivada espacial de um vínculo não é

um vínculo já que são consequências de expressões já obtidas. Observe contudo que esta
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hipótese adicional não estava presente no método de Dirac.

3. Toy model

Vamos mostrar agora um exemplo aparentemente simples que a separação de vínculos

em classes para teorias de campo não é imediata como no caso de sistemas mecânicos

discretos [36]. Seja o modelo descrito por,

L =
1
2

ϕ̇
2− 1

2
ϕ
′2 +ξ ϕ

2, (2.128)

onde ϕ = ϕ(x, t), ξ = ξ (x, t), ϕ̇ = ∂ϕ

∂ t e ϕ ′ = ∂ϕ

∂x . Passando para o formalismo Hamilto-

niano, temos os momentos e vínculo primário,

pϕ =
∂L

∂ ϕ̇
= ϕ̇; pξ =

∂L

∂ ξ̇
= 0. (2.129)

A Hamiltoniana é dada por,

H =
1
2

p2
ϕ +

1
2

ϕ
′2−ξ ϕ

2 + vpξ , (2.130)

onde v é o multiplicador para o vínculo primário pξ . As equações de movimento são,

ϕ̇ = pϕ , ṗϕ = ϕ
′′+2ξ ϕ, (2.131)

ξ̇ = v, pξ = 0. (2.132)

Agora preservamos no tempo os vínculos primários e de estágios superiores,

ṗξ = 0⇒ G2 = ϕ
2 = 0, (2.133)

(ϕ2)̇ = 0⇒ G3 = ϕ pϕ = 0, (2.134)

(ϕ pϕ )̇ = 0⇒ G4 = p2
ϕ +ϕϕ

′′+2ξ ϕ
2 = 0, (2.135)

(p2
ϕ +ϕϕ

′′)̇ = 0⇒ G5 = 3pϕϕ
′′+ϕ p′′ϕ = 0, (2.136)

(3pϕϕ
′′+ϕ p′′ϕ )̇ = 0⇒ G6 = 3(ϕ ′′)2 +6ξ ϕϕ

′′+4pϕ p′′ϕ+

+ϕϕ
′′′′+2ϕ(ξ ϕ)′′ = 0. (2.137)

Finalmente, a preservação no tempo de G6 fornece,

10ϕ
′′p′′ϕ +6vϕϕ

′′+6ξ pϕϕ
′′+14ξ ϕ p′′ϕ +5pϕϕ

′′′′+

ϕ p′′′′ϕ +10pϕ(ξ ϕ)′′+2ϕ(vϕ +ξ pϕ)
′′ = 0. (2.138)

Notemos primeiramente que esta última equação não é um vínculo pois contém o multi-

plicador v. Por outro lado, não podemos dizer que obtivemos v pois (2.138) é na verdade
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uma equação diferencial de segunda ordem em v (o último termo é proporcional a v′′).

Vimos anteriormente que os vínculos são separados em primeira e segunda classes, de

acordo com a obtenção dos multiplicadores de Lagrange em função dos q’s e p’s. Logo,

em teoria de campos, esta separação não é tão direta quanto no caso discreto. Em particu-

lar, em sistemas com infinitos graus de liberdade os vínculos podem ainda ser separados

em próprios e impróprios [35, 36, 12] mas não discutiremos este ponto aqui. Na Seção

3.1, vamos tratar teorias de campo em que não há ambiguidade na separação dos vínculos

em classe, incluindo por exemplo, o Eletromagnetismo e Yang-Mills (em ambos os casos

os vínculos são de primeira classe e estão relacionados com a simetria local dos mode-

los). Uma discussão do modelo descrito por (2.128) mas com ξ =−m2 pode ser vista em

[12]. O autor usa a front form para mostrar que L é singular nestas coordenadas e des-

creve certas peculiaridades também relacionadas com a presença de derivadas espaciais

nos vínculos, sua separação em classes e a obtenção dos multiplicadores de Lagrange.

Com estes três últimos exemplos finalizamos esta Seção. No próximo Capítulo aplicaremos

o método de Dirac e todo o formalismo desenvolvido até aqui em vários exemplos distintos.
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3 APLICAÇÕES DO MÉTODO DE DIRAC EM DIFERENTES CONTEXTOS

Como já mencionamos, o método de Dirac é uma poderosa ferramenta para análise de

sistemas singulares. O objetivo deste Capítulo é aplicar o método e o formalismo apresentado

até agora em diferentes áreas, reunindo os trabalhos centrais que compõem esta tese.

3.1 MÉTODO DA LAGRANGIANA ESTENDIDA PARA TEORIAS DE CAMPO

Esta Seção será baseada no trabalho [5]. Apresentaremos o formalismo da Lagrangiana

estendida [21, 22] para busca de simetrias locais de sistemas mecânicos discretos e então o

método será generalizado para teorias de campo. Como aplicação buscaremos as simetrias

locais do Eletromagnetismo, Yang-Mills e modelo Sigma não linear.

3.1.1 Introdução

Em teorias de campo com invariância local, o número de variáveis utilizadas na descrição

é maior que o número de graus de liberdade físicos. É importante manter todas as variáveis

usadas para garantir, por exemplo, covariância de Lorentz. Por outro lado, é necessário carac-

terizar, de uma forma ou de outra, o setor físico de uma dada teoria. Isto pode ser feito através

das simetrias locais: entre todas as variáveis, as físicas são aquelas invariantes sob a ação das

simetrias locais. Assim, o conhecimento das simetrias de calibre em muitos casos é crucial na

análise do conteúdo físico de uma teoria, como discutido em vários pontos deste trabalho.

Como já discutimos anteriormente, uma Lagrangiana com invariância local apresenta vín-

culos (de primeira classe) no formalismo Hamiltoniano. Assim, um problema interessante sob

investigação por vários grupos [35, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52] é

a formulação de um procedimento relativamente simples e prático para a restauração das sime-

trias a partir dos vínculos conhecidos. No formalismo Hamiltoniano, o problema foi resolvido

para o caso de um sistema mecânico com vínculos de primeira classe ao longo da seguinte

linha [37]. A ação Hamiltoniana inicial (que, por construção contém apenas os vínculos primá-
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rios) pode ser substituída pela ação Hamiltoniana estendida, com todos os vínculos de ordem

superior adicionados à ação com seus multiplicadores de Lagrange. As formulações são equi-

valentes [20]. As simetrias locais da ação Hamiltoniana estendida foram encontrados de forma

fechada [28, 37]. Além disso, na ausência de vínculos de segunda classe, as simetrias locais da

ação Hamiltoniana inicial podem ser restauradas de forma algébrica [28, 37]. Buscar as sime-

trias locais da ação Lagrangiana inicial representa uma outra questão. Para sistemas mecânicos

com vínculos de primeira e de segunda classes, uma maneira possível para resolver o problema

foi desenvolvido nos trabalhos [21, 22]. Dada uma Lagrangiana singular L, a teoria pode ser

reformulada em termos de uma Lagrangiana estendida, L̃, equivalente à L. Devido à estrutura

especial de L̃, suas simetrias de gauge podem ser completamente obtidas. Todos os vínculos de

primeira classe de L vêm a ser os geradores das simetrias de L̃. A Hamiltoniana estendida da

teoria inicial vem a ser a Hamiltoniana para a Lagrangiana estendida [22]. Para uma teoria com

vínculos de primeira classe, também é possível encontrar as simetrias da Lagrangiana inicial L

[21, 22, 28, 37]. O objetivo deste Capítulo é discutir o método descrito acima para o caso de

uma teoria do campo, mostrando explicitamente as diferenças que surgem quando passamos de

um sistema mecânico discreto para uma teoria de campo, e aplicá-lo para modelos particulares.

Esta Seção será dividida da seguinte forma. Começamos revisando o método de obtenção

de simetrias locais para modelos mecânicos singulares. Generalizaremos então o método para

modelos de campo. O método é ilustrado com os exemplos do Eletromagnetismo, campo de

Yang-Mills e modelo Sigma não linear. Encerramos o Capítulo com as conclusões.

3.1.2 Busca de simetrias locais - Método da Lagrangiana Estendida

Revisaremos agora o método de obtenção das simetrias locais de um sistema mecânico

singular [21, 22]. Isto é feito deformando a Lagrangiana inicial de tal forma que todas as

suas simetrias possam ser facilmente encontradas. Como será mostrado, todos os vínculos

de primeira classe da Lagrangiana inicial acabam por ser os geradores das simetrias locais

da Lagrangiana deformada. As simetrias da Lagrangiana inicial são também encontradas. A

discussão aqui será breve pois os detalhes dos cálculos podem ser vistos em [32].

3.1.3 Construção da Lagrangiana e Hamiltoniana estendidas

Partindo de uma Lagrangiana singular L(qA, q̇A), aplicamos o método de Dirac já descrito,

obtendo uma Hamiltoniana H0 e uma Hamiltoniana completa H. O sistema de vínculos é dado

por {GI} = {φα ,Ta}, onde φα são os vínculos primários e denotamos Ta todos os vínculos de

estágios superiores. Vamos supor que todos os vínculos são de primeira classe. Neste caso, eles



40

obedecem à algebra

{GI,GJ}= cIJ
KGK, (3.1)

{GI,H0}= bI
JGJ, (3.2)

onde cIJ
K e bI

J são funções de qA e pB. Suponhamos também que o procedimento pare no

estágio N. Isto é equivalente à existência de simetrias locais para L da forma [20, 28, 37, 43],

δqA = εRA
0 + ε̇RA

1 + ...+
dN−1ε

dτN−1 RA
N . (3.3)

Observamos que esta transformação tem uma forma bastante complicada. Vamos tentar cons-

truir um modelo, equivalente ao inicial de forma que a estrutura da simetria seja mais simples.

Construímos a seguinte função definida no espaço de fase parametrizado por qA, p̃A, sa, πa,

vα , va,

H̃(qA, p̃A,sa,πa,vα ,va) = H̃0(qA, p̃ j,sa)+ vα
φα(qA, p̃B)+ va

πa, (3.4)

onde,

H̃0 = H0(qA, p̃ j)+ saTa(qA, p̃ j). (3.5)

As funções φα , H0 e Ta foram tomadas da função inicial.

Afirmamos que,

a) H̃ é a Hamiltoniana completa para uma Lagrangiana L̃(qA, q̇A,sa), que ainda vamos de-

terminar;

b) H̃0 é a Hamiltoniana para L̃;

c) φα = 0, πa = 0 são os vínculos primários (πa são os momentos conjugados às variáveis

sa);

d) Finalmente, L e L̃ são equivalentes.

Para mostrar estes fatos, começamos escrevendo a seguinte equação de movimento,

q̇i =
∂ H̃
∂ p̃i

=
∂H0

∂ p̃i
− vα ∂ fα

∂ p̃i
+ sa ∂Ta

∂ p̃i
. (3.6)

Esta equação pode ser invertida em relação a p̃i numa vizinhança do ponto sa = 0, para detalhes,
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veja [21]. Vamos denotar a solução por,

p̃i = ωi(qA, q̇i,vα ,sa). (3.7)

Agora, no espaço qA, sa definimos,

L̃(qA, q̇A,sa) =[
ωiq̇i + fα(qA,ω j)q̇α −H0(qA,ω j)− saTa(qA,ω j)

]∣∣∣
ωi(q,q̇,s)

. (3.8)

Na definição acima, usamos a notação,

ωi(qA, q̇i,vα ,sa)
∣∣∣
vα→q̇α

≡ ωi(q, q̇,s). (3.9)

Se supormos que L̃ é alguma Lagrangiana singular, então um cálculo direto nos mostra

que H̃0 e H̃ são as Hamiltoniana e Hamiltoniana completa correspondentes, respectivamente.

O método de Dirac aplicado a H̃ mostra que todos os vínculos de estágio superiores da teoria

inicial são agora, no máximo, secundários. Isto implica, em particular, que a simetria local

de L̃ é de primeira ordem, apresentando uma estrutura bem mais simples quando comparada à

simetria de ordem N− 1 da formulação inicial (veja a equação (3.3)). Se fixarmos os calibres

sa = 0 para os vínculos πa = 0, então o setor (sa,πa) desaparece da formulação estendida. Assim

retornamos à formulação inicial, mostrando equivalência entre as formulações L e L̃.

3.1.4 Restaurando as simetrias locais

Antes de obtermos as simetrias dos modelos inicial e estendido, vale ressaltar que definimos

uma simetria módulo um termo de derivada total, isto é, uma transformação da Lagrangiana é

uma simetria quando δL = dF
dτ

, para alguma função F . Partimos da formulação Hamiltoniana

estendida, passamos pela Lagrangiana estendida e finalmente chegamos à formulação inicial.

Começamos então com a ação Hamiltoniana,

SH̃L̃ =
∫

dτ(p̃Aq̇A +πaṡa− H̃). (3.10)

De acordo com a conjectura de Dirac [1], os vínculos de primeira classe deveriam gerar as trans-

formações de calibre (foi exatamente isto que mostramos quando discutimos a interpretação

para teorias singulares com vínculos de primeira classe no Capítulo 2). Assim, consideramos

as transformações

δIqA = ε
I{qA,GI}, (3.11)
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δI p̃A = ε
I{p̃A,GI}, (3.12)

onde ε I = ε I(τ) são funções arbitrárias e I pode assumir qualquer valor α ou a. Omitindo

termos de derivada total, é possível mostrar que estas transformações implicam que δSH̃L̃ é

proporcional a φα ,Ta. Portanto, é possível encontrar transformações apropriadas para vα ,sa

que deixam SH̃L̃ invariante. De fato um cálculo direto mostra que as transformações abaixo,

δIqA = ε
I{qA,GI}, δI p̃A = ε

I{p̃A,GI},
δIsa = ε̇

a
δaI + ε

IbI
a− sb

ε
IcbI

a− vβ
ε

Icβ I
a, δIπa = 0,

δIvα = ε̇
α

δαI, δIva = (δIsa). (3.13)

mantem a ação Hamiltoniana invariante [21]. Isto nos motiva a encontrar as simetrias da ação

Lagrangiana estendida,

SL̃ =
∫

dτL̃. (3.14)

Com efeito, as seguintes variações,

δIqA = ε
I {qA,GI}

∣∣∣
p→ω(q,q̇,s)

, ⇔

 δIqα = εαδαI,

δIqi = ε I ∂GI
∂ p̃i

∣∣∣
p→ω(q,q̇,s)

;

δIsa =
(

ε̇
a
δaI + ε

IbI
a− sb

ε
IcbI

a− q̇β
ε

Icβ I
a
)∣∣∣

p→ω(q,q̇,s)
. (3.15)

representam as simetrias locais da ação. Veja a demonstração detalhada em [21, 32].

Vamos obter agora as simetrias da ação inicial. Para isso, devemos eliminar o setor sa

da formulação estendida de maneira apropriada. Assim, consideramos as combinações das

simetrias de L̃,

δ ≡∑
I

δI, (3.16)

que obedecem δ sa = 0 para todos sa. Usando a propriedade L̃(qA, q̇A,sa = 0) = L(qA, q̇A), então

L é invariante sob qualquer transformação,

δqA = ∑
I

δIqA
∣∣∣
sa=0

, (3.17)

que obedeça δ sa
∣∣∣
sa=0

= 0, ou seja,

ε̇
a + ε

IbI
a− q̇β cβ I

a = 0. (3.18)

Temos [a] equações para [α]+ [a] variáveis ε I . Quando só estão presentes vínculos de primeira



43

classe, este sistema pode ser resolvido iterativamente [28, 37], levando a [α] simetrias de L.

Este cálculo longo pode ser visto com detalhes em [21, 32]. Na presença de vínculos também

de segunda classe, as simetrias de L não podem ser restauradas de acordo com o procedimento

discutido. A razão é que o número de equações do sistema (3.18) pode ser maior ou igual ao

número de parâmetros εa. Veja um exemplo deste tipo em [22].

3.1.5 Simetrias Locais para Teorias de Campo

Vamos discutir o método da Lagrangiana estendida para obtenção de simetrias locais para

teorias de campo. O método será conduzido da mesma maneira como descrito anteriormente.

As novidades presentes para sistemas com infinitos graus de liberdade serão apontadas.

Começamos com uma Lagrangiana singular L =
∫

d3xL (ϕA,∂µϕA). Conduzimos então a

hamiltonização do sistema de acordo com o Capítulo 2. Escrevemos a formulação Hamiltoniana

estendida e começamos o método de obtenção de simetrias pela equação de movimento,

ϕ̇
i =

∂H0

∂ p̃i
− vα ∂ fα

∂ p̃i
+ sa δTa

δ p̃i
. (3.19)

Esta equação deveria ser invertida em termos de p̃i para construirmos a Lagrangiana estendida.

Entretanto, em geral temos uma equação diferencial parcial para p̃i. Isto acontece pela pre-

sença de derivadas espaciais nos vínculos, como já mencionamos no Capítulo 2. Para evitar

este problema, vamos supor que os vínculos sejam, no máximo, lineares nas derivadas espaciais

dos momentos. Neste caso, a equação (3.19) pode ser invertida. Vale mencionar que vínculos

de forma polinomial nos campos e nos momentos correspondentes não apresentam nenhuma

restrição para a inversão de (3.19), veja [21]. Embora restritiva, até onde sabemos, todos os mo-

delos importantes da física que possuem invariância local apresentam esta estrutura particular

na formulação Hamiltoniana, isto é, com vínculos lineares nas derivadas espaciais dos momen-

tos. De fato, Eletrodinâmica, campo de Yang-Mills, Modelo Padrão, Cordas e Membranas são

deste tipo. Observe que os coeficientes da álgebra de gauge podem agora assumir a forma de

operadores diferenciais e.g., {GI,GJ} ∼ ∂ j∂
jGK . Finalmente, os geradores de calibre são,

G =
∫

d3xε
I(x)GI(x), (3.20)

onde a integração é tomada por o todo espaço. Agora conduzimos o método de maneira com-

pletamente análoga.



44

3.1.6 Aplicações

Vamos considerar alguns exemplos específicos do método apresentado para modelos sin-

gulares de teorias de campo, incluindo Eletromagnetismo, Yang-Mills e modelo de Sigma não

linear.

3.1.7 Simetria local do Eletromagnetismo

Vamos considerar a Lagrangiana do campo eletromagnético,

L =−1
4

∫
d3xFµνFµν =

∫
d3x[

1
2
(Ȧi−∂iA0)

2− 1
4

Fi jF i j], (3.21)

onde Fµν = ∂µAν −∂νAµ . O vínculo primário e os momentos conjugados são,

∂L

∂ Ȧ0
= p0 = 0⇒ φ1 ≡ p0 = 0, (3.22)

∂L

∂ Ȧi
= pi = Ȧi−∂iA0⇒ Ȧi = pi +∂iA0. (3.23)

A Hamiltoniana H0 e a Hamiltoniana completa H são,

H0 =
∫

d3x[
1
2

p2
i + pi∂iA0 +

1
4

F2
i j], (3.24)

H = H0 +
∫

d3xv0 p0, (3.25)

onde v0 é o multiplicador de Lagrange correspondente. O vínculo secundário segue a partir da

condição de consistência 0 = {p0(x1),H}. Isto leva ao vínculo T2 ≡ ∂i pi = 0. Não há vínculos

de terceira etapa. A álgebra de gauge é dada por,

{p0,∂i pi}= 0, {p0,H0}= ∂i pi, {∂i pi,H0}= 0. (3.26)

Se tentássemos usar a conjectura de Dirac ao pé da letra, imediatamente veríamos que os vín-

culos da teoria não geram diretamente a simetria,

δAµ = ∂µα (3.27)
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bem conhecida do Eletromagnetismo. De fato, considere as transformações abaixo, geradas por

φ1 e T2,

δ1Aµ(x) =
∫

d3zε1(z){Aµ(x), p0(z)}= δµ
0
ε1(x); (3.28)

δ2Aµ(x) =
∫

d3zε2(z){Aµ(x),∂i pi(z)}=−δµ
i
∂iε2(x). (3.29)

Ou seja, somente δ2A j = −∂ jε2 tem a forma esperada de (3.27). Desta maneira, de um jeito

ou de outro precisamos ajustar os geradores das simetrias para que tenhamos as transformações

desejadas. Isto será feito com o formalismo da Lagrangiana estendida.

Escrevemos a Hamiltoniana estendida,

H̃ =
∫

d3x
[1

2
p̃2

i + p̃i∂iA0 +
1
4

F2
i j + s2

∂i p̃i + v2
π2 + v0 p̃0

]
. (3.30)

Partindo de,

Ȧi = {Ai, H̃}= p̃i +∂iA0−∂is2⇒ p̃i = Ȧi−∂iA0 +∂is2, (3.31)

encontramos L̃,

L̃ =
∫

d3x
[1

2
(Ȧi−∂iA0 +∂is2)2− 1

4
F2

i j

]
. (3.32)

As simetrias de L̃ são dadas por,

δ1 : δ1Ai = 0; δ1A0 = δ1s2 = ε
1, (3.33)

δ2 : δ2Ai =
∫

d3xε
2{Ai,∂l pl}=−∂iε

2, (3.34)

δ2A0 = 0; δ2s2 = ε̇
2. (3.35)

Podemos obter as simetrias de L, veja (3.17) e (3.18),

δ1Ai +δ2Ai =−∂iε
2, (3.36)

δ1A0 +δ2A0 = ε
1, (3.37)

onde os ε’s obedecem à equação,

ε̇
2 + ε

1 = 0⇒ ε
1 =−ε̇

2. (3.38)

Definindo ε2 ≡−α , obtemos a simetria conhecida do Eletromagnetismo,

Aµ(xν)→ A′µ(x
ν) = Aµ(xν)+∂µα(xν), (3.39)
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onde α = α(xν) é uma função arbitrária de xν .

3.1.8 Simetria local do campo de Yang-Mills

No seu trabalho pioneiro [11], Yang e Mills consideraram a ideia de interagir um conjunto

de campos invariante pela ação de um grupo com parâmetros constantes com um novo campo

(o campo de gauge). Isto foi feito postulando a invariância do sistema sob a ação do mesmo

grupo mas agora os parâmetros passam a ser funções arbitrárias. Isto é na verdade o princípio

de gauge, que já discutimos na Introdução. Vamos descrever o campo de Yang-Mills via método

de Dirac e obter suas simetrias locais. O modelo é descrito pela seguinte Lagrangiana singular,

L =
∫

d3xL =−1
4

∫
d3xFa

µνFaµν , (3.40)

onde Fa
µν = ∂µAa

ν −∂νAa
µ + ig f abcAb

µAc
ν . L possui simetria global SU(N), o campo Aµ assume

valores na álgebra de Lie correspondente com geradores T a,

Aµ = Aa
µT a, (3.41)

e f abc são as constantes de estrutura,

[T a,T b] = i f abcT c. (3.42)

Os vínculos primários e momentos conjugados são,

∂L

∂ Ȧa
0
= pa

0 = 0⇒ φ
a
1 = pa

0 = 0, (3.43)

∂L

∂ Ȧa
i
= pa

i = Ȧa
i −∂iAa

0 + ig f abcAb
0Ac

i ⇒

Ȧa
i = pa

i +∂iAa
0− ig f abcAb

0Ac
i . (3.44)

A Hamiltoniana H0 e Hamiltoniana completa H são dadas por,

H0 =
∫

d3x
[1

2
(pa

i )
2 + pa

i ∂iAa
0− ig f abcAb

0Ac
i pa

i +
1
4
(Fa

i j)
2
]

(3.45)

H = H0 +
∫

d3xλ
a pa

0, (3.46)

onde λ a são os multiplicadores de Lagrange correspondentes. O vínculos secundários vêm a

partir da condição de consistência 0= {pa
0(x1),H}. Obtemos, T a

2 = ∂i pa
i − ig f abc pb

i Ac
i = 0. Não
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há mais vínculos. A álgebra de gauge é,

{φ a
1 ,φ

b
1 }= {φ a

1 ,T
b

2 }= 0, (3.47)

{T a
2 (x1),T b

2 (x2)}=−ig f abcT c
2 (x1)δ (x1− x2), (3.48)

{φ a
1 ,H0}= T a

2 , (3.49)

{T a
2 ,H0}= igAb

0 f bacT c
2 . (3.50)

Já estamos aptos a escrever a Hamiltoniana estendida, que toma a forma,

H̃ =
∫

d3x
[1

2
(p̃a

i )
2 + p̃a

i ∂iAa
0− ig f abcAb

0Ac
i p̃a

i +
1
4
(Fa

i j)
2+

(s2)a(∂i pa
i − ig f abc pb

i Ac
i )+(v2)a

π
a
2 + va p̃a

0

]
. (3.51)

Partindo de,

Ȧa
i = {Aa

i ,H}= p̃a
i +∂iAa

0− ig f abcAb
0Ac

i+

−∂i(s2)a− ig f bacAc
i (s

2)b (3.52)

encontramos,

p̃a
i = Ȧa

i −∂i(Aa
0− (s2)a)+ ig f abc(Ab

0− (s2)b)Ac
i . (3.53)

Assim, escrevemos L̃,

L̃ =
∫

d3x
{1

2
(Ȧa

i −∂i(Aa
0− (s2)a)+ ig f abc(Ab

0− (s2)b)Ac
i )

2+

−1
4
(Fa

i j)
2
}
. (3.54)

As simetrias de L̃ são dadas por,

δ1 : δ1Aa
i = 0; δ1Aa

0 = (ε1)a; δ1(s2)a = (ε1)a; (3.55)

δ2 : δ2Aa
i =−∂i(ε

2)a− ig f abc(ε2)bAc
i ;δ2Aa

0 = 0;δ2(s2)a = (ε̇2)a. (3.56)

Podemos reconstruir as simetrias de L,

δ1Aa
i +δ2Aa

i =−∂i(ε
2)a− ig f abc(ε2)bAc

i , (3.57)

δ1Aa
0 +δ2Aa

0 = (ε1)a, (3.58)

onde os ε’s obedecem,

(ε̇2)b +(ε1)b + igAa
0 f abc(ε2)c = 0⇒

(ε1)b =−∂0(ε
2)b− ig f bca(ε2)cAa

0. (3.59)
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Definindo (ε2)a ≡−ξ a, obtemos o resultado esperado,

Aa
µ → A′aµ = Aa

µ +Dac
µ ξ

c, (3.60)

onde Dac
µ = δ ac∂µ − ig f acbAb

µ é a derivada covariante.

3.1.9 Simetrias locais do modelo Sigma não linear

No trabalho [45], é discutido um método de conversão de vínculos de segunda classe em

primeira classe baseado em transformações que envolvem derivadas das variáveis no espaço de

configurações. Vamos aqui considerar uma versão de um modelo Sigma não linear apresentado

em [45]. O modelo é útil para os nossos propósitos já que, após a conversão, só estão presentes

vínculos de primeira classe. Assim, vamos buscar as simetrias locais da ação,

S =
∫

d4x[
1
2
(∂µφ

a)2−2∂µe∂
µ

φ
a
φ

a +λ ((φ a)2−1)]. (3.61)

Os vínculos primários e momentos conjugados são,

∂L

∂ φ̇ a
= pa = φ̇

a−2ėφ
a;

∂L

∂ ė
= pe =−2φ̇

a
φ

a;
∂L

∂ λ̇
= pλ = 0. (3.62)

Podemos encontrar as seguintes velocidades,

ė =− 1
4φ 2 (2φ p+ pe); φ̇

a = pa−
φ a

2φ 2 (2φ p+ pe). (3.63)

Estamos usando a notação φ aφ a = φ 2. A Hamiltoniana H0 e Hamiltoniana completa H são

dadas por,

H0 =
∫

d3x
[1

2
p2− (2φ p+ pe)

2

8φ 2 +
1
2
(∂iφ

a)2+

−2∂ie∂
i
φ

a
φ

a−λ (φ 2−1)
]
; (3.64)

H = H0 +
∫

d3xvpλ , (3.65)

onde v é o multiplicador de Lagrange correspondente. Os vínculos secundários seguem a partir

da condição de consistência 0 = {pλ (x1),H}. Encontramos G2 = φ 2−1 = 0. Ainda encontra-

mos um vínculo de terceira etapa: 0 = {G2(x1),H}=−pe. G3 = pe = 0.
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Se definirmos {GI}= {G1 = pλ ,G2 = φ 2−1,G3 = pe}, então a álgebra de gauge é,

{GI,GJ}= 0⇒ cIJ
K = 0∀I,J,K; (3.66)

{G1,H0}= G2⇒ b1
2 = 1,b1

1 = b1
3 = 0; (3.67)

{G2,H0}=−G3⇒ b2
3 =−1,b2

1 = b2
2 = 0; (3.68)

{G3,H0}=−∂
i
∂iG2⇒ b3

2 =−∂
i
∂i,b3

1 = b3
3 = 0. (3.69)

Como já mencionamos antes, expressões da forma ∂iG2, ∂ i∂iG2, etc são consequências de

vínculos já obtidos. Eles não implicam em simplificação das equações dinâmicas. Isto nos levou

a adotar o seguinte ponto: derivadas espaciais dos vínculos não são novos vínculos. Assim, o

procedimento para no terceiro estágio. Observe que neste caso temos um operador diferencial

como coeficiente da álgebra.

A Hamiltoniana estendida tem a forma,

H̃ =
∫

d3x
[1

2
p̃2− (2φ p̃+ p̃e)

2

8φ 2 +
1
2
(∂iφ

a)2−2∂ie∂
i
φ

a
φ

a+

−λ (φ 2−1)+ s2(φ 2−1)+ s3 p̃e + vp̃λ + v2
π2 + v3

π3

]
. (3.70)

Partindo de,

φ̇
a = {φ a, H̃}= p̃a− 2φ p̃+ p̃e

2φ 2 φ
a (3.71)

ė = {e, H̃}=−2φ p̃+ p̃e

4φ 2 + s3, (3.72)

encontramos,

p̃a = φ̇
a−2φ

a(ė− s3), (3.73)

p̃e =−2φφ̇ . (3.74)

Logo, obtemos L̃,

L̃ =
∫

d3x
{1

2
(∂µφ

a)2−2φφ̇(ė− s3)+2∂ie∂
i
φ

a
φ

a+

+(λ − s2)(φ 2−1)
}
. (3.75)

As simetrias de L̃ são dadas por,

δ1 : δ1φ
a = 0;δ1λ = ε

1;δ1e = 0;δ1s2 = ε
1;δ1s3 = 0. (3.76)

δ2 : δ2φ
a = 0;δ2λ = 0;δ2e = 0;δ2s2 = ε̇

2;δ2s3 =−ε
2. (3.77)

δ3 : δ3φ
a = 0;δ3λ = 0;δ1e = ε

3;δ3s2 = b3
2
ε

3 =−∂i∂iε
3;δ3s3 = ε̇

3. (3.78)
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Podemos então obter as simetrias de L,

δ1φ
a +δ2φ

a +δ3φ
a = 0, (3.79)

δ1λ +δ2λ +δ3λ = ε
1, (3.80)

δ1e+δ2e+δ3e = ε
3, (3.81)

onde os ε’s obedecem,

ε̇
2−∂i∂iε

3 + ε
1 = 0, (3.82)

ε̇
3− ε

2 = 0. (3.83)

Definindo ε3 ≡−ε , obtemos a seguinte simetria local,

δφ
a = 0; δλ = ∂µ∂

µ
ε; δe =−ε. (3.84)

onde ε = ε(x) é uma função arbitrária de xµ .

3.1.10 Resumo dos resultados

Nesta Seção, apresentamos uma generalização do método da Lagrangiana estendida para

obtenção de simetrias locais para teorias de campo. Como ilustrado nos exemplos, consegui-

mos um procedimento sistemático de obtenção de simetrias de calibre para uma Lagrangiana

singular L com vínculos de primeira classe. A teoria inicial é deformada de maneira especial, de

forma que todas as simetrias da Lagrangiana deformada L̃ podem ser encontradas facilmente.

As simetrias de L são também obtidas. De acordo com o esquema descrito, todos os vínculos

de primeira classe da teoria inicial são os geradores das simetrias da teoria deformada.

3.2 RELATIVIDADE ESPECIAL DUPLA DE MAGUEIJO-SMOLIN A PARTIR DE
UM MODELO SINGULAR EM 5D

Vamos mostrar como é possível construir o modelo de Magueijo-Smolin de Relatividade

Especial Dupla [25] partindo de uma Lagrangiana singular definida num espaço 5-dimensional.

A relação de dispersão deformada de energia-momento é obtida a partir da fixação de um calibre

para um dos vínculos do formalismo, já a regra de transformação não linear dos momentos é

obtida impondo covariância do calibre escolhido. Neste caso, quebramos a invariância local do

modelo, fixando o parâmetro da simetria. Nos basearemos aqui no trabalho [8].
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3.2.1 Introdução

Várias propostas de Relatividade Especial Dupla tem recebido atenção nos últimos anos

[23, 24, 25, 26, 27, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80]. Eles foram formulados

com base na realização não linear do grupo de Lorentz no espaço 4-dimensional de energia-

momento {pµ} de uma partícula [25]. Isto é feito introduzindo, em adição à velocidade da luz,

mais uma escala independente do observador, ζ , associada com a escala de Planck. Por sua vez,

a realização não linear implica numa relação de dispersão de energia-momento deformada,

ηµν pµ pν =−m2c2 + f (ζ , p0). (3.85)

É suposto que no limite ζ → 0, recuperamos a relação padrão pµ pµ = −m2c2. Aqui ηµν =

diag(−1,+1,+1,+1).

A ideia de incluir outra escala invariante no espaço-tempo, além de c, é bastante antiga.

Snyder construiu um espaço-tempo com invariância de Lorentz e que admitia um comprimento

invariante, em um dos primeiros esforços para evitar problemas de divergência [81]. 1

Vamos listar algumas motivações para tal modificação da Relatividade Especial.

a) Motivação Física. Há evidências de uma estrutura discreta de espaço-tempo a partir

de cálculos não perturbativos ligados com gravitação quântica [83]. Há também indicações

de possíveis correções da forma (3.85), assim acredita-se que a Relatividade Dupla seja uma

teoria que descreva possíveis efeitos de gravitação quântica, mesmo com campo gravitacional

desprezível [84, 85].

b) Motivação Observacional. A relação de dispersão deformada implica correções para

o limite GZK [86], assim a Relatividade Dupla poderia ser relavante para estudar possíveis

anomalias com raios cósmicos de altas energias [67, 87]. Além disso, dados observacionais de

explosões de raios gama podem ser usados para possíveis correções para pµ pµ =−m2c2, veja

[77].

c) Motivação Experimental. Em um trabalho recente [78] foi sugerido que experimentos

poderiam detectar correções para a relação de dispersão de energia-momento e f 6= 0 em (3.85)

poderia ser interpretado como um efeito de gravitação quântica.

1Uma outra maneira de introduzir uma escala (de comprimento) independente de observador foi sugerida em
[82], numa tentativa de construir a gravitação quântica. A ideia é a seguinte: o movimento de uma partícula num
campo gravitacional externo é independente da sua massa. Se tentarmos quantizar a teoria, a massa é incluída no
formalismo pois escrevemos, [xi, p j] = ih̄δ i

j. Definindo um operador vi = pi/m, chegamos a [xi,v j] = ih̄/m. Para
eliminar m, introduz-se uma escala de comprimento λ0, além de c, como h̄/m = cλ0.



52

d) Motivação Matemática. Para relacionar a realização do grupo de Lorentz

x′µ = Λ
µ

νxν (3.86)

com transformação entre observadores inerciais, em particular com boosts, introduzimos o pa-

râmetro c: x0 = ct, que possui propriedades especiais na teoria resultante: (i) as transformações

são degeneradas para V → c; (ii) o limite c→ ∞ reproduz a relatividade de Galileo; (iii) a velo-

cidade v = c é a escala independente de observador da teoria. Assim, podemos nos perguntar se

não é possível generalizar a Teoria da Relatividade Especial para que admita mais uma escala

dimensional com propriedades similares a c.

Nesta Seção, vamos discutir a proposta inicial de Magueijo-Smolin (MS) [25], que afirma

que todos os observadores inerciais devem concordar em usar a seguinte relação de dispersão

de energia-momento deformada para uma partícula

p2 =−m2c2(1+ζ p0)2. (3.87)

A relação acima é invariante sob a ação da seguinte transformação não linear:

p′µ =
Λµ

ν pν

1+ζ (p0−Λ0
ν pν)

. (3.88)

Contudo, a lista de regras cinemáticas do modelo não é completa, levantando um debate na

literatura sobre o status da Relatividade Especial Dupla como teoria [27]. Um dos proble-

mas está ligado com uma definição de momento total de um sistema de partículas. Devido à

transformação não linear, a soma ordinária de momentos não se transforma como a soma dos

momentos após a transformação, ou seja, se escrevermos (3.88) simbolicamente como p′ = T p

e se temos um sistema com de partículas com momentos enumerados pelo índice a, então

∑a p′a = ∑a T pa 6= T ∑a pa. No trabalho [26] este problema foi resolvido: observamos que a

cinemática de MS pode ser relacionada com uma realização linear do grupo de Lorentz num

espaço de posições 5-dimensional. Desta maneira, foi construído um exemplo de Relatividade

Dupla livre do problema do momento total (veja também [88] para uma sugestão de como

construir a lei de composição dos momentos). Diferentes leis de composição covariantes na

literatura levaram a alguns efeitos intrigantes, como por exemplo,

a) Soccer ball problem [79]. A energia de Planck EP é assumida como um limite superior

de energias e a Relatividade Dupla degenera quando p0 → EP, similarmente ao que acontece

quando V → c na Relatividade Especial. O problema é que EP realmente limita partículas

elementares mas esse valor de energia pode facilmente ser atingido por corpos macroscópicos;

b) Rainbow geometry [72]. A métrica agora passa a ser dependente da energia da partícula,
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difucultando a interpretação da teoria no espaço de configurações.

Para entender estas propriedades controversas, é desejável ter em mãos um modelo de par-

tícula relativística formulado no espaço de configuração, que leve às relações (3.87) e (3.88)

no espaço dos momentos. Apesar de grande esforço [70, 73, 74, 75, 76], ainda não temos um

modelo satisfatório. Assim, o objetivo desta Seção é construir um modelo que possa ser usado

como um laboratório para simulações da cinemática da Relatividade Especial Dupla.

Realizações não lineares do grupo de Lorentz no espaço das variáveis (físicas) dinâmicas

frequentemente aparecem após a fixação de um calibre numa teoria com realização linear do

grupo de Lorentz no espaço de configurações inicial. Adotando este ponto de vista, vamos

estudar uma Lagrangiana singular num espaço de posições 5-dimensional xA, A = (µ,4), µ =

0,1,2,3, com realização linear do grupo SO(1,4) (em [85], o autor sugere que de fato este

é grupo de simetrias para construirmos a Relatividade Dupla). Para garantir o número certo

de graus de liberdade, precisamos de dois vínculos de primeira classe. As únicas combinações

quadráticas de variáveis que são SO(1,4)-invariantes são p2, xp, x2. Vamos rejeitar x2 já que ele

leva a um espaço-tempo curvo. (Existem algumas propostas considerando o espaço de de Sitter

como a arena para teorias de Relatividade Especial Dupla [68, 69, 70, 80]). Assim, olhamos

para um modelo com vínculos p2 = 0, xp = 0. Eles correspondem a uma partícula onde o

quadri-momento não está fixo e sem invariância de translação no espaço 5-dimensional. Vamos

mostrar que a relação de dispersão de Magueijo-Smolin aparece pela fixação de um calibre para

um dos vínculos e a lei de transformação não linear dos momentos é ditada pela covariância do

calibre escolhido.

3.2.2 Realização dinâmica do modelo com invariância pelo grupo SO(1,4)

Agora motivaremos a construção do modelo de Magueijo-Smolin partindo de uma Lagran-

giana em 5 dimensões. Discutiremos o setor físico da teoria e sua formulação Hamiltoniana, de

acordo com o método de Dirac para sistemas vinculados.

O movimento de uma partícula com o ponto de vista da Relatividade Especial pode ser

descrito partindo de uma ação em 3 dimensões

S =−mc2
∫

dt

√
1−
(

dxi

dx0

)2

, (3.89)

que implica as seguintes equações Hamiltonianas de movimento

dxi

dx0 =
pi√

~p2 +m2c2
,

d pi

dx0 = 0. (3.90)
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O problema aqui é que as transformações de Lorentz x′µ = Λµ
νxν agem de maneira não linear

nas variáveis físicas xi(x0). Para melhorar este quadro, passamos de uma formulação tridimen-

sional para uma quadridimensional introduzindo a representação paramétrica xi(τ), x0(τ) da

trajetória da partícula xi(x0). Usando a relação

dxi

dx0 =
ẋi(τ)

ẋ0(τ)
, (3.91)

a ação (3.89) toma a forma

−mc
∫

dτ
√
−ηµν ẋµ ẋν . (3.92)

Como já vimos anteriormente, ela é invariante por reparametrizações da trajetória, τ → τ ′(τ).

Por sua vez, a invariância de reparametrizações implica no vínculo (pµ)2 =−m2c2, que é pre-

cisamente a relação de dispersão de energia-momento. A presença do vínculo é evidente se

introduzirmos uma variável auxiliar e(τ) e reescrever a ação de forma equivalente

S′ =
∫

dτ(
1
2e

(ẋµ)2− e
2

m2c2). (3.93)

A equação de movimento para e implica na relação de dispersão de energia-momento corres-

pondente no formalismo Lagrangiano δS
δe ∼ ẋ2+e2m2c2 = 0. Além do vínculo, a ação S′ implica

nas equações de movimento

ẋµ = epµ , ṗµ = 0. (3.94)

A variável auxiliar e não pode ser determinada por essas equações e entra na solução xµ(τ)

como uma função arbitrária. A ambiguidade reflete a liberdade que temos na escolha da para-

metrização da trajetória da partícula. Por construção, a ambiguidade é removida excluindo o

parâmetro arbitrário τ das respostas finais. Equivalentemente, podemos impor um calibre para

excluir a arbitrariedade da formulação singular. O calibre mais conveniente é e= 1
m , x0 = 1

m p0τ ,

já que ele nos leva diretamente às equações (3.90) para as variáveis físicas.

Em resumo, para evitar a realização não linear do grupo de Lorentz na Relatividade Es-

pecial, elevamos a dimensão do espaço de 3 para 4. No caso da Relatividade Especial Dupla,

as transformações de Lorentz são não lineares num espaço-tempo com dimensão 4. Portanto,

em analogia com o que acabamos de descrever, partimos de uma teoria com relização linear do

grupo de Lorentz num espaço com dimensão 5. Consideremos a ação

S =
∫

dτ
m
2

ηABDxADxB, (3.95)

onde ηAB = (−1,+1,+1,+1,+1), DxA é a "derivada covariante"DxA ≡ ẋA−gxA, e g(τ) é uma
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variável auxiliar. A ação é invariante globalmente sob ação do grupo SO(1,4)

xA→ x′A = Λ
A

BxB. (3.96)

Temos também invariância local com o parâmetro γ(τ),

τ → τ
′(τ);

dτ ′

dτ
= γ

2(τ),

xA(τ)→ x′A(τ ′) = γ(τ)xA(τ),

g(τ)→ g′(τ ′) =
γ̇(τ)

γ3(τ)
+

g(τ)
γ2(τ)

. (3.97)

A lei de transformação para g implica na regra de transformção simples para a derivada cova-

riante DxA→ 1
γ
DxA. Logo g tem o papel de campo de calibre na simetria. Como já sabemos,

a presença de simetria local significa que o modelo apresenta vínculos no formalismo Hamil-

toniano correspondente. Vamos então aplicar o método de Dirac para analisar a ação (3.95).

Começamos com os momentos

pA =
∂L
∂ ẋA = m(ẋA−gxA), pg =

∂L
∂ ġ

= 0. (3.98)

pg = 0 representa o vínculo primário. A Hamiltoniana H0 e a Hamiltoniana completa H são

dadas pelas expressões

H0 =
1

2m
p2

A +gpAxA, H = H0 +λ pg, (3.99)

onde λ é o multiplicador de Lagrange para o vínculo primário. Os parêntesis de Poisson são

definidos de maneira usual e as equações de movimento são dadas por

ẋA =
pA

m
+gxA, ṗA =−gpA, ġ = λ . (3.100)

Preservando no tempo o vínculo primário, ṗg = 0, encontramos um vínculo secundário

pAxA = 0. (3.101)

Por sua vez, ele implica no vínculo de terceira etapa

p2
A = 0. (3.102)

O método de Dirac para neste estágio. Todos os vínculos são de primeira classe, já que obede-

cem à álgebra

{pg,xA pA}= {pg, p2
A}= 0, (3.103)

{xA pA, p2
A}= 2p2

A. (3.104)
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Como tratamos de uma teoria vinculada, nossa primeira tarefa é especificar o setor das variáveis

físicas [37]. O espaço de fase inicial é parametrizado por 12 variáveis xA, pB, g, pg. Levando

em conta que para cada vínculo de primeira classe podemos eliminar duas variáveis, o número

de variáveis físicas no espaço de fase é 12− 2× 3 = 6, como deveria ser para uma partícula

descrita pela Relatividade Especial Dupla. Observe que o multiplicador de Lagrange λ não

foi determinado durante o método de Dirac, e entra como uma função arbitrária nas soluções

das equações de movimento. De acordo com a teoria geral [1, 20, 29], variáveis com dinâmica

ambígua não representam observáveis. Para o nosso caso, todas as variáveis iniciais são ambí-

guas (observe que elas se transformam sob ação da simetria local do modelo, ou seja, não são

invariantes de calibre).

Para construir as variáveis físicas, notamos que as quantidades πµ = pµ

p4 obedecem a π̇µ = 0,

ẏµ = e
m(π

µ − yµ), onde e≡ p4

x4 . Como estas equações assemelham-se com as de uma partícula

relativística sem spin, a ambiguidade devido a e tem interpretação bem conhecida, sendo relaci-

onada com a invariância de reparametrizações da teoria. Desta maneira, assumimos que yµ(τ)

representam as equações paramétricas para a trajetória yi(t). As variáveis yi(t) com invariância

de reparametrizações possuem evolução determinística dada por dyi

dt = c π i−yi

π0−y0 .

Podemos ainda olhar para as combinações no espaço de fase que sejam invariantes de cali-

bre. A propriedade notável e bem conhecida no formalismo Hamiltoniano é que existem coor-

denadas no espaço de fase cuja Hamiltoniana anula-se [29]. Nestas coordenadas as trajetórias

são linhas retas. Para o caso, as variáveis com dinâmica determinística e com essa propriedade

são πµ , x̃µ ≡ yµ −πµ .

3.2.3 Calibre para Relatividade Especial Dupla

Vamos reproduzir a cinemática da proposta de Magueijo-Smolin de Relatividade Especial

Dupla. Primeiro, obteremos a relação de dispersão (3.87) impondo um calibre particular para o

modelo. Geralmente, as simetrias local e global sobrevivem separadamente após a fixação do

calibre. Mas podemos olhar pela sua combinação que não estraga o calibre escolhido. Seguindo

esta linha, chegaremos à transformação dos momentos (3.88).

De acordo com Dirac, cada vínculo de primeira classe deve ser acompanhado por alguma

condição de calibre da forma h(x, p) = 0, onde a função h deve ser escolhida de forma que o

conjunto formado pelos vínculos e calibres seja de segunda classe. Os vínculos e calibres podem

então ser usados para representar parte das variáveis do espaço de fase através de outras. As

equações de movimento para as variáveis restantes são obtidas substituindo vínculos e calibres

nas equações já obtidas.
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Escolhemos o gauge g = 0 para o vínculo pg = 0. Este calibre fixa a simetria local, como

deveria ser,

g′ =
γ̇

γ3 +
g
γ2

∣∣∣
g=0
⇒ γ̇ = 0. (3.105)

Ficamos então com dois vínculos. Para obter a relação de dispersão deformada, impomos

o calibre p4 = mch(ζ , p0) para o calibre pAxA = 0. Usando esta expressão no vínculo (3.102),

obtemos

pµ pµ =−m2c2h2(ζ , p0). (3.106)

Escrevemos a função h dependente dos argumentos ζ e p0 mas a escolha do calibre é livre.

Agora nos voltamos para a transformação de Lorentz induzida para os momentos. Sob as

simetrias (3.96) e (3.97), o momento conjugado pA = mDxA transforma-se como

pA→ p′A =
1
γ

Λ
A

B pB. (3.107)

Para o subgrupo SO(1,3) 2

Λ
A

B =

(
Λµ

ν 0

0 1

)
, (3.108)

temos

pµ → p′µ =
1
γ

Λ
µ

ν pν , p4→ p′4 =
1
γ

Λ
4

A pA =
1
γ

p4. (3.109)

Agora, como acontece frequentemente em teorias de calibre, a simetria global da formulação

com o calibre já fixado é uma combinação da simetria global inicial e da simetria com o pa-

râmetro γ especialmente escolhido. Como o calibre p4 = mch(ζ , p0) não é preservado pelas

transformações (3.96) e (3.97) separadamente, somos forçados a buscar uma combinação das

duas, (3.109), que preserve o calibre. Impondo covariância do gauge

p4 = mch(ζ , p0)⇔ p′4 = mch(ζ , p′0), (3.110)

obtemos a equação que determina γ

h(ζ , p0) = γh(ζ ,
1
γ

Λ
0

µ pµ). (3.111)

2Discutiremos somente as transformações de Lorentz induzidas. As transformações restantes são boosts na
quinta dimensão. Na versão com o calibre já fixado, eles produzem transformações não lineares que tem o papel
de translações quadri-dimensionais.
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No calibre g = 0, temos pA = const. nas equações de movimento, assim a equação (3.111) é

consistente com (3.105). A equação (3.109) com este γ fornece a realização não linear do grupo

de Lorentz que deixa invariante a relação de dispersão deformada (3.106).

Vamos especificar tudo isto para o modelo de Magueijo-Smolin. Se fixarmos o calibre

p4 = mc(1+ζ p0), então o vínculo p2
A = 0 toma a forma da relação de dispersão de Magueijo-

Smolin (3.87). Impondo a covariância do calibre, a equação (3.111) para determinar γ fica

1+ζ p0 = γ(1+ζ
1
γ

Λ
0

µ pµ). (3.112)

Logo, γ é dado por

γ = 1+ζ (p0−Λ
0

µ pµ). (3.113)

Usando este γ na equação (3.109), vemos que os momentos pµ transformam-se de acordo com

a equação (3.88).

3.2.4 Resumo dos resultados

Construímos um exemplo de modelo de partícula relativística (3.95) num espaço-tempo

5-dimensional plano com realização linear do grupo de simetrias globais SO(1,4) e sem inva-

riância de translação 5-dimensioal. Devido à simetria local que a ação apresenta, o número de

graus de liberdade físicos do modelo é o mesmo que os de uma partícula na Teoria da Relati-

vidade Especial. Aplicamos o modelo para simular a proposta cinemática de Magueijo-Smolin

de Relatividade Especial Dupla. Isto foi feito fixando um calibre apropriado para o vínculo

(3.101), que levou à relação de dispersão deformada de Magueijo-Smolin dada em (3.87). A

transformação não linear dos momentos (3.88) foi encontrada quando forçamos a covariância

do calibre escolhido.

Terminaremos esta parte com um comentário sobre a lei de transformação para as coorde-

nadas espaciais. Usando o parâmetro γ obtido na equação (3.113), a transformação das coorde-

nadas do espaço de configuração podem ser encontradas a partir de (3.96) e (3.97)

xµ → x′µ = [1+ζ (p0−Λ
0

µ pµ)]Λµ
νxν , (3.114)

x4→ x′4 = [1+ζ (p0−Λ
0

µ pµ)]x4. (3.115)

A componente x4 é afetada somente por um fator de escala. As coordenadas xµ transformam-

se como normalmente acontece nas teorias de Relatividade Especial Dupla: temos uma lei de
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transformação que é dependente da energia e momento da partícula [85]. Estas transformações

foram obtidas no trabalho [71] pelo argumento que campos livres definidos no espaço da Re-

latividade Dupla (3.87) deveriam ter soluções de onda plana na forma φ ∼ Ae−ipµ xµ

, assim a

contração pµxµ deveria permanecer linear em qualquer sistema de referência. Observamos que

isto acontece no nosso modelo

ηµν p′µx′ν = ηµν(
1
γ

Λ
µ

α pα)(γΛ
ν

β xβ ) = ηαβ pαxβ . (3.116)

A equação (3.114) leva também a uma métrica no espaço de configuração dependente da energia

[72]. Veja as tentativas de interpretação de p0 neste caso em [71, 72].

3.3 INVARIÂNCIA POR REPARAMETRIZAÇÕES NA MEC. CLÁSSICA E A EQUA-
ÇÃO DE SCHRÖDINGER

Vamos basear esta Seção no trabalho [6]. Apresentaremos a formulação da Mecânica Clás-

sica invariante por reparametrizações. Discutiremos então a quantização canônica nesta for-

mulação, onde tempo e espaço são quantizados. Isto nos levará precisamente à equação de

Schrödinger. Como exemplo, abordaremos a Mecânica Quântica de uma partícula relativística.

3.3.1 Introdução

A descrição de uma partícula sob o ponto de vista da Mecânica Quântica pode ser feita

de várias maneiras. Por exemplo, Feynman derivou a equação de Schrödinger a partir da re-

presentação integral de Dirac da função de onda Ψ [53]. Outra possível construção é baseada

em argumentos físicos: a difração de elétrons produz um padrão de interferência similar ao

padrão produzido pela luz e sugere a existência de uma função de onda, governada por uma

equação de onda, que é exatamente a equação de Schrödinger [54, 55]. Podemos ainda aplicar

o procedimento da quantização canônica [55, 56] a um sistema mecânico clássico com ação

S =
∫

dt

[
m
2

(
dx
dt

)2

−V (x, t)

]
, (3.117)

onde x = (x1,x2,x3). Para quantizar o sistema, nós o reescrevemos no formalismo Hamilto-

niano em termos das variáveis do espaço de fase xi, pi e parêntesis de Poisson {xi, p j} = δ i j.

A quantidade básica é a Hamiltoniana H(x,p, t) = p2/2m+V . De acordo com o paradigma

da quantização canônica, associamos com as variáveis do espaço de fase operadores com co-

mutadores que se assemelham ao parêntesis de Poisson [x̂i, p̂ j] = ih̄δ i j (aqui x̂i é o operador
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associado a xi)

xi→ x̂i = xi, pi→ p̂i =−ih̄
∂

∂xi , (3.118)

e postulamos a equação de Schrödinger para a função de onda Ψ(t,x)

ih̄
∂

∂ t
Ψ = ĤΨ, (3.119)

com Ĥ = H(x̂, p̂, t).

Todos os sistemas mecânicos podem ser escritos de forma que apresentem invariância de

reparametrizações. Para isso, introduzimos a representação paramétrica da trajetória x = x(t),

digamos x = x(τ), t = t(τ), onde τ é um parâmetro arbitrário ao longo da trajetória. Denotamos

da/dτ ≡ ȧ e escrevemos as igualdades dt = ṫdτ e dx/dt = ẋ/ṫ. Se usarmos estas relações em

(3.117), obtemos a ação invariante por reparametrizações τ → τ ′ = f (τ)

S̃ =
∫

dτL̃, L̃ =
mẋ2

2ṫ
− ṫV (x, t). (3.120)

A equação (3.120) é equivalente à (3.117) pois as equações Lagrangianas para as funções x(τ),

t(τ), que seguem de (3.120), implicam as equações corretas para x(t). De fato, as equações de

movimento para (3.120) fornecem,

mẋ2

2ṫ2 +V = const. (3.121)

m
ṫ

(
ẋ
ṫ

)
˙=−∂V

∂x
. (3.122)

Usando a igualdade dx
dt = ẋ

ṫ e excluindo τ , chegamos aos resultados: a) a primeira equação

acima é a conservação da energia e b) a segunda equação é a própria equação de movimento

oriunda de (3.117),

m
d2x
dt2 =−∂V

∂x
. (3.123)

Observe que chegamos à equação (3.121) e ao resultado a) acima a partir do cálculo de ∂ L̃
∂ ṫ , que

é o próprio momento conjugado à variável t = t(τ). Por esta razão, energia e tempo são ditas

variáveis conjugadas [57].

Enfatizamos que, por construção, o parâmetro τ e as funções x(τ), t(τ) não possuem inter-

pretação física direta. Como exemplo, considere a partícula livre, V = 0. Então (3.120) implica

as equações, ( ẋ
ṫ )

. = 0, ( ẋ2

ṫ2 )
. = 0. Devido à invariância de reparametrizações, a solução geral à
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essas equações apresenta, além das constantes de integração v e x0,uma função arbitrária g(τ)

x = vg(τ)+x0, t = g(τ). (3.124)

A equação (3.124), embora determine uma linha reta nos espaços x e (t,x), não especifica a evo-

lução particular ao longo da linha. Somente x(t) possui interpretação física. A partir de (3.124)

obtemos x(t) = vt + x0. Como veremos logo abaixo, a formulação Hamiltoniana de (3.120)

apresenta um vínculo de primeira classe, que está associado à invariância de reparametrizações.

Esse exemplo simples da partícula livre fornece ainda uma interpretação para teorias com inva-

riância local (ou com vínculos de primeira classe): a teoria fornece as trajetórias acessíveis mas

não a evolução sobre as trajetórias.

Chegamos então ao objetivo principal deste trabalho. Vamos reformular as regras de quan-

tização na formulação com invariância de reparametrizações. As razões para essa formulação

da mecânica quântica estão abaixo.

1. A forma de (3.118) sugere que somente a coordenada espacial está submetida à quanti-

zação (veja, por exemplo, [58] e [59])). Além do mais, em [59], o autor afirma que é

surprisingly complicated promover tempo a um operador. Vamos mostrar que a quanti-

zação da coordenada temporal não representa nenhum problema especial na formulação

com invariância de reparametrizações. Ou seja, o fato que tempo não é quantizado pode

ser visto como um artefato da formulação utilizada e não representa nenhuma propriedade

intrínseca do paradigma da quantização.

2. Na formulação com invariância de reparametrizações, a quantidade que se anula para

qualquer trajetória acessível para a partícula aparece naturalmente. O correspondente

quântico desta quantidade é a equação de Schrödinger. Assim a formulação com invari-

ância de reparametrizações implica num argumento simples e construtivo para postular a

equação de Schrödinger.

3. Sistemas relativísticos são usualmente formulados com invariância de reparametrizações

[20, 28, 29, 60, 61], assim a familiaridade com a formulação da mecânica clássica com

invariância de reparametrizações é útil para entendimento, por exemplo, da relatividade

especial.

3.3.2 Formulação com invariância de reparametrizações da Mec. Quântica

A ação (3.120) é definida no espaço de configurações parametrizado pelas coordenadas xi, t.

Para obter a formulação Hamiltoniana, introduzimos o espaço de fase parametrizado por xi, pi,
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t, pt , com parêntesis de Poisson definido por

{xi, p j} = δ i j (3.125)

{t, pt} = 1. (3.126)

De acordo com a prescrição padrão [9], as variáveis xi(τ), t(τ) satisfazem às equações de Euler-

Lagrange e a dinâmica dos momentos conjugados é especificado por

pi =
∂ L̃
∂ ẋi =

mẋi

ṫ
(3.127)

pt =
∂ L̃
∂ ṫ

=−mẋ2

2ṫ2 −V. (3.128)

Estas equações implicam no seguinte vínculo

H̃ ≡ pt +
1

2m
p2 +V = 0, (3.129)

que é satisfeito para qualquer solução das equações de movimento no espaço de fase. Este

vínculo reaparece quando tentamos construir a Hamiltoniana da ação (3.120)

piẋi + pt ṫ−L = ṫ
[

pt +
1

2m
p2 +V

]
, (3.130)

que se anula para qualquer trajetória acessível da partícula.

A invariância de reparametrizações de (3.120) é equivalente a dizer que a teoria possui in-

variância local [62]. Logo, o formalismo Hamiltoniano correspondente apresentou um vínculo,

como esperávamos.

Para quantizar a formulação com invariância de reparametrizações, substituímos as variá-

veis do espaço de fase por operadores que assemelham-se com os parêntesis (3.125) e (3.126)

t→ t̂ = t, pt → p̂t =−ih̄∂t , (3.131)

xi→ x̂i = xi, pi→ p̂i =−ih̄∂i. (3.132)

Como a função H̃ anula-se no espaço de fase na teoria clássica, esperamos que o operador

correspondente na Mecânica Quântica tenha a propriedade ˆ̃HΨ = 0. Se levarmos em conta

(3.130) e (3.131), esta propriedade torna-se

ih̄∂tΨ = (− h̄2

2m
∇

2 +V )Ψ. (3.133)

Chegamos então à equação de Schrödinger.

Observe que na formulação padrão (3.117) os comutadores [x̂i, p̂ j] = ih̄δ i j, combinados
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com a relação

(∆A)2(∆B)2 ≥ (
1
2i
[Â, B̂])2, (3.134)

para o desvio padrão de dois operadores Â e B̂ (veja uma demonstração em [56]) implicam em

(∆xi)(∆p j) ≥ h̄δ i j/2. Ou seja, a relação de incerteza para posição-momento surge como um

resultado algébrico. Em contraste, a relação de incerteza para energia-tempo tem diferentes

origens e interpretações [63, 64, 65].

Na formulação com invariância de reparametrizações, além de [x̂i, p̂ j] = ih̄δ i j, temos tam-

bém o comutador [t̂, p̂t ] = ih̄. Assim, nos perguntamos se a relação de incerteza de energia-

tempo pode ser derivada da mesma maneira, como consequência algébrica de (3.126). Infeliz-

mente, o parêntesis (3.126) no mesmo pé de igualdade com (3.125) não significa uma completa

simetrização das variáveis de posição e tempo na formulação da Mecânica Quântica. Esta assi-

metria possui várias origens, incluindo,

a) O produto escalar implica integração das variáveis de posição, mantendo o tempo fixo;

b) O operador p̂t é hermitiano somente no subespaço de soluções da equação de Schrödin-

ger, veja a equação (3.133);

c) A variável conjugada para t é pt e não H.

3.3.3 O caso geral

O procedimento também funciona no caso geral. Considere a seguinte ação

S =
∫

dt L
(

qA,
dqB

dt
, t
)
, (3.135)

onde qA = (x1,x2, . . . ,xn), A,B,C = 1,2, . . . ,3n representam as coordenadas generalizadas do

espaço de configuração 3n-dimensional de n partículas. Se a ação não é singular, então as

equações para os momentos pB = ∂L(q,v, t)/∂vB podem ser resolvidas para vA = vA(qB, pC, t)

e a Hamiltoniana tem a forma

H(qA, pB, t) = pAvA−L(q,v, t). (3.136)

A ação com invariância de reparametrizações é

S̃ =
∫

dt L̃ =
∫

dτ ṫL
(

qA,
q̇B

ṫ
, t
)
. (3.137)
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(3.137) leva às seguintes equações para os momentos conjugados

pA =
∂L(q,v, t)

∂vA

∣∣∣∣
vA→ q̇A

ṫ

, (3.138)

pt =

[
L(q,v, t)− q̇A

ṫ
∂L(q,v, t)

∂vA

]∣∣∣∣
vA→ q̇A

ṫ

. (3.139)

A solução da equação (3.138) é q̇A

ṫ = vA(q, p, t). Usamos essa expressão em (3.139), e obtemos

o vínculo pt + pAvA−L(q,v, t) = 0, ou, equivalentemente

pt +H = 0. (3.140)

Ele é satisfeito para todas as soluções das equações de movimento no espaço de fase. Aqui H é

a Hamiltoniana da formulação inicial L. Similarmente ao exemplo prévio, na formulação com

invariância de reparametrizações, a Hamiltoniana canônica é proporcional ao vínculo

pAq̇A + pt ṫ− L̃ = ṫ
[

pt + pAvA−L
]
. (3.141)

Para quantizar a formulação com invariância de reparametrizações, substituímos as variá-

veis do espaço de fase por operadores, pt → p̂t =−ih̄∂t , pA→ p̂A =−ih̄∂A, e impomos a equa-

ção (3.140) na função de onda, que imediatamente leva à equação de Schrödinger ih̄∂tΨ = ĤΨ.

3.3.4 Mecânica Quântica de uma partícula relativística

Em termos das coordenadas físicas x(t), a ação da partícula relativística pode ser expressa

por

S =−mc
∫

dt

√
c2−

(dx
dt

)2
, (3.142)

onde m é a massa da partícula e c é a velocidade da luz. Introduzimos uma parametrização

arbitrária x(τ), t(τ) da trajetória, de maneira que a ação com invariância de reparametrizações

assume a forma

S̃ =−mc
∫

dτ ṫ

√
c2− ẋ2

ṫ2 . (3.143)

Se concordamos em considerar somente parametrizações ajustadas com o "fluxo do tempo"

dt/dτ > 0,
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então a ação pode ser escrita com invariância relativística manifesta

S̃ =−mc
∫

dτ
ṫ
|ṫ|

√
(cṫ)2− ẋ2 (3.144)

=−mc
∫

dτ
√

ηµν ẋµ ẋν , (3.145)

onde usamos a métrica no espaço de Minkowski ηµν = (+,−,−,−).

Passamos agora ao formalismo Hamiltoniano para (3.143), introduzindo os momentos

p =
∂ L̃
∂ ẋ

=
mcẋ

ṫ
√

c2− ẋ2

ṫ2

, (3.146)

pt =
∂ L̃
∂ ṫ

=−mc

√
c2− ẋ2

ṫ2 . (3.147)

A equação (3.146) pode ser usada para expressar ẋ em termos de p e ṫ como

ẋ = ṫcp/
√

m2c2 +p2. (3.148)

Usamos este resultado na equação (3.147) e obtemos o vínculo básico

pt =−c
√

m2c2 +p2. (3.149)

Como esperado, a Hamiltoniana é proporcional a

H̃ = ṫ(pt + c
√

m2c2 +p2). (3.150)

Quantizando o modelo via o método desenvolvido aqui, chegamos à equação de Schrödin-

ger, que é na verdade a raiz da equação de Klein-Gordon [58]

ih̄∂tΨ = c
√

m2c2− h̄2
∇2 Ψ, (3.151)

onde ∇2 = ∂ 2

∂x2
1
+ ∂ 2

∂x2
2
+ ∂ 2

∂x2
3
. Vamos reescrever a equação (3.151) de forma equivalente[

i
∂

c∂ t
−
√

µ2−∇2
]

Ψ = 0, (3.152)

onde µ ≡mc/h̄. Vemos que se expandirmos a raiz quadrada em série de potências com respeito

a 1/c2 e mantendo somente os dois primeiros termos, a função χ ≡ exp(−imc2t/h̄)Ψ satisfaz à

equação de Schrödinger não relativística ih̄∂t χ =−(h̄2/2m)∇2χ .

Encontramos então dois problemas bem conhecidos relacionados à equação (3.152). Ela

contém uma raiz quadrada de um operador e não está escrita com invariância relativística ma-
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nifesta. Vamos mostrar que ambos os problemas podem ser evitados reformulando a teoria de

forma equivalente em termos de um campo escalar real φ(xµ), no lugar da função de onda

complexa Ψ.

Consideremos a equação de Klein-Gordon para o campo real φ com invariância relativística

manifesta [
∂µ∂

µ +(
mc
h̄
)2
]

φ = 0. (3.153)

As equações (3.152) e (3.153) são equivalentes no seguinte sentido. Se φ é solução da equação

de Klein-Gordon (3.153), então

Ψ = Ψ1 + iΨ2 =−
√

µ2−∇2 φ − i
∂

c∂ t
φ , (3.154)

satisfaz à equação de Schrödinger (3.152). Assim como o potencial vetor A produz os campos

elétricos e magnéticos E = −(1/c)∂tA, B = ∇×A (no gauge de Coulomb), o campo real φ

produz as partes real e imaginária da função de onda de acordo com (3.154). Assim, chamamos

φ de potencial escalar da função de onda [66].

Se Ψ é solução da equação de Schrödinger (3.152), então a função

φ = k(x)− c
∫ t

0
dτ Ψ2(τ,x). (3.155)

satisfaz a equação de Klein-Gordon (3.153). Denotamos como

k(x) =−
∫ d3 p
(2π)3/2

eip·xΨ1(p)√
µ2 +p2

, (3.156)

onde Ψ1(p) é a transformada de Fourier de Ψ1(0,x):

Ψ1(0,x) =
∫ d3 p

(2π)3/2 eip·x
Ψ1(p). (3.157)

A função k(x) representa a solução formal para a equação
√

µ2−∇2 k(x) =−Ψ1(0,x), onde a

última é a parte real da equação (3.152) tomada no instante t = 0.

De acordo com a equação (3.154), a densidade de probabilidade pode ser escrita em termos

da função de onda

Ψ
∗
Ψ =

(
∂

c∂ t
φ

)2

+

(√
µ2−∇2 φ

)2

. (3.158)

Podemos identificar a densidade de probabilidade com a densidade de energia do campo φ . A
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equação de movimento (3.153) pode ser obtida da ação

S =
∫

d4x

[
(∂0φ)2−

(√
µ2−∇2 φ

)2
]
, (3.159)

assim o lado direito da equação (3.158) é a densidade de energia do campo φ .

Em resumo, a mecânica quântica de uma partícula relativística pode ser escrita numa forma

com invariância relativística manifesta em termos do potencial para função de onda (3.153).

A interação com o campo eletromagnético pode ser conseguida adicionando o termo

Sint =
∫

dt
[

eA0 +
e
c

Ai
dxi

dt

]
(3.160)

=
∫

dτ
e
c

Aµ ẋµ . (3.161)

Repetindo a análise prévia, chegamos à equação (3.151), com as substituições

∂i→ ∂i− i(e/h̄c)Ai, c∂t → ∂0− i(e/h̄c)A0.

Neste caso não conseguimos formular a teoria com invariância relativística.

3.3.5 Resumo dos resultados

Mostramos nesta Seção que a quantização canônica pode ser reformulada de maneira que

tanto a coordenada espacial quanto a temporal são quantizadas. Para isso, trabalhamos com uma

ação com invariância de reparametrizações, onde as variáveis x e t são funções de um parâmetro

arbitrário ao longo da trajetória. A invariância por reparametrizações implica o vínculo (3.140),

que é válido para qualquer trajetória verdadeira da partícula. O operador correspondente na

Mecânica Quântica leva à equação de Schrödinger. Desta maneira, conseguimos construir a

Mecânica Quântica para uma partícula sem impor a equação de Schrödinger como postulado.

Ela aparece naturalmente como um vínculo de primeira classe da teoria, que de acordo com

Dirac [1], deve ser imposto sobre o vetor de estado.

Como aplicação para a formulação com invariância de reparametrizações, demonstramos

que a equação de Klein-Gordon para o campo escalar real possui interpretação probabilística.

Por fim, este trabalho ainda sugere uma maneira de tratarmos uma partícula com spin.

Como vimos, o vínculo (3.140) nos leva à equação de Schrödinger. Se conseguirmos construir

uma teoria singular que nos leve ao vínculo

pµΣ
µ +mch̄ = 0, (3.162)
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então quantizando a teoria de acordo com,

pµ →−ih̄∂µ ; Σ
µ → h̄Γ

µ , (3.163)

chegamos à equação de Dirac. Usaremos esta ideia na próxima Seção.

3.4 DESCRIÇÃO DE UMA PARTÍCULA RELATIVÍSTICA COM SPIN USANDO VA-
RIÁVEIS COMUTATIVAS E A EQUAÇÃO DE DIRAC

Trataremos agora uma partícula com spin. Começaremos descrevendo as razões para de-

formarmos o Hamiltoniano de uma partícula na presença de campo eletromagnético, para que

seja levado em conta efeitos de spin, chegando na equação de Pauli. Discutiremos então o caso

relativístico, deduzindo a equação de Dirac. Mostraremos que em um certo limite, ela se reduz

à equação de Pauli. Levantaremos alguns pontos negativos da equação de Dirac, entre eles,

a) Um desequilíbrio entre pares de variáveis conjugadas de posição e momento;

b) A velocidade da partícula no quadro de Heisenberg só pode ser ±c;

c) E por fim, a solução da equação de movimento para a posição da partícula, que além

do movimento retilinear, prevê também um movimento oscilatório nomeado por Schrödinger

Zitterbewegung.

Estes problemas nos motivarão a construir um modelo semiclássico, que produz a equação

de Dirac através da quantização canônica. Conseguiremos contornar os problemas acima a

partir da redefinição do operador posição. Infelizmente o modelo não apresenta o vínculo

p2 +m2c2 = 0, (3.164)

antes da quantização e esperamos que todas as partículas massivas o obedeçam. Na sequência

apresentaremos então uma generalização deste modelo que também produz a equação de Dirac,

além de conter (3.164).

3.4.1 Momento magnético do elétron e a equação de Pauli

Vários experimentos comprovam o spin do elétron, por exemplo, Stern-Gerlach [89], ex-

perimentos com linhas atômicas espectrais mostram desdobramentos em outras linhas com

frequências próximas, revelando a estrutura fina [90], ou ainda, as propriedades magnéticas

de certos materiais [91]. Vamos considerar um efeito particular de desdobramentos de linhas

espectrais na presença de campo magnético externo, o efeito Zeeman. Vamos mostrar que uma
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dedução teórica clássica do termo de perturbação no Hamiltoniano do átomo leva a resultados

incoerentes com a experiência. Consideremos o caso mais simples em que um elétron de massa

m e carga e = −|e| numa órbita circular de raio R é colocado na presença de um campo mag-

nético constante ~B. Se o elétron tem uma velocidade angular ω , então seu momento angular

orbital é dado por (vamos supor que seu movimento se dê no plano xy, logo o momento angular

está na direção z)

~L = mωR2k̂. (3.165)

Esta situação é equivalente a uma espira circular com corrente I = eω

2π
e área A = πR2. O

momento magnético da espira é definido por

~µo = IAk̂ =
eωR2

2
k̂. (3.166)

Juntando as expressões acima podemos escrever

~µo =
e

2m
~L, (3.167)

onde usamos o índice "o" em ~µo para indicar que associamos o momento magnético ao mo-

mento angular orbital do elétron. Do Eletromagnetismo clássico, sabemos que a energia po-

tencial de uma espira num campo ~B é U = −~µ ·~B. O Hamiltoniano que descreve o átomo na

presença do campo é

H = H0 +Hint , (3.168)

onde H0 é o Hamiltoniano sem perturbação e Hint corresponde à interação do elétron com o

campo magnético

Hint =−
e

2m
~L ·~B. (3.169)

O termo de interação acima podia explicar a separação de certas linhas espectrais mas não cor-

respondia à descrição do desdobramento das linhas de átomos principalmente com um número

atômico Z ímpar, que ficou conhecido como efeito Zeeman anômalo [90]. Para explicar este

impasse, Uhlenbeck e Goudsmit [92] sugeriram que o elétron girasse, possuindo uma espécie

de momento angular intrínseco ~S, que ficou conhecido como spin. Para que o split nas linhas

de energia que citamos fosse explicado, foi ainda necessário impor que o fator de proporciona-

lidade entre momento magnético ~µ e spin ~S fosse o dobro do que foi dado em (3.167)

~µs = 2
e

2m
~S. (3.170)
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O fator "2" em (3.170) é conhecido como fator g de Landé. Agora, como vamos escolher
~S? O experimento de Stern-Gerlach, por exemplo, nos leva naturalmente a descrever o spin

com duas componentes, já que o feixe de átomos incidente é desdobrado em outros dois. Foi

sugerido ainda que o spin aparece como um momento angular. Sua magnitude pode ser obtida

experimentalmente [93] e é dada por h̄
2 . Escrevemos então ~S = h̄

2~σ , onde

[σi,σ j] = 2iεi jkσk (3.171)

já que ~σ deve obedecer as relações de comutação de um momento angular e juntamente com o

fato que os autovalores de Sz devem ser ± h̄
2 (ou seja, os autovalores de σz são ±1), chegamos a

σ2
z = 1. Analogamente para σx e σy, σ2

x,y = 1. Podemos escrever ainda,

σ
2
x σz = σzσ

2
x ⇒ 0 = σ

2
x σz−σzσ

2
x

= σx(σxσz−σzσx)+(−σzσx +σxσz)σx

= σxσy +σyσx. (3.172)

Logo, o anticomutador dos σ ’s é nulo. Uma possível representação para σi são as matrizes

de Pauli ~σ = (σ1,σ2,σ3), que satisfazem tudo o que pedimos acima. Assim, com ~S = h̄
2~σ , o

momento magnético fica ~µ = eh̄
2m~σ e o termo de interação em H toma a forma

Hint =−
eh̄
2m

~σ ·~B. (3.173)

Esta interação é exatamente a que aparece na equação de Pauli, que vamos obter em um mo-

mento. O Hamiltoniano que descreve a interação de uma partícula carregada na presença de

um campo eletromagnético externo é obtido pelo acoplamento mínimo: fazemos a substitui-

ção ~p→ ~p− e~A em H0. Para entender este procedimento, precisamos retornar ao formalismo

Lagrangiano. A partícula livre relativística pode ser descrita pela ação

S =
∫

dτ(
1
2ẽ

ẋ2− ẽ
m2c2

2
) =

∫
dτL0, (3.174)

com invariância de reparametrizações δRxµ = ε ẋµ . A variação da variável ẽ é dada por δ ẽ =

(ε ẽ)̇, mas não é importante no momento. Já o Eletromagnetismo é descrito pela densidade

Lagrangiana

L =−1
4
(∂µAν −∂νAµ)

2, (3.175)

que apresenta a simetria local δCAµ = ∂µα . O único termo que pode ser adicionado a S que

descreva a interação sem quebrar ambas as simetrias é Lint =−eẋµAµ . Sob reparametrizações,
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temos,

δRAµ = Aµ(x+ ε ẋ)−Aµ(x) = ε∂νAµ ẋν = εȦµ . (3.176)

Assim,

δRLint =−e[(εxµ )̇+ ẋµ
δRAµ ] =−e(−ε ẋµ Ȧµ + ε ẋµ Ȧµ) = 0. (3.177)

Por outro lado,

δCLint =−eẋµ
∂µα =−(eα )̇. (3.178)

Portanto, (δR+δC)Lint =−(eα )̇. A Lagrangiana será então dada por L = L0+Lint . Passando ao

formalismo Hamiltoniano, se p(0)µ = ∂L0
∂ ẋµ foi o momento inicial sem interação, teremos agora

com a interação pµ = p(0)µ−eAµ , justificando o acoplamento mínimo. Voltamos à dedução da

equação de Pauli [33]. No lugar de fazer a substituição do momento em

H =
1

2m
~p2, (3.179)

faremos o acoplamento em

H =
1

2m
(~σ ·~p)(~σ ·~p), (3.180)

onde ~σ são as matrizes de Pauli. Como elas obedecem

(~σ ·~A)(~σ ·~B) = ~A ·~B+ i~σ · (~A×~B). (3.181)

segue que (~σ ·~p)2 = ~p2, logo não há diferença entre as expressões (3.179) e (3.180) na ausência

de campo. Fazendo então o acoplamento em (3.180) e usando a identidade (3.181), chegamos a

H =
1

2m
(~p− e~A)2 +

i
2m

~σ · [(~p− e~A)× (~p− e~A)]. (3.182)

Lembrando que ~p =−ih̄∇, temos, para uma função arbitrária ψ(x),

(~p×~A+~A×~p)ψ = −ih̄∇× (~Aψ)− ih̄~A×∇ψ

= −ih̄∇×~Aψ. (3.183)

Como ~B = ∇×~A,

H =
1

2m
(~p− e~A)2− eh̄

2m
~σ ·~B. (3.184)
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Se o campo elétrico for não nulo, basta adicionar o termo −eA0 a H,

H =
1

2m
(~p− e~A)2− eA0−

eh̄
2m

~σ ·~B. (3.185)

Finalmente obtemos a equação de Pauli,

ih̄
∂ψ

∂ t
=

[
1

2m
(~p− e~A)2− eA0−

eh̄
2m

~σ ·~B
]

ψ. (3.186)

Neste caso, ψ = (ψ1,ψ2) é uma função de onda com duas componentes, que chamaremos

espinor. (A razão para termos dois graus de liberdade foi discutida anteriormente, quando

mencionamos pela primeira vez as matrizes de Pauli). Esta dedução evita, por exemplo, assumir

que o fator de Landé é 2. O termo de interação − eh̄
2m~σ ·~B aparece naturalmente. No próximo

tópico, vamos deduzir a equação de Dirac e mostrar que no limite de baixas energias e campo

fraco, ela leva à equação de Pauli e ao fator de Landé 2, que antes foi imposto para descrever

corretamente resultados experimentais. Esta foi uma das grandes conquistas da equação de

Dirac, ou seja, poderemos interpretá-la como a generalização relativística para a equação de

Pauli.

3.4.2 Derivação e triunfo da equação de Dirac

Vamos agora derivar a equação de Dirac seguindo seus próprios passos [93, 94]. A equa-

ção foi construída para incluir o spin para partículas relativísticas, que satisfazem a relação de

dispersão p2 +m2c2 = 0. Ela admite interação com o campo eletromagnético e no limite de

campo fraco e baixas energias fornece a equação de Pauli e o fator de Landé correto. Este foi

um dos grandes triunfos da equação de Dirac já que ela foi deduzida de maneira independente

da equação de Pauli e ainda assim leva à última no limite mencionado.

A suposição inicial de Dirac foi que a equação deveria ser linear em p0 e como na quan-

tização faremos p0 ∼ ∂t , a equação deveria ser linear em ∂t . Esta suposição foi baseada no

princípio da superposição de estados, que é assumido ainda ser válido. Para entender como a

evolução temporal está ligada com um operador linear, consideremos um estado que seja dado

pela superposição de outros dois em determinado instante t0,

|ϕ(t0)〉= a1|ψ1(t0)〉+a2|ψ2(t0)〉, (3.187)

onde os a’s são alguns coeficientes complexos. É natural esperar que se o sistema não é pertur-

bado, quando t0→ t, devemos ter ainda

|ϕ(t)〉= a1|ψ1(t)〉+a2|ψ2(t)〉. (3.188)
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Se assumirmos que a evolução temporal seja dada por um operador T , então

T |ϕ(t0)〉= |ϕ(t)〉. (3.189)

Com mais detalhes,

T (a1|ψ1(t0)〉+a2|ψ2(t0)〉) = a1|ψ1(t)〉+a2|ψ2(t)〉
= a1T |ψ1(t0)〉+a2T |ψ2(t0)〉. (3.190)

Logo, T deve ser linear. Voltemos agora à construção da equação de onda relativística. Como

queremos que de um jeito ou de outro a equação leve à condição p2 +m2c2 = 0, uma sugestão

é

(p0−
√
~p2 +m2c2)ψ = 0. (3.191)

Interpretamos os p’s como operadores sobre a função de onda ψ = ψ(x). Neste caso, p0 e ~p

aparecem de forma não simétrica na equação (3.191), além de conter a raiz de operadores. Seria

desejável que numa teoria relativística eles fossem tratados no mesmo pé de igualdade. Vamos

então buscar uma equação linear em pµ , que facilita por exemplo a construção do acoplamento

com o campo eletromagnético e ainda implique na relação de dispersão de energia momento

prevista pela Relatividade Especial. Escrevemos então

(p0 +α
i pi +β )ψ = 0 (3.192)

e vamos buscar α i e β independentes dos momentos de forma que esta equação implique na

equação de Klein-Gordon

(p2
0−~p2−m2c2)ψ = 0. (3.193)

Como não estamos considerando ainda a interação com algum campo externo, os operadores

α i e β não devem depender de xµ , já que nenhum ponto do espaço-tempo deve ser privilegiado

em relação a outro. Estes novos operadores devem descrever um grau de liberdade extra do

elétron. Como veremos mais à frente, eles estão ligados com o spin. Aplicando o operador

p0−α j p j−β à equação (3.192) encontramos

[p2
0−α

i
α

j pi p j− (α i
β +βα

i)pi−β
2]ψ = 0. (3.194)

O segundo termo tem a forma,

α
i
α

j pi p j = (α1)2 p2
1 +(α2)2 p2

2 +(α3)2 p2
3 +(α1

α
2 +α

2
α

1)p1 p2+

+(α1
α

3 +α
3
α

1)p1 p3 +(α2
α

3 +α
3
α

2)p2 p3. (3.195)
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Assim, para que (3.194) satisfaça p2 +m2c2 = 0, vamos pedir que

(α i)2 = 1, (3.196)

α
i
α

j +α
j
α

i = 0, (3.197)

α
i
β +βα

i = 0, (3.198)

β = mcα
0; (α0)2 = 1. (3.199)

A álgebra das matrizes αµ = (α0,α i) fica reduzida a

α
µ

α
ν +α

ν
α

µ = 2δ
µν , (3.200)

que é similar à das matrizes de Pauli. Assim, uma realização possível para esta álgebra é,

α
0 =

(
1 0

0 −1

)
, α

i =

(
0 σ i

σ i 0

)
, (3.201)

onde 1 é a identidade 2× 2 e σ i são as matrizes de Pauli. Uma razão para usarmos matrizes

4× 4 é a seguinte: na equação de Pauli, para uma dada energia p0, vimos que a função de

onda possuía duas componentes. Como estamos construindo uma teoria que satisfaça a relação

p2 +m2c2 = 0, p0 pode ser positivo ou negativo. Assim, os operadores αµ atuam numa função

de onda com 4 componentes, sendo que 2 graus de liberdade de ψ correspondem a p0 > 0 e os

outros 2 a p0 < 0. A equação que assumimos ser correta tem a forma

(p0 +α
i pi +mcα

0)ψ = 0. (3.202)

Aplicando α0 à esquerda e redefinindo,

Γ
0 = α

0, Γ
i = α

0
α

i =

(
0 σ i

−σ i 0

)
, (3.203)

chegamos à forma conhecida da equação de Dirac

(Γµ pµ +mc)ψ = 0, (3.204)

ou levando em conta que pµ →−ih̄∂µ ,

(iΓµ
∂µ −

mc
h̄
)ψ = 0. (3.205)

As matrizes Γµ satisfazem à álgebra

Γ
µ

Γ
ν +Γ

ν
Γ

µ =−2η
µν . (3.206)
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Vamos listar algumas consequências da equação Dirac (sem demonstração):

a) Invariância sob transformações de Lorentz: fixada a regra de transformação para ψ sob a

ação do grupo de Lorentz (representação espinorial de SO(1,3)), a equação (3.204) é covariante

[93].

b) Se a equação de Dirac é válida para todo sistema de referência, como mencionamos em

a), podemos olhar o sistema que pµ = (mc,0,0,0). Usando a representação dos momentos, a

equação tem a forma,

(Γµ pµ +mc)ψ(p) = 0⇒ (Γ0 +1)ψ(p) = 0 (3.207)

Escrevendo,

ψ =

(
χ1

χ2

)
, (3.208)

onde cada χ possui duas componentes, chegamos à equação(
1 0

0 0

)(
χ1

χ2

)
= 0⇒ χ1 = 0. (3.209)

Ou seja, no sistema de repouso, só são necessários dois graus de liberdade para descrever o

elétron, e não quatro [95].

c) Definindo ψ̄ ≡ ψ†Γ0, ψ em (3.204) pode ser usado para construir o vetor 3 ψ̄Γµψ [96],

que se preserva para soluções da equação de Dirac ∂µ(ψ̄Γµψ) = 0. Assim a sua componente

zero,

ψ̄Γ
0
ψ = ψ

†
Γ

0
Γ

0
ψ =

(
ψ∗1 ψ∗2 ψ∗3 ψ∗4

)


ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

=
4

∑
a=1
|ψa|2 ≥ 0 (3.210)

se preserva no tempo e admite interpretação probabilística.

d) Aplicando Γν pν a (3.204) e usando a própria equação (3.204), chegamos a

(Γν
Γ

µ pν pµ −m2c2)ψ = 0. (3.211)

Como pµ pν ∼ ∂µ∂ν = ∂ν∂µ , os p’s comutam. Assim, somando à equação acima ela mesma

3Chamaremos vetor o objeto V µ que se transforma como V ′µ = Λµ
νV ν sob ação do grupo de Lorentz.
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mas fazendo a troca µ ↔ ν encontramos

(p2 +m2c2)ψ = 0, (3.212)

devido à álgebra (3.206) das matrizes Γ, ou seja, cada uma das 4 componentes de ψ satisfaz à

equação de Klein-Gordon, como desejado.

e) A interação com o campo eletromagnético pode ser feita pelo acoplamento mínimo pµ→
pµ − eAµ . Assim, quando ligamos o campo Aµ , a equação de Dirac assume a forma

[Γµ(pµ − eAµ)+mc]ψ = 0. (3.213)

Para ver qual a o significado das matrizes Γ e mostrarmos que de fato elas estão ligadas com

o spin, vamos analisar o limite da equação de Dirac acoplada com o campo eletromagnético

mas para baixas energias e campo fraco. Em cada passagem que precisarmos usar algum destes

limites, deixaremos claro quais aproximações serão feitas. Consideremos então a equação de

Dirac na presença do campo Aµ ,

[Γµ(pµ − eAµ)+mc]ψ = 0⇔ (iΓµDµ −
mc
h̄
)ψ = 0, (3.214)

onde fizemos pµ →−ih̄∂µ e usamos a notação Dµ para a derivada covariante

Dµ = ∂µ −
e
h̄

Aµ . (3.215)

Aplicamos o operador (iΓνDν +
mc
h̄ ) à equação (3.214), chegando a[

Γ
µ

Γ
νDµDν +

(mc
h̄

)2
]

ψ = 0. (3.216)

Escrevemos ΓµΓν como a soma de suas partes simétrica e antissimétrica,

Γ
µ

Γ
ν =

1
2
(Γµ

Γ
ν +Γ

ν
Γ

µ)+
1
2
(Γµ

Γ
ν −Γ

ν
Γ

µ). (3.217)

Definindo o objeto Γµν ≡ i
2(Γ

µΓν −ΓνΓµ), temos

Γ
µ

Γ
ν =−η

µν − iΓµν . (3.218)

Retornamos agora com (3.218) em (3.216). Notemos antes que Γµν é antissimétrico, logo, sua

contração com DµDν é reduzido a

Γ
µνDµDν = Γ

µν

(
DµDν +DνDµ

2
+

[Dµ ,Dν ]

2

)
=

1
2

Γ
µν [Dµ ,Dν ], (3.219)



77

onde [, ] acima representa o comutador. Assim,[
−η

µνDµDν −
i
2

Γ
µν [Dµ ,Dν ]+

(mc
h̄

)2
]

ψ = 0. (3.220)

Como [Dµ ,Dν ]ψ =−i e
h̄Fµνψ , ∀ψ , chegamos finalmente à equação de Klein-Gordon com aco-

plamento mínimo

[ηµν(pµ − eAµ)(pν − eAν)−
eh̄
2

Γ
µνFµν +m2c2]ψ = 0. (3.221)

Estamos usando a notação usual Fµν = ∂µAν −∂νAµ . Consideremos o caso particular em que

temos um campo magnético ~B = B3k̂ e ~E = 0. Como temos liberdade na escolha do potencial

Aµ , fixamos

Aµ = (0,−B3y
2

,
B3x
2

,0). (3.222)

Assim,

Fµν =


0 0 0 0

0 0 B3 0

0 −B3 0 0

0 0 0 0

 . (3.223)

E então

eh̄
2

Γ
µνFµν = eh̄B3Γ

12 =

(
eh̄σ3B3 0

0 eh̄σ3B3

)
=

(
2e~S ·~B 0

0 2e~S ·~B

)
, (3.224)

onde usamos 2~S = h̄~σ . O primeiro termo de (3.221) assume a forma,

η
µν(pµ − eAµ)(pν − eAν) = h̄2

∂
2
0 − h̄2

∇
2 + eB3(p1y− xp2)+

B2
3

4
(x2 + y2), (3.225)

onde usamos pµ →−ih̄∂µ . Se assumirmos que o campo magnético é fraco o suficiente para

desprezarmos termos de ordem 2 em (3.225) e reconhecendo o momento angular

~L =~r×~p⇒ L3 = xp2− p1y (3.226)

chegamos a

η
µν(pµ − eAµ)(pν − eAν)≈ h̄2

∂
2
0 − h̄2

∇
2− e~L ·~B. (3.227)
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Reunindo as expressões acima de volta em (3.221)

[h̄2
∂

2
0 − h̄2

∇
2− e(~L+2~S) ·~B+m2c2]ψ = 0. (3.228)

Queremos ainda analisar o limite de baixas energias, ou seja, |~p| � mc. Anteriormente (le-

tra "b" das consequências da equação de Dirac), discutimos o caso limite quando pi = 0 e

chegamos a χ1 = 0. Duas das componentes de ψ era nulas. Como |~p| � mc, vamos usar

a aproximação que as duas componentes de χ1 = (χ
(1)
1 ,χ

(2)
1 ) são muito menores que as de

χ2 = (χ
(1)
2 ,χ

(2)
2 ): χ

(a)
1 � χ

(a)
2 . Assim,

ψ = (χ1,χ2)≈ (0,χ2). (3.229)

Neste caso, (3.228) fica reduzida à substituição de ψ por χ2

[h̄2
∂

2
0 − h̄2

∇
2− e(~L+2~S) ·~B+m2c2]χ2 = 0. (3.230)

Agora, vamos tentar uma solução para χ2 na forma

χ2 = e−i mc
h̄ x0

ϕ, (3.231)

onde ϕ oscila com frequência muito menor comparada a ω = mc2

h̄ . Temos então

(h̄2
∂

2
0 +m2c2)χ2 = (−2imh̄∂tϕ +

h̄2

c2 ∂
2
t ϕ)e−

mc
h̄ x0

≈ −2imh̄∂tϕe−
mc
h̄ x0

, (3.232)

já que na aproximação que estamos fazendo, c→ +∞. Retornando em (3.230) com (3.232)

obtemos

[ih̄∂t +
h̄2

2m
∇

2 +
e

2m
(~L+2~S) ·~B]ϕ, (3.233)

ou,

ih̄∂tϕ =

[
1

2m
~p2− e

2m
(~L+2~S) ·~B

]
ϕ. (3.234)

Este é um dos grandes sucessos da equação de Dirac: no limite de baixas energias e campo

fraco, ela fornece a equação de Pauli e o fator de Landé "2" correto, que antes foi adicionado

pela mão, para descrever corretamente, por exemplo, o efeito de Zeeman. Agora ele apareceu

naturalmente. Vale mencionar que a equação de Dirac foi derivada de maneira completamente

independente da equação de Pauli. Introduzimos graus de liberdade a mais com as matrizes Γ,

que agora fica claro que estão ligados com o spin do elétron. Para a dedução da equação tudo

que pedimos foi linearidade em pµ , para que fosse válida superposição de estados e ainda para
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que a energia e o momento fossem tratados no mesmo pé de igualdade.

3.4.3 Alguns pontos negativos da equação de Dirac

No parágrafo anterior mostramos um dos grandes sucessos da equação de Dirac: no limite

de baixas energias e campo eletromagnético fraco, ela se reduzia à equação de Pauli. Este é

um indício que de fato a equação de Dirac descreve corretamente efeitos do spin do elétron.

Infelizmente a equação de Dirac apresenta alguns pontos controversos, se a interpretarmos com

o ponto de vista da Mecânica Quântica Relativística. Vamos descrever três destes pontos. O

primeiro deles está ligado com um desequilíbrio entre variáveis de configuração e momento.

Vamos escrever a equação de Dirac na seguinte forma

ih̄∂tψ = (cΓ
0
Γ

i pi +mc2
Γ

0)ψ. (3.235)

A equação tem a forma de uma equação de Schrödinger. Assim, identificamos o operador no

lado direito de (3.235) como o Hamiltoniano do sistema

H = c(α i pi +β ), (3.236)

onde usamos a notação das matrizes α i e β . Na representação de Heisenberg, a evolução do

operador posição x j é dada por

ẋ j =
1
ih̄
[x j,H] = cα

j. (3.237)

A equação (3.237) nos permite interpretar (x j,α i) como um par de variáveis conjugadas. Por

outro lado, temos também as variáveis p j. Quais são então as variáveis de configuração, diga-

mos q j, que formam pares de variáveis conjugadas com os momentos p j? Este é o desequilíbrio

que mencionamos, que pode ser descrito esquematicamente por

(xi,α j); (?, pi). (3.238)

O segundo problema que vamos falar está ligado com os possíveis valores que ẋ j pode

assumir. Os possíveis resultados das medidas da velocidade de um elétron são dados pelos

autovalores de cα j. A equação característica que fornece os autovalores de, digamos α3 é dada
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por

0 = det(α3−λ1) = det


−λ 0 1 0

0 −λ 0 −1

1 0 −λ 0

0 −1 0 −λ

= (λ 2−1)2. (3.239)

Logo, os dois valores de λ são ±1. Ou seja, as medidas da velocidade de um elétron leva-

riam somente aos valores ±c, o que é um absurdo já que elétrons podem ser observados com

velocidades menores do que c. Com isso, concluímos o segundo problema da equação de Di-

rac. Passamos agora ao terceiro e último problema que vamos descrever aqui. Apesar de tentar

descrever um elétron livre, a solução da equação de movimento para xi obtida com o uso de

(3.236), além de conter um movimento retilíneo, apresenta também um movimento oscilatório,

conhecido na literatura por Zitterbewegung [97]. Vejamos como varia a velocidade do elétron

com o tempo, por exemplo, na direção z,

ih̄α̇
3 = [α3,H] = α

3H−Hα
3. (3.240)

Por outro lado, vamos calcular o anticomutador de α3 e H,

α
3H +Hα

3 = α
3cα

3 p3 + cα
3 p3α

3 = 2cp3 (3.241)

já que as matrizes αµ obedecem αµαν +αναµ = 2δ µν e ainda [α i, p j] = 0. Assim, usando

(3.241) em (3.240)

ih̄α̇
3 = α

3H− (2cp3−α
3H) = 2α

3H−2cp3. (3.242)

Como pi e H são constantes pois comutam com H, chegamos à equação de segunda ordem

ih̄α̈
3 = 2α̇

3H⇒ α̈
3 =−2i

h̄
α̇

3H. (3.243)

Esta equação pode ser integrada e fornece

α̇
3(t) = α̇

3(0)e−
2i
h̄ Ht , (3.244)

onde α̇3(0) é o valor que o operador α̇3 assume em t = 0. Retornamos agora com (3.244) em

(3.242)

ih̄α̇
3(0)e−

2i
h̄ Ht = 2α

3H−2cp3. (3.245)
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Assumindo que exista H−1, chegamos a

α
3(t) = cp3H−1 + i

h̄
2

α̇
3(0)e−

2i
h̄ HtH−1. (3.246)

Como ẋ3 = cα3, podemos obter x3 = x3(t),

x3(t) = X3 + c2 p3H−1t− ch̄2

4
α̇

3(0)e−
2i
h̄ HtH−2. (3.247)

Logo, o movimento do elétron previsto pela equação de Dirac é composto de duas partes

R3(t) = X3 + c2 p3H−1t, (3.248)

Z3
B(t) =−

ch̄2

4
α̇

3(0)e−
2i
h̄ HtH−2. (3.249)

A primeira, R3(t), corresponde a um movimento retilinear, com velocidade constante. Se in-

terpretarmos H como a energia da partícula e fizermos H = cp0, então Ṙ3(t) = c p3
p0 , que é a

velocidade de uma partícula relativística livre andando na direção z. A segunda parte, Z3
B(t), é

um movimento oscilatório, primeiro previsto teoricamente por Schrödinger [97], que recebeu o

nome de Zitterbewegung. Existe intenso trabalho experimental atualmente ligado com o Zitter-

bewegung [98]. Chamamos aqui o Zitterbewegung de "problema" associado com a equação de

Dirac já que ela deveria descrever um elétron livre, sem aceleração, e não é isto que ocorre, já

que ẍ3(t) 6= 0.

Estes problemas da equação de Dirac motivam os trabalhos que serão discutidos: vamos

apresentar primeiramente um modelo semiclássico tal que sua quantização fornece a equação

de Dirac. Este primeiro modelo consegue evitar os problemas da equação de Dirac citados aqui

a partir da construção de variáveis x̃µ no espaço de fase que podem ser interpretadas como va-

riáveis de posição. A partícula x̃ é livre do Zitterbewegung, anda com velocidade constante,

limitada por c quando p2 < 0 e podemos interpretar pµ como momentos conjugados a x̃µ .

Infelizmente pµ não satisfaz p2 +m2c2 = 0 antes da quantização. Assim, na sequência apre-

sentaremos um modelo que contém a relação de dispersão de energia momento clássica. Com

isso conseguimos eliminar o indesejável Zitterbewegung, já que o vínculo de primeira classe

p2 +m2c2 = 0 gera transformações para xµ . Neste caso xµ não pode ser um observável, ma-

tando o Zitterbewegung.

3.4.4 Modelo mecânico para descrição do spin relativístico

Até agora discutimos as equações que descrevem o spin, a equação de Pauli e a sua gene-

ralização para o caso relativístico: a equação de Dirac. Em ambos os casos, já do início, as
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equações são quânticas. Muito esforço foi feito para entender o spin classicamente, de forma

que as equações correspondentes fossem obtidas, por exemplo, quantizando o respectivo mo-

delo clássico [100, 101, 102, 103, 104, 105, 60, 106, 107]. Os primeiros trabalhos que foram

dedicados à dinâmica do spin são o de Thomas [100] e de Frenkel [101].4 Depois disso, citamos

ainda o trabalho clássico de Bargmann-Michel-Telegdi (BMT) [103], em que o movimento do

spin sob campos uniformes prediziam teoricamente, por exemplo, a auto-polarização de elé-

trons, observado experimentalmente [104]. O problema é que os artigos baseados nos trabalhos

de Frenkel ou BMT não levavam a uma formulação quântica razoável já que não produzem a

equação de Pauli ou Dirac após a quantização [105]. Este problema particular foi resolvido

por Berezin e Marinov [60]: eles apresentaram uma Hamiltoniana clássica para uma partícula

com spin. A quantização do modelo leva à equação de Pauli e é possível generalizá-lo para

uma versão relativística, que leva à equação de Dirac. Entretanto o espaço do spin é construído

com variáveis de Grassmann ou anticomutativas. Neste caso, temos uma estrutura matemática

formal que apresenta dificuldades se tentamos descrever efeitos de spin antes da quantização.

Existem outras possibilidades para a descrição de spin. Por exemplo, Barut e Zhangi [106]

evitam as variáveis de Grassmann, construindo um tensor de spin com a ajuda de espinores.

Entretanto a equação de Dirac não está presente e a massa da partícula não está fixa. O trabalho

de Hanson e Regge [105] fornece uma teoria quântica para uma partícula com spin embora não

produza as matrizes Γ. Assim, o objetivo central desta Seção é apresentar um modelo que des-

creva uma partícula com spin, utilizando variáveis comutativas. Além de posição e momento

xµ , pν , usaremos variáveis de momento angular J5µ , J0i para parametrizar o espaço do spin. A

quantização do modelo leva à equação de Dirac e às matrizes Γ, com a álgebra correspondente.5

Para obter o modelo, poderíamos tentar incluir o vetor de spin tridimensional Si no vetor quadri-

dimensional Sµ de BMT ou inseri-lo no tensor de spin de Frenkel Mµν [101]. Infelizmente, os

modelos baseados neste esquema, além de não fornecer a equação de Dirac não obedecem a um

princípio variacional, isto é, não existem Lagrangianas ou Hamiltonianas de onde poderíamos

obter as equações de movimento correspondentes. Como veremos estes problemas serão evita-

dos. Observemos que o problema aqui é inverso à quantização: nós já temos a equação para o

elétron com spin. Agora buscaremos um modelo semiclássico6 que quando quantizado produz a

equação de Dirac. O procedimento de quantização [93] pode ser resumido da seguinte maneira.

Sejam zα variáveis no espaço de fase que descrevem determinado modelo, onde {zα ,zβ} é o

parêntesis de Poisson correspondente. De acordo com Dirac, associamos as variáveis zα com

4Para uma revisão moderna do trabalho de Frenkel, veja [102].
5Este trabalho é uma continuação do trabalho [107], que descreve o spin não relativístico com variáveis comu-

tativas. A quantização do modelo fornece a equação de Pauli.
6Usamos a palavra "semiclássico" já que a Lagrangiana (e Hamiltoniana) clássica que apresentaremos contem

a fator h̄.



83

operadores hermitianos ẑα agindo no espaço de estados, obedecendo

{zα ,zβ}|z→ẑ =
1
ih̄
[ẑα , ẑβ ]. (3.250)

Ou seja, o procedimento de quantização canônica nada mais é que a realização de determinada

álgebra num espaço vetorial.

Para o nosso caso, posição e momento da partícula correspondem às variáveis do espaço de

fase xµ e pν , com parêntesis de Poisson {xµ , pν}= δ µ
ν . A quantização leva a

xµ → x̂µ = xµ , (3.251)

pµ → p̂µ =−ih̄∂µ , (3.252)

{xµ , pν}→ [xµ , pν ] = ih̄δ
µ

ν . (3.253)

Além disso, é sugestivo impor o vínculo

pµΣ
µ +mch̄ = 0 (3.254)

escrevendo, na quantização Σµ→ h̄Γµ . O vínculo (3.254) é imposto no vetor de estado, levando

à equação de Dirac. Agora precisamos exibir variáveis clássicas Σµ que produzem as matrizes

Γ. Como veremos, isto pode ser feito inserindo as variáveis de spin Si no tensor de momento

angular JAB, gerador do grupo SO(2,3). Aqui A = (µ,5) = (0,1,2,3,5) e a métrica é dada por

ηAB = (−1,+1,+1,+1,−1).

Consideremos a representação de Dirac

Γ
0 =

(
1 0

0 −1

)
, Γ

i =

(
0 σ i

−σ i 0

)
, (3.255)

onde 1 é a matriz identidade 2× 2 e σ i são as matrizes de Pauli. Definindo Γµν ≡ i
2(Γ

µΓν −
ΓνΓµ) conseguimos uma álgebra fechada entre os objetos Γ,

[Γµ ,Γν ] =−2iΓµν , (3.256)

[Γµν ,Γα ] = 2i(ηµα
Γ

ν −η
να

Γ
µ), (3.257)

[Γµν ,Γαβ ] = 2i(ηµα
Γ

νβ −η
µβ

Γ
να −η

να
Γ

µβ +η
νβ

Γ
µα). (3.258)
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Fazendo a correspondência

Γ
µ ↔ Σ

µ ≡ J5µ (3.259)

Γ
µν ↔ Jµν (3.260)

então, por comparação, o último comutador acima pode ser identificado com álgebra de Lie

5-dimensional so(2,3), com geradores JAB

[JAB,JCD] = 2i(ηACJBD−η
ADJBC−η

BCJAD +η
BDJAC). (3.261)

Vamos introduzir agora variáveis clássicas que produzem (3.261) após a quantização. Para

as variáveis de spin tomamos o espaço 10-dimensional parametrizado pelo par de variáveis

conjugadas ωA,πB, equipado com o parêntesis de Poisson {ωA,πB}=ηAB. Assim, o parêntesis

de Poisson do momento angular definido por

JAB = 2(ωA
π

B−ω
B
π

A) (3.262)

é exatamente (3.261), omitindo i,

{JAB,JCD}= 2(ηACJBD−η
ADJBC−η

BCJAD +η
BDJAC). (3.263)

O parêntesis acima fornece uma realização possível do comutador (3.261) da álgebra de Lie

so(2,3). Como estamos interessados em obter as matrizes Γ no procedimento de quantização,

reparametrizamos o espaço (ωA,πB). No lugar das dez variáveis (ωA,πB), vamos usar JAB.

Notamos entretanto que somente sete das dez funções JAB são independentes. De fato, elas

obedecem à identidade

Ji j = (J50)−1(J5iJ0 j− J5 jJ0i). (3.264)

Somos obrigados a adicionar mais três variáveis à descrição, digamos, Tn = fn(ω
A,πB), n =

3,4,5, para termos uma mudança de coordenadas

(ωA,πB)↔ (J5µ ,J0i,T3,T4,T5). (3.265)

Tomamos, por exemplo, T3 = ω0, T4 = ω5 e T5 = π5. Se quantizarmos o modelo com as novas

variáveis, então produziremos operadores ω̂0, ω̂5 e π̂5, que não estão presentes na teoria de

Dirac e não são necessários para a descrição do spin. Assim, devemos eliminar Tn, restringindo

o modelo a uma superfície 7-dimensional do espaço (ωA,πB). Uma sugestão é vincular o

modelo impondo Tn = 0 e tomamos as funções Tn como os três invariantes sob a ação de SO(2,3)
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que temos à nossa disposição

T3 = (πA)2 +a3, (3.266)

T4 = (ωA)2 +a4, (3.267)

T5 = ω
A
π

A, (3.268)

ou seja, {JAB,Tn} = 0. a3,4 são constantes positivas. Esta escolha será justificada um pouco a

frente. Infelizmente, a troca

(ωA,πB)↔ (J5µ ,J0i,Tn) (3.269)

não é invertível já que

rank
∂ (J5µ ,J0i,Tn)

∂ (ωA,πB)
= 9. (3.270)

Entretanto, a mudança

(ωA,πB)↔ (J5µ ,J0i,T4,T5,ω
5) (3.271)

é invertível pois

rank
∂ (J5µ ,J0i,T4,T5,ω

5)

∂ (ωA,πB)
= 10. (3.272)

Ainda definimos a superfície de spin por (3.266)-(3.268). A coordenada ω5 permanece na

formulação mas ela não pode ser um observável como mostraremos à frente.

Vamos motivar a escolha de Tn = 0, que definem a superfície de spin, como SO(2,3)-

invariantes. Primeiro, obtemos a sua álgebra. Temos

{T4,T5}=−2a4. (3.273)

De acordo com a terminologia de Dirac, (T4,T5) forma um par de segunda classe, que chama-

remos de Ka, a = 1,2. A combinação

T̃3 = T3 +
a3

a4
T4 (3.274)
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é um vínculo de primeira classe já que sua álgebra é dada por

{T̃3,T3}= 4
a3

a4
T5, (3.275)

{T̃3,T4}=−4T5, (3.276)

{T̃3,T5}=−2T3. (3.277)

Para uma quantização consistente de uma teoria com vínculos de segunda classe, os parênte-

sis de Poisson (PP) são substituídos pelos de Dirac (PD), definidos, como vimos anteriormente,

por

{A,B}PD = {A,B}PP−{A,Ka}∆−1
ab {Kb,B} (3.278)

onde A, B são funções definidas no espaço de fase e ∆ é a matriz não singular

∆ab = {Ka,Kb}; det∆ 6= 0. (3.279)

Como queremos reproduzir a álgebra (3.258) depois da quantização, (3.263) deve permanecer

inalterado na transição dos parêntesis de Poisson para o de Dirac, que acontecerá, caso os

vínculos de segunda classe sejam invariantes pela ação de SO(2,3)

{JAB,JCD}PD = {JAB,JCD}PP−{JAB,Ka}∆−1
ab {Kb,JCD}

= {JAB,JCD}PP. (3.280)

Além do mais, como T̃3 é de primeira classe, o modelo apresenta simetria local, que apresen-

taremos mais à frente. Os observáveis da teoria devem ser invariantes da simetria local gerada

por T̃3. Assim, é conveniente também tomar

{JAB, T̃3}= 0, (3.281)

ou seja, as variáveis de spin serão quantidades invariantes de gauge, e bom candidatos a obser-

váveis. Além do mais, se {JAB,T3} 6= 0, então teremos que matar outras variáveis JAB, que não

é do nosso interesse. A discussão acima justifica a escolha de SO(2,3)-invariantes para definir

a superfície de spin. Notamos ainda que {ω5, T̃3} 6= 0, ou seja, ω5 não é invariante de gauge,

logo não pode ser um observável da teoria.

Já estamos aptos a quantizar o modelo

xµ → x̂µ = xµ , pµ → p̂µ =−ih̄∂µ ; (3.282)
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J5µ → h̄Γ
µ , Jµν → h̄Γ

µν . (3.283)

A equação de Dirac é encontrada se impormos mais uma restrição ao modelo, a saber

T2 = pµJ5µ +mch̄ = 0. (3.284)

Finalmente concluímos que a dinâmica do spin relativístico pode ser descrita se construirmos

uma teoria Hamiltoniana com todos os vínculos (3.266)-(3.268) e (3.284). Vamos apresentar

uma realização deste logo abaixo.

3.4.5 Realização Dinâmica

Vamos discutir uma possível realização dinâmica para o modelo algébrico da superfície de

spin apresentado. Começaremos com a ação Hamiltoniana, passando para a formulação Lagran-

giana. Terminaremos esta parte discutindo algumas formulações Lagrangianas equivalentes.

Ação Hamiltoniana.

À luz dos vínculos (3.266)-(3.268) e (3.284), é sugestivo escrever a seguinte ação Hamilto-

niana

SH =
∫

dτ

(
pµ ẋµ +πAω̇

A +πel ėl−H
)

(3.285)

onde a Hamiltoniana completa H é dada por

H = H0 +λel πel =
el

2
Tl +λel πel . (3.286)

λel são os multiplicadores de Lagrange para πel ; l = 2,3,4 e Tl são os vínculos (3.266)-(3.268).

Com mais detalhes, H0 é

H0 =
e2

2
(pµJ5µ +mch̄)+

e3

2
[(πA)2 +a3]+

e4

2
[(ωA)2 +R]. (3.287)

A variação de SH com respeito às variáveis de momento fornece as equações de movimento

para as variáveis de posição,

δSH

δ pµ

= 0⇒ ẋµ =
e2

2
J5µ = e2(ω

5
π

µ −π
5
ω

µ), (3.288)

δSH

δπµ

= 0⇒ ω̇
µ = e3π

µ + e2ω
5 pµ , (3.289)

δSH

δπ5
= 0⇒ ω̇

5 = e3π
5 + e2 pµω

µ , (3.290)

δSH

δπel

= 0⇒ ėl = λel , (3.291)
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bem com a variação de SH com respeito às variáveis de posição nos dá as equações para os

momentos

δSH

δxµ
= 0⇒ ṗµ = 0, (3.292)

δSH

δωµ
= 0⇒ π̇

µ = e2π
5 pµ − e4ω

µ , (3.293)

δSH

δω5 = 0⇒ π̇
5 = e2 pµπ

µ − e4ω
5. (3.294)

Temos os vínculos πel = 0, que aparecem a partir da variação da ação Hamiltoniana com respeito

aos multiplicadores λel e ainda temos a variação de SH com respeito às variáveis auxiliares, que

fornece parte dos vínculos desejados da teoria

δSH

δe2
= 0⇒ pµJ5µ +mch̄ = 0 (3.295)

δSH

δe3
= 0⇒ (πA)

2 +a3 = 0, (3.296)

δSH

δe4
= 0⇒ (ωA)2 +a4 = 0. (3.297)

A preservação no tempo de (ωA)2 + a4 nos dá o vínculo T5 = ωAπA = 0, que por sua vez nos

leva a e4 =
a3
a4

e3. Para ver isso, usamos as equações de movimento (3.289), (3.290), (3.293) e

(3.294),

[(ωA)2 +a4]̇ = 2ω̇
A
ω

A = 2e3ω
A
π

A = 0⇒ ω
A
π

A = 0; (3.298)

(ωA
π

A)̇ = e3(π
A)2− e4(ω

A)2 = 0⇒ e4−
a3

a4
e3 = 0. (3.299)

A evolução de (πA)2 + a3 e pµJ5µ +mch̄ não traz informação relevante. De fato, πAπ̇A =

−2e4ωAπA e (pµJ5µ )̇ = 0. Finalmente, o vínculo e4− a3
a4

e3 = 0 implica λe4 =
a3
a4

λ3.

Temos dois pares de vínculos de segunda classe

(e4−
a3

a4
e3,πe4); (ωA

π
A,(ωA)2 +a4).

Os vínculos restantes πe2 , πe3 e (πA)2 + a3 são de primeira classe (a combinação correta de

vínculos que é de primeira classe é dada por T̃3 = T3 +
a3
a4

T4, como já discutimos). Dois deles

são primários (πe2 , πe3) e de acordo com a teoria geral [20, 28, 29], indicam a presença de duas

simetrias locais. Uma delas é invariância de reparametrizações, que pode ser escrita na forma

δY = εẎ , (3.300)

δel = (εel )̇, δπel = 0 (3.301)
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δλel = (δel )̇, (3.302)

onde Y = (xµ , pµ ,ω
A,πB) e ε = ε(τ) é uma função arbitrária. A variação de SH com as trans-

formações acima nos dá

δSH =
∫

dτ[ε(pµ ẋµ +πAω
A− 1

2
elTl)]̇, (3.303)

como desejado. A outra simetria é dada por

δxµ = 0, δ pµ = 0, (3.304)

δω
A = ξ ω

A, δπ
A =−ξ π

A +
ξ̇

e3
ω

A, (3.305)

δe2 = 0, δe3 = 2ξ e3, δe4 =−

(
ξ̇

e3

)·
−2e4ξ , (3.306)

δλel = (δel )̇, δπel = 0, (3.307)

onde ξ = ε̇(e4− a3
a4

e3)+2ε(ė4− a3
a4

ė3). ε = ε(τ) é o parâmetro arbitrário da simetria. A variação

de SH também nos dá um termo de derivada total

δSH =
∫

dτ(
ξ̇

2e3
T4 + εa4e2

4 + ε
a2

3
a4

e2
3−2εa3a4e3)̇. (3.308)

Ambas as simetrias serão usadas posteriormente para discutirmos o conteúdo físico do modelo.

Vamos discutir a estrutura das equações de movimento de SH . Primeiro vemos que λe2 e

λe3 não podem ser determinados nem com o sistema de vínculos nem com as equações dinâ-

micas. Como eles estão presentes nas equações para Y = (xµ , pµ ,ω
A,πA), sua solução geral

contem funções arbitrárias. Contudo, podemos contornar este problema. De fato, a equação de

movimento (3.288) para xµ tem uma estrutura similar comparada à partícula relativística livre

descrita pela ação S =
∫

dτ( 1
2e ẋ2− e

2m2c2). No último caso, temos ẋµ = epµ , ṗµ = 0, junto

com o vínculo p2 +m2c2 = 0. A variável auxiliar e entra na solução como uma função arbi-

trária. A ambiguidade reflete a liberdade que temos para selecionar uma parametrização para a

trajetória da partícula. Podemos ver este fato de outra maneira, notando que a ação é invariante

sob reparametrizações

δxµ = ε ẋµ , δe = (εe)̇. (3.309)
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De fato, a variação de S tem a forma

δS =
∫

dτ[ε(
1
2e

ẋ2− e
2

m2c2)]̇. (3.310)

Neste caso, x0(τ), xi(τ) são consideradas equações paramétricas para a trajetória física xi(t).

Obtemos xi(t) invertendo x0(τ) com respeito a τ , τ = τ(x0), então xi(t) = xi(τ(x0)). A dinâmica

determinística da trajetória da partícula é dada por

dxi

dt
= c

ẋi

ẋ0 = c
pi

p0 . (3.311)

Podemos ainda mostrar que a partícula tem uma velocidade restrita. O vínculo p2 +m2c2 = 0

nos permite obter p0 como função dos momentos restantes,

p0 =
√

(pi)2 +m2c2. (3.312)

Assim, tomando o quadrado de (3.311) e usando (3.312),(
dxi

dt

)2

= c2 (pi)2

(pi)2 +m2c2 ⇒
(

dxi

dt

)2

< c2. (3.313)

Alternativamente, podemos mostrar que a velocidade da partícula não excede c se notarmos que

ẋ2 é negativo. Tomamos o quadrado de ẋµ = epµ junto com o vínculo p2 +m2c2 = 0

ẋ2|p2=−m2c2 =−e2m2c2. (3.314)

Como dxi

dt = c ẋi

ẋ0 ,(
dxi

dt

)2

= c2
(

ẋi

ẋ0

)2

= c2
(

1− e2m2c2

(ẋ0)2

)
⇒
(

dxi

dt

)2

< c2. (3.315)

A situação descrita acima é similar no nosso modelo. Primeiro olhamos para a equação

de movimento ẋµ = e2
2 J5µ . A ambiguidade introduzida por e2 tem a mesma origem do que

para a partícula relativística livre, sendo relacionada com a invariância de reparametrizações da

teoria, veja (3.300)-(3.302). Então interpretamos xµ(τ) como as equações paramétricas para a

trajetória física xi(t), cuja dinâmica determinística é governada por

dxi

dt
= c

J5i

J50 . (3.316)

Neste caso também podemos mostrar que a velocidade da partícula não pode exceder a velo-

cidade da luz, embora o vínculo p2 +m2c2 = 0 não esteja presente na formulação. Para isso,



91

observamos que

(J5µ)2 +4(a3(ω
5)2 +a4(π

5)2) = 0, (3.317)

devido aos vínculos (πA)2 +a3 = 0, ωAπA = 0 e (ωA)2 +a4 = 0. Isolamos J50

J50 =
√
(J5i)2 +4(a3(ω5)2 +a4(π5)2), (3.318)

e o usamos no quadrado da velocidade (3.316). Portanto,(
dxi

dt

)2

= c2 (J5i)2

(J5i)2 +4(a3(ω5)2 +a4(π5)2)
⇒
(

dxi

dt

)2

< c2. (3.319)

Equivalentemente, o quadrado da equação de movimento para xµ nos dá

ẋ2 =−e2
2(a3(ω

5)2 +a4(π
5)2), (3.320)

ou seja, ẋ2 é negativo para todo a3,4 > 0. (3.320) implica a restrição na velocidade da partícula(
dxi

dt

)2

= c2
(

1−
e2

2(a3(ω
5)2 +a4(π

5)2)

(ẋ0)2

)
< c2. (3.321)

Assim, (J5µ)2 +4(a3(ω
5)2 +a4(π

5)2) = 0 faz o papel de p2 +m2c2 = 0 para a partícula livre

relativística.

Agora discutiremos a estrutura do setor (ωA,πB). As equações de movimento para ωA e πB

contem ambos e2 e e3. Para remover esta arbitrariedade, buscamos equações de quantidades do

modelo que não possuam dependência com e3. Notamos que

J̇µν = e2(pµJ5ν − pνJ5µ), (3.322)

J̇5µ = e2 pνJνµ . (3.323)

Removemos a ambiguidade introduzida por e3. Assim como no caso anterior, interpretamos

JAB(τ) como as equações paramétricas para JAB(t). Assim, a dinâmica determinística de JAB

pode ser encontrada excluindo e2

dJµν(t)
dt

= c
J̇µν

ẋ0 = 2c
pµ(t)J5ν(t)− pν(t)J5µ(t)

J50(t)
, (3.324)

dJ5µ(t)
dt

= c
J̇5µ

ẋ0 = 2c
pν(t)Jνµ(t)

J50(t)
. (3.325)

A dinâmica acima pode ser reproduzida se usarmos a noção de invariantes de calibre (ou gauge).
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As variáveis JAB são invariantes com respeito à simetria (3.304)-(3.307)

δJAB = 2[ξ ω
A
π

B +ω
A(−ξ π

B +
ξ̇

e3
ω

B)+

−ξ ω
B
π

A−ω
B(−ξ π

A +
ξ̇

e3
ω

A)]≡ 0. (3.326)

Isto indica que as equações de movimento não podem depender da função arbitrária e3, como

vimos em (3.322). Além do mais, a invariância δJAB = 0 nos permite interpretarmos estas

variáveis como possíveis observáveis do modelo.

Busca pela formulação Lagrangiana.

Agora vamos encontrar a formulação Lagrangiana correspondente à ação Hamiltoniana SH .

Primeiro, notamos que H0 em (3.287) tem a forma

1
2

PaGabPb +
e2

2
mch̄+

a3

2
e3 +

e4

2
T4,

onde Pa = (pµ ,πµ ,π5) e Gab = Gab(ωA,el) é uma matriz 9×9 não singular,

detG = e8
2e3(ω

5)6(ωA)2,

que pode ser escrita esquematicamente como

Gab =


0(4×4) e2ω5ηµν

(4×4) e2ων

(4×1)

e2ω5η
µν

(4×4) e3η
µν

(4×4) 0(4×1)

e2ω
µ

(1×4) 0(1×4) −e3(1×1)

 . (3.327)

A notação 0(4×4) indica que o primeiro elemento de Gab acima é formado pela matriz nula

4× 4, por exemplo. Para achar a Lagrangiana, invertemos as equações Hamiltonianas para as

variáveis de posição Qa = (xµ ,ων ,ω5), Q̇a = GabPb, com respeito a Pa, Pa = G−1
ab Q̇b. Então

escrevemos

L = (PaQ̇a−H0)|Pa=G−1
ab Q̇b . (3.328)

Assim,

L =
1
2

G−1
ab Q̇aQ̇b− e2

2
mch̄− a3

2
e3−

e4

2
T4. (3.329)

O problema de restabelecer a formulação Lagrangiana partindo da ação Hamiltoniana é redu-
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zido a obter a inversa da matriz Gab. Como G−1
ab é dada por

G−1
ab =


− e3

e2
2(ω

5)2 hµν
1

e2ω5 hµν
1

e2(ωA)2 ων

1
e2ω5 hµν

1
e3(ωA)2 ωµων − ω5

e3(ωA)2 ων

1
(e2ωA)2 ωµ − ω5

e3(ωA)2 ωµ
(ω5)2

e3(ωA)2

 , (3.330)

onde hµν = ηµν −
ωµ ων

(ωA)2 e detG−1 = 1
e8

2e3(ω5)6(ωA)2 , finalmente temos a Lagrangiana

L =− e3

2e2
2(ω

5)2 ẋ2 +
1

e2ω5 ω̇ ẋ+
1

2e3(ωA)2 (ω
A
ω̇

A− e3

e2ω5 ω ẋ)2+

−e2

2
mch̄− a3

2
e3−

e4

2
[(ωA)2 +a4]. (3.331)

Ela é definida no espaço de configurações {xµ ,ωµ ,ω5,e2,e3,e4}. e2, e3, e4 são variáveis au-

xiliares, m, c, h̄ tem o seu significado usual, a3,4 são constantes positivas e estamos usando a

notação ωx = ηµνωµxν . A ação S =
∫

dτL é invariante por reparametrizações,

δxµ = ε ẋµ , δω
A = εω̇

A, (3.332)

δel = (εel )̇, (3.333)

onde ε = ε(τ) é o parâmetro arbitrário, bem como sob ação da simetria local

δxµ = 0, δω
A = ξ ω

A, (3.334)

δe2 = 0, δe3 = 2ξ e3, δe4 =−

(
ξ̇

e3

)·
−2e4ξ , (3.335)

onde ξ = ε̇(e4− a3
a4

e3)+2ε(ė4− a3
a4

ė3) e ε = ε(τ) é uma função arbitrária de τ . Para ver isso,

reescrevemos L numa forma equivalente, rearranjando seus termos

L =− e3

2e2
2(ω

5)2 [(Dxµ)2− 1
(ωA)2 (Dxµ

ωµ)
2]+

1
2e3

(ω̇A)2−

−e2

2
mch̄− e4

2
[(ωA)2 +R], (3.336)

onde usamos a definição sugestiva de derivada covariante

Dxµ = ẋµ − e2

e3
J5µ

L

e o correspondente momento angular no espaço de configurações J5µ

L ,

J5µ

L = ω
5
ω̇

µ − ω̇
5
ω

µ .
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Sob reparametrizações, os termos de L variam segundo

δ

(
− e3

2e2
2(ω

5)2

)
=−ε

2

(
e3

2e2
2(ω

5)2

)
+

e3

2e2
2(ω

5)2 ε̇, (3.337)

δDxµ = (εDxµ )̇, δDxµ
ωµ = (εDxµ

ωµ )̇, (3.338)

δ

(
1

2e3
(ω̇A)2

)
=

(
ε

1
2e3

(ω̇A)2
)
,̇ (3.339)

δ (e4[(ω
A)2 +a4]) = (εe4[(ω

A)2 +a4])̇. (3.340)

Com as transformações acima, encontramos δL = (εL)̇. Sob a simetria (3.334), (3.335) as

seguintes quantidades são invariantes

δ

(
e3

e2
2(ω

5)2

)
= 0, (3.341)

δ

(
e2

e3
J5µ

L

)
= 0, (3.342)

δ (Dxµ) = 0, (3.343)

δ

(
(Dxµωµ)

2

(ωA)2

)
= 0 (3.344)

Vamos usá-las para mostrar que δL = div. Primeiro, tomamos um ξ = ξ (τ) arbitrário. Como o

primeiro termo de (3.336) é invariante (veja a lista acima), temos

δL =
1
2
{2ξ̇

e3
ω̇

A
ω

A−2ξ a3e3−δe4[(ω
A)2 +a4]−2ξ e4(ω

A)2}. (3.345)

Se tomarmos δe4 = −2e4ξ − χ , onde χ é uma função a ser determinada, então podemos can-

celar o último termo em (3.345). Ficamos com

δL =
1
2
{2ξ̇

e3
ω̇

A
ω

A +χ[(ωA)2 +a4]−2ξ (a3e3−a4e4)} (3.346)

Assim escolhemos χ =
(

ξ̇

e3

)
˙ e o fator 2ξ (a3e3− a4e4) será uma derivada total quando ξ =

ε̇(e4− a3
a4

e3)+2ε(ė4− a3
a4

ė3). Finalmente chegamos a

δL =
1
2
{ ξ̇

e3
[(ωA)+a4]+2ε[e2

4a4−2a3e3e4 +
a2

3
a4

e2
3]}̇, (3.347)



95

como afirmamos.7 As simetrias acima tiveram um papel crucial quando discutimos o setor

físico da teoria. Em particular, devido à invariância por reparametrizações, interpretamos xµ =

xµ(τ) como a trajetória parametrizada para xi(t); i = 1,2,3 e a outra simetria local nos permitiu

achar algumas quantidades invariantes, como por exemplo JAB, que são possíveis candidatos a

observáveis do modelo.

De acordo com a teoria geral [20, 28, 29], a presença de simetrias locais em uma Lagrangi-

ana singular é equivalente à presença de vínculos de primeira classe na descrição Hamiltoniana

correspondente. Parte dos vínculos que aparecem no curso da hamiltonização de L são os que

usamos para construir o espaço de spin. Reconstruiremos a formulação Hamiltoniana via o

método de Dirac para sistemas vinculados, mas antes vamos analisar as consequências da La-

grangiana obtida. Começamos escrevendo as equações de Euler-Lagrange (usamos L dada em

(3.331))

δS
δe2

= 0⇒ e3

e2ω5 ẋ2− ω̇ ẋ+
ω ẋ

(ωA)2 ∆−
e2

2ω5

2
mch̄ = 0, (3.348)

δS
δe3

= 0⇒ 1
2e2

2(ω
5)2 ẋ2 +

∆2

2e2
3(ω

A)2 +
ω ẋ∆

e2e3ω5(ωA)2 +
a3

2
= 0, (3.349)

δS
δe4

= 0⇒ (ωA)2 +a4 = 0, (3.350)

δS
δxµ

= 0⇒ [− e3

e2
2(ω

5)2 ẋµ +
1

e2ω5 ω̇µ −
∆

e2ω5(ωA)2 ωµ ]̇ = 0, (3.351)

δS
δωµ

= 0⇒ [
1

e2ω5 ẋµ +
1

e3(ωA)2 ∆ωµ ]̇ =−
∆2

e3(ωA)4 ωµ+

+
1

e3(ωA)2 ∆(ω̇µ −
e3

e2ω5 ẋµ)− e4ωµ , (3.352)

δS
δω5 = 0⇒−[ ∆

e3(ωA)2 ω
5 ]̇ =

e3

e2
2(ω

5)3 ẋ2− 1
e2(ω5)2 ω̇ ẋ+

+
∆2

e3(ωA)4 ω
5 +

∆

e3(ωA)2 (−ω̇
5 +

e3

e2(ω5)2 ω ẋ)+ e4ω
5, (3.353)

onde ∆=ωAω̇A− e3
e2ω5 ω ẋ. Vamos enumerar algumas conclusões que podem ser obtidas a partir

das equações de movimento.

7Observe que temos uma simetria da forma
...
ε
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a) δS
δe4

= 0 implica o vínculo (ωA)2 +a4 = 0, que, por sua vez leva a

ω
A
ω̇

A = 0. (3.354)

Ambas (3.350) e (3.354) serão usadas para simplificar as equações de movimento.

b) Como ∂L
∂xµ = 0, podemos integrar a equação de movimento para xµ

p̃µ =− e3

e2
2(ω

5)2 ẋµ +
1

e2ω5 ω̇
µ − e3(ω ẋ)

e2
2(ω

5)2a4
ω

µ , (3.355)

onde p̃µ é um quadrivetor constante e usamos (3.350) and (3.354).

c) Podemos demonstrar mais uma vez que a velocidade da partícula é menor que c. Usando

(3.350) e (3.354) de volta nas equações para e3, encontramos

ẋ2 =−
(
(ω ẋ)2

a4
+a3e2

2(ω
5)2
)
≡−ζ

2. (3.356)

Como ẋµ é do tipo tempo, a velocidade da partícula é limitada por c

ẋ2 =−ζ
2⇒

(
dxi

dt

)2

= c2
(

1− ζ 2

(ẋ0)2

)
< c2. (3.357)

d) Vamos obter a equação que corresponde à equação de Dirac na formulação Lagrangiana.

Se usarmos (3.350), (3.354) e (3.356) na equação para e2, então

ω̇ ẋ+ e2ω
5a3e3 +

e2
2ω5

2
mch̄ = 0. (3.358)

Contraímos (3.355) com ẋµ e usamos (3.356), (3.358), obtendo

p̃ẋ+
e2

2
mch̄ = 0. (3.359)

Na teoria de Dirac do elétron, ẋµ ∼ Γµ . Assim podemos interpretar (3.359) como a equação de

Dirac.

e) Vamos mostrar que as equações de movimento Lagrangianas implicam e4 =
a3
a4

e3. Com-

binamos as equações para ωA

0 = ω
µ δS

δωµ
+ω

5 δS
δω5 =−e4(ω

A)2 +a3e3. (3.360)

Já que (ωA)2 =−a4, temos e4 =
a3
a4

e3, como afirmamos. Vamos discutir uma maneira alternativa

para encontrarmos e4 =
a3
a4

e3. Existe a seguinte identidade

ω
A ∂L

∂ω̇A = 0, (3.361)
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que pode ser verificada explicitamente

ω
µ ∂L

∂ω̇µ
+ω

5 ∂L
∂ω̇5 =

1
e2ω5 (ω ẋ)− (ω ẋ)e3

e2ω5e3
≡ 0. (3.362)

Se diferenciarmos a identidade acima

ω̇
A ∂L

∂ω̇A +ω
A ∂L

∂ωA = 0, (3.363)

onde usamos as equações de movimento ∂L
∂ωA =

(
∂L

∂ω̇A

)
.̇ Já que

ω̇
A ∂L

∂ω̇A =
1

e2ω5 (ω̇ ẋ)+
∆

e3(ωA)2 ω
A
ω̇

A, (3.364)

e

ω
A ∂L

∂ωA =− 1
e2ω5 (ω̇ ẋ)+

∆

e3(ωA)2 ω
A
ω̇

A− e4(ω
A)2+

+
e3

e2
2(ω

5)2 ẋ2− ∆2

e3(ωA)2 (3.365)

então a equação (3.363) fornece (sobre a superfície dos vínculos)

0 = a4e4 +
e3

e2
2(ω

5)2 (ẋ
2 +

(ω ẋ)2

a4
)⇒ e4 =

a3

a4
e3 (3.366)

onde usamos (3.356).

f) Juntando as informações acima, é possível simplificar as equações de movimento para as

variáveis ωA. A equação para ω5 assume a forma(
ω ẋ
e2

)·
= a3e3ω

5 +
a4e2

2ω5 mch̄+
(ω ẋ)
e2ω5

(
e3

a4e2
ω ẋ− ω̇

5
)
. (3.367)

A equação para ωµ fica(
a4

e2ω5 ẋµ +
(ω ẋ)
e2ω5 ω

µ

)·
= (ω ẋ)p̃µ −a3e3ω

µ . (3.368)

Hamiltonização: método de Dirac para sistemas vinculados.

Como queremos quantizar o modelo e confirmar que somos levados à equação de Dirac, va-

mos reescrever sua formulação Hamiltoniana de acordo com o método de Dirac para sistemas

vinculados e confirmar que a Lagrangiana (3.331) realmente implica na formulação Hamiltoni-

ana (3.286). Partimos dos momentos conjugados

pµ =
∂L
∂ ẋµ

=− e3

e2
2(ω

5)2 ẋµ +
1

e2ω5 ω̇µ −
1

e2ω5(ωA)2 (ω
A
ω̇

A− e3

e2ω5 ω ẋ)ωµ , (3.369)
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πµ =
∂L

∂ω̇µ
=

1
e2ω5 ẋµ +

1
e3(ωA)2 (ω

A
ω̇

A− e3

e2ω5 ω ẋ)ωµ , (3.370)

π5 =
∂L

∂ω̇5 =− 1
e3(ωA)2 (ω

A
ω̇

A− e3

e2ω5 ω ẋ)ω5, (3.371)

e vínculos primários

πel =
∂L
∂ ėl

= 0; l = 2,3,4. (3.372)

Invertendo as equações (3.369), (3.370) e (3.371) (elas são a forma explícita de Pa = G−1
ab Q̇b),

expressamos as velocidades em termos dos momentos e variáveis de configuração

ẋµ = e2(ω
5
π

µ −π
5
ω

µ), (3.373)

ω̇
µ = e3π

µ + e2ω
5 pµ , (3.374)

ω̇
5 = e3π

5 + e2 pω. (3.375)

Estamos aptos agora a escrever a Hamiltoniana H0,

H0 = (pµ ẋµ +πAω
A +πel ėl−L)|(3.372),(3.373),(3.374),(3.375)

=
e2

2
(pµJ5µ +mch̄)+

e3

2
[(πA)2 +a3]+

e4

2
[(ωA)2 +a4]. (3.376)

A Hamiltoniana completa é dada por H =H0+λel πel , onde λel , l = 2,3,4 são os multiplicadores

de Lagrange para os vínculos primários πel = 0, que é exatamente (3.286). De acordo com o

método de Dirac, vínculos devem ser zero por todo o tempo. Então, temos a seguinte cadeia de

vínculos de etapas superiores

Segunda etapa:

T2 = pµJ5µ +mch̄ = 0

T3 = (πA)2 +a3 = 0,

T4 = (ωA)2 +a4 = 0.

(3.377)

Terceira etapa:

T5 = ω
A
πA = 0. (3.378)
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Quarta etapa:

e4−
a3

a4
e3 = 0. (3.379)

Este último vínculo, por sua vez, nos permite encontrar um dos multiplicadores de Lagrange

λe4 =
a3

a4
λe3. (3.380)

O par (e4− a3
a4

e3,πe4) é de segunda classe. Eliminamos essas variáveis passando do parêntesis

de Poisson para o de Dirac. Notamos que o par (ωAωA+a4,ω
AπA) também é de segunda classe.

Como eles são invariantes sob ação de SO(2,3), os parêntesis de Poisson e de Dirac para os J’s

coincidem, veja (3.280). Relembramos que vamos quantizar o modelo de acordo com a álgebra

(3.261)), então mantemos os vínculos na formulação. Ficamos então com o seguinte quadro: a

Hamiltoniana completa é

H =
e2

2
(pµJ5µ +mch̄)+

e3

2
[(πA)2 +a3]+

a4

2
[(ωA)2 +a4]+

+λe2πe2 +λe3πe3 . (3.381)

Temos a cadeia de vínculos

πe2 = 0, πe3 = 0, (3.382)

pµJ5µ +mch̄ = 0, (πA)2 +a3 = 0, (3.383)

(ωA)2 +a4 = 0, ω
A
π

A = 0. (3.384)

As equações de movimento são

ẋµ =
e2

2
J5µ , ṗµ = 0; (3.385)

ω̇
µ = e3π

µ + e2ω
5 pµ , π̇

µ = e2π
5 pµ − a3

a4
e3ω

µ ; (3.386)

ω̇
5 = e3π

5 + e2 pω, π̇
5 = e2 pπ− a3

a4
e3ω

5; (3.387)

ė2 = λe2, πe2 = 0; (3.388)

ė3 = λe3, πe3 = 0. (3.389)

Isto completa a realização dinâmica. Nossos próximos passos serão discutir a quantização

canônica do modelo e ainda resolver as equações de movimento clássicas.

Formulações equivalentes.

Antes de continuarmos, vamos discutir duas formulações equivalentes para o nosso modelo.

A estrutura da Lagrangiana (3.331) sugere pelo menos duas modificações na sua estrutura, a
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saber

a) a mudança de variáveis: e2ω5→ ẽ2,

b) a substituição (ωA)2→−a4 no terceiro termo.

A ideia por trás de a) e b) é simplesmente a simplificação da forma de L. Com isso, geramos

as seguintes Lagrangianas,

L1 =−
e3

2ẽ2
2

ẋ2 +
1
ẽ2

ω̇ ẋ+
1

2e3(ωA)2 (ω
A
ω̇

A− e3

ẽ2
ω ẋ)2+

− ẽ2

2ω5 mch̄− a3

2
e3−

e4

2
[(ωA)2 +a4]; (3.390)

L2 =−
e3

2e2
2(ω

5)2 ẋ2 +
1

e2ω5 ω̇ ẋ− 1
2e3a4

(ωA
ω̇

A− e3

e2ω5 ω ẋ)2+

−e2

2
mch̄− a3

2
e3−

e4

2
[(ωA)2 +a4]. (3.391)

Para o primeiro caso, a Hamiltoniana correspondente é dada por

H1 =
ẽ2

2ω5 T2 +
e3

2
T3 +

e4

2
T4 +λẽ2πẽ2 +λe3πe3 +λe4πe4. (3.392)

Os vínculos coincidem com os da formulação inicial e as equações de movimento também

são as mesmas como antes, com exceção da substituição e2ω5 → ẽ2, que nada mais é que

uma mudança de variáveis, logo as formulações são equivalentes. Para o caso b), não estamos

fazendo uma troca de variáveis. Então não é possível concluir imediatamente a equivalência

entre L e L2. Vamos analisar em detalhes a formulação Hamiltoniana de L2 (neste caso, também

vamos usar a substituição e2ω5→ ẽ2). Os momentos conjugados são

pµ =−e3

ẽ2
2

ẋµ +
1
ẽ2

ωµ −
∆

a4ẽ2
ωµ , (3.393)

πµ =
1
ẽ2

ẋµ −
∆

a4e3
ωµ , (3.394)

π5 =
∆

a4e3
ω

5, (3.395)

onde ∆ = ωAω̇A− e3
ẽ2

ω ẋ. Encontramos então as velocidades como função dos momentos e

variáveis de configuração

ẋµ =
ẽ2

ω5 (ω
5
π

µ −π
5
ω

µ), (3.396)

ω̇
µ = ẽ2 pµ + e3π

µ , (3.397)

ω̇
5 =

ẽ2

ω5 pω + e3π
5 +

e3π5

(ω5)2 T4. (3.398)
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Observamos que as equações acima são as mesmas que para L1, a única diferença aparece em

(3.398): ela contem um termo adicional proporcional a T4. Neste caso, a Hamiltoniana também

conterá um termo a mais proporcional a T4

H2 =
ẽ2

2ω5 T2 +
e3

2
T3 +

1
2

[
e4− e3

(π5)2

(ω5)2

]
T4+

+λẽ2πẽ2 +λe3πe3 +λe4πe4. (3.399)

As equações de movimento são

ẋµ =
ẽ2

ω5 (ω
5
π

µ −π
5
ω

µ), ṗµ = 0; (3.400)

ω̇
µ = ẽ2 pµ + e3π

µ , π̇
µ =

ẽ2

ω5 π
5 pµ −

(
e4− e3

(π5)2

(ω5)2

)
ω

µ ; (3.401)

ω̇
5 =

ẽ2

ω5 pω + e3π
5 +

e3π5

(ω5)2 T4,

π̇
5 =

ẽ2

ω5 pπ + e3
(π5)2

(ω5)3 T4−
(

e4− e3
(π5)2

(ω5)2

)
ω

5. (3.402)

Vínculos de etapas superiores são dados por

T2 = pµJ5µ +mch̄ = 0, (3.403)

T3 = (πA)2 +a3 = 0, (3.404)

T4 = (ωA)2 +a4 = 0, (3.405)

T5 = ω
A
πA = 0, (3.406)

e4−
(π5)2

(ω5)2 e3−
a3

a4
e3 = 0. (3.407)

O multiplicador de Lagrange λe4 pode ser encontrado com a evolução do último vínculo acima

λe4 =

[
a3

a4
+

(π5)2

(ω5)2

]
λe3 +

[
(π5)2

(ω5)2

]·
e3. (3.408)

Se substituirmos os vínculos (3.405) e (3.407) de volta nas equações de movimento, então elas

coincidem com as de H, sendo que a diferença está na substituição e2ω5→ ẽ2. Como somos

levados à mesma formulação dinâmica, concluímos que as formulações H e H2 também são

equivalentes. Destacamos ainda que a modificação b), isto é, a substituição (ωA)2 → a4 em

L efetivamente só gerou um deslocamento na variável e4 na formulação Hamiltoniana e4 →
e4− (π5)2

(ω5)2 e3.
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3.4.6 Quantização canônica

Com a formulação hamiltoniana em mãos, estamos aptos a quantizar o modelo. O par

(e4− a3
a4

e3,πe4) foi eliminado da construção e deixamos o par (ωAωA+a4,ω
AπA) intocado pois

os parêntesis de Dirac e Poisson das quantidades JAB coincidem, veja (3.280). Quantizamos

o modelo de acordo com (3.282), (3.283) e o vínculo de primeira classe pµJ5µ +mch̄ = 0 é

imposto ao vetor de estado, levando precisamente à equação de Dirac, como desejado.

3.4.7 Solução para as equações clássicas de movimento

Estamos interessados em resolver as equações de movimento para as variáveis que possuem

invariância local: xi(t), pµ(t) e JAB(t). Suas equações são

dxi

dt
= c

J5i(t)
J50(t)

,
d pµ

dt
= 0 (3.409)

dJµν(t)
dt

= 2c
pµ(t)J5ν(t)− pν(t)J5µ(t)

J50(t)
, (3.410)

dJ5µ(t)
dt

= 2cpν

Jνµ(t)
J50(t)

, (3.411)

veja (3.316), (3.324) e (3.325). Elas foram obtidas de

ẋµ =
e2

2
J5µ , (3.412)

J̇µν = e2(pµJ5ν − pνJ5µ), (3.413)

J̇5µ = e2 pνJνµ , (3.414)

eliminando a ambiguidade devido a e2. Como as equações (3.409)-(3.411) não dependem de

e2 e e3, podemos tomá-los como quiser. A escolha mais simples que nos permite resolver

(3.412)-(3.414) é fazer e2 constante. Após integrar (3.412)-(3.414), estaremos aptos a cons-

truir a solução de (3.409)-(3.411). Como veremos, teremos dois tipos de soluções distintas.

Uma delas prevê o Zitterbewegung: além do movimento linear, a partícula também oscila com

frequência angular constante. A outra solução nos fornece um movimento parabólico.

Fixado então e2 constante, vemos que J5µ obedece uma equação diferencial de segunda

ordem fechada, que nos permitirá obter as soluções de xµ(τ) e JAB(τ). De fato,

J̇5µ = e2 pνJνµ ⇒ J̈5µ = e2
2 pν(pνJ5µ − pµJ5ν), (3.415)

onde usamos a equação (3.413) para Jµν (pµ é um quadrivetor constante já que ṗµ = 0). Usando
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o vínculo

pνJ5ν =−mch̄

temos então

J̈5µ − e2
2 p2J5µ = e2

2mch̄pµ , (3.416)

cuja solução depende do sinal de p2. Vamos discutir as duas possibilidades separadamente.

i) Primeiro caso: p2 =−|p|2 < 0.

Neste caso, a solução geral de (3.416) é dada por

J5µ =
mch̄
|p|2

pµ +Aµ cos(ωτ)+Bµ sin(ωτ), (3.417)

onde ω = e2|p|. Como ẋµ = e2
2 J5µ , a solução para xµ(τ) é

xµ(τ) = X µ + e2
mch̄
2|p|2

pµ
τ +

1
2|p|

Aµ sin(ωτ)− 1
2|p|

Bµ cos(ωτ). (3.418)

Podemos também integrar a equação J̇0i = e2(p0J5i− piJ50)

J0i = Σ
0i +

1
|p|

(p0Ai− piA0)sin(ωτ)−

− 1
|p|

(p0Bi− p0Bi)cos(ωτ), (3.419)

onde Aµ , Bµ , X µ e Σ0i são constantes. Os J’s restantes são dados por

Ji j = (J50)−1(J5iJ0 j− J5 jJ0i). (3.420)

Escreveremos a solução explícita para os Ji j em um momento. Antes, vamos considerar algu-

mas restrições sobre as soluções. Para que o vínculo T2 = 0 seja satisfeito, devemos ter

pµJ5µ =−mch̄+ pAcos(ωτ)+ pBsin(ωτ) =−mch̄, ∀τ. (3.421)

Assim, deve valer

pµAµ = 0, (3.422)

pµBµ = 0. (3.423)

Quando mostramos que a partícula possuia velocidade limitada por c, usamos o fato que (J5µ)2 <

0, veja (3.317). Assim, as constantes Aµ e Bµ são tais que

A2 cos2(ωτ)+2ABsin(ωτ)cos(ωτ)+B2 sin2(ωτ)<

(
mch̄
|p|

)2

, ∀τ. (3.424)
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Vamos olhar agora para a solução xµ(τ). Como o modelo apresenta invariância de reparame-

trizações, x0 deve ser uma função monótona de τ . Assim, fazemos A0 = B0 = 0. Esta restrição

sobre a componente zero de (3.418) nos dá (por simplicidade, fixamos X0 = 0)

x0 = ct =
e2mch̄
2|p|2

p0
τ ⇒ τ =

2|p|2

e2mh̄p0 t. (3.425)

Conseguimos então encontrar xi = xi(t),

xi(t) = X i + c
pi

p0 t +
1

2|p|
Ai sin(ω̃t)− 1

2|p|
Bi cos(ω̃t), (3.426)

onde ω̃ = 2|p|3
mh̄p0 . A solução para Ji j com A0 = B0 = 0 é dada por,

Ji j = (
mch̄
|p|2

p0)−1{mch̄
|p|2

(pi
Σ

0 j− p j
Σ

0i)+
p0

|p|
(BiA j−B jAi)+

sin(ωτ)[
mch̄
|p|3

p0(piA j− p jAi)+Bi
Σ

0 j−B j
Σ

0i]+

cos(ωτ)[−mch̄
|p|3

p0(piB j− p jBi)+Ai
Σ

0 j−A j
Σ

0i]}. (3.427)

Para que as soluções acima sejam consistentes, devemos ainda verificar se a equação J̇5µ =

e2 pνJνµ é satisfeita. Substituindo nesta equação as soluções que obtivemos, para cada valor

que o índice livre µ pode assumir, teremos uma identidade quando,

µ = 0⇒ piΣ
i0 = 0, (3.428)

µ = i⇒ mch̄Σ
0i = |p|(AiB0−A0Bi), (3.429)

ou seja, fixamos as constantes Σ0i. Temos ainda uma última restrição a ser considerada no

modelo:

(JAB)2 = 8[(ωA)2(πB)2− (ωA
π

A)2] = 8a3a4. (3.430)

Substituindo as soluções para as variáveis J, temos

(JAB)2 = −2(J5µ)2−2(J0i)2 +(Ji j)2

= 2
(

mch̄
|p|

)2

−2(~A2 +~B2)+2
(
|p|

mch̄

)2

(~A2~B2− (~A ·~B)2)

= 8a3a4, (3.431)

ou seja, (
mch̄
|p|

)2

− (~A2 +~B2)+

(
|p|

mch̄

)2

(~A2~B2− (~A ·~B)2) = 4a3a4. (3.432)
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Vamos discutir a solução xi(t), que é dada por um movimento retilíneo,

Ri(t) = X i + c
pi

p0 t (3.433)

somado ao movimento oscilatório

Zi(t) =
1

2|p|
Ai sin(ω̃t)− 1

2|p|
Bi cos(ω̃t), (3.434)

nomeado por Schrödinger de Zitterbewegung [97]. Começamos mostrando que de fato a velo-

cidade da partícula é restrita. Para isso, vamos precisar das restrições (3.422)-(3.423) quando

A0 = B0 = 0,

~p ·~A = 0, ~p ·~B = 0; (3.435)

(~Acos(ω̃t)+~Bsin(ω̃t))2 <

(
mch̄
|p|

)2

. (3.436)

Agora olhamos para o quadrado da velocidade,(
d~x
dt

)2

= c2 ~p2

(p0)2 +
|p4|

(mh̄p0)2 (
~Acos(ω̃t)+~Bsin(ω̃t))2

< c2 ~p2

(p0)2 +
|p4|

(mh̄p0)2
(mch̄)2

|p|2
= c2, (3.437)

como queríamos. Curiosamente, o Zitterbewegung se dá num plano perpendicular ao movi-

mento retilinear, devido a (3.435). Poderíamos agora nos perguntar se o Zitterbewegung pode

ser circular. Neste caso, de acordo com (3.434), devemos ter |~A| = |~B| ≡ r e ~A ·~B = 0. Substi-

tuindo estas condições em (3.432), encontramos a seguinte equação para r,(
|p|

mch̄
r2− mch̄

|p|

)2

= 4a3a4. (3.438)

Mas pela restrição (3.436), obrigatoriamente,

r2 =
mch̄
|p|

(
mch̄
|p|
−2
√

a3a4

)
. (3.439)

Finalmente, com a solução acima temos o valor do raio para que o Zitterbewegung seja circular

|~Z|= 1
2|p|

√(
mch̄
|p|

)2

−2
mch̄
|p|
√

a3a4. (3.440)

Após a quantização, conseguimos ainda fixar o valor do produto entre as constantes a3 e a4, já

que

(ĴAB)2 =−2h̄2(Γµ)2 + h̄2(Γµν)2 = 20h̄2 = 8a3a4. (3.441)
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Assim, o raio acima toma o valor

|~Z|= h̄
2|p|

√(
mc
|p|

)2

−
√

10
mc
|p|

. (3.442)

Para concluir, vamos calcular o seguinte momento angular associado ao Zitterbewegung

~s = m~Z× d~Z
dt

=
|p|

2h̄p0
~A×~B. (3.443)

Usaremos~s um pouco mais à frente para darmos uma possível interpretação para o spin.

Vamos resumir os resultados obtidos com as restrições correspondentes. A solução para as

variáveis invariantes de calibre são,

xi(t) = X i + c
pi

p0 t +
1

2|p|
Ai sin(ω̃t)− 1

2|p|
Bi cos(ω̃t), (3.444)

J5µ(t) =
mch̄
|p|2

pµ +Aµ cos(ω̃t)+Bµ sin(ω̃t), (3.445)

J0i =
p0

|p|
(Ai sin(ωτ)−Bi cos(ωτ)), (3.446)

Ji j(t) =
|p|

mch̄
(BiA j−B jAi)+

1
|p|

(piA j− p jAi)sin(ω̃t)−

− 1
|p|

(piB j− p jBi)cos(ω̃t), (3.447)

onde são válidas as seguintes restrições

~p ·~A = 0, ~p ·~B = 0; (3.448)

(~Acos(ω̃t)+~Bsin(ω̃t))2 <

(
mch̄
|p|

)2

, (3.449)(
mch̄
|p|

)2

− (~A2 +~B2)+

(
|p|

mch̄

)2

(~A×~B)2 = 4a3a4. (3.450)

ii) Segundo caso: p2 =+|p|2 > 0.

A solução geral de (3.416) é agora dada por

J5µ(τ) =−mch̄
|p|2

pµ +Aµeωτ +Bµe−ωτ , (3.451)

com ω = e2|p|. Com J5µ(τ) nas mãos, podemos integrar ambas as equações para xµ e Jµν .

xµ(τ) = X µ − e2mch̄
2|p|2

pµ
τ +

1
2|p|

Aµeωτ − 1
2|p|

Bµe−ωτ , (3.452)

Jµν(τ) = Σ
µν +

1
|p|

(pµAν − pνAµ)eωτ − 1
|p|

(pµBν − pνBµ)e−ωτ , (3.453)
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onde Aµ , Bµ , X µ e Σµν são constantes. Devemos nos lembrar que somente J0i são independen-

tes. Ji j são dados por (3.420). Vamos agora checar a consistência das soluções. J̇5µ = e2 pνJνµ

impõe, para µ = 0,

piΣ
i0 = 0. (3.454)

Para µ = i, devemos ter

J̇5i = e2(p0J0i + p jJ ji) (3.455)

onde Ji j = (J50)−1(J5iJ0 j−J5 jJ0i). Com esses Ji j substituídos em (3.455), podemos encontrar

os Σ0i,

Σ
0i =

2|p|
mch̄

(A0Bi−B0Ai). (3.456)

Agora, retornamos com esses dados em (3.420), obtendo os Σ’s restantes,

Σ
i j =

2|p|
mch̄

(AiB j−A jBi). (3.457)

Vamos agora impor as restrições que os vínculos da teoria impõem. Para que T2 seja válido,

pµJ5µ =−mch̄+ pAeωτ + pBe−ωτ =−mch̄, ∀τ, (3.458)

colocamos então

pµAµ = 0, (3.459)

pµBµ = 0. (3.460)

Como antes, (J5µ)2 < 0,

(J5µ)2 =

(
mch̄
|p|

)2

+A2e2ωτ +2AB+B2e−2ωτ < 0, ∀τ. (3.461)

Como e2ωτ cresce, A2 deve ser negativo.

A2 < 0, (3.462)

pelo menos para τ →+∞. A solução geral para xi(τ) e x0(τ) é

xi(τ) = X i− e2mch̄
2|p|2

pi
τ +

1
2|p|

Aieωτ − 1
2|p|

Bie−ωτ , (3.463)

x0(τ) = X0− e2mch̄
2|p|2

pµ
τ +

1
2|p|

A0eωτ − 1
2|p|

B0e−ωτ . (3.464)

Este movimento hiperbólico já foi observado [111]. Infelizmente a descrição aqui não pode ser
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dada com tantos detalhes como no primeiro caso. É impossível inverter x0 = x0(τ). Podemos,

entretanto, exibir uma solução estacionária no seguinte sentido: τ → +∞. Neste caso, x0 é

proporcional a eωτ e os termos com τ e e−ωτ são desprezíveis comparados a eωτ . Então,

x0(τ)≈ 1
2|p|

A0eωτ ⇒ eωτ =
2|p|c

A0 t, (3.465)

que implica

xi(t) = X i + c
Ai

A0 t. (3.466)

Se lembrarmos que A2 < 0, veja (3.462), então a velocidade da partícula é restrita

A2 =−|A|2⇒ (A0)2 = ~A2 + |A|2. (3.467)

Substituindo esta expressão no quadrado da velocidade(
d~x
dt

)2

= c2
~A2

(A0)2 = c2
~A2

~A2 + |A|2
< c2, (3.468)

como queríamos. Finalmente, resta considerar o vínculo (JAB)2 = 8a3a4.

8a3a4 = (JAB)2 = −2(J5µ)2 +(Jµν)2

= −2
(

mch̄
|p|

)2

+(Σµν)2−8AB. (3.469)

Para o cálculo acima usamos os fatos que pA = pB = 0 e ainda pµΣµν = 0. Calculando então

(Σµν)2, chegamos a

4a3a4 =−
(

mch̄
|p|

)2

+

(
2|p|
mch̄

)2

[(~A×~B)2− (A0~B−B0~A)2]−4AB. (3.470)

Para finalizar, façamos um resumo das soluções obtidas com as respectivas restrições. As

variáveis xµ e JAB são dadas por,

xµ(τ) = X µ − e2mch̄
2|p|2

pµ
τ +

1
2|p|

Aµeωτ − 1
2|p|

Bµe−ωτ , (3.471)

J5µ(τ) =−mch̄
|p|2

pµ +Aµeωτ +Bµe−ωτ , (3.472)

Jµν(τ) = Σ
µν +

1
|p|

(pµAν − pνAµ)eωτ − 1
|p|

(pµBν − pνBµ)e−ωτ , (3.473)

onde ω = e2|p|. Infelizmente neste caso só foi possível escrever a solução na sua forma implí-
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cita. As constantes de integração satisfazem,

pµAµ = pµBµ = 0, pµΣ
µν = 0; (3.474)

Σ
0i =

2|p|
mch̄

(A0Bi−B0Ai), Σ
i j =

2|p|
mch̄

(AiB j−A jBi); (3.475)

4a3a4 =−
(

mch̄
|p|

)2

+

(
2|p|
mch̄

)2

[(~A×~B)2− (A0~B−B0~A)2]−4AB. (3.476)

Por fim, as constantes Aµ e Bµ são tais que (J5µ)2 < 0 para todo τ . Em particular, como

τ →+∞, temos A2 < 0.

3.4.8 Variáveis livres do Zitterbewegung

No trabalho [97], Schrödinger separou o operador de posição ~̂x para o elétron de Dirac em

duas partes, uma relacionada com o movimento retilíneo e a outra com o Zitterbewegung. As

duas partes são chamadas usualmente de centro de massa e centro de carga. Na nossa teoria,

para o análogo ao centro de massa (coordenadas de Pryce-Newton-Wigner), tomamos

x̃µ = xµ +
1

2p2 pνJµν . (3.477)

A equação de movimento para a variável x̃ é

˙̃xµ = ẽpµ ; ẽ≡−e2mch̄
2p2 , (3.478)

onde usamos as equações de movimento de JAB dadas em (3.322), (3.323) e o vínculo (3.284).

Assim, a partícula x̃ se move numa linha reta x̃i(t) = X i + c pi

p0 t, livre do Zitterbewegung. A

equação (3.478) nos permite interpretar pµ como o momento para variável x̃µ . É interessante

observar que x̃µ(t) é invariante de calibre. Para p2 < 0, a velocidade da partícula é restrita.

Escrevemos (p0)2 = (pi)2 + |p|2. Assim, substituindo p0 no quadrado da velocidade fornece(
dx̃i

dt

)2

= c2 (pi)2

(pi)2 + |p|2
< c2. (3.479)

Para as variáveis de spin livres do Zitterbewegung tomamos o vetor de Pauli-Lubanski

Sµ =
1
2

ε
µναβ pνJαβ . (3.480)

Ele não precessiona Ṡµ = 0 e no sistema onde a partícula não tem movimento retilíneo pµ =

(mc,0,0,0), temos

Sµ = (0,
1
2

mcε
i jkJ jk), (3.481)
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que é exatamente o gerador de rotações em 3 dimensões, como esperado. Sµ(t) é também

invariante de calibre. Substituindo a solução (3.446) para Ji j em Si dado acima, encontramos

Si =
mc
h̄

ε
i jkB jAk. (3.482)

Agora utilizando o vetor~s construído em (3.443), temos

Si = 2mcsi. (3.483)

Logo, temos uma possível interpretação para o vetor de spin de Pauli-Lubanski: é o momento

angular associado ao Zitterbewegung.

3.4.9 Comparação com a teoria de Barut-Zanghi

Barut e Zanghi construíram um tensor de spin Sµν com ajuda do espinor de Dirac z

Sµν =
i
4

z̄[γµ ,γν ]z. (3.484)

Parte das equações de movimento são

ẋµ = vµ ; Ṡµν = π
µvν −π

νvµ . (3.485)

Se fizermos a identificação J5µ ↔ vµ , Jµν ↔ Sµν e pµ ↔ 1
2πµ , então, no calibre e2 = 2 nossas

equações coincidem com as de Barut e Zanghi.

3.4.10 Generalização: modelo com p2 +m2c2 = 0

Quando derivamos a equação de Dirac, obrigamos que as matrizes αµ satisfizessem a ál-

gebra (3.200), que implicava na relação p2 +m2c2 = 0. Isto é, cada uma das 4 componentes de

ψ = (ψa), a = 1,2,3,4 em (3.204) satisfazem

(p2 +m2c2)ψa = 0. (3.486)

Por outro lado, classicamente o vínculo

T2 = pµJ5µ +mch̄ = 0 (3.487)

não implica em

T1 = p2 +m2c2. (3.488)
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Para melhorar esta situação seria interessante construir uma teoria em que T1 aparecesse como

um vínculo independente. Observe que quando discutimos as variáveis x̃ em (3.477), para que

a partícula tivesse velocidade restrita, pedimos que p2 < 0. Esta situação é imediatamente satis-

feita caso a teoria contenha T1. Vamos então discutir brevemente o modelo para uma partícula

com spin onde além de T2, a teoria apresente também o vínculo T1 [112]. A ação Hamiltoniana

neste caso será

S =
∫

dτ[pµ ẋµ +πAω̇
A +πea ėa−H] (3.489)

onde a = 1,2,3,4 e

H =
ea

2
Ta +λeaπea. (3.490)

Estamos usando a mesma notação anterior. A única diferença da Hamiltoniana acima para

(3.286) é a presença do termo e1
2 T1, juntamente com o multiplicador de Lagrange e momento

correspondente: λe1πe1 . A variação da ação com respeito às variáveis ωA e πB nos leva às mes-

mas equações dadas em (3.289)-(3.290) e (3.293)-(3.294). A variação com respeito às variáveis

auxiliares ea nos leva aos vínculos Ta = 0. Como antes, Ṫ4 = 0 implica T5 = 0. Já temos todos

os vínculos que definem a superfície de spin. Com Ṫ5 = 0 obtemos e4 =
a3
a4

e3 e por fim o mul-

tiplicador λe4 =
a3
a4

λe3 . Como anteriormente, λe2 e λe3 não podem ser encontrados, bem como

λe1 , já que adicionamos o vínculo de primeira classe T1 na formulação. Anteriormente, quando

e1 = 0, as variáveis e2 e e3 entravam como funções arbitrárias nas equações de movimento para

ωA e πB. xµ só tinha o arbítrio devido a e2, que estava relacionado com invariância de repa-

rametrizações da teoria. Agora a própria equação de movimento para xµ possui dois arbítrios

devidos a e1 e e2

ẋµ = e1 pµ +
e2

2
J5µ . (3.491)

Variáveis com dinâmica ambígua não representam observáveis do modelo, que é exatamente o

caso de xµ . Neste sentido matamos o Zitterbewegung: como para ea = const. temos

ẍµ =−1
2

e2
2Jµν pν , (3.492)

a coordenada apresenta o movimento oscilatório, que como discutimos, não pode ser um fenô-

meno observável. De acordo com a teoria geral [20, 28, 29], as variáveis físicas são aquelas que

possuem dinâmica determinística. Para a variável de posição, assim como antes, tomamos as

coordenadas de Pryce-Newton-Wigner

x̃µ = xµ +
1

2p2 pνJµν . (3.493)
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A equação de movimento para x̃µ é

˙̃xµ = ẽpµ ; ẽ = e1 +
h̄e2

2mc
. (3.494)

Se lembrarmos que ṗµ = 0, temos uma estrutura similar à da partícula relativística livre: a

ambiguidade devido a ẽ está relacionada com a invariância de reparametrizações da teoria. A

dinâmica determinística é dada por

dx̃i

dt
= c

pi

p0 . (3.495)

Como p2 +m2c2 = 0, a velocidade da partícula x̃ é restrita. Observe que estas coordenadas são

livres do Zitterbewegung.

Para as variáveis de spin livres do Zitterbewegung tomamos, como antes, o vetor de spin de

Pauli-Lubanski,

Sµ =
1
2

ε
µναβ pνJαβ . (3.496)

Não há diferença nenhuma desta parte para a da Subseção anterior, já que com o acréscimo

do vínculo T1 = 0, o setor (ωA,πB) ficou intocado. Vamos terminar com um comentário sobre

a interação com o campo eletromagnético externo. As equações de Klein-Gordon e Dirac na

presença de campo externo são dadas por (3.221) e (3.213). Logo os vínculos que deveriam

reproduzi-las são

T̃1 = (pµ − eAµ)2− e
2

FµνJµν +m2c2 = 0, (3.497)

T̃2 = (pµ − eAµ)J5µ +mch̄ = 0. (3.498)

O seu parêntesis de Poisson é dado por

{T̃1, T̃2}=
e
2

∂αFµνJµνJ5α . (3.499)

Quando o campo externo é constante,

{T̃1, T̃2}= 0. (3.500)

Assim, os vínculos são de primeira classe e conseguimos ligar a interação sem quebrar as sime-

trias locais do modelo.
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3.4.11 Resumo dos resultados

Apresentamos uma derivação da equação que primeiramente tentou descrever efeitos de

spin: a equação de Pauli. Usando somente argumentos ligados com Mecânica Quântica (princí-

pio da superposição) e Relatividade Especial (tratar momento e energia no mesmo pé de igual-

dade), derivamos a equação de Dirac. Ela apresenta variáveis adicionais que descrevem o spin

relativisticamente. Mostramos um dos grandes sucessos da equação de Dirac: ela leva à equa-

ção de Pauli no limite de baixas energias (e campo eletromagnético fraco). Levantamos então

alguns problemas da equação de Dirac, entre eles, um desequilíbrio entre variáveis de posição

e momento; a velocidade do elétron de Dirac e o Zitterbewegung para motivar a construção

de um modelo semiclássico que pode contornar estas dificuldades. A descrição dos graus de

liberdade de spin foram feitos numa superfície 7-dimensional imersa no espaço de fase ωA,πB

equipado com os parêntesis de Poisson {ωA,πB} = ηAB. A superfície foi definida pelas equa-

ções (πA)2 +a3 = 0, ωAπA = 0 e (ωA)2 +a4 = 0, onde a3,4 são constantes positivas. No lugar

das variáveis iniciais, usamos variáveis de momento angular J5µ ,J0i como coordenadas do es-

paço de spin. As razões, entre outras, são

1. JAB(t) são quantidades invariantes de calibre do modelo. Logo, podem ser possíveis

observáveis para a teoria.

2. A quantização das variáveis de spin JAB leva às matrizes Γ e à álgebra correspondente.

Além do mais, o modelo também apresenta o vínculo pµJ5µ +mch̄ = 0, que imposto no vetor

de estado produz a equação de Dirac na quantização.

Apresentamos uma possível realização dinâmica do modelo: a ação Hamiltoniana foi de-

finida no espaço de fase com coordenadas xµ , pν , ωA, πB, el e πel . As variáveis auxiliares

el garantiram a aparência dos vínculos desejados que definem a superfície do spin. Devido à

relação (J5µ)2 +4[a3(ω
5)2 +a4(π

5)2] = 0, a partícula possui velocidade restrita, veja (3.321).

Esta propriedade contorna o primeiro problema da equação de Dirac discutido anteriormente,

que os únicos possíveis valores para a velocidade do elétron são ±c.

O modelo apresentou duas simetrias locais, sendo uma delas invariância de reparametriza-

ções.

Resolvemos as equações de movimento para as variáveis invariantes de calibre xi(t) e

JAB(t). Ambas as soluções apresentaram Zitterbewegung. Foi possível mostrar que o Zitter-

bewegung ocorre num plano ortogonal ao movimento retilíneo. Outra possível solução para as

equações de movimento produziu um movimento hiperbólico.
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Exibimos variáveis também invariantes de calibre x̃i(t), operador de posição de Pryce-

Newton-Wigner do elétron de Dirac, que resolveu os problemas da equação de Dirac:

i) Como ˙̃xµ = ẽpµ , pµ pode ser interpretado como o momento conjugado a x̃µ .

ii) Para p2 < 0, a partícula x̃ tem uma velocidade restrita, veja (3.479).

iii) A solução x̃i = x̃i(t) é livre do Zitterbewegung.

Para as variáveis de spin livres do Zitterbewegung tomamos o vetor de spin de Pauli-

Lubanski. Mostramos o seguinte resultado: o vetor de spin de Pauli-Lubanski pode ser in-

terpretado como o momento angular associado ao Zitterbewegung (3.483). Discutimos também

outra maneira de matar o movimento oscilatório da partícula x, [112]. Foi construído um mo-

delo com ambos os vínculos p2 +m2c2 = 0 e pµJ5µ +mch̄ = 0. O vínculo de primeira classe

p2 +m2c2 = 0 é o gerador de uma simetria local para xµ , que não pode ser invariante de gauge.

Neste caso, o modelo é livre do Zitterbewegung, já que xµ não pode ser observável. Este modelo

supre uma deficiência do modelo anterior, já que pµJ5µ +mch̄ = 0 não implica na relação de

dispersão p2 +m2c2 = 0. Por fim descrevemos como fazer a interação do modelo com campo

eletromagnético externo homogêneo.
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4 CONCLUSÃO

Começamos este trabalho motivando o uso de método de Dirac-Bergmann para hamiltoni-

zação de sistemas singulares a partir de vários exemplos, incluindo mecânicas clássica e quân-

tica, teoria eletromagnética, teoria de Yang-Mills, gravitação, teoria de cordas e membranas, te-

orias de calibre e partícula relativística livre. Eles compartilham a seguinte similaridade: todos

são descritos por uma Lagrangiana singular, cuja análise pode ser feita utilizando o algoritmo de

Dirac para a correspondente hamiltonização. Apresentamos então o método em detalhes, numa

sequência de passos. Discutimos também a interpretação para teorias singulares para os casos

em que estão presentes vínculos de primeira e segunda classes separadamente. Como continu-

ação natural, estendemos o método para teorias de campo. Com alguns exemplos, deixamos

claro certas sutilezas que aparecem quando passamos de sistemas discretos para contínuos.

O objetivo central desta tese foi apresentar diversas aplicações distintas para o método de

Dirac, tanto para sistemas mecânicos discretos quanto para contínuos. Vamos resumir os resul-

tados.

1. Após revisar um algoritmo de obtenção de simetrias locais para teorias singulares, des-

crevemos o método para teorias de campo. O método de obtenção de simetrias pode ser

resumido da seguinte maneira: partindo de uma Lagrangiana singular, constroi-se uma

Lagrangiana estendida, equivalente à inicial através de métodos algébricos e em termos

das quantidades da formulação inicial. Os geradores das simetrias da teoria estendida são

os próprios vínculos (de primeira classe) da formulação inicial. O método é aplicado para

alguns exemplos, incluindo Eletromagnetismo, Yang-Mills e modelo Sigma não linear.

2. Apresentamos uma maneira de obter as regras cinemáticas da Relatividade Especial Du-

pla de Magueijo-Smolin, incluindo a relação de dispersão deformada de energia-momento

e a transformação de Lorentz não linear dos momentos. Partimos de uma Lagrangiana

singular invariante sob a ação do grupo SO(1,4). A relação de dispersão deformada apa-

rece quando fixamos um calibre específico. A regra de transformação dos momentos

surge quando impomos a covariância do calibre escolhido.
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3. Mostramos que é possível obter a equação de Schrödinger a partir de uma reformulação

do paradigma da quantização canônica, onde espaço e tempo são quantizados. Usamos

uma Lagrangiana singular com invariância de reparametrizações, construída usando a

forma paramétrica da trajetória da partícula. O vínculo do modelo, imposto sobre o vetor

de estado, fornece a equação de Schrödinger. Observamos ainda que não precisamos pos-

tular a equação de Schrödinger, já que ela surge naturalmente da formulação da mecânica

clássica de uma partícula com invariância de reparametrizações.

4. Após uma revisão sobre as descrições do spin, incluindo a equação de Pauli e a equação de

Dirac, construímos um modelo semiclássico que descreve uma partícula relativística com

spin. Usamos variáveis de momento angular para parametrizar o espaço do spin, que é

construído a partir de vínculos presentes no formalismo Hamiltoniano correspondente. A

quantização do modelo leva à equação de Dirac e às matrizes gama. O modelo conseguiu

cobrir algumas dificuldades apresentadas pela equação de Dirac, apesar de não apresentar

a relação p2 +m2c2 = 0, antes da quantização. Assim, como sua generalização natural,

discutimos por fim um modelo que continha as mesmas propriedades do primeiro, além de

conter também a condição de massa prevista pela relatividade especial para toda partícula

massiva.
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5 PERSPECTIVAS

Na Seção 3.4 discutimos como o modelo de partícula relativística com spin poderia cobrir

os problemas da equação de Dirac levantados. Para isso, definimos coordenadas

x̃µ = xµ +
1

2p2 pνJµν . (5.1)

A partícula x̃ apresentou as seguintes propriedades:

a) pµ foi interpretado como o momento conjugado a x̃µ ;

b) A partícula possui velocidade restrita devido à relação p2 +m2c2 = 0;

c) A partícula x̃ é livre do indesejável Zitterbewegung.

Contudo, precisamos pagar um preço para esta descrição: temos uma geometria não co-

mutativa, já que {x̃µ , x̃ν} 6= 0. Neste caso, as letras a), b) e c) acima nos motivam a usar não

comutatividade para analisar o modelo de partícula relativística com spin.
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