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RESUMO

O desenvolvimento de modelos matemáticos da resposta imunológica permite que os me-
canismos desse sistema de defesa possam ser melhor compreendidos. O objetivo principal
deste trabalho é a representação de diferentes escalas da interação entre patógeno e hos-
pedeiro durante infecção e tratamento para auxiliar o estudo desses elementos através
do estabelecimento do acoplamento de modelos matemáticos distintos. São apresentados
dois exemplos de acoplamento. No primeiro um modelo em que o processo de inflamação
local no pulmão é descrito por Equações Diferenciais Parciais (EDP) enquanto um sis-
tema de Equações Diferenciais Ordinárias (EDO) é utilizado para representar a resposta
sistêmica. A simulação de diferentes cenários permite a análise da dinâmica de diversas
células do sistema imune na presença de um patógeno (bactéria). Foi mostrado através
da análise de resultados qualitativos do acoplamento de modelos que a ação da resposta
sistêmica é essencial para eliminação das bactérias. No segundo exemplo, um conjunto
de equações diferenciais ordinárias representando uma infecção pelo vírus da hepatite C
(HCV) é acoplado a um sistema de equações diferenciais parciais que foi desenvolvido
para representar a dinâmica intracelular. Esse exemplo permitiu o estudo da replicação
do HCV sob efeito de terapia com uso de drogas do tipo DAAs (Direct Acting Anti-virus)
e foi validado comparando-se a dados experimentais. Os resultados reforçam que a partir
dessas representações utilizando acoplamentos de modelos computacionais novas análi-
ses matemáticas e simulações de outros cenários podem ser realizadas em um espaço de
tempo razoável, auxiliando o estudo do complexo sistema imune e o desenvolvimento de
tratamento de infecções.

Palavras-chave: Métodos Numéricos Aplicados. Biologia Computacional. Doenças Infec-
ciosas.



ABSTRACT

The development of mathematical models of the immune response allows a better under-
standing of the multifaceted mechanisms of this defense system. The main purpose of this
work is to represent different scales and aspects of the host-pathogen interaction during
infection and treatment by the coupling of distinct mathematical models. Two examples
are defined. On the first example the local tissue inflammation processes are described by
Partial Differential Equations (PDEs) whereas a system of Ordinary Differential Equa-
tions (ODEs) is used as a model for the systemic response. The simulation of distinct
scenarios allows the analysis of the dynamics of different immune cells in the presence of
a bacteria. It was shown with the qualitative analysis of the results of the coupled model
that the systemic response is essential to eliminate the bacteria. In the second example a
set of ordinary differential equations representing infection of the hepatitis C virus (HCV)
is coupled to a set of partial differential equations that was developed to represent intracel-
lular dynamics. That example allowed the study of HCV replication under therapy using
direct acting antiviral drugs (DAAs) and was validated comparing to experimental data.
The results support that with the coupling of computational models, other mathematical
analysis and simulations could be performed, in a reasonable time frame, aiding to the
study of the complex immune system and the development of treatment to infections.

Key-words: Applied Numerical Methods. Computational Biology. Infectious Diseases.
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13

1 INTRODUÇÃO

1.1 DEFINIÇÃO DO PROBLEMA

As doenças infecciosas são a segunda causa de morte após as doenças cardíacas e a
principal causa de morte em crianças e adolescentes no mundo (WHO, 2014; OLIVEIRA
et al., 2004). A maior parte das doenças infecciosas que afeta os seres humanos são causa-
das por micro-organismos chamados patógenos. Os patógenos podem ser extremamente
diversos, podendo ser classificados de forma geral em 4 tipos: bactérias, vírus, fungos e
parasitas (PARHAM, 2014; CASADEVALL; PIROFSKI, 2000).

Um dos sistemas mais importantes presente nas mais diversas e distintas formas
de vida é o sistema imunológico (ou sistema imune), Seu papel primário é o de identi-
ficar e eliminar uma ampla gama de patógenos, nos protegendo da morte por infecções
(MARCHUK, 1997; PERELSON; WEISBUCH, 1997).

Em mamíferos, o sistema imunológico é composto por uma vasta e complexa rede
de moléculas, células, tecidos e órgãos especializados em defender o organismo contra
doenças (Figura 1). Para alcançar este objetivo, o sistema imunológico, após identificar o
patógeno, cria uma rede de defesa com o objetivo de eliminar o invasor. Cabe também ao
sistema imunológico eliminar as células do próprio organismo que possam se comportar
de forma anormal, que por exemplo, originariam tumores, caso não fossem eliminadas. O
sistema imunológico é ainda responsável pelo processo de eliminação de células mortas e
renovação de algumas das estruturas do organismo (SOMPAYRAC, 2008).

A compreensão da interação dos patógenos com o sistema imune permite o de-
senvolvimento de terapias e vacinas (ABBAS; LICHTMAN, 2010; SOMPAYRAC, 2008).
Entretanto, a sua grande complexidade e a interação entre seus muitos componentes, em
níveis distintos, tornam a tarefa extremamente complicada. Uma ferramenta que tem sido
de grande auxílio para o entendimento do funcionamento deste sistema é a modelagem
matemática. Através do uso de modelos matemáticos, pesquisadores da área de imuno-
logia podem realizar experimentos in silico e testar hipóteses em um curto período de
tempo através de análises do comportamento do modelo, ajudando no direcionamento de
estudos in vitro e in vivo (CELADA; SEIDEN, 1992; PERELSON, 2002; DEEM, 2005;
KIM; LEVY; LEE, 2009; NAMAS et al., 2013).

Dois exemplos de doenças infecciosas são tratadas neste trabalho: pneumonia cau-
sada pela bactéria Staphlylococcus aureus (S.aureus) após uma infecção causada pelo vírus
da Influenza; e a infecção causada pelo vírus da hepatite C. Um resumo com as principais
características dessas doenças infecciosas e uma justificativa para o desenvolvimento de
modelos matemáticos dessas doenças são apresentados a seguir.
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Figura 1 – Órgãos do sistema imune espalhados pelo corpo humano. A figura mostra vários
elementos envolvidos na defesa do corpo humano a invasores. Adaptado de NIH
(2007)

1.1.1 Infecção por S. aureus após Influenza

A pneumonia adquirida na comunidade, ou seja, fora do ambiente hospitalar, é
causada entre 1 % a 10 % das vezes pela bactéria Staphlylococcus pneumonia e 55 % pela
bactéria S. aureus (SANTOS; NASCIMENTO; GUERRA, 2008; MCCABE et al., 2009;
KALLEN et al., 2009). S. aureus é uma bactéria do tipo gram-positiva com diâmetros
de 0.5 a 1.5 µm (HARRIS; FOSTER; RICHARDS, 2002) que pode atuar tanto como
comensal colonizando a pele humana, narinas e trato gastro intestinal, quanto como um
patógeno quando ultrapassa as barreiras físicas, podendo causar pneumonia e septicemia
com altas taxas de mortalidade (Figura 2) (CHMEL; PERSON; TECSON-TUMANG,
1981; LOWY, 1998; JENKINS et al., 2014). Devido a relatos de aumento na incidência
e gravidade de infecções por Staphylococcus nos últimos anos há um maior interesse em
compreender as interações dessa bactéria com as diferentes células do corpo humano
(PIRES et al., 2014).

S. aureus é o maior causador de infecções hospitalares e geralmente difícil de tratar
devido a resistência que desenvolve a medicamentos antimicrobianos (KLEIN; SMITH;
LAXMINARAYAN, 2007). A infecção por S. aureus após uma gripe (Influenza) é uma
das principais causas de morte e os mecanismos ainda não são completamente conhecidos
(WANG et al., 2015). O estudo de Michailova et al. (2000) mostra aspectos da interação
do S. aureus com macrófagos nos alvéolos pulmonares e reforça que uma determinada
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Figura 2 – Staphylococcus aureus, esféricas e de cor mostarda, escapando de células brancas do
sangue (coloridas artificialmente de azul). Eletromicrografia colorida digitalmente da
referência DeLeo (2008), com aumento de 20.000x.

quantidade de células de defesa é necessária para eliminação do patógeno.

Modelos animais foram desenvolvidos para o estudo desse patógeno (MIZGERD;
SKERRETT, 2008) e outros especificamente para a coinfecção com o vírus da gripe
(MADHI; KLUGMAN; GROUP, 2004; LEE et al., 2010; IVERSON et al., 2011). Além
disso, o desenvolvimento de modelos in vitro 3D do pulmão podem auxiliar no estudo e
descoberta de novos medicamentos (HUANG; WISZNIEWSKI; CONSTANT, 2011).

Modelos matemáticos também são utilizados para estudo de coinfecção de pneumo-
nia com o vírus da gripe, principalmente considerando a bactéria S. pneumonia (SMITH;
MCCULLERS; ADLER, 2011; SMITH et al., 2013; CALBO; GARAU, 2009) e, poucos
consideram S. aureus (LEE et al., 2010; MARCHUK, 1997). Não encontramos até o mo-
mento um modelo matemático que represente uma infecção por S. aureus após Influenza
no tecido pulmonar acoplado a uma resposta inata com a ação de macrófagos como células
apresentadoras e a ativação de uma resposta sistêmica com produção de anticorpos.

1.1.2 Infecção pelo Vírus da Hepatite C

O vírus da Hepatite C (HCV) possui uma molécula de RNA linear de filamento
único orientada positivamente com aproximadamente 9600 nucleotídeos em seu genoma
que codifica 3 proteínas estruturais e 7 não estruturais (Figura 3). Foi classificado no
gênero Hepacivirus e família Flaviridae (APPEL et al., 2006; GASTAMINZA et al., 2008).

A infecção causada pelo HCV afeta de forma crônica aproximadamente 170 mi-
lhões de pessoas no mundo e é a principal causa de cirrose e câncer no fígado (WHO,
2014; GREMION; CERNY, 2005). Por muitos anos essa infecção não era completamente
compreendida devido a dificuldade de desenvolver um sistema de cultura do HCV in vitro.



16

Figura 3 – Vírus da hepatite C e seu genoma. Esse vírus apresenta um único filamento de
RNA em um nucleocapsídio icosaédrico. No genoma estão codificadas as proteínas
estruturais e não-estruturais que formam o vírus. Adaptado de Timpe e McKeating
(2008).

No entanto, o desenvolvimento recente de um sistema de cultura de células infectadas com
HCV (HCVcc) permite melhor investigação de processos que governam o ciclo de vida do
HCV (APPEL et al., 2006; ELLIOT; ARMSTRONG; MCLAUCHLAN, 2009; AFZAL et
al., 2014). Além disso, novas formas de distinguir e quantificar o material genético têm
sido desenvolvidas e aperfeiçoadas (CRAGGS et al., 2001; BESSAUD et al., 2001).

O HCV infecta principalmente as células do fígado, hepatócitos, e a Figura 4
mostra o ciclo de vida do HCV dentro de uma célula infectada.

Figura 4 – Internalização, replicação e exportação do HCV. Internalização do vírus na célula
(a); liberação do material genético no citoplasma (b); tradução mediada por IRES
e processamento da poli proteína (c); replicação do RNA (d); montagem de um
virion (e); maturação e exportação do virion (f). IRES, internal ribosome entry site.
Adaptado de Moradpour, Penin e Rice (2007).
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Após a entrada do vírus na célula, o material genético (RNA positivo) é liberado
e traduzido no citoplasma. O genoma do HCV codifica uma poliproteína a partir da
qual todas as proteínas necessárias para a replicação de novos vírus são sintetizadas. As
proteínas formam complexos de replicação junto com uma cópia de RNA negativo que
é inicialmente replicado e utilizado como um template para a replicação de novos RNA
positivos (Figura 3) (QUINKERT; BARTENSCHLAGER; LOHMANN, 2005).

As novas cópias de RNA positivo que foram replicadas podem ser utilizadas para
serem novamente traduzidas, replicadas, criando novos complexos de replicação ou mon-
tadas em partículas virais para serem exportadas, sendo que essa decisão não é claramente
conhecida (APPEL et al., 2006; ELLIOT; ARMSTRONG; MCLAUCHLAN, 2009; BIS-
CEGLIE, 2010). A replicação não depende somente de proteínas mas também de fatores
do hospedeiro (SCHELLER et al., 2009; JANGRA; YI; LEMON, 2010).

Ainda não existe uma vacina aprovada para a infecção pelo HCV e o tratamento
atual utiliza uma combinação de interferon peguilado, que age como um inibidor da re-
plicação, junto com ribavirina, que potencializa a ação do interferon (GOUTAGNY; IN-
CHAUSPE, 2009). Este tratamento permanece inadequado para um número significativo
de pacientes e uma alternativa recente, os agentes antivirais de ação direta, que tem como
alvo pequenas moléculas, se encontram em várias fases de desenvolvimento (GOUTAGNY;
INCHAUSPE, 2009; LIANG; GHANY, 2013), sendo que algumas já foram aprovadas para
uso.

Diversos modelos matemáticos têm sido utilizados para auxiliar na compreensão
da dinâmica do HCV (AVENDAñO et al., 2001; DIXIT, 2008; DAHARI et al., 2009a;
RIBEIRO et al., 2012) e valiosas contribuições podem ser obtidas através dessa mode-
lagem (CHATERJEE; GUEDJ; PERELSON, 2012). O efeito do tratamento também
foi representado no contexto da infecção por HCV em modelos que incluem terapias com
interferon–α (DAHARI et al., 2009b) e em combinação com ribavirina (BANERJEE; KE-
VAL; GAKKHAR, 2013) e ainda terapias com os novos antivirais de ação direta (GUEDJ;
NEUMANN, 2010; GUEDJ; PERELSON, 2011; GUEDJ et al., 2013; RONG et al., 2013).

No entanto, até o presente momento não encontramos um modelo matemático
que represente múltiplas escalas da infecção do HCV incluindo efeitos de tratamento e
replicação de ambos os filamentos de RNA dentro da célula.

1.2 JUSTIFICATIVA

Dada a complexidade do sistema imune, e sua interação com patógenos, a com-
preensão de seu funcionamento é essencial para a busca por melhoras na saúde humana
(MIRSKY et al., 2011). Os experimentos com animais são largamente utilizados para
analisar o comportamento do sistema imune. Entretanto, a relevância desses experimen-
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tos relacionados aos humanos já foi questionada pelas diferenças biológicas que são muitas
entre as espécies. Com isso, os modelos computacionais mostram grande potencial para
simulações complementando outros tipos de experimentos (MIAO et al., 2010).

Vários modelos computacionais têm sido propostos com a intenção de melhor com-
preender o funcionamento do sistema imune humano (HETHCOTE, 2000; PERELSON,
2002), cada um deles focando um determinado aspecto devido a complexidade de se ava-
liar o sistema como um todo (AGRAWAL; LINDERMAN, 1996; BOER, 1988; AN; LEE,
2001; BERNASCHI; CASTIGLIONE, 2001; WARRENDER, 2004; BARROZO; YANG,
2006; FLOWER; TIMMIS, 2010; DONG et al., 2010). Um longo caminho deve ser percor-
rido até que possamos desenvolver um simulador com tamanho grau de sofisticação, capaz
de integrar diferentes aspectos do sistema imune, porém os primeiros passos precisam ser
dados.

1.3 HIPÓTESE

Uma questão científica que emerge a partir desse cenário é a seguinte: Como
relacionar informações em diferentes escalas espaciais e temporais da resposta imune dis-
poníveis atualmente, obtidas através de experimentos in vitro e in vivo em um modelo
numérico?

Este trabalho assume que é possível relacionar informações de diferentes escalas
espaciais e temporais da resposta imune através do acoplamento de modelos matemáti-
cos computacionais, que compartilhem pelo menos uma variável comum, propondo dois
exemplos de acoplamentos distintos:

1. No primeiro exemplo de acoplamento é realizada uma prova de conceito apresen-
tando um modelo em que o processo de inflamação local no pulmão é descrito por
Equações Diferenciais Parciais (EDP), acoplado a um sistema de Equações Dife-
renciais Ordinárias (EDO) que representa a resposta sistêmica. A simulação de
diferentes cenários permite a análise da dinâmica de diversas células e moléculas do
sistema imune na presença de um patógeno. O acoplamento entre os dois modelos
visa criar um elo entre o comportamento do sistema imunológico na escala de um
tecido, quando um patógeno é identificado, e seus efeitos globais, em especial nos
nódulos linfáticos localizados próximos ao local infectado. Até a presente data, não
conhecemos outros trabalhos na literatura que explorem tal acoplamento no âmbito
da modelagem numérica (publicado (QUINTELA; SANTOS; LOBOSCO, 2014)).

2. No segundo exemplo, um conjunto de EDO que representa uma infecção pelo HCV é
acoplado a um sistema de equações diferenciais parciais baseadas no tempo desde a
infecção, que foi desenvolvido para representar a dinâmica de replicação intracelular
do vírus. O vírus extracelular pode ser eliminado do plasma por células do sistema
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imune e sua replicação dentro da célula, e posterior liberação de novos vírus, pode
ser bloqueada por tratamento. Este acoplamento foi validado comparando-se a dois
experimentos distintos in vitro (QUINTELA et al., em preparação.).

Existem várias formas de acoplar modelos em múltiplas escalas e compartimentos,
e não estamos propondo uma abordagem específica. Dessa forma, a contribuição científica
da tese é a apresentação de dois exemplos distintos de representação matemática do
acoplamento de diferentes aspectos do sistema imune e discutimos as diferenças e escolhas
para cada um deles. Iremos nos referir a cada exemplo pelo nome do patógeno causador
da infecção, S. aureus ou HCV.

As Figuras 5(a) e 5(b) descrevem um esquema com os passos dados para cada
acoplamento, destacando em vermelho o que foi desenvolvido nesta tese. No primeiro
exemplo (Figura 5(a)) um modelo pré-existente de equações diferenciais ordinárias que
representa a resposta específica no linfonodo (MARCHUK, 1997) foi compartimentalizado
e outro modelo foi utilizado para representar a dinâmica no tecido (PIGOZZO et al., 2012).
Os compartimentos foram acoplados considerando o fluxo entre eles.

Por outro lado, no segundo exemplo (Figura 5(b)) duas escalas foram acopladas
no mesmo compartimento (RONG et al., 2013). Um modelo de equações diferenciais
ordinárias que representa uma infecção por vírus (PERELSON, 2002) foi estendido para
uma abordagem multi-escala considerando produção de RNA dentro das células infectadas
(DAHARI et al., 2009b). Uma abordagem baseada na idade da infecção foi utilizada para
representar que a morte de uma célula infectada e a produção de mais vírus não são
constantes e dependem do tempo de infecção (RONG et al., 2013). A representação
intracelular foi estendida para considerar tradução de filamentos positivos de RNA e
ambos os filamentos dentro do complexo de replicação.

1.4 OBJETIVO

O objetivo geral do presente trabalho é demonstrar que a hipótese é verdadeira
oferecendo exemplos de modelos matemáticos acoplados que auxiliam na compreensão de
uma determinada doença infecciosa e do papel da resposta imune para apoiar o desen-
volvimento de melhores tratamentos e vacinas contra o patógeno causador da respectiva
doença.

1.5 ORGANIZAÇÃO DO TEXTO

O texto está organizado de forma a primeiramente formalizar os conceitos fun-
damentais relacionados aos fenômenos biológicos tratados (Capítulo 2). Em seguida, no
Capítulo 3 é apresentada uma revisão da literatura abordando os modelos que foram
desenvolvidos até o presente momento e apresentando a correlação com o trabalho atual.
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(a) Acoplamento S. aureus. Símbo-
los: A - antígeno, M - macrófagos,
T - linfócitos T, B - linfócitos B, P
- células do plasma, Y - anticorpos.
RM e AM representam macrófagos
em repouso e ativados, respectiva-
mente. LN representa o linfonodo.

(b) Acoplamento HCV. Símbolos:
V - carga viral, T - células alvo, I
- células infectadas, RNA+ - fila-
mento positivo de RNA. Um novo
estado do RNA positivo foi adici-
onado ao modelo intracelular para
representar a etapa de tradução e
uma representação para o filamento
negativo foi adicionada para repre-
sentar o complexo de replicação.

Figura 5 – Esquemas representativos dos passos realizados para os dois exemplos de acopla-
mento de modelos matemáticos. As etapas que foram desenvolvidas nessa tese estão
destacadas em vermelho.

O capítulo 4 descreve precisamente os métodos utilizados e modelos desenvolvidos.
Em seguida, são apresentados resultados do acoplamento de modelos de infecção e resposta
imune à bactéria S. aureus (Capítulo 5), e do modelo de infecção pelo vírus da hepatite C
(Capítulo 6). As considerações finais, apontando as contribuições do trabalho ao estado
da arte, as limitações da solução e expectativa de trabalhos futuros estão descritas no
último capítulo (7).
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2 PATÓGENOS E IMUNIDADE

Este capítulo apresenta os conceitos biológicos necessários para a compreensão
dos modelos tratados neste trabalho. Existe uma vasta bibliografia detalhando cada
processo biológico e não faz parte dos objetivos deste capítulo detalhar cada processo.
No entanto, espera-se contextualizar os modelos desenvolvidos oferecendo uma base para
melhor compreensão da proposta de trabalho. Serão tratados os principais elementos e
processos físicos a serem representados pelos modelos computacionais descrito ao longo
do trabalho.

Segundo Abbas e Litchman (2010), a ação de resistir a doenças infecciosas é defi-
nida como imunidade e o conjunto composto por células, tecidos e moléculas que traba-
lham para essa defesa é chamado de sistema imunológico. O termo resposta imuno-
lógica é empregado para definir a ação desses entes contra os micro-organismos infecciosos
(ABBAS; LICHTMAN, 2010).

O conjunto de células, tecidos e moléculas envolvidos na resposta imunológica pode
ser dividido em: imunidade inata e imunidade adquirida (ABBAS; LICHTMAN, 2010).
Segue abaixo uma breve descrição dos invasores estudados e principais características da
resposta imunológica.

2.0.1 PRINCIPAIS INVASORES

Os micro-organismos podem ter comportamentos diversos podendo atuar como
comensais ou causadores de doenças (PARHAM, 2014). Os organismos invasores cha-
mados comensais estabelecem uma relação alimentar harmônica, se beneficiando de seu
hospedeiro sem causar-lhe prejuízo. Esses organismos ajudam na digestão humana, pro-
cessando alimentos e produzindo vitaminas. Podem atuar também ajudando na prevenção
de doenças ao inibir a proliferação de outros micro-organismos causadores de doenças pela
competição por espaço (PARHAM, 2014).

Elementos causadores de doenças como os vírus, bactérias, fungos e parasitas
são chamados de patógenos (PARHAM, 2014; ALBERTS; JOHNSON; LEWIS, 2002).
Existem patógenos das mais diversas formas que colonizam variadas partes do corpo
humano (Figura 6), e quando se aproveitam de um organismo com defesas baixas são
chamados patógenos oportunistas (PARHAM, 2014).

Diferentes patógenos utilizam mecanismos distintos para infectar um hospedeiro.
A maioria das bactérias, por exemplo, vivem nos espaços entre as células e após serem
reconhecidas passam a ser alvos dos anticorpos (2.2.2) que enviam sinais para as células
fagocíticas (2.1.2) eliminarem esses micro-organismos (NIH, 2007).

Já os vírus e alguns tipos de bactérias e parasitas devem entrar nas células para
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Figura 6 – Exemplos de diversos patógenos que podem afetar o organismo humano. (a) Vírus
da imunodeficiência humana (HIV), causador da AIDS. (b) Vírus causador da gripe
(Influenza). (c) S. aureus, bactéria que coloniza a pele, causa comum de acne, into-
xicação alimentar e pneumonia. (d) Streptococcus pyogenesis, bactéria causadora da
febre escarlate e infecções de ouvido. (e) Salmonella enteritidis, bactéria causadora
de intoxicação alimentar. (f) Mycobacterium tuberculosis, bactéria causadora da tu-
berculose. (g) Em verde uma célula humana contendo Listeria monocytogenes (em
amarelo), bactéria que pode contaminar alimentos processados, causando listeriose
em mulheres grávidas e indivíduos com imunidade baixa. (h) Pneumocystis carinii,
fungo oportunista que infecta pacientes com AIDS e outros indivíduos com imunidade
baixa. (i) Epidermophyton floccosum, fungo que causa micose. (j) Candida albicans,
fungo comum no corpo humano que pode causar sapinho e outras infecções sistêmicas
mais graves. (k) Trypanosoma brucei (em laranja), protozoário que causa a doença
do sono africana. (l) Schistosoma mansoni, platelminto que causa esquistossomose.
Todas as imagens são micrografias eletrônicas coloridas artificialmente com exceção
da (i) que é uma micrografia de luz. Adaptado de Parham (2014).
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sobreviverem, e requerem, portanto, uma forma distinta de defesa. As células do hospe-
deiro infectadas exibem partes dos micróbios na sua superfície, sinalizando para células
efetoras, como alguns linfócitos T, para que destruam a célula infectada. Os anticorpos
também podem ajudar se ligando aos vírus antes que eles tenham a chance de infectar
uma célula (NIH, 2007). A parte dos patógenos que é reconhecida pelas células do sis-
tema imune como um invasor e causam o início da produção de anticorpos é chamada de
antígeno (SOMPAYRAC, 2008).

A interação entre patógenos e hospedeiros faz com que a dinâmica entre eles possa
alterar constantemente, como, por exemplo, com relação a gripe, embora os sintomas
sejam severos como febres e fortes dores, muitas variantes do vírus da gripe não oferecem
perigo à população saudável, que geralmente se recuperam em poucos dias. No entanto,
patógenos desconhecidos à população humana geralmente causam alta mortalidade en-
tre os infectados, por exemplo, o vírus do Ebola que apresentou taxas de até 90 % de
mortalidade em 2014 (PARHAM, 2014; ZAWILINSKA; KOSZ-VNENCHAK, 2014).

2.1 IMUNIDADE INATA

Também chamada de imunidade natural ou nativa, existe nos organismos saudá-
veis e funciona como uma barreira inicial a invasores externos que conseguem entrar no
tecido do hospedeiro (ABBAS; LICHTMAN, 2010). É formada basicamente por proteínas
plasmáticas ou do complemento, células que realizam fagocitose e outras células chamadas
Natural Killer (NK) (ABBAS; LICHTMAN, 2010; SOMPAYRAC, 2008).

2.1.1 Sistema do Complemento

O sistema do complemento (ou sistema complemento) é composto por cerca de
vinte proteínas distintas que trabalham juntas para destruir e sinalizar aos outros ele-
mentos do sistema imune que está ocorrendo uma invasão. Este sistema do complemento
existe inclusive nos ouriços do mar que evoluíram há cerca de 700 milhões de anos, sendo
considerado um sistema de defesa bem antigo (SOMPAYRAC, 2008).

2.1.2 Fagócitos

A fagocitose pode ser definida como o processo biológico no qual uma célula en-
gole outra. As células que realizam a fagocitose são chamadas de fagócitos. Os principais
fagócitos que fazem parte do sistema imune inato são os neutrófilos e os monócitos (Fi-
guras 7(a) e 7(b), respectivamente). Ambas são células sanguíneas produzidas na medula
óssea vermelha e recrutadas para o local da infecção onde têm como principais funções
reconhecer e realizar a fagocitose dos organismos invasores (ABBAS; LICHTMAN, 2010).
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A partir do momento que um fagócito identifica um corpo estranho, ele desenvolve
alongamentos (chamados de pseudópodes) que englobam o corpo estranho em uma espécie
de vesícula. Essa vesícula se funde a outra vesícula, chamada lisossomo, que contém
elementos tóxicos capazes de digerir células e corpos estranhos. Esse processo é um
refinamento da estratégia que vem sendo utilizada pelas amebas para se alimentarem há
bilhões de anos (SOMPAYRAC, 2008).

(a) Micrografia eletrônica colorida
de um neutrófilo engolfando o fungo
Candida albicans. Adaptado de Li-
brary (2013).

(b) Monócito diferenciado em
macrófago se alongando para fa-
gocitar uma bactéria. Adaptado
de Sompayrac (2008)

Figura 7 – Células do sistema imune inato que realizam fagocitose.

Neutrófilos também chamados de leucócitos polimorfonucleares (PMNs), são as célu-
las brancas mais abundantes no sangue, possuem diâmetro entre 12 e 15 µm e em
resposta à infecções tem sua produção na medula rapidamente aumentada. Sua pro-
dução é estimulada por moléculas chamadas citocinas que são produzidas por várias
células em resposta a uma infecção. De forma geral, os neutrófilos são as primeiras
células a chegarem ao local da infecção, ingerem os patógenos e morrem em pou-
cas horas (ABBAS; LICHTMAN, 2010). A morte dos neutrófilos está programada
para ocorrer em torno de cinco dias. Esse processo de morte natural programada é
chamado de apoptose. O principal motivo se deve ao fato dos neutrófilos entrarem
no tecido prontos para eliminar qualquer invasor e com isso acabam causando dano
ao tecido saudável também. Dessa forma, eles circulam pelo sangue em um estado
inativo e, quando ocorre uma infecção, as células epiteliais começam a expressar mo-
léculas que aderem aos neutrófilos fazendo com que eles entrem no tecido somente
quando está ocorrendo uma infecção (SOMPAYRAC, 2008).

Monócitos existem em menor quantidade em relação aos neutrófilos, mas, ao contrário
destes, os monócitos sobrevivem por mais tempo. Nos tecidos, essas células se
diferenciam em células chamadas macrófagos que possuem aproximadamente 21
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µm de diâmetro (ABBAS; LICHTMAN, 2010). Os macrófagos estão presentes sob
a pele, nos pulmões, intestinos e qualquer outra região do corpo que possa estar em
contato com o meio externo para oferecer uma barreira de proteção inicial. Estas
células existem basicamente em três estados:

i. em repouso, nos tecidos onde funcionam basicamente limpando resíduos gera-
dos pela renovação celular constante;

ii. ativados, quando recebem sinal de que houve uma invasão. Um sinal bastante
estudado é o contato com a citocina interferon gamma (IFN-γ) que é produzida
principalmente por células T-helper e células NK. Neste estado, funcionam
como células apresentadoras de antígenos;

iii. hiperativados, quando recebem um sinal direto de um invasor. Um exemplo de
sinal direto é o contato com a molécula lipopolissacarídeo (LPS) que faz parte
da membrana celular externa de bactérias do tipo Gram-negativas. Neste es-
tado o macrófago aumenta seu tamanho e sua taxa de fagocitose e produz uma
citocina (tumor necrosis factor - TNF) que é capaz de eliminar células tumorais
e células infectadas por vírus e ajuda a ativar outras células (SOMPAYRAC,
2008).

A Figura 7(a) mostra um macrófago se alongando para fagocitar uma bactéria.

2.1.3 Natural Killer

As células Natural Killer (NK) (Figura 8) representam cerca de 10% das células
brancas do sangue (linfócitos) e órgãos linfóides periféricos. Geralmente se encontram no
sangue e entram nos tecidos quando há sinalização de que está ocorrendo uma invasão
(ABBAS; LICHTMAN, 2010; SOMPAYRAC, 2008).

Figura 8 – Micrografia eletrônica colorida de uma célula do tipo NK. Adaptado de Gage e Red-
fern (2013).
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Assim como os macrófagos, também existem em estados diferentes. Quando em
repouso, podem produzir citocinas (TNF-γ, citocina que ativa os macrófagos) e eliminar
células infectadas, mas quando estão ativadas produzem citocinas em quantidade maior e
são ainda mais eficientes. A forma que as células NK utilizam para eliminar outras células
consiste em induzi-las a cometer “suicídio” (apoptose - semelhante à morte programada
do neutrófilo). A partir da identificação de que uma determinada célula possui algum
problema, a NK pode aderir a essa célula liberando proteínas ou expressando receptores
de superfície que disparam o processo de “suicídio” da célula (ABBAS; LICHTMAN,
2010; SOMPAYRAC, 2008).

2.2 IMUNIDADE ADQUIRIDA

Após quebrada a barreira inicial da pele e da resposta inata, há uma terceira
linha de defesa chamada de imunidade adquirida, específica ou adaptativa. Surgiu há
aproximadamente 200 milhões de anos com a evolução dos peixes e nos humanos alcançou
seu formato mais elaborado. Esse sistema permite a sobrevivência da vida humana pois
é capaz de reconhecer e se adaptar a diversos invasores (SOMPAYRAC, 2008).

A imunidade adquirida precisa ser ativada por células da imunidade inata a partir
da presença de invasores, e funciona adaptando-se para oferecer uma resposta para cada
tipo distinto de invasor. As principais células componentes da resposta adquirida são
os linfócitos T e linfócitos B e a sua ativação ocorre pelo contato direto com o invasor
ou através da apresentação de antígenos reconhecidos por células de imunidade inata
(BRODSKY; GUAGLIARDI, 1991; ABBAS; LICHTMAN, 2010).

A seguir uma breve descrição dos principais elementos da imunidade adquirida:

2.2.1 Linfócitos B

Assim como outras células do sangue, são produzidos na medula óssea. Nos primei-
ros dias de vida, essas células selecionam segmentos de código genético das duas proteínas
que formarão seus receptores, e então esses receptores assumem suas posições na superfí-
cie externa da membrana celular (ALBERTS; JOHNSON; LEWIS, 2002). Um esquema
do linfócito B maduro pode ser visto na Figura 9.

Cada linfócito B produz e expressa apenas um tipo de receptor em sua membrana.
Como os receptores são formados a partir de combinações genéticas gerando uma grande
diversidade de linfócitos B distintos, pode-se dizer que os linfócitos B são capazes de
reconhecer praticamente qualquer molécula orgânica existente (ALBERTS; JOHNSON;
LEWIS, 2002; SOMPAYRAC, 2008).

Quando um receptor de linfócito B, BCR (B Cell Receptor em inglês) reconhece
seu antígeno respectivo, denominamos a região do antígeno que foi reconhecida de epítopo.



27

Figura 9 – Representação de um linfócito B e seus receptores.

Esse reconhecimento só gera uma sinalização se dois ou mais epítopos forem reconhecidos
ao mesmo tempo, o que é chamado de ligação cruzada (SOMPAYRAC, 2008; ABBAS;
LICHTMAN, 2010). Entretanto, somente essa sinalização não é suficiente para a ativação
do linfócito B, que precisa de um segundo sinal que pode ser obtido pelas proteínas do
sistema do complemento. Existe outra forma de ativação dos linfócitos B que depende
da secreção de citocinas pelos linfócitos T que já foram ativados e funcionam como um
segundo sinal para ativação dos linfócitos B (ABBAS; LICHTMAN, 2010).

Após a ativação, os linfócitos B escolhem entre duas opções:

• tornarem-se células do plasma, que basicamente produzem anticorpos específicos.
Nesse caso, geralmente os linfócitos B migram para o baço ou retornam à medula
óssea, se proliferam e iniciam a produção e liberação de anticorpos específicos ao
invasor que foi reconhecido;

• tornarem-se células de memória que lembram da primeira exposição ao patógeno e
ajudam na defesa contra futuras exposições (SOMPAYRAC, 2008).

2.2.2 Anticorpos

Os anticorpos ou imunoglobulinas (Ig) possuem a mesma especificidade do BCR
do linfócito B que o produz e têm como principal função a neutralização de toxinas dos
invasores. Um anticorpo de forma geral é formado por quatro cadeias de aminoácidos,
sendo duas pesadas e duas leves, formando um Y como representado na Figura 10.

Quando um linfócito B é ativado, inicialmente, sua principal função passa a ser
produzir anticorpos padrão IgM (Imunoglobulina M). No entanto, existem várias classes
de anticorpos dadas pela variação na porção Fc da sua cadeia pesada (IgA, IgD, IgE,
IgG e IgM). Depois de maduros, os linfócitos B podem mudar a classe dos anticorpos
produzidos (SOMPAYRAC, 2008).
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Figura 10 – Esquema representando um anticorpo geral do tipo IgG. Adaptado de Sompayrac
(2008).

Os anticorpos são capazes de bloquear os efeitos nocivos dos invasores ao se ligarem
a eles. Eles se ligam de forma a revestir os invasores, marcando-os para serem fagocitados,
processo que é chamado de opsonização (SOMPAYRAC, 2008).

2.2.3 Linfócitos T

Os linfócitos T (Figura 11) também são células do sangue e, assim como os lin-
fócitos B, possuem receptores para reconhecer antígenos. No entanto, os linfócitos T
reconhecem apenas peptídeos que estejam ligados ao MHC de células ditas apresentado-
ras de antígenos ou APC (em inglês Antigen Presenting Cells) (ABBAS; LICHTMAN,
2010).

MHC ou complexo de histocompatibilidade maior é uma proteína presente na mem-
brana de todas as células nucleadas e funciona como um sinalizador do que está
acontecendo do lado de dentro da célula (ABBAS; LICHTMAN, 2010). As células
que reconhecem essa informação são os linfócitos T específicos. Existem dois tipos:
MHC de classe I (MHC-I) que é identificado pelos linfócitos T citotóxicos CD8+
e MHC de classe II (MHC-II) reconhecidos por linfócitos T helper CD4+ (LIU;
ROCHE, 2015).

Outra diferença entre os linfócitos B e T é que os receptores do linfócito T, TCRs
(em inglês T Cell Receptors), não são secretados como ocorre com os linfócitos B que
secretam os anticorpos (ABBAS; LICHTMAN, 2010).

O TCR é composto por duas proteínas que podem formar uma combinação αβ ou
γδ (Figura 12). A maioria dos linfócitos T expressa a primeira combinação e apresenta
ainda moléculas co-receptoras CD4+ ou CD8+ (SOMPAYRAC, 2008). Como o TCR
sozinho não é suficiente para enviar um sinal de ativação para o interior do linfócito T, é
necessária a co-estimulação através dessas moléculas co-receptoras (CORTHAY, 2006).
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Figura 11 – Linfócitos T efetores (verde) se ligam a antígenos em uma célula cancerosa. Micro-
grafia eletrônica adaptada de Green e Ariyan (2014).

Figura 12 – Esquema representativo do linfócito T e seu receptor.

De forma geral, linfócitos T citotóxicos, ou efetores, expressam CD8+ e ligam-se
em MHC classe I (WODARZ; MAY; NOWAK, 2000). Os linfócitos T helper desempe-
nham um importante papel regulatório na resposta imune, expressam CD4+ e ligam-se
em MHC classe II (AGRAWAL; LINDERMAN, 1996).

2.3 APRESENTAÇÃO DE ANTÍGENOS

2.3.1 Sistema Linfático

O sistema linfático é formado pela medula óssea, timo, baço, linfonodos e os vasos
linfáticos. Suas principais funções são drenar os detritos dos tecidos e produzir células do
sistema imune (SOMPAYRAC, 2008).

As atividades da imunidade adquirida ocorrem nos chamados órgãos linfóides se-
cundários (linfonodos e baço). Existem vários linfonodos (LN) distribuídos pelo corpo
interligados pelos vasos linfáticos (Figura 13) e eles atuam drenando o líquido com par-
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tículas que vieram dos tecidos. Dentro dos linfonodos ficam alojados linfócitos B e T à
espera de APC.

Os linfócitos permanecem circulando por todos os linfonodos para aumentar a
probabilidade de serem ativados caso seja necessário (SOMPAYRAC, 2008; PARHAM,
2014). Portanto, os linfonodos são essenciais para o início da resposta adquirida por serem
o local onde ocorre apresentação de antígenos. As células que atuam na resposta inata
são drenadas para os linfonodos e apresentam antígenos para os linfócitos até que algum
deles os reconheça e inicie a resposta adquirida (NIH, 2007).

Figura 13 – As células do sistema imune e partículas invasoras entram nos linfonodos através
dos vasos linfáticos. Adaptado de NIH (2007).

2.3.2 Captura dos Antígenos e Apresentação

A apresentação de antígenos, ou sinapse imunológica, é o processo que dispara a
imunidade adquirida (BROMLEY et al., 2001; CREUSOT; MITCHISON; TERAZZINI,
2002; DAVIS; DUSTIN, 2004). Após o reconhecimento das células e moléculas da imu-
nidade inata de que está ocorrendo uma invasão, algumas células assumem o papel de
APC (principalmente macrófagos e células dendríticas) e viajam até o linfonodo mais
próximo da infecção através dos vasos linfáticos levando em seu MHC de classe II uma
parte do antígeno para apresentar aos linfócitos T (BRODSKY; GUAGLIARDI, 1991; F;
M, 2002). Com o reconhecimento pelo TCR, o linfócito T secreta citocinas que estimulam
a proliferação de mais linfócitos T específicos para aquele antígeno que foi reconhecido
(GRAKOUI et al., 1999). Esse aumento de linfócitos específicos é denominado expansão
clonal. A partir dessa ativação dos linfócitos T, estes podem se diferenciar em:

i. linfócitos T efetores ou citotóxicos que migram para o tecido;

ii. linfócitos T helper, permanecendo no linfonodo para ajudar na ativação de linfócitos
B;
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iii. linfócitos T de memória, são capazes de se ativar mais rapidamente ao reconhecerem
o mesmo antígeno novamente (ABBAS; LICHTMAN, 2010).

Células Dendríticas

As células dendríticas são produzidas na medula óssea e se diferenciam de acordo
com a presença de determinadas citocinas (BANCHEREAU; STEINMAN, 1998). Estas
células estão presentes nos epitélios, assim como os macrófagos, e na pele também são
chamadas de células de Langerhans. Inicialmente são consideradas “imaturas” porque
ainda não são capazes de atuar como APC estimulando as células T. As células dendríticas
ao se encontrarem com um patógeno podem realizar endocitose 1, que pode ser mediada
pelos receptores de membrana que elas expressam ou pinocitose2. Junto a produção de
citocinas inflamatórias como o TNF pelos macrófagos se tornam ativadas e passam a atuar
como APC (MELLMAN; STEINMAN, 2001; ABBAS; LICHTMAN, 2010).

Ao se tornarem ativadas, as células dendríticas perdem adesão ao epitélio onde
estavam localizadas e começam a expressar receptores de superfície específicos para as
citocinas quimioatrativas (quimiocinas) produzidas nas zonas de células T dos linfonodos.
Dessa forma as células dendríticas são direcionadas para os linfonodos através dos vasos
linfáticos onde vão se encontrar com os linfócitos (Figura 14).

Figura 14 – Célula dendrítica apresentando antígeno a um linfócito. Adaptado de Thompson
(2014).

1 Endocitose é o processo pelo qual as células absorvem material extracelular através da mem-
brana.

2 Pinocitose é o processo pelo qual a célula engloba pequenas partículas extracelulares através
de canalículos que se aprofundam na célula.
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Ao migrarem para o linfonodo, se tornam células dendríticas maduras capazes de
estimular as células T. No linfonodo aguardam o linfócito específico capaz de reconhecer
o antígeno que está apresentando (ABBAS; LICHTMAN, 2010).
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3 MODELAGEM DO SISTEMA IMUNE: REVISÃO DA LITERATURA

O objetivo deste capítulo é apresentar uma revisão da literatura no que diz res-
peito à modelagem computacional da resposta imune à doenças infecciosas. Existem
várias abordagens e serão descritos os trabalhos que apresentem alguma relação com o
presente trabalho. Entre as abordagens estão: modelos baseados em agentes, modelos
com autômatos celulares, modelos com equações diferenciais e modelos que utilizam mais
de uma abordagem ao mesmo tempo.

3.1 REPRESENTAÇÕES DO SISTEMA IMUNE

Por muitos anos imunidades inata e adquirida foram estudadas como áreas inde-
pendentes e não relacionadas. Estudiosos da imunidade adquirida estavam preocupados
em estudar a produção de anticorpos pelas células B e o reconhecimento das células T,
enquanto imunologistas do sistema inato estavam interessados nos mediadores celulares
e humorais do sistema inato (FLOWER; TIMMIS, 2010). No entanto, as complexas in-
terações entre ambos têm se tornado mais evidentes e hoje sabe-se que algumas células,
como por exemplo os macrófagos e as células dendríticas, são a chave entre os sistemas
inato e adaptativo (ROBINS, 2007).

Entre as primeiras formas de representação do sistema imune encontram-se os
modelos baseados no conceito de rede imunológica do funcionamento do sistema imune
adaptativo, como por exemplo o trabalho proposto por Boer (1988). Este é um modelo
de equações diferenciais que considera que os linfócitos T e B são capazes não somente
de reconhecer um antígeno, mas também de reconhecer a si mesmos, configurando uma
simetria e apresenta a interação com um antígeno, que cresce exponencialmente, em função
de um parâmetro representando a afinidade de ocorrência. Outro exemplo é o trabalho
de Parisi (1990) que apresenta um modelo de equações diferenciais representando o efeito
de estímulo ou supressão de determinados anticorpos.

Perelson e Weisbuch (1997) apresentam uma excelente introdução aos modelos
existentes e comentam diferentes tipos de modelos matemáticos que utilizam equações
diferenciais ou autômatos celulares até a data de publicação. Assim como Narang et al.
(2012) que apresentam o estado da arte em representação do sistema imune até 2012.

Outros modelos recentes para representação do sistema imune são apresentados
nas subseções a seguir.

3.1.1 Modelos baseados em agentes

A computação baseada em agentes pode ser aplicada nas mais diversas áreas no
domínio científico (JENNINGS, 1999; NIAZI; HUSSAIN, 2011). Em um modelo baseado
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em agentes, cada variável do problema pode ser representada por uma entidade autônoma
- um agente - e, na resposta imune, os agentes podem representar tanto as células quanto
as moléculas envolvidas, configurando portanto, um modelo que se mostra bastante apro-
priado para estudar imunologia (GRILO; CAETANO; ROSA, 2000; JACOB; LITORCO;
LEE, 2004; TAY; JHAVAR, 2005; KALITA et al., 2006; DONG et al., 2010).

An e colaboradores desenvolveram uma série de modelos do sistema imune basea-
dos em agentes (AN; LEE, 2001; VODOVOTZ et al., 2004). Em seu trabalho, apresentam
uma ferramenta para simular a resposta imune baseada em agentes. O modelo representa
a ação dos neutrófilos e células mononucleares a partir de um cenário de inflamação nos
capilares considerando um domínio bidimensional sem fluxo direcional. Esse trabalho re-
força a ideia de que esse tipo de modelo não tem como objetivo prever o comportamento
de um determinado paciente, mas sim ajudar a identificar os possíveis pontos críticos da
resposta inflamatória, assim como no presente trabalho.

Vodovotz et al. (2004) apresentam um modelo do sistema imune que faz a inte-
gração de agentes e EDO. Em seus trabalhos (VODOVOTZ et al., 2004; VODOVOTZ
et al., 2005), incluem ainda um modelo de EDO para simular diversos casos da sepse e
apresentam uma evolução dos modelos desenvolvidos. Iniciaram o desenvolvimento uti-
lizando apenas um modelo de agentes e passaram a incluir as equações para possibilitar
uma análise matemática do modelo. Este também é um dos motivos da escolha por repre-
sentações utilizando equações diferenciais no presente trabalho. As simulações incluem
o combate ao patógeno e o dano causado ao tecido. São consideradas as presenças de
citocinas e células T.

Outros trabalhos semelhantes são o de Dong et al. (2010), que apresenta ummodelo
da resposta inflamatória aguda em que os agentes são as moléculas envolvidas; Guo, Sloot
e Tay (2008), que considera células e moléculas como agentes; Folcik et al. (2011), que
considera apenas as células como agentes e Possi et al. (2011) que utiliza agentes para
estudar doenças autoimunes.

Kirschner (2010) desenvolveu um modelo baseado em agentes para representar
uma infecção no tecido pulmonar simulando a formação de um granuloma, estrutura
microscópica semelhante a um grânulo que facilita a identificação de algumas doenças
crônicas. Ainda no mesmo trabalho apresentou outros dois modelos utilizando equações
diferenciais ordinárias: (1) apresentação de antígenos no nível molecular (considera o
complexo MHC de classe II) (2) e um modelo epidemiológico da tuberculose considerando
a susceptibilidade genética. Tal abordagem configura, portanto, um cenário multi-escala
de representação do sistema imune que difere da presente proposta por não apresentar
uma integração entre os modelos, que são independentes um do outro.
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3.1.2 Modelos com autômatos celulares

Os autômatos celulares são sistemas computacionais geralmente discretos no tempo
e no espaço cuja evolução é descrita por interações entre os vizinhos que dependem do
estado de cada autômato (WOLFRAM, 1986; WOLFRAM, 2002; CELADA; SEIDEN,
1992).

Alguns modelos utilizam autômatos celulares para estudar a evolução do HIV na
síndrome da imunodeficiência adquirida (AIDS) (SANTOS; COUTINHO, 2001; SLOOT;
CHEN; BOUCHER, 2002). Santos e Coutinho (2001) definiu um modelo com três fa-
ses: (1) resposta primária, (2) período de latência clínica e (3) surgimento da AIDS. Já
Sloot, Chen e Boucher (2002) complementou essa representação considerando também
o tratamento da síndrome em quatro fases (aguda, crônica, respostas do tratamento e
surgimento da AIDS) mostrando que mesmo com o tratamento chegam ao mesmo estado
de equilíbrio.

O modelo mais conhecido na representação do sistema imune utilizando autômatos
celulares é o de Celada e Seiden (1992) que deu origem a uma série de outros trabalhos
como, por exemplo:

IMMSIM Puzone et al. (2002) incorpora características como a apresentação de antí-
genos e seleção clonal, que também fazem parte do presente trabalho. No entanto,
apresenta interface gráfica e considera ainda outras características que não são con-
sideradas na presente proposta, como restrição por complexo MHC, maturação da
resposta e memória.

C-IMMSIM Castiglione e Bernaschi (2004) pode ser considerado tanto como um mo-
delo com autômato celular quanto como um modelo baseado em agentes. É uma
continuação do projeto IMMSIM Celada e Seiden (1992), Puzone et al. (2002) e
considera células e moléculas do sistema imune de um animal vertebrado. As inte-
rações representadas são a fagocitose, o processo de ativação, a opsonização, a ação
de infecção do vírus e a morte de células que foram infectadas pelo vírus por célu-
las citotóxicas. Dentre esses processos, somente o último não é ainda representado
pelo presente trabalho. Outra similaridade com a presente proposta é que esse mo-
delo também representa a resposta em regiões anatômicas distintas (medula, timo
e linfonodo).

ParImm Bernaschi e Castiglione (2001) é uma versão paralela do simulador IMMSIM
que permite simular tanto a resposta celular quanto a humoral e todas as fases da
simulação são executadas em paralelo.

SIMMUNE Meier-Schellersheim e Mack (2008) também foi baseado no IMMSIM. Apre-
senta as células T em três estados: T naive, T killer e T helper. Até o momento
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representamos apenas o estado T helper que é suficiente para representar a ativa-
ção da resposta. No entanto pretende-se estender o modelo proposto no presente
trabalho representando também os outros estados.

3.1.3 Modelos com Equações Diferenciais

As Equações Diferenciais tem sido aplicadas na modelagem de diversos fenômenos
físicos, são bastante utilizadas para representar a resposta imune sob diferentes aspec-
tos (PERELSON; WEISBUCH, 1997) e são a forma de representação escolhida para o
acoplamento proposto no presente trabalho.

Serão apresentados nesta seção os modelos utilizando equações diferenciais ordi-
nárias (EDO), equações diferenciais parciais (EDP) e equações diferenciais com atraso
(Delay Differential Equations - DDE). Este trabalho utiliza a abreviatura em inglês DDE
para equações diferenciais com atraso.

3.1.3.1 Modelos utilizando dinâmica de sistemas

A representação utilizando dinâmica de sistemas surgiu para facilitar a compre-
ensão de problemas complexos em diversas áreas (FORRESTER, 1961; FORRESTER,
1969). Alguns trabalhos utilizam dinâmica de sistemas para representação da resposta
imune. Entre eles, Wakeland, Macovsky e An (2007) utilizou um modelo de dinâmica de
sistemas acoplado a um modelo baseado em agentes para representar uma infecção local.

Knop et al. (2012) desenvolveu um modelo para representação da resposta imune
inata considerando a presença do LPS. Utilizando uma ferramenta de dinâmica de siste-
mas, Jynacore (KNOP, 2009), criou uma representação das principais células e moléculas
da resposta imune inata humana (KNOP et al., 2012).

3.1.3.2 Equações Diferenciais ordinárias

As equações diferenciais ordinárias (EDO) são equações que dependem de apenas
uma variável (BOYCE; DIPRIMA, 2001). São utilizadas para representar, por exemplo,
a variação de concentração de uma determinada substância em um ponto específico no
tempo.

Entre as diversas representações nos sistemas biológicos, encontra-se um modelo
simples para movimento direcionado em um meio unidimensional apresentado por Tran-
quillo e Lauffenberguer, 1987 apud Keener e Sneyd (2009), que apresenta um modelo de
quimiotaxia para células brancas do sangue.

Um modelo simplificado mais recente (REED et al., 2011) apresenta a interação
entre uma bactéria e uma célula fagocítica e inclui análise de estabilidade do modelo
proposto. Outro modelo da resposta imune que apresenta uma análise do comportamento
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matemático das equacões é o apresentado por Barrozo e Yang (2006). Neste trabalho, são
apresentadas as dinâmicas do micro-organismo invasor e das células do sistema imune,
bem como o equilíbrio ou homeostase das células B e T com produção constante agindo
tanto para evitar diminuição quanto aumento ilimitado das células (BARROZO; YANG,
2006).

Miao et al. (2010) desenvolveram um modelo que considera a resposta inata nos
primeiros cinco dias e a presença da resposta adaptativa a partir do sexto dia até o dia 14
após a infecção pelo vírus da influenza. Essa representação considera uma simplificação do
seu modelo, excluindo os termos que representam os linfócitos apenas nos cinco primeiros
dias, e a partir disso continua a simulação com o modelo completo.

Outro modelo recente que utiliza EDO (MARINO et al., 2010) considera uma
representação com dois compartimentos: (1) pulmão, onde ocorre a dinâmica dos macró-
fagos, sua infecção e morte e (2) linfonodo, onde ocorre a dinâmica dos linfócitos. Os
macrófagos são representados de forma semelhante nos dois compartimentos e a dinâmica
espacial da inflamação local não é considerada.

3.1.3.3 Equações Diferenciais Parciais

As equações diferenciais parciais (EDP) são equações diferenciais que dependem
de mais de uma variável (BOYCE; DIPRIMA, 2001) e podem ser utilizadas, por exem-
plo, para representar concentrações de uma determinada substância variando no tempo e
também no espaço.

O trabalho de Su et al. (2009) utiliza equações diferenciais parciais para representar
os principais aspectos da resposta imune: (a) reconhecimento de antígenos; (b) resposta
imune inata; (c) resposta imune adaptativa; (d) eliminação dos antígenos e solução da
resposta imune, e (e) equilíbrio do sistema imune no caso de infecção crônica e formação
de granuloma.

O presente trabalho difere do trabalho de Su et al. (2009) por não definir um
modelo de equações diferenciais parciais, mas por propor o acoplamento de um modelo
da resposta inata a um modelo da resposta adaptativa e avaliar os cenários possíveis para
um determinado antígeno. Os modelos não precisam necessariamente utilizar a mesma
abordagem, por exemplo, pode-se representar a resposta inata utilizando EDP e a resposta
adquirida usando EDO (Capítulo 4).

3.1.3.4 Equações Diferenciais com Atraso

As equações diferenciais com atraso (do inglês Delayed Differential Equations,
DDEs) são uma classe de equações diferenciais que consideram um intervalo de tempo
para a ocorrência de um fenômeno (FORDE, 2005). Podem ser definidas como equações
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diferenciais ordinárias em que a derivada de alguma incógnita em um determinado instante
de tempo depende dos seus valores em instantes de tempo anteriores (KUANG, 2012).
Um exemplo do formato de equações com atraso pode ser visto na Equação 3.1 abaixo:

dx

dt
= f (x (t) , x (t− τ)) . (3.1)

em que f(x) representa a concentração da variável x no tempo e τ representa um intervalo
de tempo, ou atraso.

Recentemente vários modelos de resposta a vírus e bactérias têm surgido utilizando
equações com atraso (MARCHUK, 1997; KIM; LEE; LEVY, 2007; PUGLIESI; GAN-
DOLFI, 2008; WU et al., 2008; PENNISI, 2012). Essas equações se mostram bastante
interessantes para representar alguns processos biológicos, como por exemplo a expansão
clonal das células T, por considerarem o intervalo de tempo para ocorrer o processo.

Em Kim, Lee e Levy (2007) os autores avaliam a regulação da resposta imune
e consideram células regulatórias (CD4+ e CD8+), células sadias e células infectadas
utilizando DDEs.

Pugliesi e Gandolfi (2008) desenvolveram um modelo simples com apenas duas
equações (DDEs) representando uma infecção aguda ou crônica. Este trabalho apresenta
ainda uma série de análises do comportamento do modelo (PUGLIESI; GANDOLFI,
2008).

DEDiscover (WU et al., 2008) é uma ferramenta de modelagem baseada em equa-
ções diferenciais ordinárias e com atraso possibilitando a representação de características
da resposta imune. Essa ferramenta possui interface com diagramas e exemplos de mo-
delos para influenza e HIV (WU et al., 2008).

Lee et al. (2009) consideram a evolução da resposta adaptativa ao vírus da influ-
enza e comparam diferentes formas de ativação dos linfócitos B - diretamente pelo vírus
ou pela apresentação por outras células. Representam as equações agrupadas em dois
compartimentos representando as ações que ocorrem no pulmão e ações que ocorrem no
linfonodo.

3.2 INTEGRAÇÃO DAS RESPOSTAS INATA E ADAPTATIVA

O processo de apresentação de antígenos foi representado no nível molecular utili-
zando EDO apresentadas por Agrawal e Linderman (AGRAWAL; LINDERMAN, 1996).

Kirschner et al. (2007) afirmam apresentar o primeiro modelo para representar a
resposta imune dependente da apresentação de antígenos em detalhes. É utilizada uma
abordagem para integrar informações de diferentes escalas biológicas e temporais para
gerar uma representação da apresentação de antígenos via MHC classe II. Este trabalho
difere da presente proposta pois aqui consideramos as interações celulares apenas no nível
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das células, dependendo de suas concentrações, e não avaliamos quantitativamente o MHC
II.

Wakeland, Macovsky e An (2007) adaptam um modelo preexistente baseado em
agentes (AN; LEE, 2001), um modelo de equações diferenciais (CLERMONT et al., 2004)
e desenvolvem um modelo baseado em dinâmica de sistemas para complementar a resposta
imune. Este trabalho reforça os benefícios de utilizar diferentes abordagens no desenvol-
vimento de modelos por aproveitar as vantagens de cada uma delas. O acoplamento de
modelos que propõe, no entanto, difere do proposto neste trabalho por não considerar a
evolução espacial da resposta inata no tecido afetado (no modelo de EDO) e por utilizar
um modelo de agentes que considera espaço bidimensional e não tridimensional.

3.3 MODELOS DE INFECÇÃO VIRAL

Diversos modelos matemáticos foram desenvolvidos para auxiliar na compreensão
das dinâmicas de infecções virais como do vírus causador da AIDS (MIAO et al., 2010;
PERELSON, 2002) da Hepatite C (AVENDAñO et al., 2001; DIXIT, 2008; RIBEIRO et
al., 2012) e Ebola (ZAWILINSKA; KOSZ-VNENCHAK, 2014) com valiosas contribuições
(CHATERJEE; GUEDJ; PERELSON, 2012).

Um modelo básico que tem sido utilizado para estudo de infecções causadas por
vírus como HIV, HCV e HBV, é mostrado na Figura 15. Esse modelo considera um
conjunto de células alvo, suscetíveis à infecção, T, que através da interação com os vírus,
V, tornam-se infectadas, I. Assume-se que as células infectadas produzem vírus a uma
taxa ρ e morrem com taxa δ. A ação do sistema imune pode ser representada pela limpeza
dos vírus no plasma com taxa c (PERELSON, 2002).

Figura 15 – Modelo básico de infecção viral. Adaptado da referência Perelson (2002).

Os efeitos de terapia para o vírus da hepatite C foram estudados através de uma
modificação desse modelo básico para representar a possibilidade de bloquear a infecção de
novas células e a liberação de novos vírus pelas células infectadas (DAHARI et al., 2009a).
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No entanto, a compreensão das ações dos medicamentos requer o estudo da dinâmica do
vírus da hepatite C dentro da célula (Figura 4).

Guedj and Neumann (2010) estenderam o modelo básico de infecção viral incluindo
uma nova dimensão para representar o complexo de replicação do material genético do
vírus da hepatite C dentro da célula infectada utilizando equações diferenciais ordinárias.
Consideraram todas as taxas constantes e representaram os dois filamentos de RNA viral,
negativo e positivo, que chamaram, respectivamente, de unidades de replicação e unidades
genômicas. Em seu trabalho estudaram efeito de terapia para bloquear a replicação do
RNA viral positivo (GUEDJ; NEUMANN, 2010).

Uma abordagem estruturada pela idade da infecção foi apresentada por Nelson
et al. (2004) para dinâmica do HIV dentro do hospedeiro e foi utilizada também para
representar as dinâmicas do HCV (NELSON et al., 2004; GUEDJ et al., 2013; RONG
et al., 2013). Modelos baseados na idade do indivíduo são utilizados para estudar epi-
demiologia de doenças infecciosas, como HIV (THIEME; CASTILLO-CHAVEZ, 1993)
e hepatite C (MARTCHEVA; CASTILLO-CHAVEZ, 2003) e também de doenças cau-
sadas por bactéria como a tuberculose (CASTILLO-CHAVEZ; FENG, 1997; THIEME;
CASTILLO-CHAVEZ, 2002).

Uma das vantagens de utilizar esse tipo de modelagem para populações é a possibi-
lidade de considerar que indivíduos com diferentes idades podem possuir comportamentos
distintos (LI; BRAUER, 2008). Utilizar essa abordagem na dinâmica dos vírus no hospe-
deiro permite uma representação realística da biologia da infecção, onde a produção de
novos vírus não ocorre de forma constante, mas aumenta com o acúmulo de complexos
de replicação em células infectadas por mais tempo, além de permitir que o decaimento
das células infectadas também varie com a idade (NELSON et al., 2004).

Guedj e Neumann (2010) utilizaram a abordagem baseada em idade para repre-
sentar o modelo multi-escala de infecção e tratamento do vírus da hepatite C em que
na escala intracelular apenas um filamento de RNA viral positivo foi considerado para
estudar os efeitos de um medicamento contra HCV (daclatasvir). Rong et al. (2013) uti-
lizaram o mesmo modelo multi-escala baseado em idade considerando o RNA positivo
se replicando dentro da célula infectada para estudar os efeitos de outro medicamento
(danoprevir).

3.4 CONSIDERAÇÕES FINAIS DO CAPÍTULO

Até o presente momento, não foi identificado em nenhum outro trabalho o acopla-
mento entre modelos da resposta imune inata e da resposta imune adaptativa. Existem
vários trabalhos publicados que utilizam mais de uma abordagem na modelagem da res-
posta imune (CASTIGLIONE; BERNASCHI, 2004; KIRSCHNER et al., 2007; WAKE-
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LAND; MACOVSKY; AN, 2007; WU et al., 2008) e que consideram diferentes escalas
nesta representação (KIRSCHNER, 2010).

No entanto, o formato proposto neste trabalho é o de representar a resposta inata
como um conjunto de equações diferenciais parciais que considera o movimento das célu-
las, sua difusão e atração para o local de infecção, liberação de citocinas inflamatórias e
posterior migração para o linfonodo, representado por outro conjunto de equações diferen-
ciais (ordinárias). Com essas EDO modelando as concentrações de células e moléculas no
linfonodo mais próximo a partir da interação provocada pela apresentação de antígenos,
não foi identificado na literatura.

Da mesma forma, ainda não foi encontrado um modelo que apresente a dinâmica
intracelular da replicação do RNA viral para infecção por vírus da hepatite C considerando
os filamentos positivo e negativo, utilizando uma abordagem multi-escala baseada no
tempo desde o início da infecção. Um modelo com essas características permitiria o
estudo dos efeitos de medicamentos aprovados recentemente para tratamento da hepatite
C, através da compreensão de sua ação nos dois filamentos de RNA viral considerando
diferentes tempos de infecção.

O estudo do comportamento do modelo matemático é uma das vantagens de se
optar pela representação utilizando equações diferenciais.
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4 MÉTODOS

Como a proposta do presente trabalho é obter uma representação de diferentes
aspectos da resposta imune a doenças infecciosas através do acoplamento de modelos
computacionais, faz-se necessária a apresentação dos modelos envolvidos. Dois exemplos
de acoplamento foram desenvolvidos: (1) modelo espaço-temporal de infecção da bactéria
S. aureus no pulmão afetado pelo vírus da gripe; (2) modelo multi-escala das dinâmicas do
vírus da hepatite C (HCV) baseado no tempo de infecção. Nos dois casos foram acoplados
modelos de Equações Diferenciais (EDO e EDP).

4.1 BACTÉRIA (S. aureus)

Nesta seção são descritos: (a) uma simplificação de um modelo do sistema imune
inato (PIGOZZO et al., 2011) que representa o comportamento das células que formam a
primeira defesa contra um antígeno (LPS). Este modelo considera aspectos como concen-
tração das células e seu deslocamento no tecido; (b) uma simplificação de um modelo da
resposta adquirida formada após a chegada de uma bactéria (S. aureus) aos alvéolos pul-
monares, considerando apenas a variação nas concentrações das populações de células de
defesa específica nos linfonodos (MARCHUK, 1997). Ambos os modelos foram simplifica-
dos e adaptados para representar uma resposta imune a um antígeno que se multiplica e
se difunde no tecido. Será apresentado o acoplamento entre os dois modelos e os métodos
que foram empregados neste desenvolvimento.

4.1.1 Modelo da Resposta Inata

A resposta imune inata humana foi representada por Pigozzo et al. (2011) consi-
derando as interações entre uma das principais células de defesa da resposta inata (ma-
crófagos) e um lipopolissacarídeo (LPS) presente na membrana celular de bactérias do
tipo gram-negativas.

Neste modelo, os macrófagos atuam reconhecendo a presença do invasor, movimen-
tando-se em direção ao mesmo e realizando a fagocitose (processo descrito na Subseção
2.1.2). Após o contato com o antígeno, o macrófago deixa seu estado inicial e se torna um
macrófago ativado. Um macrófago ativado se torna mais hábil e passa a atuar também
como um sinalizador de que algo estranho está acontecendo, liberando citocinas pró-
inflamatórias e aumentando a expressão de MHC-II (HANADA; YOSHIMURA, 2002;
HEYDTMANN, 2009; SOMPAYRAC, 2008). Esse processo está representado na Figura
16.

O modelo escolhido (PIGOZZO et al., 2011) foi estendido para representar outra
função dos macrófagos que é a de célula apresentadora de antígenos (APC) que migra
para o linfonodo (LN) mais próximo, exibindo parte do antígeno que reconheceu. A
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Figura 16 – Esquema representativo do modelo do sistema inato simplificado. Percebendo an-
tígenos no tecido, os macrófagos no estado de repouso tornam-se ativados e ambos
realizam fagocitose a taxas distintas.

apresentação de antígenos ou sinapse imunológica é uma característica da ligação entre
a resposta inata e adaptativa e, portanto, foi adicionada para o acoplamento entre os
modelos.

Modelo matemático da resposta inata no tecido

As equações diferenciais parciais do modelo original podem ser encontradas na
dissertação de mestrado de Pigozzo (2011) e, portanto não serão detalhadas no escopo
deste trabalho. Apresentaremos, no entanto, as variáveis do modelo de Pigozzo et al.
(2011) que foram utilizadas para o acoplamento de modelos, que são as seguintes:

• Antígenos, A(~x, t)

• Macrófagos em repouso, MR(~x, t)

• Macrófagos ativados, MA(~x, t)

em que ~x = (x, y, z) ∈ Ω e t ∈ [0, T ]. Os modelos acoplados serão descritos na subseção
4.1.3.

As equações apresentadas representam a entrada de antígenos no tecido e seu
reconhecimento inicial por células do tipo macrófago em estado repouso que se ativam
com o contato. Não foram considerados nessa simplificação outras células de defesa inata
como os neutrófilos. Outra característica presente no modelo escolhido (PIGOZZO et al.,
2011) é a liberação de citocinas pró-inflamatórias pelas células de defesa.
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Neste primeiro momento essas simplificações foram adotadas para focar no aco-
plamento entre os dois modelos. Os modelos acoplados se encontram na subseção 4.1.3.

Antígeno, A(~x, t)

A Equação (4.1) modela o comportamento do antígeno. O primeiro termo da
Equação (4.1) indica que o antígeno pode se replicar a uma taxa β. O segundo termo
mostra que o antígeno sofre morte natural a uma taxa µA. A fagocitose dada pelo en-
contro com macrófagos está representada nos termos 3 e 4 em que λMA é a taxa na qual
macrófagos inicialmente em repouso fagocitam os antígenos e λAM é a taxa de destruição
dos antígenos por macrófagos ativados.


∂
∂t
A(~x, t) = βA(~x, t)− µAA(~x, t)− λMAMR(~x, t)A(~x, t)

−λAMA(~x, t)MA(~x, t) +DA∆A(~x, t) ,
A(x0, y0, z0, 0) = A0(~x), ∇A(~x, t).~η = 0, em ∂Ω.

(4.1)

O último termo da Equação (4.1) representa a difusão do antígeno no tecido em
que DA é o coeficiente de difusão do antígeno e Ω representa o domínio tridimensional e
~η é a normal do contorno do domínio (∂Ω).

Macrófagos, MR(~x, t), MA(~x, t)

Neste modelo, os macrófagos são representados em dois estados distintos: repouso
(MR) e ativados (MA). Inicialmente, existem somente macrófagos em repouso no tecido.
Após o contato com antígenos, estes se tornam ativados e passam a realizar fagocitose
mais rapidamente.

A Equação (4.2) representa a concentração dos macrófagos em repouso no tecido.
O primeiro termo representa a morte natural com taxa µMR. O segundo termo representa
a ativação após o contato com o antígeno (A(~x, t)) considerando uma taxa γMA. O último
termo representa a difusão dos macrófagos em repouso com coeficiente DMR

.


∂
∂t
MR(~x, t) = −µMRMR(~x, t)− γMAMR(~x, t)A(~x, t) +DMR

∆MR(~x, t),
MR(~x, 0) = MR0(~x), ∇MR(~x, t).~η = 0, em ∂Ω

(4.2)

Já a Equação (4.3), representa a concentração de macrófagos ativados no tecido
após o reconhecimento de antígenos. Novamente, o primeiro termo modela o decaimento
natural com taxa µMA, o segundo termo modela a ativação com taxa γMA, e o terceiro
termo da Equação (4.3) representa a difusão dos macrófagos ativados com coeficiente
DMA. No instante inicial não existem macrófagos ativados no tecido.


∂
∂t
MA(~x, t) = −µMAMA(~x, t) + γMAMR(~x, t)A(~x, t) +DMA∆MA(~x, t),

MA(~x, 0) = MA0(~x), ∇MA(~x, t).~η = 0, em ∂Ω.
(4.3)
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4.1.2 Modelo da Resposta Adquirida

A resposta imune adquirida foi representada pela atuação das células B produ-
zindo anticorpos específicos para combater o invasor identificado na apresentação. Neste
modelo, são consideradas as concentrações de células nos LNs mais próximos ao local da
inflamação, onde ocorre a apresentação de antígenos, e dos anticorpos produzidos que
migram para o local da inflamação seguindo o gradiente de concentração dos antígenos
reconhecidos. São representados os estágios de expansão clonal do linfócito T e trans-
formação dos linfócitos B em células do plasma, especialistas na produção em massa de
anticorpos específicos para o antígeno reconhecido (Subseção 2.2).

A Figura 17 mostra uma representação do modelo da resposta adquirida.

Figura 17 – Esquema representativo do modelo da resposta imune adquirida simplificado. Ma-
crófagos já ativados migram para o LN e apresentam os antígenos para os linfócitos.
A ativação dos linfócitos B os transformam em células do plasma que produzem an-
ticorpos em massa.

Modelo matemático da resposta adquirida no linfonodo

Originalmente, algumas das equações do modelo utilizado para representar a res-
posta adquirida (MARCHUK, 1997) foram representadas considerando o atraso (DDE)
e estas foram simplificadas para serem representadas como EDO por simplificar a im-
plementação dos métodos de resolução. As equações originais bem como os parâmetros
utilizados como referência podem ser encontrados em Marchuk (1997). Serão apresenta-
das a seguir as equações simplificadas do modelo original. Nesta simplificação, além de
não considerar o atraso, não estamos considerando o dano causado ao tecido que pode ser
incorporado ao modelo local futuramente para que seja possível gerar uma visualização
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espacial deste dano (EDP). No modelo da referência Marchuk (1997) o antígeno repre-
sentado é a bactéria S. aureus e os parâmetros foram estimados de forma a representar
as dinâmicas das células de defesa específica em um linfonodo durante uma infecção no
pulmão afetado pela ação do vírus da gripe.

Neste trabalho serão apresentadas as equações que representam as seguintes va-
riáveis:

• Antígenos, A(t)

• Macrófagos ativados, MA(t)

• Linfócitos T, T (t)

• Linfócitos B, B(t)

• Células do Plasma, P (t)

• Anticorpos, F (t)

em que t ∈ [0, T ].

As equações modificadas com a explicação das alterações realizadas para o aco-
plamento se encontram na subseção 4.1.3.

Antígeno, A(t)

No modelo da referência (MARCHUK, 1997) o antígeno é considerado como uma
bactéria que se multiplica a uma taxa β e é consumida pela fagocitose a uma taxa λAM .
Há ainda o consumo devido a opsonização da bactéria com taxa λAF . A Equação (4.4)
retrata esse comportamento.


d
dt
A(t) = βA(t)− λAMA(t)M(t)− λAFA(t)F (t) ,

A(t0) = A0.
(4.4)

em que M representa as células fagocíticas (macrófagos) e F representa os anticorpos.

Macrófagos, M(t)

Os macrófagos são representados nesse modelo como células que realizam fagoci-
tose dos antígenos e se ativam com esse encontro. A Equação (4.5) representa os macró-
fagos e sua ativação com o contato com os antígenos, que ocorre a uma taxa γMA e possui
decaimento natural de αM .


d
dt
M(t) = γMAM(t)A(t)− αMM(t) ,

M(t0) = M0.
(4.5)
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Linfócitos T, T (t)

Os linfócitos T-helper são estimulados pelos macrófagos ativados no LN e desem-
penham um papel importante no estímulo dos linfócitos-B para se tornarem células do
plasma - especialistas em produção de anticorpos específicos.

O primeiro termo da Equação (4.6) representa a ativação de células Th que se
diferenciam e expandem sua população no LN. A taxa para ocorrência dessa ativação é
bT e o número de descendentes produzidos em cada divisão celular é dado pelo coeficiente
ρT .

O segundo termo da Equação (4.6) representa o quanto de linfócitos-T são neces-
sários para estimular os linfócitos-B com taxa bp. O último termo controla a concentração
de células T para que se mantenha um equilíbrio. O coeficiente αT representa a taxa de
decaimento natural dos linfócitos para manutenção do equilíbrio.


d
dt
T (t) = bTT (t)M(t) (ρT − 1)− bpM(t)T (t)B(t) + αT (T ∗ − T (t)) ,

T (t0) = T ∗.
(4.6)

em que T ∗ é o valor da concentração de células T-helper no estado de equilíbrio.

Linfócitos B, B(t)

Após o estímulo dos linfócitos B pelas células T e macrófagos, elas se proliferam
e se transformam em células do plasma. A proliferação está representada pelo primeiro
termo da Equação (4.7) em que bbp é a taxa para estímulo das células B e ρB é o número
de novas células produzidas.

O segundo termo representa a manutenção da homeostase na ausência de estímulo
antigênico e o coeficiente αB representa uma taxa de decaimento natural das células B
caso seja maior que a concentração necessária para a manutenção do equilíbrio.


d
dt
B(t) = bbp (ρBT (t)M(t)− T (t)M(t)B(t)) + αB (B∗ −B(t)) ,

B(t0) = B∗.
(4.7)

em que B∗ é a concentração de células B no estado de equilíbrio.

Células do Plasma, P (t)

As células do plasma são produzidas pelo estímulo das células B pelas células T
e macrófagos. São responsáveis pela produção em massa de anticorpos específicos ao
antígeno que foi apresentado.


d
dt
P = bpp (ρPT (t)M(t)B(t)) + αP (P ∗ − P (t)) ,

P (t0) = P ∗.
(4.8)
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O primeiro termo da Equação (4.8) descreve a geração e maturação das células do
plasma, em que bpp é a taxa de estímulo das células do plasma e ρP é o número de novas
células do plasma. O último termo representa a manutenção do equilíbrio, em que P ∗ é a
concentração de P no estado de equilíbrio e αP representa a taxa de decaimento natural
de células do plasma para manutenção do equilíbrio.

Anticorpos, FL(t)

Os anticorpos liberados pelas células do plasma no LN são representados pela
Equação (4.9):


d
dt
FL(t) = ρFP (t)− λAFA(t)F (t) + αF (F ∗ − F (t)) ,

F (t0) = F ∗.
(4.9)

em que o primeiro termo representa a produção de anticorpos pelas células do plasma
com taxa ρF , o segundo representa o decaimento pela opsonização e o terceiro representa
a homeostase do anticorpo.

4.1.3 Acoplamento dos Modelos (S. aureus)

Para a integração dos modelos, foi considerado como ponto principal a apresenta-
ção de antígenos no linfonodo. Após a identificação de uma invasão, os macrófagos que
foram ativados pelo contato com o antígeno são drenados para o LN mais próximo ao
local de infecção através dos vasos linfáticos (Figura 18). Chegando ao LN, os macrófagos
no estado ativado apresentam o antígeno para os linfócitos e ativam a resposta adquirida
(Figura 19). O resultado dessa ativação é a produção em massa de anticorpos específicos,
que migram para o local de infecção para opsonizar os antígenos, o que significa que os
anticorpos marcam os antígenos para serem mais facilmente fagocitados pelos macrófa-
gos (opsonização), além de impedirem que os antígenos liberem toxinas ou se repliquem
(Figura 20).

A produção em massa de anticorpos é um processo lento que depende de uma
cascata de ativações dos linfócitos e pode demorar alguns dias para que os primeiros
anticorpos apareçam no local onde ocorreu a invasão. Com a chegada dos anticorpos, os
antígenos opsonizados são impedidos de realizar qualquer atividade e são eliminados pelos
macrófagos.

Equações Modificadas para o Modelo Acoplado

Na sequência são apresentadas as equações diferenciais ordinárias e parciais modi-
ficadas para o acoplamento. Os parâmetros utilizados nas simulações desse modelo estão
descritos nas Tabelas 7, 8 e 9 no Apêndice A. Os elementos representados no modelo com-
pleto acoplado são apresentados de forma resumida abaixo e em detalhe na sequência:
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Figura 18 – Ativação de macrófagos. Símbolos: MR - macrófago em repouso, MA - macrófago
ativado, A - antígeno, Th - linfócito T helper e B - linfócito B. Percebendo a
presença de antígenos no tecido, os macrófagos no estado de repouso se ativam e
migram para o LN mais próximo.

Figura 19 – Apresentação de antígenos. Símbolos: MR - macrófago em repouso, MA - macrófago
ativado, A - antígeno, Th - linfócito T helper, B - linfócito B, P - células do Plasma
e Y - anticorpos. Macrófagos ativados chegam ao LN e disparam uma cadeia de
ativação que culmina na produção de anticorpos.

Figura 20 – Opsonização do antígeno. Símbolos: MR - macrófago em repouso, MA - macrófago
ativado, A - antígeno, Th - linfócito T helper, B - linfócito B, P - células do Plasma
e Y - anticorpos. Os anticorpos, produzidos para combater o antígeno que foi
reconhecido, migram para o local da inflamação através dos vasos sanguíneos e
marcam o antígeno para posterior eliminação pelas células da resposta inata.
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Variáveis do modelo local da resposta inata (EDP):

• Antígenos, A(~x, t).

• Macrófagos em repouso, MR(~x, t).

• Macrófagos ativados, MA(~x, t).

• Anticorpos, F (~x, t).

Variáveis do modelo sistêmico da resposta adquirida (EDO):

• Macrófagos ativados, ML
A(t).

• Linfócitos T, T (t).

• Linfócitos B, B(t).

• Células do plasma, P (t).

• Anticorpos, FL(t).

em que ~x = (x, y, z) ∈ Ω e t ∈ [0, T ].

Antígenos, A(~x, t)

A Equação (4.10) modela o comportamento do antígeno que pode se difundir e
multiplicar no tecido. O primeiro termo da Equação (4.10) representa que antígeno pode
se replicar a uma taxa β com crescimento logístico para representar uma limitação de
recursos com número máximo de antígenos por ponto discretizado igual a kA. O segundo
termo representa que o antígeno morre naturalmente com taxa µA. A fagocitose dada
pelo encontro com macrófagos está representada nos termos 3 e 4 em que λMA é a taxa
na qual macrófagos inicialmente em repouso fagocitam os antígenos e λMA é a taxa de
destruição dos antígenos por macrófagos ativados.



∂
∂t
A(~x, t) = β

(
1− A(~x,t)

kA

)
A(~x, t)− µAA(~x, t)− λMAMR(~x, t)A(~x, t)

−λAMA(~x, t)MA(~x, t)− λAF |MRA(~x, t)F (~x, t)MR(~x, t)
−λAF |MAA(~x, t)F (~x, t)MA(~x, t) +DA∆A(~x, t) ,

A(x0, y0, z0, 0) = A0(~x), ∇A(~x, t).~η = 0, em ∂Ω.

(4.10)

O processo de opsonização para posterior fagocitose está representado no quinto
e sexto termos da Equação (4.10). λAF |MR representa a taxa de fagocitose do antígeno
opsonizado por macrófagos em repouso e λAF |MA representa a taxa de fagocitose de antí-
genos opsonizados por macrófagos ativados. A variável F (~x, t) não existia no modelo da
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resposta inata (PIGOZZO et al., 2011) e foi introduzida com o acoplamento para repre-
sentar a quantidade de anticorpos presentes no tecido. Essa quantidade é modelada pela
Equação (4.20) que é uma parte essencial do presente acoplamento de modelos.

O último termo da Equação (4.10) representa a difusão do antígeno no tecido em
que DA é o coeficiente de difusão do antígeno.

Macrófagos, MR(~x, t), MA(~x, t), MT
A (t), ML

A(t)

Neste modelo, os macrófagos são representados em dois estados distintos: repouso
(MR) e ativados (MA), como já foi utilizado no modelo da resposta imune inata da
referência Pigozzo et al. (2011). Inicialmente, existem somente macrófagos em repouso no
tecido. Após o contato com os antígenos, estes se tornam ativados e passam a desempenhar
um papel essencial no início da resposta adquirida. Os macrófagos ativados atuam como
APCs, migrando em direção ao LN mais próximo, modificação possível com o acoplamento
ao modelo da resposta adquirida.

A Equação (4.11) representa a concentração dos macrófagos em repouso no tecido.
O primeiro termo representa a morte natural com taxa µMR. O segundo termo representa
a ativação após o contato com o antígeno (A(~x, t)) considerando uma taxa γMA. O terceiro
termo representa a difusão dos macrófagos em repouso com coeficiente DMR

e o último
termo representa uma fonte de macrófagos em estado de repouso chegando ao tecido com
taxa de migração αMR

.


∂
∂t
MR(~x, t) = −µMRMR(~x, t)− γMAMR(~x, t)A(~x, t) +DMR

∆MR(~x, t)
+αMR

(M∗
R −MR(~x, t)) ,

MR(~x, 0) = MR0(~x), ∇MR(~x, t).~η = 0, em ∂Ω.
(4.11)

Já a Equação (4.12) representa a concentração de macrófagos ativados no tecido
após o reconhecimento de antígenos e sua posterior migração para o LN. O primeiro termo
modela o decaimento natural com taxa µMA, o segundo termo modela a ativação com taxa
γMA, e o terceiro termo da Equação (4.12) representa a difusão dos macrófagos ativados
com coeficiente DMA.


∂
∂t
MA(~x, t) = −µMAMA(~x, t) + γMAMR(~x, t)A(~x, t) +DMA∆MA(~x, t)

−αMA
(MA(~x, t)−ML

A(t)),
MA(~x, 0) = MA0(~x), ∇MA(~x, t).~η = 0, em ∂Ω.

(4.12)

O último termo da Equação (4.12) representa a conexão entre os macrófagos ati-
vados no tecido e a concentração de macrófagos ativados que migram para o LN mais
próximo como APCs. Este termo modela o fluxo de MA migrando do tecido para o LN
via vasos linfáticos com taxa αMA

e foi inserido com o acoplamento.
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ML
A representa a concentração de macrófagos ativados no linfonodo e está descrita

na Equação (4.13). Esta é uma modificação da Equação (4.5) do modelo da referência
Marchuk (1997). Esta modificação foi realizada para implementação do acoplamento dos
modelos devido à ação dos macrófagos ativados como células apresentadoras de antígenos
que migram do tecido para o linfonodo.


d
dt
ML

A(t) = αM
(
MT

A (t)−ML
A(t)VLN

VLV

)
,

ML
A(0) = 0

(4.13)

em que VLN é o volume do linfonodo e VLV é o volume das áreas do domínio que estão
em contato com os vasos linfáticos que é calculada através da integral abaixo:

VLV =
∫

Ω
θLV (~x)dΩ, (4.14)

em que Ω é o domínio e θLV (~x) é uma função que define quais as áreas do domínio estão
em contato com os vasos sanguíneos, sendo que para cada ponto do domínio, θLV (~xi) pode
ser igual a 1 caso esteja em contato com um vaso sanguíneo e igual a 0 caso contrário.

A concentração média de macrófagos ativos no tecido (MT
A ) é calculada pela in-

tegração dos valores representados pela Equação (4.12) no domínio da simulação. Essa
integração está descrita na Equação (4.15), abaixo:

MT
A (t) = 1

VLV

∫
Ω
θLV (~x)MA(~x)dΩ, (4.15)

em que Ω representa o domínio e VLV representa o volume das áreas do domínio que estão
em contato com os vasos linfáticos, Eq. (4.14).

Assumiu-se nas simulações realizadas que o volume do linfonodo, VLN é aproxima-
damente igual ao volume das áreas em contato com os vasos linfáticos, VLV .

Linfócitos T, T (t)

A Equação (4.6) foi modificada para incluir a concentração dos macrófagos no LN
dada pela Equação (4.13). A alteração realizada na representação dos linfócitos T foi a
utilização da variável ML

A(t) ao invés de M(t), como pode ser visto na Equação (4.16).


d
dt
T (t) = bTT (t)ML

A(t) (ρT − 1)− bpML
A(t)T (t)B(t) + αT (T ∗ − T (t)) ,

T (0) = T ∗.
(4.16)

Linfócitos B, B(t)

Assim como foi realizado para os linfócitos-T, a Equação (4.7) foi modificada
apenas pela substituição da variável M por ML

A(t) conforme descrito na Equação (4.17)
a seguir:
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d
dt
B(t) = bbp

(
ρBT (t)ML

A(t)− T (t)ML
A(t)B(t)

)
+ αB (B∗ −B(t)) ,

B(0) = B∗.
(4.17)

Células do Plasma, P (t)

As células do plasma também são representadas da mesma forma que na Equação
(4.8), modificando-se apenas a variável que representa a concentração dos macrófagos. A
Equação (4.18) mostra a substituição pela variável ML

A(t).


d
dt
P (t) = bpp

(
ρPT (t)ML

A(t)B(t)
)

+ αP (P ∗ − P (t)) ,
P (0) = P ∗.

(4.18)

Anticorpos, F (~x, t), FL(t)

De modo inverso aos macrófagos, que migram do tecido para o LN através dos
vasos linfáticos, os anticorpos são produzidos no LN e migram para o tecido através dos
vasos sanguíneos (Figura 20). Os anticorpos são portanto, outra parte essencial para o
acoplamento entre os modelos pois, assim como os macrófagos, podem existir nos dois
domínios. Precisamos representá-los tanto sendo produzidos no LN como também no
tecido, se difundindo em direção aos antígenos.

A Equação (4.19) representa os anticorpos sendo produzidos no LN pelas células
do plasma. A variável foi renomeada para FL(t) para se distinguir da representação dos
anticorpos no tecido, F (~x, t), que também será descrita a seguir.


d
dt
FL(t) = ρFP (t) + αF (F T (t)− FL(t)VBV

VLN
) ,

FL(0) = F ∗,
(4.19)

em que o primeiro termo descreve a produção dos anticorpos com taxa ρF e o último
termo representa o fluxo de anticorpos entre os dois compartimentos, tecido e linfonodo,
com taxa αF . F T (t) é o número médio de anticorpos no tecido calculado pela Equação
(4.20):

F T (t) = 1
VBV

∫
Ω
θBV (~x)F (~x)dΩ, (4.20)

em que Ω é o domínio do tecido e VBV representa o volume das áreas em contato com
os vasos sanguíneos na discretização e θBV (~x) é uma função que define quais as áreas
do domínio estão em contato com os vasos sanguíneos, sendo que para cada ponto do
domínio pode ser igual a 1 caso esteja em contato com um vaso sanguíneo e igual a 0 caso
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contrário. F representa as quantidades de anticorpos no domínio do tecido representada
pela Equação (4.21). Assumiu-se nas simulações realizadas que o volume do linfonodo,
VLN é aproximadamente igual ao volume das áreas em contato com os vasos sanguíneos,
VBV .

A Equação (4.21) descreve o comportamento dos anticorpos no tecido. Os dois
primeiros termos representam o consumo de anticorpos para destruir o antígeno no pro-
cesso de opsonização com taxas λFA|MR e λFA|MA. O terceiro termo modela o processo de
difusão dos anticorpos no tecido com coeficiente de difusão DF e o último termo descreve
o fluxo de anticorpos entre o LN e o tecido com taxa αF , em que a variável FL representa
a concentração de anticorpos liberados pelas células do plasma no LN, Equação (4.19).


∂
∂t
F (~x, t) = −λFA|MRF (~x, t)A(~x, t)MR(~x, t)− λFA|MAF (~x, t)A(~x, t)MA(~x, t)

+DF∆F (~x, t)− αF
(
F (~x, t)− FL(t)

)
,

F (~x, 0) = F0, ∇F (~x, t).~η = 0, em ∂Ω.
(4.21)

O último termo da Equação (4.21) foi inserido como parte do acoplamento entre
os modelos para que houvesse conexão entre os anticorpos liberados no LN e sua chegada
no tecido através dos vasos sanguíneos.

4.1.3.1 Análise de Sensibilidade do Modelo Acoplado

A análise de sensibilidade dos parâmetros de um modelo pode ser utilizada para
ajudar a avaliar como o modelo responde a mudanças em um ou mais parâmetros de
entrada. De forma geral, a validação do modelo envolve comparações de resultados com
observações independentes do sistema que está sendo representado, o que nem sempre é
possível de se conseguir. Dessa forma, a análise de sensibilidade pode ser utilizada para
compreender o comportamento do modelo e alcançar uma posição confortável em termos
de resultados qualitativos (FREY; PATIL, 2002).

Existem várias formas de realizar essa análise e foi escolhido nesse trabalho a
abordagem que varia um parâmetro de cada vez (OAT, one factor at a time em inglês),
que é a estratégia mais utilizada (SALTELLI et al., 2006). A análise de sensibilidade do
modelo acoplado foi realizada considerando-se o cenário de infecção durante 30 dias em
um domínio cúbico de 10 mm de lado. Cada parâmetro foi variado de −100% a +200%,
um de cada vez, mantendo-se os outros parâmetros constantes.

A diferença entre a solução com os parâmetros base e a solução variando-se um
parâmetro foi calculada aplicando a Equação (4.22) a cada parâmetro:

Maxdif = MAXk


√∑N

i=0(Vorig(i)− Vk(i))2√∑N
i=0(Vorig)2

 , (4.22)
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em que k é um índice que representa a variação do mesmo parâmetro. Vorig é a distribuição
da variável escolhida no tempo usando o conjunto original de parâmetros. Vk representa
cada distribuição da variável no tempo com a variação de um parâmetro de cada vez e N
é o número de passos de tempo utilizado.

Dessa forma, temos uma diferença máxima (Maxdif ) para cada parâmetro que pos-
sibilita compreender o quanto os resultados obtidos com o modelo acoplado são sensíveis
à variação de cada parâmetro. A Tabela 1 mostra os parâmetros com uma breve descrição
e o valor de diferença máxima calculado (Maxdif ) escolhendo como variável a média da
concentração de antígenos no tecido por ser esta uma indicação do comportamento da
resposta a infecção.

Tabela 1 – Análise de sensibilidade - parâmetros escolhidos, descrição e valor máximo da dife-
rença entre a solução com parâmetros base e modificando apenas um parâmetro por
vez.

Parâmetro Descrição Maxdif

γAM Taxa de ativação de macrófagos 6.47
αF Taxa de migração de anticorpos 6.36
MR0 Condição inicial de macrófagos em repouso 6.17
βA Taxa de replicação de antígenos 5.67
ρF Taxa de exportação de antígenos 5.15
kA Coeficiente de capacidade de carregamento de an-

tígenos
4.82

bPP Gasto de células B para se tornar células do
Plasma

4.09

αMA Taxa de migração de macrófagos ativados 4.09
λAF |MA Taxa de fagocitose de antígenos opsonizados por

macrófagos ativados
4.06

bP Número de célula T para estimular células B 2.42
DMR Coeficiente de difusão dos macrófagos em repouso 0.93
DA Coeficiente de difusão de antígenos 0.85
λMA Taxa de fagocitose de macrófagos ativados 0.76
bBP Coeficiente de estímulo de células B 0.73
DMA Coeficiente de difusão de macrófagos ativados 0.24
A0 Condição inicial dos antígenos 0.09
αMR Coeficiente de fonte de macrófagos 0.07
λMR Taxa de fagocitose de macrófagos em repouso 0.05
λAF |MR Taxa de fagocitose de antígenos opsonizados por

macrófagos em repouso
0.01

bT Coeficiente de estímulo de células T 3 ∗ 10−4

Entre os 20 parâmetros avaliados, consideramos os que possuemMaxdif ≥ 1 como
os mais sensíveis. O parâmetro mais sensível é a taxa de ativação de macrófagos γAM ,
e, sem ativação de macrófagos, consequentemente não ocorre migração para o LN, e a
resposta adquirida não pode ser iniciada (Figura 21(a)).
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O segundo parâmetro mais sensível é o que representa a taxa migração de an-
ticorpos para o tecido (αF ). Esse parâmetro é essencial para que a resposta adquirida
funcione efetivamente, levando a opsonização de antígenos para que sejam mais facilmente
eliminados (Figura 21(b)).

A condição inicial de macrófagos em repouso no tecido (MR0) também é signifi-
cativa ao modelo, e, sem macrófagos, como não estamos representando outras células de
defesa inata separadamente, não há resposta ao antígeno (Figura 21(c)).

De acordo com os resultados mostrados na Figura 21(d) sem a taxa de replicação
do antígeno (βA) a quantidade de antígenos no tecido permanece reduzida mas é suficiente
para ativar uma resposta. Aumentando-se a taxa de replicação, o sistema imune como
um todo leva mais tempo para eliminar o invasor. Acima de 50% de aumento na taxa o
sistema não é capaz de eliminar o antígeno em 30 dias.

A taxa de exportação de anticorpos no LN (ρF ) também afeta diretamente a
resposta adquirida. Como pode ser visto na Figura 21(e), dobrando-se o valor original
desse parâmetro, os antígenos são eliminados em aproximadamente metade do tempo (9
dias) enquanto que diminuindo-se essa taxa por 50%, a resposta leva aproximadamente
28 dias para eliminar o antígeno. Esse tipo de informação pode ser interessante para o
estudo de tratamentos contra os antígenos.

O parâmetro que representa a capacidade de carregamento, kA, mostrado na Figura
21(f), é o único que não pode ser variado a partir de zero, pois é um denominador na
Equação (4.10). Por isso, seu valor foi variado a partir de −50%, o que faz com que o
antígeno seja eliminado 2 dias antes do valor original utilizado nas simulações, enquanto
se dobrar o valor leva aproximadamente 10 dias. Havendo mais antígenos capazes de se
replicar, as células do sistema imune precisam de mais tempo para eliminá-los, ou então
precisam ser recrutadas em maior número.

O coeficiente bPP é importante para determinar o número de células B que se trans-
formam em células do Plasma. Reduzindo esse valor em 100%, as células B não se
transformam em células do Plasma, e, consequentemente não produzem anticorpos. En-
tretanto, aumentar esse parâmetro leva a uma maior produção de anticorpos e a resposta
específica contribui para eliminar mais rapidamente os antígenos (Figura 22(a). Além
disso, a taxa de migração dos macrófagos ativados para o LN (αMA) é essencial para
iniciar a resposta adquirida, já que estamos considerando que sem essa migração o antí-
geno não pode ser apresentado para os linfócitos no LN e anticorpos específicos não são
produzidos. Portanto, inicializar esse parâmetro com 0 significa que só ocorre a ação das
células do sistema imune inato (Figura 22(b)).

A taxa de fagocitose de antígenos opsonizados por macrófagos ativados, λAF |MA,
também exibe grande discrepância quando inicializada com valor 0 (Figura 22(c)). Essa
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(a) Ativação de macrófagos (γAM ). (b) Taxa de migração de anticorpos (αF ).

(c) Condição inicial de macrófagos em repouso
(MR0).

(d) Taxa de replicação de antígenos (βA).

(e) Taxa de exportação de anticorpos. (ρF ).
(f) Capacidade de carregamento de antígenos
(kA).

Figura 21 – Impacto da variação dos parâmetros na população de antígenos.

taxa é importante para a efetividade da resposta imune, e a velocidade de eliminação do
antígeno é proporcional ao aumento desse parâmetro.

Inicializar o parâmetro que representa a quantidade de células T para estimular
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as células B, bp, com zero, significa que as células B serão estimuladas sem a presença de
células T, levando a um constante estímulo de células B no LN. As células B se tornam
células do Plasma e sua população aumenta rapidamente no LN. Além disso, assim que
macrófagos ativados chegam no LN, uma grande produção de anticorpos é iniciada. Como
consequência, esse grande número de anticorpos migra para o tecido, aproximadamente
4 dias após o início da simulação e elimina os antígenos em aproximadamente 3 dias.
De forma análoga, aumentar esse coeficiente em 200% significa que mais células T são
necessárias para estimular as células B, levando a um número bem menor de antígenos
chegando ao tecido, que não são suficientes para eliminar o antígeno em 30 dias (Figura
22(d)).

(a) Número de células B para se tornar célu-
las do Plasma (bP

P ).
(b) Taxa de migração dos macrófagos ativados
(αMA).

(c) Taxa de fagocitose de antígenos opsoniza-
dos por macrófagos ativados (λAF |MA).

(d) Número de células T para estimular células
B (bP ).

Figura 22 – Impacto da variação dos parâmetros na população de antígenos ao longo de 30 dias
desde o início da infecção.

4.1.4 Implementação Computacional do Acoplamento (S. aureus)

Com o intuito de desenvolver um modelo computacional extensível e adaptável
e, devido aos longos intervalos de simulação dos cenários biológicos (semanas a meses),
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optou-se por codificar utilizando a linguagem de programação C++. Dessa forma, técnicas
de processamento paralelo podem ser exploradas para garantir que os resultados sejam
obtidos em tempo razoável de execução da simulação. A opção por essa linguagem se fez
pela familiaridade e por atender a todos requisitos de implementação como facilidade de
paralelização e de acoplamento a outros módulos.

Modelo Computacional

O método numérico escolhido para resolver o modelo matemático é o Método das
Diferenças Finitas (LEVEQUE, 2007). Este método é largamente utilizado na discre-
tização de equações diferenciais parciais e se baseia na aproximação das derivadas por
diferenças finitas.

A Equação (4.23) mostra um exemplo de operador de diferenças finitas utilizado na
discretização do operador Laplaciano. As equações diferenciais ordinárias foram resolvidas
utilizando o método numérico de Euler explícito (ATKINSON, 1978).

DO(∂
2O(x, y, z)
∂x2 + ∂2O(x, y, z)

∂y2 + ∂2O(x, y, z)
∂z2 ) ≈ (4.23)

DO ∗ ((o[x+ 1, y, z]− 2 ∗ o[x, y, z] + o[x− 1, y, z])/∆X2))

+DO ∗ ((o[x, y + 1, z]− 2 ∗ o[x, y, z] + o[x, y − 1, z])/∆Y 2))

+DO ∗ ((o[x, y, z + 1]− 2 ∗ o[x, y, z] + o[x, y, z − 1])/∆Z2)).

O Algoritmo 1 mostra os passos gerais do aplicativo desenvolvido. Primeiramente,
os parâmetros são inicializados e as condições iniciais do problema são definidas. Na
sequência são criados os arquivos utilizados para armazenar os estados das variáveis em
determinados passos de tempo, de acordo com a configuração escolhida. A parte principal
do programa é a integração no tempo para a resolução das equações diferenciais ordinárias
e parciais. No caso das equações diferenciais parciais considera-se ainda o domínio espacial
e, portanto tem-se também as iterações necessárias para percorrer todas as dimensões do
domínio.

Até o momento o programa está configurado apenas para domínios tridimensionais
(cúbicos) cuja ordem é parametrizada. O número de passos de tempo depende do número
de dias simulados ou de uma tolerância para a eliminação dos antígenos, em que considera-
se que após atingir uma média muito pequena no tecido pode-se dizer que os antígenos
foram eliminados. A Tabela 2 apresenta os passos de tempo e espaço adotados para a
discretização.

Para garantir a estabilidade da solução com o método das diferenças finitas foi
considerada a condição de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL), que para problemas difusi-
vos com três dimensões de espaço pode ser representada pela relação: v∆t

(∆x)2 ≤ 1
6 , para
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Algoritmo 1: Programa principal
início

Inicializa();
criaArquivos();
faça
calculaMedia();
resolveEDO();
resolveEDP();
gravaResultadosParciais();
enquanto
((t < iterPorDia ∗ numDias) && (A > tol))
fim

fim

Tabela 2 – Valores adotados na discretização.

Parâmetro Valor Unidade
∆x 0.1 mm
∆y 0.1 mm
∆z 0.1 mm
∆t numDias ∗ 10−4 dia−1

iterPorDia 104 −

∆x = ∆y = ∆z. O método é dito condicionalmente estável pois para manter a estabili-
dade é preciso garantir essa condição (STRIKWERDA, 2004; COURANT; FRIEDRICHS;
LEWY, 1967).

4.2 VÍRUS DA HEPATITE C (HCV)

Como um segundo exemplo de acoplamento iniciou-se o estudo de um modelo
multi-escala baseado no tempo de infecção intracelular do vírus da hepatite C. Rong et
al. (2013) realizou o acoplamento de um modelo de infecção viral pré-estabelecido na
literatura (PERELSON, 2002) a uma equação que representa a produção de RNA viral
dentro da célula infectada. Já Guedj e Neumann (2010) representou em um modelo de
EDO os dois filamentos de RNA intracelular. A partir desses dois trabalhos, estendemos as
equações para melhor representar a dinâmica da infecção dentro da célula e realizamos um
novo acoplamento considerando os dois filamentos de RNA em uma abordagem baseada
no tempo de infecção.

Nesta seção são detalhadas as etapas realizadas para o acoplamento do modelo
multi-escala da infeção por HCV. Primeiramente, um modelo intracelular com duas equa-
ções, baseado no modelo apresentado por Guedj e Neumann (2010), foi desenvolvido
apresentando bons ajustes aos dados experimentais in vitro. O próximo passo foi o de-
senvolvimento de um modelo intracelular com três EDP para representar a dinâmica da
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replicação do HCV, incorporando uma representação do RNA viral positivo disponível
para tradução e do RNA viral negativo como complexo de replicação, e validação desse
modelo comparando os resultados a experimentos in vitro. Finalmente, realizou-se o aco-
plamento desse modelo intracelular de EDP baseadas no tempo de infecção a um modelo
de infecção viral conhecido (PERELSON, 2002).

4.2.1 Modelo Intracelular do HCV com filamentos de RNA positivo e negativo

Guedj et al. (2013) desenvolveram um modelo multi-escala incluindo dinâmica
intracelular do RNA do vírus causador da hepatite C (em inglês hepatitis C virus, HCV)
acoplado a um modelo bifásico de infecção durante tratamento. A quantidade de RNA
positivo (R) presente em uma célula infectada foi representada usando a seguinte equação:

dR

da
= α(a)− [ρ(a) + µ(a)]R(a), (4.24)

em que a representa o tempo desde que o vírus entrou na célula, que podemos chamar
de idade da infecção ou age em inglês. Os parâmetros α, µ e ρ são taxas de produção,
degradação e secreção, que dependem da idade (a), respectivamente.

A Eq. 4.24 foi acoplada a um modelo de infecção extracelular originando um
modelo multi-escala baseado na idade da infecção considerando as escalas intracelular e
extracelular. O modelo multi-escala estruturado por idade desenvolvido por Rong et al.
(2013), que foi estendido neste trabalho como um segundo exemplo de acoplamento, é
apresentado abaixo:

d

dt
T (t) = s− βV (t)T (t)− dT (t), (4.25)

∂

∂t
I(a, t) + ∂

∂a
I(a, t) = −δ(a)I(a, t),

I(0, t) = βV (t)T (t), I(a, 0) = Ī(a),
∂

∂t
R(a, t) + ∂

∂a
R(a, t) = (1− εα)α(a)− [(1− εs)ρ(a) + κµ(a)]R(a),

R(0, t) = 1, R(a, 0) = R̄(a),
d

dt
V (t) = (1− εs)

∫ ∞
0

ρ(a)R(a, t)I(a, t)da− cV (t),

em que T representa as células alvo (target em inglês) com fonte constante s e decaimento
d. Em contato com os Vírus (V ) as células alvo (T) se tornam infectadas (I) com taxa
β. As células infectadas são representadas em classes com diferentes idades de infecção
(a) com decaimento δ que depende da idade. Na primeira classe (a = 0) estão o número
provável de células que se tornaram infectadas naquele momento. O tempo inicial de
simulação (t = 0) pode ser escolhido como o início da infecção com Ī(a) = 0 ou representar
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o início de terapia após uma infecção estabelecida com Ī(a) sendo a distribuição das classes
de células infectadas em diferentes idades no estado estacionário.

O RNA intracelular positivo (R) é representado de forma semelhante às células
infectadas com classes de idades distintas desde a infecção. Pode ser produzido com taxa
α, exportado com taxa ρ e decai com taxa µ. O vírus (V ) é representado pelo acúmulo
de RNA exportado por células infectadas em todas as classes de tempo desde o início da
infecção e pode ser eliminado pelo sistema imune com taxa c.

Escolhendo-se t = 0 como início da infecção, tem-se R̄(a) = 0, pois ainda não
existem células infectadas apresentando RNA viral. No entanto, para simular o trata-
mento, escolhe-se t = 0 como início do tratamento e R(a, 0) representa a distribuição do
RNA viral no estado estacionário nas diferentes idades de infecção. Três possíveis efeitos
de tratamento com drogas antivirais de ação direta foram estudadas para a infecção por
HCV:
(a) bloqueio da produção de RNA viral, reduzindo α por um fator (1− εα);
(b) diminuição da secreção de virus, reduzindo ρ por um fator (1− εs);
(c) aumento na taxa de degradação viral, multiplicando µ por um fator κ.

Esse modelo foi capaz de ajustar a quantidade de vírus no plasma de pacientes por
dois dias definindo t = 0 como o início do tratamento. No entanto, para períodos maiores
esse modelo não foi capaz de reproduzir resistência a terapia (RONG et al., 2013). Foi
apontado que a inclusão de outros filamentos de RNA viral seria uma forma de estudar
características que não foram representadas nesse modelo.

Guedj e Neumann (2010) estudou a dinâmica intracelular de ambos os filamentos
de RNA positivo e negativo usando apenas EDO. O número de unidades genômicas ou
filamentos positivos Rp(t), e o número de filamentos negativos de RNA viral (ou unidades
de replicação) Rn(t) foram representados. O modelo desenvolvido por Guedj e Neumann
(2010) é dado pela Eq. (4.26) e representa os dois filamentos de RNA durante a re-
plicação intracelular utilizando apenas EDO. Este modelo foi utilizado como base para
desenvolvimento do modelo intracellular no presente trabalho:

dRn

dt
= βRp(1−

Rn

Rnmax

)− γRn, (4.26)

dRp

dt
= αRn − [ρ+ µ]Rp,

dT

dt
= r(1− T + I

Tmax
)T − bV T − dT,

dI

dt
= bV T − δI,

dV

dt
= ρRpI − cV,



63

Os parâmetros β e γ são a taxa de formação e degradação de unidades de repli-
cação, respectivamente. α, ρ e µ são as taxas de produção exportação e decaimento do
RNA positivo. r, b e d são as taxas de crescimento, infecção e morte de células alvo.
A célula infectada tem uma taxa de morte distinta δ e o vírus pode ser eliminado pelo
sistema imune a uma taxa c (GUEDJ; NEUMANN, 2010). Este modelo é uma apro-
ximação média em que se considera que todas as células infectadas possuem a mesma
dinâmica intracelular. Um modelo baseado no tempo desde a infecção poderia considerar
as mudanças na replicação do vírus com o tempo.

Assumindo-se por simplificação que não há superinfecção, ou seja, apenas um
vírus entra em cada célula alvo para iniciar sua replicação, observa-se inicialmente com
esse modelo que o RNA positivo apenas decai e não inicia o complexo de replicação. Não
são gerados RNAs negativos suficientes para estabelecer a infecção nessa representação, o
que pode ser causado por uma alta taxa de decaimento ou de exportação de RNA positivo,
não permitindo a produção do RNA negativo. A Figura 23(a) mostra o comportamento
do modelo nesse cenário com apenas um vírus entrando na célula.

Com relação à exportação, é observado em experimentos que se inicia aproximada-
mente 12 horas após a infecção (KEUM et al., 2012). Portanto, para considerar esse atraso
biológico, implementamos ρ como uma função do tempo desde o início da infecção, idade.
Assume-se que dado um atraso no tempo τ , ρ = 0 para tempo < τ e ρ = (1−e−k(a−τ))∗ρ,
caso contrário. Isso significa que ρ cresce exponencialmente até alcançar um valor máximo
predefinido, o que evita descontinuidades na função. Com a adição desse atraso biológico
na exportação dos vírus, podemos observar o crescimento de ambos os filamentos de RNA
intracelular (Figura 23(b)).

Entretanto, esse modelo linear não impõe nenhuma restrição à replicação, e ambos
os filamentos de RNA positivo e negativo continuam a crescer exponencialmente, como
mostrado nas Figuras 24(a) e 24(b).

Como podem existir limitações impostas por fatores do hospedeiro em uma célula
que atrapalham a replicação (LOHMANN et al., 2013), implementamos o crescimento
logístico, muito utilizado na ecologia e replicação de células (WODARZ, 2007, 2007; EI-
KENBERRY et al., 2009), no termo que representa a produção de RNA negativo. A
escolha por limitar a produção de RNA negativo ao invés do positivo foi para repre-
sentar a limitação no número de complexos de replicação observados, já que o número
de RNA negativos representa o número de complexos de replicação na célula (GUEDJ;
NEUMANN, 2010). O sistema de Equações modificado fica da seguinte forma (4.27):

d

dt
Rp = αRn − (ρ+ µ)Rp, Rp(0) = Rp0 , (4.27)
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(a) Um filamento de RNA positivo entra na
célula, decai naturalmente e pode ser expor-
tado.

(b) Um filamento de RNA entra na célula e
inicia a replicação com produção de novos
filamentos de RNA negativo.

Figura 23 – Modelo intracelular linear com duas equações. Parâmetros: α = 20 dia−1, ρ = 8.18
dia−1, µ = 1. dia−1, r = 0.5 dia−1, γ = 1. dia−1, k = 0.2, τ = 1. Idade representa
o tempo desde o início da infecção.

(a) Filamento positivo. (b) Filamento negativo.

Figura 24 – Crescimento exponencial de RNA do vírus da hepatite C. Idade representa o tempo
desde o início da infecção.

d

dt
Rn = (1− Rm

Rmax

)rRp − γRn, Rn(0) = Rn0 ,

em que Rp representa o filamento de RNA positivo que é produzido com taxa α, exportado
com taxa ρ e decai com taxa µ. O filamento de RNA negativo que também representa
o número de complexos de replicação é representado por Rn. O filamento negativo decai
com taxa γ e é produzido com taxa r com crescimento logístico considerando que Rmax

representa o número máximo de complexos de replicação por célula.

As Figuras 25(a) e 25(b) mostram a distribuição de RNA intracelular após o
início da infecção, representado no gráfico pelo eixo horizontal (idade), sem considerar
nenhum tratamento utilizando o modelo não linear. O mesmo conjunto de parâmetros foi
utilizando para gerar essas distribuições (Tabela 3).



65

(a) Filamento positivo. (b) Filamento negativo.

Figura 25 – Distribuição de RNA viral por 20 dias após a infecção. Simulação utilizando o
modelo intracelular não linear com crescimento logístico. Apresenta um pico apro-
ximadamente após 4 dias de infecção e decai até atingir um estado de equilíbrio.

Tabela 3 – Valores, unidades e significado biológico para os parâmetros do modelo de replicação
de RNA intracelular.

Nome Valor Unidade Significado biológico
α 20 dia−1 Taxa de replicação do RNA positivo (Rp)
ρ 8.18 dia−1 Taxa de exportação de RNA positivo (Rp)
µ 1 dia−1 Decaimento natural de RNA positivo (Rp)
r 1 dia−1 Taxa de replicação de RNA negativo / complexo

de replicação (Rn)
γ 1.7 dia−1 Decaimento natural de RNA negativo / complexo

de replicação (Rn)
k 0.2 - Coeficiente da função exponencial de atraso na ex-

portação de RNA positivo
τ 0.5 dia Tempo de atraso para a exportação de RNA posi-

tivo
Rmax 50 moléculas cels−1 Número máximo de RNA negativo / complexo de

replicação (Rn)
Rp0 1 moléculas cels−1 Condição inicial de Rp0

Rn0 0 moléculas cels−1 Condição inicial de Rn0

4.2.1.1 Análise de Estabilidade Linear

Para estudar o comportamento do modelo de duas equações, primeiramente o
escrevemos utilizando a notação matricial:

d

dt

 Rp

Rn

 =
 −(ρ+ µ) α

r(1− Rn

Rmax
) −γ

 Rp

Rn

 (4.28)

e linearizamos próximo aos pontos de equilíbrio R∗p e R∗n utilizando séries de Taylor:
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d

dt

 Rp

Rn

 ≈
 −(ρ+ µ) α

r(1− R∗
n

Rmax
) −γ − r R∗

p

Rmax

 Rp −R∗p
Rn −R∗n

 (4.29)

Esse sistema de equações apresenta dois pontos de equilíbrio:

• R∗n = R∗p = 0, o que pode significar uma cura sem a necessidade de tratamento,
onde o próprio sistema imune é capaz de eliminar o vírus. Autovalores: λ1,2 =
1
2(−γ − µ− ρ±

√
(γ + µ+ ρ)2 − 4(γ(ρ+ µ)− αr);

• e R∗n = (1 − γ(ρ+µ)
αr

)Rmax, R∗p = α
(ρ+µ)R

∗
n, que pode significar o estabelecimento de

uma infecção crônica, onde o sistema imune sozinho não é capaz de eliminar o vírus.
Autovalores:
λ1,2 = −µ2+αr+2µρ+ρ2±

√
4γ(ρ+µ)3+(µ2−αr+2µρ+ρ2)2

2(ρ+µ) .

Estamos interessados no segundo caso, onde há formação de uma infecção que não
é eliminada pelo sistema imune. Para manter a estabilidade linear do modelo próximo
ao segundo ponto de equilíbrio, é preciso respeitar a relação entre os parâmetros: αr >
γ(ρ+ µ).

4.2.2 Modelo Intracelular do HCV com Tradução e Replicação de RNA

Com a intenção de desenvolver um modelo da dinâmica intracelular do vírus da he-
patite C, desenvolvemos um modelo que representa o material genético do vírus na forma
que entra na célula como um filamento de RNA positivo e também no formato interme-
diário do RNA negativo utilizado para a replicação, Equação (4.27). No entanto, antes
de iniciar a replicação o RNA positivo deve ser primeiro traduzido, utilizando as ferra-
mentas da célula hospedeira para produzir proteínas necessárias a formação do complexo
de replicação (MORADPOUR; PENIN; RICE, 2007).

Um modelo incluindo esse estado do RNA positivo disponível para tradução foi
desenvolvido, Equação (4.30). Esse modelo intracelular permite o estudo dos seguintes
aspectos: tradução do RNA positivo após entrada na célula, formação do complexo de
replicação após a tradução do RNA positivo, a produção de RNA negativo e positivo no
complexo de replicação e exportação de novos vírions a partir dos dois estados de RNA
positivo representados.

Modelo Intracelular:

d

da
Rt = θRc − (σ + ρ(a) + µt)Rt, (4.30)

Rt(0) = Rt0 ,

d

da
Rc = αRn + σRt − (θ + ρ(a) + µc)Rc,
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Rc(0) = Rc0 ,

d

da
Rn = r(1− Rn

Rmax

)Rc − µcRn,

Rn(0) = Rn0 .

Após a entrada na célula, o maquinário celular é utilizado pelo vírus para traduzir
a poli proteína do genoma do HCV liberado no citoplasma (SHI; LAI, 2006). Assume-
se que o RNA positivo traduzido (Rt na Equação (4.30)) pode formar complexos de
replicação com taxa σ dia−1, ser montado e exportado como vírus com taxa ρ dia−1, e
possui decaimento natural µt dia−1. Além disso, o RNA positivo no complexo de replicação
(Rc) pode passar a ser disponível para tradução com taxa θ dia−1 ou ser montado e
exportado como vírus com a mesma taxa do Rt, ρ dia−1. Os complexos de replicação são
formados nas chamadas teias membranosas (CHATEL-CHAIX; BARTENSCHLAGER,
2014), e um RNA negativo (Rn) é formado com taxa r dia−1 para ser utilizado como
um carimbo para formação de vários RNA positivos que serão exportados. Assume-se o
crescimento logístico (MURRAY, 2002) na formação de complexos de replicação com um
número de RNA negativo sendo produzido de Rmax. Rc se replica a uma taxa α dia−1

e depende da existência e da quantidade de Rn. Considera-se que ambos Rc e Rn no
complexo de replicação morrem naturalmente a mesma taxa µc dia−1.

Seguindo a tradução e replicação, o RNA viral positivo é montado para ser ex-
portado como uma partícula viral (LINDENBACH; RICE, 2013). Podemos representar
o RNA viral exportado através da equação diferencial (4.31):

d

da
Rs = ρ(a)(Rt +Rc)− csRs, Rs(0) = Rs0 , (4.31)

em que, ρ(a) dia−1 é a taxa de exportação e cs dia−1 é a taxa de eliminação do RNA viral,
estimada.

4.2.2.1 Análise de Estabilidade Linear do Modelo Intracelular

Considerando o sistema de Equações 4.30 reescrito como:

d

dt
Rt = h1(Rt, Rc, Rn) (4.32)

d

dt
Rc = h2(Rt, Rc, Rn)

d

dt
Rn = h3(Rt, Rc, Rn)

E, assumindo que (R∗t ,R∗c ,R∗n) = ~0 é um ponto de equilíbrio, aproximamos as
funções h1(Rt, Rc, Rn), h2(Rt, Rc, Rn) e h3(Rt, Rc, Rn) quando (Rt, Rc, Rn) é próximo a
(R∗t , R∗c , R∗n). Portanto, o sistema não-linear pode ser aproximado por:
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d

dt
Rt = h1(R∗t , R∗c , R∗n) + ∂

∂Rt

h1(R∗t , R∗c , R∗n)(Rt −R∗t ) + (4.33)

∂

∂Rc

h1(R∗t , R∗c , R∗n)(Rc −R∗c) + ∂

∂Rn

h1(R∗t , R∗c , R∗n)(Rn −R∗n)

d

dt
Rc = h2(R∗t , R∗c , R∗n) + ∂

∂Rt

h2(R∗t , R∗c , R∗n)(Rt −R∗t ) +

∂

∂Rc

h2(R∗t , R∗c , R∗n)(Rc −R∗c) + ∂

∂Rn

h2(R∗t , R∗c , R∗n)(Rn −R∗n)

d

dt
Rn = h3(R∗t , R∗c , R∗n) + ∂

∂Rt

h3(R∗t , R∗c , R∗n)(Rt −R∗t ) +

∂

∂Rc

h3(R∗t , R∗c , R∗n)(Rc −R∗c) + ∂

∂Rn

h3(R∗t , R∗c , R∗n)(Rn −R∗n)

E, como (R∗t , R∗c , R∗n) é um ponto de equilíbrio, h1(R∗t , R∗c , R∗n) = h2(R∗t , R∗c , R∗n) =
h3(R∗t , R∗c , R∗n) = 0. Logo, temos um sistema linearizado, no qual a matrix de coeficientes
é a Jacobiana no ponto de equilíbrio (R∗t , R∗c , R∗n):


∂
∂Rt

h1(R∗t , R∗c , R∗n) ∂
∂Rc

h1(R∗t , R∗c , R∗n) ∂
∂Rn

h1(R∗t , R∗c , R∗n)
∂
∂Rt

h2(R∗t , R∗c , R∗n) ∂
∂Rc

h2(R∗t , R∗c , R∗n) ∂
∂Rn

h2(R∗t , R∗c , R∗n)
∂
∂Rt

h3(R∗t , R∗c , R∗n) ∂
∂Rc

h3(R∗t , R∗c , R∗n) ∂
∂Rn

h3(R∗t , R∗c , R∗n)

 (4.34)

Substituindo:


−(σ + ρ+ µt) θ 0

σ −(θ + ρ+ µc) α

0 (1− Rm
Rmax

)r −(µc + r Rc
Rmax

)

 (4.35)

O ponto de equilíbrio (R∗t ,R∗c ,R∗n) = ~0 pode representar uma cura pelo próprio
sistema imune sem necessidade de tratamento. Como estamos interessados nos casos
onde se estabelece a infecção, estudamos outro ponto de equilíbrio do sistema:

(R∗t , R∗c , R∗n) =
 θ

φ1
Rc,

α

φ2 − σθ
φ1
Rm, (1−

(φ2 − σθ
φ1)µc

αr
)Rmax

 (4.36)

em que, φ1 = θ + ρ+ µt e φ2 = σ + ρ+ µc.

Seguindo os passos mostrados anteriormente, chegamos a condições que devem ser
satisfeitas pelos parâmetros para que exista um ponto de equilíbrio positivo: φ2 >

σθ
φ1 e

αr > (φ2 − σθ
φ1)µc.
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4.2.2.2 Análise de Sensibilidade do Modelo Intracelular

Foi realizada uma análise de sensibilidade para estimar como a solução é alterada
com pequenas perturbações nos parâmetros do modelo. Define-se um índice de sensibili-
dade como a razão:

Si = δJ/J

δp/p
, J, p 6= 0, (4.37)

em que, J denota uma função/funcional que depende de um parâmetro p, δ é uma per-
turbação ao parâmetro p e δJ é a perturbação resultante na função/funcional J .

O índice de sensibilidade é, portanto, uma medida de porcentagem de mudança no
resultado dada uma perturbação em cada parâmetro. Variamos em 10% o valor de cada
parâmetro, um de cada vez, enquanto os outros parâmetros se mantiveram inalterados e
calculamos o índice de sensibilidade de cada parâmetro com relação ao valor resultante de
Rt, Rc e Rn após 72 horas (Figura 26). Valores positivos indicam aumento no resultado
e valores negativos indicam diminuição no resultado a partir da perturbação feita ao
parâmetro.

Figura 26 – Análise de sensibilidade do modelo intracelular após 72h. Cada conjunto de três
colunas corresponde, respectivamente, aos parâmetros: α, ρ, µt, r, µc, k, τ , c, σ e
θ.

A taxa de replicação do RNA viral positivo, α, os decaimentos durante a tradução
e replicação, µt e µc, e a taxa na qual o RNA positivo passa do complexo de replicação
para ser traduzido, θ, são os parâmetros mais sensíveis do modelo.

O índice de sensibilidade confirma que perturbando-se α, a taxa de replicação
aumenta mais do que 10 % no complexo de replicação. µt representa a taxa de decaimento
natural do RNA traduzido e perturbando esse parâmetero diminui o RNA positivo e µc,
que é o decaimento natural dos RNAs positivo e negativo no complexo de replicação afeta
principalmente a produção de RNA positivo.
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4.2.3 Acoplamento de modelos (HCV)

Primeiramente, modificamos o sistema de Equações 4.30 para incluir uma aborda-
gem baseada no tempo decorrido desde o início da infecção. Nessa abordagem, considera-
se que uma dimensão para representar o tempo desde que a célula foi infectada, chamada
de idade, "a"(age), e outra dimensão para o tempo de simulação "t", que pode representar
tanto o início da infecção quanto o início do tratamento depois que a infecção foi estabe-
lecida. A Figura 27 mostra um esquema do modelo multi-escala acoplado, considerando
os níveis celular e intracelular.

Figura 27 – Esquema representando o modelo multi-escala acoplado com terapia. As células
alvo (T) estão representadas com termo fonte constante s, e decaimento natural d.
Podem ser infectadas por vírus extracelular (V) a uma taxa β. Os vírus podem
ser eliminados pelo sistema imune a uma taxa c e se replicam e são exportados por
células infectadas (I). Dentro das células infectadas ocorre a replicação do material
genético dos vírus. O filamento positivo ao entrar na célula encontra-se disponível
para ser traduzido (Rt). Este filamento positivo pode passar para um complexo de
replicação (Rc) a uma taxa σ onde um filamento negativo (Rm) é replicado com
taxa r. Novos filamentos positivos são produzidos com taxa α e podem voltar para
serem traduzidos com taxa θ ou ser exportados com taxa ρ. Em vermelho estão
representadas as ações que podem ser reduzidas ou bloqueadas com terapia.

O modelo intracelular é representado por EDP para considerar as duas dimensões
de tempo. Dessa forma podemos quantificar o RNA intracelular para cada idade da
célula. O novo conjunto de equações com as condições iniciais e de contorno está descrito
na Equação (4.38), abaixo:

Modelo intracelular baseado na idade (a):
∂

∂t
Rt(a, t) + ∂

∂a
Rt(a, t) = θRc − (σ + ρ(a) + µt)Rt, (4.38)

Rt(0, t) = Rt0 , Rt(a, 0) = Rt(a),
∂

∂t
Rc(a, t) + ∂

∂a
Rc(a, t) = αRn + σRt − (θ + ρ(a) + µc)Rc,

Rc(0, t) = Rc0 , Rc(a, 0) = Rc(a),
∂

∂t
Rn(a, t) + ∂

∂a
Rn(a, t) = r(1− Rn

Rmax

)Rc − µcRn,
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Rn(0, t) = Rn0 , Rn(a, 0) = Rn(a).

em que, Rt(a), Rc(a), Rn(a), são as distribuições no estado estacionário do RNA positivo
disponível para tradução, RNA positivo e negativo no complexo de replicação, dados
pelas EDO 4.30. As condições iniciais e outros parâmetros são tratadas no Capítulo 6 e
dependem da simulação realizada.

Para estudar os efeitos da terapia no modelo intracelular 5 parâmetros são adici-
onados ao conjunto de equações 4.38 (RONG et al., 2013; GUEDJ; NEUMANN, 2010;
GUEDJ; PERELSON, 2011).

Modelo intracelular baseado na idade (a) com terapia:
∂

∂t
Rt(a, t) + ∂

∂a
Rt(a, t) = θRc − (σ + (1− εs)ρ(a) + κtµt)Rt, (4.39)

Rt(0, t) = Rt0 , Rt(a, 0) = Rt(a),
∂

∂t
Rc(a, t) + ∂

∂a
Rc(a, t) = (1− εα)αRn + σRt − (θ + (1− εs)ρ(a) + κcµc)Rc,

Rc(0, t) = Rc0 , Rc(a, 0) = Rc(a),
∂

∂t
Rn(a, t) + ∂

∂a
Rn(a, t) = (1− εr)r(1−

Rn

Rmax

)Rc − κcµcRn,

Rn(0, t) = Rn0 , Rn(a, 0) = Rn(a).

em que, εα representa a efetividade da terapia em diminuir ou bloquear replicação de RNA
positivo, εr representa a efetividade do tratamento em diminuir ou bloquear a replicação
de RNA negativo, κt é um fator para aumetar a degradação de RNA positivo disponível
para tradução, κc é um fator para aumetar a degradação de RNA positivo e negativo no
complexo de replicação e εs representa a efetividade da terapia em diminuir ou bloquear
a exportação de RNA positivo.

Após a definição desse modelo intracelular baseado no tempo desde a infecção,
realizamos o acoplamento a um modelo pré-estabelecido de infecção viral, Equação (4.40)
(PERELSON, 2002), modificado.

Modelo de Infecção modificado:
d

dt
T (t) = s− βV (t)T (t)− dT (t), (4.40)

∂

∂t
I(a, t) + ∂

∂a
I(a, t) = −δ(a)I(a, t),

I(0, t) = βV (t)T (t), I(a, 0) = Ī(a),
d

dt
V (t) = (1− εs)

∫ ∞
0

ρ(a)Rs(a, t)I(a, t)da− cV (t),

em que, T representa as células alvo, I, células infectadas em diferentes classes de tempo
desde a infecção e V representa o HCV no plasma. Células alvo se tornam infectadas a
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uma taxa β, possuem alta recuperação com fonte constante s e decaimento natural d. O
parâmetro δ representa a probabilidade de uma célula infectada sobreviver a idade "a".
Rs representa o RNA positivo exportado (Rt + Rc) e os efeitos da terapia na exportação
são dados por εs. O vírus no plasma pode ser eliminado pela resposta imune a uma taxa
c. Ī(a) é a distribuição no estado estacionário de células infectadas Ī(a) = βV (t)T (t)e−δa.

O acoplamento entre os modelos é realizado na equação que representa os vírus
no plasma (V), através do termo com a integração

∫∞
0 ρ(a)Rs(a, t)I(a, t)da. A carga

viral depende da quantidade de células infectadas e do número de vírus que cada uma
delas exportam. Dessa forma, o modelo de infecção depende do modelo intracelular e da
exportação do RNA em forma de vírus. Essa abordagem de acoplamento foi realizada
anteriormente por Rong et al. (2013) considerando o modelo intracelular com apenas uma
equação representando o RNA positivo.

4.2.3.1 Análise de sensibilidade do modelo acoplado

Realizamos a análise de sensibilidade dos parâmetros do modelo acoplado utili-
zando a mesma abordagem que foi aplicada para a análise de sensibilidade dos parâmetros
do modelo intracelular (4.2.2.2). O objetivo é compreender como cada parâmetro afeta
a carga viral para ajudar na escolha da abordagem para realizar o ajuste de parâmetros.
Variamos cada parâmetro, um de cada vez, e comparamos como cada variação afetou a
quantidade de vírus no plasma no dia 2 após início de terapia.

Figura 28 – Análise de sensibilidade dos parâmetros do modelo acoplado 48h após início de
terapia. A Figura mostra quanto cada parâmetro afeta a carga viral (V).

O índice de sensibilidade é calculado conforme a Equação (4.37) e a Figura 28 mos-
tra os índices de sensibilidade para todos os parâmetros do modelo acoplado relacionados
a carga viral.
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Os parâmetros do modelo intracelular como os que representam as taxas de repli-
cação e decaimento, α, r, µc são os que mais afetam a carga viral. Outros parâmetros
como o que representa a exportação de vírus ρ, e decaimento de células infectadas δ, tam-
bém são significativos, o que mostra o quanto a replicação intracelular é importante para
a carga viral. Outros parâmetros quase não influenciam tão diretamente a quantidade de
vírus e podem ser fixados, por exemplo, durante o ajuste de parâmetros.

4.2.4 Implementação Computacional do Acoplamento (HCV)

Com a mesma justificativa do acoplamento anterior, iniciou-se a implementação
dos modelos utilizando a linguagem de programação C++ e como método de solução
das equações as Diferenças Finitas. No entanto, o interesse por realizar modificações no
modelo e pela disponibilidade de outras ferramentas, optamos por desenvolver os modelos
intracelulares e o posterior acoplamento utilizando o ambiente Matlab.

Escolheu-se o Matlab pela disponibilidade de um solver específico desenvolvido
previamente por um dos colaboradores do presente trabalho para resolver equações di-
ferenciais ordinárias e parciais simultaneamente sem a necessidade de implementar uma
solução para cada modelo. Este solver utiliza o método das linhas em que uma dimen-
são a menos é discretizadas para a solução de EDP. Por realizar uma transformação das
equações diferenciais parciais em um sistema de equações diferenciais ordinárias, apre-
senta bom desempenho computacional comparado a outras implementações de soluções
numéricas (SADIKU; OBIOZOR, 2000).

É possível utilizar o método das linhas devido às EDP serem bem colocadas e
possuírem valor inicial para pelo menos uma dimensão. O solver discretiza as EDP com
relação à idade utilizando diferenças finitas de ordem 2, 4 ou 6 que depende do número
de pontos discretizados. A condição de contorno é diferenciada com relação ao tempo
e adicionada. Após as EDP terem sido parcialmente discretizadas para um problema
de valor inicial de EDO, podem ser utilizados integradores numéricos para resolver esse
sistema junto com as outras EDO. Foi utilizado o método numérico Runge Kutta de quarta
ordem (ode45 no Matlab) para resolver as equações diferenciais ordinárias resultantes.

As equações diferenciais parciais utilizadas não representam condições espaciais e
sim de tempo sendo que foi assumida a relação da

dt
= 1, que representa que a unidade de

tempo para idade é a mesma unidade de tempo da simulação. O algoritmo representando
o programa principal para a solução das equações do modelo acoplado está representado
na listagem 2.

O algoritmo principal foi implementado de forma a receber os parâmetros por um
vetor chamado POI, parâmetros de interesse (Parameters of Interest em inglês), calcular
as condições iniciais que dependem do caso simulado, resolver as equações e exibir os
resultados. O cálculo das equações acopladas é realizado na sub-rotina resumida no
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Algoritmo 2: Programa principal(POI)
início

inicializa(POI); // inicializa os parâmetros
calculaCI(); // calcula condições iniciais
defineTratamento();// define os parâmetros para terapia
resolveED_Acopladas(); // resolve EDO e EDP juntas
exibeResultados();

fim

Algoritmo 3. Primeiramente o sistema de equações diferenciais é discretizado em uma
direção de coordenada, no caso a idade de infecção (a) e transformado para um sistema de
equações diferenciais ordinárias desacopladas. As condições de contorno são introduzidas
e o sistema é resolvido.

Algoritmo 3: resolveED_Acopladas
início

transformaEDO(); // obtém sistema de EDO desacopladas
condContorno(); // introduz condições de contorno
resolveEDO(); // solução das equações

fim
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5 RESULTADOS DO ACOPLAMENTO (S. aureus)

Neste Capítulo são apresentados os resultados do modelo acoplado desenvolvido
para representar a resposta imune a uma infecção por S. aureus. Os parâmetros utilizados
nas simulações encontram-se nas Tabelas 7, 8 e 9 no Apêndice A.

Com o intuito de mostrar a importância de determinadas células, moléculas e
processos na dinâmica da resposta imune, três simulações são apresentadas. Em um
cenário inicial foi simulado apenas o comportamento do antígeno se difundindo no tecido
sem resistência externa (5.1). Em seguida, para reforçar a importância da ação das células
e moléculas da resposta adquirida para a eliminação do antígeno, foi simulada apenas a
resposta inata (5.2). E, por fim, foi simulado o modelo acoplado completo, incluindo a
resposta adquirida (5.3).

5.1 COMPORTAMENTO DO ANTÍGENO

A intenção dessa simulação é mostrar o comportamento de um antígeno sem res-
trições de proliferação e movimentação dentro do tecido. Dessa forma, podemos avaliar
se a difusão está ocorrendo quando não há influência de outras células e moléculas no
modelo.

Inicialmente, injeta-se antígeno na parte central do domínio tridimensional com 10
mm de lado (Figura 33) e, em algumas horas observa-se que o antígeno espalha-se pelo
domínio (Figuras 33(a) a 33(b)). Como não encontra resistência, o antígeno continua
se replicando e difundindo pelo tecido representado. Para os parâmetros utilizados, essa
difusão sem nenhuma resistência do organismo ocorre em torno de 10 dias. Observa-
se também, pelo aumento na concentração dos antígenos, que esses replicam-se (a sua
reprodução é modelada pelo primeiro termo da Equação (4.10)).

(a) Condição inicial. (b) Após 48 horas. (c) Após 120 ho-
ras.

(d) Após 320 ho-
ras.

Figura 29 – Condição inicial e difusão de antígenos durante 20 dias de simulação sem limita-
ção de crescimento e difusão. Após aproximadamente 10 dias todo o domínio da
simulação contém antígenos e estes continuam se replicando e se difundindo.
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As Figuras 30(a) e 30(b) mostram o crescimento logístico do antígeno limitado
apenas pelo espaço disponível respectivamente, durante 20 e 100 dias de simulação. Pode
ser observado que após 10 dias os antígenos alcançam o máximo que poderiam ocupar,
que foi assumido como 50 antígenos por milímetro cúbico.

(a) 20 dias. (b) 100 dias.

Figura 30 – Concentração média de antígenos no tecido na ausência de resposta imune.

5.2 IMUNIDADE INATA

Inicialmente, sem considerar a resposta adaptativa, o antígeno cresce lentamente,
limitado apenas pela resposta inata e o espaço disponível, que assumiu-se que comporte
até 50 antígenos por milímetro cúbico. Nessa representação, usou-se somente as Equa-
ções (4.1), (4.2), (4.3). Percebe-se analisando as concentrações médias de antígenos no
tecido (Figuras 31(a) e 31(b)) que os macrófagos são capazes de conter o crescimento dos
antígenos mas não conseguem eliminá-los.

(a) 30 dias de simulação. (b) 100 dias de simulação.

Figura 31 – Os resultados mostram a média de antígenos no tecido contidos apenas pela resposta
inata.
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Ao longo das simulações, assume-se que os macrófagos no estado de repouso en-
tram no tecido através dos vasos sanguíneos que foram posicionados nas extremidades do
domínio de simulação ao longo do eixo y conforme mostrado nas Figuras 32(a) e 32(b).
Considerando o domínio tridimensional com 10 mm de lado os vasos foram representa-
dos aproximadamente com 2 mm cada um. Escolheu-se utilizar essa representação por
possibilitar a visualização da difusão das células ao redor dos vasos. Neste trabalho não
testamos outras geometrias pois assumiu-se que esta simplificação atende ao propósito da
análise qualitativa do comportamento das células e apresenta boa proporção considerando
a escala representada.

(a) Distribuição dos vasos
sanguíneos no plano x-z.

(b) Distribuição 3D dos vasos
sanguíneos.

Figura 32 – Esquema representando a posição dos vasos sanguíneos nas extremidades do domínio
simulado. Considera-se um domínio cúbico com 10 mm de lado em que os diâmetros
dos vasos são aproximadamente 2 mm. Sua localização e geometria foram escolhidas
de forma a permitir a visualização da difusão das células.

O conjunto de Figuras 33(a) - 33(d) mostra a difusão dos antígenos em um domínio
cúbico com 10 mm de lado. Para essa simulação foi mantida a mesma condição inicial do
caso anterior, considerou-se inicialmente apenas a existência de macrófagos no estado de
repouso em todo o tecido e a figura foi cortada pela metade para facilitar a visualização
dos resultados. Pode ser observado que somente a resposta inata não é suficiente para
eliminar a quantidade de antígeno injetada. A resposta inata é capaz de conter o antígeno,
no entanto, não é capaz de eliminá-lo para os parâmetros avaliados o que justifica o
interesse por estudar a ativação da resposta adquirida.

As Figuras 34(a) e 34(b) mostram as médias das concentrações de macrófagos nos
estados repouso e ativado, respectivamente, ao longo de 30 dias. A mudança de estado
de repouso para ativado pode ser observada com a redução da população de macrófagos
no estado repouso (Figura 34(a)) enquanto a população de macrófagos ativados aumenta
(Figura 34(b)). No entanto, as curvas não apresentam soma constante por representarem
diferentes taxas de fagocitose e de decaimento aplicadas a cada estado.
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(a) Após 48 horas. (b) Após 120 horas. (c) Após 240 horas. (d) Após 320 horas.

Figura 33 – Difusão dos antígenos durante 30 dias de simulação limitados pela presença de
macrófagos. Os macrófagos são capazes de restringir o número de antígenos mas
não são capazes de eliminá-los.

(a) Média de macrófagos em repouso no
tecido.

(b) Média de macrófagos ativados no te-
cido.

Figura 34 – Macrófagos no tecido durante 30 dias de simulação.

5.3 IMUNIDADES INATA E ADQUIRIDA - ACOPLAMENTO

Esta simulação apresenta o cenário completo do modelo acoplado, com a resposta
inata ativando a resposta adquirida. O cenário acoplado foi simulado considerando quatro
capilares sanguíneos e quatro capilares linfáticos em um domínio cúbico com 10 mm de
lado. Os capilares sanguíneos foram posicionados conforme as Figuras 32(a) e 32(b) e
os capilares linfáticos foram posicionados mais ao centro ao longo do eixo y conforme
as Figuras 35(a) e 35(b). Essa distribuição é realizada por uma função que pode ser
facilmente modificada para permitir diferentes configurações.

Semelhante aos casos analisados anteriormente, foram injetados antígenos apenas
na porção central do tecido e considera-se que existem macrófagos em estado de repouso
que chegam constantemente pelos capilares sanguíneos. Vemos o acoplamento proposto
em funcionamento com os macrófagos que passam para o estado ativo ao encontrarem an-
tígenos migram para o LN (Figuras 36(a) e 36(b)). Podemos inferir isso pois, conforme os
macrófagos são ativados, aumenta sua população no tecido, e começam a surgir macrófa-
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(a) Distribuição dos capila-
res linfáticos no plano x-z.

(b) Distribuição 3D
dos capilares linfáticos.

Figura 35 – Esquema representando o posicionamento dos capilares linfáticos no domínio cúbico
com 10 mm de lado. Os diâmetros dos vasos possuem aproximadamente 2 mm e
foram posicionados de forma a não sobreporem os locais escolhidos para os vasos
sanguíneos.

gos ativados no LN. São apresentadas nas Figuras 36(a) e 36(b) médias das concentrações
de macrófagos ativados no tecido (células/mm3) e as concentrações de macrófagos ativa-
dos no LN mais próximo (células) utilizando escala logarítmica para comparação.

(a) Macrófagos ativados no tecido. (b) Macrófagos ativados no LN.

Figura 36 – Concentração média de macrófagos ativados no tecido e concentração de macrófagos
ativados no linfonodo mais próximo.

Com a chegada dos anticorpos ao tecido, a resposta imune é capaz de combater
os antígenos em aproximadamente 20 dias como pode ser visto na Figura 40.

Outra característica do acoplamento é a migração de anticorpos produzidos após
a cascata de estímulos no LN para o local no tecido onde está ocorrendo a infecção. Uma
média da concentração de anticorpos no tecido é calculada para visualização e compa-
ração com a concentração de anticorpos no LN (Figura 37). Pode ser observado que os
anticorpos começam a ser produzidos no início da simulação, após algumas horas, de-
vido a presença de macrófagos ativados no LN. Uma pequena quantidade de anticorpos
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migra para o tecido através dos vasos sanguíneos após algumas horas e uma quantidade
significativa pode ser observada no tecido em torno de 5-6 dias, o que contribui para a
eliminação dos antígenos.

Figura 37 – Presença de anticorpos no tecido e no LN em aproximadamente 20 dias de simulação
da presença de um antígeno.

A média de concentração de anticorpos, assim como a dos macrófagos ativados,
tende a um estado de equilíbrio ao invés de decair após a eliminação dos antígenos.
Isso pode acontecer devido a ausência de um processo de auto-regulação da resposta
imune (KIM; LEVY; LEE, 2009). No momento, o modelo representa macrófagos ativados
presentes no LN que continuam a estimular os linfócitos a produzirem mais anticorpos
que migram para o tecido. Com isso, o decaimento se dá apenas pela morte natural
das células envolvidas. No entanto, a resposta adquirida é auto-regulada e a inserção no
modelo de citocinas anti-inflamatórias, como IL-4 ou IL-10, poderia representar melhor
essa regulação da reposta.

A Figura 38 mostra as concentrações de linfócitos T, linfócitos B e células do
Plasma, respectivamente, para 20 dias de simulação. É possível perceber que os linfócitos
são ativados desde o princípio da simulação com o aumento das concentrações nas pri-
meiras horas, levando a um pico após 2 dias para os linfócitos T e 5 dias para linfócitos
B e células do plasma.

Com a intenção de mostrar o efeito da difusão na chegada dos anticorpos ao tecido,
as Figuras 39(a) - 39(f) apresentam a concentração de antígenos no domínio hexaédrico
3D. O cubo foi cortado ao meio para melhor visualização da difusão no centro do domínio,
onde são inseridos os antígenos. No total existem 4 vasos linfáticos mas são exibidos
apenas metade devido ao corte realizado para a visualização. De forma semelhante, as
Figuras 40(a) - 40(f) exibem a difusão dos antígenos no tecido.

Após dois dias do início da simulação da infecção com a injeção dos antígenos
na porção central do domínio 3D, é possível visualizar sua difusão (Figura 40(a)). Os
antígenos continuam a se difundir lentamente pois são contidos pelas células da resposta
inata como os macrófagos, por exemplo, até aproximadamente o 3o dia. Após alguns dias
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(a) Células T no LN. (b) Células B e do Plasma no LN.

Figura 38 – Concentrações dos linfócitos T, B e células do Plasma no LN.

(a) Após 48 horas. (b) Após 124 horas. (c) Após 188 horas.

(d) Após 240 horas. (e) Após 320 horas. (f) Após 420 horas.

Figura 39 – Anticorpos chegando ao tecido através dos vasos sanguíneos. Inicialmente, não
existem anticorpos no tecido e, começam a se difundir a partir dos capilares até se
espalharem pelo domínio.

a quantidade de anticorpos que chega ao tecido após a ativação ajuda na eliminação dos
antígenos através da opsonização, o que faz com que os macrófagos e outros fagócitos
possam eliminar os antígenos de forma mais eficiente onde há maior concentração de
anticorpos (Figuras 40(c) - 40(f)).
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(a) Após 48 horas. (b) Após 120 horas. (c) Após 180 ho-
ras.

(d) Após 244 ho-
ras.

(e) Após 300 ho-
ras.

(f) Após 379 ho-
ras.

Figura 40 – Difusão dos antígenos durante 20 dias de simulação do modelo acoplado. Os macró-
fagos são capazes de restringir o crescimento antígenos mas para esse conjunto de
parâmetros, não são suficientes para eliminar os antígenos. No entanto, com a che-
gada de anticorpos no tecido através dos vasos sanguíneos, os macrófagos eliminam
completamente os antígenos devido a opsonização dos antígenos pelos anticorpos.
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6 RESULTADOS DO ACOPLAMENTO (HCV)

Neste Capítulo são apresentados os resultados obtidos pelo acoplamento de mo-
delos matemáticos da infeção pelo HCV. São apresentadas três comparações com dados
obtidos em experimentos de infecção em cultura de células (in vitro) e com quantidade
de vírus no plasma (in vivo).

6.1 VALIDAÇÃO DO MODELO INTRACELULAR - EXPERIMENTO DE TRANS-
FECÇÃO

Para validar o modelo matemático de infecção do HCV dentro da célula, pri-
meiramente comparou-se os resultados da Equação (4.30) a experimentos de transfecção
realizados por Binder et al. (2013), em que grandes quantidades de material genético
viral são inseridas diretamente em células de cultura para simular uma infecção. Em
seu trabalho, utilizou duas linhas de células distintas para avaliar a replicação do HCV
durante 72 horas: (a) Huh7-Lunet que é altamente permissiva a replicação do RNA do
HCV; (b) Huh7 cells (Huh7-lp) que apresenta níveis reduzidos de permissividade a re-
plicação. Foram medidos a quantidade de RNA viral positivo e negativo usando strand
specific quantitative Northern blotting.

Binder et al. (2013) desenvolveu um modelo matemático complexo representando
13 espécies moleculares com 16 parâmetros em dois compartimentos: citoplasma e com-
plexo de replicação. Um esquema do modelo definido por Binder et al. (2013) é apresen-
tado na Figura 41. Utilizando o modelo matemático intracelular proposto aqui (Equação
(4.30)) pode-se ajustar parâmetros para os dois tipos de células utilizados no experimento
(Figura 42), obtendo resultados similares ao modelo mais complexo utilizado na referência
supracitada. O modelo da Equação (4.30) foi capaz de reproduzir o decaimento inicial
observado após a transfecção em ambos os tipos de células e o platô durante as 72 h
medidas. Utilizando o mesmo modelo, apenas modificando parâmetros (Tabela 4), foi
possível capturar as diferenças de permissividade, Figuras 42(a) e 42(b).

Outra forma de validação que foi possível realizar ainda comparando-se à mesma
referência (BINDER et al., 2013) foi testar a fase de tradução do RNA. A quantidade de
RNA positivo de vírus com problemas na replicação medida experimentalmente reflete o
RNA disponível para tradução, apenas decaindo. Para representar a ausência de replica-
ção no modelo, inicializamos o parâmetro que representa a taxa em que o RNA positivo
disponível para a tradução passa para o complexo de replicação, σ = 0, significando que o
RNA positivo não inicia a replicação. Na ausência de replicação, o RNA positivo do HCV
decai exponencialmente e nenhum filamento de RNA negativo é formado, não inciando o
complexo de replicação (Figura 43).
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Figura 41 – Esquema representando o modelo matemático complexo desenvolvido por Binder
et al. (2013). RNA viral entra na célula (1), ribossomos se ligam ao RNA formando
um complexo de tradução, traduzindo a poliproteína (2), a poliproteína é clivada
nas proteínas maduras (3), as proteínas virais induzem a formação do complexo de
replicação e inicia a replicação do RNA positivo (4), o RNA negativo complementar
é transcrito (5) e RNA positivo pode ser liberado do complexo de replicação para o
citoplasma. Adaptado de Binder et al. (2013).

(a) Huh7-Lunet (alta permissividade) (b) Huh7-lp (baixa permissividade)

Figura 42 – Replicação do RNA viral. Círculos representam os dados experimentais de Binder
et al. (2013) e linhas representam os resultados obtidos com o modelo descrito nesse
trabalho com os conjuntos distintos de parâmetros para cada tipo de célula (a) alta
e (b) baixa permissividade.
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Figura 43 – Comparação dos resultados obtidos com o modelo ao experimento com deficiência
de replicação de RNA do HCV em células com alta e baixa permissividade. Ini-
cializando σ = 0 no modelo, para ambos os conjuntos de parâmetros, foi possível
visualizar somente o decaimento de RNA. Os pontos representam os dados experi-
mentais (BINDER et al., 2013).

Tabela 4 – Conjuntos de parâmetros do modelo para validação através da comparação ao expe-
rimento de transfecção (BINDER et al., 2013).

Nome Huh7-
Lunet

Huh7-lp Unidade Significado

α 60 20 dia−1 Taxa de replicação de Rc

ρ 0.1 0.1 dia−1 Taxa de exportação de Rt e Rc

µt 20 20 dia−1 Taxa de decaimento natural de Rt

r 2.1 1 dia−1 Taxa de replicação de Rm

µc 3.4 1.7 dia−1 Taxa de decaimento do complexo
de replicação

Rmax 1000 200 moléculas cel−1 Número máximo de complexos de
replicação Rm

σ 0.3 0.1 dia−1 Taxa em que Rt passa para Rc

θ 2.1 1.2 dia−1 Taxa em que Rc passa para Rt

k 0.8 0.8 - Coeficiente da função exponencial
da taxa de exportação

τ 0.5 0.5 dia Atraso de tempo para exportação
Rt0 4000 4000 moléculas cel−1 Condição inicial de Rt0

Rc0 0 0 moléculas cel−1 Condição inicial de Rc0

Rm0 0 0 moléculas cel−1 Condição inicial de Rm0

6.2 VALIDAÇÃO DO MODELO INTRACELULAR - INFECÇÃO

Omodelo intracelular também foi comparado a um experimento de infecção in vitro
de Keum et al. (2012). Naquele trabalho, foi quantificado o número de RNA viral positivo
e negativo em células Huh.5.1 utilizando análise do genoma do HCV em tempo real, RT-
PCR. Ajustamos um conjunto de parâmetros sem modificar o modelo intracelular, que
foi capaz de reproduzir a dinâmica da replicação do RNA do HCV desde o início de
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Figura 44 – Comparação dos resultados obtidos com a simulação do modelo matemático in-
tracelular aos dados obtidos com o experimento de infecção in vitro. Os pontos
representam os dados da referência Keum et al. (2012) e as linhas representam os
resultados do modelo intracelular que considera tradução e replicação do RNA.

uma infecção. A Figura 44 exibe o resultado do ajuste de parâmetros realizado, onde os
círculos representam os dados obtidos pela referência de forma experimental (KEUM et
al., 2012).

Naquele experimento, a exportação de RNA positivo também foi medida, e estimou-
se que 10 % do RNA positivo é exportado. Por isso, inicializamos o parâmetro que repre-
senta a taxa de exportação como ρ = 0.1 dia−1 com atraso na exportação de 12 horas e
sem utilizar os parâmetros da terapia, para simular o início de uma infecção (Figura 45).
Os outros parâmetros que foram utilizados são: t0 = 0, Rt0 = 12.8, α = 30 dia−1, µt = 24
dia−1, r = 3.18 dia−1, µc = 1.05 dia−1, Rmax = 100 moléculas, σ = 0.1 dia−1, θ = 1.2
dia−1.

6.3 EFEITO DA TERAPIA - SIMULANDO O MODELO ACOPLADO

Após a validação do modelo intracelular, foi necessário validar também o modelo
multi-escala acoplado. Uma dificuldade encontrada durante essa validação foi a inexis-
tência de dados experimentais que quantifiquem o RNA intracelular de humanos in vivo,
sendo possível apenas, por enquanto, estudá-los em modelos animais, matemáticos e com-
putacionais. No entanto, as cargas virais no plasma, que também são representadas pelo
modelo, são mais facilmente obtidas e permitem a comparação e validação do modelo
acoplado. Dessa forma é possível utilizar o modelo acoplado para realizar análises e criar
hipóteses teóricas do comportamento da replicação do RNA do HCV dentro das células
humanas.

A validação do modelo acoplado foi realizada através do ajuste de um conjunto
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Figura 45 – Exportação do RNA do HCV. Pontos representam os dados obtidos experimental-
mente (KEUM et al., 2012) e a linha representa o resultado da simulação do modelo
intracelular.

de parâmetros que representam a dinâmica do HCV em humanos. As Equações que
representam o modelo acoplado da infecção por HCV, Equação (4.39) e Equação (4.40),
tiveram seus parâmetros mais sensíveis ajustados aos dados de pacientes tratados com
uma dose de 10 mg ou 100 mg de Daclatasvir (DCV) (GUEDJ et al., 2013) por dois
dias considerando que uma infecção já havia sido formada e se encontrava num estado de
equilíbrio com o sistema imune. DCV é um medicamento antiviral de ação direta (DDA)
que inibe a proteína NS5A, que atua inibindo a replicação de RNA do HCV (LEE, 2013;
SCHEEL; RICE, 2013).

O conjunto de parâmetros específicos para representar a dinâmica do RNA do
HCV em humanos in vivo está apresentado na Tabela 5. Assumiu-se em todas as simu-
lações realizadas até o momento que apenas um vírus entra em cada célula, não havendo
superinfecção. A partir desse conjunto de parâmetros foram estimados os outros parâme-
tros do modelo e a variação obtida para cada conjunto de dados dos pacientes é mostrada
na Tabela 6.

As Figuras 46 e 47 mostram os resultados obtidos com a simulação do modelo aco-
plado multi-escala comparado aos dados de cada paciente. O parâmetro que representa a
taxa de replicação de RNA positivo foi fixado α = 30d−1 e os parâmetros que representam
um fator para o aumento no decaimento do RNA com terapia também κt = κc = 1d−1.

Ao calcularmos o número esperado de RNA por célula podemos analisar o efeito
da terapia na replicação do RNA intracelular (Figura 47). Observa-se um aumento no
número de RNA positivo disponível para tradução, já que essa etapa não é afetada pela
terapia. No entanto, após o início do tratamento percebe-se que não há formação de novos
complexos de replicação, que apenas decaem na presença do DCV.
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Tabela 5 – Conjuntos de parâmetros base do modelo para validação através da comparação ao
experimento de transfecção (BINDER et al., 2013).

Nome Valor Unidade Referência
α 30 dia−1 (RONG et al., 2013)
ρ 8.18 dia−1 (RONG et al., 2013)
δ 0.14 dia−1 (RONG et al., 2013)
c 22.3 dia−1 (RONG et al., 2013)
κt = κc 1 dia−1 Estimado
σ 1.3 dia−1 Estimado (in vitro)
θ 1.2 dia−1 Estimado (in vitro)
εα 0.99 - (GUEDJ et al., 2013)
εs 0.998 - (GUEDJ et al., 2013)

Tabela 6 – Conjunto de parâmetros ajustados para as simulações de experimentos in vivo com
o modelo acoplado. São mostrados apenas os parâmetros que permitimos que vari-
assem. Fixamos os parâmetros α = 30d−1 e κt = κc = 1d−1.

Parâmetro PAT 8 PAT 42 PAT 68 PAT 69 PAT 83
δ 0.58 0.64 0.1 0.47 0.62
µt 0.89 0.89 0.88 0.89 0.89
r 1.49 1.1 5.08 2.24 1.61
µc 2.55 1.72 3.38 3.15 2.39
εα 0.928 0.909 0.992 0.936 0.924
εr 0.47 0.12 0.61 0.36 0.29
Erro 0.496 0.619 0.69 0.71 0.96

O modelo multi-escala, portanto, foi capaz de reproduzir as cargas virais de pacien-
tes durante tratamento com DCV e o modelo desenvolvido para representar as dinâmicas
intracelular foi validado através da comparação a dados experimentais in vitro.
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(a) PAT 8 (b) PAT 42

(c) PAT 68 (d) PAT 69

(e) PAT 83

Figura 46 – Ajuste de parâmetros do modelo acoplado com relação a dados experimentais con-
tendo a carga viral para 5 pacientes distintos por 2 dias após uma dose de 10 mg
ou 100 mg de DCV da referência Guedj et al. (2013). Os resultados obtidos com a
simulação do modelo acoplado são representados pelas linhas e os dados dos paci-
entes como quadrados. Os parâmetros mais significativos são mostrados na Tabela
6.
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(a) PAT 8 (b) PAT 42

(c) PAT 68 (d) PAT 69

(e) PAT 83

Figura 47 – Dinâmicas do RNA positivo disponível para tradução (trad.) e dos RNA positivo
e negativo no complexo de replicação (repl.) obtidas com as simulações do mo-
delo acoplado para cada um dos 5 pacientes tratados com DCV. Parâmetros mais
significativos são mostrados na Tabela 6.
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7 CONSIDERAÇÕES FINAIS E TRABALHOS FUTUROS

7.1 INTRODUÇÃO

O sistema imunológico é um dos sistemas mais complexos presentes no corpo hu-
mano e tem como principal papel identificar e exterminar os patógenos nos defendendo
da morte por infecções (MARCHUK, 1997; PERELSON; WEISBUCH, 1997). A com-
preensão da interação dos patógenos com o sistema imune permite o desenvolvimento de
terapias e vacinas (ABBAS; LICHTMAN, 2010; SOMPAYRAC, 2008), no entanto, a sua
grande complexidade e a interação entre seus muitos componentes, em níveis distintos,
tornam a tarefa extremamente complicada.

Uma ferramenta que tem sido de grande auxílio para o entendimento do funciona-
mento deste sistema é a modelagem matemática que permite que pesquisadores da área de
imunologia possam realizar experimentos in silico e testar hipóteses em um curto período
de tempo através de análises do comportamento do modelo, ajudando no direcionamento
de estudos in vitro e in vivo (CELADA; SEIDEN, 1992; PERELSON, 2002; DEEM,
2005; KIM; LEVY; LEE, 2009; NAMAS et al., 2013). Utilizam-se diversas abordagens,
entre elas acoplamento de modelos matemáticos em diferentes escalas e compartimentos
(KIRSCHNER et al., 2007; WAKELAND; MACOVSKY; AN, 2007; RONG et al., 2013).

A partir desse cenário foi feita a seguinte pergunta científica:

Como relacionar informações em diferentes escalas da resposta imune disponíveis
atualmente, obtidas através de experimentos in vitro e in vivo?

para a qual apresentamos uma possível resposta com o acoplamento de modelos mate-
máticos. Este capítulo apresenta um fechamento do trabalho respondendo à pergunta
científica e comentando as etapas, as dificuldades obtidas, sugestões de trabalhos futuros
e considerações finais.

7.2 SÍNTESE

Foram apresentados dois exemplos de acoplamentos de modelos matemáticos dis-
tintos em diferentes escalas com a intenção de responder a hipótese formulada.

O primeiro exemplo escolhido, como uma prova de conceito, foi uma representa-
ção matemática espaço-temporal da infecção pela bactéria S. aureus no pulmão com a
ativação da resposta sistêmica nos linfonodos. Esse exemplo baseou-se em dois modelos
pré-existentes (PIGOZZO et al., 2012; MARCHUK, 1997), cada um representando aspec-
tos distintos da resposta imune, e que já possuíam parâmetros validados e disponíveis.
Esses modelos foram então simplificados e realizou-se o acoplamento dos modelos simpli-
ficados utilizando variáveis que fossem comuns a ambos os modelos. No caso da resposta
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imune, as variáveis comuns que ligam os dois tipos de resposta são a célula apresenta-
dora de antígenos e os anticorpos. A primeira que pode ser tanto um macrófago quanto
uma célula dendrítica, pois ambos fazem parte da primeira linha de defesa e funcionam
como apresentadoras, se comunicando com as células da resposta adquirida. A segunda é
produzida após o estímulo da resposta específica e age no local da infecção.

Nesse primeiro exemplo, optou-se por utilizar modelos previamente elaborados que
já possuíam parâmetros validados. No entanto, no momento em que esses modelos foram
acoplados e uma nova dimensão foi introduzida, os mesmos parâmetros precisaram ser
ajustados para acompanhar a nova realidade representada. Foram apresentados os resul-
tados com uma análise qualitativa dos fenômenos representados. Foi possível perceber que
o acoplamento proposto funciona transportando os macrófagos para o LN mais próximo
e os anticorpos para o local da infecção.

Foi realizada uma extensiva pesquisa sobre o funcionamento dos sistemas imuno-
lógicos com ênfase nos mecanismos de defesa inata e adquirida. Foi realizada também
uma pesquisa com relação aos modelos existentes para representar esses mecanismos bi-
ológicos e, a partir dessa pesquisa, partiu-se para a implementação computacional dos
modelos mencionados acima. Este acoplamento ofereceu uma representação adicional da
resposta imune específica a um antígeno da bactéria S. aureus causadora da pneumonia
em um organismo afetado pelo vírus da gripe.

O segundo exemplo foi o acoplamento de modelos matemáticos para representar
uma infecção pelo vírus da hepatite C no fígado, considerando duas dimensões de tempo no
tecido: uma que representa o tempo desde o início da infecção e outra para que a simulação
possa ser realizada a partir de qualquer tempo após a infecção estar estabelecida, para
possibilitar o estudo dos efeitos da terapia, por exemplo. Esse acoplamento também foi
baseado em modelos preexistentes (RONG et al., 2013; GUEDJ; NEUMANN, 2010) com a
diferença que o acoplamento para a infecção do vírus da hepatite C já havia sido realizado
(RONG et al., 2013) e apenas estendemos uma escala.

Os modelos utilizados para esse acoplamento também foram validados previamente
e os parâmetros foram aproveitados, quando possível, dependendo dos cenários simulados.
O modelo intracelular foi estendido acrescentando uma representação para o filamento
de RNA negativo no complexo de replicação e uma representação para o RNA positivo
disponível para tradução. Não foi encontrado nenhum modelo para replicação de RNA
do vírus da hepatite C nesse formato. O acoplamento deste novo modelo intracelular
a um modelo de infecção estabelecido foi capaz de reproduzir dados experimentais de
tratamento de pacientes por dois dias.

Apresentamos dois acoplamentos de modelos matemáticos, sendo que o primeiro
trouxe uma nova forma de representar a resposta imune de forma tridimensional em um
tecido infectado por uma bactéria que se reproduz e podem ser identificadas por células
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do sistema inato que se tornam células apresentadoras de antígenos e migram para ou-
tro compartimento, para estimular os linfócitos que produzem anticorpos (QUINTELA;
SANTOS; LOBOSCO, 2014). Modelos matemáticos que representem mais de um com-
partimento tem sido utilizados para representar vários tipos de infecções (KIRSCHNER
et al., 2007; LEE et al., 2009; MARINO et al., 2010) e a diferença que apresentamos
está no formato do acoplamento realizado, que acredita-se ser um diferencial para futuras
comparações a diagnósticos por imagens e análises matemáticas.

Modelos baseados em idade já foram apresentados no contexto de infecções no
hospedeiro (NELSON et al., 2004; RONG et al., 2013) e uma representação do complexo
de replicação de vírus do HCV considerando os dois filamentos de RNA foi apresentada
por Guedj e Neumann (2010). No entanto, apresentamos um acoplamento de modelos
que incluem características baseadas em idade de infecção com um modelo intracelular
que representa dois filamentos de RNA no complexo de replicação e uma representação
do RNA positivo disponível para tradução que não foi realizado anteriormente. Dessa
forma, obteve-se uma representação mais realística da replicação do vírus da hepatite C
durante a infecção e tratamento. Espera-se contribuir para o estudo de terapias a partir
dessa nova representação acoplada (QUINTELA et al., em preparação.).

Concluindo, a principal contribuição deste trabalho para o estado da arte em imu-
nologia de sistemas foi uma possibilidade de representar a integração de diferentes níveis
da resposta imune a doenças infecciosas utilizando modelos matemáticos. Consequente-
mente, oferecendo dois exemplos de acoplamento que podem ser estendidos e aplicados
como uma ferramenta adicional para ajudar os imunologistas. Como uma forma de faci-
litar a realização de outros acoplamentos de aspectos distintos da resposta imune à uma
infecção podemos sugerir os seguintes passos, que foram utilizados no presente trabalho:

1. A partir de um problema existente, identificar modelos matemáticos distintos que
possuam uma variável comum ou que permitam a inclusão de uma nova variável para
relacioná-los de forma a representar um cenário mais realista que permita estudar
o problema em questão.

2. Realizar a conversão das unidades dos parâmetros de algum dos modelos caso seja
necessário.

3. Caso os modelos representem escalas distintas da resposta imune, estudar possíveis
formas de relacionar essas escalas de acordo com o comportamento da variável que
está sendo representada nas escalas escolhidas. No presente trabalho apresentamos
dois exemplos, sendo que no primeiro as variáveis migram de um compartimento
a outro, o que foi representado utilizando um termo que modela o fluxo entre os
dois compartimentos a uma determinada taxa. No segundo exemplo, a variável que
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aparece nas duas escalas foi representada considerando-se um termo que modela o
desaparecimento em um local e surgimento instantaneamente no outro.

4. Adaptar os modelos ao acoplamento, incluindo novas variáveis, se for preciso.

5. Validar o modelo matemático acoplado através de comparação a resultados obtidos
por outros modelos de experimentos in vitro ou in vivo disponíveis, para que seja
possível a utilização desse novo modelo acoplado para estudar o comportamento
desejado.

Os exemplos abordados nesta tese consideraram acoplamentos entre dois modelos,
no entanto, acreditamos que outras escalas ou compartimentos possam ser acrescentados
conforme a necessidade de estudar mais aspectos envolvidos.

7.3 LIMITAÇÕES DA PESQUISA

A maior dificuldade encontrada durante o desenvolvimento de modelos que repre-
sentam fenômenos biológicos como a resposta imune é a disponibilidade de parâmetros
para alimentar o modelo. Devido ao uso, principalmente, de uma abordagem cientí-
fica reducionista na realização de experimentos biológicos, há uma grande dificuldade de
encontrar em um mesmo trabalho dados relacionados a células e moléculas do sistema
imune durante uma infecção, sendo necessário recorrer a uma extensa pesquisa em busca
de informações para representar um determinado cenário olhando-se de vários ângulos
diferentes, como foi a intenção do presente trabalho.

Durante a realização da pesquisa percebeu-se que o desenvolvimento de modelos
computacionais muito complexos que representem vários aspectos da resposta imune a
uma infeção se torna complicado devido a dificuldade de encontrar modelos in vivo ou
in vitro que representem esse cenário. Representar a resposta imune humana também é
algo complicado pois a tecnologia existente para quantificar células da resposta imune se
baseia em coleta de sangue e não é possível até o momento quantificar células no tecido
de humanos vivos de forma simples.

Para o segundo acoplamento, esperava-se acrescentar uma representação mais de-
talhada da resposta imune ao vírus, com células efetoras ou representando a ação de
citocinas dentro das células infectadas. No entanto, essas quantidades ainda não são
completamente conhecidas durante o desenvolvimento de uma infecção em um humano.
Por isso representamos apenas uma taxa em que o vírus pode ser eliminado pelo sistema
imune, sem detalhar a resposta como no primeiro caso.
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7.4 RECOMENDAÇÕES E TRABALHOS FUTUROS

A escolha por implementar uma representação da resposta inata utilizando um do-
mínio tridimensional vislumbra a possibilidade de simular cenários de doenças, como por
exemplo a pneumonia, em que há um dano causado ao tecido que pode ser visualizado
através de exames de imagens. Espera-se que seja possível utilizar essa representação
tridimensional para estudo da dinâmica do patógeno no pulmão durante uma infecção,
com adição de outras características e validação por comparação a imagens de diagnósti-
cos. Esse tipo de representação pode ser mais custosa computacionalmente por aumentar
significativamente o número de elementos no domínio, requerendo a utilização de téc-
nicas como a computação paralela. O modelo tridimensional da resposta inata já foi
paralelizado utilizando unidades de processamento gráfico de propósito geral (GPGPUs)
(XAVIER, 2013) e o acoplamento ao modelo da resposta adquirida no formato apresen-
tado neste trabalho está em desenvolvimento prevendo a necessidade de escalabilidade
para problemas mais complexos.

No caso do acoplamento do modelo de infecção do vírus da hepatite C este trabalho
apresentou uma continuação do estudo que vem sendo realizado com o surgimento de novas
opções de terapia. Espera-se acrescentar outras hipóteses ao modelo, como por exemplo,
considerar como a superinfecção, onde mais de um filamento de RNA viral distinto pode
infectar a mesma célula (TSCHERNE et al., 2007; SCHALLER et al., 2007; WEBSTER
et al., 2012; WEBSTER; OTT; GREENE, 2013) e as altas taxas de mutação do vírus da
hepatite C no nível intracelular (SANJUAN et al., 2010; RIBEIRO et al., 2012) podem
afetar no tratamento. Devido ao número reduzido de complexos de replicação esperado
para células infectadas de humanos, seria interessante explorar uma abordagem estocástica
para o modelo intracelular.

Uma vantagem da existência de modelos computacionais que representem uma in-
fecção é a possibilidade de estudar os possíveis resultados na ausência de alguns elementos
da resposta imune, por exemplo, sem a necessidade de realizar vários experimentos in vivo,
que são muito mais caros em termos financeiros e temporais, permitindo o direcionamento
desses experimentos baseados nas análises matemáticas do modelo e simulações de vários
cenários que podem ser realizadas em um espaço de tempo razoável.

Acreditamos que a partir de uma representação validada da resposta imune a uma
infecção seja possível realizar estudos teóricos, com análises matemáticas e simulações,
que possam acrescentar ao conhecimento atual da resposta imune. Parcerias entre equipes
teóricas e experimentalistas que entendam a necessidade de cada tipo de representação
podem facilitar o estudo de sistemas complexos como o sistema imune e o estabelecimento
e tratamento de infecções.
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APÊNDICE A – PARÂMETROS

As Tabelas 7, 8 e 9 apresentam os parâmetros utilizados nas simulações do modelo
de infecção da bactéria S. aureus, as unidades adotadas e as respectivas referências.

Tabela 7 – Valores iniciais das variáveis do modelo acoplado.

Parâmetro Valor Unidade Referência
A0 1.7 ∗ 102 cell/mm3 (MARCHUK, 1997)
MR0 2.3 ∗ 102 cell/mm3 (MARCHUK, 1997)
MA0 0.0 − −
T ∗ 8.4 ∗ 10−16 cell/mm3 (MARCHUK, 1997)
B∗ 8.4 ∗ 10−15 cell/mm3 (MARCHUK, 1997)
P ∗ 8.4 ∗ 10−17 cell/mm3 (MARCHUK, 1997)
F ∗ 9.5 ∗ 10−11 cell/mm3 (MARCHUK, 1997)
F0 10−10 cell/mm3 (MARCHUK, 1997)
MR∗ 2.3 ∗ 102 cell/mm3 estimado

Tabela 8 – Coeficientes de difusão.
Parâmetro Valor Unidade Referência
DA 3.7 ∗ 10−5 mm3/dia (HAESSLER; BROWN, 2009)
DMR 0.432 mm3/dia (PIGOZZO, 2011)
DMA 3.0 mm3/dia (PIGOZZO, 2011)
DF 0.16 mm3/dia (PIGOZZO, 2011)

Tabela 9 – Outros coeficientes utilizados.
Parâmetro Valor Unidade Referência
αMA 2.5 1/dia (MARCHUK, 1997)
αT 0.01 1/dia (MARCHUK, 1997)
αB 1.0 1/dia (MARCHUK, 1997)
αP 5.0 1/dia (MARCHUK, 1997)
αF 0.43 1/dia (MARCHUK, 1997)
αMR 5.0 1/dia estimado
βA 18.0 1 / dia (MARCHUK, 1997)
γAM 5.98 ∗ 10−3 mm3/cell ∗ dia (MARCHUK, 1997)
γMA 8.3 ∗ 10−2 mm3/cell ∗ dia (MARCHUK, 1997)
λAF 1.66 ∗ 10−4 mm6/cell2 ∗ dia (MARCHUK, 1997)
λFA 7.14 ∗ 10−3 mm6/cell2 ∗ dia (MARCHUK, 1997)
bT 1.7 ∗ 10−1 mm3/cell ∗ dia (MARCHUK, 1997)
bP 105 mm6/cell2 ∗ dia (MARCHUK, 1997)
bBP 6.02 ∗ 103 mm6/cell2 ∗ dia (MARCHUK, 1997)
bPP 2.3 ∗ 106 mm3/cell ∗ dia (MARCHUK, 1997)
ρT 2.0 - (MARCHUK, 1997)
ρB 16.0 cell/mm3 (MARCHUK, 1997)
ρP 3.0 - (MARCHUK, 1997)
ρF 5.1 ∗ 104 - (MARCHUK, 1997)


