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AGRADECIMENTOS
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RESUMO

O desenvolvimento de modelos matemáticos e métodos computacionais para a simulação

de escoamentos em meios porosos é de grande interesse, devido à sua aplicação em di-

versas áreas da engenharia e ciências aplicadas. Em geral, na simulação numérica de um

modelo de escoamento em meios porosos, são adotadas estratégias de desacoplamento dos

sistemas de equações diferenciais parciais que o compõem. Este estudo recai sobre esque-

mas numéricos para leis de conservação hiperbólicas, cuja aproximação é não-trivial. Os

esquemas de volumes finitos de alta resolução baseados no algoritmo REA (Reconstruct,

Evolve, Average) têm sido empregados com considerável sucesso para a aproximação

de leis de conservação. Recentemente, esquemas centrais de alta ordem, baseados nos

métodos de Lax-Friedrichs e de Rusanov (Local Lax-Friedrichs) têm sido apresentados de

forma a reduzir a excessiva difusão numérica caracteŕıstica destes esquemas de primeira

ordem. Nesta dissertação apresentamos o estudo e a aplicação de esquemas de volumes

finitos centrais de alta ordem para equações hiperbólicas que aparecem na modelagem de

escoamentos em meios porosos.

Palavras-chave: Escoamento em Meios Porosos. Leis de Conservação. Métodos

Numéricos. Esquemas Centrais de Alta Ordem. Métodos de Volumes Finitos.



ABSTRACT

The development of mathematical models and computational methods for the simulation

of flow in porous media has a great interest because of its applications in engineering

and other sciences. In general, in order to solve numerically the flow model in porous

media the system of partial differential equations are decoupled. This study focus on the

numerical schemes for the hyperbolic conservation laws, which solution is non-trivial. The

finite volume schemes based on high order algorithm REA (Reconstruct, Evolve, Average)

have been used with considerable success for the numerical solution of the conservation

laws. Recently, high-order central schemes, based on the methods of Lax-Friedrichs and

Rusanov (Local Lax-Friedrichs) have been presented, they reduce the excessive numerical

diffusion presented in the first order schemes. In this dissertation we present the study

and application of the high-order finite volume central schemes for hyperbolic equations

as appear in the porous media flow modeling.

Keywords: Porous media Flow. Conservation Laws. Numerical Methods. Higher

Order Central Schemes. Finite Volume Methods.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O desenvolvimento de modelos matemáticos e métodos computacionais para a simulação

de escoamentos em meios porosos é de grande interesse, devido à sua aplicação em diversas

áreas da engenharia e ciências aplicadas. Dentre estas aplicações, destacamos duas ver-

tentes onde a modelagem computacional tem um papel essencial: a simulação numérica de

escoamentos de águas subterrâneas [1, 2, 3] e de escoamentos em reservatórios de petróleo

[4, 5].

O escoamento de um fluido incompresśıvel em um meio poroso ŕıgido saturado con-

duz a um sistema de equações diferenciais parciais (EDPs) composto pela equação de

conservação de massa mais a lei de Darcy [6, 7], que relaciona a velocidade média do

escoamento ao gradiente de um potencial hidráulico através do tensor de condutividade

hidráulica. Estas EDPs formam um sistema de natureza eĺıptica, cuja resolução fornece o

campo potencial e o campo de velocidades do fluido no meio poroso, também denominado

de fluxo. Uma vez determinado o fluxo no meio poroso, podemos calcular o transporte

de substâncias misćıveis na fase que escoa. Em geral este transporte é descrito por uma

EDP parabólica, que contém termos de difusão, advecção e reação [8, 9]. Em escoamentos

fortemente advectivos esta equação assume caracteŕıstica predominantemente hiperbólica.

Outro caso de interesse no qual encontramos EDPs com caracteŕısticas hiperbólicas é o

de escoamentos onde fases imisćıveis preenchem os poros do meio [4, 7, 10], tais como

o escoamento água e ar em solos [1, 11], o escoamento água e gás em simulações de se-

questro de gás carbônico [12] e o escoamento de água e óleo na extração secundária em

reservatórios de petróleo [4, 13, 14], ou ainda o escoamento trifásico água, óleo e gás.

Assim, temos diversos modelos de escoamentos em meios porosos que envolvem EDPs
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hiperbólicas, apresentadas de forma geral como leis de conservação.

O tratamento numérico de leis de conservação hiperbólicas é não trivial, uma vez

que problemas desta natureza admitem soluções não-clássicas, descont́ınuas. Para o caso

de equações não-lineares, mesmo dados iniciais suaves podem gerar soluções descont́ınuas

[15]. Assim, o desenvolvimento de esquemas numéricos robustos e precisos para problemas

hiperbólicos é um tema que vem sendo intensamente investigado. Dentro da ampla classe

de métodos numéricos desenvolvidos, destacamos os esquemas de volumes finitos centrais

de alta ordem, que provêm uma classe de métodos robustos e eficientes para leis de

conservação, sendo livres da necessidade da resolução de problemas de Riemann locais

[16, 17, 18, 19]. Exemplos de esquemas centrais amplamente utilizados são o método de

primeira ordem de Lax e Friedrichs (LxF, [20]) e de segunda ordem de Nessyahu e Tadmor

(NT, [17]) Em geral, esquemas de segunda ordem tal como o NT podem ser deduzidos a

partir do algoritmo de Reconstrução, Evolução e Projeção (REA, do inglês Reconstruct,

Evolve, Average), utilizando a reconstrução linear por partes da solução em cada célula,

seguido pela aplicação de algum operador de evolução para o próximo instante de tempo

baseado na forma integral da lei de conservação sobre células de uma malha dual e, por

fim, pela projeção da solução sobre a malha original. A propriedade não oscilatória do

esquema é fornecida pelo uso de limitadores de derivadas tais como o MinMod [16].

Os esquemas LxF e NT apresentam dissipação numérica O(∆x2r/∆t), onde r é a or-

dem formal do método (r = 1 para LxF e r = 2 para NT). Esta dissipação, inversamente

proporcional a ∆t, pode comprometer seriamente a representação de ondas de choque e ra-

refação na solução do problema, uma vez que é comum o uso de passos de tempo pequenos

para atender a restrições de estabilidade dos esquemas. Uma possibilidade para superar

essa dificuldade é utilizar uma formulação semi-discreta (cont́ınua no tempo e discreta no

espaço). Neste sentido, podemos citar o trabalho de Rusanov, que também é conhecido

como Método de Lax-Friedrichs Local (LLF) [16, 13]. Os métodos LxF e NT não admi-

tem formulações semi-discretas. Seguindo a idéia do algoritmo REA, Kurganov e Tadmor

apresentaram em [18] uma versão de alta ordem do esquema LLF, também baseada em

aproximações lineares por partes do tipo MUSCL(Monotone Upstream-centered Schemes

for Conservation Laws [21, 16]). Este esquema utiliza informações locais para obter esti-

mativas mais precisas da espessura dos leques de Riemann. A solução é então evolúıda

separadamente em volumes de controle definidos sobre regiões não-suaves (que contêm
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o leque de Riemann) e suaves. Após a evolução, os dados distribúıdos de forma não-

uniforme são projetados sobre a malha original. A formulação semi-discreta do método

de Kurganov e Tadmor (KT) possui dissipação numérica O(∆x3) [18], não padecendo

da excessiva dissipação presente no método NT, quando passos de tempo pequenos são

empregados [22, 23]. Esta dissipação numérica pode ser ainda mais reduzida pela consi-

deração de velocidades de propagação unidirecionais. Isto leva aos chamados esquemas

Central-Upwind (CUp) [19, 24].

O objetivo principal desse trabalho é estudar a aplicação de diferentes esquemas cen-

trais de alta ordem, com formulação semi-discreta, para a aproximação de leis de con-

servação unidimensionais de interesse na modelagem de escoamento em meios porosos,

com destaque para a análise dos resultados obtidos pelo emprego dos esquemas KT [18]

e CUp [19], e de suas contrapartidas de primeira ordem. Para tal, esse trabalho está

organizado da seguinte forma:

No Caṕıtulo 2 são apresentados os conceitos relacionados à modelagem de escoamen-

tos em meios porosos. Começamos com a definição do meio poroso e suas grandezas ma-

croscópicas, que aparecem na dedução da forma pontual da conservação de massa. Depois

apresentamos o desenvolvimento emṕırico da lei de Darcy para escoamentos monofásicos,

comentando sua extensão para escoamentos multifásicos e introduzindo o modelo de per-

meabilidade relativa. Finalizamos o Caṕıtulo, com modelos matemáticos simplificados

unidimensionais que descrevem o escoamento de um ou mais fluidos incompresśıveis em

meios porosos.

No Caṕıtulo 3 são apresentados os conceitos básicos sobre equações hiperbólicas li-

neares e não lineares que auxiliarão na compreensão da dedução dos esquemas centrais,

principalmente nas questões referentes à solução de problemas de Riemann, com o surgi-

mento de ondas de choque e rarefação.

No Caṕıtulo 4 são apresentados conceitos relacionados à dedução de métodos numéricos

centrais. Discutimos a relação entre a difusão numérica e estabilidade do esquema LxF, e

delineamos a dedução do esquema CUp [19, 24]. Por fim, comentamos algumas variações

que levam aos esquemas KT [18] e LLF, além de apresentar um esquema baseado em

Malha Dual.

No Caṕıtulo 5 apresentamos diversos experimentos numéricos baseados na aproximação

de modelos deduzidos no Caṕıtulo 2. Tais experimentos visam o estudo da precisão e da es-
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tabilidade dos esquemas apresentados no Caṕıtulo 4, em problemas que possuem soluções

descont́ınuas, t́ıpicas das encontradas na modelagem de escoamentos complexos em meios

porosos. Finalmente, no Caṕıtulo 6, são apresentadas as conclusões da dissertação e

comentários finais.
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Caṕıtulo 2

Modelagem de Escoamentos em

Meios Porosos

A modelagem de escoamentos em meios porosos envolve interações entre a matriz porosa,

que constitui uma fase sólida com espaços vazios denominados poros, e os fluidos que

escoam, tais como óleo, água e gases [1, 25]. A maneira como os poros estão preenchidos

com as fases que escoam é determinante para caracterizar o escoamento. Aqui definimos

fase como uma porção do sistema que é separada das outras, na escala microscópica,

por um contorno bem definido, chamado de interface. Uma fase pode ser composta por

mais de uma espécie (componente) que é misćıvel na fase, como por exemplo água e

sal. Quando há mais de uma fase preenchendo os espaços vazios, temos um escoamento

multifásico, como por exemplo o escoamento água e ar em solos [1, 11], o escoamento

água e gás em simulações de sequestro de gás carbônico [12], o escoamento de água e óleo

na extração secundária em reservatórios de petróleo [4, 13, 14] ou ainda o escoamento de

água, óleo e gás em um reservatório de petróleo [10].

O escoamento em um meio poroso geralmente se dá a partir do gradiente de um poten-

cial tal como a pressão, a gravidade, forças capilares e forças fisico-qúımicas, envolvendo

fenômenos de difusão, dispersão, convecção e reação. A matriz porosa pode se deformar

a partir de solicitações mecânicas [26], térmicas, fisico-qúımicas [27], etc.

Neste caṕıtulo apresentaremos modelos matemáticos básicos que descrevem escoamen-

tos não reativos de fases incompresśıveis em meios porosos ŕıgidos, desprezando os efeitos

de capilaridade bem como os gravitacionais. Tais modelos, embora simplificados do ponto

de vista f́ısico, apresentam verdadeiros desafios do ponto de vista da análise numérica,
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exigindo, como veremos no próximo caṕıtulo, esquemas numéricos não triviais para sua

aproximação.

2.1 Lei de Conservação da Massa

Embora neste trabalho nos restrinjamos às aproximações numéricas de problemas uni-

dimensionais, apresentaremos os modelos em Rd (d = 1, 2, 3), simplificando para o caso

d = 1, quando for necessário. Na mecânica do cont́ınuo a microescala é a escala molecular,

em meios porosos é a escala dos poros. Modelar na escala microscópica é impraticável para

a maioria das aplicações relacionadas a meios porosos. Abaixo citamos algumas grandezas

de extrema importância que surgem na macroscopização de modelos multifásicos e que

não possuem representação na microescala:

� A porosidade do meio, definida como

ϕ =
Vporos

V
(2.1)

onde V é o volume total de um volume elementar representativo (que é definido

na escala microscópica e que está associado a um ponto na escala macroscópica) e

Vporos o volume de vazios em V pelos quais os fluidos possam escoar.

� A fração de volumes de uma fase α, definida como

ϕα =
Vα

V
(2.2)

onde Vα é a porção de V que é ocupada pela fase α.

� Para uma fase α que escoa, podemos definir sua saturação como

sα =
Vα

Vporos

(2.3)

que representa a fração dos vazios que está preenchida pela fase α.
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Pelas definições acima, vemos que a fração de volumes e a saturação de uma fase α que

escoa, se relacionam através da porosidade pela equação

ϕα = ϕsα. (2.4)

Para o caso de escoamentos monofásicos (ou saturados), temos que os conceitos de fração

de volumes e porosidade se equivalem.

Consideremos Mα a massa da fase α de um corpo que ocupa a região fixa Ω ⊂ Rd num

instante t ∈ I. Definimos sua massa espećıfica aparente pontual por

ρα =
Mα

V

onde Mα é a massa da fase α existente em V , ou seja:

ρα : Ω× I −→ R

(x, t) 7−→ ρα(x, t).

A massa espećıfica intŕınseca (média) ou real, pode então ser definida como

ρrα =
Mα

Vporos

=
ρα
ϕα

,

onde ϕα é a fração de volumes da fase α.

Na existência de reações que resultem na troca de massa entre as fases e de fontes de

massa distribúıdas no domı́nio Ω, o balanço de massa é postulado como

dMα

dt
+ ṁα = Rα + Fα, (2.5)

onde dMα/dt é a vazão volumétrica, ṁα a vazão mássica que cruza a fronteira Γ por

unidade de tempo, Rα é a produção de massa da fase α, oriunda das outras fases e Fα é

a massa da fase α adicionada ou retirada por fontes. Tais quantidades são dadas por:

dMα

dt
=

d

dt

∫
Ω

ραdΩ, (2.6)
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ṁα =

∫
Γ

ραvα · ndΓ, (2.7)

Rα =

∫
Ω

rαdΩ, (2.8)

Fα =

∫
Ω

fαdΩ, (2.9)

com vα representando a velocidade da fase α, n o vetor normal unitário externo à superf́ıcie

Γ, rα a densidade de produção de massa da fase devido às trocas e fα devido às fontes.

A partir das equações (2.6), (2.7), (2.8) e (2.9), podemos reescrever a equação (2.5)

na forma integral:

d

dt

∫
Ω

ραdΩ +

∫
Γ

ραvα · ndΓ =

∫
Ω

rαdΩ +

∫
Ω

fαdΩ. (2.10)

Como estamos considerando uma descrição Euleriana do processo, o domı́nio Ω é fixo e

podemos escrever
d

dt

∫
Ω

ραdΩ =

∫
Ω

∂ρα
∂t

dΩ.

Pelo Teorema da Divergência temos ainda:

∫
Γ

ραvα · ndΓ =

∫
Ω

div(ραvα)dΩ,

e assim podemos escrever (2.10) como

∫
Ω

{
∂ρα
∂t

+ div(ραvα)− rα − fα

}
dΩ = 0.

Supondo regularidade dos campos, e como Ω é qualquer, chegamos à forma pontual da

conservação da massa

∂ρα
∂t

+ div(ραvα) = rα + fα, (2.11)

ou, em termos da massa espećıfica real:

∂

∂t
(ρrαϕα) + div(ρrαϕαvα) = rα + fα. (2.12)
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Todos os modelos apresentados nesta dissertação tratarão de escoamentos em meios

porosos ŕıgidos, cujos vazios (poros) estão completamente preenchidos por fases incom-

presśıveis, que escoam sem troca de massa (rα = 0). Adicionalmente, a existência de

poços será tratada através de condições de contorno, de forma que não há fontes concen-

tradas ou distribúıdas no domı́nio (fα = 0). Sob as hipóteses de meio poroso ŕıgido e fases

incompresśıveis, temos que a porosidade ϕ e as massas espećıficas ρα são constantes, de

forma que a equação (2.12) pode ser reescrita como

ϕ
∂sα
∂t

+ divuα = 0, (2.13)

onde uα = ϕαvα representa a velocidade de Darcy da fase, que será discutida na próxima

seção, e sα é a saturação da fase.

2.2 Lei de Darcy

A lei de Darcy pode ser entendida como um caso particular da lei de conservação de

momento linear para um fluido newtoniano que escoa em um meio poroso [16]. Neste

sentido, apresentaremos a lei de Darcy segundo o seu desenvolvimento emṕırico para

um escoamento monofásico, e em seguida comentamos sua extensão para escoamentos

multifásicos, introduzindo o modelo de permeabilidade relativa.

2.2.1 Forma Emṕırica

A relação entre a taxa de escoamento de um fluido em um meio poroso e a diferença

de potencial a ele aplicada foi primeiramente quantificada por Henri Darcy em 1856 [6].

Seu experimento consistia em fazer escoar, sob pressão, um fluido de massa espećıfica

e viscosidade uniformes através de um tubo ciĺındrico de seção transversal A, com uma

parte de espessura L preenchida com areia completamente saturada pelo fluido, conforme

mostra a Figura 2.1.

A carga hidráulica h é medida, através de piezômetros, em dois pontos do tubo. Esta

grandeza mede a energia potencial de uma massa unitária do fluido localizado no ponto
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h

H−h

H

Areia L

Figura 2.1: Esquema do experimento de Darcy.

em estudo, possuindo duas componentes,

h = z +
p

ρg
(2.14)

onde z é a elevação do ponto em relação a um ńıvel, p é a pressão no fluido, ρ sua massa

espećıfica e g a magnitude da aceleração da gravidade. O termo p/ρg mede a elevação do

fluido no piezômetro. Experimentalmente verifica-se que a taxa de escoamento Q (volume

do fluido que atravessa a seção por unidade de tempo) é:

� proporcional à área A da seção transversal;

� proporcional à diferença de carga (H − h) e

� inversamente proporcional ao comprimento L

Q ∝ A
H − h

L
.

Denominando a constante de proporcionalidade por condutividade hidráulica K e

expressando em termos da taxa de variação da carga hidráulica, podemos escrever a

forma unidimensional da lei de Darcy

Q = −KA
dh

dl
. (2.15)
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É muito frequente o uso da velocidade de Darcy, dada por

u =
Q

A
= −K

dh

dl
.

Esta é uma velocidade média tomada a partir da vazão sobre toda a seção A, e não

deve ser confundida com a velocidade real do fluido nos poros, que deve ser medida a

partir da área efetiva dos poros na seção. A relação entre elas se dá por

v =
u

ϕ
(2.16)

onde ϕ é a porosidade efetiva (poros que possuem fluido em movimento) do meio.

2.2.2 Forma Multidimensional

A condutividade hidráulica é uma grandeza dependente das caracteŕısticas do meio poroso

e do fluido que escoa. Verifica-se que para um dado meio

K ∝ ρg

µ

com µ sendo a viscosidade dinâmica do fluido, ou ainda

K =
kρg

µ

onde k é uma grandeza puramente geométrica, à qual chamaremos de permeabilidade

intŕınseca do meio poroso.

Para o caso mais geral, onde a matriz porosa é anisotrópica, K é um tensor de segunda

ordem positivo definido e podemos escrever:

u = −K∇h (2.17)

ou, em termos do tensor permeabilidade intŕınseca k,

u = −k

µ
(∇p− ρg∇z) (2.18)

onde p é a pressão aplicada no meio poroso, também denominada pressão no poro e z é
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uma função que indica a elevação do ponto. Para maiores detalhes indicamos, além do

texto fundamental de BEAR [1], as referências [28] e [29].

2.2.3 Lei de Darcy para Escoamentos Multifásicos

A lei de Darcy é estabelecida para escoamentos monofásicos, onde a fase que escoa pre-

enche completamente os poros do meio. A sua aplicação para escoamentos multifásicos

se dá a partir da hipótese de que a lei é válida para cada uma das fases que escoa

uα = −kα
µα

∇pα,

ou seja, a velocidade de Darcy da fase α está relacionada com o gradiente de pressão na

fase através de uma função kα, que denominaremos de permeabilidade da fase α. Por

motivos de simplicidade de notação, omitimos os termos oriundos da ação gravitacional.

Verifica-se que

� A mistura pode ter diferentes permeabilidades para diferentes fluidos (a permeabi-

lidade da fase não é mais uma grandeza puramente geométrica);

� A permeabilidade da fase é dependente da presença das outras fases na mistura.

Com isso, postula-se que a permeabilidade da fase pode ser decomposta em

� Um termo dependente da geometria e distribuição dos poros;

� Um termo dependente da saturação

ou seja,

kα(x, sα) = k(x)krα(sα(x))

onde k(x) é a permeabilidade intŕınseca do meio e krα(sα(x)) é a permeabilidade relativa

da fase α. A permeabilidade relativa

krα =
kα
k

é um número adimensional que indica o grau com que a presença de outras fases prejudica

o escoamento da fase α. Este modelo, conhecido como modelo da permeabilidade relativa,

foi introduzido por Muskat [4, 30]. De uma forma geral a permeabilidade relativa de uma
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fase é dada como uma função crescente da saturação desta fase e pode estar sujeita à

histerese na medida em que a saturação da fase aumenta ou dimimui [31, 7]. Com isso,

escrevemos a lei de Darcy para escoamentos multifásicos como

uα = −k
krα
µα

∇pα. (2.19)

O quociente krα/µα mede o grau de mobilidade da fase num meio poroso com perme-

abilidade intŕınseca k, ou seja, a facilidade ou a dificuldade com que uma fase escoa no

meio. Assim, definindo a mobilidade da fase α como

λα =
krα
µα

, (2.20)

reescrevemos a lei de Darcy na forma

uα = −kλα∇pα. (2.21)

A mobilidade total (da mistura) e o fluxo fracionário da fase α são definidas como

λ =
∑
α

λα (2.22)

e

fα(sα) =
λα

λ
, (2.23)

respectivamente, o que nos permite reescrever a lei de Darcy como

uα = −kλfα∇pα. (2.24)

2.3 Escoamento Multifásico Incompresśıvel

Nesta seção, com base na lei de conservação de massa (2.13) e na lei de Darcy (2.24),

apresentaremos alguns modelos matemáticos simplificados para a modelagem de diferentes

escoamentos em meios porosos.

Vamos considerar o escoamento de m fases incompresśıveis e imisćıveis (m ≤ 3), sem

efeitos capilares e gravitacionais. Seja sα : Ω× I → [smin
α , smax

α ] ∈ (0, 1) a saturação da fase
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α (α = 1, . . . ,m) que escoa, satisfazendo

m∑
α=1

sα = 1. (2.25)

Como não consideramos os efeitos de capilaridade, temos uma pressão p que atua em

todas as fases, ou seja, pα = p. Para modelar o escoamento, utilizaremos o sistema de

EDP’s composto por m− 1 equações de balanço de massa para as m− 1 primeiras fases,

mais uma equação de balanço de massa para a mistura, dada pela soma em α da equação

(2.13), ou seja

divu = 0,

onde u é a velocidade total da mistura

u =
m∑

α=1

uα = kλ∇p. (2.26)

Assim, o sistema fica escrito em termos da pressão p, da velocidade total da mistura u e

das m− 1 saturações, determinando o problema:

Problema M: Encontrar a pressão p : Ω × I → R, a velocidade de Darcy da mistura

u : Ω× I → Rd e as saturações sα : Ω× I → [smin
α , smax

α ] ∈ (0, 1) tais que

u = −kλ∇p em Ω× I (2.27)

divu = 0 em Ω× I (2.28)

ϕ
∂sα
∂t

+ div (fαu) = 0 em Ω× I, α = 1, . . . ,m− 1 (2.29)

sm = 1−
m−1∑
α=1

sα (2.30)

satisfazendo as condições de contorno

u · n = q̄ sobre Γu × I (2.31)
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p = p̄ sobre Γp × I (2.32)

onde Γ = Γu ∪ Γp, e as condições iniciais sα(x, 0) = sα0(x), α = 1, . . . ,m − 1 e

sm(x, 0) = 1−
m−1∑
α=1

sα(x, 0).

Para o fechamento deste sistema é necessária a inclusão de relações para a permeabilidade

relativa das fases, o que será comentado nas seções a seguir.

2.3.1 Escoamento Bifásico Unidimensional

Consideremos agora o escoamento de duas fases incompresśıveis e imisćıveis denotadas

pelos ı́ndices α = 1 para a fase molhante e α = 2 para a fase não-molhante. Tomaremos

as seguintes hipóteses simplificadoras [10]

� Escoamento unidimensional na direção x;

� Geometria uniforme em y e z, com área constante A;

� Porosidade constante.

Sob estas hipóteses, o balanço de massa para a mistura (2.28) pode ser escrito como

∂u

∂x
= 0,

o que resulta em

u = cte

ou seja, a velocidade total da mistura é constante. O balanço de massa (2.29) da fase

molhante se torna

Aϕ
∂s1
∂t

+ A
∂

∂x
(f1u) = 0

e, como a velocidade total é constante, podemos escrever

∂s1
∂t

+
u

ϕ

∂f1
∂x

= 0. (2.33)

Utilizando a relação (2.23) temos

f1 =
λ1

λ1 + λ2

=
kr1/µ1

kr1/µ1 + kr2/µ2
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ou seja,

f1 =
kr1

kr1 + akr2
(2.34)

onde a = µ1/µ2 é a razão de viscosidades. Com isso, a equação (2.33) pode ser reescrita

como
∂s1
∂t

+
u

ϕ

∂

∂x

(
kr1

kr1 + akr2

)
= 0, (2.35)

que é conhecida como equação de Buckley-Leverett [16].

Em relação às permeabilidades relativas, verifica-se experimentalmente que a forma

da curva pode depender da história da saturação das fases, caso se encontre em um ciclo

de embebimento ou drenagem, originando o efeito de histerese [31, 7]. Nesta dissertação,

assumiremos que as permeabilidades relativas das fases serão descritas segundo as relações

de Corey quadráticas [31, 7]

krα(sα) =

(
sα − srα
1− srα

)2

(2.36)

onde srα é a saturação residual da fase α. Do ponto de vista matemático, podemos tomar,

sem perda de generalidade, srα = 0 e escrever:

∂s

∂t
+

u

ϕ

∂

∂x

[
s2

s2 + a (1− s)2

]
= 0, (2.37)

onde s é a saturação da fase molhante. Como veremos no próximo caṕıtulo, a equação

de Buckley-Leverett (2.37) consiste em uma equação hiperbólica não linear, sendo larga-

mente empregada como protótipo para teste de esquemas numéricos para esta classe de

problemas.

2.3.2 Escoamento Trifásico Unidimensional

Sejam agora três fases incompresśıveis e imisćıveis (m = 3) em um escoamento unidi-

mensional na direção x, como descrito na seção anterior. Utilizando as mesmas hipóteses

simplificadoras, podemos reescrever o Problema M através de um sistema de duas equações

hiperbólicas, para as fases α = 1 e α = 2

∂s1
∂t

+
u

ϕ

∂f1
∂x

= 0 (2.38)
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∂s2
∂t

+
u

ϕ

∂f2
∂x

= 0 (2.39)

mais a relação algébrica para a saturação da fase α = 3

s3 = 1− s1 − s2. (2.40)

Podemos ainda reescrever as equações (2.38) e (2.39) na forma vetorial

∂s

∂t
+

u

ϕ

∂f

∂x
= 0 (2.41)

onde

s =

 s1

s2

 e f =

 f1

f2

 .

A determinação de permeabilidades relativas para o problema trifásico é uma questão

mais complexa do que o considerado para o problema bifásico [7]. No caso trifásico é

obtido experimentalmente um diagrama ternário que relaciona o estado do sistema para

diferentes valores das saturações das fases. Segundo CHEN [7], há experimentos que

embasam o uso das relações de Corey (2.36) para a fase molhante e a fase não molhante.

Uma terceira relação, em geral dependente das saturações dessas duas fases, é então

empregada para a fase intermediária.

Nesta dissertação, utilizaremos de forma simplificada as relações de Corey quadráticas

(2.36) para as três fases. O uso de tais relações, pode originar perda de hiperbolicidade

nos casos em que não são considerados os efeitos de capilaridade [32, 33, 34, 35, 36, 37].

Tal tema será abordado de forma numérica no Caṕıtulo 4.

2.3.3 Escoamento Monofásico Unidimensional

Sob as hipóteses consideradas, vimos que a velocidade total é constante. Com isso, o

caso de um escoamento monofásico, recai sobre o simples problema em que o fluxo é

constante em todo o domı́nio. Contudo, pode ser do interesse determinar a concentração,

ou densidade, de uma substância presente na fase que escoa [16]. A presença da substância

é pequena o suficiente para não afetar a dinâmica do escoamento da fase. Neste caso,

podemos calcular o transporte da j−ésima substância misćıvel na fase que escoa. Em
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geral, este transporte é descrito pela EDP parabólica, que contém termos de difusão,

advecção e reação [8, 9],

ϕ
∂cj
∂t

+ u
∂cj
∂x

− ∂

∂x

(
Dj

∂cj
∂x

)
+ rj = 0 (2.42)

onde u é a velocidade do escoamento da fase, Dj é o coeficiente de difusão/dispersão

da j−ésima substância transportada e rj é o termo que computa trocas de massa (por

exemplo reações) para esta substância. Um modelo de grande interesse representado por

esta equação é o transporte de contaminantes orgânicos em meios porosos [8, 9]. Neste

trabalho trataremos apenas do transporte predominantemente advectivo de substâncias

não-reativas, de forma que a equação (2.42) pode ser simplificada na forma

∂cj
∂t

+
u

ϕ

∂cj
∂x

= 0 (2.43)

que representa a equação da onda de primeira ordem, constituindo o protótipo de equação

hiperbólica linear.
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Caṕıtulo 3

Estudo de Equações Hiperbólicas

Neste caṕıtulo serão estudados alguns conceitos básicos sobre equações hiperbólicas li-

neares e não-lineares [38, 15], sendo destacado o estudo de problemas de Riemann que

auxiliarão na compreensão da dedução dos esquemas centrais que serão apresentados no

Caṕıtulo 4. Adotamos neste caṕıtulo a notação comum à maioria dos livros e artigos de

leis de conservação, onde a quantidade conservada é denotada pela letra u, sem risco de

confusão com a notação utilizada no caṕıtulo de modelagem, onde a quantidade conser-

vada foi denotada pela letra s.

3.1 Conceitos Básicos

Seja o seguinte sistema de m equações diferenciais parciais de primeira ordem com m

incógnitas ui que dependem do espaço e da variável associada ao tempo, t:

∂ui

∂t
+

m∑
j=1

aij (x, t, u1, · · · , um)
∂uj

∂x
+ bi (x, t, u1, · · · , um) = 0, (3.1)

para i = 1, · · · ,m. Aqui, ui são as variáveis dependentes e x, t são as variáveis indepen-

dentes. Este sistema pode ser escrito na forma matricial como

ut +Aux + b = 0 (3.2)
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com

u =


u1

u2

...

um

 , b =


b1

b2
...

bm

 , A =


a11 · · · a1m

a21 · · · a2m
...

...
...

am1 · · · amm

 . (3.3)

Segundo [38], podemos classificar o sistema (3.2) da seguinte forma:

� Se as entradas aij da matriz A forem todas constantes e as componentes bi do

vetor b também forem constantes, então o sistema (3.2) é linear com coeficientes

constantes;

� Se aij = aij(x, t) e bi = bi(x, t), o sistema é linear com coeficientes variáveis;

� O sistema é ainda linear se b depende linearmente de u;

� O sistema é chamado de quase-linear se a matriz dos coeficientes A é uma função

apenas do vetor u, isto é A = A(u);

� Se b = 0, então o sistema é dito homogêneo.

Para um sistema de equações diferenciais parciais (EDPs) na forma (3.2), é necessário

definir o domı́nio das variáveis independentes x e t. Usualmente, x é um subintervalo da

linha real, xL < x < xR, denominado domı́nio espacial das EDPs, ou apenas domı́nio.

Condições de contorno devem ser especificadas nos pontos xL e/ou xR. A variação em t

ocorre em t0 < t < ∞, sendo necessária a especificação de uma condição inicial em t = t0.

Definição 3.1 (Leis de Conservação). Leis de conservação são sistemas de equações

diferenciais parciais que podem ser escritos na forma

ut + f (u)x = 0, (3.4)

onde

u =


u1

u2

...

um

 , f (u) =


f1 (u1, · · · , um)

f2 (u1, · · · , um)
...

fm (u1, · · · , um)

 . (3.5)
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u é denominado o vetor das variáveis conservadas e f (u) é o vetor dos fluxos.

Exemplo 3.1 (Escoamento Trifásico). O sistema de equações (2.41), que modela o esco-

amento trifásico, incompresśıvel representa um sistema de leis de conservao.

Definição 3.2 (Matriz Jacobiana.). A matriz jacobiana, ou apenas jacobiano, da função

de fluxo f (u) em (3.4) é a matriz

A (u) =
∂f

∂u
=


∂f1
∂u1

· · · ∂f1
∂um

...
...

...
∂fm
∂u1

· · · ∂fm
∂um

 . (3.6)

Note que leis de conservação na forma (3.4) podem ser escritas na forma quase-linear

(3.2), com b = 0, pela aplicação da regra da cadeia no segundo termo da equação (3.4),

ou seja, substituindo
∂f (u)

∂x
=

∂f

∂u

∂u

∂x

em (3.4), temos:

ut +A (u)ux = 0,

que é um caso especial de (3.2).

Definição 3.3 (Autovalores). Os autovalores λi de uma matriz A são as soluções do

polinômio caracteŕıstico

|A− λI| = det (A− λI) = 0, (3.7)

onde I é a matriz identidade. Os autovalores da matriz dos coeficientes A de um sistema

na forma (3.2) são chamados autovalores do sistema.

Fisicamente, autovalores representam as diferentes velocidades com que a informação

é propagada, sendo positivas no sentido do crescimento do eixo x e negativas de forma

contrária.

Definição 3.4 (Autovetores). Um autovetor de uma matriz A, correspondente a um

autovalor λi de A, é um vetor
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k(i) =


k
(i)
1

k
(i)
2

...

k
(i)
m


satisfazendo

Ak(i) = λik
(i).

Definição 3.5 (Sistema Hiperbólico). Um sistema na forma quase linear (3.2) é dito

hiperbólico em um ponto (x, t) se A tem m autovalores reais λ1, · · · , λm e um conjunto

correspondente de m autovetores k(1), · · · ,k(m) linearmente independentes. Se os autova-

lores λi são distintos, então o sistema é chamado de estritamente hiperbólico.

� Hiperbolicidade estrita implica em hiperbolicidade, uma vez que autovalores reais e

distintos garantem a existência de um conjunto linearmente independente de auto-

vetores.

� Um sistema (3.2) é dito eĺıptico em um ponto (x, t) se nenhum autovalor λi de A é

real.

3.2 A Equação de Advecção Linear

Uma equação de advecção linear geral em uma dimensão pode ser escrita como

ut + a(x, t)ux = 0, (3.8)

onde a incógnita é u = u(x, t) e a(x, t) um coeficiente variável. Se o coeficiente for

suficientemente suave, podemos escrever (3.8) como uma lei de conservação com termo

de fonte:

ut + (au)x = u (ax) . (3.9)

Nesta seção será estudado em detalhe o caso especial do problema de valor inicial

(PVI) que representa a equação de advecção linear, ou seja:

ut + aux = 0 , −∞ < x < ∞ , t > 0 (3.10)
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com condição inicial

u(x, 0) = u0(x), (3.11)

onde a é a velocidade de propagação da onda, sendo constante nesse caso.

3.2.1 Caracteŕısticas e Solução Geral

Caracteŕısticas podem ser definidas como curvas x = x(t) no plano (t, x) ao longo das

quais a EDP se torna uma EDO. Considerando x = x(t), podemos escrever u como uma

função de t apenas, ou seja u = u (x(t), t). A taxa de variação de u pode então ser

calculada por

du

dt
=

∂u

∂t
+

dx

dt

∂u

∂x
. (3.12)

Se a curva caracteŕıstica x = x(t) satisfaz a EDO

dx

dt
= a, (3.13)

então a EDP (3.10), junto com (3.12) e (3.13), fornece

du

dt
=

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= 0. (3.14)

Desta forma a taxa de variação de u ao longo da curva caracteŕıstica x = x(t) satisfa-

zendo (3.13) é zero, isto é, u é constante ao longo da curva x = x(t).

� A velocidade a em (3.13) é chamada de velocidade caracteŕıstica;

� De acordo com (3.13), a velocidade caracteŕıstica a é a inclinação da curva x = x(t)

no plano (t, x);

� Na prática, é mais comum o uso do plano (x, t) para esboçar as caracteŕısticas, de

forma que neste caso a inclinação das curvas é 1/a;

� Para EDPs hiperbólicas lineares com coeficientes constantes, tais como a equação

(3.10), as curvas caracteŕısticas são paralelas.
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Resolvendo a equação (3.13) temos uma famı́lia de caracteŕısticas. Se tomarmos, por

exemplo,

x(0) = x0, (3.15)

a curva

x = x0 + at (3.16)

é a única caracteŕıstica que passa pelo ponto (x0, 0).

Se u satisfaz a condição inicial u(x, 0) = u0(x) em t = 0, então ao longo da curva

caracteŕıstica x(t) = x0 + at que passa pelo ponto inicial x0 do eixo x, a solução é

u(x, t) = u0(x0) = u0 (x− at) , (3.17)

onde foi utilizada a equação (3.16). A interpretação desta solução para a equação (3.10)

é a seguinte: dado um perfil inicial u0(x), a EDP irá simplesmente transladar este perfil

com velocidade a para a direita se a > 0 ou para a esquerda se a < 0. A forma deste

perfil inicial permanecerá inalterada.

3.2.2 O Problema de Riemann

O problema de Riemann consiste em resolver o seguinte PVI

ut + aux = 0 com condição inicial u(x, 0) =

 uL se x < 0

uR se x > 0,
(3.18)

no domı́nio −∞ < x < ∞ , t > 0, onde uL e uR são dois valores constantes. Este é o PVI

mais simples que se pode apresentar, onde o caso trivial resulta de uL = uR.

Para a EDP (3.10), verificamos por (3.17) que a solução do problema de Riemann é

simplesmente

u(x, t) = u0(x− at) =

 uL se x− at < 0,

uR se x− at > 0.
(3.19)
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3.3 Sistemas Hiperbólicos Lineares

Para o caso de sistemas de m EDPs hiperbólicas na forma

ut +Aux = 0, (3.20)

com os coeficientes da matriz A constantes, a hiperbolicidade garante que A possui m

autovalores reais e m autovetores linearmente independentes k(i), i = 1, · · · ,m. Com isso,

a matriz A é diagonalizável [39], podendo ser escrtita como

A = KΛK−1, (3.21)

onde Λ é uma matriz diagonal formada pelos autovalores λi de A e a matriz K possui

como colunas os autovetores de A, que denominaremos por k(i). Com isso:

Λ =


λ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λm

 , K =
[
k(1), · · · ,k(m)

]
, Ak(i) = λik

(i). (3.22)

Um sistema hiperbólico (3.20) pode ser definido como um sistema com autovalores

reais e matriz dos coeficientes diagonalizável.

3.3.1 Variáveis Caracteŕısticas

Para analisar e resolver o PVI geral (3.20), é comum transformar as variáveis depen-

dentes u (x, t) em um novo conjunto de variáveis dependentes w (x, t). Uma vez que

existe a inversa K−1, podemos definir um novo conjunto de variáveis dependentes w =

(w1, w2, · · · , wm)
T através da transformação

w = K−1u ou u = Kw, (3.23)

de forma que o sistema (3.20), quando expresso em termos de w, se torna completamente

desacoplado (i.e., onde uma equação não depende das outras). As novas variáveis w são

denominadas variáveis caracteŕısticas.
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3.3.2 Sistema em Termos das Variáveis Caracteŕısticas

Podemos mostrar [38] que, em termos das variáveis caracteŕısticas, o sistema (3.20) fica

escrito como

wt +Λwx = 0. (3.24)

Esta é a chamada forma canônica ou forma caracteŕıstica do sistema (3.20). Expandindo

a notação matricial, temos


w1

...

wm


t

+


λ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λm




w1

...

wm


x

=


0
...

0

 . (3.25)

Claramente, a i−ésima EDP deste sistema é

∂wi

∂t
+ λi

∂wi

∂x
= 0, i = 1, · · · ,m (3.26)

e envolve unicamente a variável wi(x, t); o sistema é então desacoplado, sendo idêntico

à EDP linear (3.10). Agora, a velocidade caracteŕıstica é λi e existem m curvas carac-

teŕısticas satisfazendo m EDOs

dx

dt
= λi, para i = 1, · · · ,m. (3.27)

Para concluir esta seção, apresentamos a seguinte definio:

Definição 3.6 (Domı́nio de Dependência). Para a equação escalar de advecção linear a

solução em um dado ponto P = (x∗, t∗) depende apenas do dado inicial em um ponto x0

no eixo x. Este ponto é obtido pela interseção da caracteŕıstica que passa por P = (x∗, t∗)

com o eixo x. De fato, a solução em P = (x∗, t∗) é idêntica ao valor do dado inical

u0(x) em x0. Dizemos que o domı́nio de dependência do ponto P = (x∗, t∗) é o ponto x0.

Para um sistema 2× 2, o domı́nio de dependência é um intervalo [xL, xR] no eixo x que

é delimitado pelas caractéısticas que passam por P = (x∗, t∗).

3.4 Leis de Conservação

As leis de conservação podem ser escritas em sua forma diferencial (3.4) ou através de

diferentes formas integrais. A forma diferencial (3.4) também pode ser chamada de forma
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forte, isto porque esta forma é obtida supondo suavidade nas funções u e f (u). Alguns

métodos de aproximação são aplicados diretamente a esta forma, como o método de

diferenças finitas [40].

3.4.1 Formas Integrais das Leis de Conservação

Existem ao menos duas boas razões para se estudar as leis de conservção em sua(s)

forma(s) integral(is):

(i) Como vimos no Caṕıtulo anterior, a dedução das equações que modelam o escoa-

mento em meios porosos é baseada em prinćıpios f́ısicos de conservação expressos

como relações integrais;

(ii) Ao considerar uma formulação integral aumentamos o espaço onde podemos encon-

trar soluções do problema. Por exemplo, nesta formulação é posśıvel considerar o

caso de soluções descont́ınuas.

Podemos considerar diferentes formas integrais, cada uma apropriada para o estudo

que se deseja avaliar. Por exemplo: considere um sistema unidimensional dependente do

tempo e escolha um volume de controle V = [xL, xR]× [t1, t2] no plano (x, t). A partir da

integração do sistema na forma (3.4), entre xL e xR, obtemos:

d

dt

∫ xR

xL

u(x, t)dx = f(u(xL, t))− f(u(xR, t)), (3.28)

onde f(u) é a função de fluxo vetorial. Integrando (3.28) no tempo, entre t1 e t2, com

t1 ≤ t2, fornece∫ xR

xL

u(x, t2)dx =

∫ xR

xL

u(x, t1)dx+

∫ t2

t1

f(u(xL, t))dt−
∫ t2

t1

f(u(xR, t))dt, (3.29)

que é uma forma muito utilizada na dedução de esquemas numéricos, como veremos

adiante.

3.4.2 Exemplos de Leis de Conservação escalares

A seguir apresentamos alguns exemplos de leis de conservação escalares, escritas em termos

da incógnita u.
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Exemplo 3.2 (Advecção linear (2.43)).

ut + f(u)x = 0, f(u) = au (3.30)

onde a é a velocidade da onda.

Exemplo 3.3 (Equação de Burgers Inv́ıscida).

ut + f(u)x = 0, f(u) =
u2

2
. (3.31)

Exemplo 3.4 (Equação de Buckley-Leverett (2.37).

ut + f(u)x = 0, f(u) =
u2

u2 + a(1− u)2
, (3.32)

onde a é a razão de viscosidades, no escoamento bifásico imisćıvel em meios porosos.

3.4.3 Não-Linearidades e Formação de Choques

Nos deteremos ao PVI composto por leis de conservação escalares não-lineares na forma

ut + f(u)x = 0, u(x, 0) = u0(x). (3.33)

A lei de conservação (3.33) pode ser reescrita como

ut + λ(u)ux = 0, (3.34)

onde

λ(u) =
df

du
= f ′(u) (3.35)

é a velocidade caracteŕıstica. A forma da função de fluxo f(u) tem profundas con-

sequências no comportamento da solução u(x, t) da lei de conservação. Uma propriedade

crucial é a monotonicidade da velocidade caracteŕıstica λ(u). Existem, essencialmente,

três possibilidades:

� λ(u) é uma função monotonicamente crescente de u, ou seja:

dλ(u)

du
= λ′(u) = f ′′(u) > 0 (fluxo convexo)
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� λ(u) é uma função monotonicamente decrescente de u, ou seja:

dλ(u)

du
= λ′(u) = f ′′(u) < 0 (fluxo côncavo)

� λ(u) possui ponto crtico para algum valor de u, ou seja:

dλ(u)

du
= λ′(u) = f ′′(u) = 0 (fluxo não-convexo e não-côncavo).

Para estudar o PVI (3.33), supomos que o dado inicial u(x, 0) = u0(x) é suave. Para

algum tempo finito, a solução u(x, t) permanecerá suave [16]. Reescrevemos o PVI como:

ut + λ(u)ux = 0, λ(u) = f ′(u), u(x, 0) = u0(x). (3.36)

Note que a EDP em (3.36) é uma generalização da equação de adveção linear, na qual

a velocidade caracteŕıstica é λ(u) = a, constante. As soluções para o PVI (3.36) serão

constrúıdas seguindo as caracteŕısticas, se assemelhando de alguma forma ao feito para a

equação de advecção linear.

3.4.4 Construção de Soluções Sobre Caracteŕısticas

Considere curvas caracteŕısticas x = x(t) satisfazendo o PVI

dx

dt
= λ(u(x, t)), x(0) = x0. (3.37)

Tomando ambos x e u como função de t, temos a derivada total de u ao longo da curva

x(t), dada por:

du

dt
= ut + λ(u)ux = 0. (3.38)

Isto é, u(x(t), t) é constante ao longo da curva caracteŕıstica satisfazendo o PVI (3.37) e,

como consequência, a inclinação de λ(u) também é constante ao longo da caracteŕıstica.

Assim, as curvas caracteŕısticas são linhas retas, de forma que o valor de u ao longo de

cada curva é o valor de u no ponto inicial x(0) = x0 e escrevemos

u(x(t), t) = u0(x0). (3.39)
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A inclinação λ(u) da caracteŕıstica pode então ser calculada em x0 de forma que as soluções

do PVI (3.37) são

x = x0 + λ(u0(x0))t. (3.40)

As relações (3.39) e (3.40) podem ser consideradas as soluções anaĺıticas do PVI (3.37).

Note que o ponto x0 depende do ponto dado (x, t), de forma que a solução dada por (3.39)

e (3.40) é impĺıcita. Este fato se torna mais aparente se substitúımos x0 de (3.40) em

(3.39), obtendo:

u(x(t), t) = u0(x− λ(u0(x0))t). (3.41)

Note que esta solução é idêntica em forma à solução (3.17) da equação da advecção linear

em (3.10).

3.4.5 Inclinação das Caracteŕısticas

No caso da equação de advecção linear a velocidade caracteŕıstica é λ(u) = a = constante

e a solução consiste na simples translação do dado inicial u0(x), com velocidade constante

a. No caso não linear, a velocidade caracteŕıstica λ(u) depende da solução. Com isso

distorções no dado inicial são produzidas [38]. Para explicar tal fenômeno, consideremos

uma função de fluxo convexa, isto é

λ′(u) = f ′′(u) > 0

e um dado inicial separado em dois intervalos:

� IE onde u0(x) é crescente em x e

� IC onde u0(x) é decrescente em x.

Devido à caracteŕıstica convexa do fluxo, valores mais altos de u0(x) originam veloci-

dades caracteŕısticas maiores do aquelas oriundas de menores valores de u0(x), conforme

indicado na Figura 3.1.

O intervalo IE define uma uma região de expansão, onde a velocidade caracteŕıstica

cresce na medida que x cresce, isto é: λ′(u) > 0. Com o tempo a solução se torna
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Figura 3.1: Inclinação das caracteŕısticas para a equação de Burgers (Baseado em [15]).

mais plana. Já o intervalo IC define uma região de compressão, com λ′(u) < 0. Nesta

região a inclinação da solução tende a aumentar com o tempo. Note que a caracteŕıstica de

expansão ou compressão da solução se reverte no caso de fluxo côncavo: λ′(u) = f ′′(u) < 0.

Nos instantes anteriores ao cruzamento das caracteŕısticas (caso da Figura 3.1), a so-

lucão única pode ser encontrada seguindo as caracteŕısticas, como descrito anteriormente.

Quando as caracteŕısticas se cruzam pela primeira vez, dizemos que a onda quebra, como

indicado na Figura 3.2; a derivada ux se torna infinita e temos o denominado tempo de

quebramento [38, 15]

tb = − 1

λx(x0)
. (3.42)

O quebramento primeiro ocorre na caracteŕıstica que emana de x = x0 para a qual λx(x0)

é negativa e |λx(x0)| é máximo [16].

Figura 3.2: Formação de choque na equação de Burgers (Baseado em [15]).



43

3.4.6 Ondas de Choque

Considere o PVI (3.33) e uma solução u(x, t) tal que u(x, t), f(u) e suas derivadas são

cont́ınuas, exceto sobre uma linha s = s(t) no plano (x, t) onde u(x, t) tem descontinuidade

do tipo salto (Figura 3.3). Tomamos dois pontos fixos xL e xR no eixo x tais que xL <

Figura 3.3: Onda de choque (Baseado em [15]).

s(t) < xR e escrevemos a lei de conservação na forma integral (3.28) sobre o volume de

controle [xL, xR]:

f(u(xL, t))− f(u(xR, t)) =
d

dt

∫ s(t)

xL

u(x, t)dx+
d

dt

∫ xR

s(t)

u(x, t)dx. (3.43)

Utilizando a fórmula

d

dα

∫ ξ2(α)

ξ1(α)

f(ξ, α)dξ =

∫ ξ2(α)

ξ1(α)

∂f

∂α
dξ + f(ξ2, α)

dξ2
dα

− f(ξ1, α)
dξ1
dα

, (3.44)

nos primeiro e segundo termos do lado direito da equação integral (3.43), temos

d

dt

∫ s(t)

xL

u(x, t)dx =

∫ s(t)

xL

ut(x, t)dx+ u(sL, t)
ds

dt
(3.45)

e
d

dt

∫ xR

s(t)

u(x, t)dx =

∫ xR

s(t)

ut(x, t)dx− u(sR, t)
ds

dt
, (3.46)

respectivamente. Com isso, a equação (3.43) pode ser reescrita como
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f(u(xL, t))− f(u(xR, t)) = [u(sL, t)− u(sR, t)]S

+

∫ s(t)

xL

ut(x, t)dx+

∫ xR

s(t)

ut(x, t)dx, (3.47)

onde u(sL, t) é o limite de u(s(t), t) quando x tende a s(t) pela esquerda, u(sR, t) é o limite

de u(s(t), t) quando x tende a s(t) pela direita e

S =
ds(t)

dt

é a velocidade da descontinuidade. Através da equação (3.47) podemos escrever o seguinte

resultado geral, para a velocidade de propagação:

S =

f(u(xL, t))− f(u(xR, t))−

[∫ s(t)

xL

ut(x, t)dx+

∫ xR

s(t)

ut(x, t)dx

]
u(sL, t)− u(sR, t)

. (3.48)

Esta expressão pode ser simplificada se a avaliarmos sobre o salto, ou seja, tomarmos os

limites xL → s(t) e xR → s(t). Como a função ut(x, t) é limitada, as integrais se anulam

quando tomamos tais limites, e obtemos:

S =
f(u(xL, t))− f(u(xR, t))

u(sL, t)− u(sR, t)
. (3.49)

Esta relação algébrica, relacionando os saltos

∆f = f(u(xL, t))− f(u(xR, t)),

∆u = u(sL, t)− u(sR, t)

e a velocidade S da descontinuidade, é denominada condição de Rankine-Hugoniot, e é

usualmente expressa como

∆f = S∆u. (3.50)
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Para o caso escalar considerado aqui, a velocidade pode ser calculada como:

S =
∆f

∆u
. (3.51)

Desta forma, para admitir soluções descont́ınuas, devemos formular o problema em

termos de EDPs que são válidas para as partes suaves da solução, e condições de Rankine-

Hugoniot ao longo das descontinuidades.

3.4.7 Ondas de Rarefação

Seja o PVI (3.18) com uma função de fluxo convexa f(u) qualquer e dado inicial expansivo

uL < uR. Neste caso, existem infinitas soluções fracas [15]. A solução entrópica deste

problema é dada por

u(x, t) =



uL se
x

t
≤ λL

x

t
se λL <

x

t
< λR

uR se
x

t
≥ λR.

(3.52)

consistindo de dois estados constantes uL e uR, separados por uma região de transição

suave entre os valores uL e uR (ver Figura 3.4). Esta região é chamada de onda de

rarefação [38, 15].

Figura 3.4: Onda de rarefação (Baseado em [15]).
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Caṕıtulo 4

Esquemas Centrais de Alta Ordem

Neste caṕıtulo, estudaremos esquemas numéricos para obter soluções aproximadas para

equações hiperbólicas unidimensionais tais como (2.37), (2.41) e (2.43), que serão escritas,

genericamente, através da lei de conservação

∂u(x, t)

∂t
+

∂f(u(x, t))

∂x
= 0 (4.1)

sujeita à condição inicial

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R (4.2)

onde u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), . . . , uN(x, t)) representa um vetor de N quantidades con-

servadas e f é um vetor de fluxo não-linear.

Em uma dimensão, o domı́nio espacial é discretizado em uma malha composta por in-

tervalos, também chamados de células ou volumes finitos, sobre os quais são constrúıdas

soluções aproximadas que, de certa forma, representam médias da solução u. Natural-

mente, essas aproximações resultam em soluções descont́ınuas nas fronteiras das células,

dando origem a problemas de Riemann locais.

Neste trabalho serão estudados esquemas de volumes finitos centrais do tipo de Go-

dunov [41], que podem ser vistos como métodos de diferenças finitas universais para

resolução de equações convectivo-difusivas não-lineares, por não serem ligados a estrutura

espećıfica do problema [18]. Tais esquemas são constrúıdos com base na integração de

(4.1) sobre volumes de controle contendo os leques de Riemann que surgem nas fronteiras

das células. Assim a avaliação do passo evolutivo se dá sobre projeções polinomiais por

partes da solução aproximada, sem a necessidade de resolver os problemas de Riemann
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locais, resultando em métodos de alta resolução simples e eficientes.

4.1 O Esquema de Lax-Friedrichs

Conhecido como o precursor dos esquemas centrais, o método de Lax-Friedrichs [20]

possui estrutura simples. Nesta seção apresentaremos alguns conceitos básicos para a

compreensão de esquemas centrais, contextualizando com a dedução do esquema de Lax-

Friedrichs em sua forma de diferenças. Como veremos na próxima seção, este esquema

também pode ser naturalmente deduzido no contexto dos métodos de Godunov.

Seja uma discretização do domı́nio Ω em uma malha uniforme com pontos nodais

xi = i∆x e do tempo em instantes tn = n∆t. Assim, definimos volumes Ci =
(
xi− 1

2
, xi+ 1

2

)
de comprimento ∆x = xi+ 1

2
− xi− 1

2
. Integrando a equação (4.1) sobre o volume Ci e

entre os instantes de tempo tn e tn+1, obtemos uma forma integral da lei de conservação,

equivalente à (3.29) discutida no Caṕıtulo 3. Rearranjando e dividindo por ∆x, podemos

escrevê-la como

1

∆x

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

u(x, tn+1)dx =
1

∆x

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

u(x, tn)dx

− 1

∆x

[∫ tn+1

tn

f(u(xi+ 1
2
, t))dt−

∫ tn+1

tn

f(u(xi− 1
2
, t))dt

]
.(4.3)

Definindo o valor médio de u(·, t) na célula Ci por

ū(xi, t) =
1

∆x

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

u(x, t)dx, (4.4)

podemos reescrever (4.3) como

ū(xi, tn+1) = ū(xi, tn)−
1

∆x

[∫ tn+1

tn

f(u(xi+ 1
2
, t))dt−

∫ tn+1

tn

f(u(xi− 1
2
, t))dt

]
. (4.5)

Esta equação nos mostra como a média de u deve ser atualizada em um passo de tempo.

Em geral não é posśıvel avaliar exatamente as integrais do lado direito de (4.5) uma vez

que u(xi± 1
2
, t) varia na fronteira de cada célula [16]. Assim, aproximando estas integrais

por fluxos na forma

hn
i± 1

2
≈ 1

∆t

∫ tn+1

tn

f(u(xi± 1
2
, t))dt (4.6)
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chegamos a esquemas numéricos do tipo

un+1
i = un

i −
∆t

∆x
(hn

i+ 1
2
− hn

i− 1
2
), (4.7)

onde un
i representa uma aproximação para a média ū(xi, tn) definida em (4.4).

Construiremos as aproximações hn
i− 1

2

com base em valores de un
j para i−k1 ≤ j ≤ i+k2

onde k1, k2 ≥ 0 definem uma vizinhança em torno do ponto xi. Por exemplo, tomando

k1 = 1 e k2 = 0 podemos obter hn
i− 1

2

a partir dos valores de un
i−1 e un

i .

hn
i− 1

2
= h(un

i−1,u
n
i ) (4.8)

onde h(un
i−1,u

n
i ) é alguma função de fluxo numérico. Com isso o método (4.7) pode ser

escrito como:

un+1
i = un

i −
∆t

∆x

[
h(un

i ,u
n
i+1)− h(un

i−1,u
n
i )
]
. (4.9)

De acordo com [42], o fluxo numérico deve ser consistente com o fluxo f́ısico, no sentido

que:

h(u,u) = f(u). (4.10)

A função de fluxo define se o método resultante será convergente, ou seja, se a solução

numérica converge para a solução exata da equação diferencial com o refinamento da malha

(com ∆x,∆t → 0). Isto geralmente requer duas condições (Teorema da Equivalência de

Lax [16, 43]):

� O método deve ser consistente com a equação diferencial, ou seja, é uma boa apro-

ximação local;

� O método deve ser estável, ou seja, pequenos erros gerados a cada passo de tempo

não devem crescer muito rápido.

Em geral, a consistência de um método é demonstrada com base na análise dos erros

de truncamento locais, o que pode ser feito com simplicidade para problemas lineares [43].

Contudo, a questão da estabilidade é uma tarefa mais dif́ıcil de ser provada, mesmo para

alguns esquemas simples [43, 16, 15]. A seguir, mencionamos a condição CFL (devida a

Courant, Friedrichs e Levy [44]), que é uma condição necessária para a convergência de

qualquer esquema de volumes finitos para equações hiperbólicas [43, 15, 16].
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Definição 4.1 (Condição de CFL). O método numérico irá convergir para a solução da

equação diferencial apenas se o domı́nio de dependência numérico contém o domı́nio de

dependência da equação (ver Seção 3.3).

Em outras palavras, a condição CFL nos diz que em um passo de tempo de tamanho

∆t a informação não pode ser propagada a uma distância maior do que o tamanho ∆x

do volume.

Por fim, notamos que o método (4.9) pode ser visto como uma aproximação direta

por diferenças finitas da lei de conservação (4.1), pois rearranjando os termos temos:

un+1
i − un

i

∆t
+

hn
i+ 1

2

− hn
i− 1

2

∆x
= 0. (4.11)

4.1.1 Um Fluxo Instável

Uma forma simples de definir uma função de fluxo hn
i− 1

2

consiste em tomar a média

aritmética dos valores de un
i−1 e un

i

hn
i− 1

2
= h(un

i−1,u
n
i ) =

1

2
[f(un

i−1) + f(un
i )], (4.12)

o que, substitúıdo em (4.7), fornece

un+1
i = un

i −
∆t

2∆x
(f(un

i+1)− f(un
i−1)). (4.13)

Este método é incondicionalmente instável para problemas hiperbólicos, mesmo quando

a condição de CFL é satisfeita [43, 16, 13].

4.1.2 O Fluxo de Lax-Friedrichs

Substituindo un
i pela média 1

2
(un

i−1 + un
i+1) em (4.13) temos o método clássico de Lax-

Friedrichs [20],

un+1
i =

1

2
(un

i−1 + un
i+1)−

∆t

2∆x
(f(un

i+1)− f(un
i−1)). (4.14)

Rearranjando os termos na forma (4.7), vemos que o fluxo numérico deste método é
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definido como

h(un
i−1,u

n
i ) =

1

2
[f(un

i−1) + f(un
i )]−

∆x

2∆t
(un

i − un
i−1), (4.15)

que é o fluxo (4.12) acrescido de um termo. Este fluxo pode ser interpretado como o fluxo

da equação de advecção-difusão

∂u

∂t
+

∂f(u)

∂x
− β

∂2u

∂x2
= 0

com β = 1
2
(∆x)2/∆t. Assim, fixando ∆t/∆x e refinando a malha, o coeficiente do termo

de difusão tende a zero, mantendo o método consistente com a equação hiperbólica ori-

ginal. Este termo adicional é interpretado como difusão numérica e, apesar de manter

o método estável, ele também é responsável por introduzir muita difusão, forçando a

utilização de malhas muito refinadas para se obter bons resultados numéricos.

4.2 Esquemas Centrais

Uma base para a construção de diversos esquemas numéricos do tipo de Godunov para

leis de conservação é o algoritmo REA (Reconstruct, Evolve, Average), consistindo basi-

camente nas seguintes etapas:

� Reconstrução: A partir dos valores médios sobre as células Ci, reconstrua uma função

polinomial por partes definida para todo x.

� Evolução: Evolua a equação hiperbólica de forma exata ou aproximada com os dados

iniciais estabelecidos no passo anterior e obtenha un+1
Di

após o tempo ∆t, onde Di

designa uma célula de um novo domı́nio.

� Projeção: Projete un+1
Di

(ou sua reconstrução) sobre cada célula da malha original

para obter os novos valores médios un+1
i .

No contexto do algoritmo REA, o método de Lax-Friedrichs pode ser deduzido uti-

lizando as funções constantes por partes un
i , onde a evolução é realizada sobre a malha

dual (malha centrada nos nós)

C̄i = (xi, xi+1).



51

A Figura 4.1 ilustra o esquema de Lax-Friedrichs (LxF) em uma dimensão. A exces-

Figura 4.1: Esquema de Lax-Friedrichs (Retirado de [17]).

siva dissipação numérica introduzida, de ordem O(∆x2/∆t), compromete fortemente a

representação de ondas de choque e rarefação. Uma extensão natural de alta-ordem do

esquema LxF é a apresentada por Nessyahu e Tadmor em [17], onde as aproximações (de

primeira ordem) constantes por partes são substitúıdas por aproximações (de segunda

ordem) lineares por partes do tipo MUSCL (Monotone Upstream-centered Schemes for

Conservation Laws) reconstrúıdas a partir de tais valores constantes [21].

Assim como o esquema LxF, o método de Nessyahu-Tadmor (NT) é obtido pela

evolução sobre a malha dual C̄i. Sob certas limitações de CFL, o método satisfaz a

propriedade de diminuição da variação total (TVD, ver [17]), que implica em estabilidade

numérica sob certas condições. Por ser de segunda ordem, o esquema NT possui dissipação

numérica O(∆x4/∆t), consideravelmente menor do que a do esquema LxF. Contudo, isto

não contorna as dificuldades com passos de tempo pequenos que surgem, por exemplo,

por restrições do tipo CFL.

Uma possibilidade para superar essa dificuldade é utilizar uma formulação semi-

discreta (cont́ınua no tempo e discreta no espaço). Os métodos LxF e NT não admitem

formulações semi-discretas. Neste sentido, podemos citar o trabalho de Rusanov, que

também é conhecido como Método de Lax-Friedrichs Local (LLF) [16, 13]. No contexto

de equações escalares, apresentamos esse método a partir da observação de que a equação
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(4.15) pode ser escrita como um caso particular do fluxo numérico

Fi− 1
2
=

1

2
[f(un

i−1) + f(un
i )− a(un

i − un
i−1)] (4.16)

para o caso em que a viscosidade numérica

a =
∆x

∆t

é fixada em termos dos parâmetros de discretização. A idéia do método LLF é substituir

esta viscosidade fixa por um valor calculado localmente

FR
i− 1

2
=

1

2
[f(un

i−1) + f(un
i )− ai− 1

2
(un

i − un
i−1)] (4.17)

onde

ai− 1
2
= max

u
{|f ′(u)|} (4.18)

para u entre un
i−1 e un

i . Este método pode ser escrito na seguinte forma semidiscreta

d

dt
ui(t) = −

FR
i+ 1

2

(t)− FR
i− 1

2

(t)

∆x
. (4.19)

O sistema de equações diferenciais formado por (4.19) pode ser resolvido utilizando

métodos de Runge-Kutta de alta ordem [45], por exemplo. Ao contrário dos esquemas

LxF e NT onde a dissipação numérica cresce com a redução do parâmetro de discretização

do tempo, a dissipação numérica deste método é O(∆x).

Seguindo a idéia do algoritmo REA, Kurganov e Tadmor apresentaram em [18] uma

versão de alta ordem do esquema LLF, também baseada em aproximações lineares por

partes do tipo MUSCL. Este esquema utiliza informações locais para obter estimativas

mais precisas da espessura dos leques de Riemann. A solução é então evolúıda separada-

mente em volumes de controle definidos sobre regiões não-suaves (que contêm o leque de

Riemann) e suaves. Após a evolução, os dados distribúıdos de forma não-uniforme são

projetados sobre a malha original.

A formulação semidiscreta do método de Kurganov e Tadmor (KT) possui dissipação

numérica O(∆x3) [18], não padecendo da excessiva dissipação presente no método NT

quando passos de tempo pequenos são empregados. Comparações entre os esquemas
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NT e KT na simulação de escoamentos bifásicos em meios porosos com permeabilidade

intŕınseca heterogênea, podem ser encontradas, por exemplo em [22, 23].

Figura 4.2: Esquema de Kurganov-Tadmor(Retirado de [18]).

O esquema KT utiliza o valor absoluto das velocidades de propagação nas faces dos

volumes para calcular o passo evolutivo do algoritmo REA em novas células, de tamanho

proporcional a tais velocidades, como indica a Figura 4.2. Em [19] Kurganov, Noelle e

Petrova utilizam tais informações locais de forma mais precisa, levando em consideração

o sentido em que a informação é advectada. Assim as velocidades de propagação não são

tomadas em seu maior valor absoluto, como em (4.18), mas sim em seu valor mı́nimo

e máximo. Por associar caracteŕısticas de esquemas Upwind ao esquema central KT,

tal método é denominado Central-Upwind. Em [24], Kurganov e Lin propuseram uma

alteração no passo de projeção do esquema Central-Upwind para diminuir ainda mais a

dissipação numérica.

Na próxima seção descreveremos o esquema Central-Upwind, evidenciando sua cons-

trução com base no algoritmo REA. Em seguida mostraremos que os esquemas KT e LLF

podem ser facilmente obtidos a partir deste.
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4.3 Central-Upwind

Como veremos nesta seção, a dissipação numérica presente nos esquemas centrais pode

ser ainda mais reduzida pela consideração de velocidades de propagação unidirecionais.

Isto leva aos chamados esquemas Central-Upwind (CUp) [19, 24].

Tais esquemas apresentam as vantagens já discutidas dos esquemas centrais e ao mesmo

tempo, possuem natureza t́ıpica de esquemas Upwind uma vez que são utilizadas mais

informações sobre as direções de propagação de ondas, resultando em volumes de controle

sobre os leques de Riemann que não são mais simétricos (ao contrário dos esquemas KT

e LLF).

4.3.1 Reconstrução Linear

Com base nos valores médios un
i , são constrúıdas aproximações lineares na forma

pn
i (x) = un

i + ∂un
i (xi − x) x ∈ Ci, (4.20)

onde as derivadas numéricas

∂un
i =

∂un
i

∂x
+O(∆x)

são calculadas com uso de limitadores de fluxo [16, 46, 21]. A caracteŕıstica não oscilatória

dos esquemas centrais reside na escolha apropriada das aproximações destas derivadas.

Destacamos que os esquemas numéricos apresentam boa estabilidade com o uso do

limitador minmod clássico [16]. Com o uso deste limitador, a derivada numérica de uma

função escalar v genérica, avaliada na célula Ci e no instante tn, é calculada por

∂vni = minmod

(
vni − vni−1

∆x
,
vni+1 − vni

∆x

)
(4.21)

onde a função minmod para vários argumentos é definida como

minmod(a1, a2, · · · ) =


mini {ai} se ai > 0 ∀ i,

maxi {ai} se ai < 0 ∀ i,

0 caso contrário.

(4.22)
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Dentre outras possibilidades, podemos empregar também o limitador Superbee [46]

∂vni = maxmod
(
σ
(1)
i , σ

(2)
i

)
(4.23)

com

σ
(1)
i = minmod

((
vni+1 − vni

∆x

)
, α

(
vni − vni−1

∆x

))
,

σ
(2)
i = minmod

(
α

(
vni+1 − vni

∆x

)
,

(
vni − vni−1

∆x

))
,

ou o MC [21]

∂vni = minmod

(
α

(
vni+1 − vni

∆x

)
,

(
vni+1 − vni−1

2∆x

)
, α

(
vni − vni−1

∆x

))
. (4.24)

Na verdade, os limitadores são implementados de forma genérica, dependente de um

parâmetro α ∈ [1, 2]. Superbee e MC, em sua forma original, equivalem à escolha α = 2,

enquanto o valor α = 1 reproduz o limitador minmod clássico (4.21). Observando que

a escolha α = 2, conduz a derivadas mais acentuadas sendo, no entanto, mais sujeita a

instabilidades. Assim, a derivada numérica ∂un
i em (4.20) é calculada com o uso de (4.21),

(4.23) ou (4.24), tomando v como a j−ésima componente do vetor un
i , para j = 1, · · · , N .

Finalmente, notamos que a reconstrução linear (4.20) satisfaz

1

|Ci|

∫
Ci
pn
i (x) dx = un

i .

4.3.2 Evolução

A reconstrução linear (4.20) conduz a descontinuidades nos pontos de interface xi± 1
2
, de

onde definimos os valores

u+
i+ 1

2

= pi+1(xi+ 1
2
) e u−

i+ 1
2

= pi(xi+ 1
2
)

no nó xi+ 1
2
e

u+
i− 1

2

= pi(xi− 1
2
) e u−

i− 1
2

= pi−1(xi− 1
2
)

no nó xi− 1
2
. Devido à hiperbolicidade do problema, estas descontinuidades se propagam

para a direita ou para a esquerda com velocidades locais finitas, que podem ser estimadas
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por

a+
i+ 1

2

= max
w∈C

(
u−
i+1

2

,u+

i+1
2

)
{
λN

(
∂f

∂u
(w)

)
, 0

}
(4.25)

e

a−
i+ 1

2

= max
w∈C

(
u−
i+1

2

,u+

i+1
2

)
{
λ1

(
∂f

∂u
(w)

)
, 0

}
(4.26)

respectivamente, onde λ1 < · · · < λN são osN autovalores do jacobiano ∂f
∂u
, e C

(
u−
i+ 1

2

,u+
i+ 1

2

)
é uma curva no espaço de fase que conecta os estados à esquerda e à direita. No esquema

KT [18] tais velocidades são calculadas em relação ao raio espectral de ∂f
∂u
.

No caso onde a função de fluxo é convexa, as velocidades locais de propagação serão

estimadas por

a+
i+ 1

2

= max

{
λN

(
∂f

∂u

(
u−
i+ 1

2

))
, λN

(
∂f

∂u

(
u+
i+ 1

2

))
, 0

}
. (4.27)

a−
i+ 1

2

= max

{
λ1

(
∂f

∂u

(
u−
i+ 1

2

))
, λ1

(
∂f

∂u

(
u+
i+ 1

2

))
, 0

}
. (4.28)

Figura 4.3: Volumes de controle selecionados de acordo com as áreas suaves e não-suaves
(Baseado em [24]).

Com isso, dividimos a faixa S = X × [tn, tn+1], onde X é um domı́nio computacional,

em áreas não suaves e áreas suaves. As áreas suaves [xn
i− 1

2
,r
, xn

i+ 1
2
,l
]× [tn, tn+1] são regiões

onde a solução é suave, e as áreas não suaves [xn
i+ 1

2
,l
, xn

i+ 1
2
,r
] × [tn, tn+1] são regiões onde

a solução pode apresentar descontinuidades. Os limites destas regiões são definidos de
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acordo com as velocidades locais estimadas na forma:

xn
i+ 1

2
,l
= xi+ 1

2
+ a−

i+ 1
2

∆t e xn
i+ 1

2
,r
= xi+ 1

2
+ a+

i+ 1
2

∆t.

Esta divisão é posśıvel apenas se a seguinte condição de CFL for satisfeita [24]:

max
i

{
max

(
a+
i+ 1

2

,−a−
i+ 1

2

)}
<

1

2

∆x

∆t
(4.29)

Integrando (4.1) sobre os correspondentes domı́nios suaves e não suaves ilustrados na

Figura (4.3), temos os valores médios

wn+1
i =

1

xn
i+ 1

2
,l
− xn

i− 1
2
,r

∫ xn

i+1
2 ,l

xn

i− 1
2 ,r

pn
i (x)dx (4.30)

−
∫ tn+1

tn

(
f(u(xn

i+ 1
2
,l
, t))− f(u(xn

i− 1
2
,r
, t))
)
dt

]

e

wn+1
i+ 1

2

=
1

xn
i+ 1

2
,r
− xn

i+ 1
2
,l

∫ x
i+1

2

xn

i+1
2 ,l

pn
i (x)dx+

∫ xn

i+1
2 ,r

x
i+1

2

pn
i+1(x)dx (4.31)

−
∫ tn+1

tn

(
f(u(xn

i+ 1
2
,r
, t))− f(u(xn

i+ 1
2
,l
, t))
)
dt

]
.

As integrais espaciais podem ser computadas analiticamente, uma vez que as recons-

truções lineares são conhecidas. Para discretizar as integrais dos termos de fluxo, podemos

utilizar fórmulas de quadratura adequadas [19].

4.3.3 Projeção

O passo final do esquema é dado por uma nova reconstrução w̃n+1, agora baseada nos

valores wn+1
i− 1

2

,wn+1
i e wn+1

i+ 1
2

sobre a malha não uniforme auxiliar, com sua consecutiva

projeção sobre a malha original, definindo o valor médio

un+1
i =

1

∆x

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

w̃n+1(x)dx.
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Isto leva a um método completamente discreto. Para encontrar sua forma semidiscreta,

tomamos

d

dt
un
i = lim

∆t→0

un+1
i − un

i

∆t

= lim
∆t→0

1

∆t

 1

∆x

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

w̃n+1(x)dx− un
i

 .

A avaliação desta integral, que pode ser vista com detalhes na referência [19], leva à

seguinte formulação semi-discreta, escrita em sua forma conservativa,

d

dt
ui(t) = −

hi+ 1
2
(t)− hi− 1

2
(t)

∆x
, (4.32)

com os fluxos numéricos hi+ 1
2
dados por

hi+ 1
2
(t) =

a+
i+ 1

2

f(u−
i+ 1

2

)− a−
i+ 1

2

f(u+
i+ 1

2

)

a+
i+ 1

2

− a−
i+ 1

2

+
a+
i+ 1

2

a−
i+ 1

2

a+
i+ 1

2

− a−
i+ 1

2

[
u+
i+ 1

2

− u−
i+ 1

2

]
. (4.33)

4.3.4 Algoritmo de Runge-Kutta

Aproximações de alta ordem no tempo podem ser obtidas através do uso de esquemas

de Runge-Kutta, como os apresentados em [47, 45], obtidos pela combinação convexa de

métodos de Euler. Prinćıpios do máximo para tais esquemas podem ser encontrados em

[18].

De acordo com [13], é suficiente exigir a restrição

∆tRK

∆x
max
w

|f ′(w)| < TRK, (4.34)

onde 1 ≤ TRK ≤ 1, 5 para garantir a estabilidade ao esquema numérico de Kurganov-

Tadmor.

Considerando a equação semi-discreta na forma (4.32) e denotando seu lado direito

por C[u], os esquemas modificados de Euler, usados neste trabalho, serão na forma

u1 = un +∆tncfl.C[un]

ul+1 = nl.u
n + (1− nl).(u

l +∆tncfl.C[ul]), l = 1, 2, . . . r − 1

un+1 = ur

, (4.35)
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para o esquema de segunda ordem, r = 2 e n1 = 1
2
, para o esquema de terceira ordem,

r = 2, n1 =
3
4
e n2 =

1
3
.

4.3.5 Variações do Esquema Central-Upwind

Discutiremos agora alguns métodos que podem ser obtidos do esquema CUp, a partir de

modificações na função de fluxo (4.33).

Esquema de Kurganov-Lin [24]: Em [24], Kurganov e Lin propuseram uma alteração

no passo de projeção do esquema Central-Upwind para diminuir a dissipação numérica.

Com isso eles chegam à nova forma do fluxo numérico

hi+ 1
2
(t) =

a+
i+ 1

2

f(u−
i+ 1

2

)− a−
i+ 1

2

f(u+
i+ 1

2

)

a+
i+ 1

2

− a−
i+ 1

2

+ a+
i+ 1

2

a−
i+ 1

2

[
u+
i+ 1

2

− u−
i+ 1

2

a+
i+ 1

2

− a−
i+ 1

2

− qi+ 1
2

]
(4.36)

onde o termo de correção é calculado por

qi+ 1
2
= minmod

(
u+
i+ 1

2

−wint
i+ 1

2

a+
i+ 1

2

− a−
i+ 1

2

,
wint

i+ 1
2

− u−
i+ 1

2

a+
i+ 1

2

− a−
i+ 1

2

)
, (4.37)

e os valores intermediários wint
i+ 1

2

são obtidos por

wint
i+ 1

2
=

a+
i+ 1

2

u+
i+ 1

2

− a−
i+ 1

2

u−
i+ 1

2

−
{
f(u+

i+ 1
2

)− f(u−
i+ 1

2

)
}

a+
i+ 1

2

− a−
i+ 1

2

. (4.38)

Esquema de Kurganov-Tadmor [18]: O método KT pode ser obtido pelo CUp a

partir da consideração

a+
i+ 1

2

= −a−
i+ 1

2

= ai+ 1
2
= max

w∈C
(
u−
i+1

2

,u+

i+1
2

) ρ
(
∂f(w)

∂u

)
. (4.39)

Assim, o fluxo (4.33) se reduz a

hi+ 1
2
(t) =

f(u−
i+ 1

2

) + f(u+
i+ 1

2

)

2
−

ai+ 1
2

2

[
u+
i+ 1

2

− u−
i+ 1

2

]
(4.40)

que é exatamente o fluxo numérico do KT [18].
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Esquema LLF: O esquema LLF nada mais é do que a versão de primeira ordem do

KT. Com isso, a partir do algoritmo do KT, tal método é obtido tomando ∂un
i = 0 em

(4.20), conduzindo ao fluxo

hi+ 1
2
(t) =

f(un
i ) + f(un

i+1)

2
−

ai+ 1
2

2

[
un
i+1 − un

i

]
(4.41)

Esquema Baseado em Malha Dual: Como vimos na Seção 4.1, o esquema LxF pode

ser obtido tomando

ai+ 1
2
=

∆x

∆t
(4.42)

em (4.41). Devido restrição CFL (4.29), tomaremos a velocidade limite

ai+ 1
2
=

1

2

∆x

∆t
(4.43)

em (4.40), definindo o fluxo

hi+ 1
2
(t) =

f(u−
i+ 1

2

) + f(u+
i+ 1

2

)

2
− 1

4

∆x

∆t

[
u+
i+ 1

2

− u−
i+ 1

2

]
(4.44)

Esta versão do método KT passa a ter caractersticas do método NT [17], uma vez que é

utilizada uma velocidade de propagação global, e não mais local. Com isso, este método

semidiscreto, ao qual chamaremos de DS (Dual Scheme) possui um algoritmo relativa-

mente mais simples, uma vez que não é necessária a avaliação das velocidades locais.

Contudo, esperamos que ele seja mais difusivo do que o KT.

Central-Upwind de Primeira Ordem: Por fim, comentamos também a versão de

primeira ordem do CUp, que aqui chamaremos de CUp1. De forma análoga ao caso do

LLF, são utilizadas soluções constantes por partes tomando ∂un
i = 0 em (4.20).
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Caṕıtulo 5

Experimentos Numéricos

Neste caṕıtulo apresentaremos experimentos numéricos com o objetivo de estudar a pre-

cisão e a estabilidade dos esquemas apresentados no Caṕıtulo 4, em problemas que pos-

suem soluções descont́ınuas, t́ıpicas das encontradas na modelagem de escoamentos em

meios porosos, como os discutidos no Caṕıtulo 2.

A implementação dos métodos numéricos foi feita utilizando a linguagem de pro-

gramação Fortran. Para a realização dos experimentos, prescreveremos a discretização do

domı́nio e o número de Courant desejado.

O número de Courant (Cr) pode ser definido como a fração do volume da malha que

a informação se propaga em um passo de tempo [16], ou seja

Cr = vmax |f ′(u)|∆t

∆x
,

onde v é uma constante que representa velocidade real do fluido nos poros (2.16) e

max |f ′(u)| a maior velocidade do fluxo.

Como ∆x e Cr serão conhecidos, e v e max |f ′(u)| são definidos de acordo com o

modelo, o tamanho do passo de tempo será calculado, servindo de base para a definição

de quantos passos de tempo serão utilizados,

∆t ≤ ∆x Cr

vmax |f ′(u)|)

e, denotando o número de passos no tempo pelo número inteiro Nt, temos

Nt ≥
T

∆t
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com T representando o tempo total a ser simulado. Em todos os experimentos escalares

os resultados foram divididos entre os métodos de primeira ordem:

� Central Upwind de primeira ordem (CUp-1o);

� Local Lax-Friedrichs (LLF);

� Dual Scheme de primeira ordem (DS-1o);

� Lax-Friedrichs (LxF);

e os métodos de alta ordem:

� Central Upwind(CUp);

� Kurganov-Tadmor (KT);

� Dual Scheme (DS).

Em todos os esquemas semi-discretos, foi utilizado o método de Runge-Kutta de ter-

ceira ordem para a integração do sistema de EDOs, como descrito na Seção 4.3.4. Como

descrito na Seção 4.3.1, o parâmetro α ∈ [1, 2] indica o quão acentuadas serão as derivadas

retornadas pelo limitador. Os métodos CUp-1o, LLF e DS-1o utilizam o limitador com o

parâmetro α = 0, levando os métodos a terem precisão de primeira ordem pois as soluções

a serão reconstruidas como constantes por partes.

Nos experimentos escalares com os esquemas numéricos de segunda ordem, o parâmetro

do limitador será α = 2. Já para o sistema hiperbólico que modela o escoamento trifásico,

empregamos α = 1.

5.1 Equação do Transporte Linear

Neste experimento, avaliaremos as soluções numéricas para a equação de transporte ad-

vectivo linear (3.10) e (3.30)
∂u

∂t
+ a

∂u

∂t
= 0

com velocidade a = v = 1, 0 constante. Para tal, tomaremos o domı́nio Ω = (0, 1) e o

tempo total de simulação T = 0, 2. Aplicando a condição inicial

u(x, 0) = u0(x) =

 1 se 0, 1 < x < 0, 5,

0 caso contrário
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onde temos duas descontinuidades, em x = 0, 1 e x = 0, 5. Para este problema, max |f ′(u)| =

1, 0.

A solução exata deste problema para T = 0, 2 é simplesmente a condição inicial

deslocada, com isso as descontinuidades que estavam em x = 0, 1 e x = 0, 5, estarão em

x = 0, 3 e x = 0, 7.

As discretizações utilizadas neste experimento serão:

� para os resultados mostrados nas Figuras 5.1 e 5.5, o domı́nio foi dividido em 50

volumes (∆x = 0, 02), com Cr = 0, 5 levando a

∆t =
∆x Cr

vmax |f ′(u)|)
=

0, 02× 0, 5

1× 1
= 0, 01

Nt ≈
T

∆t
=

0, 2

0, 01
= 20

� para os resultados mostrados nas Figuras 5.2 e 5.6, o domı́nio foi dividido em 100

volumes (∆x = 0, 01), com Cr = 0, 5 levando a

∆t = 0, 005 Nt = 40

� para os resultados mostrados nas Figuras 5.3 e 5.7, o domı́nio foi dividido em 50

volumes (∆x = 0, 02), com Cr = 1 levando a

∆t = 0, 02 Nt = 10

� para os resultados mostrados nas Figuras 5.4 e 5.8, o domı́nio foi dividido em 100

volumes (∆x = 0, 01), com Cr = 0, 25 levando a

∆t = 0, 0025 Nt = 80.

Os resultados mostrados nas Figuras 5.1 e 5.2 exibem o efeito de diferentes discre-

tizações da malha para o mesmo número de Courant (Cr = 0, 5). É posśıvel observar

que, como o esperado, os métodos apresentaram resultados mais precisos com o refina-

mento da malha baseado no mesmo Cr e que os métodos CUp-1o, LLF e DS-1o obtiveram

resultado coincidentes.
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Figura 5.1: Aproximação de 1a. ordem para o problema linear com 50 volumes e Cr = 0, 5
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Figura 5.2: Aproximação de 1a. ordem para o problema linear com 100 volumes e Cr =
0, 5
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Figura 5.3: Aproximação de 1a. ordem para o problema linear com 50 volumes e Cr = 1, 0
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Figura 5.4: Aproximação de 1a. ordem para o problema linear com 100 volumes e Cr =
0, 25
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Já os resultados mostrados nas Figuras 5.3 e 5.4 exibem o efeito de diferentes números

de Courant nos métodos de 1a. ordem. Com Cr = 1, o resultado para Lxf foi exato, em

contraste com as pequenas oscilações encontradas no DS-1o e com o resultado difusivo

do CUp-1o e LLF. No caso onde Cr = 0, 25 o resultado mais difusivo foi do Lxf, seguido

pelo DS-1o, sem oscilações, e os menos difusivos foram o CUp-1o e LLF.
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Figura 5.5: Aproximação de alta ordem para o problema linear com 50 volumes e Cr = 0, 5

Os resultado mostrados nas Figuras 5.5 e 5.6, assim como nos métodos de 1a. ordem,

exibem o efeito de uma malha mais refinada para o mesmo número de Courant (Cr = 0, 5),

todos os métodos apresentaram resultados similares e, consequentemente, maior precisão

com a malha mais refinada.

No resultado mostrado nas Figuras 5.7, com Cr = 1, é posśıvel observar que o DS está

menos difusivo em relação ao CUp e o KT, porém, assim como no DS-1o, ele apresenta

uma pequena oscilação. Já na Figura 5.8, o CUp e o KT conseguem resultados mais

precisos que o DS.
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Figura 5.6: Aproximação de alta ordem para o problema linear com 100 volumes e Cr =
0, 5
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Figura 5.7: Aproximação de alta ordem para o problema linear com 50 volumes e Cr = 1
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Figura 5.8: Aproximação de alta ordem para o problema linear com 100 volumes e Cr =
0, 25
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5.2 Equação de Burgers

Neste experimento, avaliaremos soluções numéricas para a equação de Burgers (3.31)

∂u

∂t
+

∂

∂x

(
u2

2

)
= 0.

Assim como no experimento anterior, tomaremos o domı́nio Ω = (0, 1) discretizado em

uma malha de 100 volumes e o tempo total de simulação T = 0, 2. Aplicando a condição

inicial

u(x, 0) = u0(x) =

 1 se 0, 1 < x < 0, 5,

0 caso contrário

que para a função de fluxo de Burguers, levará a propagação de uma onda de rarefação

em x = 0, 1, e a propagação de uma onda de choque em 0, 5. Para este problema,

max |f ′(u)| = 1, pois f ′(u) = u e assumimos que para os modelos apresentados max |u| =

1, 0 ≤ u ≤ 1.

Em T = 0, 2, o resultado exato será uma onda de rarefação que começa em x = 0, 1 e

se estende até x = 0, 3 e uma onda de choque em x = 0, 6.

Neste experimento todos os resultados foram obtidos com o domı́nio dividido em 100

volumes e:

� Cr = 0, 2 com Nt = 100,

� Cr = 0, 4 com Nt = 50.

Nos resultados para métodos de primeira ordem, como esperado, o método Lxf foi o

mais difusivo, sendo seguido pelo DS-1o. A difusão numérica de ambos foi evidenciada

utilizando Cr = 0, 2.

Já os métodos LLF e CUp-1o obtiveram resultados próximos, em ambos experimentos,

com o resultado melhor do CUp-1o principalmente no ponto x = 0, 1 onde começa a onda

de rarefação. Este bom comportamento do CUp-1o é fruto do emprego de volumes de

controle não simétricos utilizado em sua dedução.

Os resultados para os métodos de alta ordem ficaram bem próximos, com o CUp

obtendo o melhor resultado. É posśıvel observar no ponto x = 0, 1 que apenas o CUp

não apresenta difusão no começo da onda de rarefação. Este bom comportamento, assim

como no CUp-1o, se deve ao emprego de volumes de controle não simétricos.
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Figura 5.9: Aproximação de 1a. ordem para o problema de Burgers com 100 volumes e
Cr = 0, 4
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Figura 5.10: Aproximação de 1a. ordem para o problema de Burgers com 100 volumes e
Cr = 0, 2
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Figura 5.11: Aproximação de alta ordem para o problema de Burgers com 100 volumes e
Cr = 0, 4
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Figura 5.12: Aproximação de alta ordem para o problema de Burgers com 100 volumes e
Cr = 0, 2
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Observando os resultados do CUp-1o nas Figuras 5.9 e 5.10 e em relação aos resultados

do CUp nas Figuras 5.11 e 5.12 fica claro a influência da reconstrução linear para a

obtenção de resultados mais precisos. Ainda em relação as Figuras 5.11 e 5.12, é possivel

notar que o método DS obteve um resultado mais preciso com Cr = 0, 4.
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5.3 Escoamento Bifásico: Buckley-Leverett

Neste experimento, avaliaremos soluções numéricas para a equação de Buckley-Leverett

(3.32)
∂u

∂t
+

v

ϕ

∂

∂x

(
u2

u2 + a(1− u)2

)
= 0,

com a = 1/2 e a = 1/50. Novamente tomaremos o domı́nio Ω = (0, 1) discretizado em

uma malha de 100 volumes e o tempo total de simulação será de T = 0, 5, para o caso onde

a = 1/2, e T = 0, 2, para a = 1/50. A condição de injeção u(0, t) = 1 foi incorporada

através do cálculo do fluxo numérico no ponto x = 0, e a condição inicial é dada por

u(x, 0) = u0(x) = 0.

Para esse experimento continuaremos a usar Cr = 0, 2 e Cr = 0, 4, e, baseado nas

Figuras 5.13 e 5.14, max |f ′(u)| será limitado a 2, 5 para a = 1/2 e 5, 5 para a = 1/50.
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Figura 5.13: Variação de f ′(u) para Buckley-Leverett com a = 1
2
.

Considerando que o domı́nio esteja preenchido inicialmente com óleo e que seja injetado

água, a escolha de a = 1/2 reflete um escoamento bifásico em um reservatório contendo

óleo de baixa viscosidade, ou óleo leve. Já a escolha de a = 1/50 reflete um escoamento

bifásico em um reservatório contendo óleo pesado.
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Figura 5.14: Variação de f ′(u) para Buckley-Leverett com a = 1
50
.

É posśıvel observar que a região de mistura macroscópica das fases é menor para o óleo

leve, que representa a onda de rarefação que precede o choque, caracteŕıstico na equação

de Buckley-Leverett.

Como referência do resultado esperado será usado o resultado obtido com o método

CUp em uma malha com 500 volumes e CR = 0, 1.

Numericamente, em relação aos métodos de 1a. ordem, as Figuras 5.15, 5.16, 5.21 e

5.22 mostram a dificuldade desses métodos em aproximar a onda de rarefação seguida da

onda de choque, principalmente para a = 1/50. Além disso a utilização de Cr = 0, 2 não

trouxe grande melhora para os resultados, apenas mais difusão para os métodos DS-1o e

Lxf, na região do choque.

Os resultados para os métodos de 2a. ordem mostrados nas Figuras 5.17, 5.19, 5.23 e

5.25 mostram que os métodos CUp e KT apresentam resultados bem próximos, a maior

diferença entre eles acontece na formação da onda de choque que pode ser observado no

detalhe da transição da onda de rarefação para a onda de choque nas Figuras 5.18, 5.20,

5.24 e 5.26. Além disso, o método DS apresentou um comportamento não entrópico no

limite entre o fim da onda de rarefação e o ińıcio da onda de choque.
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Figura 5.15: Aproximação de 1a. ordem para o problema de Buckley-Leverett com 100
volumes, Cr = 0, 2 e a = 1

2
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Figura 5.16: Aproximação de 1a. ordem para o problema de Buckley-Leverett com 100
volumes, Cr = 0, 4 e a = 1

2
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Figura 5.17: Aproximação de alta ordem para o problema de Buckley-Leverett com 100
volumes, Cr = 0, 2 e a = 1
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Figura 5.18: Detalhe da aproximação de alta ordem para o problema de Buckley-Leverett
com 100 volumes, Cr = 0, 2 e a = 1

2
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Figura 5.19: Aproximação de alta ordem para o problema de Buckley-Leverett com 100
volumes, Cr = 0, 4 e a = 1
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Figura 5.20: Detalhe da aproximação de alta ordem para o problema de Buckley-Leverett
com 100 volumes, Cr = 0, 4 e a = 1
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Figura 5.21: Aproximação de 1a. ordem para o problema de Buckley-Leverett com 100
volumes, Cr = 0, 2 e a = 1

50
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Figura 5.22: Aproximação de 1a. ordem para o problema de Buckley-Leverett com 100
volumes, Cr = 0, 4 e a = 1

50
.
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Figura 5.23: Aproximação de alta ordem para o problema de Buckley-Leverett com 100
volumes, Cr = 0, 2 e a = 1
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Figura 5.24: Detalhe da aproximação de alta ordem para o problema de Buckley-Leverett
com 100 volumes, Cr = 0, 2 e a = 1
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Figura 5.25: Aproximação de alta ordem para o problema de Buckley-Leverett com 100
volumes, Cr = 0, 4 e a = 1
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Figura 5.26: Detalhe da aproximação de alta ordem para o problema de Buckley-Leverett
com 100 volumes, Cr = 0, 4 e a = 1
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5.4 Escoamento Trifásico: Sistema Não-Linear

Neste experimento, aplicamos os esquemas centrais ao problema do escoamento trifásico

incompresśıvel descrito na Seção 2.3.2. Problemas semelhantes foram tratados em [33,

34]. Adotaremos, de forma simplificada, as relações quadráticas para as permeabilidades

relativas [31]

kri = u2
i , i = 1, 2, 3

onde ui representa a saturação da i−ésima fase. Com isso a função de fluxo fracionário

da i−ésima fase pode ser escrito como

fi =
kri/µi

kr1/µ1 + kr2/µ2 + kr3/µ3

=
u2
i

ai1u2
1 + ai2u2

2 + ai3u2
3

=
u2
i∑3

k=1 aiku
2
k

com aik = µi/µk. Assim temos o sistema

∂

∂t

 u1

u2

+ v
∂

∂x

 f1

f2

 =

 0

0

 (5.1)

e a terceira incógnita é determinada pela relação u3 = 1−u1−u2. O Jacobiano da função

de fluxo é dado por

J(u) = v


∂f1
∂u1

∂f1
∂u2

∂f2
∂u1

∂f2
∂u2

 , (5.2)

cujos autovalores podem ser calculados por

µ± =
v

2

[
∂f1
∂u1

+
∂f2
∂u2

±
√
∆

]
, (5.3)

com o discriminante ∆ dado por

∆ =

(
∂f1
∂u1

+
∂f2
∂u2

)2

− 4

(
∂f1
∂u1

∂f2
∂u2

− ∂f2
∂u1

∂f1
∂u2

)
. (5.4)
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Podemos mostrar que

∂fi
∂uj

=
2uj∑3

k=1 aiku
2
k

(
δij −

aiju
2
i∑3

k=1 aiku
2
k

)
. (5.5)

Assim os autovalores, que são necessários para o cálculo das velocidades locais (4.25) e

(4.26), podem ser obtidos analiticamente.

O domı́nio Ω = (0, 1) está discretizado em uma malha de 100 volumes e o tempo total

de simulação é T = 0, 08. As viscosidades das fases são

µ1 = 0, 5 µ2 = 1, 0 µ3 = 0, 3,

além disso, v = 5 e verificamos computacionalmente que vmax |f ′(u)| ≈ 11, lembrando

que f ′(u) é o raio espectral do Jacobiano da função de fluxo. Aplicando a condição inicial

[35]

u(x, 0) =


u1(x, 0) = 0, 05

u2(x, 0) = 0, 8

u3(x, 0) = 1− u1 − u2 = 0, 15

e a condição de contorno

u(0, t) =


u1(x, 0) = 0, 721

u2(x, 0) = 0

u3(x, 0) = 1− u1 − u2 = 0, 279

t > 0

Neste experimento foram utilizados apenas os métodos DS, KT e CUp, e os resultados

de cada fase podem ser vistos, repectivamente, nas Figuras 5.27 e 5.28, 5.29 e 5.30, 5.31

e 5.32 para Cr = 0, 2 e Cr = 0, 4.

Já nas Figuras 5.33, 5.34, 5.35, 5.36, 5.37 e 5.38 comparamos os resultados obtidos em

cada fase, novamente para Cr = 0, 2 e Cr = 0, 4.

Como nos experimentos anteriores, para o método DS, diminuir o Cr de 0, 4 para 0, 2

trouxe mais difusão numérica ao resultado, como mostrado nas figuras com os resultados

por fase, por exemplo, as Figuras 5.33 e 5.34.

O método KT, diferente do que aconteceu nos experimentos anteriores, apresentou

oscilações. Dentre os métodos utilizados, o CUp apresentou melhor resultado. As Figuras
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5.39 e 5.40 mostram a CUp com uma malha mais refinada, com 500 volumes, e Cr = 0.1.

A Figura 5.40 mostra, de forma simplificada, quanto cada fase satura o domı́nio. As

saturações mostradas para x > 0, 75 são as condições iniciais.
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Figura 5.27: Solução do escoamento trifásico - DS - Cr = 0, 2
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Figura 5.28: Solução do escoamento trifásico - DS - Cr = 0, 4
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Figura 5.29: Solução do escoamento trifásico - KT - Cr = 0, 2
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Figura 5.30: Solução do escoamento trifásico - KT - Cr = 0, 4
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Figura 5.31: Solução do escoamento trifásico - CUp - Cr = 0, 2
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Figura 5.32: Solução do escoamento trifásico - CUp - Cr = 0, 4
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Figura 5.33: Solução do escoamento trifásico - fase u1, Cr = 0, 2
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Figura 5.34: Solução do escoamento trifásico - fase u1, Cr = 0, 4
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Figura 5.35: Solução do escoamento trifásico - fase u2, Cr = 0, 2
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Figura 5.36: Solução do escoamento trifásico - fase u2, Cr = 0, 4
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Figura 5.37: Solução do escoamento trifásico - fase u3, Cr = 0, 2
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Figura 5.38: Solução do escoamento trifásico - fase u3, Cr = 0, 4
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Figura 5.39: Solução do escoamento trifásico - CUp - 500 volumes e Cr = 0, 1
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Figura 5.40: Solução do escoamento trifásico - CUp - 500 volumes e Cr = 0, 1
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Caṕıtulo 6

Conclusões

Esta dissertação teve como foco um estudo sobre esquemas centrais de alta ordem para a

solução de leis de conservação presentes em modelos de escoamento em meios porosos.

Como esperado, e observado nos experimentos realizados, os métodos de 1a. ordem

apresentaram maior difusão numérica em relação aos métodos de alta ordem, destacando

a deterioração da solução no esquema clássico de Lax-Friedrichs na medida em que passos

de tempo cada vez menores são empregados.

Essa deterioração está de acordo com o esperado para esquemas totalmente discretos,

enquanto as formulações semidiscretas mostraram menos sensibilidade ao refinamento do

passo de tempo, justificando o melhor resultado em termos de dissipação numérica.

De forma geral, o esquema Central-Upwind conduziu a resultados mais precisos do que

o esquema KT. Isto representa um forte indicativo de que a incorporação de conceitos

upwind, utilizados na construção de estimativas mais precisas da espessura dos leques de

Riemann, efetivamente reduz a dissipação numérica.

Os esquemas centrais de alta ordem apresentaram soluções com melhor representação

das ondas de choque e de rarefação. Dentre os esquemas apresentados, o esquema Central-

Upwind alcançou maior precisão. Esto ficou ainda mais destacado na resolução do sistema

hiperbólico não-linear, utilizado como modelo para o escoamento trifásico incompresśıvel.

A aplicação do esquema Central-Upwind conduziu a soluções precisas e estáveis, en-

quanto o esquema KT forneceu soluções com oscilações, para os parâmetros utilizados.

Comentamos também que o esquema DS apresentado de forma ad-hoc conduziu a soluções

não entrópicas. Apesar dos resultados difusivos, os métodos de 1a. ordem são indicados

nos casos onde os métodos de 2a. ordem apresentarem oscilações.
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