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RESUMO

Apresentamos a teoria de Einstein-Cartan através da acdo de Holst com campos de Dirac mini-
mamente acoplados a curvatura e tor¢ao. Um termo de acoplamento quadri-fermidnico emerge
naturalmente apds usar a relagdo entre torcao e matéria, conforme resultados obtidos previa-
mente por Perez e Rovelli. O coeficiente desse acoplamento possui uma relacdo direta com o
parametro de Barbero-Immirzi (BI), presente na agdo de Holst. Investigamos solu¢des cosmo-
l16gicas para o modelo de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW). Mostramos que para
0 caso ndo massivo, a equacgao de estado descreve um fluido perfeito com p =wp ,com w=1.
Para o caso massivo, € possivel descrever uma fase inflaciondria com w= —1 ou w=1 para
um Universo jovem. Estudamos também o acoplamento entre gravitacdo, férmions e tor¢ao
com um fluido de spin (fluido de Weyssenhoff). Mostramos uma acdo equivalente em termos
da interacdo quadri-fermidnica, um termo apenas de interagdo entre o tensor de spin, mais um
termo de interacdo entre férmions e o tensor de spin, todos eles em fun¢do do parametro (BI).
O termo de interacdo entre o fluido de spin e a corrente fermidnica representa um novo ponto

de partida para a descri¢ao de solugdes cosmoldgicas.

Palavras-chave: 1. Gravitacdo e Cosmologia. 2. Campos de Dirac. 3. Ac¢do de Holst. 4.

Parametro de Barbero-Immirzi.



ABSTRACT

In this work we present the Einstein-Cartan theory by means of Holst action with Dirac fields
description minimally coupled to curvature and torsion. The coupling term four-fermion emer-
ges after using the relationship between the torsion and source of matter, previously calculated
by Perez and Rovelli. The coupling constant is related to the Barbero-Immirzi (BI) parameter,
which emerges from the Holst action. We investigate cosmological solutions in the standard
Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) model. Whe show in the massless case that
the equation of state describes a perfect fluid with p = wp, with w = 1. For the massive
case, is possible to describe an inflationary phase with w = 1 for early universe. We study
also the coupling between fermions and gravitation with torsion in the presence of spin fluid
(Weyssenhoff fluid), and we show the equivalent action with four-fermion interaction, a term of
self-interaction of the spin fluid and a interaction term between fermionic field and spin fluid.
In all these cases, there is the dependence on BI parameter. The interaction term between the
fermionic current and the spin tensor can be considered as a new starting framework for studing
cosmological effects.

Keyword : 1. Gravitation and Cosmology. 2. Dirac Fields. 3. Holst action. 4. Barbero-
Immirzi Parameter.
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1 INTRODUCAO

A interacdo gravitacional é uma das forcas fundamentais da natureza, tendo sido inicial-
mente formulada por Isaac Newton. A descri¢io completa desta interacdo foi publicada no
trabalho intitulado "Philosophiae Naturalis Principia Mathematica” em 1687, [1]. Durante os
séculos subsequentes, a ciéncia e em particular a fisica sofreram grandes mudancas. Cerca de
trés séculos depois ja estava claro que para uma determinada classe de sistema de referéncia,
as leis da fisica tornavam-se invariantes sob transformacdes de coordenadas. Esses sistemas
ficaram conhecidos como referenciais inerciais. Nesse caso, houve algumas dificuldades técni-
cas no que diz respeito a escolha de um conjunto de transformacdes que pudessem garantir a
invariancia das leis fisicas em diferentes referenciais inerciais, mas com a formulagdo da teoria
da Relatividade Especial (RE) pelo fisico alemdo Albert Einstein em 1905, um novo conjunto
adequado de transformacdes de coordenadas foi considerado, garantindo assim a invariancia de
Poincaré [2]. Em 1915 foi publicada a teoria da Relatividade Geral (RG), formulada por Albert
Einstein, esta teoria se caracterizou como uma extensio da teoria da RE, em que descrevia a

interacdo gravitacional de um modo radicalmente diferente.

Na teoria da RG o espago e o tempo tornam-se dinamicos e a intera¢ao gravitacional estd
relacionada com a estrutura geométrica do espago-tempo, que por sua vez, € deformado devido
a distribuicdo de matéria contida no mesmo. Desse modo, com a universalizagcdo da teoria de
gravitacdo, foi possivel obter uma descricdo mais abrangente a respeito do Universo em grande
escala e fundamentar as bases para o desenvolvimento da cosmologia moderna. Além disso,
foi possivel estudar problemas em astrofisica de um modo mais aprofundado em comparacao a

gravitacdo de Newton, onde podemos encontrar, por exemplo, a predicdo dos buracos negros.

Antes das andlises das observagdes do astronomo Edwin Hubble em 1929, acreditava-se
que o Universo era estdtico, mas as conclusdes das observagdes feitas de galdxias distantes

revelaram nao um Universo estdtico, mas apontavam para um Universo em evolucao.

Nesta tese usamos a métrica de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker (FRLW), que € uma
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solugdo exata das equacdes de campo de Einstein, que descreve um Universo isotropico e ho-

mogéneo, em expansao ou contracao.

Com o desenvolvimento cientifico e tecnoldgico foi possivel obter andlises mais precisas
em relacdo as condi¢des do Universo, como por exemplo,podemos citar as medidas realizadas
pelo satélite COBE (Cosmic Background Explorer), as quais mostraram anisotropia na radia¢ao
cOsmica de fundo em microondas. Em 1995, o telescopio CAT (Cosmic Anisotropy Telescope)
realizou medidas da anisotropia da radiacdo em alta resolu¢do e muitos experimentos melhores
e mais sofisticados foram realizados nos anos que se seguiram, dentre os quais podemos citar o

telescopio WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probe) e a missao espacial Planck.

As investigacdes das teorias de gravitagdo quantica sdo um dos elos que podem nos ajudar
a compreender fendmenos fisicos ocorridos nos primeiros instantes do Universo. Como ja foi
dito anteriormente, na teoria da RG o espaco-tempo € caracterizado por possuir curvatura, mas
essa teoria pode ser generalizada ao considerarmos a parte antissimétrica da conexao afim, rea-
lizada por um objeto chamado tensor de tor¢do. Essa estrutura foi introduzida pelo matemético
francés Elie Cartan, e a teoria correspondente é chamada de teoria de Einstein-Cartan (EC), que
descreve a interagdo gravitacional no espago-tempo com tor¢cdo. Uma revisdo completa sobre
os fundamentos da teoria de EC € apresentada em [3] e também segue-se 0 mesmo assunto nos
trabalhos [4]], [S], [6]], [7]e [8]. Outras consideracdes com respeito a teoria de gravitagdo com
torcao sdo feitas em [9], [10], [11]e [12].

Um dos primeiros trabalhos que abordaram a relagdo entre a teoria da Relatividade Geral
(RG) com a teoria de Dirac foi publicado em 1929 por H. Weyl [[13]]. A partir da década de 1950
surgiram muitos trabalhos sobre esse assunto, cujo tema principal era a teoria de gravitagdo com

spin e tor¢ao (veja por exemplo [14]], [15] e [16]).

A relacdo entre férmions e tor¢do se da devido ao fato de que os férmions quando acoplados
com gravitacdo se apresentam como fontes para o campo de tor¢ao, [17] e [[18]. A teoria de EC
¢ denominada também de Einstein-Cartan-Sciama-Kibble (ECSK) e tornou-se uma ferramenta
importante para as investigacdes em cosmologia. Um estudo sobre as condi¢des no Universo
primordial € feito em [19]. Em [20]] mostra-se que a interacdo spin-spin que emerge da teoria de
Einstein-Cartan ndo evita a formagdo da singularidade inicial, em contraste com o resultado da
maioria dos trabalhos com tor¢ao (veja por exemplo [21] ou o artigo de revisdo [22]). Podemos
conferir também um estudo sobre as solucdes exatas das equagdes de Dirac para modelos de
Universo em expansdo em [23]]. Em [24] € feita uma andlise da transferéncia de energia entre
matéria e campo gravitacional, e também é mostrado como os férmions podem ser responsdveis

pelo regime acelerado no Universo jovem. Em [25] € considerado o acoplamento ndo minimo
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entre o campo fermidnico e o campo gravitacional para estudar parametros de densidade e
de desaceleracdo. Em [26] € proposto um mecanismo que explica o desequilibrio matéria -
antimatéria observado no Universo. Em [27], o acoplamento entre férmions e gravitacdo com
torcdo € aplicado para investigar possiveis efeitos da constante cosmoldgica. De modo geral,
podemos dizer que as principais motivacdes para o estudo de teorias de gravitacdo com tor¢do,
em cosmologia, repousam na possibilidade de descrever um cendrio sem singularidade inicial
ou inclusive um processo de expansao acelerada no Universo atual. No entanto, apesar de ser

um estudo relevante e atraente, essas possibilidades ainda ndo foram confirmadas.

A partir da década de 1970 surgiram muitos trabalhos cientificos que abordavam a teoria
de gravitacdo de EC considerando uma distribuicdo de matéria macroscépica, na forma de um
fluido com spin intrinseco. Isso porque a teoria de EC pode ser relacionada com o spin da
matéria a partir do acoplamento entre teoria de gravitagdo com tor¢ao e campos de Dirac. Esse
conteido de matéria é chamado de fluido de spin ou fluido de Weyssenhoff, [28] e [29]. Existe
um numero consideravel de trabalhos que usam essa abordagem para investigagdes em cosmo-
logia. Podemos citar, por exemplo, [30] onde € feita uma descrigdo de modelos cosmoldgicos
nao homogéneos, ou seja, em que a condi¢cdo de homogeneidade e isotropia do Universo é

violada. Em [31] a mesma formulacdo € usada para estudar singularidades em cosmologia.

O tensor energia-momento para um fluido perfeito usando a formulacdo de fluido de spin é
deduzido a partir do principio variacional em [32], [33] e [34]. Em [35] foi feita uma andlise da
dindmica da lagrangiana obtida por Ray e Smalley. A contribui¢do do tensor energia-momento
em funcdo da densidade de spin é considerada como sendo uma componente dominante durante
o periodo inflaciondrio do Universo em [21] e [36]. Outros modelos cosmoldgicos sdo investi-
gados em [37]] e [38]. Em [39] é apresentada uma formulacao mais simplificada para o fluido
de spin com a teoria de EC com o objetivo de investigar modelos cosmoldgicos com rotagdo,
cisalhamento e expansdo. Efeitos da tor¢do no Universo primordial considerando o fluido de

spin sdo investigados em [40]].

Nesta tese estamos considerando a teoria de EC com o formalismo de Holst [43]] juntamente
com os campos de Dirac e fluido de spin para investigar aspectos em teoria de gravitacdo. No
capitulo 2, apresentamos os principais aspectos matematicos da teoria de EC e apresentamos
como a RG pode ser generalizada a partir da assimetria da conexao afim, além de mostrar uma
descricao dos campos de Dirac e do procedimento minimo, pelo qual pode-se fazer o acopla-
mento entre férmions e gravitacdo. A motivacdo de nosso trabalho se encontra no fato de que
Perez e Rovelli em [44]] mostraram que uma teoria de gravitagao acoplada minimamente com

férmions e tor¢do, com a a¢do de Holst, € equivalente a uma descricdo da interacdo gravita-
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cional com a acdo de Eintein-Hilbert somada a um termo de interagdo quadrifermidnica. No
capitulo 3, usaremos a formulacdo de Perez e Rovelli e apresentaremos o acoplamento entre fér-
mions massivos € ndo massivos e gravitagao juntamente com o formalismo de Holst aplicados
ao modelo cosmolégico FLRW, veja por exemplo, [45]]. No capitulo 4, é apresentado 0 mesmo
formalismo descrito no capitulo anterior, mas com a adi¢do de um campo de matéria descrito
pelo fluido de Weyssenhoff. Obtemos uma a¢@o apenas em termos das fontes dos campos con-
siderados. Finalmente, apresentamos as conclusdes e algumas passagens matematicas dteis sao

apresentadas nos apéndices.
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2 TEORIA DE EINSTEIN-CARTAN

Em 1922, o matemaético Elie Cartan introduziu o conceito de tor¢@o ao considerar a parte an-
tissimétrica da conexao afim, lembrando que na teoria da RG a conexao afim € simétrica. Nesse
contexto o tensor tor¢cdo € uma quantidade geométrica do espagco-tempo que agora denomina-se

como espaco de Riemann-Cartan.

2.1 ELEMENTOS DA TEORIA DE EINSTEIN-CARTAN

E importante lembrar que na teoria da Relatividade Geral (RG), as quantidades geométricas
sdo construidas com a conexao afim de tal modo que R po = B ap» OUS€ja, a conexdo afim €
simétrica nos indices (t e o e também obedece uma condi¢do de metricidade Vgguv =0, ou
seja

uvia :gMV,a_Fﬁua(gﬁv)_Fﬁva(guﬁ) =0. (2.1.1)
Através dessa escolha obtem-se uma solu¢do para a conexao Nz pa que € escrita em fungdo da

métrica gy da seguinte forma

1
THpp = Eg“ﬁ (9pgpa +In8pp —Ip&pa) ; (2.1.2)

denominada como simbolos de Christoffel.
A teoria de EC apresenta-se como uma generalizacdo da teoria da RG j4 que os objetos mate-

maticos sdo modificados pelo tensor tor¢do. O tensor tor¢do € definido como ,

THop = op — 50 (2.1.3)
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onde a conexdo afim I'* ;5 apresenta uma assimetria em relagdo aos fndices @ e 3 . Observa-

mos que o tensor tor¢do € antissimétrico nos dois dltimos indices, TH,g = —THpg,,. E|

Analogamente ao espaco de Riemann, exige-se que a derivada covariante da métrica tam-

bém seja nula no espaco de Riemann-Cartan, satisfazendo assim a condi¢do de metricidade

Vaguv =0, (2.1.4)

onde V € a derivada covariante com tor¢cao. Podemos escrever mais explicitamente como

6ozguv = aaguv - f‘luag}w - flavgxu =0. (2.1.5)

2.1.1 Conexao afim no espago-tempo com tor¢ao

E possivel mostrar que a conexdo afim no espago-tempo com tor¢do pode ser escrita em
fun¢do da conex@o afim pura mais um termo que descreve a tor¢do. Ao considerarmos a per-
mutagdo ciclica dos indices o, e v em (2.1.5) obtemos um conjunto de trés equagdes, e

que ap0s algumas manipulagdes podemos escrever

du8va +vEua — daguv =

= Fluag)w - f/l,uag/lv + fl va8aiu
- f‘lvaglu "‘f‘/luvg/la‘*‘f‘lvuglaa (2.1.6)

usando (2.1.3) e considerando
f‘l‘uv—i_l’:‘lv‘u :Zf‘kuv‘i_Tkv‘u. (2.1.7)
podemos reescrever (2.1.6) da seguinte maneira,

1
Egaﬁ (Qugva +vEua — Gaguv) =

1
= Egaﬁ [Tlauglv + T)Locvgu/'t

+ Thuvgia + T vugial, (2.1.8)

ap6s multiplicarmos ambos os lados da equagdo anterior por 1/2, € possivel perceber que o lado

esquerdo da equacio acima representard a conexdo afim no espaco-tempo riemanniano, ou seja,

! Para uma revisdo, ver [22]
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podemos escrever ([2.1.8]) como,

_ |
r'Buv:Fﬁuv+§<Tvﬁu—Tuﬁv—Tﬁv”>, (2.1.9)

reorganizando 0s termos, teremos,
Py =P, +KPy,, (2.1.10)
onde KP uv € o tensor contor¢do definido como,
KBy =121k, — TP — TP ), (2.1.11)

de onde podemos mostrar que Kg,, = —K,gy-

2.1.2 Tensor curvatura e escalar de curvatura no espaco-tempo
com tor¢ao

Para expressar o tensor de curvatura no espago com tor¢do, consideraremos o comutador

das derivadas covariante aplicado em um vetor
Ve, VgIP* = T7 5V PP+ R o PT, (2.1.12)

vemos que o comutador no espaco com tor¢ao depende do tensor tor¢ao e do tensor de curvatura,

onde R* rap € tensor de curvatura no espago com tor¢do, que € escrito como
R* Taff = &061:‘)L B8 — aﬁf‘l T T K yafyrﬁ - f‘lyﬁf‘yra. (2.1.13)

Podemos facilmente substituir as conexdes da formula acima pela relacio (2.1.10) e obter
como resultado o tensor de curvatura expresso em termos do tensor de Riemann e do tensor de

contor¢ao, ou seja,
R top = R 1op + Vak™ 15 — VK  co + K* oK 15 — K* g K 2q,. (2.1.14)
De maneira andloga o tensor de Ricci pode ser escrito como
Rip =R%qp = Rep+ V3K g — VK™ ) + K K 15— K* oK 75 (2.1.15)

Se fizermos a contracdo do tensor de Ricci, ou seja, gTﬁ I?Tﬁ, teremos como resultado o escalar
de curvatura:

R=R+2V*K") — Ky K™y + Ky K™ (2.1.16)
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O tensor de tor¢do pode ser escrito em termos de trés componentes irredutiveis [22]:

1 1
Tupp = 3 (Tp8au — Tugap) = g€apuvS” +dapu- (2.1.17)

As trés componentes irredutiveis sdo o trago do tensor torgdo, Tg = T%g,, 0 vetor axial ou
pseudotrago, SY = S“ﬁ“VTaB u - e otensor ¢%g, , o qual deve satisfazer duas condi¢des: o
trago deve ser nulo (g%g, = 0) e a contragio dos trés indices com o tensor de Levi-Civita deve

ser nula também, ou seja, eo‘ﬁ“vqaﬁ u=0".

Usando a expressdo para a tor¢ao (2.1.17), podemos também escrever o tensor contor¢ao

(2.1.11)) em termos das componentes irredutiveis 7% , S* e dapy »OU Seja,

1 1 1
Kpva = 5 (Tv8pa— Tpsva) = 355" €pvar+ 5 (dpva—dvpa—dapv)- (2.1.18)
Como consequéncia, o escalar de curvatura (2.1.16) serd representado por

B 2 1 1
R:R—ZVQT“—gTaT“-i-ﬁSaS“-l—iqaﬁyq“ﬁ". (2.1.19)

2.2 OS ESPINORES DE DIRAC

O acoplamento entre a interacao gravitacional e os férmions € um assunto muito importante
em teorias de gravitacdo. Os férmions representam a classe de particulas constituidas de spin
semi-inteiros. Em 1928, Paul Dirac formulou uma equagdo covariante sob transformacgdes de
Lorentz e que descreve de maneira satisfatéria as particulas de spin 1/2. Esses campos sao
descritos pelos espinores de Dirac, os quais sdo uma representacdo de um grupo especial de
Lorentz. Os campos de Dirac s@o descritos pela acdo de Dirac (para mais detalhes veja [41] e
[46]).

No espaco curvo, os campos de Dirac satisfazem os grupos das transformagodes de Lorentz e
de transformacdes gerais de coordenadas. E| O objeto matemadtico que serd usado para descrever
0 NOSso espago serdo os vetores ey, denominados de tetrada ou vierbeins que servem como
vetores de base para construcdo de vetores covariantes por difeomorfismo (transformagdes ge-
rais de coordenadas) e covariantes de Lorentz. As tetradas possuem dois tipos de indices, um
indice que corresponde as transformacdes gerais de coordenadas, denotado pelos indices gregos

U, e o outro indice que corresponde as transformagdes de Lorentz, denotado por indices latinos,

2Secdo baseada em notas ndo publicadas do professor Ilya Shapiro.
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como por exemplo, a, os indices variam de 1 a 4. As tetradas devem satisfazer a relacio

et e = ghv. (2.2.1)
Consideraremos os vetores de base ¢4 € € p para representar a relacdo
Ca=e" ey, (2.2.2)
usando essa representacao, faremos a seguinte transformacgdo de base
7 =N, (2.2.3)
por outro lado, sabemos que

€0 b= Nup, (2.2.4)

onde 1, representa a métrica para o espago plano. Usaremos a transformagdo (2.2.3) em

(2.2.4) para obter

L =AY A e g = ALy A Mg = N = M- (2.2.5)

Usaremos esse mesmo procedimento ao considerarmos a transformacdo de Lorentz infini-
tesimal

A% = 8% + 0% (x) (2.2.6)

em que usaremos a relacdo (2.2.5) para expressar

(6% 4+ 0% (x)][6%% + 0y (x)Nug = (2.2.7)

d
= Npe + 0Oab’ Nac’ + O ¢ Mpra = Nipe

onde naturalmente vemos que

Oy + Oy =0, (2.2.8)

ou seja, é possivel notar que o objeto @y € antissimétrico nos indices b’ e ¢’ .
Analisaremos a derivada covariante para um campo vetorial e obteremos uma relacdo para o
objeto @y . Sabemos que dado um campo vetorial V# a derivada covariante para esse campo
¢ dada por

V)V =gy VH+TH , VT (2.2.9)

onde os indices gregos se referem a transformacgdes gerais de coordenadas. Por outro lado, ao
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considerarmos apenas as transformacdes de Lorentz, podemos escrever
V. VP =0,Vl + 0. Ve, (2.2.10)

onde os indices latinos a, b e c¢ representam os indices associados a essas transformacdes
em analogia aos indices gregos e as transformacgdes gerais de coordenadas. Podemos usar as

tetradas para mudar o indice de V* da seguinte maneira
VVH =% et v, v (2.2.11)
usando a equacdo (2.2.10) no lado direito, teremos

ViVE = e%et(9,V0 + 0P uVE) (2.2.12)

= ¢%e4,0,V0 + ety et b Ve
podemos usar nessa expressao as seguintes transformacdes
v o= v (2.2.13)
0 que nos leva a equacdo
V, VH =e% et 0, (ebTVT) + e“ke“bwbca(ecrvr). (2.2.14)

Considerando as derivadas de produto e reorganizando os termos da equagdo anterior, podemos

escrever
VoVH =6 (et )VT + ey e e 10V T + e e 0" cae VT (2.2.15)

ou seja,
VoV = 0 VH 4 (eF 0y el + ey et e c b )V T (2.2.16)

ao compararmos a equacao (2.2.16) com a equacdo (2.2.9), vemos que € possivel escrever a

conexio afim I'*; em fungio das tetradas e da conexdo ®”., da seguinte forma
T 5 = et popel s + e et e r 0’ ca. (2.2.17)

Por outro lado, também, € possivel expressar a conexao w’,, em funcdo das tetradas e da
conexio I'* ). Para isso, basta multiplicarmos os dois lados de (2.2.17) por & pe' e

reorganizar os termos de tal forma que podemos obter

ed“efel"“m = edueree“ba,lebf—l—eduereeale“be%wbca (2.2.18)

— ereédbaxebr + 5db6cewbcx.
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Logo, podemos escrever, renomeando os indices,

1 1
w”b“ =5 (e“ve’lb - ebve’la> FVMJ ~5 (&baue% — e’l“aueb,1> , (2.2.19)

ja antissimetrizado em a e b devido 2 antissimetria de @ p- Agora vamos derivar uma

férmula que representa a derivada covariante para a tetrada:

VyWH = ¢4,V (VPet)) (2.2.20)

= etV VP + VP,V ety
onde V# =eH, VP e V, =¢%,V,. Usando a equacio , podemos escrever
VoVH =6t (9,V2 + 0Pl VE) + Ve, V e (2.2.21)
Ao fazermos as mesmas consideragdes para o termo d,V*, teremos
OV = et e, 9,VP + VP, dpety, (2.2.22)

e ao substituirmos as equagdes (2.2.21) e (2.2.22) em (2.2.9), obteremos

eye? Vet = eyel; duety +TH, —evel ety 0P e, (2.2.23)

onde foi considerado V? =¢?; V. Ao multiplicarmos ambos os lados de (2.2.23) por e” ze’.,

teremos, apds renomear os indices conforme d —a e e — b,
Vet = 0yt + et e’ T 5y — 0P ove’ gty (2.2.24)
Multiplicando os dois lados por ¢?; , podemos escrever Vi = e%;V, ,logo
VieH, = €% 0pet e + et TH, . — 0P ey, (2.2.25)

que representa a derivada covariante para a tetrada.

2.2.1 Derivada Covariante de um espinor € conexao de spin

O campo de Dirac no espaco curvo é representado por quantidades com indices em relagao
as transformacodes gerais de coordenadas e também as transformacdes de Lorentz. E possivel
mostrar que a conexdo que aparece na equacao (2.2.19) é o mesmo objeto contido na derivada
covariante para um campo espinorial. Considerando os campos de Dirac no espago curvo,

podemos escrever as matrizes de Dirac y* em fun¢do das matrizes no espago plano através da
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relacdo
YH - ea“’}/a. (2.2.26)

A derivada covariante para os campos espinoriais sao representadas pelas formulas

i~
Vuy =y + Ewﬂabcraby/, (2.2.27)
_ N AP
VW =0,y — Ea)ﬂabwoab, (2.2.28)

onde o objeto (T)u“b ¢ a conexao de spin e oy, € dado por
i
Oub = E(Ya?’b — YoYa)- (2.2.29)

O objetivo agora € encontrar uma relagdo entre a conexao de spin (’[)u“b e a conexdo @ i

da equagdo (2.2.19). Dado um quadrivetor ¥y*y, podemos calcular sua derivada covariante
usando a equagdo (2.2.9):

Vu(FYy) = 9V + 1%, 97"y, (2.2.30)

ou seja,

(Vu) Y v+ o (VY )y +9y*(Vuy) =
(W)Y W+ Wy )y + ¥y (uy) + TPy y. (2.2.31)

Usando as equacdes (2.2.27) e (2.2.28)), podemos escrever

_ _ i oy i
(W)Y W+ Y Dy + 597 Oy Oy — S Oy Fow Yy +
U(VuY )y = (uW) Y W+ W (Y )y + 0" (duy) +T%u 9y 'y, (2.2.32)

Considerando a relagdo (2.2.29) e reorganizando os termos, teremos

i — -3 d
S Wy be?, [f(mb —WYa) — (Ya¥o — WYa)Y | W+
(V) w =9 (0uy* )y +T% 40y v, (2.2.33)

Ao desenvolvermos os termos relacionados com as matrizes Y,, ¥, € 7%, usaremos a seguinte
propriedade :
Y Va¥s =26%% —28%Ya + Ya WY, (2.2.34)

usando d,y* = y*due®, e o fato de que dye*. = —e“be’lcaue,w, podemos escrever, depois
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de algumas manipulacdes,

— 1
(Duab _ E(ebve?LaI-*Vl“ _ elaauebl). (2.2.35)

Ao analisar a expressdo (2.2.35), vemos que a conexdo de spin @,%° se relaciona com 2
i
conexao que aparece em (2.2.19). A conexdo (T)u“b obedece a mesma condicdo de simetria
apresentada em (2.2.19) e satisfaz

—~ 1
Oy = Ew”’b“. (2.2.36)
, o L . Ly 2 L)
Considerando a antissimetria dos indices latinos, podemos fazer ze vet —» Z(e yertd —
ey et ), de modo que a expressdo na sua forma final podera ser representada por
Iy 1 1
@, = Z(ebve’l“ — ey MY, + Z(e“aue“ 2 —€MOue). (2.2.37)

Ao considerarmos o comutador entre derivadas covariantes de um campo vetorial, obtemos

o tensor de curvatura em fungéio da conexdo afim I'V,;. Realizaremos um procedimento
’ = = in /Y ab

analogo para obter o tensor de curvatura em fungdo da conexio de spin @,“”. Comegaremos

com a obtencdo do comutador das derivadas covariantes para os espinores com o objetivo de

calcular [V, Vy]y, dessa forma, teremos
Vi, Vvl = (Vi Vy =V V), (2.2.38)
o primeiro termo do lado direito de (2.2.38) pode ser expresso como
Vu(Vo)y = 0u(Vyvy) + %@“bmw) ~Thu(Vaw) (2.2.39)

usando a equacdo (2.2.27), teremos

i, i,
Va(V)¥ = udvy+5(9uy b)oa,,w+§cov L6 (uw) + (2.2.40)
i/\ a. 1/\ a. - C
+ Ewu b(avll’) - Zwu bGabwv dchV/_

i ~
- vu(hw) — Erllvuw)babcabllfa

analogamente para o segundo termo Vy(V,)y, teremos

i

. i,
Vo(Vu)y = ovduv+ 5(8\,(0“ b)cabuH—Ewu boab(8v1//)+ (2.2.41)
i’\ a 1/\ a -5 C
+ O () — SO 0w By Ocay —

] ~
- Fluv(a/l V) — Er/luvwlabcabllfa
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ao substituirmos estas duas relagdes em (2.2.38)), teremos como resultado

1 - a - da
Vu.Vy]y = _§<auwv b—aku b)?’a?’b‘l/_

1 R
4<wv“”w “d _ @, @y )mbwdw (2.2.42)

Na equagdo (2.2.42) podemos considerar o produto Y,%,% 7Yz como sendo um objeto com
duas contribui¢cdes, uma simétrica nos pares de indices (a,b) e (c,d), ja a outra contibuicado é

antissimétrica nesses mesmos indices, ou seja,
1 1
YaVo¥eYa = 5(%%%%1 + YeYaYa¥s) + E(mbwd — YeYaYa¥o)- (2.2.43)

, | 1
E possivel notar que o resultado do produto 1 <wv“b a)u‘d — (o““b ®y? ) ) (Ya Yo YeVa + YeYaYa¥p)

¢ nulo, uma vez que se refere a um produto entre termos antissimétricos e simétricos nos mes-
1 1

U ‘ ~oabps cd _ 5 abs cd <

mos indices. J4 o segundo produto Z<wv“ 0y — 0y 0y ° ).E(yayb%yd —YeYaVaYo) €

diferente de zero ja que ambos os termos sdo antissimétricos. A equacdo (2.2.42) pode ser

escrita da seguinte forma

1 ~ ~
Vi, Vyvly = 5 (8;1 @y — 8kuab> YaVo Y —
| PN abzs cd 5 abzy cd
- (88, - 0,70 ) (umrt — XXX Y. 2244)
Para o produto ,%,%-Ys, usaremos a seguinte expressio

YaVoYe¥a = 2MpeYaYd — 2NacYoYa + 2MpaYeYa — 2Naa Ve Yo + YeYaYa Yo, (2.2.45)

que substituida em (2.2.44) , fornece

1 ~ ~ 1, . .
Vi, Vg = —E(fhwv“b—&ku )mbw——(w D@y — @y By ) (2NpeYaYa —
= 2MacVa +2Mpa¥eYa = 2Mad Ve Vo) Vs (2.2.46)
e apds algumas manipulacdes podemos escrever
1 -~ ab -~ ab
Vu,Vily = ) <au(0v —dyay >Ya7’b‘//_
1, . ~ ge A~
— Z(wvaca)“cb — 0y v ) 11 (2.2.47)
A 1
Agrupando os termos de (2.2.47) e usando a relacao wu“b = —Ea)u“b , teremos

1
Vi, Voly = (au oy =y, + oy “ oy — wv“wuc”) TV, (2.2.48)
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b

Onde R‘u\/ab - a‘u a)vab - av a)“ab + wuaca)\/c - wvaca)‘ucb. LOgO,

1
Vi VoV = L Ruvas VY'Y (2.2.49)

Podemos escrever as matrizes 7 e 7’ com indices gregos a partir da representacdo

Y=elyP e v? = el 57, dessa forma, podemos reescrever o termo do lado direito da equagio
(2.2.49) da seguinte maneira

1 1
ZRuvab'}'ayb‘V = ZRuvpoYp'}’Gllfa (2.2.50)

A relacdo para a derivada covariante pode ser escrita de uma outra maneira em func¢do
do escalar de curvatura. Primeiramente, faremos a seguinte consideragio YV, 7'V, y =
Y"Y'VuVyy, aquantidade y*y" pode ser escrita em termos de uma contribuigéio simétrica e

uma antissimétrica da seguinte forma
1 1
Y =Y YY) S (Y ). (22.51)
Otermo V,V, também pode ser escrito da seguinte maneira
1 1
logo, podemos escrever
1 1
Y VeVy = [5(7“7” Y S (Y - }’VY“)] :
1 1
[E(Vuvmuvvvﬂ) +5(Vu¥y ~VyV4)|, (2.2.53)

na equagao anterior, os produtos (Y*yY +v'v*).(VyVy =V V) e (7 —7'v).(VuVy +
VyV,) sdo nulos porque sdo construgdes de indices simétricos e antissimétricos. Ap6s alguns

calculos, onde os operadores estdo aplicados em Y , podemos escrever
Y VeVvy = %(W +PYOVuVey +
+ %WYV(V”VV -ViVuv. (2.2.54)
Sabemos que g"'V,Vy, =0, logo, a equagio pode ser escrita como

1
r'VuVyy =0y + gV“VVYpYGRuva Y, (2.2.55)

onde usamos o resultado (2.2.49) no segundo termo. Uma das propriedades de simetria do
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tensor de curvatura € expressa por
R‘uvpo- +R”0vp _’_R‘upgv == 0 (2.256)

A partir dessa propriedade, podemos escrever o segundo termo da equagdo (2.2.55) como

sendo
Ruvpc'}’”yvyp'}’o = _Ruvpayu'}’p'ycyv _Ruvpc'}’ﬂycyvyp7 (2.2.57)

usaremos a identidade y°yY +79Vy® =2g°V paraescrever YHyPyoyV =2g%VyHyP — yHoPyVO,

Logo, teremos
Ruvps PV PF = —Ruvpo (67 FF —FPPYPLAPPP), @259
usando YHyOyVyP — yHyPyY YO = 2g%VyHyP —2gHVyOyP  obteremos
Ruvpo Y'Y = —Ruvpar (2671 + 26 1P — 2P ) = 2R (22.59
Ao substituirmos o resultado (2.2.59) em (2.2.55)), obteremos a expressdo

1
YV vy = (D — ZR) v, (2.2.60)

a qual representa uma identidade que pode ser usada numa série de aplicacdes sobre a matéria

no espago-tempo curvo, além da abordagem da matéria quantizada (veja por exemplo, [47]).

2.3 PROCEDIMENTO MINIMO

O acoplamento minimo entre gravitacio e férmions € um dos procedimentos usados quando
se descreve a interacdo entre o campo fermidnico e o campo gravitacional. Sabemos que o
campo de Dirac descreve particulas com spin 1/2, e a agdo para o campo fermidnico ndo massivo

no espago plano é dada por

Sip=15 [dt(vrouy - auury). (23.1)

O procedimento minimo consiste em substituir as derivadas parciais d, da equagdo acima
pelas derivadas covariantes V,, a métrica 7,y que descreve o espago plano serd substituida

pela métrica gy que descreve o espago curvo € o elemento de volume d*x sera substituido
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por d*x\/—g, (veja por exemplo [42] ). Desta feita, a acdo 1i se transformara em
i e =
S12=5 / d“Xx/—g(w”Vuw— Vuw“w)- (2.3.2)

As matrizes de Dirac no espago curvo sao definidas por y* sao definidas por (2.2.26) e as

tetradas satisfazem as relagdes (2.2.1) e (2.2.2). A derivada covariante no espago-tempo com

torcao 6# ¢ andloga as relacoes (12.2.27[) e (12.2.28[), e sdo dadas por

VuA® = dyA® — @A, (2.3.3)
ou
VuAy = OyAa+ @ oy (2.3.4)

Considerando os espinores de Dirac, temos
. i
Vv =oduy+ Ea)ﬂabcabq/, (2.3.5)

onde o objeto (I)uab ¢ a conexdo de spin no espaco-tempo com tor¢cdo, podendo ser escrita
como

1
D = 0, + K (exaeba _ elbeaa> , (2.3.6)

O objeto a)ﬂab ¢ a conexdo pura (sem tor¢do) que estd representada pela relagdo (2.2.35).

Analogamente temos para a derivada 6# W, a seguinte expressao,
. 0
VW =0,y — Eq/wu"boab. (2.3.7)

Substituindo as relagdes (2.3.3), (2.3.6) e (2.3.7) em (2.3.2)) teremos uma agdo equivalente dada
por

Sip = 5 [ dxvg[ir - 'y

1 1
+ SO + K (e — e ) oy
I

3

1 _
[wﬂab + ZK(XA“ (e’l“eba - €M]€aoc)] l[/GabY# IV] . (238)

Podemos agrupar os termos de dervidas parciais com os termos de conexao de spin sem tor¢ao

(a)u“b ) € escrever termos de derivadas covariantes sem tor¢do (V) de maneira que a agdo pode
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ser escrita como,

i _ _
Sip = §/d4x\/_g[‘//7’uvull/_vull/')’”llf

1 Y7 a a
— 1K P (e e — M%) (Yato — W)
+ (e —eMea) (s — )TV 239)

Nesta passagem consideramos também a quantidade ©,, = Y,% — %Y. - ApOs algumas mani-

pulacdes algébricas envolvendo as matrizes de Dirac, temos
i _ _
Sip = 5 /d“x\/—g[w”vut//— Vuurty

1 )
= KW Yo Y+ AV Y)Y (2.3.10)

usaremos a identidade ¥y Yy Yu = —i€1aup ]/5)/[3 +2¥280ju 1o segundo termo da equagdo

acima, obtendo assim

I _ _
Sip = §/d4xv—g[1ﬂ?’”vuw—vu‘l/7’“w

1 .
- ZKa)L”V/<_lglauB757'8 —|-2’}/Mga}“
- iguxa/ﬂs?’ﬁ +2gu[)LYa})‘V]> (2.3.11)

0s termos 2Y38q)u © 28uaYe) se cancelam mutuamente e considerando também as proprie-

dades de simetria do tensor de Levi-Civita, podemos escrever
i _ _
Sip = 3 /d“x\/—g PPV - VY
1 .
— KM (igapr? ). (2.3.12)

Sabemos que o tensor contorcio é dado por K¥H = 1 /2(TAH — TAen _ THaA)  com isso

usaremos a defini¢éo de corrente axial Sy =igqg MVTO‘IS“ [42]], logo,
Sip = é/d“x\/—_g[w‘vuw— Vauy'y
- %w(—isﬁ —iS +i5ﬁ)y5yﬁw}, (2.3.13)
faremos V,yyty =V, (yy*y) — gy V,y | logo a agdo final pode ser escrita como
Sip=i / d4x\/—_g[li/y“Vu1//— ésﬂJﬂ, (2.3.14)

podemos notar que o vetor axial S, € acoplado com o campo fermionico definido por JH =

Uy Y*w. Ao se acoplar minimamente, considerando a teoria de gravitagio com férmions e
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torcdo, percebe-se que a corrente axial de férmions apresenta-se como fonte para o campo de

tor¢ao.
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3 CAMPOS DE DIRAC, TORCAO E PARAMETRO DE
BARBERO-IMMIRZI

Neste capitulo, nosso ponto de partida serd a formulagdo obtida por Perez e Rovelli [44]]
para considerarmos algumas consequéncias para modelos cosmoldgicos. Vale a pena ressaltar
que neste procedimento estamos considerando campos de Dirac massivos [45]]. Por questdes de

simplicidade, mostraremos a obtencdo de resultado de Perez e Rovelli na secao que segue.

3.1 ACAO DE HOLST

A acdo de Holst se refere originalmente ao contexto de um formalismo de uma teoria de
gravitacdo quantica ndo perturbativa [43]]. Esta acdo € constituida pela acdo de Hilbert-Palatini
(HP) mais o termo de Holst. No contexto deste trabalho estamos considerando o espaco-tempo
com torcao, e neste caso, no lugar da acdo de HP, estamos considerando a acdo de EC, sendo o
termo de Holst tem um fator multiplicativo que € o parametro de Barbero-Immirzi (BI). Vere-
mos que este parametro nao s6 aparece nas equagdes de movimento como também € a constante
de acoplamento da interacdo quadrifermidnica, quando acopla-se minimamente o campo gravi-
tacional, campos de Dirac e tor¢do. A acdo que representa o campo gravitacional com tor¢ao

mais o termo de Holst pode ser escrita como
- 1 | ~
Su(g,®) = E/d“x\/—g[—R—I— ﬁea[;”\,Ro‘ﬁw , (3.1.1)

onde B € o pardmetro de Barbero-Immirzi (BI). Ao considerar a teoria de EC, mais o for-
malismo de Host e os campos de Dirac acoplado minimamente com o campo gravitacional e

tor¢ao, teremos

(6.0, W) =S+ 5 [ dxy/=g[ W Vv - Vv, (3.12)
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Veremos que essa estrutura considerada € equivalente a teoria de EH e mais um termo de in-
teracdo quadrifermidnica em que a constante de acoplamento desta interacdo € funcdo do pa-
ramentro de BI [44]]. Mostraremos de uma meneira bem simples como € possivel obter esta
equivaléncia. O tensor de curvatura no espagco tempo com tor¢ao RoBuv ¢ representado pela
relacdo dada em (2.1.14). Ao substituirmos o tensor contor¢do ([2.1.18]) em (2.1.14)), podemos

reescrever o termo €y uvR“ﬁ MV da seguinte forma:

_ 2 1
EqpuvRPHY = —V, " — gT“s“ + Eeaﬁuvqmﬁqﬁv (3.1.3)

(veja, por exemplo, [48]). E importante ressaltar que omitiremos V,uS* =0 por dar origem a
um termo de superficie , além disso, usaremos g4, =0 pois a corrente J, ndo gera gqgy
(veja por exemplo [49]). Usando as relagdes (2.1.19) e (3.1.3)), escreveremos a acao de Holst

(3.L.1) como

1/, 2 1 1
== V=g| —R+ZTyT*— —848% — —T% ] 1.4
S x/dx g[ t3la 24505 3B Sa (3.1.4)

Vimos que ao considerar o campo fermidnico minimamente acoplado com tor¢do e gravitagao
temos como resultado a agdo (2.3.8)), na qual ha no segundo termo uma quantidade chamada de
quadrivetor corrente axial, definida por J* = yy’y*y . Dessa maneira, a acio total equivalente
a acdo de Holst mais o setor de Dirac é

1[4 2 1 1
= — V=8| —R+STyT% — —8u8% — —T* ]
S K/dx g[ +37a 545aS 3B Sa

T [dtv=gsat®+ 5 [dmg[prVaw-vaprty]. GLS)

Neste momento, nosso objetivo € variar a acdo acima em relagdo ao trago da tor¢ao e da corrente
axial, dessa maneira encontraremos novas formas de representar 7% e S*. De acordo com o
principio variacional e usando a equacao (3.1.5) teremos,
oS oS
— 0 —

Como o tltimo termo de (3.1.5)) é a a¢do de Dirac no espago curvo sem torgio, podemos perce-
ber que ndo existe nenhuma contribui¢do quando aplicamos as relagdes (3.1.6), a partir dessas

mesmas relagdes pode-se verificar que

1
Y — 17
4ﬁS , (3.1.7)

3
sh — Exeﬂ. (3.1.8)
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Usando esta tltima relagdo em (3.1.7)), teremos

3
Td = ~ x0J* 1.
8[3K6] , (3.1.9)

[32
Bt

Podemos notar que os objetos T* e §* estio representados em termos da fonte J*, agora

onde 6 =

seria conveniente escrever a acao total em termos da fonte J A também. Por isso, substituimos
as equagdes (3.1.8) e (3.1.9) na acdo (3.1.5) e obtemos,

sz 52 82 }

1
S:—d4\/_—[—R— 2
;c/ WS TR T T 122
1 .
+ g/d4x\/_—gSaJa+%/d“xx/_—g[l/_/y”vul//—vulf/y”w}, (3.1.10)
a0 substituimos S* e $2, teremos como resultado,

o1 3
S(g,l/f,l//)zE/d“x\/—g[—RjLﬁexzﬂ}+SD, (3.1.11)

onde Sp € aacdo de Dirac, Sp = éfd“x\/—g[lﬂy“vuw—vuy_/y“u/] .

A equagdo (3.1.11) € o resultado apresentado por Perez e Rovelli em [44]. Com este

procedimento foi possivel mostrar a equivaléncia entre as acdes (3.1.2) e (3.1.11)). Observe que

o termo de massa myy poderia ser considerado sem alterar nemhum resultado. Nas proximas
secdes, investigaremos os campos de Dirac acoplados minimamente com o campo gravitacional

lancando mao de todas as consideragdes que fizemos nesta secao e no capitulo anterior.

3.2 CAMPO FERMIONICO

Foi visto na se¢do anterior que a agdo que representa a teoria de Einstein-Cartan acoplada
minimamente com férmions massivos junto com o termo de Holst pode ser escrita em termos

da interac@o quadrifermidnica na seguinte forma,

i 1 i _ _
S(g,0,y,¥) = /d“x\/—g[—;R+5(W“Vuw—vuw“w)—mw+ GJuJ“], (3.2.1)



31

lembrando que k = 87G, e a constante 6 é dada por

3k B2
= —— 3.2.2
32 B2+1° ( )
como foi visto no capitulo anterior, as correntes axiais J* e Jy sdo definidas como
JH=yyyty, (3.2.3)
Ju=VBNY, (3.2.4)

e B=innnry -

Outra forma de acoplamento entre o campo de tor¢ao e os férmions serd um acoplamento nao-
minimo, podendo dar origem a outro tipo de constante de acoplamento, diferente de (3.2.2)).(

veja por exemplo [S0],[51]).

Como vimos anteriormente, a inclusdo do pardmetro de BI na agdo (3.2.1)) foi proposta por
Perez e Rovelli [44]. Vamos considerar apenas os aspectos cldssicos do campo de Dirac mas-
sivo no modelo cosmoldgico espacialmente plano FLRW na presenca do parametro BI. Esse
parametro € descrito por um termo presente na acao de Holst [43]], e € introduzido sob a pers-
pectiva da gravidade quantica ndo perturbativa e representa um novo parametro sem dimensao

que vem de uma teoria mais fundamental.

A acdo para o campo gravitacional com o termo de Holst pode ser representada da seguinte

forma

o I
S8, 6) = / d*v/=g| R+ Eeaﬁuvmﬁ“v], (3.2.5)

Em RG sem torgdo, esse pardmetro ndo afeta a equagdo dindmica porque €y uvRaﬁ“" desa-

parece devido a simetria ciclica do tensor de Riemann, ROBuv | RavBu 4 panvB _

O efeito do parametro BI pode ser estudado por diferentes procedimentos de acoplamento
[44]. Em [S0, 48], uma familia de dois parametros ndo minimamente acoplados pode ser con-
siderada separadamente. Em [S1] estd mostrado que o parametro BI ndo tem nenhum efeito se
for absorvido dentro de pardmetros ndo minimos. De acordo com [52]], o pardmetro BI pode
ter efeito dindmico nao trivial, mesmo sem o campo de Dirac, desde que seja tratado como um

campo escalar.

As equacdes de Dirac sdo obtidas quando variamos a acao (3.2.1)) com respeito aos campos
de Dirac y e y,
iV y =20/ sy, y+my, (3.2.6)
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iV gyt = =204 9T sy, +my, (3.2.7)
onde I's = i)' 113, onde I'; de i=0,1,2,3 sdo as matrizes de Dirac no espago plano.
O objetivo agora € derivar as equacgdes de campo de Einstein a partir da variagdo da agdo

(3.2.1)) com os campos de Dirac massivos e com o termo de interagdo quadrifermidnica em

relacdo a . Consideremos a correcao até primeira ordem para a acao (3.2.1]), ou seja,
ap

guv — g;,w:g,uv‘i‘huv, (3.2.8)
gy = gtV —mtv 4 (3.2.9)

h
—g = \/—_g+§\/—_g+... (3.2.10)

onde i = h* ;. Apenas as contribui¢des em primeira ordem em A"V serdo mantidas. Podemos

escrever as tetradas como

1

P = % Ehaﬁebﬁ, (3.2.11)
1

g =e"a+ haPelp, (3.2.12)

e sabemos que J'*Jj, = J*Jy, o que significa que 6(JPJ,)/5gHY =0, e J'J, tem contribuigdo
nula em 1P . Considerando a parte cinética da acdo de Dirac 1| temos

Sy = /d4x\/—_ng = % /d4x\/—_g (P Vay —Vauyty). (3.2.13)
Fazendo a expansdo desta equagdo e considerando ¥, = ¥, + %hp vYp, temos
Sk—= S, = é/d4x\/—_g(1 + %h> [V’(Yv + %hpv}’p)au‘l’(g“v —hY)
+ W(Vv + %h” v7p> O Pyouy(gh’ —ht)
— V(W + %h” vIp)v(gh" —h"Y)
b0 ou 4 o hP )y )] (3214

ficando apenas com os termos de primeira ordem em 4. Podemos expressar a conexao de
spin na forma

0%, =0, +80%,. (3.2.15)
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Substituindo em (3.2.14)), temos
i 1 1 _ _
Sk = Stz / d*xyv/—g {Eguva (V¥ =V v) } Y
i - 7 a
+ 5/d4x\/—g[ll/}’“6abllf+ VoY vl S, (3.2.16)

Ao fazermos a integracdo por partes de (3.2.16) é possivel verificar que o produto entre § @ m
easoma [Yyo,,¥+ Wo,,y"y] produzird uma quantidade antissimétricaem p e v multi-
plicada por hyy que € um objeto simétrico nos dois indices. Isso significa que o termo como

um todo serd nulo ( ver apéndice A). A equacgdo de Einstein serd expressa da seguinte maneira,
1 K i _ 1
Rop —5R8ap = Gop = S Tap =K (V1 Vp) W =V V) — 5 K8apL: (3.2.17)
onde o termo ¥,V ) significa %(yav,; +¥Va)
A lagrangiana L pode ser escrita como
i, _ _
L=3 (PP Vuy =V oyt y) + 6J,J", (3.2.18)
agora, usando a equacdo (3.2.17), obtemos a equagdo
i _ 0
Gop =K (V1 Vp) W =V y) — EKgaBJuJua (3.2.19)
que corresponde a seguinte equacdo para o tensor energia-momento :
i, _ _ 0
Tap = (MY V= VP V) — EgaﬁJu-]Na (3.2.20)
para a métrica de FLRW o lado esquerdo da equag@o (3.2.19) € nulo (G4 = 0) para @ # J3.
Para calcular as derivadas covariantes para os espinores, usaremos as relacoes
i _ o _
Vow =aduy+ Ea)“bucaby/, VoW =0, — Ewabuy/crab, (3.2.21)

onde a quantidade @ u € a conexdo de spin, a qual ja foi definida no capitulo 2. A quantidade
Oy € escrita em termos das matrizes de Dirac no espago de Minkowski. As tetradas para um

espaco isotrépico e homogéneo podem ser definidas como

e’y = (a(n),0,0,0),
) elb = (0751(77)70,0)7
ezb = (0707a(n)70)7
\e3b = (anaoaa(n))
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As tetradas com os indices contravariantes sao dadas na forma

ell — 622 — 633 — —l/a,
€ =e€ 261126222633:1/61.

Esta escolha para as tetradas implica que o elemento de linha, em fun¢ido do tempo conforme

dt = a(n)dn, pode ser expresso por
ds> = a*(n)[dn? — dx* — dy* — d7?], (3.2.22)

onde a(n) € o fator de escala em fungdo do tempo conforme.

Agora, calculemos as derivadas covariantes para os espinores usando as relagoes (3.2.21]).

As componentes ndo nulas das conexdes (2.2.37/)) sdo dadas por

o) = 0% = %, = L (3.2.23)
2a
© !
0 =0 = 00 = - L (3.2.24)
2a

onde d = da /dmn. Assim, as derivadas covariantes dos espinores para it = 0 sdo
Vo = oy + %a)“bocabw = dyy. (3.2.25)
E sabemos que as conexdes @’ sdo nulas. Para u = 1 temos
Viy=aiy+ éw“b 10V, (3.2.26)

como o0s espinores s6 dependem do tempo, as derivadas ordindrias com relacdo aos indices

espaciais sdo nulas, ou seja, d;y =0 .

Podemos usar os resultados (3.2.23)), (3.2.24) e escrever

a/

> Loy, (3.2.27)
a

Viy=-

onde I'; = euiy“ que sdo as matrizes de Dirac no espaco plano. Analogamente, para ut =2 e

u =3, temos:
/

a
Voy = —EF ol 2V, (3.2.28)

/

Viy = —g—ron V. (3.2.29)
a
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De uma maneira mais geral podemos escrever

/

Viy = —;‘—roriy/, (3.2.30)
a

onde i = 1,2,3. Analogamente, para ¥ obtemos

a/

Voy =y, Vi =2 ToL. (3.231)

Usaremos a relagio V,[yy*y] = 0, conhecida como lei de conservagdo da corrente.

Lembramos que a derivada covariante tensorial de um objeto qualquer é dada por (2.2.9)
VA% = 9yA% +T% A¥, (3.2.32)
entdo, podemos escrever
0= Vu(§r*y) = 0u(Pr'y) + Tpu (W77 ). (3.2.33)
Faremos os cdlculos para pt =0,1,2,3 uma vez que (3.2.33)) pode ser escrita como

Vu(FY ) = Vo(§Y’ W) + Vi (§Y' v) + Vo (§7° W) + V3 (97 y). (3.2.34)

De acordo com a métrica (3.2.22)), os simbolos de Christoffel ndo nulos sdo dados por

/

a
rgo = 1ﬂ(l)l = F%z = 1ﬂ(3)3 = (3.2.35)

como ja sabemos, J;(Yy*y) =0 parai= 1, 2, 3. Substituindo esses resultados em (3.2.33)

temos
A(FYW) + L0 (WY v) + Lot (W1°w) + T (0 w) + T3 (97 w) = 0.
Entdo,
L(gpy) = 4L (5y) (3.2.36)
dn Yvyv) = p Vyrv). L
Substituindo ° = éro na e usando a regra de Leibniz, temos
1d,__, a o . d _
aan TV = (00y) = 45 (90y),

logo, a equacdo na sua forma final sera

, 3d,
(PO = " (y0W), (3.2.37)

a

A equacdo (3.2.37) também pode ser obtida diretamente das equagdes de Dirac junto com os
resultados (3.2.30) e (3.2.31). A equacdo (3.2.37) pode ser integrada e como resultado,
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podemos obter
Vo(n) =~ (3.238)

onde a constante de integracdo M € uma escala de massa que nos fornece informagdo da
dimensdo do condensado de matéria do sistema. O quadrivetor corrente V, € definido como

sendo V, =yl v .

3.2.1 Equagdes de Campo

Investigaremos a relac@o entre os parametros de densidade e pressdao com o parametro de
Immirzi. Voltemos nas equagdes de campo (3.2.19) para calcular a componente temporal € a

componente espacial. Podemos escrevé-las da seguinte forma

i _ 0
Goo = 5K (P Vo — Voirny) — 5 ka*JuJ" (3239)
[ . 0 ->n .
Gii = EK‘(I}/’}/iVil//— Viwyy) + Eka Jo, i=1,2,3. (3.2.40)
nota-se que nesta equagio nao hd soma de indices. Sabemos que G*, = —R. Calculamos o

trago de Gy usando (3.2.39) e (3.2.40), obtemos entdo,

o ] 0
G% = ix(wovow—%w(’w) — oK/ (3.2.41)
. 1 o . 0
G = ix(l//y’V,-y/—Viw’y/) + oK/, (3.2.42)

aqui também nao ha soma de indices. Por outro lado, podemos obter as equagdes espaciais e

temporais para o tensor energia-momento, com indices diferentes (fora da diagonal)

i _ s
T = E(W,.Vj)w—v(jw)w)+a2n,~j9ﬂ‘1“, i#J, (3.2.43)
i _
Ti = S(W%Vo¥—VoVhHY). (3.244)
Também temos
i _
Too = E(V’i’(OVO)‘V—V(OWYO)W)—azeﬂjw (3.2.45)

O lado direito da equagdo (3.2.43) se anula identicamente, que € consistente com a condi¢ao
G;; =0 para i # j, paraamétrica diagonal de FLRW, como consequéncia, temos 7;; =0 para

i # j. Para expressar essa condicdo de consisténcia temos que impor que a equagio (3.2.44)
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também deve ser nula; podemos expressi-la da seguinte maneira:
UYoVay — Vv y =0, (3.2.46)

usando as relagdes (3.2.30) e (3.2.31)), podemos mostrar que

/ /
aTidoy — S 9Ty —adoWTiy + STy =0 (i=1.2.3), (3.2.47)
e através desse resultado € possivel escrever
Ly =y Ly (i=1,2,3). (3.2.48)

A equagdo (3.2.48) ¢ uma condigdo necessaria de consisténcia. Podemos supor uma solugio
do tipo v = f(n)x, em que o espinor de Dirac € escrito em termos de uma fungdo real de 1 e

de um espinor constante. Outra forma de escrever as equagdes de Dirac (3.2.6) ¢ (3.2.7) é

/

/ 3
‘o (w’ + 2—“1;/) — my +26(TsTay)J, (3.2.49)
a a
€
. 3 /
(' + 259 To = myr+20J(YTSTL), (3.2.50)
a 2a

onde multiplicamos (3.2.6) por Iy pela esquerda e (3.2.7), também pelo mesmo fator pela
direita. Podemos usar as equagdes (]3.2.41[) e (]3.2.42[) para obter G% + Z?:l G, =G s

“R= ix(npy“vuw—vuwﬂw) + oK (3.2.51)
Usando as equagdes de Dirac (3.2.6) e (3.2.7), reescrevemos (3.2.5T):
R=-20kJ". (3.2.52)

Por outro lado, usando a métrica (3.2.22)), temos que R = —64" / a’, ja que

3 2
Goo = -, (3.2.53)
a
c " 2
2
Gi=—"L 4 “_2 (3.2.54)
a a
De acordo com (3.2.52)), podemos escrever
6 /!
2 20Kkd)?. (3.2.55)



38

Combinando as equagdes (3.2.39) e (3.2.40)) com (3.2.33) e (3.2.54)), teremos

3a’? K 5 2 i _ =
7 = @077+ mS)+ xa(YLoy’ — ¥'Toy), (3.2.56)
24" 2 K
LD =l (3.2.57)
a a 2

Direto da manipulacdo das equagdes (3.2.55), (3.2.56) e (3.2.57) seguem as seguintes rela-

coes: '
im(lproy/ —WToy) = 40Kkd* 1>, (3.2.58)
2
7
3 _ T oxdP. (3.2.59)
a? 2

A equagio (3.2.58) nos mostra que para o parAmetro 6 diferente de zero, a quantidade Yoy’ —
U'Toy ndo deve desaparecer. Por essa tltima condigdo, vemos que o ansatz ¥ = f(1)¥,

onde x ¢é um espinor constante, é descartado. A equacdo (3.2.59) nos mostra que J* deve
ser um vetor tipo-tempo, ou seja, JZ > 0. A equagio (3.2.55) pode ser expressa em termos da

coordenada temporal com a ajuda de (3.2.59)):

ba_ K

- > (407 + myry). (3.2.60)

Essa relagdo indica uma tipica contribui¢do oriunda da matéria ordindria (que ndo induz expan-
sdo acelerada). De fato podemos expressar o tensor EM na forma padrdo para descrever um

fluido perfeito,
Tuy = (P + p)ugiy — pguv, (3.2.61)

e para nossa métrica, temos que a quadrivelocidade é da forma uy, = (a,0,0,0). Calculamos a

componente temporal de (3.2.61)) na forma

Ty = pa’ (3.2.62)
™, = p-3p, (3.2.63)

onde TH, é o trago da equagdo (3.2.61) e T;; = paznij .

Podemos combinar estas equagdes com (3.2.59) para expressar p e p da seguinte forma

p = 02 +myy, (3.2.64)

p = 6J% (3.2.65)
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3.2.2 Equagdes de Movimento

Neste momento, faremos algumas defini¢des, podemos chamar a quantidade iYI'sy de
um pseudo escalar P = iyl'sy , escalar S = Yy, o quadrivetor corrente V, = Iy, a

corrente axial J, = YIT,y, e por fim, o tensor de Lorentz L, = %l,fl Co,Tp)w.

Agora partiremos da equagdo de Dirac (3.2.49) e como primeiro passo, vamos multiplicd-la
por Yyl :

i/ 3d _ _ _

p (wv/ + Z‘l"l’) =myToy +20(YTolsTay)J, (3.2.66)
onde a matriz I's € dada por I's =il oI'{I2I3 e o produto I'gI's =i"|I2I3 , logo podemos
escrever a seguinte relagdo : I'oI'sT, =il 1131, = —ngol's —i/2€4;T TV . Substituindo essa
relagdo no lado direito de (3.2.66), teremos,

i/_ / 3d’ _ . 1 ijya

(9w + 2wy = mVo+26 (UoP — S gL (3.2.67)

a 2a 2
Se tomarmos o complexo conjugado, teremos,

i/ 3d _ 0, | ij a

Loy + 2w =mi+20( — P Jea L), (3.2.68)
a 2a 2
Considerando a parte imagindria de (3.2.67), temos a seguinte lei de conservagio

1
ﬁ(a%)' = 260JyP. (3.2.69)

lembrando que para um dado nimero complexo z temos Re[z] = 1/2(Im[z] —Im[Z]) , entdo

consideraremos a parte real de (3.2.67) e teremos,
i _ ..
%(ww’ —@'y) =mVy — 0gy;LY J°. (3.2.70)

considerando a defini¢do do pseudoescalar feita anteriormente, vamos contrair a equagao (3.2.49)
com Yl'sIy , assim obteremos

i/_ 3d _ _ — a

P <I/IF5 v+ qurs I//) =myTsToy +20(PlsTlsT,y)J . (3.2.71)
Levando em consideracdo que T2 =1 e WI'ol W = ¥no, ¥ —iLo, o lado direito da equagio
(3.2.71) pode ser escrito como mJy —26(JoS — iLyp,J?) , tomando a parte real da mesma
equagdo, obtemos

1
g(cﬁp)’ = mJy—26J,S. (3.2.72)

Considerando agora as componentes do vetor axial, vamos contrair a equagdo (3.2.49) com
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yI's e obter como resultado

i/ _ 3d _ _ — a
= (WTsToy’ + - 9TsToy ) = myTsy+20(PTsTsTow)J", (3.2.73)

podemos notar que o lado direito da equacdo acima € equivalente a —imP +20V,J¢;, tomando
entdo a parte imagindria da equagdo (3.2.73) teremos

1
ﬁ(a310)’ = —mP. (3.2.74)

Analogamente ao procedimento anterior, vamos considerar as componentes espaciais do vetor
axial e contrair a equagdo (3.2.49) com WI'sI';Iy. Como resultado teremos

I/ _ 361/ _ _ — a

. (y/rsr,-y/ + Z‘l’rsri‘l/) — myTsT oy +20(WsToIsTay)Je. (3.2.75)
Consideraremos as seguintes relagdes com as matrizes de Dirac : T'sI''\T'g = —i/2¢; ijj ke
il ol = noal'i — Nial o + ieiabF5Fb , dessa maneira a equacdo (3.2.75)) pode ser reescrita como

i/ 3d _ 1 ; .
. <1//1“5Fi1//’ + ZWFSFN/) = —Smeyl +20 (v,-Jo IVt zeme“Jb) . (3276
e tomando a parte imagindria da equacdo acima, teremos

1
—(d’];) =20g,, ]I =0, (3.2.77)
a

0 que nos mostra que os componentes espaciais do vetor axial sdo conservados. A fim de
considerarmos a componente temporal do vetor corrente V,, , vamos contrair a equacio (3.2.49)
com VY :

i — / Sal — — — a

5(1//1“01// +%wroyf) :mww+2e(wr5raw>1 , (3.2.78)
¢ facil ver que o lado direito da equag@o acima € real e equivalente a mS+26J,J¢ , entdo

podemos escrever a equagio da seguite forma

1
a—4(a3v0)’ =0, (3.2.79)
entdo podemos obter .
L <ll7rol/ll . y‘ﬂroqf) — mS +20J,J°. (3.2.80)
a
J4 para a componente espacial do vetor corrente, consideraremos WI';Iy , ou seja,
i/ ., 3d_ _ _ a
. (wr,-y/ + Zl]/f}l]/) — myT, Ty +26 (wrirorsraqoj . (3.2.81)

Usaremos o fato de que I''I'oI'sI'y = —IT0I0I's = —noal'il's + Migl'ol's — i€y 17, de modo
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que a equagdo (3.2.81) pode ser escrita da seguinte maneira:
i/ ., 3d _ , i
! (wnu/ + 2—1//1"[1//) — —imLo; — 20igiq 1 JV. (3.2.82)
a a
Sabendo que i(l['/l“,-l;l’ —y'Ty) =0 , teremos
a
1 .
2—a4(a3Vi)' = mLo; + 208, JV. (3.2.83)
A equagdo para as componentes espaco-temporais do tensor de Lorentz pode ser obtida pela
multiplicagdo da equagdo (3.2.49) por YI; , ou seja,
i 3d
= (WITow + - 9TiToy ) = myT,y +20(PTTsT,y)J", (3.2.84)

se usarmos I I'sI'; = —n; s — i€ OT? 4§ /2Na0€; ijf I'* no lado direito de (3.2.84), teremos

. 3 / .

! <1;7r,-row’ + 2i g, 1//) — mV;+26 (iJiP — eI +1/2€; jkLJ"J0> . (3.2.85)
a a

agora podemos tomar a parte real da equag@o acima e obteremos como resultado:

1 .
5 (@Lig)’ = mV; + 20 J°L + 0Joe; i L'*. (3.2.86)

Neste momento consideraremos apenas as componentes espaciais do tensor de Lorentz, para
isso vamos contrair a equagio (3.2.49) por yI;[';Ty :

i/ 3d _ _ _

- (wrl-r W+ S 9IT jq/) = myT,T Ty +26 (wr,r jrorsraw) J (3.2.87)
podemos modificar o lado direito da equacdo acima se usarmos mais duas relagdes envol-
vendo as matrizes de Dirac, elas sdo : I Ty = n;;I0 — ig; jkl"sl“k e também I[;ToI'sI'y =
i/2(Nai€jbe — Naj€ibe) TPTC — iNao€i it TOT* + it jo — NoaMijT's — /20 j€aa T T, assim, podemos
escrever,

| | |
S(@Ly) =26 (EJi&‘jadeb — ik = Joe; jkL0k> . (3.2.88)

Por fim, vamos contrair a equagdo anterior com £ /2 e entio teremos

1 N
S (@) =26 (e’ka,-Lj +J0L0k> . (3.2.89)

Podemos agrupar trés equagdes de movimento, em especial, para P, S e para a componente
temporal do quadrivetor corrente Jy . Essas equacdes sdo (3.2.69), (3.2.72) e (3.2.74):

1
2—(a35)’ = 2a>0JyP. (3.2.90)
a
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1

%(03}))/ = a’(mJy —260JyS). (3.2.91)
1 3 / 3
2—(a Jo)' = —a’mP. (3.2.92)
a

E possivel perceber que a partir dessas equacdes , uma lei de conservagdo se estabelece,ou seja,
a quantidade a®(S? +J§ + P?) ¢é conservada. Além disso, podemos usar a lei de conservagio

da energia de um fluido perfeito
p+3(p+ p)g —0, (3.2.93)

onde p e p sdo dados pelas equagdes (3.2.64) e (3.2.63), obtendo assim a equagdo da

continuidade
a(0J2 +mS)| +3d'a*0J3 = 0. (3.2.94)
0 0

As demais correntes satisfazem as relagdes (3.2.83), (3.2.86) e (3.2.89), agrupadas abaixo:

1 .
7 (a3Vl~)' = mlLo;+ 298iajJaV]

2a
1 .
ﬁ(a%,-o)’ = —mV;+20€,JLY — 0o i L7*
1 . . )
Sa@Ly = 26 (e”“Jij —JOLO’) (3.2.95)

Também podemos obter, a partir destas equacdes, uma quantidade conservada, expressa na
forma

a® ViV + L%Lo; + LiLY). (3.2.96)

3.2.3 Campo fermidnico nao massivo

De acordo com (3.2.64) e (3.2.63), o parimetro de Barbero-Immirzi junto com o campo

de Dirac ndo massivo produz o efeito de um fluido perfeito caracterizado pela equacao de estado
p = p que pode ser considerado um fluido rigido . As equacdes de densidade de energia e de
pressdo (3.2.65)), dependem do pardmetro de BI, mas a razdo ndo. A lei de conservacdo da
energia de um fluido perfeito é dada por onde p pode ser dado pela equagdo de

estado p = wp. Dessa maneira, podemos resolver a equagdo (3.2.93) da seguinte forma

o _ a
p - 3(1 +W)av
Inp =Ina 30+ 4,
p ~a 3w, (3.2.97)
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Para o fluido que estamos considerando, ou seja, w = 1 teremos como resultado p ~a~% .
Podemos usar a equacdo de Friedmann para k = 0 e verificar de que maneira o fator de escala a
ird depender do tempo 7. Nesse caso temos

(Z)z _ %,3, (3.2.98)

De (3.2.97) sabemos que p = p,(a/a,)~® , substituindo este resultado na equacio acima

(g)z _ %,,(g) - (3.2.99)

Finalmente, fazendo a, = 1 e resolvendo a equagdo (3.2.99) para a teremos que a ~ 13

teremos

3.2.4 Campo fermidnico massivo

Para o caso massivo podemos distinguir dois regimes temporais distintos para a evolug¢ao
do Universo, o primeiro, correspondendo a um tempo jovem, € o outro a um tempo tardio. De
acordo com as equagdes de Dirac, temos as seguintes relacoes

M°® M®

B+P+8*=—"r |, Ji=

6 = (3.2.100)

e como foi mencionado anteriormente, M e M sdo escalas de massa que nos informam a di-
mensdo do sistema de férmions. A equacdo acima nos mostra que o escalar S necessariamente
diminui com a expansao do Universo. O regime temporal tardio € atingido quando o sistema
estd caracterizado por a’ > 26 /m . E importante observar que nesse regime temos 265 < m
, que significa que podemos desprezar o termo nao linear da relagdo (3.2.91) e que as equacdes
para a evolucdo de Jy , S , P sdo dominadas pelo termo massivo e a influéncia da constante

de acoplamento 6 pode ser ignorada de maneira que podemos escrever as seguintes equacoes

%(a%) ~0. (3.2.101)
a 3 3
E(a Jo) = —2ma’P, (3.2.102)
a 3 3
E(a P) =~ 2ma’Jy. (3.2.103)

As quantidades Jy , P e S que satisfazem as equacOes acima podem ser expressas como

M M M.
Jo= —lcos[2m(t —1)], P= —lsen[Zm(t —1)], S= —32,
a

— — (3.2.104)
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onde M| e M, sdo as escalas de massa que descrevem o sistema de férmions e satisfazem a
relacio M° = Ml6 +M§’ . No regime temporal tardio, a evolu¢@o do sistema gera um tipo de
fluido caracterizado por pressdo nula, ou seja, p =0 em que a densidade de energia € dominada

3 e como consequéncia a ~ 23 . Uma maneira para

pela componente escalar com p ~a~
melhor entender esse resultado é observar o fato de que a densidade de energia p = 6J° + mS,
possui duas componentes, o escalar S que tem escala S~ a—>, ji a componente caracterizada

6, ou seja, no decorrer do tempo a corrente J> diminui

pela corrente J? tem escala J> ~ a~
mais rapido do que o escalar S, entdo podemos dizer que num regime temporal tardio para a

evolucdo do Universo a contribui¢do da energia € dominada pela componente escalar.
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4 FORMALISMO DE HOLST COM FLUIDO DE SPIN

Vimos que a teoria de gravitagdo pode ser formulada a partir do principio variacional, ou
seja, a interacdo gravitacional pode ser descrita em termos de uma agdo cldssica conhecida
como ac¢do de Einstein-Hilbert. Nesta abordagem, usaremos a teoria de Einstein-Cartan (EC)
para introduzir o tensor tor¢do. Como vimos anteriormente, ele descreve uma outra proprie-
dade do espaco-tempo além da curvatura. Por outro lado, sabemos também que na teoria de
Einstein-Cartan a tor¢cao pode se acoplar com spin. De forma anéloga ao capitulo anterior, usa-
remos o formalismo de Holst e consideraremos também o parametro de Barbero-Immirzi e mais

uma distribuicdo de matéria na forma de um fluido com spin intrinseco (veja,por exemplo, [53]).

4.1 PROCEDIMENTO

Primeiramente, escrevemos a agdo de EC junto com o termo de Holst como em (3.2.5):
Su="L [dey=g| R+ RePHY 4.1.1
H== AV —8| — ‘I‘Esaﬁuv ) 4.1.1)

onde o escalar de curvatura R pode ser escrito de acordo com (2.1.19).

Como ja sabemos o setor de Dirac minimamente acoplado nos fornecerd um termo de fonte
proporcional a Sy, J* mais a agdo que descreve o campo fermionico no espago-tempo curvo
sem tor¢ao, .

Sp = %/d4x\/—_g[l/7}/“vul//—vul/7}/”q/ . 4.1.2)
Além desses campos citados acima, vamos considerar também uma distribuicdo de matéria que
descreve um fluido com spin, que chamamos de fluido de spin ou fluido de Weyssenhoff [39]. A
lagrangiana Lss que descreve o acoplamento do fluido de spin com a tor¢do pode ser expressa

da seguinte maneira,
Ly = aXP U Kpyq, 4.1.3)
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onde « € aconstante de acoplamento e ¥BV ¢ chamado de tensor de spin e possui antissimetria
nos dois indices, ou seja, ¥BV — 3B Cada particula do fluido possui uma quadrivelocidade
U%. Otensor Kgyq € chamado de tensor contorgio (2.1.11) que foi definido na segdo (2.1.1).

Dessa maneira a acio que descreve o acoplamento entre o fluido de spin e a tor¢ao é dado por
S,/ =« / d*x/ g (zﬁvU“Kﬁva). 4.1.4)

O tensor de spin juntamente com a quadrivelocidade satisfazem a condic¢do ¥BvU, =0, co-

nhecida como condic¢do de Frenkel, [32],[33],[34] e [39].

Podemos comecar nosso procedimento escrevendo a acdo que vai descrever nosso sistema
de acordo com os campos que foram apresentados, entdo a expressao para a acao pode ser dada
por

1 ~ 1
S = %/d4x\/_g|:_R+EguvaﬁKulaK),vﬁ

+ axZPYUYKgyq +20K€1pou K*PCI* | +Sp+Spp, (4.1.5)

usamos o fato que SyJ* = 28;LPG“K’IPGJ”, adotamos também que 1 =1/8 , Sp é a acéo
@#1.2) e Sy, €aagdo que descreve a componente do fluido perfeito presente no fluido de spin.
Srp € portanto a parte cinética da agdo do fluido de Weyssenhoff, de tal forma que o tensor

momento-energia associado a Sy, €

Agora podemos aplicar o principio variacional em (4.1.5]) de tal forma que teremos

55
=0. 4.1.7
5Kymo @.1.7)

Como vimos, o escalar de curvatura R é dado por (2.1.19), e os termos de derivadas totais
podem ser suprimidos, pois na integracao da acao estes termos vao corresponder a integrais de

superficie, de modo que
/ d*x\/—gR = / d*x/—g <R + K p KT — K K f) . 4.1.8)

= gOlvpnl y 7ém

Ao variarmos esta acdo com relacdo a contor¢do K,pg , obtemos
m SKYTIG
Quanto ao termo de Holst, faremos as mesmas consideracdes que o procedimento anterior,

podemos simplificar o tensor de Riemann-Cartan R*VOB ¢ escrevé-lo como

Ruvap = Ruvap + KM 7K P — K**P K, V2, 4.1.9)
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onde desprezamos novamente os termos de derivadas totais, com isso teremos

) 1 < 2

S puvaB) _ = o[yveBgn] 4.1.1
5K,,n9 (2[3 Euvap ) B € vp ( 0)
5st

oK
yne
Para o termo S, J# a variagdo com relagiio a contorcdo é nula. A partir desses resultados,

Para a acdo que descreve o acoplamento com o fluido de spin temos que = aX"U° .

podemos verificar que a equacdo dindmica resultante da variacdo da acdo total (¢.1.5) com

relagdo a Kypng € dada por

1 2
2600l O _ EZV"U6 + ES[WGﬁKmvB = 0. 4.1.11)

O ultimo termo da equagdo anterior pode ser expresso de maneira diferente, ao invés do tensor

contor¢do podemos escrever o tensor torgdo através da relagdo (2.1.T1)), logo teremos

eOPgN 5 = evoPInTY 5. (4.1.12)
Substituindo esta relagdo na equagio dindmica ([.1.11)), podemos reescrevé-la como
1 1
2600l 7O =" Ul + Ee[weﬁ 7,5 =0. (4.1.13)

O trago da torcdio TH pode ser obtido ao multiplicarmos a equacdo (4.1.13) por ggy .
A corrente axial SH pode ser obtida quando multiplicamos (4.1.13) por €gyns . ApOs estes
procedimentos, podemos verificar que o traco TH e a corrente axial S* sdo dados por
SH

TH = i (4.1.14)

3 1
Su - _KOJH + EKeepva“vaUa. (4.1.15)

2
[32

onde n=1/8 e sz.
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4.2 RESULTADOS

O objetivo agora ¢ usar a equagao (.1.13)) e escrever a tor¢ao em fungdo das fontes apenas,
mas para isso, devemos fazer algumas manipulagdes algébricas em ({.1.13)) devido ao termo
glrvop T’ﬂvﬁ . Ap0s alguns célculos e langando mdo da equagdo (4.1.14]), é possivel verificar

que o tensor tor¢ao pode ser escrito como

oc91<
4B

+ En k0 |80y — 84y + axOT, UH +20m KM g . (4.2.1)

Th,, = [5 €500 EP AU — 81 €52 ZP MU + 26,5520 U“]

Como vimos no capitulo 2 , o tensor tor¢ao, por outro lado, pode ser decomposto em fungao

de trés componentes irredutiveis, de acordo com (2.1.17) temos,

1 1

Até agora, encontramos uma expressdo para o traco 7" e para a corrente axial S ,

de maneira andloga, podemos expressar o tensor g*,, em funcdo das fontes dos campos.
E possivel verificar que quando substituimos (4.2.2) no lado esquerdo de (4 e usando os
resultados (@.1.14)) e (4.1.13)), obtemos

ouce oKo
ko 200k 6
- (zﬂva zﬂva)— U, (4.2.3)

E ficil confirmar que a equacio 1} satisfaz as duas condigdes para o tensor quyy :

q'v=0 e "9y, =0, ver capitulo 2.

Uma vez que nés temos as quantidades 7H , S# e ¢*,, em funcio das fontes, podemos

escrever, também, a acdo (4.1.5) em termos dessas quantidades, ou seja,

| 2 |
k 3 24 2
| 1
TR —eapuvd P " + aEV U Ky +1 KSMJ“] 4.2.4)

afv

Vale ressaltar que estamos considerando ¢ =# 0, diferente da consideracdo feita no
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capitulo 3. Usando (4.2.3)), calculamos as seguintes quantidades:

2
i = (B e ) 02K20°5 4 gx P, 4.2.5)

2 0 x26?
A
413 “rapuvd aﬁq HY = 73 Bz Zaﬁ

Substituindo as equacgdes (@.1.14), (@.1.15), @.2.5) e @.2.6) em (4.2.4), podemos obter

o seguinte resultado,

yoB (4.2.6)

[oc KQE n

S=S8Seuy+Sp+Ss, + /d4x\/

+ ank0e,, s TV UP +6n’k0J% |, (4.2.7)
onde k=167nG, o= —1/2, n=1/8 e U?> =1, logo,

S(g,®, v, W) =Seg +Sp+Sp, + /d4x\/_—g [EGGZZ +

n nGGeuvaﬁJ“ZV“UB—i—%ﬂGGJZ]. 4.2.8)

Nesta expressdo, se omitirmos Sp, teremos uma descri¢do de um sistema fisico composto por
um fluido de spin no espago com tor¢do e uma corrente axial externa J*, que pode ser in-
terpretada a luz de teorias com quebra de simetria de Lorentz. Este problema foi abordado em
[40], mas aqui consideramos também a influéncia do termo de Holst 1/2f3 E“V‘wﬁuva - Desse
modo, a menos da constante 6, os resultados de [40] para modelos cosmoldgicos permanecem
vdlidos, exceto pela auséncia do termo de interagdo €,yqgJ"XY*U B, que pode ser justificado
mediante a suposi¢do de que J* ¢é um valor do tipo tempo. Isto é claro porque U B também é

tipo tempo € Eyeo =0 .

E digno de mencio que o interessante termo SuvaﬁJ“Z"O‘U B nio foi abordado na litera-
tura. Por exemplo, em [21], apenas a a¢do de Einstein-Hilbert Sgy, além de Sy, e o termo
[d*x\/—gnGL,,I*¥ sfo relevantes a abordagem no mesmo artigo. Neste contexto, os efei-
tos do fluido de spin podem ser estudados através de um fluido com tensor momento-energia
efetivo

Tuy = (p + p—4nGe?)UyUy — (p —27GS?) gy, (4.2.9)

onde, 262 =< X, ZHV > e <ZHY >=0. A suposicio <XHM¥ >=0 ¢ natural na medida em
que o valor médio < X*V > ¢ tomado como uma quantidade macroscépica a partir do tensor de

spin, este entendido como uma propriedade microscopica.
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O aparecimento da interagdo entre J# e I*Y, através do termo de acoplamento €48/ LY *U B,
deve ser interpretado, na nossa opinido, como uma indicacdo de que , se tomarmos, por exem-

plo, J; = (0,J0,0,0), haverd uma diregdo privilegiada e assim a suposicdo < X*V >=0 ¢

drasticamente enfraquecida.

4.3 CONCLUSOES

Neste trabalho, consideramos solucdes cosmoldgicas para a teoria de gravitacdo na pre-
senca do campo fermidnico e termo de Holst. Mostramos que as solugdes com o parametro de
Barbero-Immirzi (BI) finito e ndo trivial sdao compativeis com as solu¢cdes FLRW . Foi possivel
observar que as equacdes de estado com auto-interacdo da matéria fermionica para férmions
nao massivos, ndo dependem do parametro Bl e que também o efeito dos férmions livres fo-
ram desprezados. Apresentamos também as equacdes de Dirac, que contém o parametro de
BI, apds variar a acdo de nosso sistema com relagdo aos campos, como foi mostrado em [44]].
Apresentamos a equagao de Einstein e o tensor energia-momento contendo os campos de Dirac
e as equacOes de movimento para esses campos. A classe de solucdes tais que as componen-
tes espinoriais sdo expressas através de uma funcgdo real de 1 é descartada pelas relacdes de

consisténcia.

Para o caso massivo, nés identificamos dois regimes diferentes. O primeiro regime corres-
ponde a uma teoria n@o massiva identificada com um tempo jovem da evoluciao do Universo e

que descreve um fluido perfeito ultrarigido com equacao de estado caracterizada por w = 1.

As equacdes de estado para matéria do Universo devem ser tratadas como sendo dnicas
naquela época e os efeitos da gravidade quantica em loop ou da tor¢do provavelmente ndo po-
dem alterar, em principio, o equilibrio entre as taxas da expansdo de férmions e radiagdo. Ao
mesmo tempo as equacgdes de estado total podem ser afetadas pelas manifestacdes mencionadas
de uma nova fisica, incluindo a interacdo quadrifermidnica. O efeito da tor¢do, subentendida no
termo de Holst, na equacdo de estado para a matéria quente depende da existéncia da corrente
axial e do pardmetro arbitrdrio 6 definido em (3.2.2). Em principio, as mesmas observacdes
cosmoldgicas podem ser utilizadas para a obten¢do de um limite superior para 6. A motivacdo
dessas investigagdes consiste no fato de que na teoria do Big Bang o Universo primordial foi
caracterizado por um estdgio em que predominaram os efeitos descritos pela teoria de gravita-

cdo quantica em loop.
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No ultimo capitulo deste trabalho consideramos a teoria de EC juntamente com o forma-
lismo de Holst. O tensor tor¢do foi introduzido, também, através da lagrangiana do fluido de
spin. A partir do principio variacional, obtivemos as equacdes para o traco da tor¢cdo, para a
corrente axial e para um terceiro componente do tensor tor¢io, o tensor g*P#. Foi possivel
representar estas quantidades em termos das fontes e obter uma agdo equivalente, apenas em
func¢do das fontes e do parametro de BI. Deve-se mencionar que o termo de interacdo entre a
corrente fermidnica axial e o tensor densidade de spin do fluido pode ser visto como uma ins-
tincia pela qual a corrente axial contribui ou néo para a condi¢do < X*Y >=0. De qualquer
modo, todas as concideragdes relativas a limites observacionais impostos sobre, por exemplo,

02, sdo aplicados efetivamente sobre o o2
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APENDICE A - VARIACAO DA CONEXAO DE SPIN

No capitulo 3 foram obtidas as equagdes de campo a partir da variagdo da agdo (3.2.1I). Ao
variarmos a a¢do de Dirac (3.2.13)), consideramos a expansio da conexio de spin. Neste apén-
dice, mostraremos que o produto [Yy* o, + Yo, w]dw®, é nulo na equagio (3.2.16)
devido as simetrias de 8@ - Para verificarmos este resultado, nosso ponto de partida serd a

seguinte equagao,

wﬂab _ eafelbl-*’r/lu _ €Abau€ax- (A.0.1)

considerando o conjunto de equacdes de (3.2.8) a (3.2.12) e as expressoes

I
8T op = 5 (Valt* g+ Vgh'a = Vigp). (A.0.2)

1

Syt = —ShvyY, (A.0.3)
podemos substitui-las na expressdo para a variacdo de (A.0.1) e obter
1 1
aw“ab _ _Ehlp (earrr)w . uea;L)epb + Ehoreaaelbrrly
1 a Ab \vAu A AV A \vas
+ 5616 ( ;Lh“—f— l«lhl_ hul)
1

1
- 5e’“’h/’ 20uep — 5e“’e“paﬂhp P (A.0.4)

ao agrupar os termos semelhantes, teremos

1
5a)uab = Eeafelb (V'uhr,l —duh®) =Ty phP; ‘f‘rpulhTP)

1 1
+ zhkpepb (8ueaf — 8ﬂe“l) + 3 (e‘”eb)L — ebre“)“) Vihue
1
= (7t — %™ ) V. (A.0.5)
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Substituindo (A.0.5) no terceiro termo de (3.2.16), obteremos

50 = — / d*x\/—g (%) (eafe“ _ e“e“l) % lhmeﬂcl;‘f(yccab + Gabyc> v,  (A0.6)

apos realizarmos a integracao por partes, obteremos
6 S = [ d4 h uc( at bA bT _al V.h - A.0.7
S =g Xy —8hyre™ (e e —e e At | W\ YeOub + OapYe | V|, (A.0.7)
onde o, ¢ dado por (2.2.29). Fazendo uma mudanca de indice 7 — v, podemos escrever
1 _
oS = —1¢ / d*xy/—ghuve!* (e”’e“’ —e”’e“)w [w(wm = YeVoYa
+ YaVo¥e— ’}/b'}/ayc) ‘V} ’ (A.0.8)
por simplificacdo, faremos —e"?e*? = ¥’ logo
1 _
O0pS = _g/d4xv _ghuveucevaelbvl [V’(%Ya?’b —YeVoYa
+ YaVoYe— %?YdYC) W] ’ (A.O.9)

usando a identidade Y, % + %% = 2N em (A.0.9), obtemos como resultado

1 _
oS = —¢ / d*x\/—ghuye"“e" eV, {w(nacn — Nab¥e + NacV
+ NocYa— NacYs — nac'}/b> W}
1 _
= -3 / dtxy/=ghu Vo [ (7 = P )y | =0, (A.0.10)

A equagdo (A.0.10) nos mostra que a quantidade 6,S € nula, uma vez que ela envolve
um produto de quantidades simétricas e antissimétricas nos indices @ e V. Assim, foi possivel

mostrar que o termo [Yy* Y + Yo, Y w8 w?,, é nulo em (3.2.16).



APENDICE B - CONDICAO DE CONSISTENCIA DA
EQUACAO (3.2.43)
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Neste apéndice mostraremos que o resultado 7;; =0 na se¢do (3.2.1) estd relacionado

a uma identidade. Sabemos que o tensor energia-momento com o campo de Dirac € dado na

forma
ir_ _ 0]
Top = 4 [W?’(avﬁ)w_ V¥V | — EgaBJ”Ju-
Sabendoque =1 e B =2, teremos gj» =0, entdo, podemos escrever

i_ I _
T, = ZW%Vzller Z‘I’?’zvlll/,

ou usando as equagdes (3.2.43) e (3.2.44) teremos

i

_ i 7_
3¢ Y-l ]y + g4 Y-l y = Ty,
ou .
1 7 _
—34 Yol + ol |y = Tho,
sabendo que I'1I['gI', = —I2I oI temos naturalmente que

I 7 _
—ga w[F1F0F2 + 1“21“01“1] v =0.

Logo, vemos que 7;; =0 para i# j, assim, mostramos que a equacdo (3.2.43)

(3.2.1) se anula identicamente.

(B.0.1)

(B.0.2)

(B.0.3)

(B.0.4)

(B.0.5)

na secao
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APENDICE C - FORMA ALTERNATIVA DE DERIVAR
AS EQUACOES DINAMICAS PARA AS
COMPONENTES IRREDUTIVEIS DO
TENSOR TORCAO

Outra forma de obter as equagdes dindmicas para as componentes irredutiveis 7#, SH e
q" qp € escrever a agdo 1} em funcdo dessas componentes e em seguida fazer a variagao,
usando (4.1.5). A acdo ¢ dada pela formula:

1 21
S = %/d“xJ—_g[—RJrEeumﬁKﬂmKlvﬁ

+ akZPYUYKgyq +20K€1pou K PO I* | +Sp+Sp, (C.0.1)

onde o escalar de curvatura e o tensor contor¢ao podem ser substituidos pelas relagdes (2.1.19),
(2.1.18). Para o termo de Holst, podemos usar a expressdo (3.1.3)), desta forma a agdo (C.0.I))

pode ser escrita como

1 2 1 1
S = — [d*n/—g <—R ST TH — —SuSH — T,
K‘/ A G S M Y T R
1 1 1
+ ng“Jﬂ — eqxﬁuqaﬁ” + ﬂxeﬁvayzﬁvu“SY
1 uvap c oK Bvyrra
+ Ee qouvq aﬁ‘i'TZ U (ﬂiva‘%ﬁa‘%xﬁv))+SD+Sfp- (C.0.2)

Podemos perceber que a acdo esta escrita apenas em fun¢do das componentes irredutiveis do

tensor tor¢do. Variando esta expressdo em relagioa TH, S* e ¢"®%, obtemos

1

(C.0.3)

3 0
Su = S KOS+ €pvau P U (C.0.4)
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oS
5quwl

1 oK
_ _quwl + %evlorquor + T(Z”VU’I _ Zu/lUv —ZMU”). (C.0.5)

Ao realizarmos a variagdo da acio (C.0.1) com relacdo ao tensor ¢"®%, devemos assegurar que
este resultado, que chamaremos de A*Y*, deva ser expresso de tal maneira que ele apresente o

mesmo numero de graus de liberdade do tensor q”"’l, ou seja,
1 1 _
ARVE s AvE 2 (gAY — ghval) 4 et vAOA,, (C.0.6)

onde AY =AP,, e Ag = SuaﬁcA“aﬁ- Usando a equag@o (C.0.5), podemos obter

oK
EuvapA"*t = e DU, (C.0.7)
com auxilio do procedimento (C.0.6) reescrevemos ([C.0.5) de forma a mostrar a expressdo
correta de ARVA
A,uv?L _ _quv/l_|_ 21[3 wlcrrqu _}_%((EMVUZ _Z/,L/IUV _EV/IU/J)
1

+ < W"—e apre U7, (C.0.8)

sabendo que

1

. uwlc_g ﬁyazaﬁ UY — _E (22#\/(]1 4 OXVAUHR 4 QZA“UV) , (C.0.9)

podemos escrever a equagdo corrigida para a componente ¥4

1 07
A L EE vyt prryY - 2xvhuk) o, (C.0.10)

O objetivo agora é encontrar uma maneira de expressar a componente g* vi

apenas em funcao
da fonte, para isso, multiplicaremos a equa¢ao (C.0.10) por &y, € apds alguns célculos ¢

possivel obter

2 20K
—Ey3.0p 0" — Eq“”“ + 5 (8vapTHUP — £20pTPUM) 0. (COID)
Para extrair apenas o termo ¢H%P da equacéo anterior, multiplicaremos (C.0.11) por um
fator igual a 1/2f8 e somaremos esse resultado com a equagéo (C.0.10), desta feita podemos
expressar a componente g*V* em funcdo da fonte da seguinte forma

oax6

UVA
g 3

1 1
(zrvut —zrhyY —2xvhuk 4 BevmpzﬂaUP - Bsv’w‘f’zapU“) (C.0.12)
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Observa-se que mesmo a equagdo dinamica obtida para ghvr

sendo diferente daquela obtida
no capitulo 4, ela obedece as mesmas condi¢des que sdo exigidas para o tensor g*v*, ou seja,
q"y =0 eque g, 17¢™V* =0, além da antissimetria diante desse fato podemos assumir que o
procedimento mais seguro € aquele realizado na se¢do 4.2, uma vez que partimos do pressuposto

que as componentes irredutiveis da tor¢ao nao sao necessariamente independentes.
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