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RESUMO

Este trabalho apresenta o desenvolvimento e a analise de um sistema de comunica-
¢ao baseado na multiplexagdo por divisdao ortogonal de chirp (do inglés, orthogonal chirp
division multiplezing) (OCDM) para transmissdo em banda base. Partindo dos fundamen-
tos da transformada de Fresnel discreta (do inglés, discret Fresnel transform) (DFnT),
que constitui o nucleo matematico do OCDM, propoe-se uma arquitetura baseada na
representacao real de matrizes unitarias complexas. A metodologia converte a matriz
da transformagao DFnT complexa N x N em uma matriz real 2N x 2N, permitindo a
transmissao de sinais puramente reais. Uma analise critica revela que esta representacao
quebra a estrutura circulante da matriz da DFn'T, elevando a complexidade computacional
da demodulagao de O(N log N) para O(N?). Adicionalmente, demonstra-se uma limitacio
estrutural fundamental: a impossibilidade de construir uma matriz de transformagao pu-
ramente real da forma M = A;W A5 para dimensoes N > 2, em que Wy é a matriz da
transformada de Fourier discreta (do inglés, discret Fourier transform) (DFT). Conclui-se
que a abordagem proposta, apesar de funcional, introduz uma penalidade computacional
significativa em comparacao com alternativas existentes na literatura, sendo sua principal
contribuicao a analise tedrica das limitagoes de transformadas reais baseadas na matriz da

DFT.

Palavras-chave: Transformada de Fresnel Discreta. Multiplexagdo por Divisdao Ortogonal

de Chirp. Representacao Matricial Real.



ABSTRACT

This work presents the development and analysis of an orthogonal chirp division
multiplexing (OCDM)-based data communication system for baseband transmission.
Stemming from the fundamentals of the discrete Fresnel transform (DFnT), which forms
the mathematical core of OCDM, a novel architecture based on the real representation of
complex unitary matrices is proposed. The methodology converts the N x N complex DFnT
matrix into a 2V x 2N real matrix, enabling the transmission of purely real signals. A
critical analysis reveals that this representation breaks the circulant structure of the DFnT
matrix, increasing the demodulation computational complexity from O(N log N) to O(N?).
Furthermore, a fundamental structural limitation is demonstrated: The impossibility of
constructing a purely real transformation matrix of the form M = A; W y A5 for dimensions
N > 2, where Wy is the Discrete Fourier Transform (DFT) matrix. It is concluded that
the proposed approach, though functional, introduces a significant computational penalty
compared to existing alternatives in the literature, with its main contribution being the

theoretical analysis of the limitations of real transforms based on the DFT.

Keywords: Discrete Fresnel Transform. Orthogonal Chirp Division Multiplexing. Real

Matrix Representation.
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1 INTRODUCAO

A busca por sistemas de comunicacao digital mais eficientes e robustos tem im-
pulsionado o desenvolvimento de diversas técnicas de modulagao multiportadora. Entre
elas, a multiplexagdo por divisao ortogonal de frequéncia (do inglés, orthogonal frequency
division multiplezing) (OFDM) e suas variagoes consolidaram-se como um padrdo em
muitas tecnologias sem fio e cabeadas, devido a sua capacidade de mitigar os efeitos da
seletividade em frequéncia dos canais (RIBEIRO et al., 2014; OLIVEIRA et al., 2018;
CAMPOS et al., 2021). Recentemente, a multiplexagao por divisdo ortogonal de chirp
(do inglés, orthogonal chirp division multiplezing) (OCDM) surgiu como uma alternativa
promissora, substituindo as subportadoras senoidais dO OFDM por um conjunto de sinais
chirp ortogonais (OUYANG; ZHAO, 2016). A base matemaética do sistema OCDM é
a transformada de Fresnel discreta (do inglés, discret Fresnel transform) (DFnT), uma
ferramenta cuja origem remonta aos estudos da éptica e da propagagao de ondas (GORI,
1994; GOODMAN, 1968).

A DFnT ¢ a analoga discreta da transformada de Fresnel continua, que descreve o
fendmeno da difragao em campo proximo. Suas raizes tedricas estao ligadas a trabalhos
sobre a natureza ondulatéria da luz, como os de (RAYLEIGH, 1874) e (COWLEY;
MOODIE, 1957), e sua formulacdo moderna estd intrinsecamente conectada ao Efeito
Talbot, um fenémeno de autoimagem de grades periddicas que tem sido objeto de estudo por
décadas (WEN; ZHANG; XTAO, 2013). Essa rica base tedrica facilitou o desenvolvimento
do OCDM, um sistema de comunicagao com propriedades tinicas, como robustez a auséncia
de sincronismo e a canais com forte espalhamento de atraso (FILOMENO et al., 2022;
MOREIRA et al., 2023).

Originalmente concebido para comunicacao digital de dados em banda passante, o
OCDM deve ter sua estrutura adaptada para que seja aplicado em meios fisicos cuja a
transmissao ¢é preferencialmente em banda base (por exemplo, cabo de par trancados e
rede de energia elétrica). A comunicagao em banda base requer que os sinais processados e
transmitidos sejam puramente reais, o que representa um desafio para uma transformada

inerentemente complexa como a DFnT.

A literatura ja apresenta métodos para a implementacdo do OCDM em banda
base, como os quatro esquemas descritos em (DIB et al., 2020). Dentre esses esquemas,
apenas um, o Tipo IV, preserva a relagao linear entre tempo e frequéncia instantanea para
todos os simbolos/chirps transmitidos. Esse esquema utiliza uma versao modificada da
DFnT que pode ser representada por uma matriz cujos elementos sao todos pertences ao
conjunto (ou corpo) dos nimeros reais. O problema central, no entanto, reside no impacto

que a representacao real impoe sobre a complexidade computacional do sistema.

Este trabalho se dedica a explorar uma abordagem para essa adaptacao do sistema
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OCDM para banda base, fundamentada na representacao de operacbes com nimeros
complexos por meio de matrizes com entradas reais. A metodologia proposta neste
trabalho baseia-se no isomorfismo entre o corpo dos niimeros complexos e um subanel
das matrizes reais de dimensao 2 x 2 (SILVA, 2017). Essa equivaléncia algébrica pode
ser estendida para espacgos vetoriais, permitindo que uma transformacao linear complexa
de dimensao N x N seja representada por uma transformacao linear real de dimensao
2N x 2N (ZHOU, 2018). Propoe-se, assim, um novo formalismo para o sistema OCDM em
banda base, no qual a matriz da DFnT é convertida para sua representacao real equivalente,
resultando em uma matriz de transformacao puramente real que preserva propriedades

fundamentais da transformada original, como a unitariedade.

Outra questao fundamental abordada no trabalho é se a representacao real canonica
preserva alguma estrutura que permita uma implementacao rapida ou se a conversao para
o dominio real inevitavelmente resulta em uma multiplicagdo matriz-vetor genérica, de
complexidade O(N?). A DFnT em sua versdo original possui uma estrutura circulante
que permite sua implementacgao eficiente por meio de uma transformada de Fourier
discreta (do inglés, discret Fourier transform) (DFT), com uma complexidade de ordem
O(Nlog N) (OUYANG et al., 2015; HOU; HUANG; LV, 2024). Nesse contexto, surge
um questionamento sobre a possibilidade de se construir uma matriz de transformacao
puramente real, tal como aquela associada a versao modificada da DFnT proposta por
(OUYANG; ZHAOQ, 2016), que mantenha a estrutura de fatoracao da DFnT, ou seja, da
forma M = A;WxyAs em que Wy é a matriz de DFT A; e Ay sao matrizes diagonais

complexas.

1.1 OBJETIVOS

O objetivo geral deste trabalho é desenvolver e realizar uma analise critica de um
sistema de comunicaggo OCDM em banda base, fundamentado na representacao matricial
real de transformadas unitarias complexas, investigando sua viabilidade, seu desempenho

computacional e suas limitagoes estruturais intrinsecas.

Desse modo, visando alcancar o objetivo geral, os seguintes objetivos especificos

foram definidos:

i) Desenvolver o formalismo de um sistema de comunica¢ao em banda base utili-
zando a representacao real da matriz da DFnT, analisando as propriedades da
matriz de transformagao resultante e avaliando sua complexidade computacional

em comparac¢ao com a abordagem complexa.

i) Avaliar a viabilidade matemadtica de se construir uma matriz de transformacao
puramente real da forma M = A;W A5, habilitando a reducao da comple-

xidade computacional em transceptores OCDM que operem na banda base
baseados no Tipo IV (DIB et al., 2020).
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1.2 ESTRUTURA DA DISSERTACAO

O restante deste documento esta dividido em cinco capitulos, organizados da

seguinte forma:

No Capitulo 2 é realizada uma revisao sobre a transformada de Fresnel no dominio
continuo, detalhando suas origens na éptica a partir do Principio de Huygens-Fresnel e o

papel da aproximacao de Fresnel em sua formulacao.

No Capitulo 3 ¢é descrito o andlogo discreto da transformada, a DFnT, partindo de
sua origem fisica no efeito Talbot, definindo sua estrutura matricial e apresentando suas

propriedades matematicas fundamentais, como unitariedade e circularidade.

No Capitulo 4 é apresentado o sistema OCDM. O capitulo detalha a relacdo entre a
DFnT e a DFT, que viabiliza sua implementagdo computacionalmente eficiente, e descreve
tanto as arquiteturas do transmissor e do receptor, como o processo de equalizacdo no

dominio da frequéncia.

No Capitulo 5 ¢ desenvolvida a proposta central deste trabalho: um sistema OCDM
para transmissao em banda base. O capitulo introduz o formalismo da representacao real
de transformacoes complexas e o aplica para definir a nova arquitetura, finalizando com

uma analise comparativa de suas vantagens e desvantagens.

No Capitulo 6 sao apresentadas as limitacoes estruturais de transformadas reais
baseadas em Fourier. Este capitulo contém a derivacdo matematica da condig¢ao de
existéncia para uma matriz real da forma M = A;WyA, e a prova de sua impossibilidade

para dimensoes N > 2.

No Capitulo 7 sao apresentadas as conclusoes e propostas para trabalhos futuros.
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2 A TRANSFORMADA DE FRESNEL NO DOMINIO CONTINUO

Este capitulo introduz a transformada de Fresnel no dominio continuo, uma fer-
ramenta matematica usada para descrever a propagacao de ondas 6pticas em regime de
difracdo. O fenomeno de difragdo ocorre quando a luz interage com estruturas cujas
dimensoes sao comparaveis ao seu comprimento de onda e, portanto, exigindo uma abor-
dagem baseada na teoria ondulatéria em vez da optica geométrica (GOODMAN, 1968).
O emprego da teoria ondulatéria simplifica a formulacao integral original, baseada no
Principio de Huygens-Fresnel, por meio da aproximagao de Fresnel. Com isso, é possivel
chegar a definicao da transformada de Fresnel unidimensional no dominio continuo, a qual
permite modelar como o campo éptico evolui no espaco apds passar por uma abertura

com simetria unidimensional.

Neste contexto, este capitulo esta dividido em se¢oes que constroem a teoria passo
a passo. Inicialmente, a Secao 2.1 explora as origens épticas da transformada de Fresnel,
detalhando o Principio de Huygens-Fresnel e sua formulacdo matematica. A seguir, a
Secao 2.2 foca na aproximagao de Fresnel, um passo crucial que simplifica a integral de
propagacao para uma forma mais tratavel, baseando-se na expansao binomial. Por fim, a
Secao 2.3 apresenta a definicao formal da transformada, introduzindo a transformada de

Fresnel unidimensional e sua inversa, a qual é a forma conjugada da transformada direta.

2.1 ORIGENS OPTICAS: O PRINCIPIO DE HUYGENS-FRESNEL

O principio de Huygens-Fresnel afirma que cada ponto de uma frente de onda
atua como uma fonte secundaria de ondas esféricas elementares, e que a frente de onda
em um instante posterior pode ser obtida pela superposicao das contribuicoes dessas
fontes secundarias (GOODMAN, 1968). Essa ideia, inicialmente proposta por Huygens
e, posteriormente, refinada por Fresnel com a introdugao do conceito de interferéncia, é
fundamental para descrever fendmenos como difracao e interferéncia que nao podem ser

explicados pela 6ptica geométrica classica.

Na formulac@o escalar moderna da teoria da difracdo, o campo escalar U(F) em
um ponto de observacao Py é obtido por meio de uma integral sobre uma superficie de
difragdo 3 (GOODMAN;, 1968), conforme ilustrado na Figura 1. Esta integral considera a
amplitude e a fase do campo no plano da abertura, bem como a distancia, a orientagao
entre os pontos do plano de abertura e o ponto de observacao e um fator de inclinacao

angular.

Considerando o emprego das coordenadas retangulares na modelagem ilustrada
na Figura 1, assume-se que a abertura de difragao esta situada no plano (§,7), sendo
iluminada na direcao positiva do eixo z. Deseja-se calcular o campo de onda no plano

(x,y), que é paralelo ao plano da abertura e estd a uma distancia z deste. O eixo z perfura
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Figura 1 — Geometria da difracao

n

LY

Fonte: (GOODMAN, 1968).

ambos os planos em suas origens. De acordo com (GOODMAN, 1968), o principio de

Huygens-Fresnel diz que o campo escalar no ponto de observacao F, é expresso por
1 exp(jkr)
U(P, :—/UPi 0 ds, 2.1
(P = 53 [ o) costas 21)

em que A é o comprimento de onda da luz; £k = <& é o nimero de onda; r representa a

,\
distancia entre o ponto P; € X e o ponto Fy; 6 é o angulo entre a normal da superficie
Y. e o vetor de propagacao 7; o vetor de propagacao 7 é definido entre as posigoes Fy e
Py; ds é um elemento diferencial de area sobre a superficie 3; U(P;) é o campo escalar na
posicao P;.
z
O fator de inclinagao cosf é dado por cosf) = —. Deste modo, substituindo essa
r

expressao para cosf em (2.1), obtém-se uma forma 1til para coordenadas retangulares, a

ry) =5 // ) P Jk””) de dn, (2.2)

em que a distdncia r entre o ponto (£, 7) na abertura e o ponto de observagao (x,y) é

saber:

r= YR @0+ () (23)

Note que (2.2) representa a forma geral da propagacao da luz segundo o principio de

Huygens-Fresnel, sem ainda aplicar a aproximacao de Fresnel.

2.2 APROXIMACAO DE FRESNEL

Para reduzir o principio de Huygens-Fresnel a uma expressao mais simples e
utilizavel, sdo introduzidas aproximacoes para a distdncia r entre os pontos P, e Fy. As
aproximacoes sao baseadas na expansao binomial da raiz quadrada. Seja b € C um ntimero

cuja magnitude é muito menor que 1, isto é |b| < 1, e considere a expressao /1 +b. A
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expansao binomial da raiz quadrada é expressa por

VIth=(1+b)3

=14 -b— -0+, (2.4)

em que o niumero de termos necessarios para uma dada precisao depende da magnitude de
b.

Para aplicar a expansao binomial ao problema em questao, fatora-se z para fora

da raiz quadrada na expressao de r em (2.3), resultando em

1+<rzé>24(yzzn>1lp. (2.5)

2 2
Assumindo que b = (%‘5) + (%) e retendo apenas os dois primeiros termos da expansao

r==z

binomial dada em 2.4, obtém-se
2
1z —¢ ly—ny
1+ = = . 2.6
* 2 ( z ) * 2 ( z (26)
Conforme discutido em (GOODMAN;, 1968), a necessidade de manter ou nao todos

os termos da aproximagao de r depende de onde ele aparece. Por exemplo, considerando

r|z

o denominador, onde surge como r?, descartar todos os termos, exceto z, introduz erro
geralmente pequeno. Por outro lado, considerando o expoente, os erros tornam-se criticos,
pois sdo amplificados pelo fator k, que no regime 6ptico é tipicamente da ordem de 107.
Além disso, variagoes de fase mesmo inferiores a um radiano ja impactam significativamente
o valor da integral. Portanto, para garantir precisdo na fase da exponencial, mantém-se os
dois primeiros termos da expansao binomial de r no expoente. Assim sendo, a expressao
para o campo observado em (x,y), ap6s a introdugao da aproximagao de Fresnel em (2.6)

é expressa por

Ula.y) 2 J: J| uvemes [JQ’“ (w9 + - n)?)] dgdn, (27)

na qual foram incorporados os limites finitos da abertura na defini¢ao de U (&, 1), de acordo
com as condigoes de contorno normalmente assumidas. Em (GOODMAN;, 1968) ¢é feita

uma avaliagdo da precisao desta aproximagcao.

Na aproximacao de Fresnel, a propagacao é representada por uma dispersao de fase
quadratica. O termo exponencial na integral modela os atrasos de fase entre as diferentes
diregoes de propagacao. J& o fator exp(jkz) representa uma fase global comum a todos
os componentes, com médulo unitario, ou seja, |exp(jkz)| = 1. Como o fator exp(jkz)
nao afeta a intensidade nem a distribuicao espacial relativa do campo, é usual omiti-lo.
Assim, a partir deste ponto, este fator também serd desconsiderado na formulagao da

transformada de Fresnel.
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2.3 TRANSFORMADA DE FRESNEL UNIDIMENSIONAL NO DOMINIO CONTI-
NUO

A transformada de Fresnel unidimensional no dominio continuo descreve o padrao
de difracao gerado quando um campo 6ptico se propaga a partir de uma abertura tnica
com perfil uniforme ao longo de uma dire¢ao transversal. Considere uma fonte de onda
plana monocromética de amplitude unitaria com comprimento de onda A, iluminando
uma abertura unidimensional infinita, alinhada ao eixo 7 no plano transversal (§,n), com
centro em ¢ = 0. Nesse contexto, o campo imediatamente apds a grade coincide com a
funcado de transmitancia complexa da abertura no plano z = 0 representada pela funcao
t(§,m). Quando a abertura possui perfil constante ao longo de 71, ou seja, nao varia em
fungao de n pois a sua derivada parcial em relagao a n é igual a zero, tem-se t(£,n) = t(§),

o que permite reduzir o problema bidimensional para uma formula¢ao unidimensional.

A propagacao da onda a uma distdncia z > 0 pode ser descrita pela aproximagcao

de Fresnel, cuja solugao para o campo no ponto (z,y) é dada por

Ua) = o [[ € exo [i% (0 = €7 + (v = n)?)] den 25)

em que o = Az. Como t(£) independe de 7, a integral se separa em duas partes: uma
que depende de x e outra de y. Assim, o campo pode ser expresso como o produto de
duas integrais unidimensionais. Avaliando o campo ao longo da linha y = 0, obtém-se a
transformada de Fresnel unidimensional no dominio continuo, a qual é expressa por

T(z) 2 U(x,0)

= Fa{t(§)}(x)
1 0o
= \/ﬁ/_wt(f) exp

em que F,{-}(x) é o operador da transformada de Fresnel unidimensional no dominio

2@ - € de, 29)

continuo para o = Az fixo. Para tanto, foi considerado que
2

/M exp (fg) dn = ia (2.10)

—00

Essa transformada representa a difracao de Fresnel unidimensional do campo escalar
t(£), isto é, ela fornece o campo escalar T'(x) em fungao da coordenada transversal =, em

um plano de observagao situado a uma distancia z da abertura em que o campo t(§) é
definido.

A inversa da transformada de Fresnel unidirecional no dominio continuo é expressa

por
t(&) = F, {T()}(¢)
N /OO T(z) exp {—jg(a: - g)?] dz. (2.11)
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Uma transformada é unitaria se ela conserva a energia do sinal. Para a transformada
de Fresnel, a unitariedade é garantida porque sua inversa é formalmente idéntica a sua
transformada adjunta. Esta propriedade estrutural assegura que a energia total do campo
no plano de observacao é igual a energia do campo original na abertura, permitindo a

reconstrugao exata do campo na auséncia de perdas ou ruido.
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3 A TRANSFORMADA DE FRESNEL NO DOMINIO DISCRETO

Este capitulo apresenta a DFn'T, uma formulacao matematica derivada a partir
da propagacao de ondas Opticas em regime de difragao de Fresnel sobre estruturas com
aberturas igualmente espagadas (também chamadas de grades de difragio),!, no qual
réplicas exatas ou fracionarias do campo imediatamente apés a grade de difragao sao

criadas em distancias especificas ao longo do eixo de propagacao.

A estrutura do capitulo segue uma progressao logica para construir a teoria da
DFnT. A Secao 3.1 aborda as origens fisicas do conceito, detalhando o Efeito Talbot e
sua relacdo com a difracao de Fresnel. A Secao 3.2 apresenta a definicao formal da DFnT.
Finalmente, a Se¢ao 3.3 detalha as principais propriedades da DFnT, como a unitariedade,

circularidade, autovalores, autovetores e a transformacao por similaridade.

3.1 ORIGENS: O EFEITO TALBOT

Quando a difracao de Fresnel ocorre sobre uma estrutura com aberturas igualmente
espacadas por uma distancia d € R*, forma-se uma sequéncia de réplicas do campo
propagado a partir da grade de difracdo em posicoes discretas ao longo do eixo de
propagacao. Em particular, o campo resultante reproduz uma autoimagem da grade em

uma distancia especifica, esse fendmeno é conhecido como Efeito Talbot.

Definindo a distancia Z7, de modo

N

Zr2 < (3.1)

em que A representa o comprimento de onda da luz incidente. Autoimagens completas do
campo original sobre a estrutura com aberturas periddicas surgem em multiplos inteiros de
2Z7. Ja versoes fracionarias, muitas vezes deslocadas lateralmente, aparecem em distancias
z = Zr/N, com N € N. Tal comportamento decorre da interferéncia coerente entre os

diversos harmonicos espaciais induzidos pela periodicidade da grade.

Considere a configuracao geométrica de uma grade de difracao ilustrada na Figura 2.
A grade esta no plano z = 0, sendo iluminada por uma onda plana monocromatica de
amplitude unitaria. Nesse arranjo, o campo imediatamente apds a grade coincide com a
funcdo de transmitancia t(£). A forma como o campo escalar se propaga para distancias
finitas z > 0, sob a aproximagao de Fresnel, resulta na formagao das autoimagens do

Efeito Talbot visualizadas na Figura 3.

L A propagacao de ondas épticas em regime de difragdo de Fresnel sobre estruturas periddicas é

um fenomeno conhecido como Efeito Talbot.
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Figura 2 — Geometria da grade utilizada para o Efeito Talbot
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Fonte: Adaptado de (GOODMAN, 1968).

Figura 3 — Padrao de repeticdo do campo transmitido: visualizacao do Efeito Talbot
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Fonte: (OUYANG; ZHAO, 2016).

3.2 A TRANSFORMADA DE FRESNEL NO DOMINIO DISCRETO

A DFnT, surge naturalmente no contexto da difracao de Fresnel em grades pe-
riddicas, especialmente no estudo do Efeito Talbot. A DFnT descreve os coeficientes do
campo 6ptico observados nas autoimagens formadas pela difragdo de uma grade de difracao
periodica, em posicoes discretas ao longo da direcao de propagacgao. Em particular, ela
fornece os coeficientes de campo da imagem de Talbot na distancia z = % = %,

descrito em (OUYANG; ZHAO, 2016).

tal como

Historicamente, formulagoes anteriores da DFnT apresentavam uma degenerescén-
cia estrutural, o que limitava sua aplicacao como uma ferramenta matematica geral. Essa
degenerescéncia surgia do fato de que, para certas paridades de N, a matriz de transfor-
macao nao era completa, refletindo as distancias em que o campo resultante originava de
interferéncias destrutivas. Essa limitagao foi superada em uma formulacao recente que
propoem uma definicdo consistente da matriz da DFn'T de dimensao N x N para qualquer
valor de N, eliminando tal degenerescéncia (OUYANG et al., 2015).
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Neste contexto, define-se a DFn'T para modelar o padrao de difracao unidirecional

no dominio discreto gerado por uma grade de difracao iluminada por uma onda plana

monocromatica. A matriz ® € CV*V, cujos elementos sdo dados por
A XD (—j%) exp [J%(m - n)ﬂ : N=0 (mod 2)
mn = ————=2% X 9 (3.2)
VN exp [J]Tf (m—n—i—%) }, N=1 (mod 2),
em que m,n=20,1,..., N — 1 sao os indices dos elementos e N é o nimero de amostras.

A acgdo da matriz ® sobre o vetor de transmitancia discreto vy produz o padrao de

difracao discreto:

vr = Py, (3.3)
em que vy = [t[0],t[d/N],... . t[(N — 1)d/N]||7, t[n] = t({)|=ps, n=10,--- ,N =1, ¢éa

N
transmitancia no dominio discreto e t(§) é a transmitancia continua e peridédica, com

periodo d, associada a grade de difracao.

O vetor resultante v da aplicacdo de ® contém os coeficientes do campo difratado
nos pontos de maximo de Talbot. Esse formalismo matricial encapsula a fisica do Efeito
Talbot em uma representacao discreta compacta. A paridade de N determina o padrao de
autoimagem que emerge, refletindo o alinhamento dos picos de interferéncia construtiva
na grade, enquanto os elementos ®,,,, podem ser interpretados como a contribuicao de

amplitude complexa de cada ponto da grade para um ponto de observagao.

3.3 PROPRIEDADES DA DFnT

As propriedades fundamentais da DFnT sao analisadas em detalhes por (OUYANG
et al., 2015). Nesse trabalho, os autores ndo apenas apresentam a formula¢ao nao de-
generada da DFn'T, como também investigam suas principais caracteristicas estruturais,
com destaque para a circularidade, unitariedade e transformacao por similaridade. Com
base nos resultados estabelecidos por Ouyang et al. (2015), descrevem-se a seguir essas

propriedades.

i) Unitariedade:

A matriz ® da DFnT satisfaz a condi¢do de unitariedade:
oD =" =1, (3.4)

em que @7 denota a transposta conjugada de @ e Iy é a matriz identidade de
ordem N.

Essa propriedade garante conservacao de energia sob a transformacao, além de
assegurar que a inversa da DFnT seja simplesmente ®f. Em contextos fisicos,
isso reflete a reversibilidade da propagacao Optica em meios homogéneos e livres

de perdas, mantendo inalterada a densidade de poténcia total do campo.
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Circularidade:
A matriz DFnT tém estrutura de deslocamento ciclico tanto para N par quanto

impar, isto é:

Dy = D (nomy; V,n € {0,1,..., N =1}, (3.5)

)

Periodicidade:

Os elementos da DFnT também sdo peridédicos

(Dm,n = (I)(m+aN)N,(n+bN)N (36)

= (I)m+aN,n+bN7

em que a,b € Z , e (-)y denota a operagao médulo-N.

Essa propriedade reflete a periodicidade natural resultante da periodicidade da
transmitancia no dominio continuo. Além disso, se N é par, entdo ® é simétrica
P, = 1. Por outro lado, se N é impar, entao ® nao é simétrica, posto que
(I)m,n = (I)nfl,m-

Autovalores e autovetores:

A DFnT, por ser circulante, pode ser diagonalizada pela matriz da DFT nor-
malizada. Os autovalores correspondentes ao k-ésimo vetor coluna da DFT sao

dados por

= exp (—j%kz) , N
N

0 (mod 2)
exp (—j%k (k+ 1)) : 1

(mod 2).

Transformagdo por similaridade
A transformacao por similaridade de uma matriz circulante C pela DFnT resulta
na propria matriz, isto é
C = oCo' (3.7)
=C. (3.8)
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4 O SISTEMA DE COMUNICACAO OCDM

Este capitulo trata do emprego da DFnT para fins de comunicagao digital de
dados, posto que a DFnT pode ser implementada de forma computacionalmente eficiente
utilizando a DFT e operadores de fase quadratica. Da-se o nome de sistema OCDM ao
uso da DFnT em sistemas de comunicacao digital de dados. A arquitetura do sistema
OCDM é baseada na utilizacao de sinais chirp ortogonais, cuja definicao e propriedades
sao derivadas da DFnT. O sistema OCDM ¢ projetado para transmitir informacoes através

de canais de comunicacao e corrompidos pela presenca de ruido aditivo.

A estrutura do capitulo segue uma progressao que detalha os componentes do
sistema. A Secdo 4.1 aborda a caracterizagao de sinais chirp, que sao a base fisica do sistema.
A Secao 4.2 apresenta o sistema OCDM, estabelecendo a conexao entre os conceitos Opticos
da transformada de Fresnel e sua aplicacao para modulagao multiportadora. Esta secao
também detalha a relagdo entre a DFnT e a DFT, que permite a implementacao eficiente
do sistema OCDM, a arquitetura dos componentes transmissor e receptor e a equalizacao

no dominio da frequéncia.

4.1 CARACTERIZACAO DE SINAIS CHIRPS

Sinais chirp sao aqueles cuja fase varia nao linearmente com o tempo. A maioria
das aplicagoes considera o sinal de frequéncia modulada, cuja frequéncia instantanea evolui
linearmente ou, equivalentemente, cuja fase muda quadraticamente ao longo do tempo,

como apresentado na Figura 4. O sinal chirp, neste caso, pode ser representado por

W(t) = exp [j (mat® + 65|, (4.1)
em que a € R, é a taxa de chirp e 0y é a fase inicial. A frequéncia instantanea do sinal é
dada por
1 d 9
f)=5-= (reat® + 5 ) (4.2)
= at. (4.3)

Quando o chirp é limitado a um intervalo de duracao T, sua largura de banda B é
determinada pela taxa de chirp a e por T. Por utilizarem um espectro de banda larga,

esses sinais apresentam elevada robustez frente a ruidos, desvanecimento e efeitos de

multipercurso. (OUYANG; ZHAO, 2016)
O trabalho de Ouyang e Zhao (2016) introduz o OCDM, um sistema de multiple-

xac¢ao que define um conjunto de formas de onda chirp mutuamente ortogonais. Essa
ortogonalidade permite que multiplos sinais coexistam na mesma largura de banda e no
mesmo intervalo de tempo, sem causar interferéncia entre si. O principio fundamental por

tras do OCDM ¢é a DFnT apresentada nos capitulos anteriores. Nessa abordagem, cada
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Figura 4 — Ilustracao de chirp
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Fonte: (OUYANG; ZHAO, 2016).

forma de onda ortogonal funciona como uma subportadora. Sua amplitude e fase podem

ser moduladas para transmitir dados, utilizando esquemas de modulacao digital como
M-PSK, M-PAM ou M-QAM.

4.2 O SISTEMA OCDM

A aplicagdo da DFnT para comunicacao digital de dados, ou seja, sistema OCDM,
envolve a transposicao de conceitos originalmente desenvolvidos no contexto da oéptica
para o dominio no tempo continuo e discreto. Essa adaptacao se baseia na premissa de que
o efeito Talbot, tradicionalmente descrito como um fenémeno de reconstrucao periddica
de padroes de difracao no espago, pode ser reinterpretado de forma analoga nos tempos

continuo e discreto.

A seguir, detalha-se a estrutura matematica do sistema OCDM, comecando pela
definicdo da DFnT e sua relacdo fundamental com a DFT, que é a base para sua imple-

mentacao eficiente.

4.2.1 Relacgao entre a DFnT e a DFT

A base matematica da DFn'T pode ser melhor compreendida ao contrasta-la com a
tradicional DFT. O ntcleo da DFT normalizada, que define os elementos da sua matriz

1
F = —=Wy, é descrito por

VN

1 o ( ,27rmn>
Jmnzi X “J AT
' vV N P ‘]N
W

ik

em que m,n=0,1,--- /N —1,

2
Wy = exp <—j]\7;> ) (4.5)
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Wy é a matriz da DFT, cujos elementos sao dados por W".

Em contraste, o nicleo da DFnT, incorpora termos de fase quadratica adicionais,

com defini¢oes distintas para dimensdes N pares e impares, posto que

_exp (—j%) e [j%(mQ — 2mn + 712)} se N é par
- VN exp (j&) exp {j%(mQ +m — 2mn + n? — n)} se N é impar.
(4.6)
A principal vantagem estrutural do niicleo da DFnT é que ele pode ser fatorado. Ela se
decompoe em um termo bilinear, idéntico ao da DFT, e dois termos de fase quadraticos
que dependem apenas do indice de saida m ou do indice de entrada n. Essa propriedade

permite que a matriz da DFnT, ®, seja expressa como o produto de trés matrizes, ou seja,
(I) - @2?@1, (47)

em que F ¢é a matriz da DFT, enquanto ®; e ®, sdo matrizes diagonais cujos elementos

sao dados por

T exp (i =m? se N é par
O1 mm = €Xp (—j> X P (JN ) P (4.8)
4 exp (jﬁ exp {j%(mQ - m)] se N é fmpar
e
exp (i Zn? se N é par
@2,n,n P (JN P (49)
exp [j%(rﬂ - n)} se N ¢ impar,

respectivamente. Note que a representagao dada por (4.7) permite implementar a DFnT
utilizando uma DFT em trés etapas, a saber: multiplicagdo por ®, aplicacao da DFT
e multiplicacao por ®,. Consequentemente, a complexidade computacional é um pouco

acima daquela demandada pela DFT.

4.2.2 Arquitetura do sistema OCDM

A Figura 5 ilustra os diagramas de bloco do transmissor e do receptor do sistema
OCDM. No transmissor mostrado na Figura 5a, a sequéncia de bits é disposta de forma
paralela e blocos de bits sdo mapeados a pontos das constelagoes utilizadas (p.ex., M-QAM
ou M-PSK), ou seja, a modulagao digital é aplicada. A seguir, o vetor x é obtido. Em
seguida, esses dados sdo processados pela inversa da DFnT, dada por ®'. O vetor de

simbolos transmitidos x no dominio do tempo discreto é, portanto, obtido por
x = ®'x. (4.10)

A implementacao da transformada inversa é feita com a sequéncia de operacoes O3,
transformada inversa de Fourier discreta (do inglés, inverse discrete Fourier transform)

(IDFT) F' e ©, conforme a fatoracio em (4.7). Um prefixo ciclico (do inglés, cyclic
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Figura 5 — Diagrama de bloco do sistema OCDM.
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Legenda: (a) Diagrama do transmissor; (b) Diagrama do receptor.

Fonte: (OUYANG; ZHAO, 2016).

prefir) (CP) de comprimento Lep > Ly — 1, em que Ly, é o comprimento do canal, é
incluido no vetor x, posto que essa agao permite tornar a matriz de convolugao do canal
circulante e, consequentemente, viabiliza a equalizacao no dominio da frequéncia, ou seja,

mitigar a interferéncia intersimbdlica (do inglés, intersymbol interference) (ISI).

Considerando sincronizacao perfeita e a remocao no CP no receptor, mostrado
na Figura 5b, tem-se o vetor y. A obtencdo desse vetor considera que o canal de
comunicacao ¢é linear e invariante no tempo (LIT) e representado vetorialmente por
h = [R[0],A[1], - ,A[Ly — 1]]T. O sinal recebido é entao transformado de volta para o
dominio da DFnT aplicando a matriz ®. O sinal recebido, apds a passagem pelo canal, é

modelado por
y=Cyx+vVv
= Cp®'x +v, (4.11)

em que C, é a matriz circulante de convolugao do canal, em que a linhas da matriz sao

obtidas pela permutagao do vetor h, e v representa o ruido.

4.2.3 Equalizacao no Dominio da Frequéncia

Uma das principais vantagens da arquitetura do OCDM ¢ a possibilidade de realizar
a equalizacao de canal diretamente no dominio da frequéncia, de forma conjunta com a

aplicacao da DFnT.
No receptor, apés a remocao do CP e a conversao para o dominio da frequéncia
por meio da DFT, o vetor resultante pode ser escrito como
Y =Fy
= FC,®'x + Fv
= FC, F' FO®IFIFx + Fv. (4.12)

Devido as propriedades de circularidade da matriz do canal C;, e da DFn'T ®, os termos

FC,F' e F®'F' se tornam matrizes diagonais. Isso significa que os efeitos do canal
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e da DFnT, sao convertidos em simples fatores de ganho multiplicativos no dominio da
frequéncia. Assumindo Ay, = FCpF' e Tt = F®1F' em (4.12), obtém-se

Y = ALTTFx 4V, (4.13)

em que V = Fv é a representacao do ruido do dominio da frequéncia discreta. Essa
representagao do canal através de uma matriz diagonal permite a aplicacao de um equali-
zador simples por subportadora, como o forgamento a zero (do inglés, zero forcing) (ZF)
ou o minimo erro quadréatico médio (do inglés, minimum mean squared error) (MMSE).
O equalizador atua sobre cada elemento do vetor Y, dividindo-o pelo ganho de canal
correspondente. Em seguida, o mesmo pode ser feito para a matriz I'T. Essas operacoes,

seguidas de uma IDFT, resultam na seguinte estimativa do vetor transmitido:
%= FIrA (AT Fx + V)
=x+ FIT AV
=X+ vy, (4.14)

sendo v, = F'TT"'A;'V. Finalmente, os elementos do vetor % sdo submetidos ao processo

de deteccao de simbolos, tendo como referéncia as constelagoes utilizadas pelo transmissor.
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5 SISTEMA OCDM NA BANDA BASE

O sistema OCDM foi originalmente concebido para a transmissao de dados na
banda passante. Entretanto, a comunica¢ao de dados através de cabos (p.ex., telefonicos e
de energia) demanda a adaptagdo do sistema OCDM para a transmissdo na banda base.
Noutras palavras, em vez de transmitir um bloco de simbolos complexos na banda passante,
passasse a transmitir um bloco de simbolos reais na banda base. Neste capitulo, propoe-se
uma nova abordagem baseada na representacao real de uma matriz de transformacao
unitaria, que, por sua construgao, resulta em uma matriz de transformagao puramente
real, mas que preserva todas as propriedades da transformada complexa original. Esta
representacao apresenta uma fundamentacgao tedrica solida e, sob algumas consideragoes,
se reduz ao resultado obtido pelo método descrito no OCDM tipo II em (DIB et al., 2020).

Este capitulo esta estruturado para apresentar o desenvolvimento e as propriedades
desse novo formalismo. A Secao 5.1 detalha a fundamentagao tedrica da representacgao real
de transformagoes complexas, explorando as propriedades-chave da matriz de representagao
real, como sua ortogonalidade e a preservacao da estrutura da transformada original. Em
seguida, a Secao 5.2 aplica esse formalismo para definir a arquitetura de um sistema de
comunicacao em banda base, ilustrando o funcionamento do transmissor e do receptor,
e por fim discutindo os pros e contras desse esquema em comparacao com abordagens

existentes.

5.1 A REPRESENTACAO REAL DE TRANSFORMACOES LINEARES COMPLEXAS

O pilar para a constru¢ao de um sistema de comunicacao digital de dados na banda
base a partir de uma transformada inerentemente complexa, é a representagao de operacoes
em espagos vetoriais complexos por meio de matrizes e vetores sobre o corpo dos ntimeros

reais. Este conceito ¢ formalizado pelo principio do isomorfismo entre espagos vetoriais.

Um espaco vetorial C sobre o corpo dos ntimeros complexos pode ser igualmente
visto como um espaco vetorial sobre o corpo dos niimeros reais R2Y. A transicdo entre estes
dois pontos de vista é estabelecida por um isomorfismo de espacos vetoriais ¢ : CV — RV,
Para um vetor qualquer z € CV, expresso por suas partes real e imaginéria z = x + jy,
em que x,y € RY, o mapeamento é definido como a concatenacdo de suas componentes

real e imaginaria, ou seja,

((z) = ﬁ . (5.1)
y

Considere uma transformacao linear no espaco vetorial complexo C¥, representada
por uma matriz M € CN*¥. Essa transformacdo atua sobre um vetor complexo z = X +jy,

com x,y € R¥, produzindo um novo vetor complexo w = u + jv, em que u,v € RV,
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R2N xX2N

O objetivo é obter uma matriz real correspondente, My € , que descreva

a mesma transformacio no espago R?V. Isso significa que, ao representar os vetores
: : T T
complexos z e w como vetores reais expandidos ((z) = [x y} e ((w) = [u v} , a

relagdo ((w) = MRg((z) deve ser satisfeita.

Para encontrar Mg, a matriz complexa M é decomposta em suas partes real e
imagindria, a saber: M = A +jB, sendo que A = Re{M} e B = Im{M} sdo matrizes reais

de dimensao N x N. Aplicando essa decomposicao a transformacao w = Mz, obtém-se

u+jv=(A+jB)(x+jy);
= Ax +jAy + jBx + j*By;
= (Ax — By) +j(Bx + Ay). (5.2)

Ao igualar as partes real e imagindaria do resultado, tem-se um sistema de equagoes

lineares para as componentes de saida u e v de modo que

u=Ax — By (5.3)
v = Bx + Ay. (5.4)

Tal sistema pode ser reescrito de forma compacta utilizando uma matriz de bloco

K

a qual esta na forma ((w) = MRg((z), como desejado.

A -B
B A

X

: (5.5)

A estrutura matricial dada por (5.5) é a chave para a generalizacao, posto que mostra
como traduzir a estrutura da multiplicacdo complexa para a linguagem da algebra linear
com matrizes reais. Da mesma forma que um ntimero complexo pode ser representado
por uma matriz real 2 x 2, observa-se que uma matriz complexa de N x N pode ser
representada por uma matriz real de 2N x 2N, abrindo o caminho para a defini¢do da
nova interpretagdo da DFnT e, consequentemente, para a obtencao do sistema OCDM na

banda base.

5.1.1 Generalizagao para matrizes unitarias complexas

CNXN

Considere uma matriz complexa ¥ & que representa uma transformacao

linear unitéria, satisfazendo a condicdo W'W = Iy. Ao decompor a matriz em suas partes

RNXN

real e imaginaria, ¥ = A + jB, com A, B € , a condicao de unitariedade impoe

restri¢coes especificas sobre as matrizes reais A e B. Para demonstrar essas restri¢oes, é
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necessario expandir a definicao de unitariedade

U'¥ = (A +jB)'(A +jB)
= (AT—JBT)(A +jB)
— ATA +jA'B — jBTA — j°B™B
= (ATA +B™B) +j(ATB — BTA). (5.6)

Note que o produto ¥W é igual & matriz identidade real Iy se a parte real do resultado
for Iy e a parte imagindria for a matriz nula 0. Consequentemente, tem-se as seguintes

relagoes:
ATA+B™'B =1y (5.7)
AT B-B'A=0 < A'B=BTA. (5.8)

Note que (5.7) e (5.8) caracterizam as condigbes que as componentes real e imagindria,

respectivamente, de uma matriz complexa devem satisfazer para que a matriz seja unitaria.

5.1.2 Propriedades da matriz de representacao real de matrizes unitarias

Considere uma matriz complexa ¥ € CV*V que representa uma transformacao

linear unitaria e sua representacao real, g € C2V*2V dada por

A —-B

5 oAl (5.9)

R:

As seguintes propriedades aplicam-se:

i) Ortogonalidade

A matriz ¥ é uma matriz real unitaria, ou seja, ortogonal. Essa propriedade é
fundamental, pois garante que a representacao real da transformacao preserve o
produto escalar no espaco R?Y. Para demonstrar sua ortogonalidade, calcula-se o

produto W}, Wg. Primeiramente, a transposta da matriz ¥y é

AT BT

T
Wp = _BT AT

(5.10)

Em seguida, realiza-se a multiplicagdo de matrizes por blocos

[ AT BT

A —-B
-BT" AT/ (B A

[ ATA+B™B  —ATB + BTA
_BTA+A™B BB+ ATA

ULy =

. (5.11)
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Sabe-se que a condicao de unitariedade da matriz complexa ¥ implica nas condi¢oes
(5.7) e (5.8), substituindo essas relagoes no produto de blocos, obtém-se o seguinte
resultado
VLU, = {IN 0} = Iy (5.12)
0 Iy
Portanto, a matriz de representacao real Wr é ortogonal, confirmando que ela

preserva a propriedade de unitariedade da transformacao original no dominio real.

Preserva a estrutura de ¥

A equivaléncia entre as representagoes complexa e real pode ser visualizada usando
uma transformagao de similaridade. O objetivo é mostrar que a matriz real ¥y é
similar a uma matriz bloco-diagonal que contém as matrizes complexas ¥ e W*.
Essa relagao de similaridade confirma que a representacao real possui os mesmos
autovalores da matriz complexa original.

(C2N><2N

Para isso, define-se uma matriz unitaria de transformacao U &€ como
1 |1 I
use | Vv (5.13)
V2 [jIy =iy

A transformagao unitdria, definida em (5.13), é uma matriz de transformacao de
base padrao utilizada para mapear os sinais do dominio real para o complexo (TSE;
VISWANATH, 2005). A matriz U é unitaria, ou seja, UTU = I,y e sua transposta

conjugada (Hermitiana) é dada por

1 |Iy —jI
Ut= |V TV (5.14)
V2 Iy Iy

Aplicando a transformacao de similaridade na matriz Wg, tem-se

D =U¥,U
1[Iy —Iv| (A -B|[Iv Iy
S 2[Iy jIy | |B A | [jIy iy

1[Iy —iIy| [A-B A+iB
2 Iy jIy | [B+jA B—jA

[A-iB o0

| 0 A+jB
T 0

- . (5.15)
R

Noutras palavras, a transformacgao de similaridade demonstra que a matriz real ¥r
¢é similar a matriz D, que ¢é bloco-diagonal e contém a matriz complexa original ¥ e

sua conjugada complexa W*.
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CN*!. Representando-o por seu correspon-

Considere agora um vetor complexo X. €
dente real de dimensao 2N x 1 como x = [Re{)'cc} Im{y’cc}r, a operagao x = WrX

pode ser avaliada utilizando a decomposi¢ao obtida para Wg, ou seja,

Iy Iy |[® o] [Iy —jly
2 |jIn —iIn] [0 ¥ |Iy jIy
1[Iy Iy | [®* o] [x
0 Ul %
Iy Iy | [(T%)"]
2 jIN —iIn] | X
1| (W) —l—\I/XC
2 1j(Px.)* — jPx,
Re{¥x.}
Im{ ¥}

Re{fcc}]
Im{x.}

D |
ﬁ
2
A
[
=

(5.16)

Este resultado comprova que a multiplicagao de um vetor real x pela matriz real ¥g
¢é equivalente a multiplicacao do vetor complexo original X. pela matriz complexa
¥ seguida pela separagao das componentes real e imaginaria, o que equivale ao
processo de modulagdo do OCDM tipo II de (77).

5.2 REPRESENTACAO MATRIZ REAL DE MATRIZES COMPLEXAS PARA CO-
MUNICACAO EM BANDA BASE

Com base na representacao real de matrizes complexas, é possivel propor uma
matriz de transformacao Wi que atua diretamente sobre vetores de dados puramente
reais. Essa abordagem preserva a estrutura e a ortogonalidade da transformada complexa
original ¥, permitindo a implementacao de um esquema de comunicagao em banda base
para qualquer transformada unitaria W. Os diagramas de blocos mostrados nas Figuras 6
e 7 ilustram respectivamente a arquitetura do transmissor e do receptor que utiliza este

formalismo.

Figura 6 — Diagrama de blocos do transmissor

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Conforme ilustrado na Figura 6, o transmissor processa os dados de uma mensagem
de entrada m por meio de uma série de etapas. Inicialmente, o fluxo de bits m é agrupado

e modulado, gerando um vetor de N simbolos complexos representado por %, € CV*!. Em
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seguida, esses simbolos passam por um mapeamento (, que os converte para o formato
real fazendo a concatenagao da parte real com a parte imaginaria, como apresentado em
(5.1), resultando em um vetor de dados real expandido de dimensao 2N x 1, denotado por
% € R?V*1 Esse vetor real é entdo processado pela transformada inversa, representada
pela matriz transposta Wk, o que gera o vetor de sinal no dominio do tempo discreto
x = W[x. Posteriormente, adiciona-se um CP a esse vetor, formando o vetor x.,, que
representa o sinal transmitido através do canal, modelado como um sistema LIT e cuja
resposta ao impulso é vetorialmente representada por h = [h[0], A[1],- - , h[L, —1]]T, sendo

{n[n]}L=," a resposta ao impulso do canal no tempo discreto.

Figura 7 — Diagrama de blocos do receptor

Ye

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Conforme ilustrado na Figura 7, o receptor executa as operagoes inversas as do
transmissor para recuperar o fluxo de bits original. O processo se inicia com a remoc¢ao do
CP do sinal recebido y.,, obtendo o vetor y. Considerando ruido aditivo representado

pelo vetor v, o vetor y pode ser descrito da seguinte maneira:

y=Cxx+v
= CULx +v, (5.17)

em que Cy, é a matriz circulante que representa o canal. Este vetor é entdo submetido a
um processo de equalizacao, representado pelo bloco W, no dominio da frequéncia para

compensar os efeitos do canal. Primeiramente, o sinal é levado ao dominio da frequéncia
pela DFT
Y = FC,ULx + Fv. (5.18)

Como a matriz de convolucao Cy, é circulante, ela é diagonalizada pela DFT, de modo
que FC,F' = Ay, em que Ay, = diag{ H[0],H[1],--- ,H[2N — 1]}, {H[k]}3N é a DFT
da sequéncia {h.[n] ZN=1 " obtida a partir do emprego do zero-padding para estender a

sequéncia {h[n]}5~!. Assim, a expressao se torna
Y = AL FOL% 4V, (5.19)

em que V = Fv é o ruido no dominio da frequéncia. A equalizacao ZF é aplicada
multiplicando-se o vetor que representa o simbolo recebido no dominio da frequéncia

discreta pela matriz diagonal que representa a inversa da resposta em frequéncia do canal

Y, =A,'Y
= FULx + A;'V. (5.20)
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O vetor resultante do processo de equalizagao baseada no critério ZF é, entao, retornado

ao dominio do tempo discreto, conforme abaixo:

yu =F'Yy,
= ULk + F'AL'V
=X+ Vy. (5.21)

O vetor yy, é uma estimativa do sinal transmitido x corrompido por um ruido filtrado pelo
equalizador baseado no critério ZF. A seguir, aplica-se a transformada direta Wy sobre o

vetor yy, para estimar o vetor de dados original

X = WRyp;
= WrWLx + Ur(FTA;'V);
= X + Vp, (5.22)

em que vy, representa o ruido resultante no dominio de Fresnel discreto. O vetor estimado x
é entao convertido de volta para a representacao em simbolos complexos pelo mapeamento
inverso (!, gerando %.. Por fim, os simbolos complexos X, sdao demodulados, resultando

no fluxo estimado de bits m.

5.2.1 Proés e contras desse esquema de comunicagao

A adocao da representacao matricial real Wg para implementar um sistema de
comunicagdo em banda base oferece vantagens e desvantagens, cuja relevancia depende

fundamentalmente da estrutura da matriz de transformacao complexa original, ¥.

A principal vantagem desta abordagem manifesta-se quando a matriz ¥ é uma
matriz densa e sem estrutura particular (nao circulante). Nesse cenério, a multiplica¢ao
matriz-vetor é a operacao dominante. Ao converter a operagao para o dominio real,
o sistema pode alavancar diretamente as rotinas de multiplicacao geral de matrizes e
vetores (do inglés, general matriz-Vector multiplication) (GEMV) de valor real disponiveis
em bibliotecas de algebra linear de alto desempenho, como Intel MKL e OpenBLAS.
Essas bibliotecas sao otimizadas para arquiteturas de processadores modernos, explorando
recursos como paralelismo em nivel de instrugao, isto é instrugao unica, multiplos dados
(do inglés, single instruction, multiple data) (SIMD) e unidades multiplicagao e acumulagao

fundidas (do inglés, fused multiply-accumulate) (FMA) (OLSHEVSKY, 2003).

Frequentemente, as rotinas para matrizes reais (como DGEMYV) recebem um nivel
de otimizagao superior ao de suas contrapartes complexas (ZGEMV), pois sdo cruciais
para testes em computacao de alto desempenho. Portanto, para transformadas gerais, a
representacao real pode oferecer um ganho de desempenho computacional, pois explora os
kernels matematicos mais otimizados disponiveis no hardware, uma estratégia conhecida

como “método induzido” para alcancar computacao de alto desempenho (ZEE, 2020).
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Por outro lado, a principal desvantagem surge quando a matriz de transformacao
complexa original, ¥, possui uma estrutura especial que permite uma implementacao
algoritmica réapida. Um caso notoério é quando ¥ ¢é uma matriz circulante, como na
implementacao da DFnT. Uma multiplicagao por uma matriz circulante de dimensao
N x N é matematicamente equivalente a uma convolucao circular, que pode ser computada
de forma eficiente através da transformada rapida de Fourier (do inglés, fast Fourier
transform) (FFT), com uma complexidade computacional de ordem O(N log N) (HOU;
HUANG; LV, 2024).

No entanto, quando a matriz circulante complexa W é convertida para sua represen-
tacao real canonica Wy, a matriz resultante de dimensao 2N x 2N perde a circularidade.
A consequéncia direta é a impossibilidade de aplicar um algoritmo rapido da DFT para
acelerar o calculo. A operagao passa a ser uma multiplicacao de matriz-vetor genérica, com
uma complexidade computacional de ordem O(N?), tornando a representagao real candnica
uma escolha computacionalmente ineficiente nesse contexto. Além disso, a prépria matriz
W pode ser fatorada na forma rapida apresentada em (4.7), permitindo uma implementacao
ainda mais rapida baseada em apenas um DFT. Fica evidente, portanto, a vantagem da
abordagem proposta em Dib et al. (2020) para o transmissor tipo II. Tal implementagao
contorna a custosa multiplicacao matricial da forma real canonica, garantindo, ao mesmo
tempo, que o sinal transmitido seja idéntico, conforme demonstrado pela equivaléncia em

(5.16).

Existem outras formas de se obter uma transformada real, no trabalho de Dib et
al. (2020), é proposta uma versao real da DFnT que preserva a eficiéncia computacional,
podendo ser implementada com duas DFTs e uma multiplicagao por matriz diagonal.
Isso levanta um questionamento fundamental sobre as transformadas reais: existe uma
“versao rapida” ou uma fatoracao eficiente, analoga a @2 F©, para estas matrizes?
Esse questionamento se correlaciona com as propriedades estruturais e algebraicas que
diferenciam transformadas puramente reais das baseadas em Fourier complexa, assunto a

ser explorado no Capitulo 6.
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6 LIMITACOES ESTRUTURAIS NA DECOMPOSICAO DE TRANSFOR-
MADAS REAIS

A comunicac¢ao digital na banda base exige que os sinais transmitidos sejam
puramente reais, uma restricao que impoe um desafio fundamental ao uso de transformadas
complexas fundamentadas em Fourier, tal como DFT e DFnT. Para adaptar essas
transformadas ao dominio real, surge a questao central sobre a possibilidade de encontrar
matrizes diagonais complexas, A1 e Ay, que resultem em uma matriz de transformacao

puramente real da forma M = A{W yAs.

Este capitulo aborda o problema descrito acima e revela uma limitagao intrinseca
das transformadas baseadas em Fourier. A andlise demonstra que a criagao de uma
matriz real com esta estrutura é impossivel para qualquer dimensao N > 2. Esta andlise é
particularmente relevante para o sistema OCDM. Embora a DFn'T, base do sistema OCDM,
possa ser representada pela decomposicao @ = O,F O, a mesma incompatibilidade
estrutural inerente a matriz DFT impede que uma matriz de transformacao puramente real
seja construida com essa mesma decomposicao para dimensdes N > 2 e, consequentemente,

0 seu uso para transmissao de dados na banda base.

A estrutura deste capitulo se divide em duas se¢oes principais. Na Secao 6.1, a
analise se concentra na derivagdo da condicao de existéncia. Consequentemente, a relagao
de fase necessaria e suficiente para que a matriz de transformacao seja puramente real
é matematicamente formulada. Em seguida, a Sec¢ao 6.2 aborda a impossibilidade de
existéncia para N > 2, apresentando a prova por contradi¢do que demonstra que essa

condi¢ao nao pode ser satisfeita para dimensoes superiores a dois.

6.1 DERIVACAO DA CONDICAO DE EXISTENCIA

Considere a matriz W da DFT de dimensdao N x N cujos elementos na posicao
(k,n) sao dados como W¥* com os indices k,n = 0,1, --- N — 1. Assim sendo, os

elementos da matriz conjugada da DFT sao dados por
2
Wik = exp (sz;kn) . (6.1)

Considere ainda as matrizes diagonais complexas A; e As, definidas como
Al £ diag{)\lyo; /\171; . /\I,N—l} € Az £ diag{/\zo; )\271; . )\27]\[_1} em que /\Lk € )\2771 sao
escalares complexos. Note que pré-multiplicar por A; tem o efeito de escalar as linhas de

uma matriz, enquanto pés-multiplicar por Ay escala as colunas.

Suponha que uma matriz de transformacao M é descrita como o produto
M = A{WxA,. Para que uma matriz M seja puramente real ela deve ser igual a sua

propria conjugada complexa, elemento a elemento. Formalmente, tem-se

M = M*. (6.2)
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Aplicando a condicao de realidade e utilizando a propriedade da conjugada de um produto

de matrizes, (6.2) se torna
AWpyAy; = (AW Ay)*
= ATWLAS. (6.3)
Esta é a equagao matricial fundamental que relaciona as matrizes desconhecidas A7 e Ag
com as matrizes conhecidas Wy.

Para analisar as restrigdes sobre os elementos individuais em (6.3), traduz-se a
equagao matricial para a sua forma elemento a elemento. A condigdo que deve ser satisfeita

para todos os pares de indices (k,n) € {0,..., N —1}? ¢
AW Ao = AT RN . (6.4)

Assumindo que todos os elementos diagonais sdo nao nulos (caso contrario, as
linhas ou colunas correspondentes de M seriam nulas, um caso trivial), pode-se rearranjar
a equacao (6.4) para isolar os termos desconhecidos de um lado

A gkAzn Wﬁlm
/\ik)‘;,n W]l@n

= Wy2kn, (6.5)
Representando os elementos diagonais complexos na sua forma polar de modo

Ak = |Avx]exp (jOk) , (6.6)
bem como

Ao = Aol exp (j¥n) , (6.7)
sendo que 6y, e ¢, sdo as fases dos elementos diagonais, substituindo em (6.5) obtém-se

|ALk| exp (j0k) [ Mo | exp (j9n) . <j47rkn>
[ A1kl exp (=jfk) [A2,n| exp (—jton) N

As magnitudes |\ x| e |Aa,| cancelam-se, demonstrando que o problema nao impoe

(6.8)

restricoes sobre as magnitudes dos elementos diagonais, mas sim exclusivamente sobre as

suas fases. Consequentemente, (6.8) reduz-se para

(6.9)

exp (j(20k + 21,)) = exp <j47jr\;m> :

A igualdade de dois exponenciais complexos, implica que os seus argumentos sdo iguais

modulo 27, ou seja,
4dmkn

de modo que para todo par (k,n) existe um Iy, € Z dependente de k e n que satisfaz a

+ 27le,n7 (610)

equagao, dividindo (6.10) por 2, chega-se a condigao central que governa as fases

2k
O + Uy = 4 7l

O + vy, = (mod 7). (6.11)
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Para que a matriz M seja real, é condicdo necessaria e suficiente a existéncia
de dois conjuntos de fases {6y, ...,0n_1} € {to,...,¥n_1} que satisfagam a congruéncia

estabelecida para todos os pares de indices (k,n), com k,n € {0,1,..., N —1}.

6.2 IMPOSSIBILIDADE DE EXISTENCIA PARA N > 2

Dada a condigao de existéncia sobre a decomposicao da matriz M pode-se demons-
trar que, para qualquer dimensao inteira N > 2, nao existe nenhum par de conjuntos de
fases {0;} e {1} capaz de satisfazer a congruéncia de (6.11) para todos os valores de k e

n.

A demonstracao serd conduzida por contradicao. Suponha, por hipdtese, que
existam conjuntos de fases 6, e v, que verifiquem a congruéncia para todos os pares de
indices. Sendo a condicao valida para todos os casos, ela deve, em particular, ser satisfeita
quando k£ = 0. Substituindo £ = 0 em (6.11), obtém-se

0o + U, = W (mod 7);
0o+ ¢, =0 (mod ). (6.12)

Isolando o termo 1,, chega-se a uma restricao fundamental sobre as fases da segunda

matriz diagonal:

tp = —6y (mod 7), (6.13)

que deve ser valida para todos os valores de n € {0,1,..., N —1}. Como o lado direito,
—0p, ¢ um valor constante que nao depende de n, conclui-se que todas as fases ¢, devem

ser iguais entre si, médulo 7.
Substituindo o resultado da equagdo (6.13) na condigdo inicial dada por (6.11),
obtém-se, para qualquer par (k,n):

2mkn

ek—eoE N

(mod ). (6.14)

Rearranjando os termos de forma a isolar 6y, resulta-se

2mkn
N

0, = 0o + (mod 7). (6.15)
Note que (6.15) evidencia uma contradigdo estrutural na dependéncia das varidveis.

O lado esquerdo, 6, representa uma fase cujo valor depende exclusivamente do indice k.

2mkn
Para um valor fixo de k, 0, é constante. Ja o lado direito, 0y + N para k fixo e nao

nulo, é uma expressao que varia explicitamente com o indice n.
Para que a congruéncia (6.15) se mantenha, o lado direito deveria assumir o mesmo
valor médulo 7 para todos os n € {0,1,..., N — 1}. Isso somente ocorreria se o termo

dependente de n, , fosse efetivamente constante modulo 7.

7k
N



38

Para formalizar esta condicao, é preciso que a diferenca de valor do termo entre n

e n+ 1 seja um multiplo inteiro de 7:

(%/{;(X[Jr 1)) B (27;\/[@71) — 0 (mod n);

2k
— =0 d m). 6.16
=0 (mod ) (6.16)
Consequentemente, tem-se a seguinte condigao
2k
— €7 6.17
N ? ( )
a qual teria de ser satisfeita para todos os k € {0,1,..., N — 1} para os quais a premissa

¢ valida. No entanto, para qualquer N > 2, pode-se escolher um valor de £ que viola esta
condigao. Por exemplo, se escolhermos k = 1 (que estd sempre no intervalo de indices), a
condi¢do torna-se

2

— € Z. 6.18
e (6.19)

Esta afirmacgao é manifestamente falsa para qualquer inteiro N > 2. Conclui-se entao que

¢é impossivel satisfazer a condicao de fase para N > 2.

A analise detalhada apresentada neste capitulo demonstra a impossibilidade de
construir uma matriz de transformagao puramente real, da forma M = A; W yA,, para
qualquer transformada com dimensdao N > 2. A raiz dessa limitagao reside na incompati-
bilidade fundamental entre a estrutura de fase da transformada DFT e a estrutura de fase
imposta pelas matrizes de escalonamento diagonal. Enquanto a primeira apresenta uma
dependéncia bilinear, as matrizes de escalonamento s6 podem impor uma correcao aditiva
e separavel. Em sistemas de comunicacao na banda base, onde as transformadas devem
ser representadas por matrizes puramente reais, este resultado estabelece uma restricao
importante: a base de Fourier, mesmo modificada por escalonamentos diagonais, nao
¢ adequada para a construcao de um operador na banda base com essa estrutura para

dimensoes préticas (N > 2).
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7 CONCLUSAO

Este trabalho dedicou-se ao desenvolvimento e a analise de uma nova abordagem
para a implementacao de um sistema OCDM na banda base, motivado pela necessidade
de operar com sinais puramente reais. A investigacao apresentada foi fundamentada no
isomorfismo entre espagos vetoriais complexos e reais, resultando em um formalismo que
converte a matriz da DFnT complexa de dimensao N x N em uma matriz de transformagao
real equivalente de dimensao 2N x 2N. A arquitetura do sistema OCDM, incluindo
transmissor e receptor, foi detalhada, e demonstrou-se que a matriz de representacao real
preserva propriedades fundamentais da transformada original, como a unitariedade, que
se manifesta como ortogonalidade no dominio real, fornecendo uma base tedrica para

arquiteturas ja existentes, como a do Tipo Il em (DIB et al., 2020).

Foi demonstrado que a representacao real canonica, quebra a estrutura circulante
da matriz da DFnT. Essa perda estrutural impede o uso de algoritmos rapidos baseados
na DFT, elevando a complexidade computacional das transformadas (direta e inversa)
de O(Nlog N) para O(N?). Esse resultado posiciona a abordagem proposta como com-
putacionalmente inferior a outras alternativas ja existentes na literatura, que conseguem
adaptar o sistema OCDM para operar na banda base sem incorrer em tal penalidade de

desempenho.

A principal contribuicao deste trabalho emergiu da investigacao sobre a possibilidade
de se construir uma transformada real computacionalmente eficiente com uma estrutura
andloga a fatoracao da DFnT. Foi desenvolvida uma prova matematica que demonstra a
impossibilidade de se construir uma matriz de transformagao puramente real da forma
M = A{ WA, para qualquer dimensao N > 2. Esta descoberta estabelece uma limitacao
estrutural intrinseca e fundamental para qualquer transformada real baseada na DFT que

busque essa forma de fatoracao.

Em suma, conclui-se que o sistema OCDM na banda base, obtido através de
representacao matricial real canonica, apesar de funcional, ndo se apresenta como uma
alternativa pratica e eficiente para implementacao. A contribuicdo mais significativa
deste trabalho reside, portanto, na analise teérica aprofundada que nao apenas quantifica
a ineficiéncia computacional da abordagem, mas também estabelece um limite tedrico
importante sobre a construcao de transformadas reais baseadas em Fourier, oferecendo
um discernimento para o projeto de futuros sistemas de comunicacao digital de dados

baseados em multiportadoras.

7.1 TRABALHOS FUTUROS

Como sugestoes para dar continuidade a pesquisa desenvolvida nesta dissertagao,

sao apresentadas as seguintes propostas:



a)
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Investigar representacoes reais nao canonicas de matrizes complexas. O pre-
sente trabalho focou na estrutura de bloco padrao (5.9). Outros isomorfismos
poderiam ser explorados para verificar se alguma estrutura computacionalmente
exploravel da matriz original, como a circularidade, poderia ser parcialmente

preservada.

Analise de desempenho em hardware especifico. Implementar o sistema proposto
para matrizes sem estrutura circular, onde o sistema pode apresentar maior
vantagem e compara-lo com a versao complexa baseada em DFT em plataformas
de hardware como FPGAs ou DSPs. Tal estudo permitiria uma avaliacao pratica
nao apenas da complexidade computacional, mas também de outros fatores

como consumo de memoria, laténcia e gasto energético.

Exploracao de transformadas reais alternativas. Tendo em vista a limitacao
demonstrada para transformadas baseadas na DFT, uma linha de pesquisa
futura seria investigar outras familias de transformadas ortogonais puramente
reais, como as baseadas em Transformadas Discretas de Cosseno (DCT) ou de
Seno (DST), como candidatas para a constru¢ao de um sistema multiportadora
do tipo chirp que seja inerentemente de banda base e computacionalmente

eficiente.
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