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RESUMO

A simulagdo numérica de escoamentos pelo Método dos Elementos Finitos enfrenta
severos desafios decorrentes da nao linearidade das equagoes governantes, da predominancia
convectiva e da formacao de fortes gradientes locais, como estruturas vorticais, camadas
limite e descontinuidades de choque, inerentes aos regimes incompressivel, compressivel
e inviscido das equacoes de Navier—Stokes e Euler. Embora o Refinamento Adaptativo
de Malha (AMR) seja essencial para concentrar a resolugao espacial onde necessario, as
abordagens convencionais dependem da calibragao empirica de parametros pelo usuario e
sofrem com o risco de crescimento descontrolado do niimero de elementos. Para superar
tais limitagoes, este trabalho propoe o Auto AMR, uma metodologia autonoma de adap-
tatividade que integra um estimador de erro a posteriori a uma funcao de distribuicao
estatistica e introduz uma funcao de penalizacao original baseada na razao entre células
ativas e a capacidade méaxima da malha, estabelecendo um critério autoajustavel que
equilibra a redugao do erro numérico e o custo computacional sem intervencao manual.
Esta metodologia é acoplada a uma formulagao variacional estabilizada por técnicas como
PSPG, SUPG e captura de choque Y Z3, além de um esquema implicito BDF de segunda
ordem para integracado temporal. A abordagem é amplamente validada para os modelos
de Navier—Stokes incompressivel e compressivel e para as equagoes de Euler por estudos
de convergéncia e por uma gama de problemas classicos, incluindo os escoamentos em
cavidade quadrada, cilindro, degrau, camada de cisalhamento duplamente periddica, aero-
folio NACA 0012, vortice isentropico 2D, choques obliquo e refletido e aerofdlio diamante
em regime supersonico e de elevado nimero de Reynolds. Os resultados comprovam que
o Auto AMR rastreia autonomamente estruturas fisicas complexas em multiplos regimes
de escoamento, garantindo alta precisao com uma reducao consideravel na quantidade de

elementos em relacdo a malhas fixas.

Palavras-chave: Adaptatividade de Malha; Auto AMR; Equacoes de Navier-Stokes;

Equagoes de Euler; Método dos Elementos Finitos; Escoamento Compressivel.



ABSTRACT

Numerical simulation of flows using the Finite Element Method faces severe chal-
lenges arising from the non-linearity of the governing equations, the predominance of
convection, and the formation of strong local gradients, such as vortical structures, bound-
ary layers, and shock discontinuities, inherent to the incompressible, compressible, and
inviscid regimes of the Navier-Stokes and Euler equations. Although Adaptive Mesh
Refinement (AMR) is essential to focus spatial resolution where necessary, conventional
approaches depend on empirical parameter calibration by the user and suffer from the
risk of uncontrolled growth in the number of elements. To overcome these limitations,
this work proposes Auto AMR, an autonomous adaptivity methodology that integrates a
posteriori error estimator with a statistical distribution function and introduces an original
penalty function based on the ratio between active cells and the maximum mesh capacity,
establishing a self-adjusting criterion that balances the reduction of numerical error and
computational cost without manual intervention. This methodology is coupled with a
variational formulation stabilized by techniques such as PSPG, SUPG, and Y Z3 shock
capture, in addition to an implicit second-order BDF scheme for temporal integration. The
approach is widely validated for incompressible and compressible Navier-Stokes models
and for Euler equations through convergence studies and a range of classical problems,
including square cavity, cylinder, step, doubly periodic shear layer, NACA 0012 airfoil, 2D
isentropic vortex, oblique and reflected shocks, and diamond airfoil flows in supersonic and
high Reynolds number regimes. The results demonstrate that Auto AMR autonomously
tracks complex physical structures in multiple flow regimes, ensuring high accuracy with a

considerable reduction in the number of elements compared to fixed meshes.

Keywords: Adaptive Mesh Refinement; Auto AMR; Navier-Stokes Equations; Euler
Equations; Finite Element Method; Compressible Flow; Shock-Capturing.
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1 INTRODUCAO

Fluidos sao materiais que se deformam continuamente quando submetidos a tensoes
cisalhantes. Como consequéncia, diferentemente dos solidos, nao possuem forma prépria e
tendem a assumir a forma do recipiente que os contém. Um exemplo simples é a dgua em
um recipiente sob a acao da gravidade, que escoa até atingir uma configuracao de equilibrio
ocupando a regiao disponivel. Uma caracteristica importante desses materiais ¢ a resposta
da densidade as variac¢oes de pressao. Em liquidos, como a dgua, as mudancas de densidade
sao geralmente pequenas, enquanto em gases, como o ar, podem ser significativas. Essa
diferenca da origem a classificacdo dos fluidos em incompressiveis e compressiveis, conforme
a influéncia das variagoes de densidade sobre o escoamento (LAI; RUBIN; KREMPL,
2009).

No contexto da Dindmica dos Fluidos Computacional (CFD), os escoamentos
podem ser classificados segundo diferentes caracteristicas fisicas. Neste trabalho, sao
considerados escoamentos estaciondrios e transientes, bem como regimes de escoamento
laminares, de transicao e casos com elevados niimeros de Reynolds, capazes de gerar

estruturas vorticais complexas e fendomenos associados a transicao para a turbuléncia

(BIRD; STEWART; LIGHTFOOT, 2002; KAWAHARA, 2016).

Um escoamento é denominado estacionario quando as propriedades do fluido em
um ponto fixo do dominio nao variam com o tempo. Nessa condi¢ao, grandezas como
velocidade, pressao e temperatura podem assumir valores distintos ao longo do dominio,
mas permanecem constantes ao longo do tempo em cada posicao analisada. Quando essas

propriedades apresentam variagao temporal, o escoamento é classificado como transiente.

Quanto ao regime de escoamento, o caso laminar caracteriza-se pelo movimento
ordenado das particulas fluidas, que se deslocam em camadas suaves com pouca mistura
entre si. Esse comportamento é tipicamente observado quando os efeitos viscosos predo-
minam sobre os efeitos inerciais. Um exemplo de escoamento laminar é apresentado na

Figura 1, na qual os filetes de fluido mantém trajetérias bem definidas e praticamente

invaridveis ao longo do tempo (LAI; RUBIN; KREMPL, 2009).

A medida que os efeitos inerciais se tornam mais significativos em relacdo aos
efeitos viscosos, o escoamento pode deixar de apresentar o comportamento ordenado
caracteristico do regime laminar e passar por uma regiao de transicao, na qual surgem
instabilidades e estruturas vorticais cada vez mais complexas. A distingao entre esses

regimes ¢ tradicionalmente feita por meio do nimero de Reynolds, definido como

pD
Re = mP~. (1.1)
i

onde u,, ¢ uma velocidade caracteristica do escoamento, p a densidade do fluido, D um

comprimento caracteristico e p a viscosidade dindmica. O nimero de Reynolds representa
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Figura 1 — Exemplo de escoamento laminar usado como decoracao.

Fonte:  Disponivel em https://www.blackstone-ney.com/blog/laminar-flow/ Acesso em:
11/04/2026

a razao entre os efeitos inerciais e viscosos do escoamento e é amplamente utilizado para

caracterizar diferentes regimes de escoamento (LAI; RUBIN; KREMPL, 2009).

Um exemplo de escoamento em transicao é apresentado na Figura 2. Nessa
situagao, o ar aquecido pela chama de uma vela inicialmente apresenta um comportamento
aproximadamente laminar, mas, a medida que pequenas instabilidades se desenvolvem,
o movimento torna-se progressivamente mais desordenado. A regido intermediaria entre

esses dois comportamentos caracteriza o regime de transicao.

Para valores elevados do nimero de Reynolds, os efeitos inerciais passam a dominar
a dindmica do escoamento, favorecendo o surgimento de instabilidades e de estruturas
vorticais de diferentes escalas. Nessas condigdes, a energia cinética é transferida continua-
mente entre vortices de tamanhos distintos, formando padroes de escoamento complexos e
altamente sensiveis a pequenas perturbac¢oes (TENNEKES; LUMLEY, 1972).

Embora a transicao para a turbuléncia dependa das caracteristicas especificas de
cada problema, escoamentos com niimeros de Reynolds elevados frequentemente apresentam
fendmenos associados a esse regime, como a formacao, interagao e desprendimento de
vortices. Esses efeitos sdo particularmente relevantes em diversos dos problemas analisados

neste trabalho, nos quais o aumento do nimero de Reynolds resulta em estruturas vorticais

cada vez mais complexas (BIRD; STEWART; LIGHTFOOT, 2002; KAWAHARA, 2016).

Além dos regimes de escoamento, os fluidos também podem ser classificados de
acordo com suas propriedades fisicas. Uma das distingdes mais importantes esta relacionada
a compressibilidade. Quando as variagoes de densidade sao despreziveis, o fluido pode
ser tratado como incompressivel. Em contrapartida, para escoamentos gasosos em altas

velocidades, as variagoes de densidade tornam-se significativas, caracterizando os chamados
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Figura 2 — A pluma de uma vela comum transita de um fluxo laminar para um fluxo
turbulento.

Fonte: By Gary Settles - Own work, CC BY-SA 3.0, Disponivel em
https://en.wikipedia.org/wiki/Laminar-turbulent transition Acesso em: 11/04/2026

escoamentos compressiveis (FOX; MCDONALD; PRITCHARD, 2011).

Outra classificagdo relevante esta associada aos efeitos viscosos. Em escoamentos
viscosos, a viscosidade exerce influéncia significativa sobre a dindmica do fluido, gerando
tensoes de cisalhamento e dissipagao de energia. Ja em regides onde esses efeitos sao
pequenos em comparacao as forcas de inércia, o escoamento pode ser aproximado como

inviscido (WHITE, 2015).

Quanto ao comportamento reoldgico, este trabalho considera apenas fluidos newto-
nianos, nos quais a tensao de cisalhamento é proporcional a taxa de deformagcéo, resultando
em uma viscosidade constante (WHITE, 2015).

Nos escoamentos compressiveis, a propagacao de perturbagoes de pressao esta

associada a velocidade local do som, definida por

_ [w
C—\/Z, (1.2)

onde v é a razao entre os calores especificos do gas a pressao e volume constantes, p é a
pressao e p a densidade do fluido. A partir dessa grandeza define-se o nimero de Mach,

que corresponde a razao entre a velocidade caracteristica do escoamento e a velocidade
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do som no meio. Esse parametro permite classificar o escoamento em subsonico (M < 1),
transonico (M ~ 1) e supersonico (M > 1), sendo este ultimo caracterizado pela formacao
de ondas de choque e por variagdes abruptas das propriedades do fluido (ANDERSON;
2016; KAWAHARA, 2016).

Com a caracterizagao dos principais regimes de escoamento, a formulacao mateméa-
tica adotada neste trabalho é estabelecida a partir das equagoes de conservagao de massa
e quantidade de movimento, eventualmente complementadas por uma relagao constitutiva
entre pressao, densidade e energia. Essas equagoes resultam da aplicacao da segunda lei de
Newton a um meio continuo, conduzindo ao sistema de Navier—Stokes, o qual descreve o

escoamento de fluidos viscosos e generaliza o modelo inviscido de Euler (BIRD; STEWART;
LIGHTFOOT, 2002; KAWAHARA, 2016).

Na forma mais geral, o sistema admite escoamentos compressiveis. Sob a hipotese
de variagoes despreziveis de densidade, obtém-se o modelo incompressivel, no qual a
densidade é considerada constante. Nesse caso, o sistema reduz-se a equacao de quantidade
de movimento acoplada a condi¢ao de incompressibilidade, expressa pela divergéncia nula
do campo de velocidades. Como caso particular, ao desconsiderar os efeitos viscosos,
obtém-se o sistema de equacoes de Euler. Esse modelo corresponde a uma aproximacao
inviscida do escoamento e é frequentemente utilizado em regimes onde os efeitos dissipativos
sao secundarios em relacao aos efeitos inerciais (KAWAHARA, 2016).

A solucao analitica das equacgdes de Navier—Stokes e de Euler permanece um
problema em aberto, estando relacionada ao problema de existéncia e unicidade de solugoes
suaves, com prémio proposto pelo Clay Mathematics Institute. Na pratica, recorre-se
a métodos numéricos, embora sua resolucao seja dificultada por diversas caracteristicas
intrinsecas do sistema. No contexto da resolucao numérica, as principais dificuldades sao
a nao linearidade das equagoes, associada aos termos convectivos, e o forte acoplamento
entre as variaveis do escoamento. Em regimes dominados pela convecgao, tipicos de
altos nimeros de Reynolds, surgem ainda camadas de gradiente acentuado e estruturas

multiescala, o que exige discretizagoes suficientemente refinadas para evitar instabilidades

e erros numéricos significativos (KAWAHARA, 2016; VOLKER, 2016).

Para a resolucao das equacoes de Navier-Stokes e de Euler, diferentes métodos de
discretizacao sao empregados, de acordo com a geometria do dominio e as caracteristicas do
escoamento. O Método das Diferengas Finitas (MDF) aproxima derivadas por expansoes
locais em série de Taylor, sendo tipicamente aplicado em malhas estruturadas (LEVEQUE,
2007). O Método dos Volumes Finitos (MVF) baseia-se na forma integral das equagoes de
conservacao, garantindo conservagao local e global por meio do balanco de fluxos entre
volumes de controle (MOUKALLED et al., 2016). Ja o Método dos Elementos Finitos
(MEF) fundamenta-se em formulagoes variacionais, utilizando aproximagoes locais para a

solucao, o que o torna particularmente adequado para geometrias complexas e malhas nao
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estruturadas (VOLKER, 2016; KAWAHARA, 2016).

Dentre os métodos de discretizacao classicos, o MEF é adotado neste trabalho
devido a sua flexibilidade na representacao de geometrias complexas e, principalmente, a
sua estrutura local que favorece a construgao de estratégias de adaptatividade de malha.
Além disso, sua formulacao variacional permite o desenvolvimento sistematico de esque-
mas estabilizados para escoamentos viscosos e inviscidos, o que o torna particularmente
adequado para os problemas considerados. A aplicacao direta do MEF com formulacao
de Galerkin padrao, no entanto, apresenta limitacoes conhecidas para as equacoes de Na-
vier—-Stokes e Euler, especialmente em regimes dominados por convecgao. Nessas situagoes,
surgem instabilidades numéricas e oscilagoes espirias, o que motiva o uso de estratégias

de estabilizacao.

Nesse contexto, as formulagoes do tipo Streamline-Upwind Petrov—Galerkin (SUPG)
(BROOKS; HUGHES, 1982) e Pressure Stabilization Petrov—Galerkin (PSPG) (HUGHES;
FRANCA; BALESTRA, 1986) se destacam por serem amplamente utilizadas para estabi-
lizar o método de Galerkin no caso incompressivel, permitindo inclusive a utilizacao de

espagos de aproximagao de mesma ordem para velocidade e pressao.

Para o caso compressivel, extensoes dessas ideias incluem a incorporacao de termos
adicionais de estabilizacao e captura de descontinuidades, particularmente relevantes em
regimes de alto nimero de Mach. Entre essas abordagens, destacam-se técnicas de captura
de choque como o esquema Y Z5 (TEZDUYAR, 2004), utilizadas para controlar oscilagoes

nao fisicas associadas a gradientes abruptos.

A literatura apresenta um desenvolvimento consistente dessas formulac¢ées no con-
texto de escoamentos compressiveis e incompressiveis. Trabalhos como Hughes e Tezduyar
(1984), Hughes (1987) estabelecem fundamentos do método SUPG para sistemas hiperbdli-
cos e para as equacgoes de Euler. Desenvolvimentos posteriores exploram a computacao de
parametros estabilizadores e formulagoes baseadas em variaveis conservativas e entropicas
(ALTABADI; RAY; TEZDUYAR, 1993). Abordagens baseadas em estruturas de dados
orientadas a arestas também foram propostas para eficiéncia computacional em problemas
de Euler (CATABRIGA; COUTINHO, 2002; CATABRIGA; COUTINHO; TEZDUYAR,
2006). Além disso, extensbes para escoamentos turbulentos compressiveis incorporando

modelos como k—¢ foram estudadas em (MOHAMMADI, 1993).

Por outro lado, um aspecto recorrente em métodos numéricos para equagoes de
Navier—Stokes e Euler é a necessidade de alta resolucdo espacial para a obtencao de solugoes
precisas, especialmente em regimes dominados por camadas finas, gradientes elevados
e estruturas vorticais. Nesse contexto, abordagens baseadas em refinamento de malha
e/ou aumento da ordem polinomial tornam-se essenciais para equilibrar precisao e custo
computacional. Entre essas estratégias, destaca-se o Refinamento de Malha Adaptativo,

ou Adaptive Mesh Refinement (AMR), que consiste em ajustar dinamicamente a resolugao
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da malha de acordo com estimativas locais do erro da solucdo. A ideia central é concentrar
refinamento apenas nas regioes onde ele é efetivamente necessario, evitando o uso de
malhas globalmente refinadas como nas simulagdes do tipo Direct Numerical Simulation

(DNS), que apresentam custo computacional significativamente mais elevado.

As primeiras formulagdes de AMR foram propostas por Berger e Oliger (1984) no
contexto de diferencas finitas para equagoes hiperbdlicas, baseando-se em hierarquias de
malhas refinadas guiadas por estimativas de erro. Posteriormente, o método foi estendido
para equagoes de Euler e problemas com formacao de choques, permitindo que a malha
acompanhasse descontinuidades méveis de forma adaptativa (BERGER; COLELLA, 1989).

Com a consolidagao do Método dos Elementos Finitos, surgiram extensoes do AMR
para geometrias complexas, incluindo estratégias de refinamento do tipo h-refinement, nas
quais elementos sdo subdivididos localmente para aumentar a resolucao espacial (LOHNER,
2008). Nesse contexto, estimadores de erro a posteriori, como o proposto por Kelly et al.
(1983), passaram a desempenhar papel central na identificagdo automética das regides de

refinamento.

A partir do desenvolvimento de métodos de alta ordem, como o Discontinuous
Galerkin (DG), passaram a ser exploradas estratégias combinadas de h- e p-refinement,
permitindo ajustes simultdneos do tamanho do elemento e da ordem polinomial (DU;
STECHMANN, 2023). Mais recentemente, avangos em computacao de alto desempenho
viabilizaram a aplicacdo de AMR em larga escala, com o uso de estruturas hierarquicas
como octrees e bibliotecas como p4est, permitindo simulagoes com bilhdes de graus de
liberdade em aplicagoes em fisica e engenharia (BURSTEDDE; WILCOX; GHATTAS,
2011). Alternativamente, abordagens baseadas em aprendizado de maquina também tém
sido exploradas para identificar regices de refinamento a partir de padroes dos campos
fisicos (KUMAR; NAIR, 2025).

Nesse contexto, destaca-se a abordagem proposta por Pons et al. (2016), Pons e
Ersoy (2019), na qual o refinamento de malha é guiado por uma fungio de distribuicao do
erro por célula, associada a um parametro de referéncia. A partir desse valor, sdo definidos
dois limiares de controle: um limiar superior, acima do qual os elementos sao marcados
para refinamento, e um limiar inferior, abaixo do qual sao indicados para desrefinamento
(ou mesclagem) de elementos. Além disso, impoe-se uma restri¢ao de suavidade da malha,
de modo que a diferenca entre niveis de refinamento de células adjacentes nao exceda dois
niveis. Quando essa condicao ¢ violada, a¢oes adicionais de refinamento ou desrefinamento
sao aplicadas para garantir a consisténcia da hierarquia de malhas (ERSOY; GOLAY;
YUSHCHENKO, 2013).

Neste trabalho, o refinamento adaptativo de malha é incorporado no contexto do
Método dos Elementos Finitos por meio de uma estratégia de h-refinement implementada
na biblioteca deal.II (AFRICA et al., 2024). A selegao das regioes de refinamento ¢é



19

baseada na fungao de distribui¢ao proposta por Pons e Ersoy (2019), que associa o erro
por célula a um parametro de referéncia oy, a partir do qual sao definidos os limiares e
restrigoes como definidos por (ERSOY; GOLAY; YUSHCHENKO, 2013). Embora essa
abordagem forneca um mecanismo sisteméatico para a adaptacdo da malha, a determinacao
de alguns de seus parametros permanece dependente de escolhas do usuario. Neste trabalho,
essa limitacao é abordada por meio de uma estratégia de automatizagao dos parametros
de controle, baseada em uma funcao de penalizacdo e na taxa de convergéncia esperada do
erro, reduzindo a necessidade de ajustes manuais e tornando o processo de adaptatividade

mais autonomo.

Baseado nos conceitos apresentados até aqui, este trabalho investiga a simulacao
numérica de escoamentos incompressiveis e compressiveis descritos pelas equagoes de
Navier—Stokes e Euler, por meio de uma formulagao estabilizada de Elementos Finitos
associada a uma estratégia de adaptatividade de malha. O objetivo é combinar estabilidade
numérica, flexibilidade geométrica e refinamento automatico da malha para capturar

adequadamente estruturas de escoamento em diferentes regimes fisicos.

A formulacgao espacial emprega o Método de Elementos Finitos estabilizado, com
os termos Streamline-Upwind Petrov—Galerkin (SUPG) (BROOKS; HUGHES, 1982) e
Pressure Stabilization Petrov—Galerkin (PSPG) (HUGHES; FRANCA; BALESTRA, 1986)
no caso incompressivel, permitindo o uso de aproximacgoes de mesma ordem para velocidade
e pressao. No regime compressivel, inclui-se ainda um termo de captura de choque do
tipo YZ5 (TEZDUYAR, 2004), voltado ao tratamento de descontinuidades associadas
a escoamentos em alto nimero de Mach. A discretizacao temporal é realizada por meio
do esquema Backward Differentiation Formula (BDF) de segunda ordem, enquanto a nao

linearidade é tratada de forma explicita a partir da solugao do passo de tempo anterior.

A adaptatividade de malha é baseada em um estimador de erro a posteriori (KELLY
et al., 1983), que fornece uma medida local da contribui¢ao de cada elemento para o erro
global. A partir dessa informagao, sao definidos critérios automaticos que determinam
quais elementos devem ser refinados ou desrefinados, permitindo a evolucao dinamica da

malha ao longo da simulacao.

Com essa formulacao, sao considerados problemas classicos da dinamica dos fluidos
em diferentes regimes, visando a verificagao da metodologia numérica e a avaliagao da
robustez e eficiéncia da estratégia de adaptatividade de malha. Para o caso incompressivel
de Navier—Stokes, sao estudados os escoamentos em cavidade, em degrau, a camada
de cisalhamento duplamente periédica e o escoamento ao redor de cilindro. No regime
compressivel, sdo analisados o escoamento em torno de cilindro e o fluxo supersénico no
aerof6lio NACA 0012. Finalmente, para as equagoes de Euler, sdo considerados o vértice
isentrépico bidimensional, o choque obliquo, o choque refletido e o escoamento supersénico

em aerofélio tipo diamante.
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Esta dissertacao esta organizada em sete capitulos, além desta introducao. O
Capitulo 2 apresenta a fundamentacao tedrica e o modelo mateméatico adotado, partindo
das equacoes governantes no contexto da mecanica do continuo para obter o sistema de
Navier—Stokes para fluidos newtonianos compressiveis. A partir dessa formulagao, propoe-
se uma forma vetorial compacta, adequada ao tratamento dos problemas considerados

neste trabalho.

No Capitulo 3 é apresentada a formulagao numérica associada ao modelo matemético
descrito no capitulo anterior, que é discretizada no espaco pelo Método dos Elementos
Finitos de formulacido mista com estabilizacao do tipo SUPG e um termo de captura de
choques para garantir a estabilidade numérica na presenga de fortes saltos de gradiente
entre elementos. A discretizacao temporal é feita com uma abordagem de segunda ordem

da familia de métodos implicitos BDF.

O Capitulo 4 apresenta em detalhes a estratégia de adaptatividade de malha
proposta neste trabalho. Inicialmente, sao descritos os principais componentes do algoritmo
e, em seguida, sao apresentadas as estratégias desenvolvidas para automatizar os parametros
de controle da fung¢ao de distribuicao do erro. Por fim, é apresentado um procedimento
complementar para o ajuste dos vértices do contorno de obstaculos a partir de uma equagao

que descreve sua geometria.

O Capitulo 5 trata da simplificacdo do modelo para o regime de Navier—Stokes
incompressivel. Apresenta-se a formulacao estabilizada pelos métodos SUPG e PSPG —
este tltimo viabilizando o uso de polindomios de mesma ordem para velocidade e pressao.
A validacao numérica é realizada por estudo de convergéncia espacial, seguida da aplicacao
do algoritmo Auto AMR aos problemas classicos da cavidade quadrada, do escoamento ao

redor do cilindro, do degrau e da camada de cisalhamento duplamente periédica.

O Capitulo 6 desenvolve a formulacao completa para as equacoes de Navier—Stokes
compressiveis. Apds a verificagdo da ordem de acuracia via estudo de convergéncia, o
modelo acoplado a estratégia Auto AMR é avaliado no escoamento compressivel ao redor

de um cilindro e no escoamento supersonico sobre o aerofélio NACA 0012.

O Capitulo 7 aborda o modelo das equagoes de Euler para escoamentos compressiveis
inviscidos. A verificagdo do codigo baseia-se na solugao analitica do vortice 2D em fluxo
isentrépico, enquanto o desempenho da adaptatividade de malha ¢é testado frente as
descontinuidades dos problemas do choque obliquo, choque refletido e do aerofélio em

formato de diamante em regime supersonico.

O Capitulo 8 sintetiza as principais conclusoes e contribui¢ées do trabalho, apon-

tando limitacoes e propostas de pesquisas futuras.
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2 MODELO MATEMATICO

Este capitulo apresenta o modelo matemético adotado nesta dissertacao. A mo-
delagem ¢é desenvolvida no contexto da mecanica do continuo e baseia-se nas leis de
conservagao que governam o movimento dos fluidos. A partir dessas leis, obtém-se o
sistema de Navier—Stokes para fluidos newtonianos compressiveis, que constitui o mo-
delo mais geral considerado neste trabalho. Esse sistema é composto pelas equagoes de
conservacao de massa, quantidade de movimento e energia, complementadas por uma
relagao constitutiva para o tensor de tensoes e por uma equacao de estado responsavel

pelo fechamento termodindmico do problema.

Além da apresentacao das equacoes governantes e de seus termos constituintes, é
introduzida uma forma vetorial compacta do sistema, adequada & construcao da formulagao
variacional e & discretizacao numérica desenvolvida nos capitulos posteriores. Essa repre-
sentacao fornece uma estrutura unificada para o tratamento dos problemas considerados
nesta dissertagdo. Embora o foco deste capitulo seja o modelo geral de Navier—Stokes
compressivel, as formulagoes de Navier—Stokes incompressivel e das equacoes de Euler
compressiveis, também consideradas neste trabalho, sdo derivadas a partir desse modelo
por meio de simplificagoes apropriadas e apresentadas de forma independente nos Capitulos

5 e 7, respectivamente.

2.1 Equagdes Governantes

Considera-se um dominio espacial Q C R? com d = 2 ou d = 3 e um intervalo de
tempo (0, 7] sendo 99 o contorno do dominio. As coordenadas espacial e temporal sdo

representadas por X e t respectivamente.

Seja um fluido caracterizado pelos campos de densidade p, velocidade u = (u, v, w),
pressao p e energia total £. O comportamento desse fluido é descrito pelas equagoes
de Navier—Stokes compressiveis, Nas subsecoes seguintes sao apresentadas as equagoes

governantes e os principais termos fisicos que as compdem.

2.1.1 Conservacao de Massa

A conservacao da massa estabelece que a massa nao pode ser criada nem destruida
no interior de um volume de controle. Assim, considerando um elemento infinitesimal
de fluido, a taxa de variacdo da massa em seu interior deve ser equilibrada pelo fluxo
liquido de massa através de sua superficie de contorno. Aplicando esse principio, obtém-se
a equacao da conservagao da massa, também conhecida como equagao da continuidade,
dada por (BIRD; STEWART; LIGHTFOOT, 2002)

dp

5 TV (W) =0, (2.1)
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onde o primeiro termo representa a variagao temporal da densidade e o segundo corresponde

ao divergente do fluxo de massa.

2.1.2 Conservagao de Momento

A conservacao da quantidade de movimento linear corresponde a aplicacao da
segunda lei de Newton a um meio continuo, segundo a qual a taxa de variacao do momento
linear de um fluido é igual a resultante das forgas atuantes sobre ele (BIRD; STEWART;
LIGHTFOOT, 2002). Considerando um volume arbitrario €2, essa relagdo pode ser escrita

CcOo1mo

9(pu) _
/{27+V~(pu®u) dxf/Qfext dx,

onde f,,; representa a forca resultante por unidade de volume atuante no fluido.

De forma geral, essa forca pode ser decomposta em forcas de corpo e forcas

associadas as tensoes internas do fluido, permitindo escrever

d(pu) _
/Q P4V (pua) dx_/ﬂbdx+/ﬂv.adx,

onde b representa as forgas de corpo por unidade de volume (como a gravidade) e o é o

tensor de tensoes de Cauchy, responsavel por descrever as interacoes internas no fluido

(BIRD; STEWART; LIGHTFOOT, 2002).

Neste trabalho, as forgas de corpo sao desprezadas, de modo que b = 0. Assim, a

forma diferencial da conservagao de momento reduz-se a

(K))(ggl)Jrv-(pu@u):V-a, (2.2)

na qual o primeiro termo representa a variagdo temporal do momento linear e o segundo o

transporte convectivo.

2.1.2.1 Lei Constitutiva para Fluidos Newtonianos

Uma relacao constitutiva descreve o comportamento mecanico de um meio continuo,
estabelecendo a forma funcional entre o tensor de tensoes e as variaveis cineméaticas do
escoamento. No presente trabalho, considera-se um fluido newtoniano, no qual o tensor de

tensoes o ¢é assumido como fungao linear do tensor taxa de deformacao.

A partir das relagoes cinematicas da mecéanica do continuo, introduz-se o tensor

taxa de deformacao, definido como
1 T
D(u) = 5 (Vu+vu’), (2.3)

o qual representa a parte simétrica do gradiente da velocidade e esta associado as defor-
magoes locais do fluido. Para fluidos newtonianos compressiveis, a relacao constitutiva é
dada por

o=—pl+X(V-u)l+2uD(u), (2.4)
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onde I é o tensor identidade, p é o coeficiente de viscosidade dindmica (viscosidade de

cisalhamento) e A é o segundo coeficiente de viscosidade (viscosidade volumétrica).

Por conveniéncia, o tensor de tensdes pode ser decomposto na forma
o=-—pl+V, (2.5)
onde V representa o tensor de tensoes viscosas, definido por
V=XAV-u)l+2uD(u). (2.6)

Nessa decomposicao, o termo —pll estd associado as tensoes isotrépicas de pressao, enquanto

V representa as contribuigoes viscosas responsaveis pela dissipagao de energia no escoamento

(BIRD; STEWART; LIGHTFOOT, 2002).

Os coeficientes viscosos i e A ndo sao, em geral, independentes para fluidos
compressiveis. A relacao entre eles pode ser expressa por meio da viscosidade volumétrica

1y, definida por

2
Mo = SH + A (2.7)

A viscosidade volumétrica estd associada aos efeitos dissipativos relacionados a processos de
compressao e expansao do fluido. Neste trabalho, adota-se a hipétese de Stokes (STOKES,
1880), segundo a qual assume-se

iy = 0. (2.8)

Fisicamente, essa hipdtese assume que variagoes volumétricas (compressao e expansio)
nao geram dissipagao viscosa de energia. Essa aproximagao ¢ amplamente aceita para a
maioria dos fluidos e exata para gases monoatomicos (BIRD; STEWART; LIGHTFOOT,
2002; KAWAHARA, 2016). Como consequéncia, obtém-se a relacao

A== 2.9
S (2.9)

que ¢ adotada ao longo deste trabalho.

2.1.3 Equacao de Energia

A equacao de conservacao de energia em escoamentos compressiveis decorre da
primeira lei da termodindmica aplicada a um volume de controle em movimento. Conforme
apresentado por Anderson (2016), a variacdo temporal da energia total do fluido é
balanceada pelo transporte convectivo de energia, pelo trabalho das tensoes e pelo fluxo

de calor através do contorno do dominio.

Nesse contexto, definindo a energia total especifica como

2
5:e+h§, (2.10)
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onde e representa a energia interna especifica, a forma diferencial da conservacao de energia

pode ser escrita como

WE) - ulpt + 1)) = V- (0w + ¥ q, (2.11)

onde o ¢ o tensor de tensoes de Cauchy definido em (2.4) e q é o fluxo de calor modelado
pela lei de Fourier,
q=—kVo, (2.12)
em que k é a condutividade térmica e 6 é a temperatura.
Usando a defini¢ao (2.5) para o, obtém-se a forma conservativa usual para escoa-

mentos viscosos compressiveis (ANDERSON, 2016; KAWAHARA, 2016):

02) 3 a1~ Va—al <0 21

2.1.4 Equagao de Estado

A equagao de estado tem o objetivo de fornecer o fechamento termodindmico do
sistema de Navier—Stokes compressivel, estabelecendo relagoes entre as variaveis termodina-
micas fundamentais. Conforme discutido por Versteeg (2007), sob a hipdtese de equilibrio
termodinamico local, o estado de um fluido pode ser descrito a partir de duas variaveis
independentes, usualmente escolhidas como a densidade p e a temperatura 6. Assim, as

demais propriedades termodinamicas podem ser expressas como fungoes do tipo

p=pp.0), e=elp,0).
Para um gas ideal, essas relagoes assumem a forma

p = pRY, (2.14)
e = C,0, (2.15)

onde R é a constante dos gases ideais e C,, é o calor especifico a volume constante.

Eliminando a temperatura 6 entre as Equagoes (2.14) e (2.15), e utilizando a relagao
de Mayer (R = C, — C,), obtém-se

p=py—1e,
onde v = % ¢é a razao entre os calores especificos. Utilizando a definicao da energia total

especifica (2.10), a pressdao pode ser escrita na forma

p=(—-1) (pc‘? - p"g) : (2.16)

que constitui a forma de fechamento termodinamico utilizada neste trabalho para o sistema

de equagoes de Navier—Stokes compressivel.
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2.1.5 Efeitos da temperatura

Em fungdo da escolha de um gas ideal para a equacao de estado (2.16), o fluxo
térmico pode ser definido em fungdo da energia interna pela substituicao de (2.15) em
(2.12) como feito por Kawahara (2016):

q=—kV (Ce) : (2.17)

Assumindo C, constante

q= —gvve (2.18)

Aqui ¢ 1til usar o nimero adimensional de Prandtl (KAWAHARA, 2016)

Co Copt
P’f‘ — —p — = p . 219
K " P, (2.19)
. o c,
Assim, substituindo (2.19) em (2.18) e sabendo que v = &*
q= —ijve. (2.20)

2.2 Sistema de Equacoes Governantes

Nesta secao é apresentado o sistema de equacbdes governantes geral utilizado
neste trabalho, correspondente ao modelo de Navier—Stokes para fluidos newtonianos
compressiveis. A formulagao resulta da combinacao da conservagdo de massa (2.1),
quantidade de movimento (2.2) e energia (2.13), associadas a lei constitutiva do fluido

(2.4), a equagao de estado (2.16) e aos efeitos da temperatura (2.20).

Definindo a variavel de energia utilizada na formulagdo como a energia total por

unidade de volume,

E = p€&, (2.21)
e o fluxo de calor em funcao da energia interna, o sistema pode ser escrito na forma
conservativa:
d(pu) _
7+V~[pu®u)+pH—V]—O em Q x (0,7, (2.22)
0
YUY . (pu)=0  em Qx (0,T], (2.23)
ot
oF
§+V~[u(E+p)—Vu—q]:O em 2 x (0,T7. (2.24)

Considerando a decomposi¢ao do contorno do dominio em duas partes disjuntas,
denotadas por 0€Q0p e Oy, tais que 00 = IQp Uy e INp NIy = 0, onde INp e Ny

representam, respectivamente, as porcoes do contorno associadas as condig¢oes de Dirichlet
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e de Neumann, o sistema (2.22)-(2.24) é complementado pelas seguintes condigoes de

contorno e iniciais:
u=up, p=pp, E=Ep sobre 0Q2p x (0,77, (2.25)

(ru®@u+pl—V)n =g,
(pu) -n =g, sobre 0Qy x (0,77, (2.26)

(u(E+p)—Vu-q)-n=gp
u=uy, p=p, E=E em €2 x {0}, (2.27)
onde n representa o vetor normal unitario externo ao contorno.

Nas Equagoes (2.25)-(2.27), as fungoes up, pp e Ep representam os valores pres-
critos de velocidade, densidade e energia total no contorno de Dirichlet 0€2p. No contorno
de Neumann 02y, sao especificados os fluxos associados as equacoes de quantidade de
movimento, massa e energia por meio de g,,, g, € gg, respectivamente. Ao longo deste
trabalho sao adotadas condi¢oes homogéneas de Neumann, isto é, g,, =0, gp =0e gg = 0.
As condigbes iniciais do problema sao definidas pelas fungoes ug, pg € Ep no dominio §2,
enquanto o fechamento termodinamico do sistema é garantido pela equacao de estado
(2.16).

2.2.1 Modelo Compacto Vetorial

A partir do sistema de equacoes de Navier—Stokes compressivel apresentado nas
Equagoes (2.22)—(2.24), o modelo pode ser reescrito na forma conservativa vetorial, ade-
quada para formulagdes variacionais e métodos de discretizagdo numérica, como o Método

dos Elementos Finitos. O sistema entao pode ser escrito como

%I; +V-F(U)-V-V(U,VU) =G, (2.28)
onde o vetor de varidaveis conservativas é definido por
pu]
U=|p]|, E = p€&, (2.29)
E-
o fluxo convectivo é dado por
_pu ®u + pl
F(U) = pu , (2.30)
| (E+pu

onde a primeira linha corresponde ao fluxo de quantidade de movimento, a segunda a
conservagao de massa e a terceira a conservacao de energia. O fluxo viscoso € escrito como
\% ALV - u+ 2uD(u)
V(U,VU)=|0 | = 0 : (2.31)
Vu ALV -uju+ 2uD(u)u — g
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em que V denota o tensor de tensdes viscosas associado ao fluido newtoniano, conforme

definido em (2.6). O vetor de fontes externas é definido por
0
G=10], (2.32)
0

uma vez que forcas de corpo sao desconsideradas neste trabalho.

As condigoes de contorno sao definidas como a seguir. No contorno de Dirichlet

(2.25), impoem-se diretamente os valores das varidveis conservativas:
U= UD em 8QD X (O,T], (233)

onde 0Q2p C 0f) representa a porcao do contorno com condigdes essenciais. No contorno

de Neumann (2.26), sdo prescritos os fluxos totais do sistema:
(F(U)-V(U,VU))n=H em 0Qy x (0,77, (2.34)

onde 02 C 0€2, n é o vetor normal externo ao dominio e H representa fluxos impostos

no contorno. A condigao inicial (2.27) é dada por
U(x,0) = Uy em (2, (2.35)

onde Uy define o estado inicial do escoamento.

Assim, o sistema de equacoes governantes pode ser escrito na forma compacta:

(?;+V-F—V~V:G em ) x (0,71, (2.36)
U=Up sobre dQp x (0,7, (2.37)

(F-=V)n=H  sobre 0Qy x (0,77, (2.38)

U(x,0) =Up em Q x {0}. (2.39)
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3 MODELO NUMERICO

Neste capitulo é apresentada a formulagao numérica associada ao modelo mate-
matico descrito no Capitulo 2. A discretizacdo espacial é realizada por meio de uma
formulacao mista do Método dos Elementos Finitos, incorporando estabilizacao do tipo
SUPG e um termo adicional de captura de choques, de modo a garantir estabilidade
numérica em regimes predominantemente convectivos e na presenca de fortes gradientes.
Para a discretizacao temporal, empregamos a abordagem de segunda ordem da familia de

métodos implicitos BDF.

3.1 Notagoes e Defini¢oes

Seja 2 C R? um dominio limitado com fronteira 9. O espago L*(Q) é definido

como o conjunto das fung¢oes mensuraveis e quadrado-integraveis em {2, isto €,
Q) ={v: Q=R : v < o}, (3.1)

onde a norma L?(2) é dada por

1/2
1ol 2oy = (/Q ]v|2dx> . (3.2)

O produto interno associado é definido por
(1, 0) 20 = / wv dx, (3.3)
Q

o que induz a estrutura de espago de Hilbert em L?(Q2). Com isso, definimos o espago de
Sobolev W*?(Q) como o conjunto das funcoes cujas derivadas até ordem k pertencem a
LP(€2). No caso particular p = 2, utilizamos a notacao H*(Q2) = W*2(Q), que também

possui estrutura de espago de Hilbert. Para k = 1, definimos
HY(Q) ={ve L*Q) : Vve [L*N)]}. (3.4)
O produto interno e a norma em H'(Q) sao dados por
(u,v) 1) = (U, v) r200) + (Vu, V) 2(q), (3.5)
HuH?ﬂ(Q) = HUHQLQ(Q) + HVUH%Q(Q)' (3.6)
O espago HJ(f2) é definido como o subespago de H'(2) cujas fungdes possuem
trago nulo na fronteira 0f2, isto é,
HY(Q) = {ve H (D) : v]sq = 0}, (3.7)
onde a restricdo ao contorno ¢é entendida no sentido do operador de trago.

A partir dessas defini¢oes, introduzimos o conjunto de fungoes admissiveis e o
espago vetorial das fungoes teste utilizados na formulag¢ao do problema:
U={Ue[H Q)" : Ulp, =Up},

(3.8)
W ={W € [H(Q)]*"? . W|yq, = 0}.
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3.2 Formulacao de Elementos Finitos Estabilizados

Nesta secao é apresentada a formulagao numérica baseada no Método dos Elementos
Finitos aplicada ao sistema de equagoes governantes descrito no Capitulo 2. O objetivo
é construir uma aproximacao consistente e estavel para o problema de Navier-Stokes
compressivel, considerando regimes convectivos dominantes e possiveis descontinuidades

na solucao.

A formulagao é desenvolvida inicialmente na forma fraca e posteriormente estendida
para uma forma semi-discreta no espago, a partir da qual sdo introduzidas estratégias de
estabilizacdo numérica. Em particular, emprega-se a estabilizagao do tipo SUPG, bem
como um termo adicional de captura de choques, com o objetivo de melhorar a robustez da
solucdo em regides de gradientes elevados. A discretizagao temporal é realizada por meio
de esquemas implicitos da familia Backward Differentiation Formula (BDF), adequados

para problemas rigidos e para o acoplamento com a formulacao espacial estabilizada.

Por fim, sao discutidos critérios para convergéncia ao regime estacionario e apre-

sentada a formulagao final do modelo numérico estabilizado utilizado neste trabalho.

3.2.1 Formulacao Quasilinear

Sistemas quasilineares de equacgoes diferenciais parciais sao aqueles nos quais as
derivadas de ordem mais elevada aparecem de forma linear, enquanto os coeficientes do
operador diferencial podem depender das préprias varidveis desconhecidas. Essa estrutura
¢é tipica das equagodes de conservagao nao lineares, como o sistema de Navier—Stokes

compressivel (TORO, 1999).

Partindo da forma conservativa do sistema, o termo convectivo pode ser reescrito

na forma quasilinear utilizando a regra da cadeia aplicada ao fluxo F(U), isto é,

ou
-F(U) = A;(U 3.9
V-F(U) U) 3. (3.9)
onde A(U) é a matriz jacobiana do fluxo, definida por
OF;
A;(U) = —. 3.10
U) =355 (3.10)

O termo difusivo também pode ser reescrito em formato linearizado, onde o vetor

difusivo é separado entre o produto das matrizes de coeficientes e as colunas de VU como

0 0 ou
-V(U,VU) = —V,;(U,VU) = — | K;;(U) — |, 3.11
v vUvY) - Vv - (k0 5 3.11)
onde K;;(U) sao as matrizes de coeficientes difusivos obtidas pelo agrupamento das deri-

vadas parciais das componentes conservativas nas linhas dos vetores difusivos V;(U, VU).
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Com isso, o sistema de Navier-Stokes pode ser escrito na forma quasilinear como

ou ou 0
o TA U e o

(Kij(U) g;i) =G, (3.12)

Nesta formulacao, o termo convectivo passa a ser interpretado como um operador
diferencial linearizado localmente, no qual a matriz jacobiana A;(U) descreve a propagagao

das ondas caracteristicas do sistema.

O termo viscoso permanece na forma divergente, sendo tratado diretamente na
formulacao fraca por integracdo por partes, o que introduz contribui¢oes naturais de

contorno associadas as tensoes viscosas.

3.2.2 Formulagao Variacional Semi-Discreta

Aplicando o método de Galerkin a forma quasilinear do sistema de Navier-Stokes
compressivel (3.12), busca-se uma solugao aproximada U € U e fungdes teste W € W,
onde

U = [m,, my, m., p, E]", m; = pu;, (3.13)

sendo m; as componentes do momento linear e E = p€ a energia total por unidade de

volume.

A formulacdo semi-discreta é obtida aplicando o operador produto interno L? no

dominio € a forma quasilinear (3.12) e W, resultando em:
ou ou
W) axt [ W (A ) d
A (m) ** < ax) X

oW 0 ou

onde o indice repetido 7 indica soma sobre as d dimensoes espaciais. As matrizes jacobianas

(3.14)

do fluxo convectivo sao definidas por (3.10) em que F; representa as componentes do fluxo

convectivo na dire¢ao x;. Os fluxos convectivos deste sistema sdao dados por:

_mwu +p_ [ MgV ] [ MW ]
Myl myv +p myw
Fi=| mu |, Fo=| mo |, Fs=|muw+p]|, (3.15)
My My m,
(E+p)u (E+p)v] (B +p)w]
com
My My m,
U=— vV=— W= ,
p P p

e a pressao obtida a partir da equacao de estado na forma

m2 +m; + m?
2p '

p=-1) (E—
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A substituigao dessas relagoes em F;(U) permite a construcao explicita das matrizes
jacobianas A;(U), cuja forma detalhada em 2 e 3 dimensoes é apresentada no Apéndice
A.1 e a implementacao 2D em (LOPES, 2026). Para obter a formulagao fraca do termo

viscoso, aplica-se integragao por partes ao termo divergente:

oy oW oU
_/ ox; <8xz (Kij (%j)) dx = Q Oz; <K (U) 8@) dx — mW-(Vn) ds. (3.16)

Substituindo (3.16) em (3.14), obtém-se a formulagao variacional semi-discreta

completa:

w %dex+/w (A( (9xz>d +/ az; ( )g}cﬁ x

[ W-(vn) ds:/W-de,
oN Q

(3.17)

onde a forma detalhada das matrizes K;;(U) sao apresentadas no Apéndice A.2 para os
casos bi e tridimensionais, cuja a implementagao computacional em duas dimensoes pode
ser encontrada em (LOPES, 2026).

3.2.3 Estabilizacao SUPG

A estabiliza¢ao do tipo Streamline Upwind/Petrov-Galerkin (SUPG) proposta
por Brooks e Hughes (1982) é construida a partir da adigdo de um termo consistente a
formulagao variacional (3.17). O objetivo dessa técnica é aumentar a estabilidade numérica
em problemas dominados por advec¢ao, reduzindo oscilagoes esptrias que podem surgir
quando a discretizagao de Galerkin padrao ¢ aplicada a escoamentos com elevados nimeros

de Reynolds ou na presenca de fortes gradientes da solugao.

A ideia central do método consiste em modificar o espaco de fungoes de teste por
meio de uma perturbacgao orientada segundo as dire¢oes caracteristicas do operador convec-
tivo. Como resultado, obtém-se um termo adicional proporcional ao residuo das equagoes
governantes, preservando a consisténcia da formulagao. Dessa forma, a contribuicao SUPG

pode ser escrita da forma apresentada por Aliabadi, Ray e Tezduyar (1993)

/QTP(W) R(U) dx, (3.18)

onde 7 é a matriz dos pardmetros de estabilizagdo. O termo R(U) representa o residuo

da forma quasilinear do sistema (3.12), definido por

ou ou 0 ou

o qual se anula para a solucao exata do problema, garantindo a consisténcia da formulacao

estabilizada.
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O termo de perturbacao das fungoes de teste é definido pela projecdo do operador
convectivo na dire¢ao das fungoes de ponderacao, sendo dado por
OW
)

A intensidade da estabilizacao é controlada pela matriz 7, definida como
7m0 0 0 0]
O 7™ 0 0 0
T=10 0O 7™ 0 0 (3.21)
0 0 0O 7 0
0 0 0 0 7F

E

1%VV):aAfUJ)< (3.20)

onde as constantes 7= 7™ 7™ 7P 7% sao associadas as componentes da velocidade,
densidade e energia total. Para obter os valores dessas constantes primeiro sao defini-
dos um vetor unitario na dire¢ao do gradiente da solucao e a velocidade local do som,
respectivamente, como
5 VIUIP
VIO

c= x/yij, (3.23)

onde esses valores sao usados para calcular os parametros de estabilizagao
_ max (h;|By]) [

(3.22)

= .24
T 9+ |u-B|) (3.24)
S (3.25)

*T (et u-B[2T ‘
2 di .
i 1 (3.26)

" (e+ [u-BJ)?
para i = x,y, 2, com 0 denotando o coeficiente de viscosidade artificial da captura de
choques descrito na Se¢ao 3.2.4 e I a matriz identidade. No numerador de (3.24) ¢é avaliado
o valor maximo entre os eixos ¢ = x, ¥y, z dos produtos do tamanho de elemento h; pelo

modulo da componente B;. Para este trabalho é considerado um tnico valor de h da forma
h = h, = hy, = h, que é obtido da seguinte maneira (TEZDUYAR, 2003; BLAIS et al.,

2020)
1 [4A,
h:EM L (3.27)
m

onde k é o grau do polindémio de aproximacao usado e A, a area do elemento.

A montagem da matriz de coeficientes de estabilizagdo segue
T=max (0,7, — Ts — T,), (3.28)

que ¢é arranjada de tal maneira que a contribuicao da viscosidade do sistema e a viscosidade
artificial sdo subtraidas para evitar a sobreposi¢ao de efeitos dissipativos (ALIABADI,;
RAY; TEZDUYAR, 1993; MOHAMMADI, 1993).
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3.2.4 Captura de Choques

Embora a estabilizacdo SUPG seja eficiente para controlar oscilagoes numéricas
associadas aos termos advectivos dominantes, sua atuacao isolada pode nao ser suficiente
para eliminar oscilagoes esptrias em regioes onde ocorrem gradientes muito elevados,
como ondas de choque e descontinuidades de contato (KAWAHARA, 2016; ANDERSON,
2016). Nesses casos, torna-se necessaria a introdugao de um mecanismo adicional de
dissipacao numérica local, capaz de atuar seletivamente apenas nas regides onde a solucao
apresenta comportamento nao resolvido pela malha (TEZDUYAR, 2004; CATABRIGA,;
COUTINHO; TEZDUYAR, 2006).

Neste trabalho, emprega-se o método Y Z 3, proposto por Tezduyar (2004), para a
determinacao de um coeficiente de viscosidade artificial adaptativo. Esse método utiliza
medidas locais do residuo e dos gradientes da solugao para construir um parametro de
captura de choques que aumenta a dissipacao apenas nas regioes onde ela é necessaria,

preservando a precisao da solu¢ao nas demais partes do dominio. A viscosidade artificial

)

onde ngq representa o nimero de dimensoes espaciais do problema e hjg4, ¢ definido como

associada ao método é definida por

N1

ng -1 _ ) B
ps(B) = HY‘le (iHY_lgf. HY‘lUul ’ (hjzg’”) , (3.29)
=1 1

-1
Vp >

—— VN, , 3.30
] (3.30)

d
hjgn =2 (Z

a=1

onde d é o nimero de pontos de quadratura e VN, o gradiente da fungao de base em um
ponto da quadratura. A matriz diagonal Y é introduzida com o objetivo de normalizar as

diferentes escalas fisicas presentes nas variaveis conservativas, sendo definida por

(U1)ret 0 0 0
0 (U2)ret 0 0 0
Y = 0 (U3)ret 0 0 , (3.31)
0 (Us)ret 0
0 0 (Us)ret]

onde (U;),ef corresponde ao valor de referéncia associado a i-ésima componente do vetor
de variaveis conservativas. Neste trabalho, tais valores sao obtidos a partir dos valores
maximos prescritos pelas condigoes iniciais de cada problema analisado. O vetor Z é
definido como
ou ou
Z-""+ A

correspondendo a parcela advectiva do residuo das equagoes governantes. Dessa forma, Z

(3.32)

fornece uma medida local da intensidade das variagoes da solugao, permitindo identificar

regioes onde a dissipacao adicional deve ser aplicada.
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O parametro do expoente 3 controla a sensibilidade da viscosidade artificial aos
gradientes da solucao. Valores menores de  tendem a produzir uma distribuigdo mais
suave da dissipacao artificial, enquanto valores maiores concentram a dissipacao em regioes
mais proximas das descontinuidades. A partir da avaliagao da viscosidade artificial para
b =1e =2, sao consideradas duas estratégias distintas para a definicdo do parametro
de captura de choques §. A primeira estratégia, originalmente proposta por Tezduyar
(2004), consiste em utilizar a média aritmética dos coeficientes obtidos para os dois valores
de f3:

5= 3 Ine(1) + (2] (3.33)

Essa abordagem de média produz uma dissipacao mais distribuida ao longo da regiao de

choque. A segunda estratégia consiste em utilizar diretamente o valor correspondente a /3,

6 = ps(B), (3.34)

o que resulta em uma dissipacao artificial dependente do valor de 3 escolhido. Se for
escolhido o valor § =1 a dissipacgao artificial é mais intensa nas proximidades das descon-
tinuidades, enquanto 8 = 2 resulta em uma dissipagdo menos intensa nas proximidades

das descontinuidades.

Uma vez determinado o parametro 9, a contribuicdo de captura de choques é

incorporada a formulagdo variacional por meio do termo difusivo adicional
/ SVW : VU dx. (3.35)
Q

Esse termo atua como um mecanismo de difusao artificial dependente da solucao, intro-
duzindo dissipacao apenas nas regides onde os gradientes sdao suficientemente elevados
para indicar a presenca de descontinuidades ou camadas internas nao resolvidas pela
discretizacao. Como consequéncia, obtém-se uma reducao significativa das oscilacoes
numéricas espurias, preservando simultaneamente a precisao da solu¢ao em regioes suaves

do escoamento.

3.2.5 Discretizacao no Tempo

Seja o intervalo temporal [0,7] particionado em N subintervalos uniformes de
tamanho At, com instantes t" = nAt. Para a discretizacdo temporal do sistema semi-
discreto em espaco, adota-se o esquema Backward Differentiation Formula de segunda

ordem (BDF2), compativel com a ordem de aproximagao espacial empregada neste trabalho.
A aproximacao da derivada temporal é dada por

aiU N 3Un+2 _ 4Un+1 + u»
ot 2Nt '

O esquema BDF2 ¢ um método de dois passos, exigindo a solugao nos dois instantes

(3.36)

anteriores. Assim, é necessario um procedimento de inicializacdo para obtencao de U!
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a partir de UY. Conforme descrito no fluxograma da Figura 3, para o primeiro passo

temporal utilizamos o esquema BDF1 (Euler implicito), dado por

aiU N Un+1 —_Uur
N

que é de primeira ordem no tempo. Entretanto, para melhorar a qualidade da condicao

: (3.37)

inicial do esquema multietapas BDF2, adota-se um refinamento do passo de tempo no
estagio inicial, definido por At; = (At)**1, o que permite reduzir o erro de inicializacio e
fornecer uma aproximacao mais precisa de Ul a partir de U%. Apds a obtencao de U?,
o esquema BDF2 em (3.36) é aplicado para todos os passos subsequentes n > 1. Esse
procedimento garante consisténcia na inicializacao e estabilidade na evolucao temporal do

sistema semi-discreto resultante da formulagao de elementos finitos.

Figura 3 — Diagrama da implementacao do método BDF' 2.

Executa até t = At com

Inicializagéo

N, = At/At, passos

Aty = (A<

.| BDF 1 com passo de

tempo Aty

Executa enquanto t<T

BDF 2 com passo de

Define sol. U°

tempo At (—‘

t=t+At

Define sol. U"

Simulagéo concluida

Define sol. U’

Fonte: Elaborada pelo autor

3.2.6 Ciritério de Convergéncia para Regime Estacionario

Para problemas em regime estacionario, a deteccao de convergéncia é realizada por
meio da avaliagdo da variacao temporal da solugao discreta entre dois passos consecutivos.
Em particular, define-se o indicador de convergéncia como a norma da diferenca entre os

estados em instantes sucessivos, dado por

n+l _ n n+l _ n n+l _ rmn
max(Hmi R e PR 12 ]LQ(Q)> <o (3.38)
onde || - ||z2¢) denota a norma L? no dominio €2, m; sdo as componentes do momento

linear e 1) uma tolerancia. Neste trabalho, adota-se 1est = 10~7, de modo que a solucao



36

é considerada quasi-estacionaria quando a variacdo temporal se torna suficientemente
pequena em relagao a escala do problema. Este procedimento fornece uma medida robusta

da evolucao temporal do sistema, uma vez que solugoes estaciondrias satisfazem, no limite,

ou/ot — 0.

Para cenarios em que a solucao nao converge estritamente para um regime esta-
cionario no intervalo temporal considerado, a condic¢ao (3.38) pode nao ser satisfeita de
forma direta, mesmo para tempos de simulacao elevados. Nesses casos, torna-se necessario
introduzir um critério adicional de parada da simulacao, de natureza algoritmica, de modo
a evitar custos computacionais excessivos. Assim, apds um tempo minimo de simulacao
t > T, passa-se a monitorar a evolucao do indicador de convergéncia ao longo das iteragoes
temporais. Se, a partir desse instante, a condi¢ao de convergéncia ao estado estacionario
nao for atendida por um niimero consecutivo de passos de tempo superior a um parametro
previamente definido, assume-se que nao héa evolugao significativa adicional da solucao e o

calculo é interrompido.

3.3 Modelo Numérico Estabilizado

Para a discretizagao espacial pelo Método dos Elementos Finitos, considera-se uma
particao 7, do dominio €2 em elementos K. Sobre essa malha, definem-se os espacos

discretos de aproximagao polinomiais de ordem k como

Ut = {Uh € [HY(Q)]™? : Up|x € [P*(K)]**?, U, = Up sobre aQD} , (3.39)
Wh = {W, € [H' ()] : W,,|c € [PF(K)]"*?, W), = 0 sobre 0Qp . (3.40)

onde P*(K) denota o espaco de polindmios de grau menor ou igual a k em cada elemento

KeT,.

Nesse contexto, a formulacao estabilizada de elementos finitos para o sistema
(2.36)-(2.39), incorporando a estabilizagdo SUPG (3.18), o termo de captura de choques
(3.35) e a discretizagao temporal BDF2 (3.36), consiste em:



37

Encontrar U2 € UY", tal que, para todo W, € W",

SUn+2
W, —t (g
/Q YN

n+2
+ /Q W, - (Ai(UZJfl)a[aJ’L) dx

%

n+2
aw.h ' (Kz‘j(UZH) oL ) dx

Q 8372 0%
(3.41)
+1 6U2+2 d
_ W, - | K;;(U”
o0 4 ]( h ) 8xj nas
OW,,
AT Un+1 PR Un+2 . d
v [ (Ao ) Rp - ax
AUt —Ur
+/5VWh:VUZ+2dx:/Wh-de+/Wh-de.
Q Q 2At Q
onde o residuo discreto é definido por
n+2 n+1 n n+2
RO = S AU T
i (3.42)

a ( aUn+2
— — | Ky (Uupth h) - G.
8131' J h 8xj

A formulagao (3.41) retine, respectivamente: o termo de evolugao temporal (BDF2),
a contribuicao convectiva linearizada, o termo viscoso obtido por integragao por partes
(incluindo a contribui¢do de contorno), a estabilizacio do tipo SUPG baseada no residuo
consistente do sistema e, por fim, o termo de difusao artificial associado a captura de

descontinuidades. O termo de forga externa é dado pelo vetor G.

3.4 Resolugao do Sistema Nao Linear

A discretizagdo da formulagdo mista apresentada na Equacdo (3.41) resulta em um
sistema de equacoes algébricas nao lineares. Para a sua resolugao, emprega-se o Método
Semi-Implicito, no qual as variaveis de acoplamento nao linear sao avaliadas no passo de

tempo anterior a solugao corrente.

A implementagao computacional foi desenvolvida utilizando a biblioteca de elemen-
tos finitos deal.II versdo 9.7 (AFRICA et al., 2024), a qual disponibiliza a infraestrutura
para a definicao da forma fraca, a montagem das matrizes globais e a interface com os
solucionadores lineares. O sistema linearizado resultante é resolvido por um método direto
por meio da biblioteca UMFPACK, especializada em sistemas lineares esparsos nao simétricos
mediante a fatoragdo LU direta (DAVIS, 2004).
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4 ADAPTATIVIDADE DE MALHA

A resolucao pelo método dos Elementos Finitos oferece bons resultados, porém o
custo computacional tanto de meméria quanto de operacoes por segundo ¢ alto. Esse custo
pode ser visto de maneira simplificada em fun¢do da ordem dos polinémios de aproximagcao
e niamero de elementos usados para a aproximacgao, o que impacta diretamente o tamanho
da matriz que vai ser enviada a um solver de sistemas lineares. Apesar do alto grau
de otimizacao que esses algoritmos possuem é comum em problemas praticos o uso de
matrizes com nimero alto de graus de liberdade, que podem chegar facilmente a milhdes
dependendo do nivel de refinamento, ordem polinomial e dimensées (no caso, 2D ou 3D)

da malha escolhida.

Com o objetivo de reduzir o nimero de graus de liberdade sem comprometer
a precisao da solucao numeérica ao longo de todo o dominio, empregam-se técnicas de
Refinamento Adaptativo de Malha (AMR) durante a simulagao. Essas técnicas permitem
refinar a malha em regides com maior erro estimado e reduzir o nivel de refinamento nas
regides onde o erro é menor, promovendo uma distribuicao mais eficiente dos elementos e

garantindo uma precisdo mais uniforme em todo o dominio.

Por motivo de simplicidade de escrita, a partir dessa se¢do a técnica de AMR

proposta serd definida como Auto AMR.

4.1 Estratégia de Adaptatividade de Malha

O processo de adaptatividade de malha considerado neste trabalho é composto

pelas seguintes etapas:

1. Inicializacao: definicao e construcao da malha inicial, que pode incluir a aplicacao

de um refinamento global,
2. Solugao do problema: resolugdo do sistema de equacoes na malha corrente;

3. Estimativa de erro: avaliacao do erro local em cada elemento por meio do indicador

de erro;

4. Marcagao de elementos: identificagdo dos elementos para refinamento (cujo erro
excede o limite superior) ou desrefinamento (cujo erro é inferior ao limite inferior),

mantendo-se os demais inalterados;

5. Adaptacao da malha: execucao das operacoes de refinamento e desrefinamento

nos elementos marcados para gerar a nova malha;

6. Projecao da solugao: transferéncia e interpolacao do campo de variaveis da malha

anterior para a nova malha adaptada.



39

Na etapa de inicializa¢do, a malha inicial é obtida por meio de um refinamento
global uniforme até um nivel previamente definido por parametro. Nesse procedimento, a
cada nivel de refinamento, todos os elementos da malha sao subdivididos uniformemente,
de modo que cada elemento quadrilateral é dividido em quatro novos elementos. Assim, o
nivel de refinamento indica o nimero de vezes que esse processo de subdivisao é aplicado
(22V ) sendo N o nivel de refinamento). Por exemplo, considerando uma malha inicial
composta por um tnico elemento quadrilateral (N = 0), um refinamento global de nivel 3
resulta em 4 elementos (N = 1) no primeiro nivel, 16 no segundo (N = 2) e 64 no terceiro
(N =3).

Na etapa 6 ocorre o processo de transferéncia da solu¢ao da malha de entrada da
etapa 3 para a malha resultante da etapa 5, onde esse processo ¢ feito por meio de uma
funcao disponivel na biblioteca deal.II, que usa um processo de interpolacdo para obter

os valores nos nés extras criados na malha refinada.

Nas etapas de 2 a 6 inicia-se o processo de refinamento adaptativo e transferéncia
da solucao onde essas etapas sao repetidas iterativamente dada uma frequéncia pré
determinada até que o erro seja suficientemente pequeno, buscando minimizar o nimero

de elementos sem comprometer a precisao da solu¢ao em todo o dominio.

Durante o processo de refinamento adaptativo, internamente a biblioteca deal.II
¢é gerada uma estrutura em arvore para organizacao do processo de adaptatividade como
mostrado na Figura 4. Digamos que se inicie o processo com uma malha de um elemento
com um refinamento global, levando ao nivel 1, onde a biblioteca guarda uma referéncia
ao elemento original marcando-o como inativo. Na etapa de refinamento adaptativo, uma
nova iteracao é feita e a estimativa de erro é obtida, sendo marcados trés elementos para
refinamento e um se mantendo inalterado, assim, ao aplicar o refinamento a esses elementos
¢é criado um segundo nivel com 12 elementos refinados e o elemento inalterado do nivel
anterior, formando assim um conjunto de 13 elementos ativos, onde esse conjunto sera

referido como a malha atual.

A funcao da estrutura em arvore é possibilitar a reversao do processo de refinamento.
Quando um grupo de quatro elementos ativos filhos de um elemento inativo do nivel
anterior tem o erro muito baixo, esses sdo marcados para reducao do nivel de refinamento
pelo algoritmo do Auto AMR, onde na etapa de aplicagao os valores nodais dos quatro
elementos sao transferidos ao elemento pai de forma apropriada, e os elementos filhos
sao removidos, com esse processo de reducao de nivel sendo executado internamente pela
biblioteca deal.II.

Na Figura 5 é mostrado um exemplo de como a biblioteca deal.II executa o
refinamento em elementos quadrilateros, incluindo como a biblioteca lida com as diferencas
de nimero de noés entre elementos adjacentes criando nés auxiliares chamados hanging

nodes.
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Figura 4 — Estrutura em arvore da légica dos niveis de refinamento, onde os elementos
em branco estao inativos, pois foram substituidos pelo resultado de refinamento, e os
elementos em verde sao os elementos ativos.

Nivel 0: (malha inicial) = 1 elemento

/ Nivel 1: 4 elementos, 1 ativo

A S
: / : Nivel 2: 12 elementos nesse nivel e
' um nao refinado do nivel anterior

Fonte: Elaborada pelo autor

O célculo da estimativa de erro é feito usando uma fungao interna da biblioteca
deal.II baseada no trabalho de Kelly et al. (1983). Essa fun¢ao busca aproximar o erro
por célula pela integracao do salto do gradiente da solucao ao redor das faces F' de cada
célula K. Essa abordagem é formalizada pela seguinte equacao

=Y cp / [Vu]? dS  com  [Vu] = Vatngs + Vang—,  (4.1)

reox 'F
onde cp = hg /24 proposto por Ainsworth e Oden (1997), hy é o didmetro da célula. O
operador de salto [-] é calculado na interface entre as células vizinhas K™ e K~, que
compartilham a face F', onde Vu* e ng+ representam, respectivamente, o gradiente da

solugao e o vetor normal unitario associados a essas células.

4.1.1 Selegao dos Limites de Refinamento e Mesclagem de Elementos

Com base no erro estimado em cada elemento por intermédio da equagao (4.1),
define-se quais elementos devem ser refinados e quais devem ter seu nivel de refinamento

reduzido, a partir da comparagao com limites superior e inferior do erro.

Dos métodos revisados por Pons e Ersoy (2019), a técnica de selecao de limites
proposta por Kallinderis e Baron (1989) é uma das mais simples, baseada na média do

erro no dominio, somada ao desvio padrao, definido como

a=c¢ <|é‘ i ne (0, t)) + &0 (W, 1) (4.2)

k=1
onde o primeiro termo refere-se a média do erro em todos os elementos do dominio e

o(¥,t) o desvio padrao do erro no dominio. Em geral ¥ = u no caso incompressivel ou
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Figura 5 — Uma malha simples com os hanging nodes destacados em vermelho, os nos da
malha original em laranja e os nés em verde sao o resultado do refinamento.
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@ Nos da malha refinada
@ Hanging nodes

Fonte: Elaborada pelo autor.

U = pu no caso compressivel. Casos particulares com outras escolhas de ¥ sao ressaltados
no texto. Os parametros € e £ sao ajustados pelo usuéario. Essa abordagem, proposta por
Pons e Ersoy (2019), exige o ajuste manual de pardmetros pelo usudrio o que pode ser um

desafio, ja que esses parametros devem ser modificados para cada problema.

Outros métodos revisados incluem a aplicagdo de duas etapas para melhor detectar
regioes suaves na presenga de picos na fungao de erro, como os propostos em (WARREN
et al., 1991; AFTOSMIS, 1994). Porém, como apontado por Pons e Ersoy (2019) esses
métodos nao sao suficientes para capturar com eficiéncia a parte suave da solucao na
presenca de grandes picos da fungao de erro. Outro ponto negativo é que esses métodos

mantém o uso de parametros ajustados pelo usuario.

Neste contexto, propomos uma modificacdo do método de determinacao dos limites
baseado na média e desvio padrao, na qual o valor de referéncia « é determinado auto-
maticamente por meio da fungao de distribui¢do proposta em (PONS; ERSOY, 2019),
combinada com uma funcdo de penalizacdo. Essa funcao atua de forma a moderar o
processo de adaptatividade da malha, ajustando os limites superior e inferior de erro. Esses
limites definem, respectivamente, as regioes a serem refinadas e aquelas em que o nivel de
refinamento deve ser reduzido, evitando tanto o refinamento excessivo quanto o insuficiente.
O procedimento é independente do problema e dispensa o ajuste de parametros pelo

usuério.
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4.1.2 Funcao de Distribuicao

Para contornar a dependéncia de parametros calibrados pelo usuario, utiliza-se
neste trabalho a estratégia baseada na funcao de distribuicao proposta por Pons e Ersoy
(2019). Essa abordagem permite determinar automaticamente um valor de referéncia o,
a partir da distribuicao espacial do erro estimado, sendo esse valor empregado na defini¢ao

do critério de refinamento apresentado ao final desta secao.

A construcao da funcao de distribuicao baseia-se na andlise das regides do dominio
em que o erro estimado excede um determinado valor de referéncia a. Seja Z, o conjunto
dos intervalos

zo(a) < x1(a@) < -+ < Xy, —a(a) < Tap,—1(), (4.3)

com a € Sk, onde Sk = n%. A fungdo de distribui¢do d(a) representa a acumulagao das

densidades dos conjuntos Z, para 0 < a < Spqz, sendo

Smaz = max(Sk). (4.4)

A Figura 6 ilustra a construgao do conjunto Z, para um valor fixo de o = 4.0,
utilizando uma distribuicao hipotética do erro estimado com trés maximos locais. A
reta horizontal em vermelho representa o valor de referéncia «, enquanto as intersegoes
entre essa reta e a distribuicao do erro definem os intervalos pertencentes a Z,. Nesse
contexto, o valor associado a Z, corresponde a soma dos comprimentos desses intervalos,
representando a regiao do dominio em que o erro estimado é superior ao valor de referéncia
considerado. Mais detalhes podem ser encontrados em (PONS; ERSOY, 2019).

Na pratica, entretanto, o erro estimado esta disponivel apenas de forma discreta,
sendo associado as células da malha. Dessa forma, a definicdo continua dos intervalos
de Z, ¢é substituida por uma contagem do nimero de células cujo erro excede o valor de

referéncia «;.

Os valores de «; sao definidos por

(aj)o<jcnm = <Sm (1‘\7/!)8) ocicn’ (4.5)

onde M representa o nimero de amostragens, .S, é o valor obtido pelo método da média

e € é um fator de ajuste adotado como £ = 2, conforme proposto por Pons et al. (2016).

A partir dessa definigao, a funcao de distribuicao é generalizada para o caso discreto

como
L se a = 0,
di(e) = {3000 #{K ; S > o5} 0 <a < Spaa, (4.6)
0 se @ = Sz,

onde L é o nimero total de células do dominio. Nessa formulacao, o termo

#{K ; Sp > a;} (4.7)
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Figura 6 — Exemplo de uso da estimativa de erro para definicdo do conjunto Z,, onde as
linhas em cinza sao os pontos do conjunto.
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representa o numero de células cuja estimativa de erro é superior ao valor de referéncia «;.

Voltando ao exemplo hipotético da Figura 6, pode-se interpretar o eixo horizontal
como a distribuicdo do erro por célula de uma determinada malha, enquanto a reta
vermelha representa os diferentes valores de o, variando de 0 até max(Sk) ao longo de

M amostragens.

A Figura 7 mostra um exemplo da aplicacao da funcao de distribuigdo ao erro
hipotético apresentado na Figura 6. Observa-se que os maximos locais da distribui¢ao do

erro resultam em pontos onde a derivada de d;(a) nao estd definida.

A identificacao automéatica do valor de referéncia o, poderia ser realizada direta-
mente a partir da andlise da funcao de distribui¢ao d(«). Entretanto, essa abordagem exige
aproximacoes precisas de derivadas em regioes onde a funcao apresenta descontinuidades

associadas aos maximos locais do erro estimado, o que implica maior custo computacional.

Para evitar essa dificuldade, utiliza-se a funcao peso definida por

fla) = ad(a), (4.8)

aplicada aos M valores de a obtidos a partir de (4.5). O efeito dessa funcao é transformar
determinados pontos caracteristicos de d(a) em maximos locais bem definidos, permitindo
identificar automaticamente o valor de referéncia «,. por meio da localiza¢ao do valor
méximo de f(a), ou seja,

Ope =arg max  f (a), (4.9)
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Figura 7 — Exemplo de grafico da fungao de distribuicao aplicada ao erro descrito na
Figura 6. E possivel identificar os maximos locais nas descontinuidades.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2025)

onde o operador arg max representa o valor de « para o qual a funcao f(«) atinge seu valor
méximo. Em Pons e Ersoy (2019) é apresentada uma descricao detalhada das propriedades

dessa funcao.

A Figura 8 mostra um exemplo da aplicacao da fungao peso aos valores da fungao
de distribuicao apresentados na Figura 7. Nesse caso, o valor de referéncia a,. pode ser

obtido diretamente pela identificagdo do ponto de maximo da fungao peso.

Embora a func¢ao de distribuicao e a fung¢ao peso sejam utilizadas conforme pro-
postas em Pons e Ersoy (2019), neste trabalho o valor o, ¢ incorporado a um novo
critério de refinamento, no qual os limites superior e inferior de refinamento sao ajustados
dinamicamente por meio de uma func¢ao de penalizacao. Essa modificacao busca evitar refi-
namentos excessivos ou insuficientes ao longo das iteragoes adaptativas, sem a necessidade

de calibragao manual de parametros. Esse esquema é apresentado a seguir.

4.1.3 Funcao de penalizacao

Seguindo a estratégia proposta por Pons e Ersoy (2019), apds a etapa de célculo
do valor da funcao de distribuicao e obtencao do valor de ., duas constantes €, € €max

sao definidas para determinar os limites de refinamento e mesclagem dos elementos

e Se Sk > QpeEmag a célula é marcada para refinamento se I < oz,

o Se Sk < QpeEmin a célula é marcada para mesclagem, se (g > lpin,
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Figura 8 — Aplicagao da funcao peso ao resultado da funcao de distribuigao (Fig. 7).
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Fonte: Elaborada pelo autor (2025)

Nessas expressoes, [ representa o nivel de refinamento da célula K, enquanto l,,in € lnax
correspondem, respectivamente, aos niveis minimo e maximo de refinamento permitidos.
Em malhas quadrilaterais, cada nivel de refinamento subdivide um elemento em quatro

novos elementos.

Pons et al. (2016) propoem a utilizagdo dos valores fixos €,in = €mar = 1, dando
origem a metodologia de refinamento que os autores nomearam como BB-AMR. Entretanto,
nos problemas considerados neste trabalho, essa escolha conduz a um refinamento excessivo
da malha em regioes onde tal refinamento nao ¢é necessario para manter uma distribuicao
homogénea do erro ao longo do dominio. Nesse cenario, a fungdo de distribuicao tende a
acompanhar continuamente a reducao do erro estimado, deslocando o valor de referéncia
Qe Para regioes cada vez mais proximas de zero. Como consequéncia, o processo adaptativo

pode levar, no pior caso, ao refinamento de toda a malha.

Para contornar essa tendéncia, propomos a inclusao de uma contribuicao associada
ao numero de células no processo de determinacao do critério adaptativo. O objetivo é
moderar a acao da fungao de distribuicao a medida que niveis menores de erro passam a
exigir aumentos desproporcionais no nimero de elementos da malha. Para tanto, definimos
uma fungao de penalizagao f, responsavel por introduzir uma contribuicao proporcional ao
nimero de células ativas e & norma discreta [?, aplicada ao vetor que armazena os valores

do erro estimado retornados pela funcao de avaliacao (4.1)

122 11% = >_ 1Sk, (4.10)

K
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onde Sk = n%. Dessa forma, busca-se equilibrar automaticamente o nivel de refinamento

da malha e o custo computacional associado.

A inclusao da funcao de penalizagdo modifica diretamente o valor de referéncia
utilizado no processo adaptativo, controlando a intensidade com que «, atua na marcagao
das células para refinamento e mesclagem. Com isso, o critério adaptativo passa a ser

definido por

o Se Sk > (pe + fp)Emaz & célula é marcada para refinamento se lx < Loz,

o Se Sk < (ape + fp)Emin & célula é marcada para mesclagem, se I > lyin.

Neste trabalho, adota-se ¢,,,, = 1. Ja o parametro &,,;, é definido por

1 k+1
- (2> , (4.11)

onde k representa o grau polinomial utilizado na aproximacao numérica. O fator % esta
associado a subdivisao das arestas dos elementos quadrilaterais durante o refinamento da
malha. Com essa defini¢ao, o valor de ¢,,;, passa a refletir a taxa esperada de convergéncia
do erro em funcao do refinamento da malha. Isso impede que o processo de mesclagem dos
elementos ocorra de forma excessivamente agressiva, reduzindo oscilagoes indesejadas entre
refinamento e desrefinamento sucessivos. Essas oscilagoes podem ocorrer quando células
com erro proximo ao limite de refinamento sao refinadas e, apds a subdivisao, passam
imediatamente a satisfazer o critério de mesclagem no passo adaptativo seguinte. Nesse
caso, os elementos refinados seriam novamente mesclados, produzindo ciclos repetitivos de
refinamento e desrefinamento. A definigdo proposta para &,,;, reduz esse comportamento,

tornando o processo adaptativo mais estavel.

Nesse contexto, a construcao da fungao de penalizagcao f, pode ser interpretada
como um problema de otimizagao, no qual as variaveis relevantes sao o valor de referéncia
Qpe, 0 nlimero de células da malha e a norma [? do erro estimado. A Figura 9 mostra a
relagdo entre essas varidveis para o problema da cavidade (tratado na Sec¢ao 5.4). Observa-
se que tanto a,. quanto a norma /% do erro apresentam comportamento aproximadamente

exponencial quando analisados em fun¢do do niimero de células.

Esse comportamento foi observado de forma consistente em diferentes problemas e
configuracoes numéricas simuladas neste trabalho. Isso sugere a existéncia de uma regiao
de equilibrio, na qual redugoes adicionais do erro passam a exigir aumentos significativos
no numero de células. A identificagdo precisa desse ponto poderia ser realizada por meio
da analise da derivada da curva associada a «,.. Entretanto, essa abordagem introduziria
complexidade adicional ao procedimento adaptativo. Para evitar esse custo computacional,
propoe-se a utilizagao de uma funcao de penalizagao capaz de modificar o comportamento

assintotico de oy, induzindo a formagao de um minimo local estavel.



47

Figura 9 — Comportamento do o, e erro [? proporcional ao niimero de células em uma
execucao de 3 segundos do problema da cavidade, com Re = 1000.
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Fonte: Elaborada pelo autor

A funcao de penalizacao proposta, denotada por f,, é definida a partir do nimero
atual de células da malha, representado por ¢, e da contribuicao relativa do erro global,

COomo segue

c 12
= e)s c = Omax Cma;t L
Iy Ve max(Qye) K * max({2¢)

(4.12)
o termo de penalizacao f, ¢ definido pela relacao de células ativas e o parametro 7,
ponderado pelo maior valor de oy, observado durante a execugao. O parametro 7.
corresponde ao numero maximo de células ponderado pela contribuicao relativa do erro
atual normalizado pelo maior erro registrado ao longo da simulacao. O valor de C,,4, €
definido automaticamente na inicializacdo, como o valor méaximo de elementos caso toda a
malha seja refinada até l,,,,. Por exemplo, se [,,;, = 1 se inicia com 400 elementos e o
nivel maximo de refinamento é definido como I,,,,, = 4, o valor maximo de elementos é

calculado como

Crnaz = 400 x 4% = 25.600, (4.13)

com o fator 4 (elevado a diferenca dos niveis maximo e minimo de refinamento) correspon-

dendo ao nimero de divisoes feitas em um elemento quando refinado.

Para ilustrar o efeito dessa penalizacao, o comportamento de «,,. foi modelado por
uma fungao exponencial simplificada do tipo a,e(c) = exp(—0.05¢) + 0.02, considerando
Caz = 1000. A Figura 10 apresenta o efeito da fungdo de penalizagao para diferentes
valores de 7., os quais variam entre C,,,, € 2C,,4, conforme a razao entre o erro atual e o

maior erro registrado.
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Quando o valor atual de (2., esta proximo de max(l2.,,), o pardmetro v, aproxima-
se de 2C 40, permitindo que o minimo local da funcao resultante assuma valores menores,
como ilustrado pela curva vermelha da Figura 10. Nesse cenario, o processo adaptativo
tende a permitir refinamentos mais profundos. A medida que o erro diminui, a influéncia
da penalizagao aumenta progressivamente, conduzindo ao comportamento ilustrado pelas

curvas verde e laranja.

Figura 10 — Exemplo de comportamento do parametro oy, proporcionalmente ao ntimero
de células.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Por fim, define-se também a frequéncia de aplicagdo do processo adaptativo em
funcao do tamanho do passo de tempo adotado na simulagao. Para At > 0.1, o refinamento
de malha é realizado a cada trés iteragoes, enquanto para At < 0.1 o processo adaptativo
é aplicado a cada dez iteragoes. Essa escolha busca equilibrar o custo computacional
associado a adaptatividade com a necessidade de acompanhar adequadamente a evolucao

temporal da solucao.

A implementacao das fungoes de distribuicao e penalizacao podem ser vistas em

(LOPES, 2026).

4.1.4 Exemplo de aplicacao do Auto AMR

Para ilustrar o funcionamento da estratégia de adaptabilidade do Auto AMR,

apresenta-se um caso pratico baseado nos resultados do problema do choque refletido
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(Secao 7.4). O detalhamento abrange as etapas 2 a 4 do algoritmo, contemplando a
estimativa de erro e a sinalizacdo dos elementos a partir dos limites tolerados (. e
ace). Como resultado, os elementos sao classificados para refinamento, mesclagem ou

manutenc¢ao na faixa de estabilidade.

Ao término do passo de tempo em que se realiza a adaptabilidade de malha,
obtém-se a estimativa de erro de acordo com a Equacao (4.1). Na Figura 11, exibem-se as
distribuig¢oes de erro por elemento para trés instantes de tempo, destacando-se no primeiro
(Figura 11a) a captura do erro durante a formagao do choque inicial no lado esquerdo do

dominio, previamente a formacao do choque refletido no lado direito.

Figura 11 - Exemplo de estimativas de erro obtidas para o problema do choque refletido.
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(c) Obtida a t = 2,405.

Fonte: Elaborada pelo autor

No lado esquerdo do dominio, verifica-se que o erro esta concentrado ao redor
da onda de choque, enquanto no lado direito ainda se encontra disperso por uma regiao
mais ampla. A Figura 11b ilustra o processo de formagao do choque refletido na metade
direita, ao passo que a Figura 11c retrata a estimativa de erro para a configuragao final dos
choques, na qual a localizacao do erro se restringe quase integralmente as proximidades

das frentes de choque.
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Figura 12 — Exemplo de agdo dos limites de refinamento e mesclagem para ¢t = 0,845.
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Apés a determinacao da estimativa de erro, calculam-se a fungao de distribuicao
(4.6) e a fungao peso (4.8), cujo resultado é somado & contribuigao da fungao de penalizagdo

(4.12) para resultar nos limiares superior (a,.) e inferior (a.e).

Na Figura 12, exibe-se um comportamento similar ao da Figura 6, do qual difere
por empregar os dados de erro ilustrados na Figura 11a no lugar de uma funcao sintética.
Os limites ay,. € ag. obtidos para essa distribuigao estao indicados pelas linhas horizontais
na figura. Verifica-se que, para esse estagio da simulagao, uma quantidade reduzida
de elementos encontra-se abaixo do limite de mesclagem (a..), enquanto os demais se

distribuem entre a faixa de estabilidade e a regido superior ao limite de refinamento ().

As distribui¢bes de elementos marcados para refinamento, mesclagem e manutengao
(regiao de estabilidade), obtidas a partir da aplicagao dos limiares superior e inferior aos
perfis de erro da Figura 11, sdo apresentadas na Figura 13. No primeiro instante avaliado
(Figura 13a), correspondente ao estagio inicial de erro, a marcagdo de elementos para
refinamento concentra-se no lado esquerdo do dominio, acompanhando a estrutura do
choque. Essa zona de refinamento ¢ delineada por uma estreita faixa de elementos estaveis,
sucedida por uma regiao sinalizada para mesclagem. Por outro lado, no lado direito do
dominio, a maioria das células preserva o nivel de refinamento corrente, registrando-se

apenas pontuais indicagoes para refinamento ou mesclagem.

No segundo caso (Figura 13b), que retrata a formagao do choque refletido em

andamento, identifica-se a regidao de transicao pela presenca expressiva de elementos
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Figura 13 - Exemplo de marcacao de elementos para o problema do choque refletido.
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Fonte: Elaborada pelo autor

inalterados no trecho em que o choque ainda nao se consolidou, enquanto os elementos
sinalizados para refinamento concentram-se no pico de erro. Por sua vez, a Figura 13c
exibe a distribuicao das marcacoes para a estrutura de choques plenamente estabelecida.
Distinguem-se trés zonas bem delimitadas: trés regioes marcadas para mesclagem, que
tendem a alcangar o nivel minimo de refinamento (I,,;,) ao longo da evolugao temporal;
duas faixas sobre as frentes de choque (zonas de maior erro), marcadas para refinamento
com tendéncia a atingir o nivel maximo (lax); € uma faixa de estabilidade no entorno

dessas regioes, na qual se preserva o nivel de refinamento corrente dos elementos.

4.1.5 Adaptatividade aplicada a malhas com obstéculos

Como estabelecido neste capitulo, o algoritmo Auto AMR realiza a subdivisao dos
elementos com base nas fungoes de distribuicao e penalizagao. Nesse processo, a posi¢ao
dos nos da malha inicial permanece inalterada, adicionando-se novos noés estruturais e

hanging nodes apenas quando necessario para manter a coeréncia topologica da malha.

Essa abordagem nao altera a geometria base dos elementos, o que constitui uma
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limitagdo em dominios contendo obstaculos com contornos suaves e curvos, como ilustrado
na Figura 14. Na malha inicial grossa (Figura 14a), os elementos de grandes dimensoes
resultam em uma discretizacao imprecisa da fronteira, o que pode comprometer a exatidao

dos resultados numeéricos.

Na Figura 14b, os elementos adjacentes ao semicirculo sao subdivididos. Contudo,
os novos vértices gerados ao longo da fronteira sao alinhados a geometria linear da malha
inicial em vez de serem projetados sobre a curva real do obstaculo. Assim, a discrepancia
entre o contorno geométrico real e o discretizado persiste mesmo com a elevacao dos niveis

de refinamento.

Figura 14 - Exemplo de uma malha inicial com poucos elementos onde ha um obstaculo
suave com forma ideal indicada na linha pontilhada.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Para mitigar essa limitacao, propomos uma etapa adicional ao processo de refina-
mento dedicada ao reposicionamento dos vértices criados na fronteira, projetando-os sobre
a superficie real do obstaculo, como mostrado na Figura 15. Essa etapa ¢ entao executada
apos a projecao da solucao na malha refinada, com as coordenadas de cada vértice sendo

obtidas e alteradas por meio de fungoes da biblioteca deal.II.

O Algoritmo 1 apresenta a estrutura logica dessa etapa adicional. O procedimento
percorre os elementos ativos e seleciona aqueles localizados no contorno que se deseja
modificar. Em seguida, identificam-se os vértices pertencentes a fronteira para aplicacao
dos critérios de alteracao. Para cada vértice de contorno, verifica-se primeiramente se
o elemento associado atingiu o nivel maximo de refinamento. Caso o nivel limite tenha
sido atingido e o vértice ja tenha sido reposicionado previamente, nenhuma modificacao

¢é realizada. Caso contrario, executa-se o algoritmo de projecao no ponto mais proximo
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Figura 15 — A¢do do ajuste proposto aos vértices adicionados por refinamento. Pode-se
observar a melhoria na qualidade da aproximagao do contorno semicircular.
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Fonte: Elaborada pelo autor

(detalhado adiante), cujas coordenadas calculadas sao atribuidas ao vértice da fronteira.

Algorithm 1 Modificar Vértices do Contorno

for elemento < elementos ativos do
if elemento estd no contorno then
for vertice < vertices(elemento) do
if vértice esta no contorno then
if nivel(elemento < l,,4,) ou foiAlterado(vertice) = Nao then
novoPonto < obtemPontoMaisPréximo(vertice)
vertice <— novoPonto
foiAlterado(vertice) < Sim
end if
end if
end for
end if
end for

Para a determinagao do ponto mais préximo, assume-se que a fronteira suave seja
representada por uma funcio y = f,(z) continua e diferencidvel (de classe C!). Atendido

esse pré-requisito, o ponto de origem ¢é denotado por P = (z,,¥,), 0 ponto de destino sobre
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a superficie por @ = (z, fs(x)) e a distdncia Euclidiana entre eles por d(P, Q). Embora
a deducdo tedrica neste trabalho seja apresentada para o caso bidimensional (2D), a
extensao para o caso tridimensional (3D) pode ser realizada por generalizacao direta ou

empregando-se multiplicadores de Lagrange para a minimizacao da distancia.

No caso bidimensional, a curva de contorno é descrita por uma func¢ao y = fs(z),
na qual os pontos sao definidos por P = (x,,y,) ¢ Q = (, fs(z)). A distdncia Euclidiana

entre esses pontos é dada por

d(P,Q) = \/(z, — )2 + (y, — fs(2))2. (4.14)

Como a minimizacao da distancia é equivalente a minimizacao do seu quadrado, adota-se

a fungdo distancia ao quadrado, D(x) = [d(P, Q)]?, para simplificagdo dos cdlculos:
D(z) = (x, — )% + (y, — fs(2))*. (4.15)

A determinagdo da menor distancia corresponde & busca pelo minimo global de D(x) no
dominio de defini¢do de fs(x). Os pontos criticos candidatos ao minimo satisfazem a

condi¢ao D’'(x) = 0, expressa por
D'(z) =2(x — z) = 2(y, — f(x)) fi(x) = 0. (4.16)

A determinagdo das raizes da Equagao (4.16) depende da viabilidade de se isolar a
variavel x de forma analitica. Nos casos em que a solugao algébrica é possivel, obtém-se um
ou mais valores para x, cada um definindo um ponto candidato @ = (z, fs(z)). Quando
a solucdo analitica nao é vidvel devido a complexidade de f;(z), aplicam-se métodos
numeéricos de busca de raizes, tais como o Método da Bisse¢ao, da Falsa Posicao ou da
Secante (FRANCO, 2006).

Para este trabalho o método descrito nessa subsecao foi aplicado a trés problemas.
Para os problemas 5.5 e 6.2 0 obstaculo é um circulo de raio unitério onde f!(z) existe para
os semicirculos superior e inferior (em relagao ao eixo-x) sendo possivel isolar a variavel x
de forma analitica para ambos, com o ponto x selecionado sendo o que resulta na menor

distdncia quando aplicado a (4.15).

Para o problema 6.3 o obstaculo é o conhecido aerofélio NACA 0012, onde as
curvas superior e inferior sao simétricas em relagdo a corda, mas ao contrario do caso do
obstaculo circular, f!(z) existe para ambas curvas mas nao ¢ possivel isolar a variavel x.
Nesse caso a raiz de (4.16) é aproximada pelo Método da Falsa Posi¢ao, onde a escolha
da curva superior ou inferior ¢ feita em funcao da coordenada y,. Se y, > 0 é usada a
derivada da superficie superior, se y, < 0 da inferior. A implementacao dessas estratégias
estd disponivel em (LOPES, 2026).
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5 RESULTADOS NUMERICOS PARA NAVIER-STOKES INCOMPRES-
SIVEL

Neste capitulo, a formulagao matematica e numérica desenvolvida nos Capitulos
2 e 3 para as equagoes de Navier-Stokes compressiveis é particularizada para o regime
incompressivel. A validacdo da implementacao é inicialmente conduzida por meio de
um estudo de convergéncia, no qual sao avaliadas a consisténcia da formulacao e as
taxas de convergéncia obtidas numericamente. Posteriormente, o método é aplicado a
diferentes problemas de referéncia da literatura, permitindo analisar sua precisao, robustez
e desempenho em escoamentos incompressiveis. Além disso, o modelo incompressivel é
testado empregando a estratégia de adaptatividade de malha proposto no Capitulo 4 no

qual a implementacao de cada problema estd disponivel em (LOPES, 2026).

5.1 Modelo Incompressivel

Partindo do modelo geral de Navier-Stokes compressivel apresentado nas Equagoes
(2.36)—(2.39), obtém-se a formulagao incompressivel assumindo que o fluido possui densi-
dade constante e que os elementos materiais preservam seu volume durante o escoamento.
Sob essa hipotese, a equacao de conservacao da massa reduz-se a restricao cinemaética de
incompressibilidade

V-u=0. (5.1)

A condicao (5.1) simplifica a expressao do tensor viscoso (2.6). Em particular, como o

termo associado a viscosidade volumétrica depende de V - u, obtém-se
V = 2uD(u), (5.2)

onde D(u) é o tensor taxa de deformacao definido na Equagao (2.3).
Além disso, assumindo viscosidade dinamica constante, o divergente do tensor
viscoso pode ser simplificado como
V-V =2uV-D(u)
= |V (Vu)+ V- (Vu’)]
= p[Au+ V(V -u)]
= pAu, (5.3)

onde foi utilizada a condi¢ao de incompressibilidade (5.1). Consequentemente, o tensor de

tensoes de Cauchy (2.4) assume a forma
o = —pl+ 2uD(u). (5.4)

A hipétese de incompressibilidade também simplifica o termo convectivo da equagao

da quantidade de movimento. De fato, para densidade constante, como definido por Volker
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(2016)

Viu+p(V-u)u
V)u, (5.5)

V- (pa@u) = p(

p(u -
p(u-

onde novamente foi utilizada a restri¢ao (5.1). Além disso, para escoamentos incompressi-
veis com propriedades termodindmicas constantes, a densidade deixa de ser uma incognita
do problema. Nesse contexto, a equagao de conservagao da energia desacopla-se do sistema
hidrodindmico e nao é necessaria para a determinacao dos campos de velocidade e pressao.
Consequentemente, o problema passa a ser descrito exclusivamente pelas equagoes de
conservacao da quantidade de movimento e da massa. Dessa forma, o escoamento de um

fluido newtoniano incompressivel é governado pelo seguinte sistema de equacoes:

ou

por T p(u-Viu+Vp—pAu=0  em Q x (0,77, (5.6)
V-u=0 em Qx(0,7], (5.7)

u=up sobre dQp x (0,77, (5.8)

on = (—pl+2uD(u))n=h  sobre 00y x (0,77, (5.9)
u=u, em Q x {0}. (5.10)

5.2 Formulacao Numérica para o Caso Incompressivel

Nesta secao, a formulagao numérica apresentada no Capitulo 3 para o sistema
compressivel é adaptada ao caso incompressivel. Para isso, mantém-se a estabiliza¢ao do
tipo SUPG, empregada para reduzir oscilagoes numéricas associadas a predominancia dos
efeitos convectivos. Por outro lado, o termo de captura de choques utilizado na formulacgao
compressivel é removido, uma vez que os problemas considerados neste capitulo nao
envolvem descontinuidades nem regimes de elevado ntimero de Reynolds que justifiquem a

introducao de difusao artificial adicional.

A principal diferenga em relagdo ao caso compressivel esta associada as incognitas
do problema, na formulagao incompressivel os campos de velocidade e pressao passam a ser
resolvidos simultaneamente. Como consequéncia, a discretizacao espacial deve satisfazer a
condi¢ao de compatibilidade inf-sup (ou condi¢ao de Ladyzhenskaya—Babuska—Brezzi), que
garante estabilidade para a aproximacao mista velocidade-pressdo (VOLKER, 2016). Na
formulacao cléssica, essa condig¢ao exige a utilizagdo de espagos de aproximagao distintos
para velocidade e pressao, sendo usual a adocao de func¢oes de interpolacdo de ordem
superior para a velocidade. Entretanto, essa restricao pode ser contornada por meio da
estabilizagdo PSPG, proposta por Hughes, Franca e Balestra (1986). Essa técnica introduz
termos residuais consistentes que estabilizam a aproximagcao da pressao, permitindo o uso

de espagos de mesma ordem para ambas as variaveis.
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Nesse contexto, a contribuicao estabilizadora PSPG é construida a partir do residuo

da equacao da quantidade de movimento, definido por

R(u) = + p(u- V)u — pAu + Vp. (5.11)

8
82&
As perturbacgoes das fungoes de teste associadas as estabilizagoes SUPG e PSPG sao dadas,
respectivamente, por

Psuvpcg =u- Vv, Ppspc = —Vq, (5.12)

onde v e g representam as fungoes de teste associadas aos campos de velocidade e pressao.
Como ambas as estabilizagoes utilizam o mesmo residuo da equagao da quantidade de
movimento e o mesmo parametro de estabilizagao 7, suas contribui¢oes podem ser reunidas

em uma Unica expressao por meio da funcao de teste modificada
w=u-Vv— Vg, (5.13)

de modo que os termos SUPG e PSPG passam a ser incorporados simultaneamente a

formulagao variacional através de uma tnica contribuigao residual estabilizada.

5.2.1 Formulagdo Variacional Estabilizada (SUPG/PSPG)

Nesta secao, a formulacao numérica desenvolvida para o caso compressivel na
Equagao (3.41) é adaptada para o sistema incompressivel (5.6)-(5.10), resultando na
seguinte formulacao variacional estabilizada.

3upt?
PJo oAt

—l—p/ up ! vy, dx — / P2V - vydx  (5.14)

vy dx 4 u/ Vupt?: Vv, dx

4 n+1_
—/th~u”+2dx+/TR thx—p/M v, dx + h - vy, ds,
Q At 0N

onde o residuo da equacao da quantidade de movimento ¢ definido por

3upt? — 4utt 4y
2At

e a funcao de teste modificada associada as estabilizagoes SUPG e PSPG ¢ dada por

R(uZ”) =) ,uAu”Jr2 + ,0( ntl V) nt2 Vp"”, (5.15)

wy, = u} ™ Vv, — Vg, (5.16)

Por fim, a estabilizacdo é controlada pelo parametro 7, cuja definicao segue a
proposta de Tezduyar e S. (2003). Esse parametro incorpora os efeitos das escalas
temporal, convectiva e difusiva do problema, sendo calculado em fun¢ao do tamanho

caracteristico do elemento h e da velocidade local do escoamento, como segue

(&) (20 ]
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5.3 Estudo de Convergéncia - Taylor-Green Vortex

Com o objetivo de verificar a consisténcia da formulagdo numérica (5.14) e avaliar
sua taxa de convergéncia, considera-se o problema do vértice de Taylor-Green ( Taylor-
Green vortezr) desenvolvido por Taylor e Green (1937), cuja solucdo analitica é dada
por

— cos(mz) sin(my)e 27t/ Re 1 _4r?t/R
u= , = — = (cos(2mz) + cos(2my)) e ™ /B (518
onde Re = 1/p é o nimero de Reynolds. Para esta solugao, ndo ha termo fonte associado
ao problema. Neste estudo sdo adotados At = h, tempo final T' = 1, viscosidade dindmica
1= 0,025 e densidade p = 1, resultando em Re = 40.

O dominio computacional consiste em um quadrado unitario discretizado por
malhas estruturadas sucessivamente refinadas. As condigdes de contorno para a velocidade
sao impostas diretamente a partir da solucao analitica (5.18). Como a pressao é definida
a menos de uma constante aditiva, sua unicidade é garantida pela imposi¢ao de um valor

de referéncia em um ponto do dominio, escolhido como (0, 0).

Os resultados obtidos sao apresentados na Tabela 1, onde sao mostrados os erros
na norma L? para os campos de velocidade e pressdo, bem como as respectivas taxas de
convergéncia para malhas variando de 64 a 16.384 elementos. Nestes resultados é possivel
observar que o erro da velocidade apresenta convergéncia aproximadamente quadratica,
com taxas proximas de 2 em todos os niveis de refinamento. Resultado semelhante é obtido
para o campo de pressao, cuja ordem de convergéncia permanece proxima de 2. Esses
resultados validam a formulagao estabilizada SUPG/PSPG e demonstram a convergéncia

de segunda ordem para a discretizacao espacial e temporal empregada.

Tabela 1 — Estudo de convergéncia na norma L*(§2) do problema de Taylor-Green para o
sistema de Navier-Stokes incompressivel.

Elementos | |[u—uy|z2 | Ordem | ||p —pu||z2 | Ordem
64 1,248 x 102 - 4,717 x 1073 -
256 3,244 <1073 | 194 | 1,252x 1073 | 1,91
1.024 | 8172x10°%| 1,99 |3077x10%| 2,02
1.096 2060 x 107 | 1,98 |811lx107°| 1,92
16384 | 5180 x 105 | 2,00 |2,172x10°| 1,90

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.4 Escoamento em Cavidade

O problema da cavidade quadrada com tampa mével, conhecido na literatura como

lid-driven cavity, no qual um escoamento laminar é induzido pelo movimento uniforme
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da parede superior, é amplamente utilizado como benchmark na avaliacdo de métodos
numéricos para escoamentos incompressiveis (GHIA; GHIA; SHIN, 1982; ERTURK, 20009;
BRUNEAU; SAAD, 2006; ERTURK, 2009; VOLKER, 2016).

O dominio computacional e a configuracao das condi¢des de contorno sao apresen-
tados na Figura 16. O problema consiste em um dominio quadrado de lado unitario, no
qual a velocidade na parede superior é prescrita como u = 1 e v = 0, enquanto nas demais

fronteiras sao impostas condi¢oes de nao deslizamento, isto é, u = v = 0.

Figura 16 - Esquema do dominio usado para o Escoamento em Cavidade

u=1, v=0
u=0 u=0
v=0 v=0
y u=0
X v=0

Fonte: Elaborada pelo autor

Neste trabalho, sao considerados quatro valores do nimero de Reynolds, dentre
aqueles analisados por Ghia, Ghia e Shin (1982): Re = 400, 1.000, 5.000 e 10.000.
Para esse problema, assumindo densidade p = 1 e comprimento caracteristico unitario
aplicado & definicado do nimero de Reynolds em (1.1), obtém-se Re = 1/u, de modo
que as viscosidades correspondentes sdo =250 x 1073, p=1x 1073, u=2x10"% ¢

i =1 x 1074, respectivamente.

Para fins de comparagao, utilizam-se os resultados de Ghia, Ghia e Shin (1982),
obtidos por meio do Método de Diferencas Finitas em uma malha quadrada contendo
16.384 nés, para nimeros de Reynolds variando entre 100 e 10.000. A comparacao é
feita a partir da extracao dos perfis de velocidade ao longo dos eixos centrais do dominio,
considerando as componentes u e v. No caso Re = 10.000, considera-se ainda uma média
temporal dos ultimos instantes da simulagdo, devido a presenca de flutuacoes de natureza

quase-periodica.
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As simulagoes iniciam com nivel global de refinamento l,q, = 5 (1.024 elementos),
permitindo refinamento adaptativo até o nivel ,,,,, = 9, equivalente a uma malha uniforme
com até 262.144 elementos. Além das simulagoes com refinamento adaptativo, também
foram realizadas execugdes em malha fixa utilizando 16.384 elementos, sem aplica¢ao de

adaptatividade.
O passo de tempo adotado é At = 0,1, reduzido para At = 0,02 no caso Re = 10.000

a fim de melhor capturar a dindmica nao estaciondria associada ao regime de transicao.
Além disso, para Re = 10.000, observa-se a formacao de estruturas vorticais instaveis,
fendmeno também reportado por Bruneau e Saad (2006), com inicio em torno de Re = 8.000.
Nessa situacao, o critério de parada baseado em regime estacionario é aprimorado por um
critério adicional de estagnacao de progresso, limitando o niimero de itera¢des sem melhoria
a 150. Essa modificagdo evita a ndo terminagao da simulacao em regimes essencialmente

nao estacionarios.

As Figuras 17a-17d apresentam a magnitude da velocidade ||u|| no tltimo instante
de cada simulacao, juntamente com a malha adaptativa correspondente. Nota-se que o
aumento do nimero de Reynolds implica maior concentracao de elementos nas regioes
proximas as camadas limite e aos nicleos vorticais, o que evidencia a capacidade do critério

de erro em capturar automaticamente as regioes relevantes do escoamento.

As Figuras 18a-18d apresentam os perfis de velocidade comparando a solugao
obtida com o método adaptativo, malha fixa e os dados de referéncia de Ghia, Ghia e
Shin (1982). Os resultados apresentam boa concordéancia para Re = 400, 1.000 e 5.000,
com melhora consistente em relagdo a malha fixa. Para Re = 10.000, embora haja maior
discrepancia devido a natureza nao estacionaria do escoamento e a presenca de estruturas

vorticais instaveis, o método ainda captura adequadamente a tendéncia geral do perfil.

A Tabela 2 apresenta o nimero final de elementos obtidos com a estratégia adapta-
tiva Auto AMR, a porcentagem de utilizacao de elementos na malha, que é a relacao entre
o numero de elementos ativos no ultimo passo de tempo e o nimero maximo de elementos
dado por (4.13) (correspondendo a Ci,q, = 262.144 elementos), e o erro em norma [ em
relagdo a solugao de referéncia de Ghia, Ghia e Shin (1982), comparado com uma malha
fixa de 16.384 elementos. Os resultados indicam que o niimero de elementos cresce com o
aumento do nimero de Reynolds, refletindo a maior complexidade das estruturas vorticais
e a intensificagao dos gradientes do escoamento. Ainda assim, para Re = 400, 1.000 e
5.000, o erro na norma L? permanece aproximadamente uma ordem de grandeza inferior
ao obtido com a malha fixa, mesmo utilizando quantidades de elementos da mesma ordem.
Para Re = 10.000, o método emprega apenas 9,0% do total de elementos disponiveis
no refinamento maximo (C),4;), mantendo erro inferior ao da malha uniforme. FEsses
resultados evidenciam a eficiéncia da estratégia adaptativa em concentrar o refinamento nas

regioes fisicamente relevantes do dominio (ver Fig. 17), reduzindo o custo computacional
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Figura 17 - Solugoes em ||u|| e malha do tltimo passo de tempo para o problema do
escoamento em cavidade.

1.0e+00
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u Magnitude
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0.0e+00 FE

(a) Solugdo e dltima malha para Re = 400 obtida a t = 47,9s

1.0e+00

u Magnitude

u Magnitude

(¢) Solugao e ultima malha para Re = 5.000 obtida a t = 589,25
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(d) Solugao e ultima malha para Re = 10.000 obtida a ¢ = 600s.

Figura 18 — Comparativo dos perfis de velocidade do escoamento em cavidade entre o Auto
AMR, malha fixa com 16.384 elementos e os perfis obtidos por Ghia, Ghia e Shin (1982).

(a) Perfis do Auto AMR, malha fixa e perfis de referéncia a Re = 400.
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(c) Perfis do Auto AMR, malha fixa e perfis de referéncia a Re = 5.000.

1.04 — Malha fixa 0.4
—— Auto AMR
0.81 o Ghia (1982)
6.2
0.6
8.4 0.0
> =
6.2
-0.2
6.0
-0.2+ 0.4
-0.4 -
. ‘ . . . ‘ 0.6 ‘ . . . .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
y X

(d) Perfis do Auto AMR, malha fixa e perfis de referéncia a Re = 10.000.

1.09 — Malha fixa
0.8 - — Au’;o AMR
o Ghia (1982)
0.6
0.4
3 3
0.2
0.0
0.2
0.4+
0.0 ©.2 0.4 0.6 0.8 1.0 .0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

sem comprometer a precisao da solucao.

Tabela 2 — Comparacao entre malha adaptativa Auto AMR e malha fixa para o problema
da cavidade.

Re | Elementos | Uso (%) | Erro AMR | Erro malha fixa

400 14.896 5,7 2,68 x 1073 1,33 x 1072
1.000 17.389 6,6 4,33 x 1073 2,29 x 1072
5.000 23.062 8,8 8,87 x 1073 5,91 x 1072
10.000 23.683 9,0 2,22 x 1072 7,59 x 1072

Fonte: Elaborada pelo autor.
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5.5  Escoamento Incompressivel ao Redor do Cilindro

Um problema amplamente usado para avaliacdo de métodos numéricos é o escoa-
mento ao redor do cilindro, também conhecido na literatura como Von Karman Vortex
Street, que é um padrao repetitivo e alternado de vértices giratorios que se formam, no
caso desse problema, atrds de um cilindro sujeito a um escoamento laminar (BLOMQUIST
et al., 2024; NG; MIN; GIBOU, 2009; ENGELMAN; JAMNIA, 1990). O dominio do
problema é mostrado na Figura 19. As dimensoes sao dadas por a = w = 10, W = 30

onde o circulo de didmetro unitario tem seu centro coincidente com a origem.

Figura 19 — Esquema do dominio usado para o problema do Escoamento Incompressivel
ao Redor do Cilindro.

Fonte: Elaborada pelo autor

O contorno do dominio é estruturado em trés regioes principais. Na aresta esquerda,
definida como a entrada do escoamento, prescreve-se um perfil uniforme com u = U,y ayx
e v = 0. Na aresta direita, correspondente a saida, aplica-se a condi¢ao de Neumann
homogénea para ambas as componentes da velocidade. Nas arestas superior e inferior, que
delimitam o canal, impoem-se condigoes de simetria: condi¢ao de Neumann homogénea
para a componente horizontal u e prescrigdo nula (v = 0) para a componente vertical. A
condicao inicial é estabelecida atribuindo-se a todo o dominio numérico o estado fisico
definido no contorno de entrada. O nimero de Reynolds (1.1) pode ser calculado aplicando
p =1, Uper = 1 e comprimento caracteristico unitdrio a Equacao (1.1) resultando em

Re =1/, dessa forma a viscosidade para um valor de Re = 100 é dada por g = 0,01.

As quantidades de interesse analisadas neste problema sao os coeficientes de arrasto
e sustentacao. Para sua determinacgao, calcula-se inicialmente a for¢a hidrodinamica

resultante exercida pelo fluido sobre a superficie S do cilindro, obtida pela integracao do
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vetor de tragao ao longo do contorno do obstaculo

fF— /Sa'n ds = /S(,uVu — pl)n dS, (5.19)

onde f = (Fp, F), sendo Fp a componente na diregdo do escoamento (forga de arrasto) e
Fp, a componente perpendicular ao escoamento (for¢a de sustentacdo). A partir dessas

defini¢oes, os coeficientes de arrasto Cp e sustentacao C';, podem ser apresentados como

O T L o2
2

Cr=——-F%. 5.21

t P(Unnaz)*L - ( )

A execucao das simulacoes foi feita para o passo de tempo de At = 0,01 até o
tempo T = 200 partindo de uma malha estruturada de 4.320 elementos desenvolvida
com o software gmsh (GEUZAINE; REMACLE, 2009) apresentada na Figura 20, com o
refinamento adaptativo variando ao nivel 1 (podendo chegar a 17.280 elementos em todo
o dominio) ao nivel 4 (podendo chegar a 1.105.920 elementos em todo o dominio). A
simulacao também foi feita sem o uso da estratégia de adaptatividade com uma malha do
mesmo formato com 37.908 elementos. A janela de extracao dos coeficientes de arrasto Cp
e sustentacao C7, é feita pelos ultimos 25 segundos registrados, com Cp sendo obtido pela

média simples e C, pelo valor maximo de amplitude pico a pico. Dada a baixa resolucao

Figura 20 — Malha com 4.320 elementos usada para o problema do Escoamento Incom-
pressivel ao Redor do Cilindro.

Fonte: Elaborada pelo autor

do circulo representando o cilindro adotada para a malha, também foi usada a estratégia
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de modificacao dos vértices do contorno do obstaculo, que sendo um circulo centrado na
origem leva a utilizacao da fungio fs(x,y) = 22 + y? = 0.25, que aplicada a (4.16) possui

solucao analitica, que é usada no calculo da menor distancia do Algoritmo 1.

Na Figura 21 ¢é apresentada a evolucao dos coeficientes de arrasto e sustentacao na
janela de medicao de t = 175 a t = 200 para o nivel méximo de refinamento 3 (I, = 3).
Em particular, na Figura 21a é possivel observar que o histérico temporal de Cp obtido
com adaptatividade de malha apresenta oscilagoes de maior amplitude em relacao ao
resultado obtido em malha fixa (Fig. 21b). Esse comportamento esta associado ao processo
de adaptacao da malha que alcanga um tamanho de elemento menor nas proximidades
do cilindro em relagao a solugdo com malha fixa (ver Tabela 3) onde o menor tamanho

proporciona uma melhor resolucao da camada de fronteira do cilindro.

A solucao numérica obtida no instante final ¢ = 200 por meio da metodologia
Auto AMR ¢ apresentada na Figura 22. Os campos da magnitude da velocidade (||ul|)
e as respectivas malhas adaptativas finais para os niveis maximos de refinamento l,,,, €
{1,2,3,4} sdo detalhados nas Figuras 22a a 22d.

Para l,,,, = 1 (Figura 22a), observa-se a concentragao do refinamento nas regices de
maiores gradientes da solucao, sobretudo nas proximidades do cilindro e na esteira inicial,
capturando adequadamente as estruturas globais do escoamento. Apesar disso observam-se
regioes simétricas anémalas se estendendo da parte frontal do cilindro para o topo e base
do dominio devido a baixa resolucao da aproximacao da circunferéncia onde as faces
geram desvios de escoamento que nao correspondem ao cilindro. Ao avancar para l,,q, = 2
(Figura 22b), a malha passa a acompanhar com maior precisdo a dindmica oscilatéria
dos vortices destacados na esteira e a regiao anomala é reduzida significativamente com o

aumento da resolucdo da aproximagao pelo Auto AMR.

Esse padrao se consolida no nivel l,,,,, = 3 (Figura 22¢), em que a densidade de
elementos se concentra no niucleo desses vortices e ao redor da parede do cilindro. Por fim,
para ., = 4 (Figura 22d), o ganho em resolucao e a maior disponibilidade de elementos

ampliam ligeiramente a area refinada.

Os resultados comparativos para o escoamento ao redor do cilindro com Re = 100
sao apresentados na Tabela 3, na qual a metodologia Auto AMR proposta é contrastada
com a simulacdo em malha fixa e com os dados de referéncia da literatura estabelecidos
por Blomquist et al. (2024) e Guittet, Theillard e Gibou (2015).

O estudo desenvolvido por Blomquist et al. (2024) emprega refinamento adaptativo
a partir de uma malha inicialmente homogénea de 16.384 elementos a nivel 7 de refinamento,
atingindo um tamanho minimo de elemento de hy,;, = 1,56 x 1072 para o nivel 10. Em
contrapartida, a configuracao do algoritmo Auto AMR inicia-se com uma discretizacao
contendo 4.320 elementos, cujo comprimento minimo pré-existente de 3,42 x 10~! localiza-se

na regiao adjacente ao contorno do cilindro circular. Ao longo do processo adaptativo, a
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Figura 21 - Evolucao dos resultados de Cp e C, para o problema do Escoamento Incom-

pressivel ao Redor do Cilindro.
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Figura 22 — Visualizagoes do resultado para o problema do Escoamento Incompressivel ao
Redor do Cilindro com Re = 100.
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(a) Solugdo para l., = 1 em |ju| e malha adaptativa final com 7.740 elementos.
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(b) Solugao para I, = 2 em ||ul| e malha adaptativa final com 18.447 elementos.

1.4e+00
1.3

1.2
1.1
1
—0.9
—0.8
—0.7
— 0.6
—0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0e+00

u Magnitude

(c) Solugdo para Iy = 3 em ||ul| e malha adaptativa final com 40.158 elementos.
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(e) Solugao para ||u|| em malha fixa de 37.908 elementos.

metodologia proposta alcanca refinamentos de Ay, = 1,595 x 1071 a hypin = 1,832 x 1072
para os niveis maximos de l,,q; = 1 a l,,., = 4 respectivamente. A andalise comparativa
quantitativa indica que o Auto AMR obtém coeficientes de arrasto (Cp) e de sustentagao
(CL) em consonancia com as referéncias a partir de l,,,, = 2, com o caso especifico para
lmaez = 1 ndo tendo alcancado os valores devido a baixa resolugao de aproximagcao do circulo,
contudo, atingindo menores tamanhos de elemento enquanto parte de um ntimero inicial de
elementos significantemente menor. Essa eficiéncia computacional é parcialmente atribuida
ao fato de a malha inicial adotada neste trabalho ser mais especializada e direcionada
a geometria do problema do que a estrutura homogénea utilizada por Blomquist et al.
(2024).

Conclusao analoga estende-se a comparagao com os dados de Guittet, Theillard e
Gibou (2015), os quais foram obtidos via método de proje¢ao associado a um esquema
de adaptatividade de malha estruturada em niveis. Nessa abordagem, a discretizacao
variou do nivel 7 (16.384 nés) até o nivel 11 (4.194.304 nés). O algoritmo Auto AMR,
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Tabela 3 — Comparativo com dados de referéncia para o problema do Escoamento Incom-
pressivel ao Redor do Cilindro com Re = 100.

Método Ch Cr, Romin N° elem.
Guittet et al. (2015) 1,404 £ 0,011 | 0,662 | 1,530 x 107 | -
Blomquist et al. (2024) | 1,387 £ 0,019 | 0,692 | 1,560 x 102 | -
Auto AMR (Ijee = 1) | 1,174 £ 0,007 | 0,390 | 1,595 x 10~ | 7.740
Auto AMR (lyee = 2) | 1,346 £ 0,017 | 0,644 | 7,591 x 102 | 18.447
Auto AMR (lyee = 3) | 1,393 £ 0,019 | 0,694 | 3,706 x 10~2 | 40.110
Auto AMR (lee = 4) | 1,405 £ 0,020 | 0,706 | 1,832 x 10~2 | 84.000
Malha Fixa 1,300 + 0,013 | 0,576 | 1,010 x 10~ | 37.908

Fonte: Elaborada pelo autor.

estabilizando-se de 18.477 a 84.975 elementos para os niveis maximos de [,,,., = 1 a
lmaz = 4 respectivamente, conseguiu reproduzir as variaveis de interesse com acuracia
equivalente a da malha mais refinada da literatura a partir de [,,,, = 2, evidenciando o

potencial de economia de recursos computacionais da formulagao proposta.

Por fim, a estratégia de atualizacao geométrica dos vértices de contorno do obstaculo
demonstrou elevada eficacia quando integrada ao algoritmo Auto AMR. Partindo de uma
discretizacao inicial de baixa resolugdo, intrinsecamente insuficiente para representar
a curvatura do dominio e produzir resultados precisos, a metodologia promove uma
aproximagao progressiva da geometria circular do cilindro a medida que o nivel maximo
de refinamento é incrementado. Observa-se que, para l,,., > 2, o refinamento geométrico
e espacial combinados possibilita a completa resolugao da camada limite e das estruturas

de escoamento ao redor do obstéaculo.

5.6 Escoamento em Degrau

O escoamento em degrau, conhecido na literatura como backward-facing step,
consiste em uma configuracao classica da dindmica dos fluidos na qual o escoamento
percorre um canal que sofre um aumento abrupto de altura. Essa expansao stubita da se¢ao
transversal induz a separacao da camada limite e a formacao de regides de recirculacao a
jusante do degrau. A configuracao de referéncia utilizada neste trabalho foi proposta por
Armaly et al. (1983) e é amplamente empregada como benchmark na anélise de métodos

numéricos aplicados a problemas envolvendo separacao de escoamento.

A geometria do dominio a ser simulado é apresentada na Figura 23. A entrada
do escoamento corresponde a secao menor do canal, indicada pela linha pontilhada, com
altura a = 0,5 e largura w = 0,5. Apds o degrau, o canal passa a possuir altura total
A = 1,0, sendo a altura do degrau definida por a4y = A —a. O comprimento do dominio a

jusante do degrau, representado por W, é ajustado de acordo com o nimero de Reynolds,
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considerando o comprimento esperado da regiao de recirculagao (ou reattachment length).
Embora seja possivel utilizar um valor fixo de W para todos os casos, esse ajuste permite
reduzir o nimero total de elementos da malha e, consequentemente, o custo computacional

das simulagoes. Em relacao as condi¢oes de contorno, nas paredes superior e inferior foram

Figura 23 - Esquema do dominio usado para o problema do Escoamento em Degrau.

A
Y
A
\ 4

w w

Fonte: Elaborada pelo autor

impostas condi¢oes de nao deslizamento, isto é, u = v = 0. Na entrada do dominio, foi

aplicada a condicao

Qnae (Y — agq)(a — y + agy)
92 o)y > ag,

u = a
0 ygadg

, (5.22)

que prescreve um perfil parabdlico para a componente horizontal da velocidade, com valor
MAXIMO Uynq, localizado no centro da abertura de entrada. Além disso, a condic¢ao inicial

do problema foi definida como v = v = 0 em todo o dominio.

O nimero de Reynolds é calculado pela Equagao (5.23), onde w4, é a velocidade

méxima no ponto médio da abertura de entrada e a altura do degrau aq, o comprimento
caracteristico (ARMALY et al., 1983)

4 max
Re = —mazfdy (5.23)
3
Os diferentes valores de Reynolds foram obtidos variando t,,,, como mostrado na Tabela

4, onde também sao exibidos os valores da largura W adotados para esse trabalho.

A quantidade de interesse usada para comparacao e validagao desse experimento
é o comprimento do vortice de recirculagao no degrau x,, no qual o procedimento de
medicao desse vortice € ilustrado na Figura 24. Geralmente x, é apresentado na sua forma

adimensionalizada

$f = s
adg

com zy sendo o valor usado na comparacao com dados experimentais obtidos por Armaly
et al. (1983).
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Tabela 4 — Valores de velocidade e largura do duto de saida para o problema do escoamento
no degrau.

Reynolds | wpmar | W
100 0,75 | 4,5
150 1,125 | 5,0
300 2,25 16,5
400 3,0 7,5
450 3,375 | 8,0
500 3,75 | 85
600 4.5 9,5
650 4,875 | 10,0
700 5,25 | 10,5
800 6,0 11,5

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 24 - Medicao do comprimento de recirculagao no degrau.

—

Fonte: Elaborada pelo autor

A realizacao das simulacoes aplicando a adaptatividade de malha empregou malha
inicial de nivel [,,,, = 2, podendo chegar até o nivel [,,,, = 7. O passo de tempo adotado
foi At = 0,05 e viscosidade = 0,005. As execugoes com a malha fixa sdo feitas com nivel
lmaz = 5 de refinamento, na qual a variacdo do niimero de elementos é devido a mudanca
de comprimento do duto de saida, no qual o comparativo dos niimeros finais de elementos

é exibido na Figura 25.

As Figuras 26a, 26b e 26¢ apresentam, respectivamente, a magnitude da velocidade,
as linhas de corrente obtidas por meio da técnica Line Integral Convolution (LIC) disponivel
no software de visualizacdo Paraview e a malha adaptativa para o caso com Re = 100.
Os resultados correspondentes para Re = 500 e Re = 800 sao mostrados nas Figuras
27a—27c e 28a—28c. As linhas de corrente evidenciam a formagao da regidao primaria de

recirculagao para todos os casos analisados e, para Re = 500, o surgimento da regiao
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Figura 25 - Comparativo do niimero de elementos entre as execugoes com malha fixa e o
ntmero de elementos final da simulagao do Auto AMR.
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Fonte: Elaborada pelo autor

secundaria préximo a parede superior do canal, em concordancia com a literatura. Em
paralelo, observa-se que a estratégia Auto AMR concentra o refinamento nas regioces de
separacao e recirculagao do escoamento, onde os gradientes da solugao sao mais elevados,

preservando uma malha mais grosseira nas regides de escoamento quase uniforme.

Os resultados comparativos com os dados experimentais de Armaly et al. (1983) e
numéricos de Biswas, Breuer e Durst (2004) sdo apresentados na Figura 29. Observa-se
que, para R, > 300, tanto as solugoes obtidas com o Auto AMR quanto com a malha fixa
passam a apresentar desvios mais significativos em relagao aos resultados experimentais.
Esse comportamento também foi reportado por Armaly et al. (1983) e estd associado ao
surgimento de multiplas regides de separacao, cuja dinamica é essencialmente tridimensional
e, portanto, nao pode ser completamente representada por um modelo bidimensional.
Ainda assim, as solugoes obtidas pelo Auto AMR e pela malha fixa permanecem muito
préoximas entre si e em excelente concordancia com os resultados numéricos de Biswas,
Breuer e Durst (2004). Como a malha fixa emprega um nimero significativamente maior de
elementos (Figura 25), esses resultados evidenciam a eficiéncia da estratégia adaptativa em
concentrar refinamento apenas nas regioes de maior interesse, reproduzindo com precisao

o comprimento da recircula¢ao priméria (z,).
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Figura 26 - Visualizagoes do resultado para o problema do escoamento no degrau com
Re = 100 obtido a t = 47,55s.
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Figura 27 - Visualizagoes do resultado para o problema do escoamento no degrau com
Re = 500 obtido a t = 140,45s.
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Figura 28 - Visualizagoes do resultado para o problema do escoamento no degrau com
Re = 800 obtido a t = 105,40s.
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5.7 Camada de Cisalhamento Duplamente Peridédica

O problema da dupla camada de cisalhamento 2D double shear layer consiste
na evolucao temporal de duas camadas de cisalhamento inicialmente paralelas, cuja
instabilidade leva & formacdo e interacio de um par de vértices simétricos. A medida
que o escoamento evolui, essas estruturas sofrem intenso estiramento, originando regices
de elevados gradientes de velocidade e vorticidade em escalas cada vez menores. Esse
problema ¢ utilizado na avaliagao de métodos numéricos para escoamentos incompressiveis
(BROWN, 1995; CLAUSEN;, 2013), inclusive na analise da capacidade de estratégias de
adaptatividade em identificar corretamente as regioes do dominio que demandam maior
refinamento (FAMBRI; DUMBSER, 2017). Uma descrigao detalhada do problema pode

ser encontrada em Brown (1995).

O dominio é definido em um quadrado unitario com contornos peridédicos seguindo

os eixos vertical e horizontal. A condigao inicial é definida como (CLAUSEN, 2013)

tanh|d,(y — 0,25)] se <05
tanh[d,,(0,75 —y)] se y > 0,5

v = 0, sin[27(x + 0,25)] (5.25)

onde d,, ¢ o parametro que governa a largura da camada de cisalhamento e ¢, ¢ a forca
da perturbacao inicial. Para este trabalho os valores adotados sao d,, = 80 e ¢, = 0,05.
O numero de Reynolds é proposto por Brown (1995), como Re = 1/u, que para uma
viscosidade = 1 x 10™* obtém-se Re = 10.000.

As quantidades de interesse avaliadas neste problema sao a enstrofia (CLAUSEN,
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Figura 29 — Comparativo dos resultados obtidos neste trabalho com dados experimentais
e literatura para o comprimento de reanexacao partindo de Re = 100 até Re = 800 para o
problema do escoamento em degrau.
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Fonte: Elaborada pelo autor

2013),
N 2
wiA;
Q= ata 5.26
e a energia cinética média,
(ui : U—i) A;
E= ———— 5.27
> (o 2

as quais correspondem as aproximacoes discretas das respectivas integrais sobre o dominio,

onde w = V X u representa a vorticidade, A; é a area do i-ésimo elemento, A = Zﬁ\[: LA é

a area total do dominio e N denota o ntimero de elementos da malha.

A enstrofia fornece uma medida da intensidade do campo de vorticidade, sendo
amplamente utilizada para acompanhar a formagao, o estiramento e a dissipacao das
estruturas vorticais ao longo da evolucao temporal. Ja a energia cinética média permite
quantificar o decaimento da energia do escoamento devido aos efeitos dissipativos da

viscosidade.
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As simulacoes foram iniciadas com nivel global de refinamento 4, correspondente
a 2b6 elementos, permitindo refinamento adaptativo até os niveis 6, 7, 8 e 9. Para
comparagao, também foi realizada uma simulacao em malha fixa com refinamento global 7
(16.384 elementos). Em todas as execugoes adotou-se At = 0,001 e tempo final 7' = 1,0.
Antes do inicio da integragao temporal, o Auto AMR executa cinco ciclos sucessivos de
refinamento adaptativo sobre a condicao inicial, permitindo resolver adequadamente as

camadas de cisalhamento ja presentes e reduzir o erro inicial na aproximagao da enstrofia.

As distribuigoes de vorticidade obtidas apds o desenvolvimento das camadas de
cisalhamento e as malhas adaptativas finais sao apresentadas na Figura 30. Para o re-
finamento adaptativo maximo de nivel 6 (Figura 30a), o tamanho minimo de elemento
mostrou-se insuficiente para resolver corretamente as camadas de cisalhamento, resultando
em estruturas excessivamente espessas e na formacgao de um vértice secundério espurio.
Com refinamento adaptativo maximo 7 (Figura 30b), as camadas passam a ser representa-
das adequadamente, sem o aparecimento dessas estruturas nao fisicas, enquanto o Auto
AMR concentra o refinamento apenas nas regioes de elevados gradientes de vorticidade,

utilizando 7.090 elementos.

Os melhores resultados foram obtidos com refinamento maximo 8 (Figura 30c),
no qual as camadas de cisalhamento apresentam maior definicdo e a malha adaptativa
acompanha com precisao sua evolucao, empregando 28.762 elementos. Embora o refina-
mento maximo 9 (Figura 30d) produza uma representagio ligeiramente mais nitida, os
resultados de enstrofia e energia, discutidos a seguir, permanecem praticamente inalterados
em relagao ao nivel 8, apesar do aumento do niimero de elementos para 81.715. Para
comparacgao, a Figura 30e apresenta a solucao obtida em malha fixa com 16.384 elementos,
que mostra que a malha uniforme nao representa adequadamente o desenvolvimento das

camadas de cisalhamento, evidenciando a importancia da distribuicao local dos elementos.

Na Figura 31 sao comparados os resultados obtidos com o Auto AMR, a malha fixa
e a solugao pseudoespectral de referéncia de Clausen (2013). Para a enstrofia, observa-se
excelente concordancia entre a solucao de referéncia e as solugoes adaptativas com niveis
maximos de refinamento 8 e 9 ao longo de toda a simulagdo. Em contraste, o nivel 6
mostrou-se insuficiente para resolver adequadamente as camadas de cisalhamento, como
visto na Fig. 30a. Até aproximadamente ¢t = 0,6, sua evolugao é semelhante a obtida
com malha fixa e, embora ocorra uma aproximacao posterior aos valores de referéncia
devido ao desenvolvimento dos vortices principais, a solugdo permanece significativamente
menos precisa. O nivel 7 representa um caso intermediario: inicialmente acompanha a
solucao em malha fixa, mas a partir de aproximadamente t = 0,2 passa a reproduzir
corretamente a evolugao da enstrofia, indicando que essa resolucao se encontra proxima
do limite necessario para capturar adequadamente as camadas de cisalhamento. Esse
comportamento é consistente com os campos de vorticidade apresentados nas Figuras 30a

e 30e, que evidenciam a incapacidade da malha fixa e do refinamento méaximo de nivel 6
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Figura 30 — Solugoes para a vorticidade e malha adaptativa do dltimo passo de tempo
para o problema do cisalhamento duplamente peridédico.

— 6.5e+01
— 50 L
— 40 B B A
s asas sy s
%0 THHH THH H
20
10
>l B n
; .
-10 i
-20 H I
] T T
T 1 l__l =
-30 §5is HLH :
40 H :
. 50 e
L 626401

a) Solugao e tltima malha com 2.509 elementos para o nivel maximo de refinamento
1gual a 6.

o

— 616401 @ T T
i LI i
_ 50 HEEHE it
— 40 e G § T
iisisas o
%0 ] : H
R i 28

\ ) ! \ o - N
B w N -
5 & o o o o
W
H T
F T FE
T
1T T
s
i tisses
3 Raes
]
sy
HHH
FHiH
S
i
i
T b
g8 = ausi
HESE B
T HEH
by e
i g
HHHH B
HEHH B
jBisiisis: 5
T
FE
aisissl
st
s
i
T
HT
i3 T
Y T
H i
HHH |

— -50 PP R

[T
— -5.9e+01 [HTTTI

(b) Solucao e ultima malha com 7.090 elementos para o nivel méximo de refinamento
igual a 7

¢) Solugao e ultima malha com 28.762 elementos para o nivel maximo de refinamento
1gua1 a8

—6.1e+01  EIETERTE i
asiEen FEE
T ++ +++++1l
— 50 . ssslins H +¢+§++
H HH T
— 40 Gt nans Ml Maznellin:-an
S e i
30 H i THI T HY B
asssi
i
=
i
H
M

i
T

i
._.$ .. iﬁ
20 .
10
0 1T TTTITET i T“’g % % % !
-10 H Ha
8 ++
20 g HE
-30 i H ]
O [TITF 1T % +§ +;¢¢+++ i
>40 g5 H T ——‘ll +_
e

T LT
NN
. i T
HTTHY
220 1 2200 80t
T 22"
L
HAH
T i
g gl mee
L 50 L as
i 55 Miies HIH~¥+$
60 0" 1T IIIIFH++HI[ T LT e
— -0.Ue+l 8i TITTTTT 1 T




79

— -50
— -5.8e+01

(d) Solugao e ultima malha com 81.715 elementos para o nivel méximo de refinamento
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em representar corretamente as estruturas vorticais mais finas.

Para o decaimento da energia cinética, as solugoes adaptativas com niveis maximos
de refinamento entre 7 e 9 também apresentam boa concordancia com a solucao de
referéncia, enquanto o nivel 6 volta a divergir a partir de aproximadamente ¢t = 0,6.
Entretanto, para t > 0,5, as solucoes dos niveis 7 a 9 passam a apresentar valores
ligeiramente inferiores aos da referéncia, indicando uma dissipacdo numérica discretamente
mais elevada. Por outro lado, a solu¢cdo em malha fixa reproduz de forma mais proxima
o decaimento da energia cinética, embora nao represente adequadamente a evolugao da
enstrofia. Esse comportamento pode ser atribuido a baixa resolucdo espacial, que suaviza
as pequenas estruturas vorticais, reduz os gradientes locais de velocidade e produz uma
distribuicao de energia global aparentemente mais proxima da referéncia, porém com

menor fidelidade fisica.

A Tabela 5 apresenta o tamanho minimo de elemento, o niimero final de elementos e

a porcentagem de utilizacao do refinamento méaximo para cada simulagdo. A porcentagem
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Figura 31 — Resultados para o decaimento da enstrofia e energia para o problema da
camada de cisalhamento duplamente periddica.
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Fonte: Elaborada pelo autor

de utilizacao se refere a razao do niimero de elementos ativos, independente do nivel de
refinamento, no ultimo passo de tempo em relagdo ao nimero maximo de elementos dado
por (4.13).

Em conjunto com os resultados qualitativos e quantitativos apresentados anteri-
ormente, observa-se que o refinamento méaximo de nivel 8 oferece o melhor compromisso
entre acuracia e custo computacional. Embora o nivel 9 produza resultados praticamente
indistinguiveis para enstrofia e energia (ver Fig. 31), ele requer um aumento expressivo no
nimero de elementos, enquanto o Auto AMR continua utilizando apenas uma fracao da

malha uniformemente refinada equivalente.

Tabela 5 — Comparativo do ntimero final de elementos, tamanho minimo de elemento e
porcentagem de uso do total disponivel de elementos para o problema do cisalhamento
duplamente periédico.

Nivel Maximo | hpin Ntumero de Elementos | Porcentagem de Uso
6 2,44 x 107* | 2.509 61,3%
7 6,10 x 1075 | 7.090 43,3%
8 1,53 x 107° | 28.762 43,9%
9 3,81 x 107% | 81.715 31,2%
Fixa 6,10 x 107° | 16.384 100%

Fonte: Elaborada pelo autor.
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6 RESULTADOS NUMERICOS PARA NAVIER-STOKES COMPRESSI-
VEL

Neste capitulo, o modelo de Navier—Stokes compressivel apresentado no Capitulo
2 e sua aproximagao numérica descrita no Capitulo 3 sdao integrados a estratégia de
adaptatividade de malha Auto AMR desenvolvida no Capitulo 4.

A formulagao governante do modelo numérico estabilizado é definida pelas Equagoes
(3.41) e (3.42), incorporando o método SUPG acoplado ao operador de captura de choque
Y Z[. Para este dltimo, sao empregadas duas estratégias de dissipacdo numérica pela

captura de choque apresentadas nas Equagoes (3.33) e (3.34).

A metodologia é verificada inicialmente por meio de um estudo de convergéncia
de malha. Em seguida, valida-se o desempenho do algoritmo adaptativo na identificacao
automatica das regioes do dominio que requerem maior refinamento do escoamento em
dois problemas classicos da literatura aerodinamica: o escoamento compressivel ao redor
de um cilindro circular e o escoamento supersoénico sobre o aerofélio NACA 0012 a Mach

6. O codigo computacional contendo a implementacao de cada caso esta disponivel em
(LOPES, 2026).

6.1 Estudo de Convergéncia

Para o estudo de convergéncia para o sistema de Navier—Stokes compressivel serdo
usadas as mesmas defini¢oes do caso incompressivel relativas a obtencao dos dados no

ultimo passo de tempo (Segdo 5.3). Assim, consideramos a solugdo analitica (BULL;
JAMESON, 2014; DIOSADY; MURMAN, 2015)

u = Vpsin (y) cos (x), (6.1)
v = —Vpsin (z) cos (y), (6.2)
1 1
p=pVy YE + E(COS(%) + cos(2y)) | , (6.3)
P polu’+v?)
E= 6.4
o 5 (6.4)

onde Vj =py =1,0, v =14 e My = 0,1, com o passo de tempo definido como At = h até
atingir o critério de convergéncia (3.38), quando a solu¢do do ultimo passo de tempo é
comparada a solucdo analitica. O valor de viscosidade adotado é u = 3,93 x 1073, com
uma malha quadrada homogénea de lado 27, o que resulta em um valor de Reynolds de

1.600, e contorno definido usando a prépria solugao analitica.

Os resultados para cada uma das trés variaveis sao mostrados na Tabela 6, onde
para cada uma delas é apresentado o erro e a ordem de convergéncia para nimeros de
elementos variando de 64 a 16.384. Também é adotado m = pu correspondendo ao vetor

de momento linear. E possivel observar que os resultados para o momento convergem
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para a ordem esperada de 2 a partir de 1.024 elementos e se estabilizam a partir de
4.096 elementos, resultado semelhante para a densidade e energia que se aproximam de 2

consistentemente ao se aumentar o nimero de elementos, o que demonstra a convergéncia

de segunda ordem para a discretizacao espacial e temporal empregada.

Tabela 6 — Estudo de convergéncia para o problema de Navier—Stokes Compressivel

N¢ Elem. | |m —my||;2 | Ordem | |p— pull2 | Ordem | ||E — E}||z2 | Ordem
64 4,801 x1071 - 5,099 x1073 - 7,505 <1071 -
256 2,044 x107' [ 1,23 2960 x1073 | 1,02 | 4,697 x10~' | 0,68

1.024 4335 x1072 | 2,24 |6,255 x107* | 2,24 | 1,127 x107' | 2,06
4.096 1,077 x1072 | 2,01 [ 1,421 x107*| 2,14 |2,679 x1072 | 2,07
16.384 | 2,674 x1073 [ 2,01 [3,357 x107® | 2,08 | 6,480 x1073 | 2,05

Fonte: Elaborada pelo autor.

6.2 Escoamento Compressivel ao Redor do Cilindro

Nesta secao, a formulagdo compressivel de Navier-Stokes é aplicada ao problema
do escoamento ao redor de um cilindro circular, anteriormente analisado no contexto
incompressivel na Secao 5.5. Considera-se um escoamento subsénico com nimero de
Reynolds igual a 100 sobre o dominio ilustrado na Figura 32 onde as dimensoes sao dadas
por a =10, w =10 e W = 30, com C' = 1 sendo o didmetro do cilindro e R = 6 a regiao
tipo-o onde os semicirculos que a formam sao controlados pelo afastamento dos pontos
de origem do centro a uma distancia Z = 3. As condig¢oes de contorno sao definidas de
forma andloga ao caso incompressivel. Na entrada do dominio (z = —w) é imposto um
perfil uniforme de velocidade, dado por u = U, € v =0, além de p = 1,0. Para a energia
total F, adota-se condicao de Neumann homogénea. Nas fronteiras superior e inferior
do dominio, representando as paredes do canal, ¢ aplicada uma condicao de simetria.
Nesse caso, impoe-se condi¢ao de Neumann homogénea para a componente horizontal da
velocidade, enquanto a componente vertical satisfaz v = 0. Na saida do dominio (x = W)
sao aplicadas condi¢oes de Neumann homogeéneas para u, v e p. Ja a energia total é

prescrita pela Equagao

4 P, 2 2
EF=—-+4= 6.5
onde a pressao é definida por
1
p _= 5, 66
M@ (6.6)

com v = 1,4 e nimero de Mach M, = 0,2.

Com objetivo de reduzir a produgao de ondas aciisticas devido a diferenga brusca

de pressao criada pela distribuicao dos valores do contorno de entrada em todo o dominio,
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um passo intermediario na construcao da condicao inicial que produz uma solu¢ao aproxi-
madamente estacionaria é aplicado. A geracao dessa solucao é feita a partir das mesmas
condigoes de contorno, viscosidade e estratégia SUPG/YZ/ usadas para o problema transi-
ente, mas sem a presenca da discretizacao temporal. Sabendo que uma solugao realmente
estacionaria ¢ inviavel para Re = 100, é usada uma adaptagdao do Método de Iteragoes
de Picard (LARSON; BENGZON, 2013), o qual é modificado para executar 10 iteracoes,
e a solucao da iteracdo com menor diferenca em relacao a solucao da iteragao anterior é
definida como condigao inicial. Dessa forma a solucdo obtida é a que mais se aproxima de
uma solucao estacionaria. O valor de Reynolds é obtido da mesma maneira que foi para o
modelo incompressivel. Se for usado o valor U,,,, = 1,0 e a viscosidade u = 0,01 obtemos
R. = 100.

Figura 32 — Esquema do dominio usado para o problema do escoamento compressivel ao
redor do cilindro.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Assim como no caso incompressivel, tratado na Secao 5.5, as quantidades de
interesse sdo os coeficientes de arrasto e sustentagao definidos, respectivamente, em (5.20)
e (5.21). Contudo, devido a compressibilidade as forgas de arrasto e sustentacdo sao

obtidas através do vetor de tragao
f:AW—mnﬁ, (6.7)

com V definido em (2.6). Além disso também sao verificados o periodo da oscilagao
principal do coeficiente de sustentagao capturado pelo ultimo ciclo completo e o nimero

de Strouhal, definido como:

fC C
Umax Tcl Umaac
onde C' é o comprimento caracteristico, nesse caso o diametro do cilindro, T, o periodo do

St = (6.8)

ultimo ciclo do coeficiente de sustentacao e U, a velocidade do escoamento.
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As simulacoes foram feitas com passo de tempo At = 0,01 até o tempo final 7' = 200.
A captura de choque foi configurada usando a estratégia de obtencao de § da Equagao
(3.34) onde é definido = 2, que corresponde a configuragdo onde ha menor dissipagao
na proximidade de eventuais descontinuidades. Para a estratégia adaptativa Auto AMR,
foi adotado um nivel inicial de refinamento igual a 0, correspondente a uma malha inicial
com 3.864 elementos desenvolvida com o software gmsh (GEUZAINE; REMACLE, 2009)
ilustrada na Figura 33 que difere da malha previamente usada para o caso incompressivel
pela necessidade de maior resolugao inicial no cilindro para o método compressivel, e
pela maior tolerancia observada para esse método a mudancas de razao de aspecto na
interface tipo-o que contém o cilindro com a parte quadrangular do restante da malha.
Foram considerados trés cenarios com niveis maximos de refinamento l,,., = 1, 2, 3, que se
aplicada em toda a malha podendo alcancar, respectivamente, 15.456, 61.824 e 247.296

elementos.

Figura 33 — Malha com 3.864 elementos usada para o problema do Escoamento Compressivel
ao Redor do Cilindro.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Para os cendrios com [,,,, = 2,3 foi usada uma limitacdo de nivel maximo do Auto
AMR de forma a acelerar a formagao da sequéncia de vortices esperados para esse tipo de
problema. A limitagdo vale a partir do inicio da simulac¢ao, e mantém [,,,,, = 1 enquanto
a condi¢ao |CL| < 0,05 for verdadeira. Quando o valor do médulo de C, ultrapassa o
valor determinado a limitacao é desligada e o nivel maximo de refinamento atinge seu
valor predeterminado para a simulagao. Apés a simulagao atingir ¢ = 100 a frequéncia de

aplicacao da adaptatividade é acelerada para uma aplicacao a cada cinco passos de tempo,
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de forma a capturar melhor os vortices. Também foi feita uma simulagao com malha fixa

com 48.767 elementos sem o uso de adaptatividade.

As solugoes em T = 200 para o Auto AMR sao exibidas na Figura 34 com foco na
parte frontal do dominio (—w < z < w), a Figura 34a mostra o resultado da magnitude da
velocidade (||u]|) para l;u.. = 1 e da malha adaptativa correspondente com 7.668 elementos.
Observa-se que o refinamento foi concentrado nas proximidades do cilindro e na esteira
de escoamento onde ha os maiores gradientes da solu¢ao. Mesmo utilizando em torno de
50% do total de elementos disponiveis no refinamento maximo, a estratégia adaptativa

capturou adequadamente as principais estruturas do escoamento.

Para a Figura 34b sao exibidos os resultados da magnitude da velocidade para
lmez = 2 e da malha adaptativa correspondente com 20.535 elementos, que representam
33% do total de elementos disponiveis no refinamento méximo. Também observa-se o
refinamento concentrado nas regides de maior gradiente da esteira de escoamento e ao redor
do cilindro, onde a regiao refinada aumenta ligeiramente junto com a velocidade maxima
da solucao, e a disposicao de elementos comeca a apresentar regioes menos refinadas

correspondentes as regides entre os vortices com menor erro local.

Para a Figura 34c sao exibidos os resultados da magnitude da velocidade para
lmaz = 3 € da malha adaptativa correspondente com 49.221 elementos, que representam
20% do total de elementos disponiveis no refinamento maximo. Pelas porcentagens de
uso anteriores confirma a tendéncia geral observada nos outros problemas a serem usados
menos elementos & medida que o nivel de refinamento se aprofunda. Também é observado
que a regiao de refinamento engloba uma area pouco maior que a esteira de escoamento a
medida que essa se expande mais facilmente devido ao menor tamanho de elemento. A
captura das regioes de maior gradiente como os vortices da esteira de escoamento sdo bem
definidas e mostra que o Auto AMR consegue identificar e priorizar essas estruturas para

receber um maior nivel de refinamento.

Por fim ¢é feita a comparagao das solugoes com a simulagdo em malha fixa (Figura
34d), onde a magnitude da velocidade é semelhante a obtida para l,,,, = 2. Visualmente,
percebe-se apenas uma pequena diferenga na qualidade da esteira de vértices em relagao a

condicao l,.: = 3, na qual o Auto AMR atinge uma maior resolugao.

Na Figura 35 é apresentada a evolucao dos coeficientes de arrasto e sustentacao na
janela de medicao de t = 175 a t = 200. Observa-se uma oscilacao secundaria afetando
a evolucao dos coeficientes presente de forma mais visivel para os resultados de Cp. A
Figura 35c¢ apresenta a evolugao dos coeficientes ao longo de todo o periodo, no qual a
oscilagdo secundaria mantém a razao de 2:1 em relagao as oscilagoes principais e aumenta
de amplitude com o passar do tempo. A possivel origem dessa oscilacao secundéria reside
no acoplamento aeroacustico: as perturbacoes de pressao geradas pelo descolamento de

vortices sofrem reflexdes residuais nas fronteiras do dominio truncado e retroalimentam a
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(c) Solugdo para Iy, = 3 em ||ul| e malha adaptativa final com 49.221 elementos.
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(d) Solugao em |Ju|| e malha fixa com 48.767 elementos.

esteira no contorno do cilindro.

Os resultados comparativos para o escoamento compressivel ao redor do cilindro a
Re = 100 sao sintetizados na Tabela 7, na qual a metodologia Auto AMR é confrontada
com a simulagao em malha fixa e com as referéncias numéricas de Lomtev, Quillen e

Karniadakis (1998) e Burbeau e Sagaut (2002).

O trabalho de Lomtev, Quillen e Karniadakis (1998) emprega uma formulagao
mista Espectral/hp baseada no método Galerkin Descontinuo (DG), utilizando uma malha
inicial de 462 elementos triangulares acoplada a polindomios de aproximagao de sétima
ordem. Por sua vez, Burbeau e Sagaut (2002) utilizam uma abordagem DG para diferentes
graus de discretizacao espacial. Para fins de comparacgao neste trabalho, selecionaram-se os
resultados da primeira ordem polinomial (P;) para malhas de diferentes tamanhos, as quais
sao classificadas como: Grossa, a que tem 2.942 elementos triangulares e 30 elementos no
contorno do cilindro. Média, com 2.942 elementos triangulares e 34 elementos no contorno

do cilindro. Fina, com 7.478 elementos triangulares e 46 elementos no contorno do cilindro.

A anélise comparativa demonstra que o Auto AMR obtém coeficientes aerodinami-
cos (Cp e Cp) e pardametros dindmicos (periodo e nimero de Strouhal) em concordancia
com a literatura. Observa-se que o coeficiente de arrasto (Cp) exibe a mesma tendéncia
de elevagao com o incremento do nivel de refinamento (l,,4,) reportado por Burbeau e
Sagaut (2002). Em relacdo ao coeficiente de sustentacao (Cf), os valores obtidos pela
metodologia proposta alinham-se mais aos resultados de Burbeau e Sagaut (2002) para
as malhas Média e Fina devido a maior proximidade com os valores de h,,;, alcancados
pelo Auto AMR, que exibe uma pequena variacdo na segunda casa decimal, assim como
as malhas Média e Grossa de Burbeau e Sagaut (2002), mas mesmo assim concordando

com a tendéncia de leve elevacao com o incremento do nivel de refinamento.

Em relacao ao niimero de Strouhal para as simulagdes com o Auto AMR, é observada
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Figura 35 - Evolucao dos resultados de C'p e C, para o problema do Escoamento Com-
pressivel ao Redor do Cilindro.
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uma tendéncia de elevacao com o incremento do nivel de refinamento, que é o oposto do
reportado por Burbeau e Sagaut (2002) consideradas as trés malhas. Como o nimero de
Strouhal é uma medida do fluxo oscilatério (WHITE, 2015), acreditamos que a interferéncia
construtiva nas oscilagoes principais de Cp e Cf causada pelas ondas acusticas refletidas
pelas paredes do dominio seja responsavel pela tendéncia de subida, visto que ha um
aumento da interferéncia diretamente proporcional a progressao temporal do problema,

como pode ser visto na Figura 35c.

Também observamos que a simulagao em malha fixa apresenta seus coeficientes com
valores consideravelmente elevados em comparacao ao Auto AMR e solugoes de referéncia
mesmo tendo um tamanho de elemento entre os obtidos com I, = 1 € [0, = 2. Como
foram observadas interferéncias aciisticas de maior magnitude para essa simulagao, devido
ao fato de toda a malha estar mais refinada, e consequentemente facilitando a resolucao

das ondas actsticas, o efeito descrito dessas ondas maximizou os valores obtidos além do

esperado.
Método Cp | C;, | Periodo | Strouhal | h,in
Lomtev et al. (1998) 1.37 1 0.67 | 6.06 0.165

Burbeau e Sagaut (2002) Grossa | 1.23 | 0.64 | 5.64 0.177 1,05 x 107!
Burbeau e Sagaut (2002) Média | 1.27 | 0.71 | 5.60 0.178 9,24 x 1072
Burbeau e Sagaut (2002) Fina 1.38 | 0.74 | 5.85 0.171 6,83 x 1072

Auto AMR (lpar = 1) 1.38 1 0.72 | 5.97 0.168 2,33 x 1072
Auto AMR (I = 2) 1.40 | 0.75 | 5.96 0.168 1,15 x 1072
Auto AMR (lr = 3) 1.43 1 0.73 | 5.78 0.173 5,70 x 1073
Malha Fixa 1.41 1 0.76 | 5.83 0.172 1,31 x 1072

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 7 — Comparativo com dados de referéncia para o problema do escoamento ao redor
do cilindro compressivel em R, = 100

6.3 Fluxo Supersonico no Aerofélio NACA 0012

O problema consiste na simulagao de um escoamento laminar a Mach 6 em torno
de um aerof6lio NACA 0012. Proposto originalmente por Aliabadi, Ray e Tezduyar (1993),
o caso foi empregado para comparar formulagoes numéricas das equagoes de Navier—Stokes
baseadas em variaveis conservativas e de entropia. Para o presente estudo, consideram-se

como referéncia os resultados obtidos com a abordagem em varidveis conservativas.

O dominio simulado é apresentado na Figura 36 e tem dimensoes definidas pelo
comprimento de corda C', que para esse caso é unitario, e por A = 0,75, resultando na area
—1,15 < 2 < 1,25 por —0,75 < y < 0,75 onde a origem ¢ posicionada no ponto médio da
corda. As condic¢bes de contorno sao definidas em trés regides. Na entrada, representada

pela secao semicircular a esquerda, é imposto um perfil uniforme de velocidade a dngulo de
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Figura 36 — Dominio usado para o aerofélio NACA 0012.
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Fonte: Elaborada pelo autor

ataque zero, dado por u = U4 € v = 0 com U, = 1,0, além de p = 1,0 com a energia
sendo obtida pela Equagdo (6.5) onde a pressdao é dada por (6.6) por My = 6,0 e v = 1.4.
No restante da fronteira dado pelas linhas de topo, base e a direita adota-se uma condigao
de Newmann homogénea. No aerofélio ¢ definida uma condigdo de nao deslizamento com
u = v = 0 e Newmann homogénea para densidade e energia. O nimero de Reynolds desse
problema é definido com base na velocidade caracteristica de entrada U,,., € na corda

unitaria do aerofélio. Dessa forma a definicdo do nimero de Reynolds é reduzida para

Umaz
Re = , 6.9
. (6.9)

onde p = 107 resulta em Re = 10.000.

As quantidades de interesse para esse problema sao a densidade e nimero de Mach
avaliados ao longo da linha horizontal destacada na Figura 36, com —0,6 < x < —0,5,
que corresponde a uma linha de comprimento 0,1 até a ponta frontal (leading edge) do

aerofélio.

As execugoes do problema sao feitas a partir de uma malha com 4.080 elementos
desenvolvida com o software gmsh apresentada na Figura 37, no qual o Auto AMR é
avaliado partindo do nivel inicial 0 até os niveis 2, 3 e 4 onde cada nivel maximo podendo

chegar a 65.280, 261.120 e 1.044.480 elementos, respectivamente. Por tltimo ¢ realizada
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uma simulag¢ao em malha fixa com 20.800 elementos sem a utilizagao de adaptatividade
de malha. Para cada simulacao foi usada a configuragao quase-estacionaria na qual a
estratégia secundaria para detectar o estado estacionario é avaliada se o tempo de simulacgao

passar de t = 5, com o passo de tempo usado sendo At = 0,01.

Figura 37 — Malha com 4.080 elementos usada para o problema do Fluxo Supersonico no
Aerofélio NACA 0012.
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Fonte: Elaborada pelo autor

O parametro de avaliagdo da estimativa de erro do Auto AMR para esse problema
é determinado levando em conta a densidade. A captura de choque foi configurada usando
a estratégia de obtencao de § da Equagao (3.34), na qual se define 8 = 1, correspondendo
a configuragdo de maior dissipagao nas proximidades das descontinuidades. Também se
utilizou nesse problema o Algoritmo 1 de modificacao do contorno do aerofélio, baseado
nas fungdes superior e inferior fy(z,y) que descrevem a espessura da geometria em fungao
da posicao ao longo da corda. Para determinar a raiz da derivada da distancia mais
préxima do ponto P ao contorno do aerofélio, emprega-se o método numérico da Falsa
Posicao.

Os campos de densidade e as respectivas malhas adaptativas sdo apresentadas
na Figura 38. Para o nivel maximo de refinamento l,,,, = 2 (Figura 38a), a frente de
onda de choque exibe discretas oscilagoes numéricas (ruidos), mas é evidente que o Auto

AMR conseguiu capturar corretamente a regiao de descontinuidade. Ao elevar o nivel de
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refinamento para l,,,, = 3 (Figura 38b) observa-se uma camada de choque mais nitida
com a intensidade das oscilagoes numéricas reduzidas, onde a regiao de descontinuidade é
também mais fina. E por fim, a simulacdo com [,,,,, = 4 (Figura 38¢) reproduz uma linha
de transicao consideravelmente mais fina onde a configuracao da malha adaptativa segue
de maneira semelhante aos niveis 2 e 3, com a onda de descontinuidade se deslocando mais
em direcao a saida a medida que o nivel de refinamento cresce. Em relacao a malha fixa de
20.800 elementos, da Figura 38d, as oscilagdes da frente de onda sao similares as obtidas
com ly,q, = 2, porém com um aspecto mais difuso, assim como a espessura também é
maior. O que reflete o fato de que essa malha é a que tem o maior tamanho de elemento,
com Aumin = 4,08 x 1073,

A validacao quantitativa dos perfis de densidade e nimero de Mach, extraidos ao
longo da linha horizontal destacada a frente do aerofélio (Figura 36, com coordenadas
y=0e —0.6 <z <—-0.5), é apresentada na Figura 39, na qual os resultados do Auto
AMR sao comparados com a solugao de referéncia de Aliabadi, Ray e Tezduyar (1993)
e com o caso de malha fixa. Na regiao pés-choque (adjacente ao bordo de ataque, de
—0.52 <z < —0.5), a densidade obtida pelo Auto AMR aproxima-se progressivamente
do resultado de referéncia conforme o nivel de refinamento é elevado, ao passo que o
numero de Mach atinge o valor de referéncia em todas as configuragoes. Na zona de
transicao do choque, tanto a densidade quanto o nimero de Mach apresentam perfis com
gradientes mais ingremes a partir de l,,,,, = 3, evidenciando uma captura mais nitida da
descontinuidade. Adicionalmente, observa-se uma discreta oscilagdo numérica no nivel

lmaz = 3, a qual é totalmente eliminada com o avango do refinamento para l,,,, = 4.

A Tabela 8 sintetiza a evolugdo do niimero total de elementos e do comprimento
minimo de elemento (h,,;,) em fungdo do nivel de refinamento. Como a estrutura fisica
da onda de choque permanece inalterada, reduzindo-se apenas a sua espessura numeérica
proporcionalmente ao decréscimo de h,,;,, a fracdo de elementos efetivamente utilizados

diminui progressivamente com o aumento de 4,

Tabela 8 — Comparativo do menor tamanho de elemento, nimero final de elementos e

porcentagem de uso do total disponivel de elementos para o fluxo supersonico no aerofélio
NACA 0012.

Nivel Maximo | Anmin Numero de Elementos | Porcentagem de Uso
2 2,86 x 1073 | 10.218 15%

3 1,42 x 1073 | 18.597 ™%

4 7,22 x 107* | 35.007 3%

Fixa 4,08 x 1073 | 20.800 100%

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 38 — Solugbes para a densidade e malha adaptativa do ultimo passo de tempo para

o problema do fluxo supersonico no aerofélio NACA 0012.
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Figura 39 — Resultados comparativos para a densidade e Mach ao longo da linha horizontal
(y =0, —0.6 <z < —0.5) entre as execugdes com Auto AMR, Malha Fixa e os resultados

obtidos por Aliabadi, Ray e Tezduyar (1993).
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7 RESULTADOS NUMERICOS PARA AS EQUACOES DE EULER

Neste capitulo, aborda-se o regime inviscido, no qual as equacoes de Navier—Stokes
compressiveis se reduzem as equagoes de Euler ao se desconsiderarem os efeitos viscosos.
A formulacdo numérica é derivada diretamente do modelo geral previamente estabelecido.
A exemplo do caso viscoso, realizam-se estudos de convergéncia e aplicagdes em problemas
classicos da literatura para avaliar o desempenho do algoritmo adaptativo na presenca
de fortes gradientes e descontinuidades. O cédigo computacional correspondente a cada
simulagao estd disponivel em (LOPES, 2026).

7.1 Formulagao Variacional Estabilizada

As equagdes de Euler descrevem escoamentos nos quais as forgas viscosas sao
despreziveis frente aos mecanismos advectivos, premissa valida em regimes caracterizados
por elevados nimeros de Reynolds. Na pratica todo o fluido tem alguma viscosidade, a
excecao do Hélio resfriado a temperaturas proximas ao zero absoluto, que assume um
estado de zero viscosidade e atrito conhecido como superfluido (SCHMITT, 2015).

Formalmente, essa representagao deriva da simplificacao do modelo de Navier—Stokes
definido na Equacgao (3.41). Ao se imporem os coeficientes de viscosidade = A = 0,
o tensor viscoso relacionado ao termo difusivo (3.11) anula-se (V = 0), reduzindo a

formulagao variacional (3.41) ao seguinte sistema:

3UZ+2 8Un+2
‘W, d /Ai i 9y, g
o 2At h 0%+ Q (U ox; hoax
oW,
R-7|A; (UM d 7.1
t R (AT @
+2 4UZ+1_ Z
+/ﬂa(vwh-VUh ) dx:/QQ—At-th)H—/QGh-thx,
onde 3UTT? —4UTt 4+ U ount?
h o — AU +Up n+1y OUp

_ A it B 2
R I AU )5, (72)

A auséncia dos termos viscosos na Equagao (7.1) dispensa o processo de integracao
por partes na formulagao variacional, de modo que nao emergem termos de superficie
para a imposicao direta de condi¢des de contorno do tipo Neumann. Tal caracteristica
nao representa uma limitagao para este trabalho, visto que as fronteiras nao submetidas
a condicoes de Dirichlet requerem apenas condi¢oes de Neumann homogéneas, as quais
sao satisfeitas de forma implicita pela prépria formulacao. Caso a imposicao de condi¢oes
de Neumann nao homogéneas fosse necessaria, esta poderia ser realizada mediante a
integracgao por partes do termo advectivo ou pelo emprego de fluxos numéricos de contorno.

Os termos remanescentes da equacao preservam as defini¢oes estabelecidas anteriormente.
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7.2 FEstudo de Convergéncia - Vértice 2D em Fluxo Isentrépico

O caso do vortice isentropico bidimensional representa uma solu¢ao analitica para
as equagoes de Euler compressiveis (BUI-THANH, 2015). Conforme a formulagao de
Yee, Sandham e Djomehri (1999), o escoamento é definido como uma perturbagio suave

convectada sobre um estado uniforme de referéncia, cujas varidveis sdo dadas por:

u=1- y;if’ﬁe“—m), (7.3)
—t—
v = %56(1*1%2), (7.4)
Y= 1 _p2 ﬁ
p=1- Wﬁ%z(l ) , (7.5)
p=yp (7.6)

onde R?=(x —t—20)>+ (y — %)% 0 =5,9 =0,7y=14 e 8 =5. O vetor fonte para

esse problema é G = 0.

O dominio computacional consiste no quadrado Q = [3,5;5,5] x [—1, 1], no qual
condi¢oes de contorno de Dirichlet sao prescritas em toda a sua fronteira com base na
solugdo exata. A condicao inicial é igualmente definida a partir da solugao analitica. Visto
tratar-se de um escoamento suave e livre de descontinuidades, os termos de estabilizacao

SUPG e de captura de choque nao foram empregados.

O primeiro resultado apresentado para este problema ¢é o teste de convergéncia do
método. Para execucao foram considerados =2 x 1074, At = h/1.000 e T = 0,05. Na
Tabela 9 sao mostrados os resultados para as variaveis conservativas em malhas compostas
por 16, 64, 256, 1.024 e 4.096 elementos. Também é adotado m = pu correspondendo ao
vetor de momento linear. Para cada varidvel, apresentamos o erro na norma Lo (coluna
4 esquerda) e a respectiva taxa de convergéncia (coluna a direita). E possivel observar
que os resultados para o momento convergem para a ordem esperada de 2, resultado
semelhante para a densidade e energia que se aproximam de 2 consistentemente ao se
aumentar o niumero de elementos, o que demonstra a convergéncia de segunda ordem para

a discretizacao espacial e temporal empregada.

A Figura 40 apresenta os perfis unidimensionais ao longo do eixo = (y = 0) referentes
a evolucao temporal da densidade e das componentes da quantidade de movimento em
x e y até o instante t = 1,4. Observa-se uma excelente concordancia entre os resultados
numeéricos e a solugao exata, com as curvas para o momento em x e densidade apresentando

uma pequena oscilacdo, mas mantendo uma forte concordancia com a solucao exata.

7.3 Choque Obliquo

Este problema consiste no escoamento inviscido e compressivel de um fluido a Mach

2, cujo vetor velocidade apresenta uma inclinacao de —10° em relagao a parede inferior,
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Tabela 9 — Estudo de convergéncia para o problema de Euler Compressivel

N2 Elem. | |[m —my|[z2 | Ordem | |p— pullzz | Ordem | ||E — E}||r2 | Ordem

16 1,063 x 107! _ 6,393 x 102 _ 2,832 x 101 3

64 2720 x 102 | 1,97 |1590x102| 201 |7,058x10°2| 1,98

256 6,755 x 1073 2,01 3,901 x 1073 2,03 1,767 x 1072 2,02

1.024 1,660 x 1073 2,01 9,586 x 1074 2,02 4,340 x 107° 2,03

4.096 4,097 x 104 1,98 2,387 x 1074 2,01 1,079 x 1073 2,01

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 40 — Resultados no eixo-x nos tempos ¢t = 0,2s, t = 0,65, t = 1,0s e t = 1,4s.

Momento em x Momento em y Densidade

-6- exata t=0.2
0.64 — Malha Fixa t=0.6
-©- exata t=0.6

| = Malha Fixa t=1.0
-©- exata t=1.0

—— Malha Fixa t=1.4 X
-©- exata t=1.4

Fonte: Elaborada pelo autor

conforme ilustrado na Figura 41. Essa deflexao origina uma onda de choque obliqua com
angulo de inclinacao de 29,3° em relagao a horizontal, estabelecendo, a jusante do choque,
um escoamento com nimero de Mach igual a 1,64052 (CATABRIGA; COUTINHO, 2002).

O dominio computacional consiste em um quadrado unitério Q = [0, 1]*>. Condigoes
de contorno de Dirichlet sao prescritas nas fronteiras de entrada (esquerda) e superior (topo)
com os valores do estado a montante: u = cos(w), v = —sin(w) (sendo w = 107/180rad),
densidade p = 1 e pressao p = 0,17857, sendo a energia total obtida pela equacao de estado
(2.16). Na regiao a jusante (pés-choque), os valores analiticos de referéncia correspondem
ap=1,45843, u = 0,88731, v =0 e p = 0,30475.

O perfil descontinuo de densidade resultante dessa transi¢cdo (de p = 1 para
p = 1,45843) é adotado como solugao de referéncia para a validagdo da metodologia
empregada. A condicao inicial é estabelecida atribuindo-se o estado fisico a montante a

todo o dominio numérico.

A quantidade de interesse para esse problema é o valor da densidade ao longo da

linha vertical em = = 0.9 como mostrado na Figura 41. Esses valores sao comparados com
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Figura 41 — Dominio quadrado unitario para o problema do choque obliquo. A linha mais
grossa representa a barreira de choque e a linha pontilhada a posicao do eixo de onde os
dados de comparagao sao obtidos.

M = 1.64052
p = 1.45843
—>
) 29.3°
y
X x=0.9

Fonte: Elaborada pelo autor

a solugdo exata e os valores apresentados por Catabriga e Coutinho (2002).

As execucgoes do problema foram feitas com captura de choque usando a estratégia
da média simples dos valores de 3 (3.33). O passo de tempo é definido como At =5 x 1073
e executado até atingir o regime quase-estacionario partindo de uma malha com 400
elementos no nivel 0 aos niveis 2, 3 e 4 com cada nivel madximo podendo chegar a
6.400, 25.600 e 102.400 elementos, respectivamente. Para esse problema o Auto AMR foi

configurado para fazer a estimativa de erro com base no valor da densidade.

Os campos de densidade e as respectivas malhas adaptativas geradas pelo algoritmo
Auto AMR sao apresentados na Figura 42. Para o nivel maximo de refinamento [,,,, = 2
(Figura 42a), a frente da onda de choque exibe discretas oscilagoes numéricas (ruidos),
embora a estrutura de malha evidencie que o algoritmo rastreou corretamente a zona de
descontinuidade. Ao elevar o refinamento para l,,,, = 3 (Figura 42b), observa-se uma
camada de choque significativamente mais nitida e isenta de flutuacoes visiveis. Nesse
cenario, a faixa correspondente aos elementos mais refinados mostra-se mais estreita e
delimitada do que a obtida com [,,,, = 2. Por fim, a simulagdo com [,,,, = 4 reproduz
uma linha de transicdo consideravelmente mais fina para a descontinuidade, ao passo que
a distribuicao de elementos da malha adaptativa mantém-se qualitativamente semelhante

a configuracdo observada para l,,,, = 3. Em relacdo a malha fixa de 1.600 elementos, da
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Figura 42d, as oscilagoes da frente de onda de choque sao maiores do que as obtidas para
lmaz = 2 € também a sua espessura, dado que essa malha é a que tem o maior valor de

comprimento minimo de elemento, com A, = 2,50 x 1072

A Tabela 10 sintetiza a evolu¢ao do nimero total de elementos e do comprimento
minimo de elemento (h,,;,) em fungdo do nivel de refinamento. Como a estrutura fisica
da onda de choque permanece inalterada, reduzindo-se apenas a sua espessura numeérica
proporcionalmente ao decréscimo de h,,;,, a fracdo de elementos efetivamente utilizados

diminui progressivamente com o aumento de 4,

Tabela 10 — Comparativo do menor tamanho de elemento, nimero final de elementos e
porcentagem de uso do total disponivel de elementos para o problema do choque obliquo.

Nivel Maximo | Amin Numero de Elementos | Porcentagem de Uso
2 1,77 x 1072 | 961 15,02%

3 8,84 x 1073 | 1.714 6,70%

4 4,42 x 107 | 3.256 3,18%

Fixa 2,50 x 1072 | 1.600 100,00%

Fonte: Elaborada pelo autor.

A validacao quantitativa do perfil de densidade extraido na secao vertical x = 0,9
¢é apresentada na Figura 43, na qual a metodologia proposta é confrontada com a solucao
exata, com a malha fixa e com o resultado numérico de Catabriga e Coutinho (2002)
obtido com uma malha fixa de 800 elementos triangulares e h;, = 5,00 x 1072, Os perfis
obtidos pelo Auto AMR demonstram maior proximidade em relacao a solucao analitica
quando comparados tanto a malha fixa quanto aos resultados de referéncia de Catabriga
e Coutinho (2002). Como esperado, o incremento no nivel de refinamento méximo e a
consequente reducao do pardmetro h,,;,, promove a convergéncia para a solucao exata,

sendo o menor erro global verificado para a condicao de [,,,, = 4.

7.4 Choque Refletido

Este problema consiste na simulacao da reflexao de uma onda de choque obliqua
em uma parede plana, caso classico de validacao para escoamentos supersonicos (CA-
TABRIGA; COUTINHO, 2002; ALIABADI; RAY; TEZDUYAR, 1993). Modelado no
dominio retangular Q = [0,4,1] x [0,1] (Figura 44), o escoamento é estabelecido pela
interagao entre um fluxo uniforme paralelo ao eixo x a Mach 2,9 (prescrito na entrada) e
um fluxo inclinado a Mach 2,3781 proveniente da fronteira superior. Essa configuracao
origina trés regides uniformes distintas, delimitadas pela onda de choque incidente (29° em

relagdo ao topo) e pela onda refletida na parede inferior (23,28° em relagao a horizontal).
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Figura 42 — Solugdes para a densidade e malha adaptativa do ultimo passo de tempo para
o problema do choque obliquo.
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(a) Solugao e malha adaptativa com 961 elementos para o nivel maximo de refinamento
igual a 2.

(b) Solucao e malha adaptativa com 1.723 elementos para o nivel méximo de refina-
mento igual a 3

1.5e+00

1.45

1.0e+00

(¢) Solugao e malha adaptativa com 3.259 elementos para o nivel maximo de refina-
mento igual a 4
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1.5e+00
I[ 1.45
1.4

—1.15

‘|1.05
1.0e+00
(d) Solugao para a densidade sob uma malha fixa de 1.600 elementos para o problema
do choque obliquo.

As propriedades analiticas de cada regiao estao sintetizadas na Tabela 11, onde na
fronteira esquerda (entrada), prescrevem-se condi¢oes de Dirichlet com as propriedades
da Regiao 1 (R1), enquanto a fronteira superior (topo) recebe os valores da Regiao 2
(R2). Na parede inferior, impoe-se a condi¢ao de Dirichlet v = 0. Na fronteira direita
(saida), aplica-se a condigdo de Neumann homogénea, na qual se espera obter a solucao
correspondente a Regiao 3 (R3). A condicao inicial é estabelecida atribuindo-se o estado

da Regiao 1 a todo o dominio computacional.

Tabela 11 — Valores de momento e pressao por regiao do dominio para o problema do
choque refletido

R1 R2 R3
=10 =17 p = 2,68728
u=29 u=261934 | u=240140
v =0 v=—0,50632 | v =0
p=0,714286 | p = 1,52819 | p = 2,03407

Fonte: Elaborada pelo autor.

A quantidade de interesse primaria consiste nos perfis das varidaveis extraidos ao
longo da linha horizontal y = 0,25 (Figura 44), cobrindo a extensao do dominio da entrada

até a saida na Regidao R3.

O esquema computacional relativo a captura de choque e o passo de tempo foram
os mesmos utilizados no problema do choque obliquo (Segao 7.3). Em particular pra esse
caso, A malha base (nivel 3) parte de 256 elementos, enquanto os testes com refinamento
adaptativo atingem os niveis ., = 5, 6 ou 7, cujos limites maximos de elementos sao
4096, 16384 e 65536, respectivamente. A indicacao de erro do Auto AMR foi configurada

tomando a densidade como varidvel de controle.



102

Figura 43 — Resultados comparativos para o problema do Choque Obliquo entre a solugao

exata, uma malha com numero fixo de elementos, Auto AMR e os dados obtidos por
(CATABRIGA; COUTINHO, 2002).

1.5
—-A- Sol. Exata
O Catabriga (2002)
144 —&— Malha Fixa
' o —— Auto AMR /max =2
1.3 A
Q
1.2 A
1.1 -
1.0 -

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
y

Fonte: Elaborada pelo autor

Os resultados obtidos com o Auto AMR sao apresentados nas Figuras 45, 46 e 47,
enquanto o resultado para a malha fixa é exibido na Figura 48. A primeira ilustra o campo
de densidade e a malha adaptativa para o nivel maximo [,,,, = 5, no qual o tamanho
minimo de elemento h equivale ao da malha fixa nao adaptativa de 4096 elementos. Para
esse nivel de refinamento, verifica-se que as ondas de choque exibem discretas oscilagoes
numéricas, comportamento analogo ao observado no caso de malha fixa (Figura 48a),
porém com quase 3000 elementos a menos. Nota-se, contudo, que o algoritmo Auto AMR

identifica e refina com precisao a regiao ao longo das descontinuidades.

Ao elevar o nivel maximo de refinamento para [,,,, = 6, a captura da onda de
choque torna-se significativamente mais nitida e isenta de flutuagoes visiveis. Nesse cenério,
a faixa de refinamento da malha adaptativa desenvolve uma camada adicional de elementos
mais refinados em relagao ao nivel anterior. Com [,,,, = 7, a resolucao da descontinuidade
¢ ainda superior, mantendo-se uma distribuicao de elementos similar a do nivel [,,,, = 6,
porém com maior densidade de elementos de menor dimensao caracteristica na regiao do

choque.
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Figura 44 — Dominio para o problema do choque refletido. A linha mais grossa representa a
barreira de choque e a linha pontilhada a posi¢ao do eixo de onde os dados de comparacao
sao obtidos.

M=2.3781
p=1.7
29°
M=2.9 S M=1.94235
0=1.0 p=2.68728
- ® -
el i - ittt
y 23.28°
X

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 45 — Visualizagoes do resultado para o problema do choque refletido com [,,,, = 5.
Em (a) é apresentada a visualizagao da solugao para a densidade. Em (b) é apresentada a
visualizacao da malha adaptativa com 1.039 elementos.

rho

1.0e+00

A Tabela 12 sintetiza a evolugdo do nimero total de elementos e do comprimento
minimo de elemento (h,;,) em fungdo do nivel de refinamento. Como a estrutura fisica
da onda de choque permanece inalterada, reduzindo-se apenas a sua espessura numeérica
proporcionalmente ao decréscimo de h,,;,, a fracdo de elementos efetivamente utilizados

diminui progressivamente com o aumento de 4,

A validacdo quantitativa do perfil de densidade extraido na secao vertical y = 0,25
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Figura 46 — Visualizages do resultado para o problema do choque refletido com [,,,4, = 6.
Em (a) é apresentada a visualizagdo da solugdo para a densidade. Em (b) é apresentada a
visualizagao da malha adaptativa com 2.257 elementos.

rho

1.0e+00

Figura 47 — Visualizagdes do resultado para o problema do choque refletido com [, = 7.
Em (a) é apresentada a visualizagao da solugdo para a densidade. Em (b) é apresentada a
visualizacao da malha adaptativa com 4.681 elementos.

rho
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Figura 48 — Visualizac¢oes do resultado para o problema do choque refletido com malha fixa.
Em (a) é apresentada a visualizagdo da solugdo para a densidade. Em (b) é apresentada a
visualizagdo da malha fixa com 4.096 elementos.

rho

1.0e+00

(b)

Tabela 12 — Comparativo do menor tamanho de elemento, nimero final de elementos e
porcentagem de uso do total disponivel de elementos para o problema do choque refletido.

Nivel Maximo | hmin Numero de Elementos | Porcentagem de Uso
5 4,47 x 1072 | 1.039 25,4%

6 224 x 1072 | 2.257 13,8%

7 1,12 x 1072 | 4.681 7.1%

Fixa 4,47 x 1072 | 4.096 100%

Fonte: Elaborada pelo autor.

é apresentada na Figura 49, na qual a metodologia adaptativa é confrontada com a
solucdo exata e com a malha fixa. Os perfis obtidos pelo Auto AMR demonstram maior
proximidade em relagdo a solucdo analitica quando comparados a malha fixa. Como
esperado, o incremento no nivel de refinamento méaximo e a consequente reducao do
parametro h,,;, promove a convergéncia para a solucao exata, sendo o menor erro global
verificado para a condicao de [,,,, = 7. Para a simulacdao com [,,,,, = 5, o perfil retornado
pelo Auto AMR sobrepde-se quase perfeitamente ao da malha fixa, ocultando-o no grafico,
comportamento condizente com o fato de ambas as discretizagdes compartilharem a mesma

dimensdao minima de elemento ().
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Figura 49 — Resultados do problema do choque refletido no eixo y = 0,25 comparado a
solugao exata e a uma malha fixa com 4096 elementos e o resultado obtido pelo Auto
AMR com 2296 elementos.

2.75 1
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1.25 +
1.00 ~

0.0 .5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Fonte: Elaborada pelo autor

7.5 Fluxo Supersénico Em Um Aerofélio Diamante

Neste problema, analisamos o escoamento ao redor de um aerofélio em formato de
diamante, no qual se desenvolve o padrao classico de ondas de choque e leques de expansao.
Selecionamos o perfil identificado como 6timo por Jernell e Center (1974) (Figura 50),

cujas dimensoes geométricas correspondem a L = 0,6, C' = 1,0, t = 0,036 e t,,.x = 0,06.

O dominio computacional, descrito na Figura 51, é delimitado por uma fronteira
circular de raio R = 15,0, com a origem posicionada na intersecao entre os vértices
superior e inferior do perfil. Para o controle da discretizacao espacial, define-se uma regiao
quadrada de lado B = 4,0 centralizada na origem, onde ¢ aplicada a maior densidade de
elementos (Figura 52). Adicionalmente, quatro subdominios quadrados de lado 0,08C'
sao posicionados nas extremidades do aerofélio, nos quais a malha é gerada de forma

estruturada e com a méxima densidade de elementos.

O contorno externo é definido em duas regides semicirculares, onde a regiao a

esquerda corresponde a entrada e é imposto um perfil uniforme de velocidade com um
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Figura 50 — Perfil do aerofélio supersonico.

I

N

v

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 51 — Dominio usado para o aerofélio supersonico.

Fonte: Elaborada pelo autor

angulo de ataque a e U,,q, = 1,0 dado por

u— (Umm cos(w)) 7 (7.7)

Uaz sin(w)
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onde
T

W= —.
180
Além disso, é imposto p = 1,0, energia obtida por (6.5) e a pressdo dada por (6.6) com

(7.8)

My = 4,63 e v = 1.4. No aerofdlio é definida uma condi¢cao de nao deslizamento com
u = v = 0 e Newmann homogénea para densidade e energia. As quantidades de interesse
avaliadas consistem nos coeficientes de sustentagao (Cp) e de arrasto (Cp). Nas equagoes
de Euler, o tensor de tensoes viscosas V presente na Equagao (6.7) é nulo (u = A = 0).
Com isso, a forca aerodindmica resultante simplifica-se para a integracdo do campo de

pressoes ao longo da superficie do perfil:

f= /S (—pD)n dS. (7.9)

Como o vetor de forca resultante f = (Fp, F) para esse caso precisa ser rotacionada, pois
o referencial dela é o plano da velocidade imposto em (7.7), que precisa ser modificado
para o referencial do aerofélio, dessa forma é aplicada uma rotagao no sentido horario
(visto que a velocidade é imposta no sentido anti-horario) dada pela equagao

F}, = Fp cos(w) + Fp sin(w)

P (7.10)

F} = —Fpsin(w) + Ff, cos(w),
a qual converte o vetor de forgas f para o referencial f’ do aerofélio. Assim os valores
F},, F] sao aplicados a (5.20) e (5.21) retornam os coeficientes de arrasto e sustentagao

corretamente para qualquer angulo de ataque «.

A simulacgao foi executada empregando o operador de captura de choque com a
estratégia de obtengao de § da Equagao (3.34), adotando-se 5 = 1, valor que proporciona
maior dissipacao artificial na vizinhanca das descontinuidades. O avancgo temporal foi
realizado com passo At = 0,01 até ¢t = 25, partindo de uma malha base com 8.809
elementos no nivel 0 e permitindo-se atingir até 563.776 elementos no nivel de refinamento
3 (lmaz = 3)-

A malha foi gerada no software gmsh atribuindo um identificador de superficie fisica
distinto a regiao quadrada ilustrada na Figura 51. Na biblioteca deal.II, esses marcadores
sao traduzidos como identificadores de material, os quais sao utilizados para restringir a
atuagao do algoritmo Auto AMR exclusivamente a regiao quadrada que envolve o aerofélio.
Na Figura 52 sao exibidas a malha completa e o detalhe do aerofélio, mostrando as quatro

regioes com maior densidade de elementos localizadas nas extremidades do aerofdlio.

O escoamento foi analisado sob nimero de Mach igual a 4,63, executando-se
simulagoes para os angulos de ataque a de 0° a 7°. As mesmas configuragoes foram
mantidas para os testes comparativos em malha fixa nao adaptativa, constituida por
45.686 elementos.

Os resultados comparativos do Auto AMR e malha fixa sdo mostrados na Figura

53. Na Figura 53a, os resultados da densidade para o angulo de ataque 0° e refinamento
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Figura 52 — Malha com 8.809 elementos usada para o problema do Fluxo Supersénico Em
Um Aerofélio Diamante. A direita é mostrado o detalhe da regiao proxima ao aerofdlio,
destacando as regioes mais refinadas ao redor das extremidades.

Fonte: Elaborada pelo autor

maximo I, = 3, alcangam 46.762 elementos no ultimo passo de tempo tendo o menor
elemento atingido A, = 1,05 x 1073. Nesse resultado, podem ser vistas claramente
duas ondas de choque relativas as faces frontais, conforme previsto nos calculos teéricos
apresentados no Apéndice A.3. O Auto AMR conseguiu identificar corretamente as regices
de choque frontais e traseiras além das regides de expansao na regiao central concentrando

o refinamento nessas regioes dentro dos limites impostos para a sua atuacao.

A simulagao com malha fixa (Figura 53b) de 45.686 elementos ¢ tamanho minimo
3,44 x 1072 mostra uma velocidade mais concentrada e menor resolucao nos choques, com
a oscilagdo na regiao de esteira (wake) nao sendo capturada, com a regiao de choque
também menos evidente do que a solugao obtida pelo Auto AMR. A auséncia da oscilagio
na regiao de esteira para a solugdo com malha fixa pode ser atribuida ao tamanho minimo

de elemento insuficiente para resolver os vortices responsaveis por essa oscilagao.

Na Figura 53c os resultados da densidade para o angulo de ataque de 7° e refina-
mento MAaximo l,,., = 3, alcangam 43.621 elementos no ultimo passo de tempo tendo o
menor elemento atingido A, = 1,09 x 1073, Assim como previsto nos célculos tedricos
(Apéndice A.3), como o angulo de ataque para esse caso é maior que o dngulo interno da
face frontal superior, temos que para essa face uma regiao de expansao onde a medida que
se afasta da ponta frontal do aerofélio, a descontinuidade fica menos evidente, como pode

ser visto pela diminuicao de intensidade de refinamento na descontinuidade superior na
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malha adaptativa. J4 a onda de choque da face frontal inferior, bem como as ondas de
choque e expansao restantes foram capturadas corretamente pelo Auto AMR, bem como a
regiao de esteira. A simulacao com malha fixa mostra um resultado similar para as ondas
de choque e expansao ao caso para 0°, com as regides de choque traseiras aparentes, mas

de forma bem mais difusa que o obtido pelo Auto AMR.

Figura 53 - Solugoes na densidade e malhas do tltimo passo de tempo para o problema do
fluxo supersonico em um aerofélio diamante.

(a) Solucao e dltima malha adaptativa para dngulo de ataque 0°

T immm

(b) Solugao e malha fixa para angulo de ataque 0°

(c) Solugdo e ultima malha adaptativa para dngulo de ataque 7°



(d) Solugéo e malha fixa para angulo de ataque 7°

A validacao quantitativa dos coeficientes de arrasto e sustentagao é apresentada
na Figura 54, na qual a metodologia adaptativa é confrontada com a solucdo da teoria
analitica de choque-expansao (VOS; FAROKHI, 2015), com os dados experimentais de
laboratério encontrados em Jernell e Center (1974) e com a simulagdo em malha fixa ndo
adaptativa. A curva analitica foi avaliada para angulos de ataque no intervalo de 0° a
8° utilizando 200 pontos igualmente espacados, cujos detalhes tedricos encontram-se no
Apéndice A.3. Essa formulagio prevé que a estrutura do escoamento na superficie frontal
superior transiciona de uma onda de choque para um leque de expansao quando o angulo

de ataque ultrapassa a inclinagao geométrica da face (aproximadamente 3,43°).

Na Figura 54, é possivel observar que os coeficientes de arrasto (Cp) obtidos via
Auto AMR apresentam boa concordancia com a solugao tedrica analitica. Ambos os
resultados encontram-se abaixo das medigoes experimentais, uma vez que a formulagao
inviscida adotada nao contempla os efeitos viscosos e turbulentos presentes na camada
limite. Conforme reportado por Jernell e Center (1974), mesmo utilizando formulagdes
empiricas como a de Sommer e Short (1955) para incluir a contribui¢do viscosa, persistem
desvios adicionais atribuidos a efeitos tridimensionais do ensaio experimental. Quanto aos
resultados em malha fixa, constata-se uma superestimacao do arrasto todos os angulos
simulados. Esse comportamento decorre da menor resolugdo espacial na regiao das
descontinuidades, o que exige maior introducao de dissipagao artificial pelo esquema de

captura de choque.

Para o coeficiente de sustentacao (Cf), nota-se também uma forte concordancia
entre a simulacao adaptativa e a teoria de choque-expansao. Para essa grandeza, a
discrepancia em relacao aos dados experimentais é consideravelmente menor, seguindo a
mesma tendéncia de afastamento descrita por Jernell e Center (1974). A solugdo em malha
fixa exibe menor concordancia com o benchmark analitico, apresentando uma tendéncia

progressiva de superestimar o valor de C7, a medida que o angulo de ataque aumenta.
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Figura 54 — Resultados comparativos para o problema do fluxo supersonico em um aerofélio
diamante dos coeficiente de arrasto e sustentacao com os dados experimentais obtidos
por Jernell e Center (1974), Auto AMR, malha fixa e teoria de expansao de choque de
formulacao inviscida para Mach 4,63.
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8 CONCLUSOES

Este trabalho apresentou o desenvolvimento e a validacao do método de adaptati-
vidade de malha Auto AMR, concebido a partir da funcao de distribuicao de Pons e Ersoy
(2019) e do estimador de erro a posteriori de Kelly et al. (1983). A principal contribuigao
da metodologia reside na eliminacao de parametros arbitrarios ajustados pelo usuario.
Para conter a tendéncia ao refinamento ilimitado, introduziu-se uma fungao de penalizacao
que pondera a fragao de células ativas em relagao a capacidade maxima da malha. Essa
formulagao estabeleceu um novo critério de refinamento cujos limites superior e inferior

equilibram, de forma autonoma, a redugao do erro e a eficiéncia computacional.

A fundamentacao tedrica abrangeu trés regimes de escoamento baseados nas
equacoes de Navier-Stokes e Euler. Para o regime incompressivel, impds-se o divergente
nulo da velocidade, aplicando-se a estabilizagao PSPG (HUGHES; FRANCA; BALESTRA,
1986) para viabilizar aproximagoes de mesma ordem polinomial para velocidade e pressao.
Para o regime compressivel (sob a Hipétese de Stokes), aplicou-se a técnica SUPG acoplada
ao termo de captura de choque Y Zf e ao operador temporal BDF2, complementado por
um critério de parada baseado na estagnacao do residuo para identificacdo de estados
estacionarios. Por fim, o modelo foi simplificado para as equacoes de Euler para simulacao
de escoamentos inviscidos supersonicos. Todos os modelos numéricos foram verificados
por estudos de convergéncia espacial baseados em solugoes analiticas exatas apresentando
taxas de convergéncia 6timas para todas as variaveis do sistema — Taylor-Green vortex
Taylor e Green (1937) para o caso incompressivel, a formulagdo de Burbeau e Sagaut
(2002) para o Navier-Stokes compressivel e o vortice isentrépico de Bui-Thanh (2015) para
inviscido.

A validagao do Auto AMR frente a casos classicos da literatura confirmou a robustez

da metodologia em um amplo espectro de regimes fisicos:

» Escoamentos Incompressiveis: Na cavidade quadrada (400 < Re < 10.000), o algo-
ritmo identificou corretamente as estruturas de vortices, registrando erros relativos de
1073 no regime estaciondrio e 1072 para Re = 10.000, cuja natureza ¢ quase-periddica
(BRUNEAU; SAAD, 2006). No escoamento ao redor do cilindro (Re = 100), o re-
finamento adaptativo da esteira resultou em coeficientes C'p e C, equivalentes as
referéncias (GUITTET; THEILLARD; GIBOU, 2015; BLOMQUIST et al., 2024).
No problema do degrau (100 < Re < 800), capturaram-se as zonas de recirculacao
em concordancia com Armaly et al. (1983) e Biswas, Breuer e Durst (2004). Na
camada de cisalhamento duplamente periddica, as andlises de enstrofia e decaimento

de energia confirmaram a correta evolucgao fisica dos vortices para niveis l,,q, > 7

(BROWN, 1995).

 Escoamentos Compressiveis Viscosos: No cilindro compressivel (Re = 100, M = 0,2),
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o Auto AMR capturou corretamente as regioes da esteira de escoamento e reproduziu
os parametros dinamicos de Burbeau e Sagaut (2002) e Lomtev, Quillen e Karniadakis
(1998), evidenciando pequenas modulagoes secundérias decorrentes de reflexdes
acusticas residuais nas fronteiras. No aerofélio NACA 0012 (Re = 10.000, M = 6),
o aumento do refinamento (l,,,, = 4) proporcionou uma resolu¢do mais nitida da
descontinuidade de choque de proa em comparacao aos dados de Aliabadi, Ray e
Tezduyar (1993).

» Escoamentos Compressiveis Inviscidos (Equagoes de Euler): Nos problemas do
choque obliquo (M = 2) e choque refletido (M = 2,9), o método convergiu para as
solugoes exatas e de Catabriga e Coutinho (2002), reduzindo a suaviza¢ao numéricas
a medida que diminui h,,;, nas frentes de onda. No aerof6lio diamante (0° < a < 7°),
o algoritmo capturou com precisdo o sistema complexo de choques e expansoes,
alinhando-se aos calculos tedricos de choque-expansao e seguindo as tendéncias

experimentais de C, e Cp de Jernell e Center (1974).

Os resultados mostram que o Auto AMR é capaz de rastrear de forma autonoma
estruturas complexas em escoamentos subsonicos, transientes e supersonicos, garantindo
acuracia equivalente as malhas refinadas estaticas com uma redugao consideravel no niimero

de elementos. Como perspectivas de trabalhos futuros, destacamos:

A paralelizagdo em computacao de alto desempenho (HPC) e a extensao da formula-

¢ao para dominios tridimensionais (3D);

e O estudo de estimadores de erro baseados em aprendizado de méquina e Redes

Neurais Informadas pela Fisica (PINNs);

o O desenvolvimento de algoritmos de adaptacdao anisotropica e movimentagdo de nos

de fronteira para o alinhamento da malha ao longo das superficies dos obstaculos.
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APENDICE A — Informacdes Complementares

Nesta secao, apresentam-se as dedugoes algébricas e os desenvolvimentos comple-
mentares que fundamentam a formulagdo numérica e analitica do trabalho. O Apéndice A.1
traz o detalhamento das matrizes jacobianas da formulacdo quasilinear e o Apéndice A.2
das matrizes associadas aos termos viscosos desenvolvidos no Capitulo 3. Adicionalmente,
o Apéndice A.3 apresenta o desenvolvimento do modelo analitico baseado na teoria de
choque-expansao para a determinacao dos coeficientes de sustentagao (Cp) e arrasto (Cp)

do aerofélio diamante abordado na Secao 7.5.

A.1 Matrizes jacobianas

Nessa secao do apéndice sao apresentadas os resultados dos célculos das matrizes
jacobianas apresentados na se¢ao 3.2 do Capitulo 3 para os eixos x, y e z. A generalizagao

para matrizes é feita assumindo que as colunas representam as constantes multiplicadas

pelas derivadas parciais %”;?, 8;;?’, %’Z?, % e % e entao os valores correspondentes de
cada equagao sao divididos entre as colunas.
[ Fv? Fw? u?(y— 1
u(3—7) S A
v U 0 —Uv 0
A, = w 0 u —uw 0| (A1)
1 0 0 0 0
NE =R TR T sy —quw u(—yE +Fu? + 70+ uw?) yu |
0 U 0 —uv 0]
Fu? Fw? v2(y— —
—7u v(3-7) —Jw e Tty ) 7
A,=1 0 w v —vw 0| (A2)
0 1 0 0 0
—yuv € — Eﬁ - ¥ - %wz —Jvw v (=€ +7u® +7v* +Jw?) v
[ w 0 U —uw 0 ]
0 w —vw 0
Fu? Fv2 w2 (y— —
A= —u v  wB-7) W s g (A.3)
0 0 1 0 0
—uw 0 AE —Fu? — @ w (—yE + 2yu? +Fw?) yw
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E possivel obter as matrizes para o caso 2D eliminando as linhas e colunas correspondentes

a0 eixo z.
i _ Fv? u?(y—3) —
u(3—7) v T+ =3 ol
) U —Uv 0
A, = A4
! 1 0 0 0 (A-4)
Ey =12 T _Fuw u(—Ey+Tu’ + 702 qu
[ v U —uv 0
—75 3— Fu? | v2(y=3) =~
0 1 0 0
—yuv €y — ELZ - @ v (=Ev +7u? +qv?) v

A.2 Matrizes do termo viscoso

Nessa secao do apéndice sao apresentadas os resultados dos célculos das matrizes
do termo viscoso apresentados na secao 3.2 do Capitulo 3 para os eixos x, y e z. A
generalizacao das matrizes segue a mesma ideia das matrizes jacobianas onde as colunas

representam os valores multiplicados por cada derivada parcial das variaveis conservativas.

Matrizes relativas as derivadas em x, y e z das variaveis conservativas para o vetor

vetor V,:
A+ 2.0u 0 A —Au — Aw — 2.0pu 0]
0 W 0 — v 0
K =— 0 0 ! —pw 0| (A.6)
P 0 0 0 0 0
(20p+A—Qu (1—Q)v M+ (- Qu K3 Q|
(0 A 0 = 0
w0 0 — 0
Ky,=-10 0 0 0 0 (A.7)
P 0 0 O 0
o Au 0 wv (=A—p) O]
(000 0 0
0 00 0 0
Ko.=—-|p 00 —pu 0 (A.8)
P 0 00 0 0
pw 00 —puw 0
onde:

K2 = Q(—e; +u? + v* + w?) — duw — (2.0 + Nu? — p(v? + w?). (A.9)
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Matrizes relativas as derivadas em x, y e z das variaveis conservativas para o vetor

vetor V.

onde:

K} = —Qe; + 1.0Qu” + 1.0Qu* + 1.0Qw* — (2.0p + A\)o* — pu(u® + w?)

o O > O

AU

o O O O O

o O O

pu v v (=Au — Aw — pu)

L
0

0
0

o r®T O O

pw

o O O O O

o O > O

_—1.0Qu +pu —1.0Qv + Av + 2.0uv

—pow

— v 0]
A(—u—w) 0
0 0
0 0
0
0 0
A+2.0u 0
0 @
0 0
—1.0Qw + pw

o O O O O

(A.10)
— 0]
v(=A—2.0u) O
—pw 0
0 0
Ky @
(A.11)
(A.12)
(A.13)

Matrizes relativas as derivadas em x, y e z das variaveis conservativas para o vetor

vetor V,:

0 O
0 O
A0
0 O
_)\v 0
0 0
0 O
0 A
0 0
0 M

fu —pw
0 0
A A(—u—w)
0 0
AU+ pu —Auv — Avw — puw
0 0
fu —pw
2.0p —Av — 2.0pw
0 0

3.0uv v (—=Av — 3.0uw)

0

0
0
0
0

0
0
0
0
0_

(A.14)

(A.15)
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I " 0 0 — [ 0_
0 7 0 —pv 0
K..=- 0 0 0 0 0 (A.16)
: 0 0 0 0 O
—1.0Qu + pu —1.0Qu +pv —1.0Qw K3 Q
onde:
K = Q(—e; +u* +v* + w?) — p(u® +v?) (A.17)

Também é possivel obter as matrizes para o caso 2D eliminando as linhas e
colunas correspondentes ao eixo z, e também as matrizes extraidas do vetor V., conforme

apresentado a seguir.

[ 2+ N) 0 —2p+MNu 0
0 — 0
K,y = - K He (A.18)
P 0 0 0 0
(2u+A=Qu (p—Q)v K33 Q
(0 A —x 0
0 — 0
K, =-|" - (A.19)
pl0 O 0 0
v Au —(A+ pjuw 0]
0 L — v 0]
A0 -A 0
K,, = - B (A.20)
[V 0 0
Avpu —(A+ pjuw 0]
[ 0 0 —pu 0
0 2 A —(2 A 0
K, = - a 2+ A (A.21)
P 0 0 0 0
(h=Qu 2u+A—Q)u Ky, Q

onde:

K3 = —2u+ Nu® — m? — Q(€ — (u? +v?))
Ky = —p® = 2+ A)v” = QIE = (u* +0%)]

A.3 Teoria de Choque-Expansao Aplicada ao Calculo do Fluxo Supersoénico em um

Aecrofdlio Diamante

O desenvolvimento analitico para a determinacao dos coeficientes de sustentacao

(Cp) e arrasto (Cp) do aerofdlio diamante — cujos resultados sdo discutidos na Se¢ao 7.5,
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baseia-se na teoria de choque-expansao para escoamentos inviscidos supersénicos (VOS;
FAROKHI, 2015).

A etapa inicial dessa formulagao consiste na determinacao das deflexdes angulares
do escoamento ao longo das quatro superficies do aerofélio, conforme esquematizado na
Figura 55. A partir da geometria interna (6, a ;) e do dngulo de ataque (), calculam-se
as variagoes angulares A, a Af, necessarias para alinhar o escoamento paralelamente a

cada uma das faces:

A(91:61+OJ,
Ay = 0, + 0,
S (A.22)
A93:¢93—Oé,
AbOy = 03+ 0,.

Para as superficies de montante (faces 1 e 3), os dngulos de deflexao sio referenciados
diretamente ao vetor velocidade do escoamento nao perturbado. No caso de Af;, soma-se o
angulo de ataque a ao angulo da face ¢, uma vez que a rotacao total exige a compensacao
de o em relag@o ao eixo de referéncia acrescida da inclinagao da propria face. Para Afs,
aplica-se a diferenga entre os angulos, pois a inclinagdo geométrica da face 3 em relagdo ao
eixo principal é parcialmente atenuada pelo angulo de ataque. Por fim, para as superficies
de jusante (faces 2 e 4), as deflexdes correspondem ao somatério dos dngulos internos das
extremidades medianas adjacentes, assumindo-se que o fluido ruma de forma paralela as

respectivas faces frontais imediatamente apds cruzar a primeira estrutura de choque ou
onda de expansao (VOS; FAROKHI, 2015).

Figura 55 — Disposicao dos angulos, ondas de choque e expansao.

.+ Ondade
.+" .. expansdo

Onda de choque

Fonte: Elaborada pelo autor

A Tabela 13 sintetiza os angulos internos do aerofélio e os respectivos deslocamentos
angulares computados para cada superficie. A partir dessa caracterizacao geométrica,
define-se a natureza da descontinuidade fisica (onda de choque ou leque de expansao)

associada a cada uma das faces.
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Para as superficies de jusante (faces 2 e 4, Figura 55), o fluido provém paralelamente
as faces frontais adjacentes, exigindo uma deflexao divergente para contornar a geometria
traseira. Em virtude dessa ampliacao da area de escoamento, a transicao ¢ invariavelmente

governada por leques de expansao de Prandtl-Meyer.

Por outro lado, as superficies de montante (faces 1 e 3) interagem diretamente
com o escoamento nao perturbado sob o angulo de ataque «, tornando a natureza do
fendmeno dependente da orientacao relativa da face em relagao a corrente fluida. Na
face 1, o fluido incide frontalmente para toda a faixa de « considerada, promovendo a
compressao do escoamento por meio de uma onda de choque obliqua. J4 na face 3, a
descontinuidade ¢é ditada pela magnitude do angulo de ataque em relacdo a inclinagao
geométrica da superficie (f3): para a < 63, ocorre a compressao direta do fluido, gerando
um choque obliquo; para a > #3, o escoamento sofre uma deflexao divergente, resultando

em uma expansao de Prandtl-Meyer.

Tabela 13 — Angulos de inclinacdo relativos ao escoamento para angulos de ataque 0° e 7°.

Face | 0; Af; para o = 0° | Af; para o = 7°
1 2.2906° | 2.2906° 9.2906°
2 3.4336° | 5.7242° 5.7242°
3 3.4336° | 3.4336° -3.5664°
4 5.1428° | 8.5764° 8.5764°

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definidos os deslocamentos angulares e a natureza fisica do escoamento sobre cada
superficie, procede-se a determinacao do coeficiente de pressao, do ntimero de Mach a

jusante da descontinuidade e da razao de pressao através de cada estrutura de onda.

O procedimento analitico inicia-se pelas superficies de montante (faces 1 e 3),
para as quais as propriedades do escoamento nao perturbado sao conhecidas. Para a
face 1, sujeita a uma onda de choque obliqua, a primeira incégnita a ser computada ¢ o
dngulo de inclinagao da onda de choque em relagao ao vetor velocidade de montante (/3),

determinado implicitamente por

em que a relagdo analitica (5;, M), estabelecida por Vos e Farokhi (2015), é dada por

M?%sin?(5;) — 1
tan(f8;) M?(y + cos(28;) + 2

G(ﬁi,]\/[):tan_l< ) para i=1,3. (A.24)

Substituindo-se o nimero de Mach do escoamento nao perturbado (M = 4,63) e a

deflexdo Af; na Equagdo (A.24), a determinagao de [ exige a solu¢do numérica de (A.23),
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uma vez que o angulo de choque nao pode ser isolado algebricamente. Para tal, emprega-se
o Método da Falsa Posicao delimitado ao intervalo 0° < 3; < 60°. Esse intervalo de busca
foi definido a partir do diagrama 6 — 8 — M (VOS; FAROKHI, 2015), garantindo a sele¢ao

da solucao fisicamente admissivel correspondente ao choque fraco.

Uma vez obtido o valor de 1, computam-se a razao de pressao estatica e o nimero
de Mach a jusante da onda de choque (M;) por meio das relagoes analiticas de choque
obliquo (VOS; FAROKHI, 2015):

Di 2y

Ding v+ 7 (Manesin”(5;) — 1) para i )
1
. 1.0 + VT(Mant Sin(ﬁi))Q
M, = — para i=1,3 (4.26)
Z - — 1 bl )
sin(f; — ¢) V(Mg sin(5;))? — !

2
em que v = 1,4, 5; = /1 e M, = 4,63 para a face 1. Por fim, a partir da razao de pressao

obtida na Equagao (A.25), o coeficiente de pressao Cp; ¢ calculado por

Ci = 7&2 <p1:f - 1.0) para i=1,2,3,4. (A.27)

Para a face 3, a metodologia de calculo ¢é ditada pelo angulo de ataque a. Caso
a < 03, o regime é de onda de choque obliqua, empregando-se procedimento analogo ao
descrito para a face 1. Por outro lado, para a > 63, a transi¢do ocorre por um leque de
expansao de Prandtl-Meyer. Nessa condicao, o cédlculo inicia-se pela determinacao da
fungao de Prandtl-Meyer para o escoamento incidente (VOS; FAROKHI, 2015):

/ 1 -1 —
V(Mant> = ::i_ltanl \/ZH(MC%M — 1) — tanfl Mgnt — 1, (A28)

Em seguida, o nimero de Mach na face 3 (M3) é determinado pela condigao de

deflexdo angular:

V(M) — (M) — Ay = 0, (A.29)

De maneira andloga a Equacao (A.23), a varidvel M3 nao pode ser isolada al-
gebricamente em (A.29). Aplica-se, portanto, o Método da Falsa Posi¢ao no intervalo
0 < M3 < 100. Obtido o nimero de Mach M3, a razao entre a pressao estatica na superficie

e a pressao de referéncia do escoamento nao perturbado é calculada pela relagao isentropica

(VOS; FAROKHI, 2015):

) gl
Mg, 1
D = e para ¢ =2,4 (A.30)
" L+(r =1

adotando-se M; = Mj3 para a face 3. A substituicao dessa razao de pressao e do Mach Mj

na Equagao (A.27) fornece o coeficiente de pressao Cps.
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Para as superficies de jusante (faces 2 e 4), a determinagao dos coeficientes de
pressao segue formulagao equivalente a expansao de Prandtl-Meyer, assumindo-se como
estado a montante as propriedades da face adjacente correspondente (isto é, M, = M;
para a face 2 e M,y = M3 para a face 4 nas Equagoes (A.28) e (A.29)). A razao de pressao

em relacao ao escoamento nao perturbado é entao obtida por encadeamento:

Pr DB (A.31)
Ping D3 Dinf
B _Bh (A.32)

Ping  P1Din f.
A aplicacao das razoes ps/Poo € Pi/Poo € dos respectivos niimeros de Mach My e
M, a Equagao (A.27) resulta nos coeficientes de pressao Cpo e Cpy.

Conhecida a distribui¢ao de C); a Cpy ao longo da geometria, computam-se os
coeficientes de forga normal (F},) e axial (F,) (VOS; FAROKHI, 2015):

F, = (Cpl - Cp3)L + (Cp2 - Cp4)(C - L), (A-33)
tmax —t t
Fo=(Cp1 — CpﬂT + (Cps — Cp4)5, (A.34)

em que ¢ = 1,0 denota o comprimento da corda, L = 0,6 a extensao da secao frontal,
t = 0,036 a espessura nas faces superiores e t,.« = 0,06 a espessura maxima do aerofélio.
Por fim, projeta-se o sistema de forgas nos eixos do escoamento nao perturbado para obter

os coeficientes globais de sustentagao (Cf) e arrasto (Cp):

Cp = F, cos(a) — Fysin(«) (A.35)
CL = F,sin(«a) + F, cos(a). (A.36)

A aplicagao dessa rotina analitica a um conjunto discretizado de angulos no intervalo
0° < a < 7° gera as curvas tedricas de Cf, e Cp, utilizadas na validacao dos resultados

numéricos do aerofélio diamante apresentados na Figura 54 da Se¢ao 7.5.
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