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RESUMO

Nesse trabalho, estamos interessados em explorar os fundamentos no estudo dos
codigos corretores de erros, tanto no contexto classico quanto no quantico. Para isso,
buscamos contextualizar os desafios da informacao quantica em relagao a informacao
classica e a necessidade de técnicas especificas para lidar com a fragilidade dos estados
quanticos. Apresentamos os c6digos quanticos coloridos, uma classe promissora de codigos
quanticos que combina elementos topolégicos para oferecer maior robustez e eficiéncia na

correcao de erros.

Palavras-chave: codigos corretores de erro; codigos quanticos corretores de erros; cédigos

estabilizadores; c6digos quanticos coloridos.



ABSTRACT

In this work, we are interested in exploring the fundamentals in the study of error
correcting codes, both in the classical and quantum contexts. To do this, we seek to
contextualize the challenges of quantum information in relation to classical information
and the need for specific techniques to deal with the fragility of quantum states. We
will present the color quantum codes, a promising class of quantum codes that combine

topological elements to offer greater robustness and efficiency in error correction.

Keywords: error correcting codes; quantum error correcting codes; stabilizer codes; color

quantum codes.
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1 INTRODUCAO

Os trabalhos de Richard W. Hamming e C. E. Shannon no Laboratoério Bell de
Tecnologia na década de 1940 marcam o inicio da Teoria de Codificacao, que é um campo
de estudo em amplo desenvolvimento, tanto do ponto de vista tedrico quanto tecnologico.
Cotidianamente, nos mais diversos meios, circulam informagoes que carregam consigo
possiveis erros gerados na transmissao ou armazenamento dos dados. De maneira geral, o
objetivo do uso de cédigos corretores de erros ¢ identificar e corrigir o maximo possivel

tais erros a fim de que a informacao esteja o mais préxima da original.

No caso dos codigos corretores de erros classicos, os métodos para melhorar a
confiabilidade da transmissao estao intrinsecamente ligados as propriedades dos corpos
finitos. A ideia bésica é transmitir informacado extra junto com a mensagem original,
isto é, estender a sequéncia de simbolos da mensagem para uma sequéncia mais longa
de forma sistemética, adicionando as redundéancia. A redundéncia, por sua vez, permite
que o receptor seja capaz de detectar uma certa quantidade de erros (que depende dos
parametros do c6digo) e, por vezes, corrigi-los. Dessa forma, um cédigo corretor de erros
classico é essencialmente, uma maneira organizada de acrescentar algum dado a cada
informacao que se queira transmitir ou armazenar, de modo que permita, ao recuperar a

informacao, detectar e corrigir erros presentes na transmissao da informacao.

Mais recentemente, na década de 1990, surgiu uma classe especial de cédigos
corretores de erros baseada em propriedades da mecanica quantica, chamados codigos
corretores de erros quanticos (QECC). O primeiro c6digo quantico foi introduzido por Shor
em 1995, sendo uma adaptacao quantica do coédigo de repeticao classico. Esse codigo, de
nove qubits, ficou conhecido como cédigo de Shor em homenagem ao seu autor. Em 1996,
Steane propds outro cédigo quantico [[7,3,4]]. Esses desenvolvimentos abriram caminho
para a criacao dos codigos Calderbank-Shor-Steane, conhecidos simplesmente por codigos
CSS, que foram formulados por Calderbank e Shor, bem como por Steane. No mesmo
ano, Gottesman apresentou uma nova classe mais abrangente de codigos, conhecida como
codigos estabilizadores, que inclui os cdédigos CSS como um caso particular. Os codigos
estabilizadores tém sua construcao baseada nos cddigos lineares classicos e compreendem os
cddigos de Shor e CSS, além de nos fornecer um método de construgao de codigos quanticos.
Nos tltimos anos, avangos continuos na producao e aplicacao de codigos quanticos cada

vez mais eficientes tém impulsionado o progresso da computagao quantica.

No presente trabalho, vamos explorar os fundamentos dos codigos corretores de
erros classicos bem como dos codigos quanticos, culminando em uma breve apresentacao
dos cédigos quanticos topoldgicos, em especial os codigos coloridos como um exemplo

bastante promissor de c6édigos quanticos.

Comegaremos, no Capitulo 2, abordando os cédigos corretores de erros classicos,
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destacando suas principais estruturas e aplicagoes na detecgao e correcao de erros em
sistemas de comunicagao e armazenamento de dados. Para isso, faremos uma breve
apresentacao de alguns conceitos basicos da Teoria de Codificacao, definiremos o que sao
os codigos corretores de erros, a métrica de Hamming e os pardmetros de um codigo. Em
seguida, apresentaremos uma classe especial de cédigos, denominada codigos lineares,
que consiste na classe de codigos mais utilizada na pratica. Também, apresentaremos
as matrizes geradora e teste de paridade de um céddigo linear, assim como uma forma
de decodificacdo denominada decodificagdo por sindrome. Finalizaremos esse capitulo
apresentando brevemente os codigos duais que além de sua importancia no contexto

classico, também serdao de suma importancia para a construcao dos cdédigos CSS.

No Capitulo 3, introduzimos a Teoria da Informagao e Codificacao Quantica,
contextualizando os desafios da computacao quantica e a necessidade de técnicas especificas
para lidar com a fragilidade dos estados quanticos. Comecaremos apresentando a notacao
de Dirac, uma notagao bem incomum para matematicos, mas eficiente para trabalhar
com estados quanticos. Essa notacao sera utilizada no restante do trabalho. Em seguida,
apresentaremos os postulados da Mecanica Quantica, que sdo um conjunto de principios
fundamentais que definem o comportamento dos sistemas quéanticos. Para entrarmos nesse
“mundo quantico” faz-se necessario a definicdo da unidade de informacao quantica, o qubit
e o conceito de superposi¢ao quantica. Como ultimo assunto do capitulo, apresentaremos
as portas quanticas, que estdo para a computacao quantica, assim como as portas logicas
classicas estao para os computadores convencionais, e que realizam operagoes em qubits,

manipulando seus estados através de transformagoes unitarias.

No Capitulo 4, introduziremos a teoria dos QECC, que estendem os conceitos
classicos para o dominio quantico, com o principal objetivo de proteger a informacao
quantica do ruido. Dedicaremos a segunda se¢ao desse capitulo para destacarmos as
diferencas entre a informacao quantica e classica. Em seguida, apresentaremos trés
exemplos de cdédigos quanticos.Dentre esses trés codigos, o mais simples é o bit flip. Ele
codifica trés qubits e assemelha-se ao codigo classico de repeticdo. Ja o cdédigo phase flip
nao possui nenhum codigo equivalente nos codigos classicos. O codigo de Shor é um codigo
concatenado dos codigos bit flip e phase flip de nove qubits, e protege estados quanticos
contra a acao de erros completamente arbitrarios, desde que apenas um qubit seja afetado,

conforme [20]. Por fim, apresentaremos os c6digos CSS e os cddigos estabilizadores.

Por fim, no Capitulo 5, apresentaremos os codigos quanticos coloridos, uma classe
de codigos quanticos topologicos muito promissora, que combinam elementos topologicos
para oferecer maior robustez e eficacia na correcao de erros, sendo de particular interesse

para a implementacao pratica da computacao quantica tolerante a falhas.
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2 CODIGOS CORRETORES DE ERROS CLASSICOS

Este capitulo estd baseado nas referéncias [7] e [14] e é dedicado a apresentacao

dos conceitos basicos da Teoria de Codigos Corretores de Erros. Para mais informagoes,
veja [1], [7] ou [14].

Consideremos os seguintes elementos de um cédigo:

o A um alfabeto;

Letras sao os elementos de A;

A" denota que A é um alfabeto cuja maior palavra tem comprimento n;

Palavras sao os elementos de A™;

Os elementos de A" poderao ser representados por ay - - - a, em vez de (ai,...,a,).

Exemplo 2.0.1 (Cbdigo robd). Suponhamos que temos um robd que se move sobre um
tabuleiro quadriculado, de modo que, ao darmos um dos comandos (Leste, Oeste, Norte

ou Sul), o rob6 se desloca do centro de uma casa para o centro da casa adjunta indicada
pelo comando.

Os quatro comandos acima descritos podem ser codificados como elementos de
{0,1} x {0, 1}, como segue-se:

Leste — 00
Qeste — 01
Norte — 10

Sul ~— 11

A representacao C; dos comandos dados pelos elementos de {0, 1} x {0,1} é chamada de
Codigo Fonte.

Suponhamos, que esses pares ordenados devam ser transmitidos via radio e que o
sinal no caminho sofra interferéncias. Imaginemos que a mensagem 00 possa, na chegada,
ser recebida como 01, o que faria com que o robd, em vez de ir para Leste, fosse para
Oeste. Desse modo, o erro ocorrido durante a transmissao nao seria percebido, apesar de
ter comprometido a mensagem original. Esse problema ocorre devido a “proximidade” das
palavras. Para diminuir a possibilidade de que casos como esse ocorram, o que se faz é

recodificar as palavras, de modo a introduzir redunddncias' que permitam detectar e
COITIgIr erros.

L As redundéancias sdo utilizadas basicamente para a protecao de uma mensagem contra os

efeitos do ruido.



14

Por exemplo, podemos modificar o nosso cédigo da seguinte forma:

Leste — 000
Qeste — 010
Norte — 101

Sul ~— 111

Nesta nova codificacao, as duas primeiras posigdes reproduzem o coédigo da fonte, enquanto
na terceira posi¢do ¢é introduzida uma redundéancia. O novo céddigo introduzido na
recodificacao é chamado de cdédigo de canal. Por exemplo, ao receber a mensagem 011,
é possivel perceber que a mensagem esta errada, pois ela ndo aparece no cdédigo. Porém,
nao ha maneira de saber se a mensagem correta era 010 ou 111. Logo, esse c6digo detecta
erros, mas nao os corrige. Isso acontece porque as palavras do cédigo ainda estao muito

proximas. Isso pode ser corrigido com mais redundancias.

Por exemplo:
Leste +— 00000

QOeste — 01011
Cs =

Norte — 10110

Sul ~— 11101

Agora, caso haja erro em uma letra, serd possivel ndo somente detectar, mas também
corrigir erros. De fato, basta escolhermos no c6digo a palavra que tem apenas uma letra
diferente da recebida. Por exemplo, suponhamos que se tenha introduzido um erro ao
transmitirmos a palavra 10110, de modo que a mensagem recebida seja 11110. Comparando
essa mensagem com as demais palavras do cdédigo, notamos que essa mensagem nao pertence
ao codigo e, portanto, detectamos erro. A palavra do cédigo mais proxima da referida

mensagem (a que tem menor nimero de letras diferentes) é 10110, que é precisamente a

palavra transmitida.

O procedimento de transmissao de informagao pode ser esquematizado como na
Figura 1.

2.1 CODIGOS CORRETORES DE ERROS
Sejam N = {1,2,3,...} o conjunto dos niimeros naturais e K um corpo finito com
q elementos.

Agora, vamos definir formalmente os elementos necessarios para a construcao de
um codigo corretor de erros.

Definigao 2.1.1. Um conjunto finito A = {ay, as, ..., a,}, com ¢ € N, é dito um alfabeto.

Os elementos a; € A, onde i € {1,2,...,q}, s@o chamados de letras. O nimero de
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Figura 1 — Sistema de Comunicacao Tipico.

codificador codificador

== da — de

fonte canal

| canal

decodificador decodificador

de —3 da — | usudrio

canal fonte

Fonte: [14]

elementos de A, serd denotado por |A| e simbolizado por ¢q. A sequéncia ay,ay, - - - ax,
ou (ak,, Gk, - . -, ax,;), com ay, € A para cada i € {1,2,...,5}, é denominada por palavra
do cbdigo A, ou simplesmente palavra-codigo. O comprimento de uma palavra é o
numero de letras que a forma. Além disso, A" denota que A é um alfabeto cuja mazor

palavra tem comprimento n.

Agora, conhecidos os elementos de um codigo corretor de erros, definamos o que é

tal cédigo.

Definicao 2.1.2. Um cddigo corretor de erros C é um subconjunto préprio qualquer

de A", para algum n € N.

Definigao 2.1.3. Dados dois elementos u,v € A" e C C A" um cddigo, a distdncia de

Hamming entre u e v é dada por
d(u,v) = #{i; u; # v, 1 <i<n},

onde # denota a quantidade de elementos do conjunto {i; u; # v;, 1 < i < n}. Definimos

a distancia minima de C como o nimero
d = min{d(u,v); u,v € C e u # v}.
Definicao 2.1.4. Dado z € K", definimos o peso de x como o niimero inteiro

w(x) = ##{1; = # 0},

isto é, a distancia de x ao vetor todo nulo 0 de K". O peso minimo de um codigo C é
dado por
w(C) = min{w(z); = € C\ {0}}.

Teorema 2.1.5. Seja C um codigo com distancia minima d. Entao C pode corrigir até

d—1
K = { 5 J erros e detectar até d — 1 erros, onde |a| denota o maior nimero inteiro

menor ou tgual a.



16

Demonstragio. Ver Teorema 3.12, capitulo 3 de [7]. O

Exemplo 2.1.6. No c6digo robd (Exemplo 2.0.1), como d = 3, entao pelo Teorema 2.1.5,

podemos corrigir até

===l e

e detectar até d — 1 =3 — 1 = 2 erros.

2.1.1 Cobdigos lineares

A classe de cédigos mais utilizada na pratica é a dos cddigos lineares, a qual

definimos a seguir.

Definigao 2.1.7. Um codigo C C Fy ¢é dito um codigo linear se for um subespago

vetorial de FZ.

Proposigao 2.1.8. Seja C C Fy um cddigo linear com distancia minima d. Entao, as

sequintes afirmagoes sao validas:
1. Para todos x,y € Fy vale d(z,y) = w(r — y);
2. d=w(C).

Demonstragio. Ver Proposicao 4.5, capitulo 4 de [7]. ]

2.2 MATRIZ GERADORA DE UM CODIGO

Definicao 2.2.1. Seja C C Fy/ um cddigo linear. Chamaremos de parametros do codigo

linear C a terna [n, k,d|,, onde:

e n é o comprimento do codigo;
e k ¢ a dimensao de C como subespago vetorial sobre Fy;

e d é a distdncia minima de C, que é igual ao peso w(C) do céddio C.

Perceba que o ntimero de elementos de C ¢ igual a M = ¢.

Definigao 2.2.2. Seja B = {vy, vy, ..., v} uma base ordenada de C e considere a matriz
G, cujas linhas sao os vetores v; = (vj1, V2, - .., Uik), © € {1,2,...,k} da base, isto é,
U1 V11 Vi2 -+ Vlip
U2 V21 V22 -+ U2p
G p— p—
v Vgl Upg vt U
k k1 Uk2 kn 1,

A matriz G é chamada de matriz geradora de C associada a base B.
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Exemplo 2.2.3. Considere C o codigo linear sobre [y gerado pela matriz

o O O =
o O = O
o = o o
R o o o
O = =
= e
—_ = O

Como G é 4x 7, pela forma que definimos matriz geradora (Definigao 2.2.2) e pela Definigao

2.2.1, podemos perceber que comprimento do codigo é n = 7, a dimensao ¢ k = 4.

Vimos que as linhas da matriz G sdo formadas pelos vetores de uma base (fixada)
do cédigo C. Assim, as palavras de C sao dadas através das combinagoes lineares das

linhas de G. As palavras de C e seus respectivos pesos sao:

e ¢ =1(0,0,0,0,0,0,0) e c;=c,+c=(1,0,0,1,1,0,0)
= w(cy) =0; = w(cr) = 3;

° cl:<1707070717171> * 08:CQ+03:(0,0,1,1,1,1,0)
= W(Cl) =4, = W(Cg) =4,

. C2:<0,1,0,0,1,1,0> ° 09:024-@4:(0’1’0’1’1’071)
= w(ep) = 3; = w(cg) =4;

e ¢3=1(0,0,1,0,1,0,1) c co=c+tet+e=(0111000)
= W(C3) - 3; = W(Clo) = 3.

* C4:<0707071707171> ° 011:Cl+C2+C4:(0,1,1,1,0,0,0)
= w(cy) = 3; = w(cny) = 3;

4 65:cl—l—02:(0,1,1,0,0,1,1) ° 612:CQ—|—03—|—C4:(0,0,1,0,1,0,1)
= C«J(C5) = 47 = Cd(012) = 3,

e cg=1cC tc3= (0,0,l,l,l,l,O); e (13 =C1tCcatc3tcy = (0,1,1,0,0,1,1)
= W(CG) =4, = U)(Clg) =4.

Logo, a distdncia minima de C é d = 3 (pois é o peso minimo de uma palavra nao

nula do c6digo). Portanto, [7,4, 3], sdo os parametros de C.

Neste caso, se queremos, por exemplo, codificar (1, 0, 0, 1), temos:

1000111
0100110

100 1] =1 001100
0010101
0001011
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Ou seja, ao codificar a informacao (1, 0,0, 1) deverd ser recebida a mensagem (1,0,0,1,1,0,0),
a menos de ruido.

Definicao 2.2.4. Dizemos que uma matriz geradora G de um codigo linear C estd na

forma padrao quando ela se apresenta na forma
G = [Id|A],

em que Idj é a matriz identidade k£ x k e A é uma matriz qualquer de ordem k x (n — k).

2.3 MATRIZ TESTE DE PARIDADE

Aqui, veremos uma outra maneira de definir um cédigo linear, agora como a solucgao

de um sistema linear de equacoes.

Defini¢ao 2.3.1. Uma matriz teste de paridade para um cdodigo linear C C Fy/ ¢ uma

matriz H, m x n, com entradas em [, tal que
C = {ueFy; ul" =0},
onde H! é a transposta da matriz H.

Proposicao 2.3.2. Seja C um codigo linear com matriz teste de paridade H. Se todo
conjunto com d—1 colunas de H ¢é linearmente independente e existem d colunas linearmente

dependentes, entdo a distancia minima de C € d.

Demonstragio. Ver Teorema 4.17, capitulo 4 de [7]. O

Exemplo 2.3.3. Seja Fy o alfabeto. Consideremos o cédigo C do Exemplo 2.2.3, gerado

pela matriz

o O O =
S O = O
o = O O
= O O O
O R =
— O VR
— = O

O conjunto

B ={1000111,0100110,0010101, 0001011}

é uma base de C. Ou seja, dado v € C, v é escrito de forma tnica como
v = (z1, X2, T3, Ty, X1 + To + T3, 21 + To + Tg, T1 + T3 + X4),

onde x; € Fy, i € {1,2,3,4}. Vamos mostrar que a matriz

av

Il
e i
S = =
—_ O
[
o o =
o~ O
_ O O



19

é a matriz teste de paridade para o codigo C.

De fato, seja u € F3. Temos:

uH'=0 & [u w us ws us ug =00 0

O O = O
O R O Rk O R
== I e T = S Y o B =Y

- [u1+u2—|—u3+u5 U1 + Ug + Uy + Ug U1+U3+U4+U7}:[O 0 O}

Uy = Uy
Ug = U2
U1+UQ+U3+U5:0 Uz = U3

< Yurtuytustug=0 & Jus=1u
U1+U3+U4+U7:0 Us = Uy + Uz + U3

u6:U1+U2+U4

U7 = Uy + U3 + Uy

Ou seja, u = (ug, ug, Uz, Uy, Uy + Uz + Uz, Uy + Us + Uy, Uy + uz + uyg). Portanto, C = {u €
FI; uH! = 0}, isto é, H é a matriz teste de paridade para C.

Olhando para a matriz H, vemos que suas colunas sao linearmente independentes
duas a duas e que ha um conjunto de exatamente trés colunas linearmente dependentes
(por exemplo, a primeira coluna é a soma da segunda coluna e da sétima coluna). Logo,

pela Proposicao 2.3.2 a distancia minima é 3.

Proposicao 2.3.4. Seja G uma matriz geradora de um codigo linear C de dimensao k.
Uma matriz H, m x n, € uma matriz teste de paridade para C se, e somente se, GH' = 0

e o posto de H é n — k.

Demonstragio. Ver Proposicao 4.19, capitulo 4 de [7]. ]

Proposigdo 2.3.5. Seja C C Fy um cédigo de dimensdo k com matriz geradora G = [Idy|A]

na forma padrao. Entio, H = [—A"Id,_1] é wma matriz teste de paridade para C.

Demonstragio. Ver Proposicao 4.21, capitulo 4 de [7]. ]
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Exemplo 2.3.6. Considere o cddigo linear C sobre 5 = Z5 gerado pela matriz

10011 2
G=10101 21
001211

Perceba que G estd na forma padrao, n = 6 e k = 3. Além disso, como estamos trabalhando

em Zs
11 2 -1 -1 =2 4 4 3
A=11 2 1| =-A"'=|-1 -2 —1|=14 3 4
2 11 -2 -1 -1 3 4 4
Logo, pela Proposicao 2.3.5,
4 4 3100
H=[-Ald, x]=14 3 4010
344001

é uma matriz teste de paridade para C.

2.4 DECODIFICACAO POR SINDROME

Dada uma matriz geradora G de um cédigo linear C, e dado v € C, vimos que

podemos codificar este vetor da seguinte forma:
v +— vG.

Além disso, se a matriz geradora estd na forma padrao G = [Idg|A], podemos codificar

anexando as n — k coordenadas de vA a v.

Agora, para fazer o caminho inverso, isto é, para decodificar uma mensagem,
precisamos de um trabalho que é um pouco mais arduo. Para decodificar escolhendo o
vetor mais préoximo no cédigo, devemos encontrar uma palavra do codigo de comprimento
n que esta mais préoxima a n-upla recebida. Para um codigo sem estrutura obvia, isso s6
pode ser feito calculando a distancia entre cada palavra do c6digo e a n-upla recebida, o

que pode ser bem trabalhoso.

Vamos ver entdo um algoritmo de decodificagdo que explora a linearidade do codigos

linear.

Definicao 2.4.1. Seja C um cédigo linear com matriz teste de paridade H. Dado um

vetor v € 7, definimos a sindrome de v como sendo o vetor s(v) = vH".

Quando uma mensagem c é transmitida e um vetor v é recebido, a diferenca entre

os dois vetores é chamada erro e denotada por e. Dessa forma:

v =c-+e.
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Se H é uma matriz teste de paridade para o cédigo linear C, entdo, como C = {v €
Fp; vH' = 0}, temos:
s(v) = vH'=(c+e)H' = cH'+eH"'
= 0+eH' poiscelC
= eH'
= s(e),

ou seja, a sindrome de v é a mesma do vetor erro. Ademais,

s(v)=0 & vH'=0 & veCl.

Se w(e) <1, entdo a sindrome s(v) = s(e) = eH" é s6 um miltiplo escalar de uma
coluna de H.

Isso nos da um algoritmo de decodificagdo simples para codigos lineares que corrijam

1 erro. Primeiro, calculamos a sindrome de v. Assim, temos dois casos:

e s(v)=0.

Neste caso, v € C, e entdo nao houve erro na transmissao.

e s(v) #0.
Neste caso, procure a coluna de H que é um maultiplo escalar de
s(v). Se essa coluna nao existir, entao houve mais de um erro e o
c6digo nao serd capaz de corrigir. Agora, se s(v) = A - coluna j,
para algum A € N, entao, para corrigir o erro, basta somar a v o
vetor com —\ na j-ésima posicao e 0 nas demais posig¢oes para

corrigir o erro.

2.5 CODICOS DUAIS

Definigao 2.5.1. Seja C C Fy um c6digo linear. Definimos
Ct = {veK" (u,v) =0, para todo u € C},
em que (-, -) significa o produto interno.

Noutros termos, C+ é o subespaco ortogonal a C com respeito ao produto interno.

O subespaco C* é o conjunto de solucdes de um sistema linear de equacdes de
posto k e n indeterminadas. Entdo, o cédigo dual C*+ é um cédigo linear de dimensao

n — k e comprimento n sobre [F,.
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Proposicao 2.5.2. Se H é uma matriz (n — k) X n que é uma matriz teste de paridade
para um cédigo linear C de dimensdo k, entdo H* é uma matriz geradora para C+ Ainda,

se G € uma matriz geradora para C, entio G* é wma matriz teste de paridade para C*.

Demonstragio. Ver Proposicao 4.19, capitulo 4 de [7]. [

Definicdo 2.5.3. Dizemos que um cédigo linear C é auto-dual quando C = C*+ .

Seja C um cédigo um cédigo auto-dual. Sejam G e H, respectivamente, as matrizes
geradora e teste de paridade de C. Entao, pela Proposicao 2.3.4, vale GH® = 0. Sabemos,
pela Proposicdo 2.5.2, que H é uma matriz geradora de C* e G é uma matriz teste de
paridade para C*, donde, pela Proposicdo 2.3.4, HG' = 0. Agora, sendo C auto-dual,
C = C*t e assim GG é matriz teste de paridade para C. A proposicdo nos d4 uma condicio

para que um coédigo linear seja auto-dual.

Proposicao 2.5.4. Um codigo linear [n, k,d|, € auto-dual se, e somente se, sua matriz
geradora G € tal que GG' =0 e posto(G) =n — k.

Exemplo 2.5.5. Consideremos C o [4,2,d]; cddigo linear gerado pela matriz
10 2 3
G = )
01365
De fato, como C C F2, devemos utilizar as operagdes médulo 7, assim temos:
|14 21 10 0] 0
121 351 [0 0|

Ademais, como posto de G é 2, segue da Proposicao 2.3.4, que G é também uma matriz

Entao, C é um cédigo auto-dual.

GG =
013 5

1023]

w N O =
ot W = O

teste de paridade para G. Logo, C* é gerado por G e, entdo, C = C*.

Sendo C um céddigo auto-dual de dimensao k, G e H suas matrizes geradora e teste

de paridade, respectivamente, entao G = H' ou H = G*.

Observe que um c6digo auto-dual tem pardmetros [n,n/2,d,.
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3 INFORMACAO E COMPUTACAO QUANTICA

A Mecéanica Quantica é a formalizagdo matematica da Fisica Quantica, desenvolvida
para descrever o comportamento de sistemas em escalas microscopicas, como atomos,
particulas subatomicas e fétons. Seus principios — como superposi¢ao, emaranhamento
e a natureza probabilistica das medi¢oes — desafiam as nocgoes classicas de realidade e
provocaram uma profunda reformulagdo na compreensao dos fendmenos fisicos. Ao longo
do século XX, os fundamentos da Mecanica Quantica revolucionaram o entendimento da

natureza sob a 6tica da fisica cléssica.

A Computacao Quantica, por sua vez, baseia-se nessas propriedades fundamentais
para propor um novo paradigma de processamento de informagoes, distinto e potenci-
almente mais poderoso que o modelo classico. A partir desses fundamentos, surgiu a
area de Informacao e Computacao Quantica, que explora como as propriedades quanticas
podem ser utilizadas para representar, processar e transmitir informagoes de forma mais
eficiente do que os métodos tradicionais permitem. Esse campo propoe uma nova forma
de computacao, com o potencial de resolver certos problemas complexos de maneira
exponencialmente mais rapida, além de oferecer avancos em seguranca da informacao e

comunicacao.

Trata-se de um tema em pleno desenvolvimento, com grande interesse da comuni-
dade cientifica e tecnoldgica. As pesquisas em Informacao e Computacao Quantica vém
crescendo de forma acelerada, impulsionadas por desafios tedricos profundos e por avancos
experimentais significativos. Esta dissertagdo se insere nesse contexto dindmico, buscando
contribuir para a compreensao e o avanco desse fascinante e promissor ramo da ciéncia

moderna. Para mais informagoes sobre o assunto, recomendamos a referéncia [20].

3.1 NOTACAO DE DIRAC

Cabe destacarmos que, no Anexo, sdo apresentadas algumas teorias relevantes que
podem servir de apoio a compreensao dos conceitos que exploraremos, especialmente no

contexto da Algebra Linear.

Apresentaremos nessa se¢ado uma notacao bem incomum para matematicos, mas
eficiente para os fisicos na denotacao de estados quanticos - A notacao de Dirac. Para

isso, tomamos como fonte base [24].

Antes de iniciar o estudo sobre os c6digos quanticos, é necessario compreender o
significado da notagao “| )”. Qual é sua leitura? Como deve ser pronunciada? Nesta secao,
sera apresentada a interpretacao e o uso dessa notacgao, fundamental para a descricao de

estados quanticos no formalismo da Mecanica Quantica.

Na fisica quantica, o estado fisico de um sistema é dado por todas as informacoes
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possiveis de obter-se de tal sistema, podendo ser representado por uma funcao complexa de
onda ou por um vetor de estado contido num espacgo vetorial complexo. Porém, prova-se
que a representacao de espagos vetoriais em trés dimensoes de alguns elementos, como os
spins, nao é possivel.

Paul Dirac, pioneiro da Fisica e Mecanica Quantica, foi responsavel por introduzir
a representacao dos estados quanticos por meio de espacos vetoriais complexos, conforme
apresentado em sua obra classica [9]. Nessa formalizacao, tais vetores passaram a ser
denominados por kets, os quais representam, de forma vetorial, um estado fisico da
Mecénica Quantica, contendo todas as informagoes associadas a esse estado. Os kets
sdo simbolicamente representados por “| )” e possuem um elemento dual correspondente,
chamado bra, representado por “( |”. O produto interno entre um bra e um ket é
denotado por “( | )”, sendo denominado braket. Essa notagao, introduzida por Dirac,

ficou amplamente conhecida como notagdo bra-ket ou notagcdo de Dirac.

3.2 POSTULADOS DA MECANICA QUANTICA E MEDICOES

Dessa se¢ao em diante, até o final desse capitulo, tomaremos como base [1] e [5].

O objetivo desta se¢ao sera apresentarmos brevemente os postulados da mecénica

quantica.

Definicao 3.2.1. Um espacgo de Hilbert ¢ um espacgo vetorial complexo com produto

interno.

Em esséncia, a mecanica quantica é uma estrutura matematica para o desenvolvi-
mento de uma teoria fisica. A conexao entre o mundo fisico e o formalismo da mecanica
quantica é dada pelos Postulados da Mecanica Quantica. Apresentaremos esses postulados,
que estao presentes em [1], como forma de conhecimento, em [20] estdo disponiveis mais

informacoes

e Postulado 1: A qualquer sistema fisico isolado existe um espaco de Hilbert
associado, conhecido como espagco de estados do sistema. O estado de sistema
¢ totalmente descrito pelo seu vetor de estado, um vetor unitirio no espaco de

estados.

e Postulado 2: A evolucio de um sistema quantico fechado é descrita por uma
transformagdao unitaria. Ou seja, o estado |¢) de um sistema em um tempo t, estd
relacionado ao estado ') do sistema no tempo ty por um operador unitdrio U que

depende somente de ti e ty. Simbolicamente, temos:

[¥) = Ul).
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o Postulado 2’°: A evolugcao temporal do estado de um sistema quantico fechado é

descrita pela equacao de Schrodinger:
dv)

th—— =H
2 — )

Nessa equagao, h € uma constante fisica chamada constante de Planck, cujo valor
¢ determinado experimentalmente e H é um operador Hermitiano conhecido como
Hamiltoniano do sistema. Na prdtica, € comum absorver o fator h dentro de H,

efetivamente convencionando-se h = 1.

o Postulado 3: As medidas quanticas s|0) e |1) sdo descritas por determinados
operadores de medida {M,,}. Esses operadores atuam sobre o espago de estados dos

sistema. O indice m refere-se aos possiveis resultados da medida.

o Postulado 4: O espaco de estados de um sistema fisico composto € o produto

tensorial dos espacos de estados dos sistemas individuais.

3.3 A UNIDADE DE INFORMACAO QUANTICA

A unidade fundamental da informagao classica é o bit, que pode assumir dois
estado; a saber, 0 ou 1. Chamamos de qubit (ou bit qudntico) a unidade de informacgao

quantica.

Definicao 3.3.1. Definimos o estado de um qubit como um vetor em um espago vetorial

complexo bidimensional C2, que é um espaco de Hilbert.

Diferentemente do bit classico, um qubit pode assumir, além dos dois estados |0) e
|1), todos os outros estados correspondentes as combinagoes lineares de |0) e |1), as quais

chamamos superposigoes, do seguinte modo:

[¥) = al0) + B]1), (3.1)

em que a, € C. Neste caso, dizemos que o qubit |¢) estd em uma superposi¢cdo de

dois estados.

Os estados |0) e |1) formam a Base Computacional, que é uma base ortonormal
para o espago de estados. Assim, em particular, [¢)) é unitério, isto é, (¥|v) =1, o
que equivale a |a]? 4+ |f])? = 1. Valendo |a|? + |3|> = 1, quando medirmos um qubit a
probabilidade de obtermos |0) como resultado serd |a|? e a probabilidade de obtermos |1)

sera de |52

Reescrevendo a expressao 3.1 em funcao de dois parametros 6 e ¢, obtemos

) = cos (g) 10) + € sen (g) 1,
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tal representacao permitiu uma representacao geométrica para o qubit. A partir dos
parametros 6 e ¢ podemos definir uma esfera de raio unitario, denominada Esfera de

Bloch, como na seguinte figura:

Figura 2 — Esfera de Bloch.

—

>

Fonte: [1]

Nos polos da esfera encontram-se os estados |0) e |1), e qualquer combinagao linear
que represente um estado em superposicao, estard representada univocamente em um

ponto na casca desta esfera.

Um sistema de 2 qubits, os estados na base computacional sao |00), |01), |10)
e |11), os quais pertencem ao espago de Hilbert C? @ C? = C*. A superposicao desses

quatro estados é dada por
|77/J> = 0100|00> + 0401|01> + Ozlo|10> + OZ11|11>.

A probabilidade da medigao resultar em [ij), 4,7 = {0, 1}, serd de |ay;|*.

Mais geralmente, um estado ¢ com n qubits é uma superposicao dos 2" estados
|00---0),]00---1),...,|11---1),

onde a sequéncia dentro de cada ket corresponde a representacao binaria dos ntimeros

0,1,...,2" — 1. Esse estado pode ser expresso como
an—1

o) = > aili),
i=0

sujeito a condicao

2" —1
Z |Oéi|2 = 1.
=0
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3.4 EMARANHAMENTO QUANTICO

Nesta secao, definiremos formalmente um emaranhamento quantico.

Um estado de dois qubits pode ou nao ser resultado do produto tensorial de
dois estados de um qubit. Consideremos os estados de um qubit |¢)) = «|0) + 5]1) e
l) = v]0) + d[1), com «, 3,7, € C. O estado definido pelo produto tensorial de [i)) e

o) &
) @) = (]0) + B[1)) ® (7]0) +6[1))
= (a|0) ©7/0)) + (a]0) +6]1)) + (B]1) ®~(0)) + (B1) ® 4[1))
= ay(|0) ® [0)) + ad(]0) ® |1)) + B([1) ® |0)) + Bo([1) ® [1))
= av|00) + ad|01) 4+ [v]10) + Bo|11) (3.2)
Sendo que, na ultima linha apenas reescrevemos a expressao da linha anterior utilizando a
notagao |[v) ® |w) = |vw).

Um estado de dois qubits genérico
al00) + b|01) + ¢|10) + d|11)

¢ da forma (3.2) se, e somente se, vale

a = av,
b = ad,
c = B,
d = [0,
o que implica que
b «

S=222 5 =t
c

Dessa forma, um estado de dois qubits, em geral, ndo pode ser expresso como um

produto tensorial de estados individuais de um qubit. Com isso, surge a seguinte definicao:

Definicao 3.4.1. Dizemos que um estado de dois qubits é emaranhado quando ele nao

¢ produto tensorial de estados de um qubit.

Exemplo 3.4.2. Conforme disponivel no anexo, da definicdo de produto tensorial, o

estado |10) pode ser escrito como o produto tensorial dos estados |1) e |0),

nely=||e| =] =0

1 0

o = O O
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Dessa forma, o estado |10) nao é um estado emaranhado.

Por outro lado, o estado

|v) =

— = O

0
¢ um estado emaranhado. De fato, vamos mostrar que |v) nao pode ser escrito como
produto tensorial de estados de um qubit. Supondo o contrario, consideremos os estados
de um qubit |¢) = «|0) + 5[1) e |¢) = 7]|0) + d|1), com a, 3,7,0 € C, de modo que
[v) = ) ® |p). Deverfamos ter

0
1
| = ay|00) + «6]01) + By|10) + B|11)
0
0
1 1 1 1 0 0 1
= =a ® + ad ® + ® + B0
0
0 1 0 0] 0
1 0 1 0 0
= =« + ad + + 36
1 v 0 0 & 1 b 0
0 0 0 0] 1
0 ay ay =0 a=0ouvy=0
1 ad ad =1 ad =1
= = = =
1 By By =1 By =1
0] [P0 85 =0 B=0ous=0
Mas, como ad = By = 1, deveriamos ter a, [3,7,6 # 0, contradizendo ay = 0 e 8§ = 0.
Portanto, o estado |v) é emaranhado.

Os estados emaranhados de dois qubits mais conhecidos sao:

Booy = 7(\00>+I11>) (3.3)
oy = 7(\00> 1)), (3.4)
Boyy = 7(\01>+I10>) (3.5)
Py = (|01> 10)). (3.6)

Sl
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Esses estados sdo conhecidos como estados de Bell ou pares EPR (Einstein - Podolsky
- Rosen). Eles desempenham um papel fundamental em diversas areas da informagao
quantica, atuando como unidade béasica de emaranhamento em muitas aplicacoes de
criptografia quantica. Além disso, sao amplamente utilizados em outros contextos, como

na teleportagdo quantica, bem explorada em [3].
Exemplo 3.4.3. Vamos mostrar que os estados de Bell realmente sao emaranhados. Para
isso, sejam [t} = al0) + B[1) ¢ ) = 7]0) + d]1), @, B,7,6 € C.

1

V2

Suponhamos que existam estados de um tinico qubit 1) e [) tais que Bjooy = |1) ®|¢p).

L. Bjooy = (100) + [11)):

Assim:
00) +[11) (3.2

V2

donde ad = 0, o que implicaria que o = 0 ou § = 0, contradizendo o fato de que

Biooy = " 0700) + ad]01) + By[10) + B3[11),
1

ay = — = f30.
V2

1
2. Bioy = 2
Suponhamos que existam estados de um tinico qubit 1) e [p) tais que B0y = [1) ®]¢p).

(100) — J11)):

Assim: 00) — [11)
oy = 5 "= 1100} +ad]on) + 510) + 5411

donde ad = 0, o que implicaria que o = 0 ou d = 0, contradizendo o fato de que
1
1
ﬁ(|01> + [10)):

Suponhamos que existam estados de um tnico qubit 1) e [¢) tais que Bjo1y = [¢) @|¢p).

3. By =

Assim: 01) + [10)
+ .
oy = — 55— 2 07]00) + 6]01) + Bv]10) + B6]11),

donde ay = 0, o que implicaria que o = 0 ou v = 0, contradizendo o fato de que

1
ad = 7 = By.
4 By = = (01) — [10):
V2
Suponhamos que existam estados de um tinico qubit [¢) e ) tais que B11y = [¢)®|p).
Assim:
i = L0 @2 100y + agjo) + 54110) + a[11),

V2

donde ay = 0, o que implicaria que a = 0 ou v = 0, contradizendo o fato de que

aézﬁeﬁvz—ﬁ.
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Exemplo 3.4.4. O estado

100 0

0 00O
§) =

0 00O

0 00 %

¢ um estado emaranhado, enquanto o estado

010 0

0000
€)=

0000

0000

¢ nao emaranhado porque pode ser decomposto em

ek

Exemplo 3.4.5. Para n qubits, um estado emaranhado, conhecido como o estado GHZ,

1

. @0 1].

1$) = @[1 o]®

o O O O
o O o =
o O O O
o O o O

¢ definido por .
(|00---0) + [11---1)).

Sl

2

3.5 PORTAS QUANTICAS

Um computador quantico é construido a partir de um circuito quantico que inclui
fios e portas logicas quanticas, responsaveis por transportar e manipular a informacao
quantica. Essa construcao ¢ semelhante a dos circuitos de computadores classicos, que

também possuem fios e portas logicas para transportar e processar a informacao.

A computacao quantica comega com a preparacao de qubits iniciais que contém os
dados de entrada do problema. As portas légicas quanticas operam sequencialmente nos
qubits conforme o algoritmo, modificando as amplitudes que representam a superposicao.
Apés a aplicagdo dessas portas, o resultado da computacao é obtido por meio de medi¢oes

em qubits previamente selecionados.

Para um qubit classico, a tnica porta nao trivial ¢ a NOT, que inverte o estado,
transformando 0 em 1 e 1 em 0. Para multiplos bits classicos, existem outras portas légicas
conhecidas como AND, OR, NAND e NOR, cujas agoes sao dadas na tabela abaixo.
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bit de entrada bit de saida
ab AND \ OR \ NAND \ NOR
00 0 0 1 1
01 0 1 1 0
10 0 1 1 0
11 1 1 0 0

Tabela 1 — Agoes das portas logicas classicas AND, OR, NAND e NOR. Fonte: [1].

Definicao 3.5.1. Dizemos que uma porta légica ¢ universal quando ela pode ser utilizada
para implementar qualquer funcao légica (através da composicao), sem a necessidade de

utilizarmos outras portas.

Observacao 3.5.2. O termo universal é utilizado na Definicao 3.5.1 justamente pela
versatilidade dessas portas, ja que através dessas portas é possivel criar qualquer outro

tipo de porta logica.

As portas universais classicas sdo formadas pela combinacao das portas AND, OR

e NOT. A partir dessas combinagoes, é possivel obter as portas NAND e NOR.
A porta logica NAND é construida a partir das portas NOT e AND. Sua operacao

consiste essencialmente na multiplicacao dos bits de entrada, seguida da negacao do

resultado. Essa operagao é dada da seguinte forma:
a ANDb=a-b=c.

Aplicando sob o bit de saida ¢ da porta NOT, teremos entdo como saida ¢, completando
assim agdo da porta NAND que é dada por NAND = NOT(AND).

Por outro lado, a porta NOR ¢ derivada da combinacao das portas OR e NOT. Se
considerarmos a e b como as duas entradas da porta OR e ¢ como a saida, a operacao

logica da porta OR é dada por:
aORb=a®b=c,

onde & denota a soma mddulo 2. Aqui, analogo ao caso da porta AND, basta aplicar a

operagao NOT a saida da OR, resultando na seguinte expressao logica:

a NOR b= NOT(a AND b) = NOT{a®b=c}=c.

Agora, vejamos como se comportam as portas logicas no caso quantico, comecando

com o seguinte exemplo:

Exemplo 3.5.3. No caso quantico, também temos uma porta equivalente a porta NOT.

Essa porta é dada pela matriz de Pauli X, denominada por bit flip. Temos:

e 3o



32

oo ][]

Logo, o bit flip leva |0) em |1) e |1) em |0). Além disso, a agdo de X no estado de
superposigao [¢0) = «|0) + 5|1), «, 5 € C, é linear, de modo que,

X[i) = X (a]0) + BI1)) = aX|0) + BX|1) = al1) + BJ0),

<)1)

Uma maneira de descrever as portas quanticas sobre um qubit, se da através de

ou matricialmente

matizes 2 X 2. Para que isso aconteca, é importante lembrarmos que para um estado
quantico qualquer |¢)) = a|0) + 3|1), a condigao |a|* 4 |3|*> = 1 também deve ser satisfeita
pelo estado |¢)') = a/|0) + 5’|1) apds a aplicagdo da porta logica, isto é, |a/[*+[8']* = 1, de
modo que a matriz que representa a porta loégica deve ser unitaria. Essa é a tnica condicao
imposta sobre as portas quanticas. Dessa forma, qualquer matriz unitdria especifica uma

porta logica quantica.

Exemplo 3.5.4. Denotemos por A' a matriz complexa conjugada de A. Vamos mostrar

que as matrizes de Pauli sdo unitarias. De fato:

Nr=Ir=Ir=r

- 1 T
¥ xt 0o 1| |o* 1*
— _T p—
Jor (U 10| |1 0
_1* O*_ 10 B 0 1] o 1
o Joo1]fo 1 o1
1 ool |1 0 - I
"
0 —i] Jor (=]
—_ T _Z -
Yy = | <0?] [ OZ] i 0| 0*]
1 2 - —
30 0 , |0 =i} [0 =2
= OZ] [ OZ] t 0|z O
[_z 7 _ 7
- - 1 T
N 1 0 e LA B
0* (=1*| [0 -1 0 —1] [0* (=1)*
C[toolft oo [t ft oo
1o —1| o -1 1o =1l o -1
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Logo, as matrizes de Pauli sao unitarias e assim, sao portas logicas quanticas.
Exemplo 3.5.5. A porta Z, conhecida como operador phase flip, é tal que

Z0) = [(1) _01 H = lé = 10),

ZI1)y = [(1) _01] (1)] = {_01 = -,

ou seja, o operador phase flip age trocando o sinal do estado |1) e preservando o estado
10).

Exemplo 3.5.6. Uma outra porta muito utilizada é conhecida como porta de Hadamard,

onde sua representacao matricial é dada por

=20
V21 -1
Perceba que

1 (1 1 1 (1 1 1
HH=|— N - _ -
Mais ainda, H é hermitiano!

O exemplo a seguir mostra como a porta de Hadamard age sobre os qubits |0) e

1)

Exemplo 3.5.7. Temos:

o) = — t —11] H - H :12<

A I W A (5

Denotemos

1 1
H|0) =|+) = —=(|0) + |1 H|l)=|-) = 0)—|1 3.8
0) = [+) \/5(|>|>)6 =1 (10) = 11)) (3:8)
Os estados |+) e |—) sdo superposi¢oes emaranhados.

Vamos mostrar que {|+),|—)} é uma base de C. Para isso, seja |¢) = «|0) + S|1)

um estado qualquer.

1 A definicdo de operador hermitiano encontra-se disponivel no anexo na Definicao .0.25.
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Primeiramente, vamos mostrar que {|+), |—)} gera C, mostrando que |¢)) pode ser
escrito como combinacao linear de |+) e |—). Tomando a = %(a +pB)eb= \}( - B),
a,b € C, temos

1 1
V) = ﬁ(a + B) |+) + ﬁ(a = B) =)

De fato:
1 1
) +bm) = Z(a+ A+ s(a—B)-)
- Sa+d) (j§<\o> " u>>) b o= (jﬁum - \1>>)
= Sl +8)+ (- 8)I0) + gl +8) — (a— A
1

= 52000) + 32601) = al0) +611)
= [¢).

Ademais, se existem a, b € C tais que |¢)) = a|+)+b|—) = 0, entdo a <
1
—(]0) — |1 =0, donde
b (0= 1)

[+

Logo, o conjunto {|+),|—)} é LI

(10) + |1>>)

Sl

O i

=a+b=0 ¢ a—b=0 = a=b=0.

%\@

Portanto, {|+),|—)} ¢ uma base de C a qual denominamos por base conjugada.

Os vetores dessa base podem ser escritos matricialmente como

1 |1 1 1
|+>:\/§L] € ‘—>:\/§[_1]'

A tabela a seguir resume como as portas légicas que temos até dado momento
agem sobre os bits |0) e |1).

’ bit de entrada H X \ Z \ H ‘
10) 10 | [+)
1) 0) | =11 | =)
Tabela 2 — Agoes das portas X, Z e H sobre os qubits |0) e |1).

Uma matriz unitaria A, por definicao, é inversivel, ja que

ATA = AAT =T
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Mais ainda, sua inversa AT também é uma matriz unitéria. Assim, o fato de qualquer porta
quantica ser representada por uma matriz unitaria implica que sua inversa também sera
uma porta quantica. Logo, as portas quanticas sao reversiveis, isto ¢, é sempre possivel

inverter uma porta quantica utilizando outra porta quantica.

Exemplo 3.5.8. Uma outra porta légica muito importante, agora para mais de um qubit,
¢ conhecida como NOT-controlada, ou simplesmente CNOT. Essa porta tem dois
qubits de entrada, denominados qubit de controle e qubit alvo, respectivamente. Essa

porta légica age da seguinte forma:

« Se o0 qubit controle for |1), entdo a porta CNOT age no qubit alvo, trocando-o de
|0) para [1), e de |1) para |0).

« Se o qubit controle for |0), entdo nada acontece com o qubit alvo.

Assim, temos:

’ bit de entrada H CNOT ‘

00 00
01 01
10 11
11 10

Tabela 3 — A¢ao da porta CNOT.

Outra maneira de descrevermos a porta CNOT se d4 em vé-la como uma generali-
zagdo da porta classica XOR, pondo |a, b) — |a,b @ a), onde & denota a adicao mddulo 2.
De fato:

|0,0) — 10,04 0) = |0,0);

0,1) = 10,1®0) =10, 1);

11,0) — [1,0 8 0) = [1,0);

11,1) — |L,0@® 1) = |1,1).

Ainda, outra maneira de representarmos a porta CNOT se d4 matricialmente por

CNOT =

o O O =
o O = O
_ o O O
o = O O
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que é uma matriz unitaria, ji que é uma matriz cujas entradas sdo nimero reais, sua

tranposicdo ¢é igual a matriz original (ou seja, (CNOT)T = CNOT) e

1000/{tooo] [too0o0
010001000 _|0100
0001/{0001 {0010
0010/[0010 {0001

A porta CNOT é uma das mais interessantes, pois qualquer operagao légica quantica
envolvendo multiplos qubits pode ser construida a partir dela e de portas de um tnico

qubit. Ou seja, a porta CNOT é universal.

Vejamos no exemplo a seguir, um outro fato interessante a se destacar sobre a porta

CNOT, que consiste no fato de que essa porta pode produzir um estado emaranhado.

Exemplo 3.5.9. Através da porta CNOT, podemos fazer o estado nao emaranhado |00)

tornar-se um estado emaranhado. De fato:

1. Consideremos o estado |00);

2. Apliquemos o operador H ® I em |00). Temos:

(H®1)|00) = Hl|0)®l|0>

= =0+ ) @0

= =) [0)+ 1) 0)
= S(100) + [10)),

SISt

3. Agora, aplicando nesse estado a porta CNOT, obtemos:

1
CNOT((H®1)|00)) = CNOT (\/§(|00) + |10))>

_ 12 (CNOT(|00)) + CNOT(]10)))
= L {00y + [11))

2
(3.3)
= Boo)s

8-l

que conforme o Exemplo 3.4.3, é um estado emaranhado.

Repetindo o processo anterior para cada 7,5 € {0, 1}, isto é, considerando o estado
nao emaranhado |ij), em seguida aplicando o operador H® I em |ij) e, por fim, aplicando a

porta CNOT nesse estado, vamos obter o estado de Bell 3}y, que ¢ um estado emaranhado.
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4 CODIGOS QUANTICOS CORRETORES DE ERROS

Neste capitulo introduziremos a Teoria dos Cddigos Qudanticos Corretores de Erros
(QECC), que tem como objetivo a protegao da informagao quantica contra a agao de ruido,
para isso usaremos como as referéncias [1] e [5]. A informacao quéntica é processada por
meio de operagoes unitarias seguidas de medigoes, realizadas em sistemas fisicos especificos.
Interagoes com o ambiente que rodeiam os sistemas podem provocar imperfeicoes nas
operacoes e até mesmo erros no processamento da informacao. Para superar esses problemas
e garantir um bom funcionamento de um computador quantico, o uso de QECC tem sido

uma das principais estratégias.

Os codigos quanticos corretores de erros funcionam codificando estados quanticos
para que eles possam permanecer estaveis, protegidos, em relagdo a acao de ruidos, e

depois para recuperarmos os estados basta uma decodificacao.

41 DIFERENCAS ENTRE INFORMACAO QUANTICA E CLASSICA

Assim como no caso de codigos classicos, nos coédigos quanticos também acres-
centamos redundancias, para que seja possivel detectar e corrigir erros, mesmo que haja

corrompimento de alguma informacao pelo ruido.

Os QECC tém sua construgao baseada nos Cédigos Corretores de Erros Cléssicos,

apesar das diferencas fundamentais na informagao quantica.

A primeira diferenca consiste na impossibilidade de copiar um qubit. Afim de

mostrarmos isso, vejamos o seguinte teorema.

Teorema 4.1.1 (Teorema da nao-clonagem). Nenhum dispositivo qudntico pode ser

construido que produza 1)), dado |¢) arbitrdrio.

Demonstragio. Ver pagina 48, capitulo 3 de [1]. ]

Definicao 4.1.2. Definimos um codigo de repeticdo como um coédigo simples para

protecao de bit contra erros que podem ser introduzidos no canal.

Apresentaremos agora um exemplo de informagcao classica, utilizando como principio

de codificagao a copia de bits.

Exemplo 4.1.3. Aqui vamos apresentar um codigo de repeticao de 3 bits, e

0 +— 000
1 — 111.

Admitindo que o receptor saiba que o processo de codificacao utilizado foi a repeticao,

de posse dos 3 digitos recebidos, ele devera decidir qual mensagem (bit) foi enviada
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originalmente. Suponhamos que o receptor tenha recebido a mensagem “101”, a qual foi
codificada e enviada seguindo a regra acima mencionada. Sem dificuldades, o receptor
entendera que o erro ocorreu no segundo bit e decidird que a mensagem enviada foi “111”.
Por outro lado, se dois bits forem trocados, isto é, se ocorrerem dois erros no processo
de transmissao da mensagem, o receptor provavelmente decidira pelo bit de informagao

errado. Isso deixa transparecer a “fragilidade” desse tipo de codificagao.

Uma outra diferenca entre as informacoes classica e quantica é que em um unico
qubit podem ocorrer erros distintos de forma continua. Isso significa que um erro num
estado «|0) + 5|1) pode mudar a e 8 por uma quantidade pequena ¢, onde esses pequenos

erros podem acumular-se durante o tempo, corrompendo a informacao.

No Exemplo 3.5.5, vimos que o operador Z, que age trocando o sinal do estado |1).

Além disso, sabemos que um qubit pode estar em uma superposicao de dois estados, isto €,

W) = al0) + B]1), «,8€C.

Exemplo 4.1.4. O erro phase flip, por exemplo, faria com que o estado

[¥) = al0) + 5[1)

mudasse para

[¥) = al0) — B]1).

Assim, outra diferenca é que erros do tipo phase flip ndo ocorrem no caso cldssico.
Erros como esse sao bem graves, pois podem transformar o estado |[+) no estado |—),

conforme o exemplo a seguir.

Exemplo 4.1.5. Vamos entender melhor o comportamento do erro phase flip nos elementos
da base conjugada. Consideremos os estados da base conjugada {|+)|—)}. Aplicando o
operador Z em cada elemento dessa base, temos:

1 1

24 =2 (ﬁ<|o> ‘ |1>>) = 2100+ 21) = =(0) ~ 1) = ).

1 1

Z-) =2 (ﬂum - |1>>) = 5210, = 211)) = (00 + 1) = )

Logo, Z leva o estado |+) no estado |—) e o estado |—) no estado |+).

Outra diferenca fundamental entre as informagoes quanticas e classica é que as
medidas destroem a informacao quéantica, como vimos no Postulado 3. Na correcao classica
de erros, é possivel observar e corrigir erros na saida do canal e decidir qual o procedimento
a ser adotado, ou seja, esse problema nao ocorre. Em contrapartida, a observacao no caso
quantico geralmente destroi o estado quantico sob observagao, assim impossibilitando sua

recuperacao.
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Mesmo com essas diferencas mencionadas, é possivel desenvolver a teoria de corre¢ao
quantica de erros com adaptacoes para que os coédigos quanticos de correcao de erros

possam funcionar.

Na préxima segao, veremos alguns exemplos de codigos quanticos de erros.

Definigao 4.1.6. Um cédigo quédntico corretor de erros (QECC) é uma funcao
de um espaco de Hilbert de dimensdo 2¥ em um espaco de Hilbert de dimensdo 2", com

k < n. Os vetores no espago 2" dimensional sao denominadas palavras-codigo.

Definicao 4.1.7. Seja C um QECC. Definimos a distdncia minima d de C como a

menor distancia de Hamming entre duas palavras-cédigo distintas, isto é, o niimero
d = min{d(u,v); u,v € C e u # v}.

Um QECC C com comprimento n, dimensao k e distdncia minima d é chamado um codigo

[[n, k,d]]. Um cédigo com distdncia minima d pode corrigir até ¢ erros ocorridos nos qubits

|55

de uma palavra-codigo, onde

4.2 CODIGO BIT FLIP

Apresentaremos agora um primeiro exemplo de c6digo quantico, chamado cédigo
bit flip. Este codigo serd o mais simples que veremos e codifica trés qubits, por isso, muitas

vezes também é denominado em literaturas como codigo bit flip de trés qubits.

Observacao 4.2.1. Como vimos no Exemplo 4.1.3, a codificacao por repeticao falha
quando mais de um bit dos trés enviados seja invertido, o que ocorre com a probabilidade
de 3p? — 2p®. Sem adicionarmos as redundancias, a probabilidade de erro é p, de modo

que o codigo de repeticdo garante a confiabilidade da transmissao se p < 3

De forma andloga ao que fizemos no Exemplo 4.1.3, agora consideremos o envio
do qubit |¢) = al0) + B|1), |a]® + |B]> = 1, através do canal bit flip. Neste canal o
qubit é transmitido sem erros com uma probabilidade 1 — p e o sofre a inversao de bit
com probabilidade p. Em outras palavras, caso o canal atue sobre o qubit [¢), o estado
transmitido serd X|¢) = §|0) + a|1), onde X representa a matriz de Pauli, conhecida

como operador bit flip. Esse canal é chamado canal bit flip ou de inversdao de bit.

Exemplo 4.2.2. Mostraremos que o codigo bit flip protege qubits contra efeitos de
ruidos deste canal, descrevendo o processo realizado pelo cédigo bit flip para protecao,

identificacao e correcao dos erros do canal bit flip.

Consideremos [¢)) = «a|0) + ]1) o estado de um qubit. Suponhamos que |¢) seja

codificado com trés qubits, da seguinte forma:

a]000) + S]111).
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Podemos reescrever essa operagao convenientemente como

|0y — |0z) = {000) (4.1)
1y — |1p) =|[111) (4.2)

onde |0z) e |11) sdo chamados de estados légicos.

Suponhamos que o estado inicial [¢)) = «|0) + §|1) tenha sido perfeitamente
codificado como a|000) + B|111).

Ao codificarmos ) para «|000) + §|111), cada qubit é codificado pelo canal bit
flip de maneira independente, de modo que, caso ocorra erro em um deles durante a

codificacdo, isso nao influenciara a codificagdo dos demais.

Analogamente ao caso cldssico, no codigo bit flip conseguimos identificar e corrigir
erros, caso tenham ocorrido em no maximo um qubit. Assim, suponhamos que, ao
codificarmos |¢)) para a|000) + $|111) um erro tenha ocorrido em no maximo um 1 qubit.
Desejamos corrigir esse erro, mas sem perder a superposi¢ao «|000) + 3|111). Para isso, é
necessario entendermos sobre o funcionamento do procedimento de correcao de erros para

recuperarmos o estado original. Este procedimento é divido nos seguintes passos:

1. No primeiro passo, queremos detectar se ocorreu erro em algum qubit do
nosso estado quantico. Para isso, devemos realizar uma medida sobre o
estado quéntico, a qual ird detectar erro (caso haja algum) nos dizendo
onde foi que ele ocorreu (caso tenha ocorrido). O resultado dessa medida

é chamado de sindrome do erro.

2. No segundo passo do processo de correcao de erros, utilizamos o valor da
sindrome obtido no passo anterior para determinar qual serd o procedi-

mento de recuperacao do estado original.

Consideremos os seguintes operadores de projecao:

Py = [000)(000] + [111)(111],
P, = [100)(100] + [011)(011],
P, = [010)(010] + |101)(101],
Py = [001)(001] + |110)(110],

Para o canal bit flip, esses quatro operadores sao correspondentes as quatro sindromes de

erro, da seguinte forma:

o O operador P, corresponde a erro em nenhum qubit.



41

« Para cada i € {1,2,3}, o operador P, corresponde a erro no i-ésimo qubit.

Observacao 4.2.3. Calculando os operadores proje¢oes obtemos:

10000000 00000000
00000000 00000000
00000000 00000000

p_ |00 000000 L, 100010000 43
00000000 00001000
0000000O 00000000
00000000 00000000
00000001 00000000
0000000 O 0000000 O
00000000 01000000
00100000 00000000

p,_ 00000000 , 100000000 (44
0000000O0 00000000
00000100 00000000
00000000 00000010
00000000 00000000

Definigao 4.2.4. Dado um estado [¢), sendo [¢)) o estado obtido apds a transmissao, a

medida da sindrome ¢é dada pelo operador

[ )YP|y"), parai=0,1,2,3. (4.5)

Ao realizarmos uma medigao, os resultados possiveis sao 0 ou 1. Caso o resultado
seja 0, podemos afirmar que o erro apontado pelo operador nao ocorreu naquele qubit.

Por outro lado, caso o resultado seja 1, entao ocorreu o erro apontado pelo operador.

Exemplo 4.2.5. Nos itens a seguir, analisaremos ocorréncias do erro bit flip, sendo
|1) = «|000) 4+ B]111) o estado que gostarfamos de receber.

1. Suponhamos que ocorreu um erro bit flip no primeiro qubit. Assim, ao invés

de recebermos o estado [¢), o resultado obtido apés a transmissao foi |¢)') =



«|100) + £|011). Temos:

v =

Assim,

a|100) +5\011

0
@

1

0
o}

1

o o O =
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Logo, calculando a medida da sindrome:

(@' Prly)

(4.3)

= o(|1) @10) ®10)) + 8(10) ® [1) @ [1))
o] o
A

0] 0] 0]

0 0 0

0 0 0 0

1] o 0 1 3

+50®O :a1+ﬂ0=a.

1 0 0 0

0 0 0

0] 0] 0]
Wl=00073 @00 0.

0000000 0][0

0000O0GOGO O[]0

000000O0GO O[]0

_ 0001000 O0]|8

0007 @000

0000100 0|]|a

000000O0GOO|]0

00000GO0GOO|]0

0000000 0|0

B + laf* = 1.

Essa sindrome esta associada ao erro no primeiro qubit. Perceba que, caso seja feito

o calculo da sindrome, nesse caso, para os demais projetores, os resultados serao 0.

2. Suponhamos que ocorreu um erro bit flip no segundo qubit, isto é, em vez do estado
|1)) o estado resultante da transmissao foi |¢)') = a|010) + b|101). Calculando [¢') e

(¢'], obtemos:

o O Y O o Q o o
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Portanto, a medida da sindrome é dada por

(¥ Py

S O O O o o o o
S O O O o o o O
o O O O o o o o
o O O O o o o o
o O = O O O o o
o O O O o o o o
S O O O o o o o

o O O o o~ O O
T 1
O D O O o o Lo o

= o+ 182 =1.

Essa sindrome esta associada ao erro no segundo qubit. Caso seja feito o calculo da

sindrome, para os demais projetores, os resultados serao 0.

3. Por fim, suponhamos que ocorreu um erro bit flip no terceito qubit. Entao, em vez

do estado [¢)), recebemos |¢') = «|001) 4+ 3]110). Calculando [¢’) e (¢’|, obtemos:

0

O T O O o o 9

Calculando a medida da sindrome:

S O O O o o o o
o O O O o o o O
o O O O o o o o
o O O O o o o o
o O O O o o o o
O = O O O o o o
S O O O o o o o

o O O O o o+~ O
T 1
O D O O o o Lo o

= Jo’+[8° =1

Essa sindrome esta associada ao erro no terceiro qubit. Caso seja feito o calculo da

sindrome, para os demais projetores, os resultados serao 0.

Definigao 4.2.6. [20] Uma medida projetiva é descrita por um observavel M, que é

um operador no espaco de estados do sistema sendo observado. O observavel tem uma
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decomposicao espectral
M = Z mP,,,

onde P, é projetor sobre o autoespago de M com autovalor m. Os possiveis resultados
da medida correspodem aos autovalores m do observavel. Medindo-se o estado [¢), a

probabilidade de se obter o resultado m ¢é dada por

p(m) = (Y[ B ).
Obtido o resultado m, o estado do sistema logo apds a medida sera

Bl

p(m)

Utilizando a definicdo acima ¢é possivel mostrarmos que a medigao da sindrome nao
altera o estado como mostraremos no exemplo a seguir. A sindrome de erro nos informa
somente se ocorreu erro e caso ocorreu, onde ele ocorreu, nao nos dizendo nada sobre o

estado quantico, isto é, sobre o os valores das ampliudes « e 3.

Exemplo 4.2.7. Verifiquemos que a medicao da sindrome nao altera o estado, utilizando

o Exemplo 4.2.5.

1. Se m = 1 ocorreu, entao, pela Definicao 4.2.6, o estado apds a medicao sera dado por

P1|¢’>_P1(04]100>+5|011)>_04]100>+ﬂ|011>_a o
IV Yy S, S L e A

2. Se m = 2 ocorreu, entao, pela Definicao 4.2.6, o estado apds a medigao sera dado por

PylY') _ Pp(al010) + B]101)) _ «|010) + B[101)
p(2) (W' Pl V1

= 0|010) + 8]101) = |¢).

3. Se m = 3 ocorreu, entao, pela Defini¢ao 4.2.6, o estado apds a medigao sera dado por

Psl¢)  P3(al001) + B|110))  «|001) + 5]110) X L
W@ ey v At =i

Apods detectarmos se ocorreu erro em algum qubit, a recuperacao e feita de maneira

bem simples. Definimos os operadores X, X5 e X3 como
Xi=X®I®I, Xo=IX®I, X;=IIxX. (4.6)

Quando gostarfamos de receber um estado [1) e ocorrer um erro bit flip no i-ésimo qubit,
i € {1,2,3}, obtendo o estado [¢)') apds a transmissdo, basta aplicar o operador X; sobre o
estado transmitido para recuperarmos o estado original |¢). Em outras palavras, cada um

dos operadores definidos em (4.6) tem a funcao de inverter o qubit com erro na transmissao.
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Exemplo 4.2.8. Se a sindrome de erro for 1 para o operador P,, ou seja, se um erro
ocorreu no segundo qubit, como no Exemplo 1, entao devemos inverter o qubit novamente
aplicando o operador Xs, e assim obtemos o estado inicial. De fato, nesse caso, o estado
inicial é ) = «|000) + $|111) e o estado transmitido foi |¢)') = «|010) + $|101). Temos:

Xol') = X»(al010) + 5]101))
= 1@ XeI(0)®[1)®|0)+ B(]1) @[0) @ [1))]
= aI®X®I(0)®|1)®|0)]+ 8l X o I(]1)®[0)® [1))]
D027 (110) @ X[1) @ 1)0)) + B(I]1) ® X|0) @ I]1))
= a(|0)®]0) ®10)) + B(|1) @ 1) @ [1))
= |000) + B|111)
= [¥).

As possiveis sindromes de erro e seus correspondentes procedimentos de correcao

sao apresentados na tabela a seguir.

] sindrome m H procedimento ‘
0 nao faga nada
1 inverta o primeiro qubit, aplicando X; em [¢)')
2 inverta o segundo qubit, aplicando X5 em [¢))
3 inverta o terceiro qubit, aplicando X3 em |¢')

Tabela 4 — Sindromes de erros para o caso bit flip.

O procedimento de corregao de erros descrito nessa tabela funciona perfeitamente,
desde que a inversao ocorra em no maximo um dos trés qubits. A probabilidade de que

isso aconteca é de 1 — 3p? + 2p3. Logo, a probabilidade de erro ¢ 3p? — 2p?, exatamente
3
codificacao e a decodificagdo aumentam a confianga na protecao do estado quantico, de

como no caso classico de repeticao. Assim como no caso classico, desde que p < 3, a

forma que o codigo bit flip serd mais confiavel do que enviarmos um tnico qubit.

Alguns erros podem corromper um estado quéntico por completo. Isso pode
dificultar o processo de recobrimento dos erros e, por conseguinte, sua correcao. Vejamos

um exemplo que nos mostra isso.

Exemplo 4.2.9. Consideremos o operador X. Temos:

Xl4) = X(j§<\o>+u>>) = X0+ X1
1 1

1
= EID + ﬁm) = 7(|0> + 1)) = [+).
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Temos também:

1 1 1
ﬁ(|0> - |1>)> = EX|0> )
1 1 1

EID - ﬁ!@ = ﬁ(m —10)) # |-).

Assim, como o operador X inverte os estados |0) e |1), ele ndo afera o estado |+), mas

X|-) = X( X|1)

afeta o estado |—).

Problemas como os do Exemplo 4.2.9, podem dificultar o processo de recobrimento
dos erros e, por conseguinte, suas correcoes. Todavia, existe uma interpretacao alternativa

para a medida de sindrome que faz uso do conceito de observavel.

No modo alternativo de correcao de erro bit flip, em vez de medirmos os projetores
Py, P, P, e P3, executamos duas medidas, primeiro através do observaveis 7,7, e depois

através dos observaveis Z,Z3, onde

Esses observaveis cumprem o papel de comparagio, com Z; Z5 comparando os dois primeiros

qubits enquanto ZsZ3 compara o segundo e o terceiro qubits.

Cada um desses observaveis tem autovalores +1 e, assim, cada medida fornece um

unico bit de informacao para um total de dois bits de informacao.

Ao realizarmos a medicao utilizando Z1 Zs, se Z Zs|1)) = |1), entéo os dois primeiros
qubits sdo iguais, e se Z1Z5|¢) = —|1) entdo, os dois primeiros qubits sdo diferentes. De
forma analoga comparamos o segundo e o terceiro qubit. Na tabela a seguir apresentamos

a listagem das possibilidades dessas medidas.

| Z12:|) | Z2Zs]4) || qubit onde ocorreu o erro bit flip |

+i) +[3) nenhum

—[1) +1) primeiro qubit
—|¥) —|¥) segundo qubit
+¢) —|¥) terceiro qubit

Tabela 5 — Resultado das medidas de 717, e ZyZ3 sobre [1)).

Outros possiveis conjuntos de observaveis que podem ser utilizados para a medida

das sindromes sio:

Z1Z3 = Z®]®Z (§] ZQZg ]@Z@Z
leg = Z®Z®] (] 2123 = Z®I®Z

As tabelas desses conjuntos de observaveis sao dadas por:
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\ 2 Zs|) \ ZoZs|)) H qubit onde ocorreu o erro bit flip ‘

+[1) +|v) nenhum

—|v) +1) primeiro qubit
+|¢) —[t) segundo qubit
—|¢¥) —|¢¥) terceiro qubit

Tabela 6 — Resultado das medidas de Z,Z5 e ZyZ5 sobre |1)).

| Z12:]4) | Z1Z5]4) || qubit onde ocorreu o erro bit flip |

+|¢) +[1) nenhum

—[1) —[1) primeiro qubit
—|¥) +1) segundo qubit
+v¥) —|¥) terceiro qubit

Tabela 7 — Resultado das medidas de Z1Z; e Z;Z3 sobre [1).

Uma vez que foi detectado o erro, o passo seguinte sera corrigi-lo. Se nenhum erro
ocorreu, nada se tem a fazer. Porém, se as sindromes indicarem que ocorreu erro em algum
qubit, devemos aplicar o operador X sobre o qubit onde esse erro ocorreu, fazendo assim
a corre¢do. Além disso, assim como no caso classico de repeticdo de trés bits, esse coédigo

tem distancia minima d = 3 e é capaz de corrigir até

t = {d;w = |1] =1 erro

4.3 CODIGO PHASE FLIP

Vimos que o cbédigo bit flip ndo apresenta uma mudanca significante em relagao aos
codigos corretores de erros classicos. Veremos agora um canal de ruido mais interessante,
conhecido como phase flip ou inversao de fase para um qubit. Este c6digo é mais um
tipo de codigo quantico que envolve trés qubits e, ao contrario do codigo bit flip, ndo tem

nenhum codigo equivalente nos cédigos classicos.

Assim como fizemos para o canal bit flip, gostariamos de enviar o qubit |¢) =
al0) + 5|1) mas agora através do canal phase flip. Esse canal também transmite um qubit
sem erros com probabilidade 1 — p, e inverte a fase dos estados |0) e |1) com probabilidade
p > 0 levando o estado [¢)) = «|0) + §|1) para Z|¢) = «|0) — B|1).

A seguir, apresentaremos o funcionamento do cédigo phase flip, responsavel pela
protecao, deteccao e correcao de erros no canal correspondente, utilizando uma forma
simples para transformar o canal phase flip em um canal de bit flip. Para isso, utilizaremos
a base conjugada {|+),|—)}. Vale lembrar que, nessa base, o operador Z atua como um

operador bit flip, pois troca |+) por |—) e vice-versa, conforme ilustrado no Exemplo 4.1.5.
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Como ja sabemos proceder com erros bit flip, entao passaremos o qubit |¢) para a

base conjugada. Assim os estados l6gicos (4.1) e (4.2) sdo escritos na base conjugado como

0) = [+++)
|1L> = ‘___>>

onde

) = j§<|o> T e )= ;§<|o> — ).

As operagoes de codificacao, detecgao de erro e recuperagao sao realizadas da
mesma forma que no caso do canal bit flip, porém em relacdo a base conjugada. Como
pode ser observado em (3.7), a porta de Hadamard H pode ser invertida por ela propria.

Em particular, temos:
Hl+) = H(H|0)) = |0) e H|-)=H(H[1))=[1).

Assim, a porta de Hadamard realiza a mudanga entre as bases {|0),|+)} e {|+),|—)}.

Portanto utilizaremos essa porta para mudanca entre os canais.

O processo de codificagao é dado da seguinte forma:

1. No primeiro passo codificamos cada qubit de informagao em trés qubits,

similarmente ao que foi feito para o caso bit flip;

2. Depois de realizarmos o primeiro passo, aplicamos a porta de Hadamard
sobre cada um dos qubits, H®* = H @ H ® H, transformando «|000) +
B111) em af + ++) + | — ——).

A operagao de codificacao pode ser escrita na base computacional como:

|0y — |000) — H®3|000) = |0z) (4.8)
1) — [111) — H®|111) = |1) (4.9)
onde:
0,) = 2\1/_(1000> +1001) + [010) 4 |011) + |100) + |101) + |110) + |111))
11L) = 2\f(yooo> |001) —]010) + [011) — [100) + |101) + |110) — |[111))

Apesar do codigo de repeticao de trés bits nao aparecer explicitamente nessa operacao, ele

estd presente na distribuicao dos sinais antes de cada ket.

A identificagdo e correcao de um possivel erro é realizada analogamente ao que foi

feito antes, aplicando-se as mesmas medidas projetivas do canal bit flip, porém devemos
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mudar a base dos operadores de projecao Py, P, P, e P; para a base conjugada, o que

pode ser feito, da seguinte maneira:
P, — P/ = H®*PH®, i=0,1,2,3.

Também, equivalentemente ao que fizemos para o caso bit flip, podemos utilizar os
observaveis Z1Zy e ZyZ3 (4.7), novamente mudado-os de base, para realizar as medidas de

sindromes, de modo que
HSBZ,Z,H® = X1 Xo =X QX QI e HPZ,Z:H® = XoX;3=10 X ® X.

A medida do observavel X; X5 compara os sinais do primeiro e segundo qubits, verificando
se sao “ambos positivos” ou “ambos negativos”, enquanto a medida de X, X3 faz o mesmo

que o observavel X; X5, mas comparando os sinais do segundo e terceiro qubits.

Exemplo 4.3.1. Considere os estados |+)|+) @ () ou |—)|—) ® (), onde (-) = |+) ou
(-) = |—), entao o resultado da medida de X; X, é +1. Por outro lado, se considerarmos

os estados como |+)|—) ® (+) ou |=)|+) ® (-), a medida desse observavel serd -1.

A tabela a seguir mostra todas as possibilidades de resultados das medidas e os

possiveis erros detectados.

’ autovalores de (X7 X5, XoX3) H bloco onde ocorreu o erro ‘

(+1,+1) nenhum
(-1,4+1) primeiro bloco
(-1,-1) segundo bloco
(+1,-1) terceiro bloco

Tabela 8 — Resultados das medidas de X; X5 e X5.X5.

Também poderiamos utilizar os seguintes conjuntos de observaveis:

X1 X3 = H®Z,Z:H® e XyX3 = H®Z,7,H®?
XX, = H®Z,Z,H® ¢ X,X; = H®Z,Z;H®.

Para corrigir erros do tipo phase flip, podemos aplicar os mesmos operadores usados
no canal bit flip, mas conjugados pela matriz de Hadamard. Por exemplo, se uma inversao
de fase for detectada em um qubit na posicao 7, basta aplicar o operador HX H sobre o

1-ésimo qubit para realizar a correcao.

Em resumo, o codigo phase flip tem as mesmas caracteristicas do codigo bit flip.
Em particular, os critérios pra o aumento da protecdo, em compara¢ao com caso em que
o c6digo nao é aplicado, sdo os mesmos. Ademais, esse codigo também tem distancia

minima d = 3 e também corrige até t = 1 erro.
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4.4 CODIGO DE SHOR

Até dado momento, vimos que é possivel construir um codigo que detecta e corrige
erros bit flip e outro que detecta e corrige erros phase flip. Nesta se¢do veremos um co6digo
que é capaz de corrigir tanto erros bit flip como erros phase flip. Este sera o codigo de
Shor, que foi criado por Peter Shor em 1995 [23]. Esse cddigo é um cédigo com nove

qubits, que é obtido por uma combinacao de trés qubits bit flip e phase flip*.

A primeira coisa a se fazer é codificar |¢)) = «|0) 4+ 5|1) utilizando o cddigo phase

flip, o que, como vimos em (4.8) e (4.9), pode ser feito da seguinte forma:

Em seguida, codificamos cada um desses qubits usando o codigo bit flip:

) = = (1000) +[111))
1
s

Logo, o resultado dessa codificacao serda um codigo de nove qubits, com estados 16gicos

=) =

(1000) — [111)).

dados por:
0) — [0g) = 2\1/5(\()00) 111 (000) + [111))(J000) + [111))
’1> — ‘1L> = L(‘OOO) — ’111>)(|000> — ‘111>)(|000> — ’111>).

2v/2

Observagao 4.4.1. O cé6digo de Shor nao contradiz o Teorema da Nao-Clonagem, pois

uma palavra-coédigo arbitraria é uma superposicao dos dois estados 16gicos.

Devido a maneira como foi construido, o cédigo de Shor tem a capacidade de
proteger contra um unico erro de inversao de bit, um tnico erro de inversao de fase,
um erro de outro tipo, ou ambos simultaneamente, afetando o mesmo qubit ou qubits

diferentes. Para verificar se ocorreu algum desses erros fazemos a seguinte verificagao:

1 Essa técnica de combinar dois ou mais cédigos corretores de erros para formar um cédigo

mais robusto é conhecida como concatenacgdo. Esta é uma maneira bastante util de obter-se
codigos novos a partir de cédigos ja4 conhecidos, podendo ainda aproveitarmos as melhores
caracteristicas de cada cédigo individual, aumentando assim a capacidade de deteccao e
correcao de erros.
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1. Para verificarmos se ocorreu um erro bit flip em algum qubit, como, em
geral, nao sabemos exatamente em que bloco ocorreu o erro, calculamos a
medida dos observaveis 7, Zs, ZoZs, Z4Zs, ZsZs, Z7 25 € ZsZy?, realizando
a comparacao entre os qubits, assim como fizemos no codigo bit flip, mas
agora analisando por blocos de trés qubits. Caso tenha ocorrido um erro
bit flip, recuperamos o estado original invertendo o qubit que sofreu o

€erro.

2. Agora, para verificarmos se ocorreu um erro phase flip em algum qubit,
aplicamos os observaveis X; Xo X3 X, X5Xs e Xy X5XX7X5Xg compa-
rando, respectivamente, os sinais do primeiro e segundo blocos de trés
qubits e do segundo e terceiro blocos de trés qubits, da mesma forma que
no caso bit flip se comparava o sinal de dois qubits. Uma vez calculada
as medidas desses observaveis, é possivel determinar em qual bloco de
qubits ocorreu o erro de inversao de fase e depois corrigi-lo aplicando o

operador Z sobre qualquer um dos qubits desse bloco.

3. Ainda, com esse cddigo ainda é possivel corrigir um erro bit flip e phase
flip ocorrendo no mesmo qubit, aplicando o operador ZX a esse qubit
corrompido. Para isso, basta aplicarmos os dois procedimentos descritos

acima.

Observacao 4.4.2. Vale destacarmos:

e Os procedimentos descritos acima sao independentes, mas o cédigo de Shor nao
corrige um erro de inversao de bit e um erro de inversao de fase se eles ocorrerem

em qubits distintos.

e Se ocorrer um erro phase flip, nao saberemos dizer em qual dos qubits ocorreu esse

erro. Saberemos apenas em qual dos blocos o erro ocorreu.

« Para recuperarmos o estado original, sempre sera realizado os dois primeiros pro-
cedimentos descritos acima, independente de ter ocorrido bit flip, phase flip, ou os

dois.

Exemplo 4.4.3. Vejamos exemplos de possiveis erros bit flip para um cédigo de Shor:

(a) Suponhamos que um erro bit flip ocorreu no primeiro bloco de trés qubits. Entao,
podemos detecta-lo através da medida dos observaveis Z,7, e ZyZ3, e corrigi-lo

aplicando o operador X no qubit onde ocorreu o erro.
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(b) Agora, supondo que tenha ocorrido um erro bit flip no segundo ou terceiro blocos
do qubit, podemos detectar o qubit corrompido pela medida dos observaveis Z,75 e

ZsZg ou LqrZg e LgZg, respectivamente.

Exemplo 4.4.4. Vejamos exemplos de possiveis erros phase flip para um codigo de Shor:

(a) Se ocorrer um unico erro phase flip em qualquer um dos trés primeiros qubits, o
primeiro bloco invertera o sinal, fazendo com o que o primeiro e o segundo blocos

possuam sinais distintos e o segundo e terceiro blocos, sinais iguais.

(b) Se ocorrer um erro phase flip em algum dos qubits do segundo bloco, esse bloco
mudara de sinal e, consequentemente, o primeiro e o segundo bloco terdao sinais

distintos, assim como o segundo e terceiro blocos.

(c) Se ocorrer um erro phase flip em um dos qubits do terceiro bloco, esse bloco tera
sinal invertido, fazendo com que o primeiro e o segundo blocos tenham sinais iguais,

e o segundo e terceiro, sinais diferentes.

Perceba que, seja qual for o qubit corrompido do bloco de trés qubits, o efeito do
erro ¢ o mesmo e conseguimos recuperar o estado invertendo o sinal do bloco onde foi
apontado o erro. Por exemplo, (|000) — |111)) e (J000) — |111)) tém o mesmo sinal em
ambos os bloco, enquanto (|000) — |111)) e (]000) + |111)) tém sinais distintos.

Vale destacarmos que o c6digo de Shor é superior aos cddigos classicos de repeticao,
pois realiza uma busca mais eficiente por erros. O cdédigo de Shor, além de proteger contra
inversoes de bit e de fase em um qubit, também protege estados quanticos contra erros
completamente arbitrarios, desde que apenas um qubit seja afetado [20]. Demonstra-se
que, embora os erros possam ocorrer de forma continua em um qubit, todos podem ser
corrigidos ao corrigir apenas um subconjunto discreto de erros. Os demais erros serao
automaticamente corrigidos. A discretizacao dos erros é crucial para entender a eficacia

das corregoes quanticas.

4.5 CODIGOS DEGENERADOS

Vimos que em muitos aspectos, os codigos quanticos corretores de erros assemelham-
se bem aos codigos corretores de erros classicos. Por exemplo, no caso quantico um erro é
identificado medindo a sindrome de um erro e, em seguida, corrigimos, assim como ocorre
no caso classico. Porém, vimos também que ha distin¢oes entre as propriedades desses
tipos de codigo. Uma dessas diferengas reside em um cédigo quantico, conhecido como

codigo degenerado.
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Definicao 4.5.1. Cdédigos quanticos degenerados sao codigos quanticos em que
diferentes erros agem de forma equivalente sobre os estados codificados, de modo que a

correcao do erro nao precisa distinguir entre eles.

A principal caracteristica dos codigos degenerados é que nao é possivel determinar
em qual qubit ocorreu um erro, uma vez que o efeito do erro é o mesmo em diferentes
qubits. Essa ideia é ilustrada para o efeito dos erros phase flip sobre as palavras-codigo
do cédigo de Shor, conforme dissemos na Observacao 4.4.2. Consideremos o efeito dos
erros Zy e Z, nas palavras-codigo para o codigo Shor. Como vimos no Exemplo 4.4.4, o
efeito desses erros é o mesmo em ambas as palavras-codigo. Por outro lado em codigos
corretores de erros classicos, erros em bits diferentes necessariamente levam a diferentes

palavras-cddigo corrompidas.

Assim, codigos quanticos degenerados tém vantagens e desvantagens. Uma desvan-
tagem é que algumas das técnicas de demonstracao utilizadas classicamente em limites
para correcao de erros falham, porque nao podem ser aplicadas a cdédigos degenerados.

Um exemplo disso, sera o limitante de Hamming, que veremos na proxima se¢ao.

4.6 LIMITANTES DE HAMMING E SINGLETON

Os limitantes de Hamming e de Singleton sdo um dos critérios para determinarmos
a qualidade de um cédigo. Comecemos com o limitante (ou cota) de Singleton. Duas
palavras de um [[n, k, d]] cédigo linear classico devem diferir em qualquer conjunto de
coordenadas n — d + 1, ja que elas devem estar a uma distancia de pelo menos d uma da

outra.

Proposicao 4.6.1 (Limitante de Singleton). Os pardmetros [n, k,d], de um cddigo linear
satisfazem a desigualdade
d<n-—k+1.

Demonstracao. Seja H é uma matriz teste de paridade do cdédigo C. Entao, pela Proposicao
2.3.4, a matriz H tem posto n — k. Pela Proposicao 2.3.2, se a distancia minima de C é d,
entao quaisquer d — 1 colunas de H devem ser linearmente independentes e devem existir
d colunas de H linearmente dependentes. Ademais, como posto(H) = n — k, existe pelo
menos um grupo de n — k colunas de H linearmente independentes e qualquer quantidade
maior de colunas ¢ linearmente dependente. Logo, podemos ter d — 1 = n — k, se quaisquer
n — k colunas de H forem linearmente independentes, ou d — 1 < n — k se existir um grupo
de n — k colunas de H linearmente dependentes. Por conseguinte, temos que d —1 < n —k,

isto é, d < n — k+ 1, como queriamos. O
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Definicao 4.6.2. Um codigo cujos parametros satisfazem uma igualdade no limitante de
Singleton é dito um codigo separdvel por distancia mdzxrima ou simplesmente um

codigo MDS (Maximum Distance Separable).

Dados um elemento a € A™ e um ntimero real ¢ > 0, definimos o disco e a esfera

de centro a e raio t como sendo, respectivamente, os conjuntos
D(a,t) = {u e A"; d(u,a) < t},

S(a,t) ={ue A" d(u,a) =t}.
Estes conjunto sao finitos e o préximo lema nos fornecera as suas cardinalidades.

Antes de enunciar o préximo lema, ao longo do texto usaremos a notacao usual

para a combinacgao de elementos, dois a dois, ou seja,

()=

e denotaremos por |B| o ntimero de elementos de um conjunto finito B.

Lema 4.6.3. Para todo a € A" e todo niumero natural r > 0, temos que
T n ;
D=3 (") -1
=0
Demonstragio. Primeiramente, vamos mostrar que |S(a, )| = (T;) (¢ — 1). De fato, sendo

S(a,i) ={ue A", d(u,a) =1},

entdao se u € S(a,i), segue que u possui ¢ entradas que sao distintas das respectivas
entradas de a. Assim, para determinarmos o nimero de elementos de S(a, ), pelo principio
multiplicativo, basta conhecermos o niimero de possibilidades de se escolher i entradas de
modo a garantirmos que todas sejam distintas das respectivas entradas em A. Isso nos da
[S(a,i)| = (7)(q = 1)".

Agora, se i # j, entao S(a,i) N S(a,j) = @. Com efeito, supondo que existisse
u € S(a,i) N S(a, j), deveriamos ter d(u,a) =1 e d(u,a) = j, ou seja, i = j, o que é uma

contradicao. Além disso,
Logo,

como queriamos. O
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Note que, a cardinalidade de D(a, ) depende apenas n (tamanho da maior palavra

em A), ¢ (nimero de elementos de A) e r (raio do disco ou esfera).
Dado um cédigo C C A", com distancia minima d, defini-se

d—1

g — {2J (4.10)

onde |n] representa a parte inteira de n € R.

Lema 4.6.4. Seja C C A" um codigo com distancia minima d. Se ¢ e ¢ sdo palavras
distintas de C, entdo
D(c,k) N D(d, k) = @. (4.11)

Demonstragao. De fato, suponhamos, por absurdo , que existisse x € D(c, k) N D(c, k).

Desta forma, teriamos d(zx,c¢) < k e d(z, ') < K, donde seguiria

desigualdade triangular

d(c,c) < d(c,z) +d(z, )

simétria d(.T, C) —|—d<I, C/)
N e
<K <K
= 2K
< d—1.
Absurdo, pois d(c, ') > d, ja que d é a distancia minima de C. O

O Teorema 2.1.5 juntamente com as defini¢bes acima nos permite tracar uma
estratégia para deteccao e correcao de erros. De fato, sejam C C A™ um cbédigo com
d—1

distancia minima d e xk = | %5~ ].

Quando o receptor recebe uma palavra r, uma, e somente uma, das seguintes

afirmagodes é verificada:

1. Existe ¢ € C tal que r € D(c, k), isto é, d(r,c¢) < k. Neste caso, substitui-se r por c.

2. Nao existe ¢ € C tal que r € D(c, k), isto é, d(r,¢) > k, para todo ¢ € C. Neste caso,

nao é possivel decodificar r com uma boa margem de seguranca.

Observe que em 1. nao se pode ter certeza absoluta de que ¢ tenha sido a palavra
transmitida, pois poderiamos ter cometido mais do que k erros, afastando assim r da
palavra transmitida e aproximando-a a outra palavra do cédigo. Esta questao deve ser

encarada em termos probabilisticos.

d—1
Definicao 4.6.5. Sejam C C A" um cédigo com distancia minima d e t = LQJ

Dizemos que o codigo C é perfeito quando

U D(c,t) = A™

ceC
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Um cédigo perfeito que corrige até t erros, pode corrigir todos os erros de peso
menor ou igual a ¢ e nenhum de peso maior que ¢. Se imaginarmos uma esfera “pequen”
(no sentido de raio pequeno) em torno de cada uma das palavras-cédigo de um codigo,
sendo cada esfera de mesmo raio (ntimero inteiro positivo), entao dizermos que um c6digo
é perfeito é equivalente a dizermos que as esferas de raio t em volta das palavras-cddigo sao

disjuntas, e que a uniao de todas essas esferas contém todos os vetores de comprimento n.

Agora, vejamos como se comporta o limitante de Singleton no caso quantico.
O limitante quantico de Singleton estabelece um limite para a capacidade dos cédigos

quanticos de correcao de erro. Para a demonstracao veja [20].

Proposicao 4.6.6. Qualquer codigo quantico que codifique k qubits em n qubits e que seja

capaz de corrigir erros em quaisquer t qubits deve satisfazer

n > 4t + k.

Segue-se que o menor c6digo que codifique um tnico qubit e seja capaz de corrigir

um erro arbitrario em um tnico qubit deve satisfazer
n>4+1=05.

Teorema 4.6.7 (Limitante quantico de Singleton). Seja [[n, k,d]] um cédigo qudntico

que codifica k qubits logicos em n qubits fisicos e corrige até t = L J erros, entao os

parametros do codigo devem satisfazer a sequinte desigualdade:
n—k>2(d-1). (4.12)
O limitante de Hamming é um critério para determinarmos se um dado cédigo
com certas caracteristicas existe ou nao, conforme o seguinte teorema:

Teorema 4.6.8 (Limitante de Hamming). Se C um cddigo com parametros [n, M, d] que

J , entao

M[H (T)(q—lH (Z)(q—1)2+---+<7z>(q—1)t] <q",
1+ (?)(q—lH <Z>(q—1)2+~~+ (?)(q—l)t:§<?>(q—1)i.

Demonstracio. Dado um cédigo C em A" de comprimento n contendo M = ¢* palavras-
d—1

cbédigo e que corrige t = {QJ erros, pelo Lema 4.6.4, se u,u’ € C, com u # u/,

corrige até t = {

em que

entao
D(u,t) N D(u',t) = @.
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Ademais, como

U D(u,t) c A",

ueC

sendo U,ee D(u,t) C A™ se, e somente se, C é perfeito, segue que

> |D(ut)] < q".

uel

Mas, pelo Lema 4.6.3, |D(u,t)| = ( )(q —1)%, logo, Yuec |D(u, t)| < ¢ implica que

ZZ()q—l <q¢" = ¢ i()q—l)’éq”

u€eC i=0 Yy

:*M[H <T>(q—1>+<z>(q—1)2+---+ (Z’)(q—l)t] <q"

como queriamos. O

Surge entao a seguinte pergunta: como se comporta o limitante de Hamming no
caso quantico?

Um ponto negativo é que o limitante quantico de Hamming é aplicavel somente a
codigos nao-degenerados, porém ele aponta para algumas ideias de como devem ser os

limites gerais.

Suponhamos que um cédigo nao-degenerado seja utilizado para codificar k qubits
en n qubits, de modo que ele possa corrigir erros em qualquer subconjunto com até ¢
qubits. Suponhamos também que foram ocorridos j erros, j < t. Existem (?) possiveis
conjuntos de posi¢oes onde o erro pode ocorrer. Para cada um desses conjuntos existem
trés tipos de erros possiveis, X, Y e Z, onde cada um desses erros pode ocorrer em cada

qubit. Logo, sdo ao todo, 37 erros possiveis, e assim, o niimero total de erros que podem

0

Em particular, 7 = 0 corresponde ao caso em que nenhum erro ocorre em qualquer um

ocorrer em t ou menos qubits é:

dos qubits, que é o caso em que o “erro” I ocorre. Para codificar k qubits de forma
nao-degenerada, cada um desses erros deve corresponder a um subespaco ortogonal com 2*
dimensoes. Como todos esses subespacos devem estar contidos em um espaco de n qubits,
com 2* dimensdes, entdo
t i\

Yol L)<

=0 J
onde essa desigualdade é chamada limitante quantico de Hamming.

Em particular, para k =1 e t = 1, o limitante de Hamming é dado por

2(1+3n) <27
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que s6 é satisfeita para n > 5. Portanto, para um cédigo nao-degenerado codificar um
qubit contra qualquer tipo de erro, ele nao pode ter menos de 5 qubits. De fato, existe um

c6digo quantico de 5 qubits que atinge o limitante quantico de Hamming.

Como nem todos os cédigos quanticos sao nao-degenerados, o limitante quantico
de Hamming é mais util como uma regra pratica para decidirmos sobre a existéncia de
cddigos quanticos. Até dado momento, nao se conhece codigos que violem o limitante de

Hamming, nem mesmo os c6digos degenerados.

4.7 CODIGOS CSS

Nessa secao veremos um exemplo de codigos quanticos de correcao de erros, os
codigos Calderbank-Shor-Steane, conhecidos simplesmente por codigos CSS. Esses
cddigos sao uma ampla classe de cédigos quanticos que sao construidos a partir dos codigos

lineares classicos, aos quais trabalhamos na Subsecao 2.1.1

Definigao 4.7.1. Sejam C; e Cy cddigos lineares classicos [n, k] e [n, ko], respectivamente,
tais que Co C C; e Cy e 62L corrigem ambos t erros. Seja x € C; uma palavra-codigo

qualquer. Definimo o estado quéntico |z + Cy) por

1
2+ Co)=—— > |z +y),

\/@ y€Ca

onde |Cs| denota a cardinalidade do cédigo Cy e + é a adigao realizada médulo 2, coordenada
a coordenada. O espago vetorial gerao pelis estados quanticos |z + Cy), para todo x € C,
¢ denominado eddigo CSS de C; sobre Cy e é denotado por CSS (Cy,Cs).

Seja ' € C; tal que © — 2’ € Cy. Entéo, |z + Co) = |2/ + Ca).

De fato, se x — 2’ € Cy, entdao 2’ = & — z, para algum z € Cy €

1 1
e =—— Y |r—z+y), com z € C,.

2"+ y)
\/ |CQ| y§2 \/ |CQ| yeCa

Agora, substituindo ' = y — 2z, como y, z € Cy, entdao y — z € C e y = y — z também

|£Bl + CQ) =

percorre todos os elementos de Cy & medida que y percorre Cy. Assim,

1
|2+ Co) = |C|Z|m—z+y), com z € Cy
2| yeCa
1 :
= — ) |z+y) = [z €Cy).
|CQ|y'€C2

Logo, o estado |z + C2) depende somente da classe lateral C;/Cy a qual x pertence.
Além disso, se x e 2’ pertencem a diferentes classes laterais de Co, entdo para nenhum
v,y € Co vale x +y = 2’ + ¢/, e como consequéncia, |r + C3) e |2’ + Co) sdo estados

ortogonais.
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O ndmero de classes laterais de Cy em C; é |Cy]/|C2|. logo a dimensao de CSS

(C1,Cy) € .
. — @ — E — oki—ks
€+l =15 = 3n = .

Portanto, o cédigo CSS (Cy,Cs) tém pardmetros [n,k; — ko]. Ademais, como C; e Cy

(4.13)

corrigem ¢ erros, por defini¢do, entdo o cddigo CSS (Cy,Cs) corrige erros em até ¢t qubits,
onde esses erros podem ser bit flip e phase flip. Para mais detalhes sobre a identificagao e

recuperacgao de erros, recomendamos [20].

Agora, vamos buscamos um exemplo de cdédigo CSS. Mas, para isso, precisamos

definir o c6digo de Hamming, o que pode ser visto na segunte defini¢ao:

Definigao 4.7.2. Sejam n = 2" — 1, com r > 2 um inteiro, e H, a matriz de ordem r X n
cujas colunas sdo todos vetores nao nulos de F} (corpo finito). Definimos o cédigo de
Hamming como o codigo linear H, com pardmetros [2" — 1,2" —r — 1, 3] que tem H,

como matriz teste de paridade, isto é,
H, ={z € Fy; vH! =0}.

Exemplo 4.7.3 (Codigo de Steane). Vamos construir um cédigo CSS usando o codigo de
Hamming da Defini¢do 4.7.2, considerando r = 3. Assim, temos um cédigo de Hamming

7,3, 4], ao qual denotaremos por C. Consideremos C; =C e C, = C* e seja

00071111
Hey=10 1100 1 1
1010101

3IXT7

a matriz teste de paridade de C;. Como Cy = Cit e He, ¢ matriz teste de paridade de
Ci, entao pela Proposi¢ao 2.5.2, G¢, = H{, é matriz geradora de C;. Além disso, pela

Proposi¢ao 2.3.4, se G, é a matriz geradora de Cy, entdo Ge¢, Hp, = 0. Fazendo os célculos,

determinamos
100 0011
01 001O0T1
Ge, = 3,
001 0110
0001111
3 Perceba que, como estamos em Fy = {0, 1}, entdo
2 2 2] [0 0 O]
2 2 2 0 0 0
2 2 2 0 0O
Gelley =1y 5 5[ =10 0 o
0 0O 0 0O
000 [0 o0 o
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Também, pela Proposicio, 2.5.2 como Cy = Ci e Ge, é matriz geradora de C;, entdo

He, = G’é1 ¢é matriz teste de paridade de Cs.

Utilizando as matrizses geradoras ou teste de paridade dos cédigps C; e Cs, deter-

minamos

= {(0,0,0,0,0,0,0),(1,0,1,0,1,0,1), (0,1,1,0,0,1,1), (1,1,0,0,1, 1,0),
0,0,0,1,1,1,1),(1,0,1,1,0,1,0),(0,1,1,1,1,0,0), (1,1,0,1,0,0, 1)
1,1,1,1,1,1,1),(1,1,1,0,0,0,0),(0,0,1,1,0,0,1), (0, 1,0,1,0, 1,0)
1,0,0,1,1,0,0),(1,0,0,0,0,1,1),(0,1,0,0,1,0,1),(0,0,1,0,1,1,0)}

) Y

) Y

(
(
(
(

C; = {(0,0,0,0,0,0,0),(1,0,1,0,1,0,1),(0,1,1,0,0,1,1),(1,1,0,0,1,1,0)
(0,0,0,1,1,1,1),(1,0,1,1,0,1,0), (0,1,1,1,1,0,0), (1,1,0,1,0,0, 1) }.

Portanto, Co C C;. Ademais, C = (C1)* = (C{)* = Cy, portanto, ambos os codigos C; e

C3 tém distAncia minima d = 3, sendo capazes de corrigir erros em até 1 bit.

Como C; é um codigo [7,4] e Co é um c6digo [7, 3], entdao CSS (Cq,Cs) é um cddigo
quantico [7,1], capaz de corrigir erros em 1 tnico qubit, isto ¢, um cddigo [7,1,3]. O
c6digo C; é definido como sendo o espaco vetorial gerado pelos estados |z + Cy), para todo
x € C;. Aqui, temos apenas dois estados, os quais sdo denotados pelos estados 16gicos [0r)
e |1.), onde

0L) = [0+C) = Z|O+y
yeCa

- 3

= *—*HOOOOOO

&l

+11010101) 4 |0110011) + |1100110) +
10001111) +

~—

11011010) + [0111100) + [1101001)]

7)) = 1+C) = Z 1+y)
cCo

ﬁ

= U111111

\/

+(0101010) + |1001100) + |0011001) +

Sl

11110000

~

+10100101) + |1000011) + [0010110)]

onde 0 = (0,0,0,0,0,0,0) e 1 = (1,1,1,1,1,1,1). Vale 0 € C, e se considerarmos qualquer
outro x € Cy, entao teremos o mesmo estado |0z). Analogamente, 1 € C; e se considerarmos
qualquer outro x € C; — Cy, teremos o mesmo estado |17). O espago vetrorial gerado por

|0.) e |11) é chamado de codigo de Steane.
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4.8 CODIGOS ESTABILIZADORES

Até dado momento, a teoria que apresentamos sobre corre¢ao quantica de erros
nos fornece critérios para correcao de erros. Agora, vamos apresentar um método de
construcao de tais codigos, vendo uma classe de coédigos quanticos que compreende os
cddigos de Shor e CSS. Esses codigos, desenvolvidos por Gottesman, sdo chamados cddigos
estabilizadores tendo sua construgao baseada nos codigos lineares classicos, pois fazem uso
de operadores que sao analogias das matrizes teste de paridade. Para realizarmos esse
estudo, esmerilaremos as propriedades de grupo fornecida pelo conjunto dos operadores de

Pauli, precisando primeiro definir e entender melhor como funciona esse grupo.

4.8.1 O grupo de Pauli
Definicao 4.8.1. Para 1 qubit, definimos o grupo de Pauli G como o conjunto
G =A%l +il, X, +iX, £Y, Y, + 7, +iZ}

munido com a operagao de multiplicacao matricial. Para n qubits, o grupo de Pauli
geral G, é definido como todas as matrizes formadas pelo produtos tensoriais de ordem n

das matrizes de Pauli, com fatores multiplicativos +1 e =+i.

No grupo de Pauli geral, podemos desconsiderar os valores imaginario. De fato,
apesar de o, € G, ter componentes imaginarias, se o, aparecer um ntmero par de vezes
no produto tensorial, os coeficientes serao reais, e se o, aparecer um nimero impar de
vezes os coeficientes nas palavras-cddigos pode ser imaginarios. Porém prova-se em [13],
que sempre que um co6digo complexo existir, entao também existe um codigo real com os

mesmos parametros.

Para contornarmos esse problema, consideremos

0 =«
-1 0

Y

YEZXEO'yE[

Perceba que Y? = —I. Dessa forma os operadores =1, =X, £Y e &7 formam o conjunto
+{I, XY, Z} que munidos da operagao de multiplicagdo de matrizes, sdo um grupo de

ordem 8. Logo, o grupo de Pauli de n qubits é o grupo
Gn = {1, X,Y, Z}*"
de ordem 22"*1,

Observacao 4.8.2. Os elementos de G,, satisfazem as seguintes propriedades:

1. Todo M € G, é unitario, isto é, M~ = MT;
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2. Para todo M € G,, vale M? = £ = £1%", onde:
« Se o ntimero de Y’s no produto tensorial for par, entdo M? = I e M ¢ hermitiano
(M = M");
« Se o ntimero de Y’s no produto tensorial for impar, entdo M? = —T e M é

anti-hermitiano (M = —M T).

3. Quaisquer M, N € G,, comutam ou anticomutam, ou seja, MN = £ N M.

4.8.2 (Codigo estabilizador

O grupo de Pauli apresentado na subsecao anterior é utilizado para caraterizar os
c6digos quanticos corretores de erros no seguinte sentido: sejam H um espaco de Hilbert

de dimensao 2" e G,, o grupo de Pauli de n qubits. Consideremos S um subgrupo abeliano
de G,,.

Definicao 4.8.3. Definimos o cddigo estabilizador Cs C H associado a S como o

autoespaco simultidneo com autovalor 1 de todos os elementos de .S, isto é,

Cs = {I¥); M) = ), para todo M € S}.

Como o grupo S preserva todas as palavras-cédigo, dizemos que S é estabilizador
do c6digo e chamamos seus elementos de operadores estabilizadores. Estados quanticos,
e consequentemente, codigos quanticos, sao descritos de forma mais compacta através dos

operadores que o estabilizam.

Nao é todo subgrupo S de G,, que pode ser utilizado como estabilizador para um

espaco vetorial nao-trivial. Para isso, S deve satisfazer as seguintes condigoes:

e Os elementos de S devem comutar;

e —1 nao pode ser um elemento de S.

Vamos descrever o grupo S de maneiras mais compacta, através de seus geradores.

Definigao 4.8.4. Dizemos que um conjunto { My, Ms, ..., M;} de elementos independentes

de S gera S, quando todo elemento de S pode ser escrito com um produto dos elementos
My, M, ..., M,.

A partir da Definicao 4.8.4, podemos concluir que o grupo S pode ser caracterizado
por seus geradores {M;}. Assim, para ver se um vetor em particular ¢é estabilizado por .S,

é preciso apenas verificar se o vetor é estabilizado por seus geradores.

Proposigao 4.8.5. Se S tém n — k geradores, entdo o espago do codigo Cs tem dimensdo

2% ou seja, Cg codifica k qubits.
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Demonstragao. Seja {My, My, ..., M, _,} o conjunto de todos os geradores de S. Para
cada M € S, vale M? = I, j4 que, caso contrario M teria autovalor diferente de +1. Para
todo M # +1 existem pelo menos um N € G, tal que N anticomutam com M, de modo
que os autovalores +1 e —1 ocorrem com a mesma probabilidade. Tomemos M = M;.
Entao, dado |¢) € Cg, temos M |¢)) = |1)) se, e somente se,

MyN|w) = —NMy[p) = —N[).

Ou seja, N estabiliza autoestados associados aos autovalores +1 e autoestados associados
aos autovalores —1 de M; com probabilidades iguais. Logo, temos %(2") = 27! estados

mutualmente ortogonais tais que M;|y) = |[¢).

Agora, seja My € G, tal que My # +1, My e comuta com M;. Existe um N € G,
que comuta com M; e anticomuta com M,. Entao, N preserva o autoespago associado ao
autovalor +1 de M e, dentro desse espaco, altera na mesma proporcao os autoestados

associados aos autovalores +1 e —1 de M. Logo, o autoespaco satisfazendo

M[¢) = M) = [¢)

tem dimensao 2" 2.

Procedendo analogamente, seja M; € G, independente de {My, Mo, ..., M;_1} e
que comuta com todo M;, com i € {1,2,...,j — 1}. Entdo, existe um N que comuta
com My, Ms, ..., M;_; e anticomuta com M;. Logo, no espago My = My = --- = M;_4,
M; tem tanto autovetores associados ao autovalor +1 quanto autovalores associados ao
autovalor —1. A cada adi¢do de um gerador, a dimensao dos autoespacos simultaneos é

dividida ao meio. Portanto, com n — k geradores, a dimensao do espaco é

1 n—k
2

]

Os n — k geradores do estabilizador .S funcionam como os operadores verificagdo

de paridade de um codigo. Ou seja, sao observaveis que medimos para diagnosticar erros.

Exemplo 4.8.6. Suponhamos que uma informacao foi codificada. Se M; = 1, para
todo i € {1,2,...,n — k}, entdo nao é detectado nenhum erro. Porém, se para algum 1,
M; = —1, entao o estado da informagao es t4 contido em um autoespaco ortogonal ao

subespaco do codigo, e como consequéncia um erro sera detectado.

Seja ¢ = {E,} C G, o conjunto de erros que desejamos corrigir. Um operador erro
E, pode ser escrito em termos dos elementos do grupo de Pauli. Para um gerador M do

estabilizador S, E, comuta ou anticomuta com esse M.
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e Se E, comuta com M, entao
ME,|1h) = EdMY) = Eq|),
para todo [¢) € Cg. Logo, o erro E, preserva o valor M = 1.

e Se FE, anticomuta com M, entao
ME,|) = —EM ) = —Eq|i),

para todo [1)) € Cs. Logo, o erro troca o valor de M, e pode ser detectado através
de uma medida de M.

Por vezes, serd bem 1til utilizarmos a sindrome de erro para um cédigo estabilizador.
Entao, vamos definir tal sindrome. Seja S o estabilizador do c6digo Cg com n — k geradores.

Para geradores M e M;, i € {1,2,...,n — k}, e erros E,, definimos fy : G, — Zg por

0, se[M,E])=0
fu(Eq) =
1, se{M,E,} =0

f(Ea> = (fMl(Ea)7 Jan (Ea)’ S 7an7k(Ea))'

Entao, f(FE,) é uma sequéncia binaria de (n — k)-bits. Como vimos, para fazer a operagao
de correcao de erro para um cédigo estabilizador, devemos medir os autovalores dos

geradores do estabilizador.

Definigao 4.8.7. Dado um gerador M do estabilizador S e erros F,, definimos a sindrome

de erro como o autovalor de M, isto é,

(_1)fM(Ea)_

Se o c6digo for ndo-degenerado, entdao os fu, (F,) serao distintos, para todo F, € ¢
e medindo os n — k geradores é possivel diagnosticar o erro completamente, isto é, cada
erro tem uma sindrome distinta. Assim, nesse caso, a sindrome indica exatamente o erro
que ocorreu. Por outro lado, se o cddigo for degenerado, entao existem erros distintos
com sindromes iguais, e por conseguinte, as sindromes apontam qual conjunto de erros

degenerados ocorreu.

Em geral, existe uma condigao a ser satisfeita pelo estabilizador que é uma condicgao
suficiente para que um erro seja detectado e corrigido. Essa condi¢ao é dada por uma

generalizacao do Teorema 5 de [1], que veremos a seguir.

4 Perceba que, fy(E,) = 0, quando M e E, comutam e fy(E,) = 1, quando M e E,
anticomutam.
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Dado ¢ espago de erros agindo em um espaco de Hilbert H, entdo um subespago C

de H é um codigo quantico corretor de erros se, e somente se,

) ELEb|v) = aap,

para todos E,, E, € € e [¢)) € C, onde ay, é independente de |1). Essa afirmagao é vélida

se uma das seguintes condi¢oes for satisfeita:

1. ElEb e s,

2. Existe um M € S que anticomuta com E = E Fj,.
De fato

o E(IEI) e s,
Se vale 1, entdo dado qualquer |[¢) € Cg, vale E] Ey|1) = |), donde

(WIELE ) = (¢llv) = 1.

o Existe um M € S que anticomuta com E = ElE},.

Como M € S, vale M|y)) = |¢), para todo |¢) € Cg. Temos:

(WIELE ) = (WIEM|Y) = —(|MEY) = —($|ElY) = — (Y| ELE|v),

e assim, (Y|ElEy|w) = 0.

Logo, através do que provamos acima, podemos caracterizar um co6digo estabilizador
que corrige o conjunto de erros {€} como um espago Cg fixado por um subgrupo abelina S
do grupo de Pauli G,, onde as condicdes (1) e (2) sdo satisfeitas, para todo ElEj, com
E,, E, € . Também, um o c6digo é ndo-degenerado quando a condigdo (1) nao é satisfeita

para qualquer E!Ej,.

O subgrupo abeliano S com n — k geradores define 2" % autoespacos simultaneos,
e qualquer um desses autoespagos pode ser escolhido como espaco de codificacdo. Cada
um desses autoespacos gera um codigo, e todos esses codigos sao equivalentes, no sentido
de que diferem apenas no rotulamento dos qubits e na escolha da base usada para sua
descri¢ao. Portanto, o estabilizador de um codigo pode ser transformado no estabilizador
de outro cédigo por permutacdo dos qubits, juntamente com um produto tensorial de

transformacgoes de um tnico qubit.

Como o estabilizador S é um subgrupo abeliano de G,,, os operadores de G,,, os
operadores de G,, que nao comutam como todos os M; € S levam Cg em seu complemento
ortogonal, consequentemente sao erros detectaveis. Todavia, existem muitos elementos

de Cs que comutam com todo M € S mas nao pertencem a S. Operadores com esta
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caracteristicas preservam o subespaco de codificacao Cg, porém nao agem trivialmente
sobre ele, e como consequéncia, podem corromper a informacgao. Por exemplo, suponhamos
que ElEj, comuta com todo elemento de S, mas que EIEy, ¢ S. Como E,|¢) e Eylth) tém
a sindrome, podemos interpretar erroneamente um erro £, como um erro Ej. Assim, o
efeito do erro junto com a tentativa em corrigi-lo nos fazendo aplicar E] F, ao dado, o que

pode causar dano.

Definigao 4.8.8. Dado um operador de Pauli seu peso como o nimero de fatores diferentes

de I no tensor.

Um codigo estabilizador com distancia d possui a propriedade de que cada E € G,
com peso menor que d pertence ao estabilizador ou anticomuta com algum elemento dele.
Assim, se o estabilizador nao contiver um elemento de peso menor do que d, o cdédigo
¢ considerado nao-degenerado. Para que um cédigo seja capaz de corrigir ¢ erros, sua
distancia minima deve ser pelo menos d = 2t + 1. Além disso, um codigo com distancia

s+ 1 pode detectar até s erros ou corrigir s erros em locais conhecidos [22].
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5 CODIGOS QUANTICOS COLORIDOS TOPOLOGICOS

Nosso principal objetivo neste capitulo sera fazer uma apresentagdo de uma teoria
que une codigos quanticos com topologia, apresentando uma classe de cédigos quanticos
topologicos, os coddigos coloridos que é um exemplo de codigo de superficie que surgiu a
partir do c6digo térico de Kitaev [18] e que é considerada um operador local, j& que todos

os geradores estabilizadores agem apenas em um pequeno nimero de qubits proximos.
5.1 CONCEITOS PRELIMINARES

Definicao 5.1.1. Definimos uma tesselag¢do sobre uma superficie M fixada como sendo
a cobertura de todo M por figuras, de modo que nao existam espacos e nem sobreposi¢oes

entre essas figuras.

Definicao 5.1.2. Dada uma superficie M, consideremos uma tesselacao qualquer sobre

M. Os vértices sao ditos 0-cells, as arestas sao ditas 1-cells e as faces sdo ditas 2-cells.

Definicao 5.1.3. Consideremos uma tesselacao qualquer sobre uma superficie M e A; o
conjunto de todas as i-cells, 1 = 0, 1,2. Para cada A C A;, definimos uma i-cadeia em M
como a soma formal finita
0; sep; ¢ A
c= Z CiPi; G =
i 1, sep,eA
Para cada ¢ = 0, 1, 2, somando as i-cadeias obtemos novas i-cadeias, onde esta soma
é feita modulo 2. Assim, usando essa operagao modular, formamos um grupo abeliano
aditivo C; formado pelas i-cadeias, onde o elemento neutro corresponde ao conjunto vazio.
A partir desses grupos abelianos definimos trés homomorfismos de grupos 0;, denominados
por operadores bordo, que levam uma i-cadeia na soma das fronteiras de todas as i-cells

que fazem parte dessa i-cadeia, onde
80 . Co — {0}, 81 : Cl — CQ, 82 : CQ — Cl.

Definicao 5.1.4. Definimos o nicleo de 0, e a tmagem de J; como os subgrupos de

dados, respectivamente, por
Zy =nuc0o, ={z € Cy; 0,z =0}
By =Imd, = {be Cy; I ce Cytal que b = dyc}.
Os elementos de Z; sao chamados de ciclos.

Definigao 5.1.5 (Caracteristica de Euler). Dada uma tesselagao qualquer, consideremos
V, E e F o numero de vértices, arestas e faces, respectivamente. Definimos a

caracteristica de Fuler como a quantidade

x=V-E+F. (5.1)
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O género g pode ser definido, de maneira informal, como o ntimero de “algas” ou
“buracos” de uma superficie. Trata-se de um invariante topologico fundamental, utilizado
para distinguir diferentes classes de superficies. Uma descri¢ao mais rigorosa da forma

normal das superficies pode ser encontrada em [29].

Uma outra relagdo que utilizaremos é

onde g é o género de uma superficie orientavel e conexa.

Definicao 5.1.6. Sejam v um vértice e f uma face da tesselagao fixada na superficie
fechada. Definimos o operador face X; e o operador vértice Z, como os operadores

de Pauli dados por
Xf = H Xe e ZU = H Zea

ecosf e; vED e

onde X e Z sao as matrizes de Pauli e consideramos 0, f e 0;e como conjuntos.

Observe que o operador face Xy consiste de um produto tensorial do operador de
Pauli X agindo nos qubits que estdo nas arestas pertencentes a face f, com a identidade
agindo nos demais qubits. J& o operador vértice Z, consiste de um produto tensorial do
operador de Pauli Z agindo nos qubits que estdo nas arestas adjacentes ao vértice v, com a
identidade agindo nos demais qubits. Além disso, as arestas correspondem aos qubits. Na
figura abaixo podemos ver a acao dos operadores face Xy e vértice Z, agindo nos qubits

que formam a face f e nos qubits adjacentes ao vértice v, respectivamente.

Figura 3 — Representacao dos qubits e operadores
X f € ZU.

o -0

Fonte: [5]

Os operadores face comutam entre si, assim como os operadores vértice também

comutam entre si. Pelo Exemplo .0.34 do anexo, os operadores X e Z anticomutam.
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Todavia, X e Z, terao nenhuma ou terao duas arestas em comum, logo, os operadores face
e vértice sempre comutardo, ou seja, Xy, Z,] = 0*. Logo, pelo Teorema da diagonaliza¢ao
simultdnea (Teorema .0.33), X; e Z, sdo simultaneamente diagonalizaveis, e portanto eles

tém os mesmos autovalores iguais +1. Sendo assim, —I ¢ Xy e —1 ¢ Z,,.

5.2 CODIGOS COLORIDOS

Os codigos coloridos sao uma classe de codigos quéanticos topolégicos desenvolvi-
dos por Héctor Bombin e Miguel A. Martin-Delgado em 2007, para superficies de género
g=0eg=1, o que pode ser visto melhor em [4]. Tais codigos sado construidos sobre

tesselacgoes trivalentes e 3-colorivel sobre uma superficie bidimensional.

Definicao 5.2.1. Dizemos que uma tesselagao é trivalente quando em cada vértice
da tesselacao encontram-incidem 3 arestas. Dizemos que uma tesselacao é 3-colorivel
quando é possivel cobrir todas as faces da tesselagdo usando apenas 3 cores, de modo que
as faces vizinhas que compartilham uma mesma aresta (adjacente) nao tenham a mesma

COr.

Para os c6digos quanticos coloridos, as cores que utilizaremos serdo vermelho (R),
verde (G) e azul (B). Para cada aresta atribuimos uma cor, como por exemplo, as arestas
verdes sao as arestas adjacentes as faces azuis e vermelhas, isto é, arestas vermelhas nao

pertencem a faces verdes e, de modo analogo para arestas verdes e azuis.

Nos codigos coloridos os qubits sdo anexados aos vértices da tesselagao. Os
operadores do grupo estabilizador correspondem aos chamados operadores de face, sendo
dois para cada face f: um do tipo X e outro do tipo Z. Cada um desses operadores atua
sobre os qubits associados as arestas (ou vértices, dependendo da convencao adotada)
pertencentes a face f. Para cada face f da tesselagao, denotamos tais operadores por B,
com 0 = X, 7. Na Figura 4 podemos visualizar uma tesselacao hexagonal trivalente e

3-colorivel no toro, onde os lados opostos sao identificados.

Consideremos Fg, F e F os conjuntos das faces vermelhas, verdes e azuis,

respectivamente. Temos

II B7 =11 B7= 11 57,

f€FR fefFa feFB
com o = X, Z. Assim, quatro desses operadores nao sao independentes. Logo, o nimero

de geradores estabilizadores independentes é dado por
TZQ(‘FR|+‘FG‘+‘FB|)—4, (53)

pois temos dois operadores para cada face e um total de |Fr| + |Fg| + |Fg| faces, e, como

4 operadores nao sao independentes, descartamos 4.

I Definimos o comutador no anexo, na Defini¢ao .0.31
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Figura 4 — Operadores face Bf agindo nos qubits da face verde

f

Fonte: [5]

Definicao 5.2.2. Chamamos de tesselagoes reduzidas as trés tesselagoes construidas
a partir de uma tesselacao do codigo colorido, as quais sao marcadas pela cor das faces

reduzidas.
Obtemos a tesselacao reduzida vermelha da seguintes forma:

1. Cada face vermelha corresponde a um vértice da tesselacido reduzida, que em certo

sentido, estamos reduzindo cada face vermelha a um tnico ponto.

2. As arestas da tesselagao reduzida correspondem a dois vértices da tesselacao e sao

as arestas que conectam faces vermelhas da tesselacdo, ou seja, arestas vermelhas.

3. As faces verdes e azuis da tesselagdo sdo as faces da tesselagao reduzida.

Analogamente, obtemos a tesselacao reduzida verde e azul.

Desse modo, a quantidade de faces vermelhas Fr da tesselacao é igual a quantidade
de vértices V' da tesselagdo reduzia, ou seja, |Fg| = V. Ademais, |Fg| + |Fg| = F, onde F'

é a quantidade de faces da tesselagdo reduzida. Entao, pela expressao 5.3, temos:

ro= 2(Fgp|+|Fo| +|Fp)) —4 = 2(V+F)—4
— AV 4 F—2) (54)

O numero de qubits é o dobro do niimero de arestas F da tesselacao reduzida,
isto é, n = 2E. Agora, como a quantidade de geradores independentes de um codigo

estabilizador [n, k] é igual a n — k, segue que n — k = r, ou seja, k = n — r. Logo, usando
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as expressoes da caracteristica de Euler dadas em (5.1) e (5.2), e também (5.4), temos:

n=2F e (5.4)

k= n—r=""="Y2F_2V4+F-2) = 2E-V —F+2)

— - (V-E+F)] 2 202-v) ¥ 22-201-yg)

Logo, a quantidade k de qubits codificados depende apenas do género da superficie

considerada, sendo independente da tesselagao.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho, buscamos fornecer uma visao abrangente sobre os codigos corretores
de erros, principalmente sobre os cdédigos quanticos corretores de erros, destacando sua
importancia fundamental na viabilizacao e no avancgo das tecnologias quanticas. Explora-
mos como esses codigos desempenham um papel crucial na mitigagao de erros inerentes
aos sistemas quanticos, contribuindo para a estabilidade e confiabilidade dos processos
computacionais e de comunicacao quantica, onde todos esses fatores sao essenciais para o

desenvolvimento de aplicagoes inovadoras nessa area.

Em trabalhos futuros, com a teoria estudada ao longo desta dissertacao, seria
possivel explorar uma construgao dos coédigos quanticos coloridos para superficies compactas
com g > 2. Isso foi feito por Waldir Silva Soares e Eduardo B. Silva em 2018, e pode ser
visto em [5] e [25], onde [5] segue a ideia utilizada por [1], para gerar cdédigos quanticos
topolégicos em superficies compactas com g > 2. Como essa ¢ uma teoria muito recente, ha

ainda espaco para novas aplicagoes e/ou construgoes que refinem os c6digos ja conhecidos.
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APENDICE A - Algebra Linear e a Notacio de Dirac

Os estados |0) e |1) também podem ser representados na forma matricial como

oef] o[}

Escrevendo dessa forma, a superposicao |¢) = «|0) + §|1) pode ser escrita na forma

tl

Essa representacao matricial ¢ muito conveniente para compreendermos mais facilmente

as operagoes que estao sendo realizadas.

O objetivo aqui serd apresentar alguns conceitos de algebra linear (que serdo
utilizados ao longo do texto) ja na Notagdo de Dirac. Apresentaremos os conceitos de
espaco vetorial, base e dimensao e subespacos vetoriais. Ademais, também definiremos
operadores lineares e as principais caracteristicas relacionadas a eles, além das operagoes

de produto interno e produto tensorial.

Defini¢ao .0.1. Um espago vetorial sobre K (corpo) (ou um K-espago vetorial) é

um conjunto V' munido das operacoes de adicao e multiplicacao por escalar

+:VxV — V o 2 KxV — V
(lw),[v)) = |u) + |v) (a,[v)) = alv)

as quais devem satisfazer as seguintes propriedades:
(V1) (Ju) + |v)) + |w) = [u) + (Jv) + [w)),  V|u), |v), |w) €V
(V2) 30€V; [v)+0=0+1v) =|v), V|v)yeV.
(V3) Vjv) e V, I—v) € V; |v) + (—|v)) = 0.
(V4) [u) + |v) = [v) +[u),  V|u),[v) € V.
(V5) a(Blv)) = (af)lv), Vo, €K, Vjv) e V.
(V6) 1v) =|v), Vv) e V.
(V7)) a(ju) + |[v) = alu) + a|v), Va e K, V|u),|v) € V.
(V8) (a+ B)|v) = alv) + Blv), VYa,BeK, Vv)eV.
Os elementos de K serao chamados de escalares, e os elementos do espaco vetorial

V serdo chamados de vetores. Vale ressaltarmos que os elementos A - |v) serdo denotados

simplesmente por A|v), conforme a Definigao .0.1.
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Observacao .0.2. Vale salientarmos que, no presente texto o corpo sempre sera C, o
corpo dos numeros complexos, salvo mengao explicita em contrario. Ademais, V' denotara

sempre um espaco vetorial sobre C, a menos que mencionemos o contrario.

Definicao .0.3. Uma expressao do tipo
ap|vy) + azglve) + -+ + ay|vn),

com aq, Qy, . . ., a, € Céchamada uma combinagdo linear dos vetores |vy), [va), ..., |v,) €
V. Dado um conjunto S de vetores dizemos que ele gera V', e escrevemos V = ger(S) se

todo elemento de V' pode ser escrito como combinacao linear dos elementos de S.

Definigao .0.4. Dizemos que um conjunto de vetores S = {|vq), [v2),...,|v,)} C V é

linearmente independente (LI) se a equagao
aplvr) + as|ve) + -+ - + aglu,) =0

admite somente a solucao trivial (ay, as, ..., a,) = (0,0,...,0). Caso contrario, dizemos

que S ¢ linearmente dependente (LD ).

Definigao .0.5. Uma base para um espago vetorial V' é um conjunto LI B = {|v1), |va), ..., |vn)}
tal que todo vetor de V' pode ser escrito como uma combinacao linear dos elementos de B.

Definimos a dimensdo de V como o ntimero de vetores em uma base'.

E possivel provar que duas bases de V' devem ter necessariamente o mesmo ntimero
de elementos, de modo que a dimensao esta bem definida, isto é, nao depende da base que

escolhemos para V.

Da existéncia de uma base B = {|v1), |v2), ..., |v,)} do espago V surge a notagao

para vetores mais utilizada: dado um vetor |v) sempre podemos escrevé-lo como
[v) = a|v1) + aslva) + - -+ + anlvy)
e de forma tnica. Com efeito, supondo que |v) = by|vy) + ba|ve) + - -+ + b,|v,), teremos
arv1) + as|ve) + - 4 anlvn) = bijvr) + bolve) + - - - + by|vn)

= (ay — b1)|v1) + (ag — ba)|ve) + -+ + (a, — Bu|v,)) =0

e como B é base de V| da condicao LI, devemos ter a; — b; = 0, ou seja, a; = b;, para cada

i€ {l1,2,...,n}. Assim podemos representar o vetor por meio de seus coeficientes na base
dada: |v) = (ay,as,...,a,)s. Quando nao houver confusdo a respeito da base que esta
sendo utilizada denotaremos simplesmente |v) = [v]g = (a1, az, ..., a,).

L A defini¢ao de dimensao aqui dada vale para espacos vetoriais que podem ser gerados por um

numero finito de vetores. Em outros casos, o espaco vetorial ndo pode ser gerado por nenhum
conjunto finito e dizemos que esse espaco vetorial possui dimensdo € infinita.
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Definicao .0.6. Sejam V um espaco vetorial sobre K e W C V. Dizemos que W é um

subespaco vetorial (ou simplesmente subespago) de V' quando

o W #£a.
o W é fechado para as operagoes de V, isto é,

(a) Se |u),|v) € W, entdo |u) + |v) € W.
(b) Sea € Ke |v) € W, entao alv) € W.

o W é um espacgo vetorial com as operagoes de V.

Proposicao .0.7. Seja W C V, sendo V um espaco vetorial. Sdo equivalentes:

1. W é subespago de V.
2.0 W eW é fechado para as operagoes de V.
3. W # @ ealu) +|v) € W para todos a € K e |u),|v) € W.

Definicao .0.8. Uma aplicagdo A : V — W entre os espagos vetoriais V e W ¢é dita um

operador linear quando

A (Sl ) = S

para todos s € N*| ay,a9,...,as € Ke |v1),|va), ... |vs) € V.

Dizemos que um operador linear A é definido no espacgo vetorial V, se A é um

operador linear de V em V.

Observacgao .0.9. Algumas observagdes importantes:

» Aqui, vamos denotar A(|v)) por Alv).

e Quando dissermos que A : V — W é um operador linear, estaremos deixando

implicito que V' e W sao espagos vetoriais (sobre o mesmo corpo).
 Definimos o operador identidade Iy : V — V por Iy|v) = |v).
o A composicdo de dois operadores lineares A : U — V e B:V — W é dada por

(Bo A)lv) = (BA)|v) = B(Alv)) = BA|v).
2 Equivalentemente, A(aj|vi) + azlve) + -+ + aslvs)) = a1 A(Jv1)) + a2 A(Jv2)) + - - - + asA(|vs)).
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Uma maneira equivalente e muito 1til para descrevermos os operadores lineares, se
da através de suas representagoes matriciais. Seja A : V' — W um operador linear. Sejam
{lv1), Jva), ..o Jom) } e {Jw1), |wa),. .., |w,)} bases de V' e W, respectivamente. Entao,

para cada j € {1,2,...,m}, existem Ay;, Ayj, ..., A,; € C tais que
Alvg) =D~ Aijlwi)®. (-1)

Assim, a matriz associada ao operador A, denotada por A = [A;;], é definida como a

matriz m x n cujas entradas sao os valores A;;.

Definigao .0.10. Um funcional linear (x| é um operador linear x : V' — C, onde V é
um espaco vetorial. O espago dual é o espaco de todos os funcionais lineares de V' e e

denotado por V*.

Defini¢ao .0.11. Seja |v) um vetor no espago vetorial C". Definimos o dual de |v),
denotado por (v|, como o vetor transposto de |v) cujos elementos sdo trocados pelos seus

conjugados. Ou seja,

onde t significa a conjugagao transposta. Esse vetor de (C™)*, na notagao de Dirac, é

conhecido como bra.
Definicao .0.12. Dado um espacgo vetorial V', um produto interno é uma aplicacao

(|):VxV — C
(lu),[0}) = (ulv)

tal que, para todos |u), |v), |w) € V e A\, u € C valem:
LA+ polw) = A (ulw) + p* (v]w);
2. (ulv) = ({vfu))™;
3. (ulu) > 0;
4. Se (u|u) =0, entao |u) = 0.

Defini¢ao .0.13. Sejam V um espago vetorial e |[v)|w) € V. Definimos o produto
interno (-|-) : V x V — C por

(vw) = [0)"|w). (-2)
Perceba que aqui estamos aplicando A a cada vetor da base de V' e escrevendo o resultado

obtido como uma combinagdo linear dos vetores da base de W.
O asterisco denota a operacio de tomar o complexo conjugado do ntimero

3

4
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Perceba que a expressao .2 equivale ao produto matricial do vetor |v) transposto-

conjugado, denotado por |[v)T, por |w).

O produto interno nos permite introduzir uma noc¢ao que generaliza a um es-
pago vetorial qualquer a ideia de perpendicularidade no espago, com a qual ja estamos

familiarizados

Defini¢ao .0.14. Dizemos que dois vetores |u) e |v) sao ortogonais quando (u|v) = 0.
Dizemos que um conjunto E = {|v1), |v2),...,|vk)} é ortogonal se seus elementos sao
dois a dois ortogonais. Dizemos que um conjunto E = {|vy), |v2), ..., |vk)} é ortonormal

se é ortogonal e (v;|v;) = 1, para todo i.

Definigao .0.15. A norma de um estado |v) é definida por
[ o)l =/ {vlv).

Definiremos agora os espacos de interesse para a computacao grafica e informacao

quantica.

Definicao .0.16. Um espaco vetorial complexo de dimensao finita munido de produto

interno é dito um espaco de Hilbert.

Observacgao .0.17. e Um subespaco W de um espago de Hilbert V', também é um
espaco de Hilbert.

e Definimos o complemento ortogonal de W em V, denotado por W+ como o

conjunto de vetores ortogonais a todos os vetores de W.

« O espaco vetorial V pode ser escrito como soma direta de W e W+, isto é,
V=WaoWw

Operadores lineares também podem ser representados através de um produto
interno usando a representacdao de produto externo, da seguinte maneira: sejam V e
W espagos vetoriais com produto interno, |[v) € V e |w) € W. O produto externo de

|v) e |w) é operador linear |w)(v|: V — W dado por

(lw)(w)o) = [w){wlv) = (v|v')|w),
para cada [v') € V.

Definicao .0.18. Definimos um autovetor de um operador linear A em V como um

vetor ndo-nulo |[v) € V tal que
Alv) = Alv),

onde A € C é chamado de autovalor de A, correspondente a |v).
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O autoespacgo correspondente a um autovalor A é o conjunto de vetores com

autovalores \ acrescido do vetor nulo®.

Observacao .0.19. Algumas propriedades sobre autovetores e autovalores:

1. Qualquer multiplo de um autovetor também é um autovetor;

2. Se dois autovetores estao associados ao mesmo autovalor, entdo qualquer combinacao

linear desses autovetores é um autovetor;

3. O numero de autovetores linearmente independentes associados a um mesmo autovalor

é a multiplicidade desses autovalor.

Definicao .0.20. Seja A um operador no espaco vetorial V. Uma representacdo

diagonal de A é uma representagao
A=Y Ml

onde os vetores |i) formam um conjunto de autovetores ortogonais de A, com autovalores
correspondentes \;. Dizemos que A é diagonalizdvel se A possui uma representacao

diagonal.

Seja V' um espaco vetorial. Assumindo a existéncia de uma base qualquer para V/,
uma pergunta que surge € se existe uma base ortonormal de V. A resposta é afirmativa e

é isso que vamos construir agora.

Fixemos uma base qualquer B = {|v), |v2), ..., |v,)} de V. Vamos obter a partir
de B uma base ortonormal {|u1), |u2), ..., |u,)} por meio de um procedimento conhecido

como ortogonalizacdo de Gram-Schmidt.

Para obtermos o vetor |u;) tomamos

) =

IRENE

Para obtermos |us), gostariamos que |ug) tenha norma unitéria e que seja ortogonal
ao vetor ja obtido |u;). Para verificar essa segunda condigao, procuramos um vetor na
forma

lwe) = [va) + ar]uy)

5 E possivel verificar que o autoespaco correspondente a um autovalor A é um subespaco vetorial
de V.
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(que estd no subespago gerado por |v1) |ve)) de forma que (wo|u;) = 0. Assim,

0 = <w2|u1> = <U2+OZ1U1|U1>

= <U2|U1>+Oé1 <U1|U1>
——

= Jur)ll=1
v
= (oY
| )

1
= m(vz\m) + a;.
Entao, 1
o = _m<'02|’01>
e o vetor |ug) é entao definido como sendo |ug) = H |‘7::)022>>H .

Para obtermos |u3) procederemos de forma similar: primeiro procuramos
’U)3> = |'U3> + 061|U1> + 042|u2>

que deve ser simultaneamente ortogonal a |u1) e |ug), determinando assim a; e ay como

sendo
o = —(v3]u1> € Qg = —<v3|u2>
e, por fim, determinamos |uz) = [ws)

s

Procedendo analogamente, encontramos o vetor auxiliar |wy), para cada k €

{2,3,...,n}, que é dado por
k-1
wi) = [ve) = Y (velus) |ui),

=1

|[wi)

donde, |uy) = T’ para todo k € {2,3,...,n}. Dessa forma, podemos exibir to-

dos os vetores |uy), |ug),...,|u,), e, por construgio, eles geram o mesmo espago que

[v1), [v2), ..., |vn), j& que cada |uy) se escreve como combinagao linear dos vetores |v1), [va), .. ., [v,).
Ademais, os vetores |u1), |ua), . . ., |u,) também sdo ortonormais, sendo assim {|u1), |ug), ..., |u,)}

a base ortonormal procurada do espago V.

Seja A um operador linear no espago de Hilbert H. Existe um tnico operador
linear AT em #, chamado de operador adjunto ou conjugado Hermitiano de A em
‘H, satisfazendo a

(I0), Alw)) = (ATfo), |w)) .
para todos |v), |w) € H.

Por convencgdo, o adjunto de um vetor |v) é |v)T = (v|. Assim, as principais

propriedades da operagdo adaga ou transposta-conjugada sio:
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1. (AB)! = BiA',

[\)

- (Ap))! = (v]AT;

3. (Jw)(w))' = [v)(wl;

4. (AN = 4;

5. Se A é inversivel, entdo AT também é e (A7)t = (A~1)T,

Com respeito a representagio matricial de um operador A, a conjugagdo Hermitiana

transforma a matriz A em sua transposta-conjugada, isto é,
AT — (A*>T,

onde "x" denota conjugacao complexa e "T" é a operagao transposicao.

Exemplo .0.21. Consideremos os seguintes exemplos:

- T T T
LU 2 (k2 20| [1-2 =2 |1-20 2
l2+d -1 (2+40)* (=1)* 2—i —1 -2 -1

- t T T
) 0 o | (0) 7y | | 0 =7 |0 11+
11— —10d (11 —4)*  (—104)* 11+4 10i —7i  10i |

Definicao .0.22. Um operador linear A em V é dito um operador normal quando
ATA = AAT.

Teorema .0.23 (Teorema Espectral). Um operador linear A em V é diagonalizdvel se, e

somente se, A for normal.

Definicao .0.24. Um operador linear U em V é dito um operador unitdrio quando

Ul =vU"=1.

Operadores unitarios sdo normais, logo, sdo diagonalizaveis com rela¢ao a uma base
ortonormal. Autovetores de um operador unitario associados a autovalores distintos sao
ortogonais. Os autovalores tém modulo iguais a 1. A aplicagdo de um operador unitario

sobre um vetor preserva a norma.

Definigao .0.25. Um operador linear A é dito hermitiano ou auto-adjunto quando

Al = A,

6 Esta propriedade mostra que a operagao adaga ¢ conjugada linear.
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Operadores hermitianos sao normais, portanto, sdo diagonalizaveis com relagao a
uma base ortonormal. Autovetores de um operador hermitiano associados a autovalores
distintos dao ortogonais. Os autovalores de um operador hermitiano sao reais. Uma matriz

real simétrica é hermitiana.

Definicao .0.26. Um operador A em V é dito positivo quando
(v]Afv) >0,

para todo |v) € V. Se a desigualdade acima for estrita para todo |v) € V|0, entdao o

operador A é dito positivo definido.

Os operadores positivos sao hermitianos, logo, sdo diagonalizaveis.

Destacamos uma importante classe de operadores Hermitianos, conhecida como
projetores. Seja V um espago vetorial com dimensao n e W um subespago de V'
com dimensao k. Utilizando o processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt é possivel
encontrarmos uma base ortonormal {|1),]2),...,|n)} de V, de modo que {|1),[2),...,|k)}

seja uma base ortonormal de W. Definimos o projetor sobre W por

E possivel verificar que esta definicdo independe da base escolhida para W.

O operador |v)(v| é hermitiano, para qualquer |v), de modo que P também é

hermitiano.

O complemento ortogonal de P ¢ o operador
Q=1-P

que é um projetor sobre o espaco |k + 1),...,|n). A acdo de projegdo de P resultard no

processo de medicao quantica.

Os principais operadores para um qubit sao conhecidos como matrizes de Pauli

e sao representados respectivamente por

Il
~
I
| — |
o =
_= O
| I

]
01
o = 0, = X = ,
10
0 —i
oy = o0, =Y = ,
? Y zO]

1 0
O3 0, Z ] )
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Esses operadores formam um grupo multiplicativo ndo abeliano G. Também, sao

unitarios e hermitianos, portanto seus autovalores sao iguais a 1 ou -1. Ou seja:

ot=Teol=0; j=0,1,23.
Valem:
X[0) = [1), X[1) =10), Z[0) = [0) e Z|1) = —[1).

As matrizes de Pauli formam uma base para o espago vetorial das matrizes de dimensao
2 x 2. Logo, um operador genérico que atua em 1 qubit pode ser escrito como uma

combinacao linear das matrizes de Pauli.

O produto tensorial é uma forma de juntar espagos vetoriais para obter um outro
espaco vetorial maior, que é um procedimento muito propicio para a descricdo da mecanica

quantica de sistemas com muitas particulas.

Sejam V' e W espacos de Hilbert de dimensoes m e n, respectivamente. O produto
tensorial V ® W é um espago vetorial de dimensao mn, cujos elementos sdo combinacoes
lineares de produtos tensoriais |v) ® |w) do elementos |v) € V e |w) € W. Em particular,
o produto tensorial de base ortonormais de V' e W é uma base de V ® W. Pode-se escrever
lvw) ou |v)|w) em vez de |v) ® |w).

Sejam V e W espacos vetoriais. O produto tensorial deve satisfazer as seguintes

propriedades:

L a(jv) @ |w)) = (a|v)) @ |w) = |v) @ (a|w)), para todos |v) € V, |w) € W e a € C.
2. (1) + |v9)) ® |w) = |v1)|w) & |ve)|w), para todos |v1), vy € V e |w) € W.
3. [v) @ (Jwr) + |ws)) = |v)|w1) & |v)|ws), para todos |[v) € V e |wy), |ws) € W.

Definicao .0.27. Se A e B sao operadores em V e W, respectivamente, definimos o
operador A® B em V ® W por

(A® B)(jv) ® lw)) = Alv) @ Blw),
para todo |v) ® |w) € V@ W.

Qualquer operador C : V@ W — V' ® W’ pode ser representado como uma

combinacao linear de produtos tensoriais de operadores A:V — Ve B: W — W',

Utilizando os produtos internos definidos nos espacos de Hilbert V' e W, podemos

definir o produto interno em V ® W por

7

(Z a;lv;) ® |wi>,ij\v;> ® |w3>) = Za?bj(vi|v}><wi|w;>~
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Sao naturalmente estendidas para V @ W todas as outras nogoes como operador
adjunto, unitario, hermitiano.
As notagoes [¢)®" e A®" significam os produtos tensoriais de [¢)) e de A, por eles

1mMesImos N vezes.

Todas as discussoes sobre produto tensorial podem se tornar mais evidentes utili-
zando uma representacao matricial conhecida como produto de Kronecker, apresentada

na seguinte definicao.

Definicao .0.28. Sejam A,, ., ¢ By, matrizes. O produto tensorial de A e B ¢ dado

pela matriz

AllB A12B e AlnB
A21 A22B e AQnB

A®@B=| | : . : ,
Aml Am2B T AmnB

mpXxXng
onde A;; ¢ o elemento localizado na linha 7 e coluna j da matriz A e cada termo A;;B
denota uma submatriz p X g cujos elementos sao os produtos de A;; por cada elemento de

B, isto é,

AijBui AijBia - AijBy
AijBa1 AijBa -+ AijBy
AgB=| " S S
AijBpr AijBpo -+ AijBpg]
paratodosi=1,2,... mej=12,...,n.
1 0 2 0 4
Exemplo .0.29. Sejam A = . eB=19 10 0. Entao:
0 3 17
2 0 000 |
9 10 0 00
) 2 0 4 0 3 17 000
Ax B = [ ®19 10 0| =
0 0 3 17 000 14 0 28
0 00 63 70 O
0 00 0 21 119

Observacao .0.30. O produto tensorial ndo é comutativo. Por exemplo,

1(0) 0

1(1)
mem=|le|=] |=] |

0(0)

o) | o]
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mas, por outro lado,

o] [o]
0(0)

)& o) = (1) ® (1] _ -
1(1
00) | [0 ]

Definicao .0.31. Sejam A e B dois operadores lineares em um mesmo espago vetorial V.

Definimos o ecomutador entre A e B como
[A, B] = AB — BA.

Dizemos que A e B comutam quando [A, B] = 0. Definimos o anticomutador entre A

e B como
{A,B} = AB + BA.

Dizemos que A e B anticomutam quando {A, B} = 0.

Observacao .0.32. Sejam A, B e I operadores, onde [ é a identidade. Valem:

1. [A, A] = 0;
[A, Al = AA — AA = A2 — A2 =0

2. [A, B] = —[B, AJ;

[A,B] = AB— BA= —(BA— AB) = —[B, A].

3. [I,A] = 0=[A,I].
[LAl=IA— Al =A—A=0.

A ]]=AT—TA=A—A=0,

4. {A A} =242,
{A A} = AA+ AA = A* + A% = 242
5. {A,B} = {B, A}
{A,B} = AB+ BA=BA+ AB = {B, A}.
6. {I,A} =24={A I}

(I,AY=TA+ AT = A+ A=2A.

(A1} = AT+ A=A+ A=2A.
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Uma das mais importantes propriedades advindas dos conceitos de comutador e
anticomutador se da através da propriedade de diagonalizagao simultanea de operadores

com esses conceitos. Isso é visto no seguinte teorema:

Teorema .0.33 (Teorema da diagonalizacao simultanea). Sejam A e B operadores hermi-
tianos. Entao, [A, B] = 0 se, e somente se, existir uma base ortonormal tal que A e B
sejam ortonormais nesta base. Neste caso, dizemos que A e B sio simultaneamente

diagonalizdveis’.

Exemplo .0.34 (Matrizes de Pauli comutam ou anticomutam). Pelos itens 1 e 3 da
Observacao .0.32, respectivamente, cada uma das matrizes de Pauli comuta com ela mesma,
e por e I comuta com X, Y, e Z. Podemos verificar que as relagdes de comutagao para os

operadores de Pauli sao:
(X, Y]|=2iZ, [V, Z] =2iX, [Z,X] = 2iY.

De fato:

v v o
¢ 0110 -1 0 —1{ |z O

Z,X] = ZX-XZ=

_ | Y — 9 [0 _Z] — 2y,
0

" Do Teorema .0.33, em particular, podemos entender que duas matrizes hermitianas que

comutam entre si sdo simultaneamente diagonalizaveis.
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Perceba que, pelas expressoes (.3), (.4) e (.5), respectivamente, temos
(X,Y}=XY+YX=0, {V,ZY=YZ+2ZY =0 e {Z,X}=2X—-XZ=0,
isto é, as matrizes X e Y, Y e Z e ainda X e Z anticomutam.

Observagao .0.35 (Um breve resumo sobre notacao de Dirac:). Temos:

1. Ket: |a), 1é-se ket alfa;

2. Bra: (al, 1é-se bra alfa;

3. Produto escalar: (a|a), lé-se braket alfa;
4. Operador: A |a) = Ala);

5. Multiplicacdo por escalar (ntimeros complexos): a|a) = |a)a.

Consideremos o vetor ¥ o qual estamos acostumados. Vamos representar ¢ por |v)

e seu elemento dual por (v| na notagdo de Dirac da seguinte maneira:

. v
U= (v1,12) = |v)=

1] = (| = o T

V2

Agora, vejamos como ficam as principais operagoes vetoriais na notacao de braket:

» Adigao: o o - .
U v Uy +v
Wy +y=| |+ =" "]
(uz2| |2 | U2 + U2
e Subtracgao: o o - -
Ui U1 Uy — U
) — |v) = - = '
Uo () Ug — V2

e Multiplicacao por escalar:
U1 Qv
alv) = a [ ] = [ ] .
(%) QU9

U1

Produto interno:

(ulv) = @ ] [

= U1V + UgVa.
V2

e Produto Vetorial:

U2 UgV1 U2V

[u) o] = H o ) - [“ “] .



Produto Tensorial:

u) ® |v) = |uv) =

U

Uz

Um

U1

(%)

Un

U101

U1V2

U1Vp
U2V

U2V2

U2Vp

Um V1

Um V2

Um Unp,
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