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RESUMO

Este trabalho estuda formulacoes de elementos finitos hibridos para escoamentos
turbulentos modelados por um sistema de equacoes diferenciais parciais regido pela
combinacgao das equacoes médias de Navier-Stokes, conhecidas como RANS, com os
modelos de turbuléncia. Este sistema apresenta uma série de dificuldades numéricas de
resolucao, dentre elas destacamos a predominancia dos efeitos convectivos, nao linearidade
das equagoes e elevado custo computacional dependendo da estratégia de aproximacao.
Buscando contornar estas dificuldades, desenvolvemos uma estratégia de resolugao que
emprega métodos hibridos para a discretizacao espacial tanto para as equagoes RANS
quanto para os modelos de turbuléncia. Nesta estratégia, utilizamos esquemas upwind
e de captura de descontinuidade para mitigar os efeitos predominantemente convectivos
e os métodos de Newton e Picard para linearizacao das equagoes. Assim, a formulacao
hibrida resultante da discretizagao no espago ¢é integrada no tempo usando um método
implicito de primeira ordem. Além disso, aproximagoes continuas sao utilizadas para a
montagem do sistema global com o intuito de reduzir o custo computacional das simulagoes.
Neste contexto, sao simulados problemas classicos de turbuléncia como jato plano, degrau
descendente e aerofélio utilizando os modelos de turbuléncia k-¢ Padrao e os propostos por
Launder-Sharma e Chien e também o modelo de uma equacao de Spalart-Allmaras. Em
todos os casos simulados, a metodologia de resolugao proposta é extensivamente testada
e validada por dados experimentais e/ou por solugbes numéricas obtidas pelo simulador
livre OpenFOAM. Os resultados para o modelo k- demonstram uma boa concordancia
entre o método hibrido, as aproximagoes do OpenFOAM e os dados da literatura. No caso
do modelo Spalart-Allmaras, com excecao do aerofdlio onde sao observados resultados
comparativamente préximos, os resultados obtidos pela formulacao hibrida estao em

excelente concordancia com o OpenFOAM.

Palavras-chave: Método de elementos finitos. Método hibrido. Modelagem da turbuléncia.

RANS. Modelo k-e. Modelo Spalart-Allmaras.



ABSTRACT

This work explores hybrid finite element formulations for turbulent flows modeled
by a system of partial differential equations governed by the combination of Reynolds-
Averaged Navier-Stokes (RANS) equations with turbulence models. This system entails
numerical challenges due to convective effects, nonlinearity, and high computational cost.
To overcome these difficulties, we’'ve devised a strategy employing hybrid finite element
methods for RANS and turbulence models, using upwind and discontinuity-capturing
schemes to counter convective effects and Newton and Picard methods for linearization.
Thus, the resulting hybrid formulation is time-integrated using a first-order implicit method,
while continuous for the Lagrange multiplier reduces computational expenses during global
system assembly. In this context, classical turbulence flow problems such as plane jet,
backward-facing step, and flow around an airfoil are simulated using the Standard k-¢
models, as well as those proposed by Launder-Sharma and Chien and the one-equation
Spalart-Allmaras model. The proposed solver methodology is extensively tested and
validated against experimental data and/or numerical solutions from the open-source
OpenFOAM software. The results for the k- model show a good agreement between
the hybrid method, OpenFOAM approximations, and literature data. In the case of the
Spalart-Allmaras model, except for the airfoil where relatively close results are observed,
the approximations obtained by the hybrid formulation are in excellent agreement with
the ones from OpenFOAM.

Keywords: Finite element method. Hybrid method. Turbulence modeling. RANS. k-¢

model. Spalart-Allmaras model.
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13
INTRODUCAO

Existem diversas oportunidades para observar escoamentos turbulentos em nosso
cotidiano, seja ao presenciarmos a fumaga emanada de uma chaminé, a agua corrente
em um rio ou cachoeira (ver Figura 1.1), ou até mesmo dentro de uma xicara de café
quente quando este ¢ mexido ou no vapor proveniente dele. Nestes exemplos percebemos

imediatamente que o escoamento é cadtico e imprevisivel.

Em aplicacoes de engenharia, os escoamentos turbulentos sao amplamente presentes,
porém menos facilmente observaveis. A turbuléncia estd presente na condugao de liquidos
ou gases através de bombas, compressores e tubulagoes, na circulagao de ar ao redor de
veiculos como aeronaves, automdéveis e embarcagoes, na mistura de combustivel e ar em
motores e caldeiras, entre muitos outros exemplos relevantes que poderiam ser citados.
Logo, a compreensao desses escoamentos é de suma importancia nao apenas do ponto de
vista fisico, mas também sob uma perspectiva operacional, com o objetivo de otimizar o

desempenho de sistemas que envolvam a turbuléncia.

Figura 1.1 — Escoamentos turbulentos vistos em nosso cotidiano (de https://shorturl
.at/twQW9 e https://shorturl.at/DFR14).

No ano de 1883, Reynolds em [74] fez uma das observagoes mais relevantes para
a dindmica dos fluidos ao distinguir que escoamentos poderiam ocorrer em dois regimes
distintos: laminar e turbulento (ver Figura 1.2). Ele percebeu que essa distingdo dependia
apenas de um tnico pardmetro adimensional, posteriormente conhecido como nimero de

Reynolds, representado por

onde v denota a viscosidade cinematica molecular do fluido, enquanto U e L representam,
respectivamente, a velocidade e o comprimento caracteristicos do escoamento. Esse niimero

adimensional expressa a razao entre as forcas inerciais e as forcas viscosas que agem sobre
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um fluido em movimento. Quando o valor do niimero de Reynolds esta abaixo de um ponto
critico, o escoamento é considerado laminar, exibindo um padrao regular e comportamento
previsivel (Figura 1.2a). No entanto, assim que esse valor critico é ultrapassado, as forgas
inerciais ganham predominancia sobre as viscosas, gerando instabilidades no movimento
laminar. Conforme multiplas instabilidades emergem, a previsibilidade diminui e o
escoamento torna-se cadtico ao ponto de ser apropriado descrevé-lo estatisticamente, em
vez de considerar todos os detalhes individualmente (Figuras 1.2b e 1.3). Nesse estégio, o

regime de escoamento ¢é classificado como turbulento.

(a) Laminar

' 7 T
|

(b) Laminar com transigdo para turbulento

Figura 1.2 — Ilustracao dos regimes de escoamento (de Reynolds [74]).

Figura 1.3 — Transi¢do de laminar para turbulento na pluma de uma vela (de https:
//shorturl.at/hEGXZ.

Matematicamente, a dinamica dos fluidos é capaz de descrever de forma precisa
tanto escoamentos de natureza laminar quanto turbulentos. Isto é alcancado por meio de
um conjunto de equacoes diferenciais parciais que governam as relagoes entre as mudancas

na quantidade de movimento das particulas de fluido e as forcas que atuam sobre elas.
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No entanto, é importante destacar que encontrar solu¢oes analiticas para essas equacoes
diferenciais é geralmente limitado a casos muito simplificados, os quais se restringem
a escoamentos laminares. Isso se deve ao fato de que a turbuléncia é um fendmeno
altamente nao linear, o que torna praticamente impossivel obter solugoes analiticas devido

a complexidade das interacoes envolvidas.

Diante disso, alternativas computacionais, como a dindmica dos fluidos computa-
cional (CFD, do inglés Computational Fluid Dynamics), surgem como abordagens mais
adequadas para lidar com cenérios complexos de fluxos, principalmente em regime turbu-
lento. A abordagem CFD se baseia no uso de métodos numéricos e algoritmos para resolver
as equacoes diferenciais parciais da dinamica dos fluidos. Essa abordagem computacional
tem sido amplamente empregada em diversos campos, como engenharia, climatologia,
aerodinamica e estudos ambientais, proporcionando um entendimento aprofundado e

contribuindo significativamente para o progresso cientifico e tecnolédgico.

Entretanto, mesmo diante do consideravel avango no poder dos computadores
disponiveis e na aplicagao de técnicas de paralelizacdo, computacao de alto desempenho
e métodos de discretizacao mais eficientes, a complexidade dos escoamentos turbulentos
ainda impoe um elevado custo computacional para sua simulacao por meio de CFD.
Isto porque a turbuléncia é um fenémeno tridimensional, transiente e composto por
uma ampla gama de escalas que variam desde as maiores, influenciadas pela geometria
e/ou pelas condigoes de contorno do problema, até as menores, conhecidas como escalas
de Kolmogorov, que sao governadas pela viscosidade do fluido (ver Figura 1.4). Além
dos custos computacionais inerentes a tridimensionalidade e a dependéncia no tempo,
as menores escalas possuem dimensoes espaciais e temporais excessivamente pequenas,
exigindo niveis de discretizagao em ordens proporcionais para representar adequadamente
a turbuléncia. Ainda, a medida que o niimero de Reynolds do escoamento aumenta, o custo
para representd-lo computacionalmente também aumenta, pois o tamanho das escalas de
Kolmogorov diminui, conforme ilustrado na Figura 1.5. Nesse sentido, com o intuito de
tornar a CFD viavel para escoamentos turbulentos, especialmente em casos de nimeros de
Reynolds elevados, é comumente empregada uma abordagem computacional que consiste
em eliminar do calculo numérico as menores escalas, ou mesmo todas as escalas turbulentas.

Esta estratégia é conhecida como modelagem da turbuléncia.

A modelagem da turbuléncia esta divida principalmente entre trés metodologias:
Simulagao Numérica Direta (DNS, do inglés Direct Numerical Simulation), Simulagao
das Grandes Escalas (LES, do inglés Large Eddy Simulation), e equagoes médias de
Navier-Stokes (RANS, do inglés Reynolds-Averaged Navier-Stokes). Cada uma delas
esta relacionada a forma como a multiplicidade de escalas da turbuléncia é tratada
numericamente (Figura 1.6). Na Simula¢do Numérica Direta (DNS), todas as escalas do
movimento turbulento devem ser representadas, o que requer espagamentos de malha e

passos de tempo proporcionais as dimensoes das escalas de Kolmogorov, como mencionado
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Maiores escalas”™  Menores escalas
Figura 1.4 — Visualizacao das maiores e menores escalas da turbuléncia em uma camada
de mistura (adaptado de Brown e Rohsko [13]).

(b) Elevado Re

Figura 1.5 — Ilustracao do tamanho das menores escalas em um mesmo escoamento a
diferentes nimeros de Reynolds (de Tennekes e Lumley [83]).

anteriormente. Nessa metodologia, nenhum modelo adicional, além de Navier-Stokes,
é necessario para representar o escoamento (Figura 1.6a). Em LES, as equagdes de
Navier-Stokes sao submetidas a um processo de filtragem das escalas, resultando na
separacao do escoamento em duas partes: a parte filtrada e a nao-filtrada. A parte
filtrada contém as escalas maiores da turbuléncia, que sdo calculadas diretamente, assim
como em DNS. Por outro lado, a parte nao-filtrada engloba as menores escalas e mais
custosas de serem discretizadas, e, portanto, sdio modeladas. Neste tipo de abordagem,
modelos algébricos, conhecidos como modelos submalha, sao incorporados as equagoes
de Navier-Stokes filtradas para incluir os efeitos que as menores escalas exercem sobre o
escoamento (Figura 1.6b) [69]. Por tltimo, na modelagem via RANS, um operador de
média temporal é aplicado as equacoes de Navier-Stokes, removendo do calculo direto
todas as escalas da turbuléncia. Neste caso, modelos de turbuléncia, frequentemente

diferenciais e governados por uma ou mais equagoes de transporte, sao utilizados para
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modelar o comportamento de todas as escalas sobre o escoamento médio (Figura 1.6¢).

(a) DNS (b) LES (c) RANS

Figura 1.6 — Comparacao de um mesmo escoamento calculado pelos diferentes tipos de
modelagem da turbuléncia (de Cuenot [26]).

DNS e LES sao semelhantes no sentido de fornecerem uma solugao tridimensional
e dependente do tempo das equagoes de Navier-Stokes, e ainda requerem malhas bastante
finas para representar com precisao as escalas turbulentas presentes no escoamento. Em
contrapartida, RANS tem suas principais vantagens no baixo custo de simula¢do e no
calculo direto do escoamento médio, que geralmente sdo os tnicos resultados de interesse
nas aplicagoes de engenharia. Com isso, RANS evita o consumo excessivo de recursos
computacionais para obter estatisticas de ordem superior, que nao seriam relevantes do
ponto de vista operacional. Além disso, gracas a média das escalas, é possivel explo-
rar simplificagoes para reduzir ainda mais os custos computacionais, como considerar
escoamentos bidimensionais e permanentes. Por outro lado, a principal limitacao da
abordagem RANS reside no fato de que todas as escalas do escoamento turbulento devem
ser representadas pelo modelo de turbuléncia. Enquanto as menores tendem a depender
apenas da viscosidade, as maiores escalas sao influenciadas pela geometria e condigoes
de contorno do problema. Portanto, é quase impossivel modelar o efeito das maiores
escalas da mesma maneira em escoamentos que apresentam diferencas substanciais. Como
resultado, nao existem modelos de turbuléncia RANS que sejam capazes de representar
todos os mais variados tipos de escoamentos turbulentos e suas selegoes requerem expertise.

Outras caracteristicas dessas abordagens estao mostradas na Tabela 1.1.

Neste trabalho, abordaremos a modelagem RANS da turbuléncia, principalmente
pelo seu baixo custo. Na segao a seguir, apresentamos como surgiu essa modelagem,

os primeiros modelos que foram propostos e como eles evoluiram ao longo do tempo,
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Abordagem Tratamento Aplicagao Custo Precisao
1
DNS Reso;iig (ias s baixo Reynolds  muito alto mais alta possivel

Resolve as escalas baixo a moderado
LES maiores e modela alto alta

Reynolds
as menores

RANS Modela todas as baixo a elevado baixo baixa
escalas Reynolds

Tabela 1.1 — Caracteristicas das abordagens de tratamento da turbuléncia.

ressaltando os que serao usados neste trabalho.

1.1 MODELAGEM RANS DA TURBULENCIA

Entre as diferentes abordagens para a resolucao e modelagem da turbuléncia,
a metodologia RANS se destaca como pioneira, tendo uma de suas principais linhas
de desenvolvimento enraizada nos trabalhos de Reynolds [75] ¢ Boussinesq [9]. Ambos
os pesquisadores propuseram uma abordagem estatistica para analisar o escoamento
turbulento, separando-o em parte média e parte flutuante. Reynolds em 1895 [75] aplicou
um procedimento de média temporal as equacoes de Navier-Stokes, resultando nas equagoes
médias de Navier-Stokes, ou equagoes RANS. Desse procedimento de média, Reynolds
identificou o aparecimento de um tensor de tensoes desconhecido, que representa os efeitos
das flutuacgoes no escoamento, e que deve ser modelado. Nenhuma tentativa foi feita por
ele para modelar esse tensor, que mais tarde ficou conhecido como tensor de Reynolds.
Curiosamente, a abordagem mais adotada para a modelagem do tensor de Reynolds surgiu

de um trabalho anterior, datado de 1877, proposto por Boussinesq [9].

Em seu procedimento de média, Boussinesq empregou uma metodologia que o
impediu de obter o tensor de tensoes de Reynolds [76]. No entanto, ele propés um modo
de representar as tensoes viscosas geradas pelas flutuacgoes de velocidade, baseando-se na
teoria cinética dos gases. Desta analogia, Boussinesq assumiu que as tensoes geradas pelas
flutuacoes se relacionam proporcionalmente com a taxa de deformacao do escoamento médio,
introduzindo assim um coeficiente de proporcionalidade. Esse coeficiente, posteriormente
denominado viscosidade turbulenta, carrega informagoes sobre os niveis de turbuléncia,
e também deve ser modelado. Tanto o trabalho de Reynolds quanto o de Boussinesq
estabeleceram os fundamentos de uma das mais importantes e mais utilizadas vertentes
da abordagem RANS, baseada nos modelos de viscosidade turbulenta. Esses trabalhos
impulsionaram o desenvolvimento de diversas técnicas e modelos destinados a estimar essa

viscosidade.
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O primeiro modelo RANS que empregou o conceito de Boussinesq foi proposto
por Prandtl em 1925 [71], em que uma relacao algébrica foi utilizada para determinar a
viscosidade turbulenta. Quase vinte anos depois, em um avanco significativo, Kolmogorov
em [48] apresentou o primeiro modelo diferencial de duas equagbes baseado no conceito de
viscosidade turbulenta. Neste modelo, equacoes de transporte escalar foram assimiladas a
RANS para calcular a viscosidade turbulenta. Esses escalares foram relacionados com a
producao e dissipacao da energia cinética turbulenta, e modelos diferenciais como o de
Kolmogorov tornaram-se comuns na modelagem RANS. Essa transicao para modelos dife-
renciais representou um marco importante na evolucao da modelagem RANS, permitindo
uma representacao mais precisa e abrangente dos escoamentos turbulentos em diversas

aplicacoes.

Ao longo dos anos seguintes, o desenvolvimento dos modelos RANS avangou
em conjunto com o aprimoramento das aplicacoes numéricas, culminando em avancos
significativos na compreensao e previsao de escoamentos turbulentos complexos. No
contexto desta pesquisa, concentramo-nos no estudo de modelos de viscosidade turbulenta,
em particular de duas equagoes k-¢ [51] e de uma equagao Spalart-Allmaras [79]. Os
modelos k-¢ surgiram na década de 1970 e firmaram-se como uma das abordagens mais
proeminentes para a modelagem de turbuléncia. Devido a sua popularidade, surgiram
inimeras derivagoes, como os modelos k-¢ de Launder-Sharma [50] e de Chien [16], que
também serao objeto de estudo neste trabalho. Anos mais tarde, o modelo Spalart-Allmaras
foi desenvolvido com o objetivo de simplificar e tornar mais eficiente a modelagem da
turbuléncia, em comparacao com modelos de mais equagoes, como os k-¢. Voltado
inicialmente para aplicagoes aeroespaciais, o modelo Spalart-Allmaras demonstrou bom
desempenho em perfis de aerof6lios [89]. Nesse sentido, tragaremos a seguir um paralelo
entre o desenvolvimento de modelos como esses mencionados e suas aplicagoes numeéricas
mais relevantes, explorando os diferentes métodos de discretizacdo, com um enfoque

especial nos métodos de elementos finitos, até chegar no método hibrido.

1.2 METODOS NUMERICOS PARA MODELOS RANS

Aplica¢oes numéricas de modelos de turbuléncia RANS, especialmente os diferenci-
ais, como o de Kolmogorov, enfrentaram limitagoes significativas nas décadas de 1950 e
1960 devido as capacidades computacionais da época e também as restricoes do Método
de Diferencas Finitas (MDF), que s6 permitia a resolu¢ao de problemas com geometrias

regulares.

Foi somente na década de 1970 que essas aplicagoes comecaram a ganhar impulso,
com o surgimento do Método de Volumes Finitos (MVF) e o avango significativo no poder
de processamento dos computadores. Neste sentido, foram desenvolvidos esquemas de alta

ordem de diferengas finitas e volumes finitos, com a introducao dos apropriadamente defini-
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dos fluxos numéricos e limitadores de fluxo [57], expandindo as capacidades de simulagao da
turbuléncia RANS para problemas reais encontrados na industria. Adicionalmente, o apelo
industrial impulsionou a derivagao de uma ampla variedade de modelos de viscosidade
turbulenta, como os modelos de duas equagoes k-¢ [51] e, mais tarde, de uma equagao de
Spalart-Allmaras [79]. Ainda na década de 1970, o Método de Elementos Finitos (MEF)
comecgou a se destacar nos problemas de dinamica dos fluidos, apds demonstrar sucesso
em aplicagoes de elasticidade linear [37]. O MEF possuia vantagens consideraveis em
comparacao com o Método de Volumes Finitos, uma vez que era naturalmente capaz de
tratar geometrias complexas e de aplicar aproximacoes de alta ordem. Outro ponto forte
era seu embasamento tedrico solido, proveniente da analise numérica do problema de Stokes
[81, 25]. Estes estudos permitiram a avaliagdo de espagos de interpolagdo compativeis
para os campos de velocidade e pressao, abrindo caminho para as primeiras simulagoes de

escoamentos incompressiveis.

Paralelamente a isso, Reed e Hill [73] introduziram o método de Galerkin Des-
continuo (DG) para resolver problemas hiperbdlicos, como uma extensao do método de
Galerkin convencional, em que eram permitidas descontinuidades nas solugoes aproxima-
das. Posteriormente, exploragoes mais rigorosas do método foram realizadas [53, 44] e,
ao longo dos anos, o método evoluiu de forma significativa, tornando-se adequado para
aplicagoes em CEFD [20]. Aplicagoes relevantes foram feitas para problemas de Stokes [19]
e Navier-Stokes [18], e problemas RANS foram abordados nos trabalhos de Bassi et al. em

[6] usando o modelo k-w, enquanto [60] e [65] estudaram o modelo de Spalart-Allmaras.

Uma das principais vantagens do método DG em aplica¢des de CFD ¢ sua com-
binagao tnica das qualidades do Método de Volumes Finitos com o MEF. Os métodos
DG possuem a capacidade natural de incorporar fluxos numéricos e limitadores de fluxo,
tornando-se semelhantes aos esquemas mais modernos utilizados no MVF [20], ao mesmo
tempo que mantém as propriedades mais importantes do MEF, como aproximagoes de
ordem superior e a habilidade de lidar com geometrias complexas e condi¢oes de contorno
sem comprometer a ordem de aproximacgao. Além disso, os métodos DG apresentam outras
caracteristicas altamente vantajosas para problemas de CFD, como a naturalidade de
paralelizacao e a facilidade de utilizagao e implementagao de estratégias de adaptatividade
h e p. No entanto, é fundamental observar que, apesar dessas vantagens, os métodos DG
carregam um alto custo computacional. Isso se deve ao fato de que os graus de liberdade
sao duplicados nas descontinuidades entre os elementos, resultando em sistemas lineares

significativamente maiores se comparados com os métodos de elementos finitos classicos

de Galerkin Continuo (CG).

Com o objetivo de superar o alto custo computacional associado aos métodos DG,
tém surgido propostas de hibridizacao desses métodos, resultando em novas abordagens
conhecidas como métodos de Elementos Finitos Hibridos. Essas técnicas buscam preservar

as vantagens dos métodos de Galerkin Descontinuo, reduzindo o custo computacional e
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diminuindo a complexidade da formulacao e da implementacdo dos problemas. Diver-
sos trabalhos relevantes na area de dindmica dos fluidos computacional abordam essas

hibridizagoes, alguns exemplos sdo [41, 40, 61, 15].

No método hibrido, uma incognita adicional chamada multiplicador de Lagrange,
relacionada a uma ou mais variaveis de interesse do problema, é incorporada ao problema
com o intuito de impor de forma fraca as condi¢oes de continuidade entre os elementos.
Embora a introducao de uma nova incognita represente um aumento do sistema original, o
custo computacional de resolugao é compensado pela aplicagdo da técnica de condensagao
estatica, que tem por objetivo eliminar os graus de liberdade dos problemas locais associados
as variaveis de interesse, gerando o chamado problema global, que envolve apenas os graus
de liberdade dos multiplicadores de Lagrange. Ainda, no método hibrido, duas abordagens
podem ser adotadas para a construcao do problema global, que sao o uso de aproximagoes

continuas e descontinuas para os multiplicadores de Lagrange [41, 40, 3].

A Figura 1.7 apresenta uma comparacao dos graus de liberdade entre os métodos
CG, DG e o método hibrido com aproximacoes descontinuas para os multiplicadores de
Lagrange. Na Figura 1.7c, os circulos preenchidos representam os graus de liberdade
relacionados ao sistema linear global e os circulos vazios representam os problemas locais
dos métodos hibridos. Como consequéncia, o tamanho do sistema global do método hibrido
é menor que o do sistema gerado pelos métodos DG (e para elevadas ordens polinomiais de
aproximagao pode ser menor que os gerados pelo CG), uma vez que os graus de liberdade dos
multiplicadores estao definidos apenas nos contornos dos elementos ou, mais precisamente,
no esqueleto da malha. Ja os problemas locais envolvem a resolucao de matrizes pequenas,
de baixissimo custo computacional, que podem ser resolvidas simultaneamente usando

técnicas de paralelizacao dada a independéncia entre os problemas locais.

(a) CG (b) DG (c) Hibrido

Figura 1.7 — Comparacao do nimero de graus de liberdade considerados no problema global
dos métodos CG, DG e Hibrido com multiplicadores descontinuos (circulos preenchidos).
Os circulos vazios no método hibrido representam os graus de liberdade dos problemas
locais (adaptado de Waluga em [87]).

Estudos recentes apresentam aplicagoes dos métodos hibridos para problemas RANS.
Em particular, Moro et al. em [56] e Peters e Evans em [67] apresentam uma formulagao

hibrida para a resolucao das equagdoes RANS combinada com o modelo Spalart-Allmaras
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usando multiplicadores de Lagrange descontinuos relacionados a velocidade, a pressao
e a viscosidade turbulenta modificada. Para o mesmo modelo matematico, Fidkowski
em [31] compara o uso de multiplicadores continuos e descontinuos. A comparagao feita
por Fidkowski mostra que o uso de multiplicadores continuos exige muito menos graus
de liberdade para obter a mesma precisao dos resultados obtidos com multiplicadores
descontinuos. Esta conclusao ressalta a reducao do custo computacional proporcionada

pela adogao de aproximacoes continuas para os multiplicadores de Lagrange.

1.3 OBJETIVOS E CONTRIBUICOES

Neste contexto, este trabalho visa estudar métodos de Elementos Finitos Hibridos
aplicados as equagoes médias de Navier-Stokes e aos modelos de turbuléncia. Para
isso, empregamos uma formulacdo hibrida utilizando aproximacoes continuas para os
multiplicadores de Lagrange associadas ao campo de velocidade para resolver as equagcoes
médias de Navier-Stokes. Por outro lado, para aproximar os modelos de turbuléncia,
adotamos formulac¢oes hibridas com multiplicadores continuos relacionados ao traco das
variaveis de interesse das equagoes. Neste caso, para os modelos k- padrao e os propostos
por Launder-Sharma e Chien, sao definidos multiplicadores relativos ao trago das variaveis
k e . Para o modelo Spalart-Allmaras, o multiplicador estd associado ao trago da

viscosidade turbulenta modificada.

Para estabilizar a predominancia dos efeitos convectivos nas formulagoes hibridas
para as equagoes RANS e os modelos de turbuléncia, empregamos um esquema upwind
proposto por Oikawa [64] para problemas escalares de advecgao-difusao. Esta abordagem
¢é naturalmente aplicada aos modelos de turbuléncia, porém é adaptada ao problema das
equacoes médias de Navier-Stokes. Além disso, um esquema de captura de descontinuidade,
também conhecido como esquema crosswind, é utilizado para estabilizar o modelo k-¢.
Esquemas deste tipo foram desenvolvidos com o propdésito de controlar a predominancia
dos efeitos convectivos e reativos em relagao aos difusivos. No contexto do modelo k-¢, o
esquema de captura de descontinuidade de Codina [22] é aplicado para garantir que as
variaveis do modelo permanegcam positivas ao longo das iteragoes, diminuindo o risco de

divergéncia da solucao.

As formulagoes para as equagoes médias de Navier-Stokes e os modelos de turbu-
léncia sao discretizadas no tempo utilizando um método implicito de primeira ordem. A
formulacao RANS ¢ linearizada pelo método de Newton, enquanto as equagoes do modelo
k-e sdo linearizadas via método de Picard, permitindo a utilizacdo de passos de tempo
maiores. Por outro lado, a equacdo do modelo Spalart-Allmaras é linearizada atrasando
no tempo a viscosidade turbulenta modificada. Apresentamos um algoritmo sequencial
para resolver as equagoes médias de Navier-Stokes e os modelos de turbuléncia, em que

o campo de velocidade média, obtido de RANS, é empregado para resolver as equagoes
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da turbuléncia. Em particular, as equagoes de transporte do modelo k-¢ sao resolvidas

sequencialmente, onde primeiro ¢ resolvido k£ e em seguida «.

Inicialmente, avaliamos o método hibrido para as equacoes classicas de Navier-
Stokes em problemas comuns da area. Em seguida, selecionamos problemas experimentais
e numéricos de turbuléncia da literatura, a fim de testar as formulagoes hibridas de RANS
e dos modelos de turbuléncia. Dentre esses problemas, realizamos simulacées de um jato
plano turbulento, escoamento sobre um degrau descendente, escoamento completamente
desenvolvido em um canal e escoamento ao redor de um aerofélio. Para avaliar a qualidade
da aproximacao proporcionada pelo método hibrido, comparamos os resultados com os

obtidos pelo software OpenFOAM, bem como com os da literatura.

Diferentemente da maioria dos trabalhos nessa area, empregamos o uso de mul-
tiplicadores continuos associados somente ao campo de velocidade, com o objetivo de
reduzir ainda mais o custo de resolucao do sistema. Nesse sentido, abriremos mao de
propriedades como conservacao da massa e de quantidade de movimento, que podem ser
obtidas por diferentes escolhas de multiplicadores descontinuos e/ou escolhas especificas de
espagos de aproximacao. Enfatizamos que nao é de nosso conhecimento um trabalho que
tenha apresentado uma formulagao hibrida para o modelo de turbuléncia k-e. Além disso,
no contexto da resolucao de problemas de turbuléncia, a utilizagao de multiplicadores
continuos tanto para o problema RANS quanto para os modelos de turbuléncia, da maneira

que foi desenvolvido neste trabalho, também se configura como uma inovacao.

1.4 ORGANIZACAO DO TEXTO

Além deste capitulo introdutério, esta dissertagao estd organizada conforme a

seguinte estrutura.

No Capitulo 2, apresentamos as defini¢oes de notagoes e de espagos de aproximagoes
que sao necessarias para a introducao dos métodos hibridos nos capitulos subsequentes.
Também apresentamos os modelos matematicos das equagoes RANS e de turbuléncia, que
sdao os focos das simulacoes conduzidas neste trabalho. Ao final do capitulo, apresenta-
mos brevemente as configuragoes empregadas no software OpenFOAM para abordar os

problemas de turbuléncia.

No Capitulo 3, introduzimos uma formulacao hibrida para o problema de Navier-
Stokes com o intuito de validar a metodologia e a implementacao adotadas, utilizando

solugoes exatas e benchmarks reconhecidos na literatura.

No Capitulo 4, expandimos a formulagao hibrida desenvolvida no Capitulo 3 para
abranger o ambito das equagoes RANS. Além disso, apresentamos uma formulagao hibrida
para um problema genérico de transporte, com aplicabilidade as equagoes diferenciais dos

modelos de turbuléncia empregados neste estudo.
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O Capitulo 5 concentra-se na aplicacao do método hibrido em todos os modelos
de turbuléncia k-¢ estudados neste trabalho. Estas formulagoes sao postas em pratica na
simulagao de benchmarks comumente encontrados em verificagoes de cddigos e validagoes

de modelos de turbuléncia.

O Capitulo 6 é dedicado ao modelo de Spalart-Allmaras. Apresentamos a derivagao
do método hibrido para esse modelo e conduzimos simulagoes numéricas para avaliar o

desempenho da formulagao hibrida em problemas como o do aerofélio Eppler 387.

Por fim, o Capitulo 7 apresenta as conclusoes e comentarios a respeito dos resultados

obtidos nos capitulos anteriores. Também sugerimos possiveis trabalhos futuros.



25
DEFINICOES E MODELOS MATEMATICOS

Neste capitulo sao apresentadas defini¢oes de notagao, malha e espacos de elementos
finitos hibrido, como também os modelos matematicos que serao estudados no decorrer
do trabalho, incluindo as equagoes classicas e médias de Navier-Stokes e modelos de
turbuléncia k- e de Spalart-Allmaras. Por fim, destacamos as configuragoes empregadas

nas simulagoes realizadas no software OpenFOAM.

2.1 DEFINICOES

Nesta secao introduzimos notagoes e defini¢oes utilizadas no decorrer do trabalho.

2.1.1 Notagao

Neste trabalho os escalares sdo definidos por letras mintsculas, os vetores por letras
mintsculas em negrito e as matrizes (ou tensores de segunda ordem) por letras maitsculas
em negrito. Nesse sentido, considerando um sistema de coordenadas Cartesiano, um vetor
u € R? e um tensor A € R¥4 d > 1, sdo definidos por

Uy aj; aiz - Aid
Usg 21 Q22 - Q24
d d
u = [ufin, = : e A= [Aij]i,jzl =1 . — E (2.1)
Uq adqr Qqd2 -+ Qdd
sendo
a1 A1 - Qg1
Q12 Q22 -+ QAg2
T d
A" = [Aji]i,jzl = . . . . (2'2)
A1q Q24 - Qdd
o transposto de A. Em particular, o tensor identidade I é dado por
1, sei=
d ?
I= [ = o (2.3)
0, sei#j

e a norma Euclidiana de u ou magnitude de u por

J 1/2
il = (32) 24

O produto tensorial entre vetores é um tensor de segunda ordem, dado por

U1 U2 -+ UVq

UV Ul +++ UV
UV — 2'1 2.2' 2.d‘ (2.5)

Uqgv1y Ugvy - -+ UJqUq
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O produto escalar entre tensores é um escalar, e pode ser definido como

A:B= a11b11 + a12612 + -+ addbdd. (26)

O gradiente de um escalar ¢ ¢ um vetor e o de um vetor v é um tensor, como segue

dq ¢ 0v; d
= = ) 2.
Vi la%] oW [a%‘] 20

i=1 ij=1

O divergente de um vetor v resulta em um escalar e de um tensor A em um vetor

d
d d
Viv=Y "1 v.A=|Y 2 (2.8)
=1 0% = 07 |
¢ J =1
O laplaciano de um escalar ¢ é um escalar e o de um vetor v é um vetor

d 82(] d 8211' d
V:-Vg=>) —, V- -Vv= . 2.9
q ; o7 v jzl 02| (2.9)

2.1.2 Espacos de fungoes e normas

Seja © um dominio limitado em R¢, d = 2,3, com contorno de Lipschitz I' = 9S).

O espaco das fungoes quadrado-integraveis em €2 é definido por
L3(Q) = {q Q0 R; [ Jqfdx < oo}, (2.10)
Q

equipado com norma

) 1/2
lallo = gl = ( [ ax) 2.11)

O subespago L(Q) de L?(Q) possui restrigao de média nula da fungdo em Q, e

pode ser definido como
L2(Q) = {q e 12(Q); | qdx = o} . (2.12)
Q

Para fungdes vetoriais, temos o espaco produto [L*(Q)]? = L*(Q) x ... x L*(Q) (d
vezes), equipado com a norma

1/2

d
1/2
vllo = (ol loal} -+ loal)"”* = (Z ||vz-|r§) - 2.13)
=1

A seguir apresentamos defini¢des necessarias para a introducao dos espagos de
aproximacao, além dos operadores de salto utilizados na defini¢ao dos problemas no nivel

do elemento.
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2.1.3 Malha e operadores salto

Seja a malha 7}, o conjunto de todos os elementos K que subdividem o dominio
Q, e seja &, o esqueleto da malha T}, definido como a unido de todas as arestas ou faces
e € &, de todos os elementos K € T,. Além disso,

&) = {e € &,; e é uma aresta ou face interior} (2.14)
é o conjunto de arestas ou faces interiores e
EY = {e € &,; e 6 uma aresta ou face sobre I'} (2.15)

¢ o conjunto de arestas ou faces que compoem I' = I'p UT'y, o contorno de €2, onde D e

N denotam os contornos de Dirichlet e Neumann, respectivamente. Consequentemente,
&P = g}?ﬂ U 5;?,N e S;?’D N 5,?’N — 0.

Os operadores salto estabelecem a variacao associada a componente normal de
determinada func¢ao entre dois elementos adjacentes. Esses operadores sao comumente
utilizados nas formulagoes de Galerkin descontinuo para determinar as condicoes de
transmissao entre os elementos. Neste trabalho, utilizamos os operadores salto para definir
as condigoes de transmissibilidade, que sao o elo entre os problemas definidos no nivel do
elemento K. Porém, diferentemente dos métodos de Galerkin descontinuo, os métodos

hibridos impoem as condigoes de transmissibilidade via multiplicadores de Lagrange.
Seja e uma aresta (ou face) interior compartilhada pelos elementos K e K, onde
e = K1 N Ks, e sejam as fungoes ¢, v e A, em que ¢;, v; e A; s@o seus respectivos tragos

sobre e N K;, com 7 = 1,2. Assim, os saltos de ¢, v e A sao definidos como

[¢] = qiny + gony  sobre e € &7, (2.16)
[vl] =vi-n;+vs-ny, sobreec &, (2.17)
[A] = Ain; + Ayn,  sobre e € &, (2.18)

onde n; e ny, denotam os vetores normais unitarios sobre e e exteriores a K; e Ko,
respectivamente. E importante ressaltar que o salto de v é um escalar e os saltos de g e
de A sao vetores paralelos as normais n; e ny. Seja agora e uma aresta ou face sobre I'.

Temos que os saltos sao

[¢] = g sobre e € &, (2.19)
[v] =v-n sobre e € &, (2.20)
[A] = An sobre e € &. (2.21)

J& os saltos tensoriais [] de um vetor v pode ser definido no interior e no contorno

do esqueleto da malha como

[Vl =vi®n; +vy®ny sobree € &, (2.22)
[Vl =v®n sobreec & (2.23)
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2.1.4 Espacos de elementos finitos hibridos

A partir das definigoes apresentadas nas segoes anteriores, introduzimos os es-
pacos de fung¢oes polinomiais quebradas utilizados nos métodos hibridos dos capitulos

subsequentes, como segue

9, = {an € L(Q) : qulx € QuUK), VK € Th}, (2.24)
Vit = {vi € [LAQ)]": valk € [Qu(K)), VK € Th}, (2:25)

onde Q;(K) e Q,,(K) denotam os espagos das fungoes polinomiais em K de grau menor
ou igual a [ e m, em cada variavel, associados a elementos quadrilaterais ou hexaédricos.

Para facilitar a notacio, utilizamos no decorrer do texto Q,, = [Q(K)]%.

Sobre o esqueleto &, da malha 7T}, definimos os espacos relativos aos multiplicadores
de Lagrange que, neste trabalho, sdo empregadas apenas fungoes de interpolacao continuas,
e, por isso, chamamos de multiplicadores continuos. Nesse sentido, apresentamos os

seguintes espacos de aproximagcao escalar

0 = {an € C°&) s dnle = mile), Ve € En, il = 9.V € E77F, (226)
00 = {an € C°&) : dule = pile), Ve € &, ul. = 0,Ye € £7} (2:27)
e vetorial
]A);lmg = {oh S [Oo(gh)]d : {’h|e - [pm(e)]dv Ve € gh70h|e = gave € g’?’D} ’ (228)
Vi® = {9, € [COED : 9nle = (), Ve € S ¥l = 0. Ye € 7P} (2.29)

onde pi(e) e pm(e) denotam os espagos das fungoes polinomiais em e € &, de grau menor
ou igual a [ e m, respectivamente, e g e g denotam os valores nos contornos de Dirichlet,

em &P, Também para facilitar a notacio, utilizamos no decorrer do texto pp, = [pm(e)]%.

No aspecto computacional, o uso de multiplicadores continuos é mais vantajoso, uma
vez que reduzem o nimero de graus de liberdade do problema global em comparacao com o
uso de multiplicadores descontinuos, como ilustrado na Figura 2.1. E importante destacar
que, independentemente da escolha entre multiplicadores continuos ou descontinuos, os
problemas locais sdo independentes e, portanto, sdo definidos por func¢oes polinomiais de
interpolagao descontinuas, como ocorre nos métodos DG. A seguir exemplificamos como o
nimero de nés ou de graus de liberdade do problema global varia para multiplicadores

continuos e descontinuos.

Seja n¢, n € N*, o niimero de elementos de uma malha uniforme formada por
quadrilateros (d = 2) ou hexaedros (d = 3), cuja interpolac¢ao polinomial é definida pelo
grau p > 1. Neste contexto, o nimero de nés do esqueleto &, (das arestas ou faces) da

malha empregando multiplicadores continuos é dado por

Neont = (n+ 1)+ dn(p — 1)(n + 1)(pn + 1)42, (2.30)
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(a) Multiplicador continuo (b) Multiplicador descontinuo

Figura 2.1 — Ilustragdo do nimero de graus de liberdade para multiplicadores continuos e
descontinuos (de Igreja [41]).

e para multiplicadores descontinuos

Niese = d[(p+ 1)n]* " (n +1). (2.31)

Os graficos da Figura 2.2 mostram como Ny, € Ngese Variam com n para interpo-
lagoes polinomiais de ordem p = 1 e p = 2, em problemas bidimensionais e tridimensionais.
Neles, observamos principalmente que multiplicadores continuos de ordem 2 possuem
menos graus de liberdade que descontinuos de ordem 1, tanto em 2D quanto em 3D,

independentemente do valor de n.

><1‘O4‘ | | x10”

10

NN =
NN NSNS
|
|
|
~ e~~~
([ (|
NN =
NN NSNS

Graus de liberdade
AN

Graus de liberdade
w

816 32 64 128 816 32 64 128

(a) Bidimensional (b) Tridimensional

Figura 2.2 — Comparacao do nimero de graus de liberdade empregando multiplicadores
continuos (Neone) € descontinuos (Nges.) para diferentes valores de n e p em problemas
bidimensionais e tridimensionais.
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2.2 MODELOS MATEMATICOS

Nesta secao apresentamos os modelos matematicos estudados neste trabalho, que
incluem as equacoes classicas e médias de Navier-Stokes para escoamentos incompressiveis,
modelos de turbuléncia k- Padrao, de Launder-Sharma e de Chien, e o modelo de

Sparlat-Allmaras.

2.2.1 Equacgoes de Navier-Stokes Incompressivel

As equagoes de Navier-Stokes sdo comumente usadas para modelar escoamentos de
fluidos e sdao baseadas nas leis basicas de conservacao da Fisica. Assumindo que mudancas
na massa especifica e na temperatura do fluido sao insignificantes, o escoamento pode
ser considerado incompressivel e isotérmico, podendo ser representado apenas pelas leis
de conservacao da massa e pela segunda lei de Newton do movimento [72]. A lei de
conservagao da massa ou da continuidade para um escoamento incompressivel pode ser
escrita como

V-u=0, (2.32)

onde u denota o vetor velocidade do fluido. J4 a segunda lei de Newton da conservagao
da quantidade de movimento diz que a taxa de variacao da quantidade de movimento de
uma particula de fluido é igual ao somatoério das forcas atuando sobre ela, sendo essas
forcas de corpo e de campo. As equagoes de conservacao passam a ser chamadas de
equacoes de Navier-Stokes quando as forcas de corpo sobre uma particula sao definidas
pela pressao e tensoes viscosas, essas ultimas dadas pela relacao Newtoniana entre tensao
e deformagao do escoamento. Considerando escoamento incompressivel e negligenciando
forgas de campo, a equagao da quantidade de movimento de Navier-Stokes pode ser escrita
como
ou

5 — V- (2vS(u))+u-Vu+ Vp=0, (2.33)

onde p representa a pressao, v a viscosidade cinematica do fluido (viscosidade molecular)

e S(u) o tensor taxa de deformacao do escoamento, dado por
1
S(u) = 5(Vu + (Vu)?). (2.34)

Nesse contexto, considerando as equagoes (2.32) e (2.33), que descrevem escoamen-
tos de fluidos Newtonianos em que efeitos de compressibilidade, de transferéncia de calor
e forcas de campo sao negligenciados, introduzimos o problema modelo de Navier-Stokes,

Ccomo segue:

Dados v, ug e g, encontrar [u, p|, tal que

aaltl—v-(QyS(u))—i—u-Vu—l—Vp:O em © x (0, 7], (2.35)

V-u=0 em Qx (0,7], (2.36)
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u(x,0) = up(x) em , (2.37)
u=g sobre'p x (0,71, (2.38)
(—pI'+ 2vS(u))n =0 sobre I'y x (0,77, (2.39)

para t € (0,7, onde T é o tempo final, uy a condi¢do inicial do campo de velocidade em

t =0 e n o vetor normal unitario exterior a I'.

A seguir apresentamos as equagoes médias de Navier-Stokes, ou equagoes RANS,

derivadas a partir das equagoes cldssicas de Navier-Stokes (2.32) e (2.33).

2.2.2 Equagoes Médias de Navier-Stokes

Com o objetivo de eliminar a necessidade de resolver todas as escalas da turbuléncia,
usamos o procedimento estatistico de decomposicao de varidveis instantaneas proposto
por Reynolds em 1895 [75], em que um conceito de média temporal é aplicado as equagoes
classicas de Navier-Stokes para obtencao das equacoes RANS. Esse procedimento assume
que a velocidade instantdnea u(x,t) do escoamento turbulento pode ser decomposta entre

partes média @i(x) e flutuante u’(x,t), como
u(x,t) = ua(x) + u'(x,t), (2.40)

em que a parte média vem da definicio de média temporal [89], sobre um intervalo de

tempo 7, dada por

1 t+7
i(x) = lim — u(x,t)dt. (2.41)

T—00 T J¢

Entretanto, destacamos que a aplicacao da defini¢do (2.41) a equacao de quantidade
de movimento (2.33) anula o termo transiente, uma vez que a parte média (2.40) nao é
dependente do tempo [89]. Portanto, para manter o termo transiente, adotamos o conceito

de média de um conjunto de realizagdes [69], dado por

1 N
u(x,t) = lim N > u™(x,1), (2.42)

N—o0 1

onde N é o niimero total de realizacoes e u™ é a n-ésima realizacao. Assim, temos que
u(x,t) =a(x,t) + u'(x,t). (2.43)

Generalizando a decomposicao (2.43) para outras varidveis do escoamento e omitindo as

dependéncias de x e t para simplificar a notagao, temos
p=p+p e o=0+¢, (2.44)

onde ¢ representa uma variavel escalar qualquer, tal como a viscosidade (observando que

para o caso de uma viscosidade constante, temos v = D).
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Adicionalmente, destacamos que a média de uma variavel média é a prépria variavel

média [78]:
6= lim e 3 o =g (2.45)

Através da relagao (2.45), também é possivel mostrar que a média de uma flutuagao é

nula, conforme indicado em [78]:
N _

= m T (0 57 =5-5=0 (2.46)

N OONn:l

Utilizando as defini¢oes (2.45) e (2.46) é possivel mostrar que a média do produto entre

duas varidveis é [78]

00 = (0 +¢) (@ + &) =+ 20¢' + ¢'¢/ = ¢p + ¢, (2.47)
dado que valem as seguintes propriedades:
06 =00, 0@ =¢d =0, FF+0. (2.48)

A fim de obter as equacoes médias de Navier-Stokes, inicialmente reescrevemos o
termo convectivo como
u-Vu=V-(u®u),
uma vez que o escoamento ¢ incompressivel. Em seguida, aplicamos o operador média

(2.42) as equagoes de Navier-Stokes (2.32) e (2.33), obtendo

ou _
E—V~(2VS(u))+V-(u®u)+Vp

0, (2.49)

V -

=
I

0. (2.50)

Considerando que a média (2.42) comuta com a diferenciagao [89], e aplicando a

decomposicao de Reynolds (2.43) as equagoes (2.49)—(2.50), chegamos a

a(ua";u/)_v.(21/8(114H1/))+V-((u+u’)®(u+u’))+v(p+p'):07 (251)
V-@ruw)=0. (2.52)

Como média e diferenciacao sao operadores lineares, podemos reorganizar (2.51), para
obter
on oo - — - N
S5 8—‘; V- (208@) - V- (20S@) + V- (@O0 + V- [@ow)
+V-Weu)+V-Weu)+Vp+ Vpy =0. (2.53)

Adotando (2.46), as médias das flutuagdes sao eliminadas de todos os termos de (2.53),

exceto do termo convectivo, que de acordo com as propriedades (2.48), fica expresso como:

V- (u+u)®(@+u)=V- - (a@u)+V-(Weu)=u-Vu+ V- (0 au).
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Aplicando esses mesmos passos para a equacao (2.52), obtemos
V-(@+u)=V-u+V-u=V-u=0. (2.54)

Por fim, combinando as equagoes (2.53) e (2.54), geramos o seguinte sistema em

termos das médias de u e p:

86;1 -V (2vS(a))+u-Va+ V- (ud®u)+ Vp=0, (2.55)

V-u=0. (2.56)

O sistema (2.55)-(2.56) é conhecido como URANS (Unsteady Reynolds-Averaged Navier-
Stokes) e ¢ similar as equagoes de Navier-Stokes (2.32)-(2.33) exceto pela presenga do
tensor de Reynolds u’ ® 0/, que fisicamente representa a taxa média de transferéncia de
quantidade de movimento gerada pelas flutuagoes de velocidade, intrinsecas a turbuléncia
[28]. Vale ressaltar que o termo URANS é empregado quando o operador média utilizado
na transformagcao das equagoes nao exclui o termo transiente. Por simplicidade, daqui em

diante, adotaremos apenas o termo RANS.

O tensor de Reynolds é simétrico e desconhecido, acrescentando uma nova varidavel
tensorial ao sistema. Em escoamentos bidimensionais, 3 novas incégnitas surgem a partir
desse tensor e em tridimensionais sao 6 incoégnitas. Dessa forma, seu aparecimento na
equacao da quantidade de movimento (2.55) torna este modelo um problema mal posto,

com mais incognitas do que equacoes.

Destacamos que uma equacgao exata para o tensor de Reynolds pode ser obtida
manipulando a equagdo de movimento de Navier-Stokes (2.33), conforme demonstrado
em [89]. No entanto, essa nova equacao também possui um tensor de terceira ordem
desconhecido, e a introducao de uma nova equacao exata para o tensor de terceira ordem
também possui um tensor desconhecido de quarta, e assim, sucessivamente, mais e mais
incognitas seguem surgindo. Esse é o famoso problema de fechamento da turbuléncia [77],
e é comumente abordado modelando diretamente o tensor de Reynolds com a ajuda da
aproximagao de Boussinesq. Esta aproximacao sera empregada em todos os problemas de

turbuléncia deste trabalho e é apresentada a seguir.

2.2.2.1 Aproximacao de Boussinesq

A aproximacao de Boussinesq é uma das formas de fechar o problema da turbuléncia
e provavelmente a mais comum no ambito da modelagem de escoamentos turbulentos,
se estendendo também para os modelos LES [69]. Ela foi inicialmente proposta por
Boussinesq em 1877 [9], que assumiu que as flutuagoes da turbuléncia agem como efeitos
viscosos no escoamento e, assim, o tensor de Reynolds pode ser tratado como proporcional

a taxa de deformagao do escoamento médio. Posteriormente esta hipotese foi adaptada



34

por Kolmogorov [48], que propds a seguinte aproximagao:
S . 2
u’ X u =~ —2VtS(U) + g/{?I, (257)

onde a constante de proporcionalidade v; denota a viscosidade turbulenta e k a energia
cinética turbulenta, dada por

k= ;(u’-u’). (2.58)

Substituindo (2.57) em (2.55), temos

881: -V -Q2w+uwn)S)+ua-Va+ Vp =0, (2.59)

onde o termo difusivo fica dependente das viscosidades molecular e turbulenta e a pressao

recebe influéncia da energia cinética turbulenta [48], sendo reescrita como

pr=p+ k. (2.60)

Wl o

Assim, introduzimos o problema RANS como segue:

Dados v, ug e g, achar [u, p| e v, tal que

(?;:—V- 2 +y)S(@) +u-Va+Vp =0 em Q x (0,7, (2.61)
V-a=0 emQx (0,7, (2.62)

i(x,0) =up em , (2.63)

u=g sobre'p x (0,77, (2.64)

(=p"I+2(v +14)S(@))n =0 sobre I'y x (0,7]. (2.65)

Analisando as equagoes (2.61)—(2.62), fica evidente que o problema RANS continua
mal posto, uma vez que a viscosidade turbulenta também é desconhecida, assim como era
o tensor de Reynolds. Todavia, agora temos menos incégnitas a determinar, ja que v; é

um escalar.

Daqui em diante, é tarefa dos modelos de turbuléncia encontrar valores apropriados
para a viscosidade turbulenta e assim fechar o problema RANS (2.61)-(2.65). Vale
ressaltar que 14 ndo é uma propriedade do fluido como a viscosidade molecular, e sim
uma quantificacao dos niveis locais de turbuléncia, variando de ponto a ponto em um
escoamento e de escoamento para escoamento [28]. Os modelos de turbuléncia que usam
essa aproximacao sao conhecidos como modelos de viscosidade turbulenta, e a seguir
apresentamos os que sao estudados neste trabalho, destacando como cada um deles

determina o valor de v;.
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2.2.3 Modelos RANS de viscosidade turbulenta

Nesta secao sao apresentados os modelos RANS de viscosidade turbulenta que sao
formulados pelo método hibrido nos capitulos seguintes. Sao eles: k- Padrao, k-¢ de
Launder-Sharma, k-¢ de Chien e o modelo de Spalart-Allmaras. Estes modelos empregam
diferentes abordagens para determinar a viscosidade turbulenta. Modelos k-£ possuem
duas equagoes de transporte, uma para k e outra para a taxa de dissipacao turbulenta
e, sendo vy = f(k,e). J& o modelo de Spalart-Allmaras possui apenas uma equagao de

transporte, para a chamada viscosidade turbulenta modificada 7, e v, = f(7).

E relevante destacar que os modelos de viscosidade turbulenta em geral sio classi-
ficados em modelos de baixo- e alto-Reynolds [89]. Essa categorizagao esté relacionada
a capacidade de cada modelo em reproduzir adequadamente escoamentos proximos a

superficies sélidas.

Para uma compreensao mais clara, a regiao da camada limite turbulenta mais
proxima da parede, denominada camada interna, é subdividida em trés camadas distintas,
que podem ser identificadas pela distancia normal a parede y normalizada pela velocidade

de atrito u, e viscosidade v, conforme expresso na equagao:

Uy
yt=— (2.66)

Esse pardmetro y* representa uma medida adimensional da camada limite. Junto &
parede, de espessura yt < 5, estd a chamada subcamada viscosa. Nessa regiao, os
efeitos viscosos sao dominantes sobre os turbulentos, e o escoamento é laminar. Na regiao
5 <y < 30 se encontra a camada intermedidria, onde hd um equilibrio entre efeitos
viscosos e turbulentos. Por fim, para y™ > 30, temos a camada logaritmica onde os
efeitos turbulentos sdo dominantes. A camada logaritmica é também chamada camada de
sobreposicao, pois nela sao sobrepostas as camadas interna e externa, e seu limite superior
varia com o nimero de Reynolds do escoamento [14]. Uma ilustragdo da camada limite
turbulenta e sua divisao entre as camadas citadas é mostrada na Figura 2.3.

Perfil de velocidade

y ]

L

o
/) AN \]
AN A [ ~— Camada logaritmica
= — Camada intermediaria
Subcamada viscosa

Jw Camada externa

Espessura da camada limite

Figura 2.3 — Estrutura da camada limite turbulenta (adaptado de Cengel e Cimbala [14]).

Modelos denominados alto-Reynolds sao destinados somente a calcular escoamentos

totalmente turbulentos e preveem incorretamente a laminarizacao que ocorre na regiao da
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subcamada viscosa. Sendo assim, modelos incluidos nessa classificagao nao sao validos para
escoamentos parietais a nao ser que fungoes de parede sejam usadas, caso nao abrangido

nesta dissertacao.

Os modelos denominados de baixo-Reynolds sao capazes de prever a laminarizacao
na subcamada viscosa e representam corretamente a camada limite turbulenta, desde a
parede até a camada externa. No entanto, para que esses modelos funcionem adequa-
damente, é necessario utilizar malhas com elementos densamente agrupados préximos a
parede, para capturar os altos gradientes de velocidade e das quantidades turbulentas
nessa regiao. Isso também é fundamental para calcular corretamente o coeficiente de atrito
na parede, o qual é de extrema importancia em aplicacoes de Engenharia. Nesse sentido,
¢ uma pratica comum em CFD manter a altura do elemento adjacente a parede menor
ou igual a espessura da subcamada viscosa, a ponto de que a recomendacao amplamente

difundida é que essa altura seja aproximadamente y* = 1 [89].

Vale ressaltar que quanto maior o nimero de Reynolds, mais fina é a subcamada
viscosa de um escoamento, exigindo uma maior densidade de elementos agrupados préximos
a parede. Isso pode ser observado ao isolar y na expressao (2.66), destacando que Re é
proporcional a u,. Consequentemente, em escoamentos a elevado nimero de Reynolds,
modelos baixo-Reynolds demandam uma quantidade excessiva de elementos agrupados
proximos a parede para atender aos requisitos mencionados. O caso do aerofdlio, estudado

na Secao 6.2.3, ilustra bem essa necessidade.

Neste contexto, todos os modelos simulados neste trabalho sdo do tipo baixo-

Reynolds, exceto o denominado k-¢ Padrao.

2.2.8.1 Modelo k-¢

O modelo k-¢ é reconhecido como um dos mais populares e utilizados na area de
dinamica dos fluidos computacional [89]. E encontrado em uma variedade de softwares CFD,
tanto gratuitos quanto comerciais, e é amplamente adotado pela industria. O modelo possui
diversas variacoes, todas derivadas de uma versao reconhecida como Padrao, proposta
por Launder e Spalding [51]. Alguns exemplos dessas variantes incluem os modelos de
Jones-Launder [45], de Launder-Sharma [50], de Chien [16], de Nagano-Tanaka [58], entre
outros, em que todos esses oferecem diferentes abordagens e ajustes, permitindo uma maior
flexibilidade na simulagao e andlise de escoamentos turbulentos em diferentes cenarios.
Neste trabalho, apresentaremos as versoes do modelo k- Padrao, de Launder-Sharma e
de Chien.

O modelo Padrao é considerado de alto-Reynolds, sendo aplicdavel a escoamentos
totalmente turbulentos ou aqueles que nao envolvem paredes. Por outro lado, os modelos
de Launder-Sharma (LS) e de Chien sao de baixo-Reynolds, que incorporam as equagoes

do modelo Padrao fungoes e termos de amortecimento adicionais, que possibilitam a
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representacao e previsao de escoamentos onde a presenca de superficies sélidas e a influéncia
da viscosidade molecular sdo mais significativas. Portanto, os modelos LS e Chien oferecem

uma abordagem aprimorada para lidar com essas situagoes especificas.

O modelo Padrao foi calibrado em escoamentos cisalhantes livres, como jatos planos,
esteiras e camadas de mistura. Além disso, com apropriadas fungoes de parede, o modelo
apresenta bom desempenho em camadas limite sem separacao, tanto internas quanto
externas [51]. Os modelos de Launder-Sharma e de Chien, por sua vez, preservam as
qualidades do modelo Padrao, ao mesmo tempo que expandem suas capacidades para
abranger novas possibilidades e melhorias. O de Launder-Sharma demonstra um bom
desempenho em camadas limite com separacao quando sujeitas a um fraco gradiente de
pressao adverso. No entanto, seu desempenho é afetado negativamente quando aplicado a
casos com moderado a forte gradiente adverso [5]. J& o modelo de Chien foi calibrado em
escoamentos em canais e sobre placa plana, fornecendo bons resultados tanto nos perfis de

velocidade quanto nos de energia cinética turbulenta nesses dois casos [16].

A viscosidade turbulenta e as equacoes dos modelos k- podem ser generalizadas

para abranger tanto o modelo Padrao quanto seus derivados. Assim, v; é definida como

vy = C,fk* /e, (2.67)
e as equacoes de k e € sao
%—v-((w”>Vk)+u-w+D:Pk—g, (2.68)
ot O
% _y. ((u + ”t) Va) 4 0-Ve— (CLfiPs— Cofae)s — E =0, (2.69)
8t (% k
onde
Py = 11,52, (2.70)

é a producao de energia cinética turbulenta em decorréncia da deformacao do escoamento
médio e
S =4/28(a) : S(u),

¢ magnitude da taxa de deformacao do escoamento médio. A equagao para k (2.68) é
derivada da equagao exata do tensor de Reynolds, mencionada na Secao 2.2.2.1, onde o
produto tensorial é substituido pelo escalar, de acordo com a expressao (2.58), e fechada
com consideragbes empiricas. Ja a equacao para ¢ (2.69) baseia-se em consideragoes
fenomenoldgicas da turbuléncia [89]. As funcGes e termos de amortecimento f,, fi, f2, D

e E estao relacionados aos modelos baixo-Reynolds e, juntamente com as constantes, sao

definidos na Tabela 2.1, sendo
k2 d
Re,=— e df = tr ,

ve 14

onde d denota a distancia minima até a parede mais proxima.
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Parametro Padrido Launder-Sharma Chien
c, 0.09 0.09 0.09
Ok 1 1 1
o. 1.3 1.3 1.3
4 1.44 1.44 1.35
Cy 1.92 1.92 1.8
f 1 34 1 (—0.0115d")
exp-———— — exp(—0.
8 P+ Re,/50)2 P
fi 1 1 1
0.4 —Re?
£ I 1-03exp(-Re) 1 ex; 366t
D 0 2v(VVE)? 2w
€
E 0 2v1,(V - V)? —QVE exp(—0.5d")

Tabela 2.1 — Constantes, fungdes e termos de amortecimento dos modelos k-¢ em destaque.

2.2.3.2  Modelo Spalart-Allmaras

O modelo Spalart-Allmaras (SA) [79] é um dos mais populares modelos de tur-
buléncia de baixo-Reynolds e é amplamente utilizado em aplicagoes aeroespaciais [89].
O modelo é projetado com base em uma tnica equacao de transporte para viscosidade
turbulenta modificada, com o objetivo de simplificar a modelagem da turbuléncia e torna-la
computacionalmente mais eficiente em comparagdao com modelos de mais equagoes. Ao
contrario das grandezas do modelo k-, que se baseiam no mecanismo de producao e
dissipacao de energia pela turbuléncia, a viscosidade turbulenta modificada é uma grandeza
ficticia [79].

O modelo SA foi calibrado utilizando dados de camadas de mistura, esteiras e
camadas limites sobre placa plana. Ainda, o modelo produz bons resultados em camadas
limite sujeitas a fraco ou moderado gradiente de pressao adverso [5] e também em aplicagoes
aerodindmicas envolvendo separagdo moderada da camada limite [89]. Em [79], Spalart e

Allmaras validaram o modelo SA em um escoamento transonico em torno de um aerofdlio.

No modelo SA, a viscosidade turbulenta é definida como
3

- X v
Vi =0fu1, for= ma X = o (2.71)
e a equacao para a viscosidade turbulenta modificada é dada por
o 1
a—’; (V- (v 4+ D)D) + en(Vi)?) + - Vii — Py + Dy =0, (2.72)
o

onde os termos de producao e destruicao de v sao

Po=cu(l=f)$7 o Dy = (curfu— 5 o) (;)2 | (2.73)
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respectivamente, com

fio = cuexp (—cux®) (2.74)
A vorticidade modificada S é
~ i Y
= — 7 =1-— 2.
S w+/€2d2fv2> fv2 1+va17 ( 75)
onde
w=1/2W (1) : W(n), (2.76)

denota a magnitude da vorticidade do escoamento médio e d a distancia minima até a

parede mais proxima. O tensor vorticidade é definido como

1
W(u) = 5(vu — (Vu)?), (2.77)
e a funcao empirica f,, é dada por
1+, 1/ 5 , v
Juw :9<M3> , g=T+cCp(r®—r), r=min (W,m) i (2.78)

Os valores das constantes sao mostrados na Tabela 2.2.

Constante Valor
Cp1 0.1355
o 2/3
Cp2 0.622
K 0.41

1 1+
Cw1 72

K o
Cw?2 0.3
Cw3 2
Cy1 7.1
Ct3 12
Ciq 0.5

Tabela 2.2 — Constantes do modelo de Spalart-Allmaras.

2.3 OPENFOAM

O OpenFOAM ¢é um software de simulacao CFD gratuito e de cédigo aberto
baseado no método de volumes finitos. Ele oferece uma ampla variedade de recursos para
resolver inimeros problemas, desde escoamentos complexos envolvendo rea¢oes quimicas,
turbuléncia e transferéncia de calor, até actstica, mecanica dos sélidos e eletromagnetismo.
Na area dos escoamentos turbulentos, o OpenFOAM disponibiliza mais de 15 modelos

RANS e LES, incluindo todos os que foram apresentados na secao anterior, exceto o k-¢
de Chien.
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Nesta dissertagao, o software OpenFOAM [1] é utilizado para comparar e verificar
os resultados aproximados pelos métodos hibridos aplicados aos modelos de turbuléncia
Spalart-Allmaras, k-¢ Padrao e de Launder-Sharma. Nesse sentido, destacamos que as
configuragoes das simulac¢oes sdo as mesmas do tutorial “airfoil2D”, para o resolvedor
“simpleFOAM”. Este é um resolvedor de estado estacionario para escoamentos incompressi-
veis, que utiliza o algoritmo SIMPLE (do inglés, Semi-Implicit Method for Pressure Linked

FEquations) [66] para tratar o acoplamento entre velocidade e pressao.
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METODO HIBRIDO PARA NAVIER-STOKES

Neste capitulo, comecamos apresentando o problema incompressivel de Navier-
Stokes linearizado, definido no nivel do elemento, seguido de sua formulacao semidiscreta
estabilizada. Também apresentamos os termos upwind adaptados de [64] que s@o inseridos
na forma fraca para mitigar oscilagoes espurias ligadas aos efeitos predominantemente
convectivos e as estratégias de resolucao, que abrangem a discretizacao no tempo, a
inclusao dos termos ligados a média nula da pressdo no nivel do elemento e a condensacao

estética.

Posteriormente, utilizamos benchmarks comuns de CFD para verificar a formulagao
hibrida do problema, divididos em casos permanentes e transientes. Nos casos permanentes,
usamos da solucdo exata de Kovasznay [49] para realizar estudos dos valores étimos do
coeficiente de penalizacao da formulagao estabilizada e testar a convergéncia h do método.
O problema da cavidade a baixo nimero de Reynolds também ¢ testado. J& nos resultados
para os casos transientes, testamos a convergéncia h do método no problema do vortez [82] e
simulamos o problema da cavidade para elevado nimero de Reynolds. Por fim, verificamos
a imposicao de forma fraca de condigoes de contorno para a pressao na simulacdo de um

escoamento laminar totalmente desenvolvido em canal.

3.1 FORMULACAO HIBRIDA ESTABILIZADA

O problema modelo de Navier-Stokes linearizado pelo método de Newton (para
mais detalhes, ver [86], pag. 338, Secao 6.3) é apresentado no nivel do elemento K € Tp,

COmo segue:

Dados v, w, ug e g, encontrar [u, p], tal que

0
a—l;—V-(21/S(u))+W-Vu+u-VW—I—Vp:f em K x (0,77, (3.1)
V-u=0 em K x (0,7, (3.2)
u(x,0) =uy em K €7, (3.3)
u=g sobreec &P x (0,7, (3.4)
(—pI +2vS(u))n =0 sobre e € £ x (0, 7], (3.5)
suplementado pelas seguintes condi¢oes de transmissibilidade entre os elementos
[u] =0 sobree € & x (0,T], (3.6)
[-pI +2vS(u)] =0 sobre e € £ x (0,77, (3.7)

onde w é o vetor velocidade atrasado no processo de linearizacao pelo método de Newton,

f =w-Vwen éo vetor normal unitario exterior a K.
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3.1.1 Formulacao semidiscreta

A forma fraca do problema incompressivel de Navier-Stokes no nivel do elemento,
apresentado em (3.1)—(3.7), ¢ inicialmente desenvolvida multiplicando (3.1) e (3.2) pelas

funcoes peso v, € V" e ¢, € QL , respectivamente, e integrando em K, dando origem a
¢ p R €4 ho TESP g g

ou
e -t o v

—{—/ (up, - Vwy) - vpdx +/ Vo - vipdx = / f-vpdx, Vv, eV (3.8)
K K K

/K(V cup)grdx = 0, Vg, € Q). (3.9)

Em seguida, integra-se por partes os termos relacionados a S(uy) e Vp, na equagao de

movimento (3.8), resultando em
Ju
/ —~vhdx—i—/ 2vS(uy) : S(vy)dx —/ 2vS(up)n - vpds
K Ot K oK
+ / (wp, - Vuy,) - vpdx +/ (up, - Vwp) - vpdx — / pr(V - vy)dx
K K K

+/ pr(vy - m)ds :/ f-vydx, Vv, eV (3.10)
oK K

com [w, pp] € V" x Q.
Multiplicando a equagao da continuidade (3.9) por (—1) e adicionando & equagao

(3.10), obtemos

du. vipdx + / 2vS(uy) @ S(vy)dx — / 2vS(up)n - vpds
K Ot K oK

+ /K(Wh -Vuy) - vpdx + /K(uh -Vwy) - vpdx — /Kph(V -vp)dx — /K(V - uy)gpdx
+ /BKph(Vh ‘mn)ds = /Kf vpdx, VY [vi,qn] €V x Q). (3.11)
A fim de criar uma conexao entre os problemas definidos em cada um dos elementos
K de Ty, satisfazendo as condigoes de transmissibilidade (3.6)—(3.7), o multiplicador de
Lagrange i, é inserido na formulacao utilizando o mesmo procedimento proposto por
Nitsche [62] para impor de forma fraca condigdes de contorno do tipo Dirichlet no método

de Galerkin cldssico. Assim, definimos @, = uy|. para todo e € &,, com ) € V"% e

adicionamos a formulagao (3.11) os seguintes termos consistentes:

/8 QVS(Vh>n . (uh — ﬁh)dS, VV}L S V;Ln, (312)
K

[ (=) m)guds, Vo € O, (3.13)

A formulacao (3.11) é entao estabilizada com a introdugao do seguinte termo de penalizacao:

[ Balwn =) - vids, Vi €V (3.14)
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com

1%
Bu = BOEmUmaa:y (315)

onde U,,,, denota o valor maximo global da magnitude da velocidade, h o comprimento
da aresta (ou face) e € &, e m o grau da interpolagdo polinomial de uy, definido no
espaco (2.25). Ressaltamos que a partir das simulagoes realizadas neste trabalho, incluir
Upmaz Na expressao (3.15) foi essencial para manter a estabilidade nos problemas onde
Upmaz > 1, conservando assim [y = O(10), como estabelecido em [63] para problemas de
difusao-reacao. Dessa forma, podemos reescrever a formulagao (3.11), acrescentando os
termos (3.12)—(3.14), para obter

/ du. vidx —|—/ 2vS(uy) @ S(vp)dx — / 2vS(up)n - vpds
K Ot K oK

— / QVS(Vh)I’l . (llh — ﬁh)ds +/ (Wh . Vuh) . Vth —|—/ (uh . th) . Vth
0K K K
+/ Buluy — 1) - vipds — / pr(V - vy)dx — / (V- up)grdx +/ pr(vy - n)ds
oK K 0K

+/ w, — ) )qhds:/Kf-vhdx, W [V, ga] € VI x QL. (3.16)

Com a introduc¢ao do multiplicador de Lagrange, o sistema (3.16) esta aberto,
apresentando mais incoégnitas do que equagoes. Para fecha-lo, incluimos a chamada
equacao do multiplicador, definida sobre as arestas e € &,, com o objetivo de impor a

continuidade entre os elementos, satisfazendo (3.6)—(3.7), e formando o problema global:

Z 2vS(up)n - Vpds — Z pr(¥p -
KeTy, oK KeTy, oK

— Z/ Puluy — 1) - Vpds =0, VthV . (3.17)
KeTy,

Combinando o problema local (3.16) com o global (3.17), o sistema de equagoes
é fechado. Todavia, vale ressaltar que a pressao estd bem determinada a menos de
uma constante, impossibilitando a unicidade de solucao para p,. Para contornar essa
questao, é introduzido um multiplicador associado a média nula da pressao, conforme
serd apresentado na Sec¢ao 3.1.3. Além disso, ao combinar os problemas (3.16)—(3.17),
observa-se que os termos consistentes (3.12)—(3.13) tornam-se termos de simetria. Na

sequéncia, apresentamos a estabilizagao upwind.

3.1.2 Esquema upwind para as equacgoes de Navier-Stokes

Nas simulagGes numéricas onde os efeitos convectivos sao dominantes, como nas
equacgoes de Navier-Stokes ou do transporte, espacamentos de malha e passos de tempo
excessivamente refinados sao necessarios para evitar o aparecimento de oscilagoes esptrias

na solugdo aproximada e estabilizar o método de discretizagdo. Entretanto, em muitos casos,
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a utilizacao de altos niveis de discretizacao espacial e temporal torna-se computacionalmente

inviavel, o que justifica a busca por métodos de estabilizagdo, como os esquemas upwind.

Nos métodos de discretizacao em geral, esquemas upwind atuam como identificado-
res da dire¢ao do escoamento ou do fluxo, de modo que, para determinar as informacoes
em um ponto qualquer, sao utilizadas informagoes a montante desse ponto. Com essa
estratégia, os esquemas upwind sao capazes de mitigar as oscilacoes que surgem nos casos
em que termos convectivos sao discretizados por esquemas de diferencas centradas, por

exemplo, sem a necessidade de um refinamento excessivo [36].

A discretizacao dos termos convectivos nos métodos de elementos finitos produz
naturalmente um “esténcil” em diferencas centradas [39] que, como j4 mencionado, pode ser
instavel para problemas predominantemente convectivos. Diante disso, o desenvolvimento
de esquemas upwind para os métodos de elementos finitos teve inicio com alteragoes nas
fungoes peso [17] e nos pontos de quadratura [39], com objetivo de desequilibrar para
a montante do fluxo o calculo das variaveis de interesse. Posteriormente, os esquemas
upwind foram estendidos para técnicas mais robustas e abrangentes, como o popular
esquema SUPG (Streamline-Upwind Petrov-Galerkin) proposto por Brooks e Hughes [12],
que utiliza fungdes de ponderacao no sentido das linhas de corrente. No método hibrido, o
uso de esquemas upwind pode ser destacado nos trabalhos de [59, 30, 64] para problemas

de convecgao-difusio, e de [61] para o problema de Navier-Stokes.

Neste trabalho, o esquema upwind proposto por Oikawa [64], originalmente de-
senvolvido para tratar problemas de transporte, é adaptado e aplicado ao problema de
Navier-Stokes. Nesse esquema, a estabilizacdo upwind é feita inserindo termos aos proble-
mas local (3.16) e global (3.17), a depender da dire¢ao do escoamento nos contornos dos

elementos. Os termos upwind adaptados sdo dados por
/a (=0 - ([wa - ovi = [ nl@)ds = 0,V v, Sl € VT x D, (3.18)
sendo
[wp, - n|_ = max(0,—w, -n) e [wy-n|y =max(0, +wy - n). (3.19)

Na equagao (3.18), é importante ressaltar que a velocidade que indica a direcao do

escoamento foi atrasada para evitar a nao linearidade.

Unindo o problema global (3.17) e o somatoério dos problemas locais (3.16) sobre

todos os elementos K de 7Ty, combinados com os termos upwind (3.18), e definindo
Xp = [wp,pn,On] € Yn = [va,qn, Vp]
e os espagos produto
U,=V"x QL x V"8 e V,=V"x QL xV"°,

escrevemos a seguinte formulagao hibrida semidiscreta para o problema incompressivel de
Navier-Stokes (3.1)—(3.7):
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Dados v, w, ug e g, encontrar X;, € Uy, tal que

9
3 / T dx + Ays(Xn, Yn) = Fxs(Yn), VY € Vi, (3.20)
KeTy,
onde
Aws(Xn, Y3) = l / 2S(up) : S(vi)dx
KeT,

= ok 2vS(up)n - (v, — ¥p)ds — /8K 2vS(vp)n - (u, — Gy)ds

+ /K(Wh -Vuy,) - vpdx + /K(uh - Vwy,) - vipdx
+ /BK Bu(un — 1) - (Vi — 9)ds — /Kph(v Cva)dx — /K(v wp)gndx
+ AKph((vh —94) -n)ds + /M((uh — ) - n)gads

+ /M(uh — 1) - ([w - n]_vp — [Wh - nmh)ds], (3.21)

Fys(vp) Z / f-v,dx. (3.22)

KeTy,
Na formulagao (3.20), a condigao de contorno de Dirichlet (3.4) é imposta de forma
essencial no espaco do multiplicador, conforme (2.28)—(2.29). Ja a condi¢do de Neumann

homogénea (3.5) é imposta naturalmente pela equagdo do multiplicador (3.17).

Na segao seguinte apresentamos as estratégias de resolugdo para o problema (3.20),
comecando pela discretizacao do termo transiente e apresentacao da formulacao totalmente

discreta.

3.1.3 Estratégia de resolucgao

No problema incompressivel de Navier-Stokes, optamos pelas equagoes dependentes
do tempo para controlar a velocidade de convergéncia ao estado estacionario, mantendo
a cada passo de tempo a estabilidade da solugao. Para isso, empregamos o método de
Euler implicito para aproximar a derivada temporal, que apesar de ser uma abordagem
de primeira ordem no tempo, nao afeta o resultado da aproximacao espacial proximo do
regime estaciondrio [11]. Assim, aplicando a discretizagdo no tempo no problema (3.20),

derivamos a seguinte formulagao totalmente discreta:

Dados v, w, ug, g e At, encontrar X! € U, nos passos de tempo n = 1,2, 3, ..., tal que
v / ) vidx o+ Ays (XY = Fas(Ya), VYR €V, (3.23)
KeT
onde At é o intervalo de tempo entre os passos de tempo n e n + 1.

Com o intuito de contornar a indeterminacao da pressao e garantir a unicidade de

soluc@o de pp, no nivel do elemento, introduzimos na formulagao totalmente discreta (3.23)
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uma nova variavel global

pn= [ pdx, VK €T,
K
associada a média nula da pressao, definida no espago QY, como segue:
(ﬁh -/ phdx) (qh - [ qhdx> —0, V[ a € Q) x Q. (3.24)
Por fim, para aplicar a técnica de condensagao estética, reescrevemos (3.23) nas

formas linear e bilinear:

Dados v, w, ug e g, encontrar [uj ! pitt] € V" x QL e [{iy, pr] € VI8 x QY nos passos

de tempo n =1,2, 3, ..., tal que

ans([7 PP, [V, gn)) + bavs ([, Br)s [V, gn]) = Fus(Va),

nl gl (G g RN 3.25
> dus([W ™ P [V, Gnl) + > ews ([0, Brl, [Fn, dn]) = 0, (3.25)
KeTy, KeT;,

para todo [vi,, qn] € VI x Q4 e [V, dn] € Vi'° x @Y, onde
axs ([t oy, Vi, anl) At/ pH Vth+/ 2vS(uy ™) : S(vy)dx
—/ 2vS(uptt) n-vhds—/ 2vS(vy)n - uptds
OK
+/ wy, - Vupthy . vhdx+/ "t Vwy,) - vidx
+/ Bauptt . vhds—/ PtV vy, dx—/ (V- upt)g,dx
+/ n+1 Vh dS+/ n+1 hdS
+ / Wt ) vids + [ pdx / gndx (3.26)
K K
b (sl Vi n]) = [ 208(vi)n s = [ Bty vads
oK oK
— / (Gp, - n)gpds — / Uy, - [wp, - n]_vyds
oK oK
—ﬁh/ grdx (3.27)
K
dN ([ n+1’p2+1] [Qhth]) :/8 2VS(UZ+1)I1-\A/hd3—/ 5uu2+1 ‘A’hds

n+1 n+1 A
— -n)ds —/ wy, - 1|V, ds
pn (Vi) oK w, " - [wy, 0] Yy,

oK
- @h/ prdx (3.28)
K
cs([On, Prl, Vi, dn]) = / Bully, - ¥pds +/ Qy, - [wy, - 0] ¥pds + Prgn (3.29)
flvp) = At/ uy - vpdx +/ f.v,dx (3.30)

sendo f = w - Vw. Colocando (3.25) na forma matricial, temos

AxU + BgA =Fy, (3.31)
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> DxkU+) CkA =0, (3.32)
K K

onde U contém os graus de liberdade de [u}™, pj*!] e A contém os graus de liberdade de

[Gy, pr). Vale ressaltar que a média nula de p,, adiciona um grau de liberdade por elemento

em decorréncia da aproximagao no espaco QY.

Como ja mencionado, a condensacao estatica é utilizada para criar um sistema
global dependente dos multiplicadores de Lagrange e da média nula da pressao em cada

elemento. Para isto, isolamos U em (3.31):
U=A(Fg —BgA), (3.33)
e substituimos em (3.32), dando origem a

> (DxkAg'Bg — Ck)A => DyrAFy. (3.34)
K K

Com essa abordagem, chegamos a um sistema global (3.34) no qual as tnicas
incégnitas sao os multiplicadores de Lagrange e a média nula da pressao em cada elemento.
Além disso, temos sistemas locais (3.33) para cada elemento, os quais tém como incégnitas
os campos de velocidade u e pressao p. O procedimento para a solugdo consiste em
primeiro resolver o problema global para determinar os multiplicadores de Lagrange e a
média nula da pressao, e em seguida, resolver os problemas locais para obter os campos de

velocidade e pressao em cada elemento.

Neste trabalho, utilizamos a biblioteca de elementos finitos deal.ii [2] para
implementacao do método hibrido, onde o sistema linear formado pelo problema global
(3.34) ¢é solucionado pelo resolvedor direto UMFPACK e as matrizes locais A sao
invertidas pelo método de Gauss-Jordan. E importante destacar que a possibilidade
de inverter essa matriz estd diretamente relacionada a introduc¢do do termo (3.24) na

formulagao, que torna a matriz nao-singular.

3.2 RESULTADOS NUMERICOS

Nesta se¢ao sao realizados estudos numéricos para os casos permanente e transiente
buscando validar a formulacao hibrida para o problema incompressivel de Navier-Stokes.
Sao analisados dois problemas permanentes e trés transientes através de estudos de
convergéncia e simulacoes do problema da cavidade. Em todos os casos estudados,
adotamos uma tolerancia absoluta de |[u, — wy|lp < 107% ¢ um campo de velocidade nulo

como aproximacao inicial para o método de Newton.

3.2.1 Resultados Numéricos Caso Permanente

Utilizando a solugao exata proposta por Kovasznay [49], realizamos um estudo para

determinar valores 6timos do pardmetro f, (3.15) e testar a convergéncia h do método.
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Além do estudo de convergéncia, também testamos o método hibrido no escoamento em

cavidade para baixo nimero de Reynolds (Re = 400).

3.2.1.1 FEstudo de parametro e convergéncia

O primeiro problema analisado para verificar a formulagao (3.25) é a solugao exata
desenvolvida por Kovasznay em [49] para o problema permanente e bidimensional de

Navier-Stokes, dada por

Uy = 1 — e cos(2my), (3.35)
A
Uy = Ee’\x sin(27y), (3.36)
_ 1 2z
p_§(1—e ). (3.37)

onde u = [ug, u,| e

1 1
A= — —|— + 42
2u 41/2+ T

O problema de Kovasznay foi resolvido em um dominio [—0.5,1.5]* subdividido por
uma malha estruturada de elementos quadrilaterais e espacamentos uniformes, tomando
v = 0.025. Como condicao de contorno para a solugao aproximada uy, utilizou-se a solucao

exata do problema expressa pelas equagoes (3.35)—(3.36).

Inicialmente, foram conduzidas andlises para buscar os valores 6timos de 5y em
quatro diferentes elementos finitos: Q1Qo-p1 € Q1Q1-p1 em malhas de 64 x 64 elementos

e Q20Q1-p2 € Q2(Q2-p> em malhas de 32 x 32 elementos.

Os erros das aproximacoes de u e p foram avaliados utilizando a norma L?. Para
cada conjunto de elementos, foram variados os valores de 5y no intervalo de 1 a 100, sendo
os resultados exibidos nos graficos da Figura 3.1 para u e da Figura 3.2 para p. Esses
graficos representam as tendéncias dos erros de aproximacao a medida que o valor de (3

varia, permitindo identificar os valores 6timos de 3y para cada tipo de elemento utilizado.

Os resultados obtidos a partir das andlises mostram que, na maioria dos casos
estudados, os menores erros para a velocidade u e a pressao p sao alcancados quando
By esta dentro do intervalo de 2 a 5. Casos particulares, vistos nas Figuras 3.1b e 3.2c,
indicam um decaimento do erro com o aumento de 3y. Além disso, vale destacar que o
método torna-se instavel quando 5y < 0 e que o erro da solugao tende a um platd para

ﬁ0—>OO.

Entretanto, baseado nas demais simulagoes realizadas neste trabalho, observamos
que utilizar Sy entre 2 e 5 pode levar a resultados instaveis, enquanto que o aumento
de By pode tornar a solucao estavel, mas pode afetar negativamente a precisao. Nesse
sentido, buscando obter um equilibrio entre precisao e estabilidade, adotamos para todos

os problemas deste capitulo o valor de fy = 10, como proposto em [63].
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Figura 3.1 — Influéncia do parametro 3y na aproximacao da velocidade.
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As andlises de convergéncia h foram conduzidas para interpolagoes polinomiais
Q1Q0-P1, Q1Q1-P1, Q2Q1-P2, € Q2()2-p2 em malhas de 4 x 4, 8 x 8, 16 x 16, 32 x 32,
64 x 64 e 128 x 128 elementos, e sao apresentadas nas Tabelas 3.1-3.4. Os resultados
indicam que, para todos os casos estudados, a convergéncia para a velocidade é 6tima,
seguindo uma taxa de O(h™*!). Para a pressao, temos ordem de convergéncia O(h!*!)
quando adotado um grau a menos que a velocidade (I = m — 1) e taxa O(h!) quando se
utiliza [ = m. Estes resultados mostram que, ao adotar um grau a menos para a pressao,
a precisao dos resultados nao é significativamente afetada, e ainda é possivel manter as
taxas de convergéncia obtidas quando o mesmo grau polinomial é utilizado para ambas as
variaveis (I = m).

Apenas para ilustrar o problema de Kovasznay, na Figura 3.3 mostramos os campos

de velocidade e pressao obtidos em malha de 64 x 64 elementos Q2Q2-ps.

[ — o 1P — pnllo
Malha erro ordem erro ordem
8 x 8 2.628 x 107! - 2.506 x 1071 —

16 x 16  6.579 x 1072 2.00 8550 x 1072 1.55
32x32 1591 x107% 205 3535x107% 1.27
64 x 64 3.894x 1073 203 1.671x107%2 1.08
128 x 128 9.630 x 107*  2.02 8.243 x 107*  1.02

Tabela 3.1 — Erro e ordem de convergéncia-h de uy e p, para elementos Q;(Qy-p1 para o
problema de Kovasznay.

[u—usllo 1P — prllo
Malha erro ordem erro ordem
8% 8 3.029 x 1071 — 2.496 x 107! -

16 x 16 8389 x 1072 1.85 8.146x 1072 1.62
32x32 2157x1072 1.96 2.891 x 1072 1.49
64 x 64 5434 x 1072 199 1.233x1072 1.23
128 x 128 1.361 x 1073 2.00 5.851 x 10~%  1.08

Tabela 3.2 — Erro e ordem de convergéncia-h de uy, e p, para elementos Q;()1-p; para o
problema de Kovasznay.
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[u—ullo = pnllo
Malha erro ordem erro ordem
8% 8 2.331 x 1072 1.449 x 102

16 x 16 2.750 x 1072 3.08 4.171 x 1073  1.80
32x32 3550x107* 295 1.184 x107% 1.82
64 x 64  4.496 x 1075 298 3.122x 10~* 1.92
128 x 128 5.637 x 1075  3.00 7.924 x 10°>  1.98

Tabela 3.3 — Erro e ordem de convergéncia-h de uy, e p, para elementos Q2Q)1-p2 para o
problema de Kovasznay.

[u —uanllo 2 — prllo
Malha erro ordem erro ordem
8 x 8 2.414 x 1072 — 1.668 x 1072 —

16 x16 2782 x 1073 3.12 4.662 x 1073 1.84
32x32 3524x107* 298 1.193x 1073 1.97
64 x 64  4.407 x 107 3.00 2.988 x 107*  2.00
128 x 128 5.503 x 1076 3.00 7.454 x 107> 2.00

Tabela 3.4 — Erro e ordem de convergéncia-h de uy, e p, para elementos Qs(Q2-p2 para o
problema de Kovasznay.
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3.2.1.2  Escoamento em cavidade a Re = 400

O escoamento laminar em cavidade quadrada fechada com tampa deslizante é um
dos benchmarks mais comuns utilizados na verificagao de cédigos em dinamica dos fluidos
computacional. Neste estudo, ele foi resolvido em um dominio [0,1]? com v = 0.0025.
Condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas para u = [u,, u,| foram aplicadas em

todos os contornos, exceto na parte superior (tampa), onde foi definido u, =1 e u, = 0.

Os resultados obtidos pelo método hibrido foram comparados com os de Guia et
al. [34], que aproximaram o problema pelo MDF em uma malha estruturada e uniforme,
de 128 x 128 elementos. A fim de comparar os resultados, foram realizadas simulagoes
do problema utilizando uma malha de 128 x 128 elementos QQo-p1 € uma de 64 x 64
elementos Q2Q)1-po.

Campos de magnitude da velocidade para elementos Q;Qo-p1 € Q2Q1-p2 sdo
mostrados na Figura 3.4. Os campos de pressao foram omitidos em razao da predominante

homogeneidade.
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O problema foi resolvido em um dominio [0, 1]* com v = 0.01, em que a solugao
exata foi usada como condigdo de contorno para t € (0,7], com tempo final T = 0.25.

Para reduzir a influéncia do erro temporal sobre o espacial, os passos de tempo foram
definidos como At = O(h™™1).

Estudos de convergéncia h foram realizados para os elementos Q;Qo-p1, Q1Q1-p1,
Q2Q1-p2 e Q20Q)2-p2, em malhas estruturadas e uniformes de 8 x 8, 16 x 16, 32 x 32 e

64 x 64 elementos. Os resultados de convergéncia sao apresentados nas Tabelas 3.5-3.8.

As ordens de convergéncia obtidas para o problema de Taylor-Green exibem o
mesmo comportamento do caso estaciondrio dado pela solugao exata de Kosvasznay, na
Secdo 3.2.1.1. Para a velocidade, temos ordem de convergéncia de O(h™*!), enquanto

que para a pressao temos uma ordem a menos, independentemente se [ =m oul =m — 1.

[u =l Ip = pallo

Malha erro ordem erro ordem

8x 8 4.451 x 1072 - 5.227 x 1072 -
16 x 16 1.279x 1072  1.80 2.586 x 1072  1.02
32x32 3418 x 1073 190 1.287x107% 1.01
64 x 64 8824 x107* 195 6.423x1073  1.00

Tabela 3.5 — Erro e ordem de convergéncia-h de uy, e p, para elementos Q;(Qy-p1 para o
problema do vortex.

[u =l Ip = prllo

Malha erro ordem erro ordem

8x8 1.135 x 1072 - 9.507 x 1073 -
16 x 16 2.622x 1072 211 2889 x 1073 1.72
32x32 6.367x107% 204 1.052x1073 1.46
64 x 64 1578 x 107 2.01  4.497 x 107*  1.23

Tabela 3.6 — Erro e ordem de convergéncia-h de uy, e p, para elementos Q;()1-p; para o
problema do vortez.
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[u — o 2 — prllo
Malha erro ordem erro ordem

8x8 3551 %1073 - 5.387 x 1073 -
16 x 16 4.662 x 107* 293 1.315x 1072  2.03
32x32 5987 x107° 296 3.264x107* 2.01
64 x 64 7.589 x 1076 298 8.142x 10~°  2.00

Tabela 3.7 — Erro e ordem de convergéncia-h de uy e p, para elementos Qo()1-p2 para o
problema do vortex.

[[u =l lp = pullo

Malha erro ordem erro ordem

8x8 3.483x 1074 - 4.149 x 1074 -
16 x 16 3.309 x 107>  3.40 6.146 x 1075 2.75
32x32 3624x10°% 319 1.120x107° 2.46
64 x 64 4.331 x 1077 3.06 2.451x107% 2.19

Tabela 3.8 — Erro e ordem de convergéncia-h de uy, e p, para elementos Qs(Q2-p2 para o
problema do vortez.

Para ilustrar o problema do vortez, campos de magnitude da velocidade e de pressao

sao mostrados na Figura 3.6. para uma malha de 64 x 64 elementos Qo(Q)2-po.
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3.2.2.2 Escoamento em cavidade a Re = 5000

Devido as instabilidades numéricas, simulagoes que envolvem elevados valores de
Reynolds sao frequentemente resolvidas em regime transiente. Dessa maneira, podemos
usar o passo de tempo para controlar a velocidade de convergéncia do método para o

regime estacionario, assegurando sua estabilidade.

O escoamento em cavidade apresentado na Secao 3.2.1.2 é agora resolvido a
Re = 5000 em dominio [0, 1]* com malhas de 256 x 256 elementos do tipo Q;Qo-p; e de
128 x 128 elementos Q2Q1-p2. Os resultados sao comparados novamente com Ghia et al.

[34], que simularam usando malha de 256 x 256 elementos pelo MDF.

As condigbes de contorno empregadas foram as mesmas do escoamento permanente
(Secao 3.2.1.2). Foram adotados intervalos de tempo de At = 1, totalizando 451 iteragoes

na simulacao com elementos Q1Qo-p1, € 592 na simulacao com Q2Q1-po.

Os campos de velocidade de ambas as simulagdes sao apresentados na Figura 3.7,
enquanto os perfis de velocidade u, e u, sao mostrados na Figura 3.8. Para o escoamento
em cavidade a elevado Re, os perfis de velocidade obtidos com elementos Q2Q)1-p2 ficaram
bem mais préximos da referéncia do que aqueles obtidos com elementos Qq(Qo-p1, mesmo
com uso da malha mais grosseira. Esse padrao de comportamento também foi observado
na cavidade a baixo nimero de Reynolds, conforme descrito na Secao 3.2.1.2, porém aqui

notou-se uma maior discrepancia entre os resultados.
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é conduzido na diregdo x por um gradiente de pressao fixo [70], dado por

ap . Psai — Pent - 12I/[]m

ox L, N H?2

(3.42)

onde os subscritos da pressdo representam os contornos de entrada e saida, e L, = H/10.
O passo de tempo foi definido como At = H/U,,.

Vale destacar que as condi¢oes de contorno para p entram na equagao do multi-
plicador (3.17), modificando o sistema global (3.34), uma vez que o lado direito de (3.17)

nao é mais nulo.

Na Figura 3.9, os perfis de velocidade u, sdo comparados com o analitico (3.41),

onde podemos observar excelente concordancia entre todos os elementos analisados.
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METODO HIBRIDO PARA MODELOS RANS DE TURBULENCIA

Neste capitulo, inicialmente adaptamos o método hibrido desenvolvido no Capitulo
3 as equagoes médias de Navier-Stokes (2.61)—(2.65). Em seguida, apresentamos a equacao
genérica do transporte escalar, que é comum a todas as equagoes dos modelos de turbuléncia
apresentados no Capitulo 2, e a discretizamos pelo método hibrido, onde detalhamos
as formulagoes semidiscreta e totalmente discreta, bem como os esquemas upwind e de

captura de descontinuidade.

Por fim, estabelecemos uma equivaléncia da equacao genérica com os modelos de
turbuléncia descritos na Secao 2.2.3 e apresentamos os algoritmos de solucao utilizados

para resolver cada um dos modelos.

4.1 METODO HIBRIDO PARA RANS

Nesta secao, partindo da formulacao semidiscreta para as equagoes classicas de
Navier-Stokes (3.20), derivamos um método hibrido para as equagoes médias (2.61)—(2.65).
Para isso, empregamos o método de Euler implicito no tempo e substituimos o conjunto de
variaveis X;, = [, ps, (1] pelo conjunto de varidveis médias X, = [@, p, 1], produzindo

a seguinte formulacao:

Dados v, vy, W, g, g e At, encontrar XZH € Uy, nos passos de tempo n =0,1,2, ..., tal

que
At‘/ n+1 . ﬁh Vth + ARANS(XZ—H Yh) FRANS(Yh)’ \V/Yh € Vh7 (41)
KeTy

trocando v por v + v;. Daqui em diante, removemos as barras superiores das variaveis

médias e o asterisco da pressao para simplificar a notagao.

Assim, incluindo os termos responsaveis por impor a média nula da pressao (3.24),
podemos reescrever a formulagao (4.1) nas seguintes formas linear e bilinear:
Dados v, vy, w, Ug, g e At, encontrar [ul ™!, pi] € V" x QL e [t pr] € VI8 x Q) nos

passos n = 0,1,2, ..., tal que

aRANS([ n+17pZ+1] [Vha Qh]) + bRANS([ﬁhaﬁh]v [Vfw Qh]) = fRANS(Vh)7
n n A v A N A v 4.2
Z dRANS +17ph+1] [Vh7 Qh]) + Z CRANS([uhvph]a [Vh7 qh]) =0, ( )
KeTy, KeT,

para todo [vi,, qn] € V" x QL e [V, dn] € Vi"° x @9, onde

1
anas (2, vy anl) = 7 [ it e vadx o+ /K 2v + 1)S(Wi*) : S(vp)dx

— [ 2(v+v)S(uyn - v,ds
oK

— | 2(v+v)S(vy)n - uptlds
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+ / wy, - Vu"+ ) - vpdx + / ”+1 -Vwy,) « vipdx
+/ Baup ™ - vyds —/ PtV vy, dx—/ (V- upt)g,dx
+/ (v, - ds+/ utt . n)g,ds

+ u - [wy, n]_vhds—l—/Kphdx/thdx, (4.3)

0K
bres ([0, nls [V an]) = /8 2y + )S(va)n - s /@ Sty vids
— / (Gp, - n)gpds — / Uy, - [wp, - n]_vyds
OK 0K

—ﬁh/Kthxa (4.4)

dRANS([ n—i—l’pz—i-l] [Q’haqvhb :/8K2(V+Vt)s< n+l)n VhdS—/ ﬂuu”H vids

— | P (¥, - n)ds — /aK utt - [wy, - n), 9pds

0K
- qh/ phdxa (45)
K
Crans([On, D], [Vn, dn]) = / Baly, - Vids +/ Uy, - [wy, - 0] V,ds + Prda, (4.6)
flvy) = At/ uy - vpdx +/ f-vydx, (4.7)
sendof =w-Vw e
B 50 v + “t Umaz- (48)

A resolugao do sistema (4.2) segue os mesmos passos descritos na Se¢ao 3.1.3. A
seguir, apresentamos uma formulacao hibrida estabilizada para a equacao genérica do

transporte escalar.

4.2 METODO HIBRIDO PARA OS MODELOS DE TURBULENCIA

Os modelos de turbuléncia sao determinados por equagoes que combinam difusdo,
adveccao e reagao. Nas subsecOes a seguir, utilizaremos a equagao do transporte de
um escalar ¢ qualquer, também conhecida como equacao genérica do transporte, para
simplificar a apresentacdo do método. Isso nos permitird generalizar a formulagao e
as estratégias de resolucao, que serao aplicaveis a todas as equagoes dos modelos de

turbuléncia estudados neste trabalho.

4.2.1 Problema modelo no nivel do elemento

O problema modelo no nivel do elemento da equacao de difusao-adveccao-reacao

de um escalar ¢ qualquer é:
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Dados a, u, v, f, ¢ € g, encontrar ¢, tal que
o¢

5~V (@Ve)+u- Vot =f em K x(0,T], (4.9)
o(x,0) = ¢y em K €Ty, (4.10)

¢=g sobreee &P, (4.11)

(aVe) -m=0 sobreeec N, (4.12)

suplementadas as seguintes condi¢oes de transmissibilidade entre os elementos K € 7Ty,

[#] =0 sobreec &, (4.13)
[aV¢] =0 sobre e € &), (4.14)

onde « e v denotam os coeficientes de difusdo e reacao, respectivamente, e f o termo fonte.

A formulagao hibrida do problema (4.9)-(4.14) é apresentada a seguir.

4.2.2 Formulacao hibrida semidiscreta

A formulagao variacional do problema genérico do transporte no nivel do elemento
(4.9)—(4.14) é inicialmente desenvolvida multiplicando a equagao por uma fungao peso g

e integrando por partes o termo de difusao, dando origem a

O,

adx+ [ aVén- Vadx— [ (aVen-n)g, ds
K Ot oK

+/K u- Vo qhdx+/Kw¢hqhdx: /Kfqhdx, Vg, € Q. (4.15)

com ¢ € Q). O multiplicador de Lagrange ggh ¢é adicionado a formulacao, assim como
foi feito para o problema de Navier-Stokes (Se¢ao 3.1.1), criando uma conexao entre os
problemas definidos em cada elemento K e satisfazendo as condi¢oes de transmissibilidade
(4.13)-(4.14). Dessa forma, definimos ¢, = ¢4 para todo e € &,, com ¢, € Q47 e

inserimos na formulacao termos consistentes e de estabilidade, resultando em

Ion

[ Sradx+ [ Ve Vadx = [ (Ve n)gds

—/ (Vg - 1) (¢ — dn d8+/ u-Voy thx+/ YOrqrdx
_ _ !
[ Bulon—dands = [ fandx, Van € Q) (4.16)

onde
Bqﬁ — 60 ma:v (417)

O sistema ¢é apresentado em sua forma fechada com a inclusao da equacgao do
multiplicador, definida sobre e € &, satisfazendo (4.13)—(4.14) e formando o problema
global:

Z / quzSh n qhdS - Z / 5¢ gbh — ¢h)qhd8 = 0 th S Q . (418)

KeTy, KeTy



63

Antes de unir o problema local (4.16) com o global (4.18) e discretizar no tempo,
¢ importante introduzir dois esquemas de estabilizacao para esta formulacao, pois eles

desempenham um papel crucial na solu¢ao dos modelos de turbuléncia.

4.2.3 Esquemas upwind e de captura de descontinuidade

A estabilizacdo dos efeitos convectivos nos modelos de turbuléncia também é feita
pelo esquema upwind proposto em [64]. Sendo assim, os seguintes termos sao adicionados
aos sistemas (4.16) e (4.18):

/8K(¢h — én)([un - n]_gy — [w, - 0] Ga)ds =0,V [gn, @] € Q) x O}, (4.19)
onde, seguindo (3.19), temos

[up - n]_ = max(0,—u,-n) e [u,-n]; =max(0,+uy - n). (4.20)

Entretanto, a maior dificuldade de estabilizacao de métodos numéricos no trata-
mento de modelos de turbuléncia, principalmente os de duas ou mais equacoes, ¢ assegurar
que as variaveis turbulentas permanecam positivas ao longo das iteragoes. Caso contrario,
o método pode rapidamente divergir [43]. Na literatura, sdo encontrados diversos métodos
que ajudam a manter positivas essas variaveis, em que destacam-se os esquemas de captura

de descontinuidade (discontinuity capturing).

Esquemas de captura de descontinuidade surgiram principalmente com o objetivo de
controlar a predominancia dos efeitos convectivos e reativos sobre os difusivos em problemas
do transporte [38], atuando como um complemento aos esquemas upwind através da adigao
de difusividade artificial crosswind em regioes do escoamento com elevados gradientes.
Esquemas deste tipo foram inicialmente propostos nos trabalhos de Hughes et al. [3§]
e Tezduyar e Park [84], com desenvolvimento continuo ao longo dos anos [21, 85, 7], se
estendendo também para aplicagoes dos métodos classicos de Galerkin a modelos de
turbuléncia de duas ou mais equagoes [22, 24, 23]. Na esfera dos métodos hibridos, Peters
e Evans [67] adotaram o esquema de captura de descontinuidade proposto por [7] para

calcular escoamentos turbulentos incompressiveis, utilizando o modelo Spalart-Allmaras.

Neste trabalho, optamos pelo esquema de captura de descontinuidade proposto por
Codina [21], que se mostrou mais eficiente do que os derivados de [84]. No esquema de
[21], o coeficiente de difusdo artificial é dado por

_ L |R(en)

'%c_*ach )

(4.21)

onde hy ¢ o diametro do elemento, que em quadrilateros e hexaedros é a maior diagonal, e

R(6) = 22—V (aV6) +u- V64790 f (4.22)
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é o residuo definido em cada elemento K € 7T, associado a equagao do transporte (4.9).

O coeficiente a,. é definido como

1
o, = max (O, Cye — Peh) , (4.23)

onde Cy. é uma constante com valor 0.7 para elementos lineares e 0.35 para quadraticos

[21], e Pey, é o nimero de Peclet do elemento, dado por

[u* |y
Pej, = ———— 4.24
€h 20é ) ( )
sendo R(én)
h
u = \V4 4.25
Vo " 2

a velocidade projetada, neste trabalho baseada no residuo (4.22), como proposto por Galedo
e Dutra do Carmo [32]. O esquema de captura de descontinuidade é entdo adicionado ao

problema local em (4.16), por meio do termo:
/ kaeVén - Vaudx, Van € QL. (4.26)
K

Vale destacar que o termo (4.26) é inserido na formulacao sem a perda de consis-
téncia, pois o coeficiente k4. depende do residuo (4.22). Além disso, o aparecimento da
variavel ¢ no termo (4.21) introduz uma néao-linearidade ao problema, que serd abordada

na secao seguinte.

Com isso, unindo os problemas locais (4.16), somados sobre todos os elementos
K € T, com o problema global (4.18), e adicionando os termos de estabilizacao upwind
(4.19) e de captura de descontinuidade (4.26), escrevemos a seguinte formulagao hibrida

semidiscreta para o problema genérico do transporte (4.9)-(4.14):

Dados o, kg, u, 7, f, ¢ € g, encontrar ¢, € QL ¢ ¢, € 049 tal que

a 7 A
> /K ;?thx"‘ Ag((bns Onl lan: @) = Folan), Y lan, 4n] € Q) x Q5 (4.27)
KEeT,

onde

Ag([6n, 1), lan, Gnl) = > [/K(Oé + Kae) Vo - Vgpdx — /6K(04V¢h -n)(gn — gn)ds

KeTy,

~ [ @V w6~ dids+ [ (u Vo
+ /K Yonardx + /8K Bo(dn — Pn)(an — n)ds

+ /8K(¢h - éh)([uh -n]_q, — [uy - n]Jr(jh)ds] , (4.28)

Fylan) = ) /K fandx. (4.29)

KeTy
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4.2.4 Estratégia de resolugao

O método de Euler implicito é aplicado a formulagao semidiscreta (4.27) para
discretizar no tempo o problema do transporte. Valendo-se disto, os coeficientes de difusao
nao-lineares « e k4. sao atrasados no tempo, sendo importante ressaltar que nos modelos

de turbuléncia temos que a = f(¢). Sendo assim, temos:

Dados a, kge, W, 7, f, ¢o, g e At, encontrar ¢! € QL e qgh € Qi,jg nos passos de tempo
n=1,2,3, ..., para todo [qs, qn] € Q}, X Qi{o, tal que

o O = oDk + A il @) = Falar). (430
KeT

A fim de aplicar a técnica de condensacao estatica, reescrevemos a formulacao

(4.30) nas formas linear e bilinear:

n+1

ao(Sh ) + bo(dn, 00) = folan),  Van € Qj,
Z d¢<¢2+17th) + Z C¢(§£h7th) = 07 quh € thio7

KeTy, KeTy,

(4.31)

onde
ag(Or, qn) = At/ Pyt hdx—i—/ (0 + Kao)Vrtt. thdx—/a (aVeitt . n)g,ds
—/ (aVg, - n)gb”“ds—l—/ u- Vepth qhdx—i-/ vt gndx
+ / Bydit gnds + /d O s - m]guds, (4.32)
bs(n, qn) = /aK(OéVQh -n)ppds — /8K Bodnqnds — /aK onluy, - 0] _gpds, (4.33)
Aol i) = [ (@Vopt m)nds — [ B0 auds = [ 6wy mlduds, (434)
Co(Onr Gn) = /aK BoPndnds + /aK dnluy, - 1] guds, (4.35)

folan) = Alt /K Prandx + /K fandx. (4.36)

O sistema da equacao genérica do transporte em sua forma matricial é analogo ao
de Navier-Stokes (3.31)—(3.32), exceto que agora U contém os graus de liberdade de ¢ e A
contém os de qASh. Nesse sentido, o procedimento de solucao pela condensacao estatica é o

mesmo apresentado na Sec¢ao 3.1.3.

4.3 EQUIVALENCIA DOS MODELOS DE TURBULENCIA COM A EQUACAO
GENERICA DO TRANSPORTE

Nesta secao, através da Tabela 4.1 apresentamos a relagao da equacao genérica

do transporte (4.9) com as equagoes dos modelos de turbuléncia apresentados na Se¢ao
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2.2.3. Nesta tabela, sdo associados os coeficientes a e v e o termo fonte f para cada
modelo. No entanto, vale destacar que alguns termos dessas equacoes de turbuléncia foram

reorganizados.

Primeiramente, é importante ressaltar que, em casos particulares onde os termos
reativos dos modelos de turbuléncia sao negativos, estes sao atrasados e incorporados a
fonte f. O objetivo é evitar a influéncia deles na matriz, que geralmente nao é positiva
definida quando 7 < 0, como no problema de Helmholtz [42]. Esse procedimento foi

aplicado a todas as equagoes de todos os modelos de turbuléncia da Se¢ao 2.2.3.

Além disso, foram realizadas reorganizacoes mais especificas nas equacoes do modelo
k-e. Inicialmente, isolamos € na equagao (2.67) para transformar o segundo termo do lado
direito da equagao da energia cinética turbulenta (2.68) em um termo de reagdo positivo.
Depois, expandimos as definigoes de Py, (2.70) e de v; (2.67) para reescrever o termo de

reacao negativo da equagio da taxa de dissipagdo turbulenta (2.69) como

525 (4.37)

€ k2
C1f1Pk% = le1cufu; A

cancelando o aparecimento de ¢ e automaticamente transferindo (4.37) para o termo fonte.

Combinando os dados da Tabela 4.1 com o método hibrido para a equagao genérica
do transporte (4.30), apresentamos nos proximos capitulos as formulagoes hibridas para

os modelos k- e Spalart-Allmaras.

Modelo ¢ a 0 f
Vg 1
Padrao b <V * o'k) ;tc”f“k P
v €
c (y + Of> Cols Cyf1C f S
Vg 1 _ 9
gk (y 4 Uk) b P — 20(VVE)
€ (I/ + Zt> Cgfg% C’lflCufukS2 + 2v14(V - Vu)?
|72 1 PAY
Chien (V + ak) ;tcufuk + P,
v 5 v
g v+ 0'2) CQfQE + ﬁ exp(—0.5d+) C’lflC”f“kSQ
~ 1 ~ ~ 1 1 ~\92 ~ Cp1 1 2
SA 1% g(y + ) cp1 [0S + cwlfwﬁ gcbg(vy) + 1 ST+ ?ftg <d)

Tabela 4.1 — Relacao dos coeficientes e termo fonte da equacao genérica do transporte com
os modelos de turbuléncia em destaque.
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4.4 ALGORITMO SEQUENCIAL DE RESOLUCAO

Diferentes algoritmos sequenciais de resolugao sao usados para os modelos k- e de
Spalart-Allmaras, conforme ilustrado na Figura 4.1. Em ambos os algoritmos, partindo
de uma condicao inicial, temos a atualizacao do passo de tempo e a solucao iterativa
das equagoes RANS (4.2) até a convergéncia do método de Newton para uma tolerancia
pré-estabelecida tol. Uma vez linearizado o problema RANS, sao resolvidas as equagoes

da turbuléncia.
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linearidade dos termos reativos das equagoes de k e de e (definidos como  na Tabela 4.1)
sdo tratadas pelo método de Picard (ver [86], pagina 335, Secao 6.3). Estas equagoes sdo
tidas como linearizadas quando k e € tendem, respectivamente, a k* e £* a uma tolerancia
tol, onde k* e £* sdo os valores da iteragao anterior de Picard. Assim, a viscosidade
turbulenta é atualizada apés a linearizagao de cada uma das equagoes k e €, e todo o

processo é repetido até atingir o tempo final 7.

No modelo SA, a nao linearidade dos termos reativos da equacao da viscosidade
turbulenta modificada ¢é tratada apenas atrasando 7 no tempo, sem o uso de convergéncia
para linearizagao da solucdo. Esta abordagem foi adotada, pois para esta equagdo nao se
mostrou necessario o uso de métodos de linearizacao do termo reativo. Dessa forma, apés
a resolucao de 7, a viscosidade turbulenta ¢ atualizada e todo o processo é repetido até

que um tempo final T" seja atingido.
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METODO HIBRIDO PARA O MODELO k-«

Neste capitulo, sao apresentadas as formulacoes hibridas estabilizadas para os
modelos k-e. Essas formulac¢oes sdo combinadas com o método hibrido para as equacoes
RANS (4.2) e testadas por meio de benchmarks de escoamentos turbulentos. Os resultados
sao entao comparados com dados numéricos e experimentais da literatura, bem como com

aproximacoes obtidas pelo software OpenFOAM.

Os benchmarks selecionados para testar e validar o esquema numérico desenvolvido
incluem escoamento de um jato plano turbulento, escoamento sobre um degrau descen-
dente e escoamento turbulento totalmente desenvolvido em um canal. Esses casos foram
escolhidos levando em consideracao a aplicabilidade usual de cada um dos modelos k-¢,

sendo o diferencial algébrico de cada modelo destacado na Tabela 2.1.

5.1 FORMULACOES HIBRIDAS

Nas subsecoes a seguir, apresentamos as formulagoes hibridas estabilizadas para os
modelos k-¢ Padrao, de Launder-Sharma e de Chien. As formulagoes para as equagdes de
k e de e de todos esses modelos podem ser obtidas a partir da formulagao hibrida (4.30),

substituindo os parametros conforme indicado na Tabela 4.1.

Ressaltamos que essas formulagoes sao resolvidas utilizando a técnica de conden-
sagao estdtica, como feito para as equagoes de Navier-Stokes (ver Secao 3.1.3), e sao
apresentadas nas formas linear e bilinear para facilitar a correlagdo com o sistema (3.31)—
(3.32), considerando que o vetor U contém os graus de liberdade da variavel k ou ¢, e
o vetor A contém do multiplicador koué O processo de resolucao segue o algoritmo
ilustrado na Figura 4.1a, onde k* e £* representam as variaveis atrasadas no processo de

linearizacao pelo método de Picard.

5.1.1 Modelo k- Padrao

As formulagoes hibridas para as equagoes do modelo k-¢ Padrao sdo obtidas de
(4.30), realizando as substitui¢des conforme Tabela 4.1. Nesse sentido, para a equagao k,

nas formas linear e bilinear, temos:
Dados v, v, kf, k¥, u, g e At, encontrar k"' € Q! e ky € Qh nos passos de tempo
=1,2,3,..., tal que
ar (K qn) + bk, an) = frlan), Van € Q)

S dp(kttan) + Y enlkn,dn) =0, Vi, € Q)
KeTy, KeT,

(5.1)

onde

k(kp an) = / —k"“q dx—l—/ ( + 2 + :‘idc> (VE . Vg,)dx



_ (y 4 ”’f) (VAP n)gpds — / <u 4 ”t) (Van - n)kI*Hds
0K Ok 0K Ok
+ / wh - VI gadx + / Cut k;hk”“qhdx
+ / Bka—thdS + / k?Z—H uh . n]_qhds
oK oK
~ v ~ ~ ~
bi(kn,qn) = / (’/ + t) (Vay -n)kpds —/ Brkngnds —/ kn[up, - n]_gnds
oK o oK oK
de(kpt, arn) = /8K (V + Uk) (VEH - n)gpds —/ Bkt gpds
no(up - nlgpds
cx(kn, @) = /aK Bkndnds + /az< kn[wy, - 1]y grds

1
Tr(qn) :/ *kﬁ%dx—i—/ Prgndx
K At K

sendo

l
/Bk = BO <V + Vt) *Umar-
o

Para a equacao e, temos:
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A !
Dados v, v, €5, €7, u, g e At, encontrar £} € QL e &, € Q;Y nos passos de tempo

n=123,.., tal que

a:(ep™ qn) + b-(én.an) = f-(an), Van € Q,
Z d n+1anh Z Ca<éthh) = 07 VQh S QZO
KeT, KeTy,
onde
1
a:(elt qn) = oy eptgndx +/ <1/ + 2y lidc> (Veprt! . Vg, )dx
K At

— (u + ) (Veptt. )qhds — / (u - ) (Vqn -n)eittds
oK 0. oK 0.
1
+ / Uy - V€Z+1 th -+ / OQfQ*E;(Lé‘ZH_Iqth
+ / Beei M qnds + / e [uy, - n]_gpds

A V A A A
be(én, qn) = /BK (V + Ut) (Van -m)épds — /BK Beénqrds — /BK Enluy - m]_qpds

N 14 n n A
d-(ep™, Gn) = /8}( (V+ Ut) (Vept - n)gnds —/ B.epttg,ds

= ok e [uy, - n)y guds

¢ (8ny ) = /a Bebndnds + /8 ) duds

1 n
fe(aqn) :/KEgthdX‘i‘/KlelCufukSQthx

(5.8)

(5.11)

(5.12)

(5.13)
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sendo

8. = B, <y + Z’*) ;LUm (5.14)

5.1.2 Modelo de Launder-Sharma

De forma analoga ao modelo Padrao, as formulac¢oes hibridas para as duas equagoes
do modelo de Launder-Sharma podem ser obtidas da equacao genérica do transporte
(4.30).

Alternativamente, também é possivel deriva-las diretamente da formulacao do
modelo Padrao para k (5.1) e ¢ (5.8), acrescentando, respectivamente, os termos de
amortecimento D e E (conforme Tabela 2.1). Dessa maneira, para k, as formas linear e

bilinear se apresentam como:

ap(kn, qn) + bk<]%h> an) = fros(an), Van € Q)

o ~ A A 1
Z dk(kh,Qh) + Z Ck<kh7qh) = 07 vqh € Ql}f)a (5 5)
KeTy, KeTy
onde
fraslan) = fila) = [ 20(V k) audx, Vg, € Q. (5.16)
E para e:
ac(en, qn) + be(Bnyan) = fers(an), Van € Q)
Z d€(8h7qh> + Z Cs(élhq}L) = OJ quh € Qlfzo7 (517)
KeTy, KeTy,
onde
Jes(an) = fe(an) + /K 20 (V - V)’ qudx,  Vgy € Q. (5.18)

5.1.3 Modelo de Chien

Derivando as formula¢oes do modelo de Chien a partir das formulagdes do modelo

Padrao para k (5.1) e € (5.8), temos para a equagao k:

apc (k7 qn) + be(kny an) = fulan),  Van € Q)

A A A A 5.19
Z di(kp™™, Gn) + Z cr(kn, qn) =0, Vg, € Qﬁ;o, ( )
KeT, KeT,
onde
ag C(k‘n+ ,qh) = ak(l{”“,qh —I—/ ﬁkn—i_lqhdx, Vg, € Qﬁw (520)
e para €:
acc(efth qn) + be(én, qn) = fo(qn), Van € Q,
ot 5 A A A A 5.21
Z d +17qh) + Z Ce(gh,Qh) = 07 VQh € ony ( )
KeTy, KeT,
onde

acc(eptt qn) = ac(ef™, qn) +/ = exp(—0.5d")ep M qpdx, Vg, € Q) (5.22)
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5.2 RESULTADOS NUMERICOS

A seguir, conduzimos simulagoes de escoamentos turbulentos para verificar e
validar a combinagao da formulagao hibrida para as equagoes de RANS com os modelos
k-e. Inicialmente, utilizamos um jato plano turbulento para verificar a formulacao do
modelo Padrao (5.1) e (5.8). Em seguida, empregamos o escoamento sobre degrau para
a formulacao do modelo de Launder-Sharma (5.15) e (5.17), e o escoamento turbulento

totalmente desenvolvido em canal para formulagdo do modelo de Chien (5.19) e (5.21).

Para garantir a estabilidade dos métodos, fixamos 5, = 50 nos termos de esta-
bilizacao de u (4.8), k (5.7) e ¢ (5.14), uma vez que em certos escoamentos o método
mostrou-se instavel para valores inferiores. Além disso, adotamos uma tolerancia absoluta
de tol = 107° para os métodos de Newton e Picard, seguindo a estratégia de sequencial de

resolucao descrita na Figura 4.1a.

Durante as simulagoes, velocidade e energia cinética turbulenta foram monitoradas
em pontos estratégicos do dominio para identificar o estado estacionario do escoamento,
utilizando como critério de parada a convergéncia desses monitores. Entretanto, nos
problemas do jato e do degrau, o escoamento apresentou caracteristicas transientes e nao
alcancou um estado estacionario. Nesses casos, os resultados sao apresentados como uma
média estatistica de um conjunto de amostras. Estas amostras sao coletadas quando
o0 escoamento estd no seu chamado estado estatisticamente estacionario, no qual as
propriedades estatisticas ndo mudam ao longo do tempo [29]. Esse estado estatistico é

também identificado com o auxilio dos monitores de solugao.

Por tultimo, ressaltamos que o objetivo desses estudos ¢é verificar as formulagoes e
nao validar os modelos. Além disso, nao realizamos testes de sensibilidade de dominio ou

de malha e optamos por utilizar parametros ja estabelecidos na literatura.

5.2.1 Jato plano turbulento

O escoamento do jato plano turbulento descarregado em uma corrente livre foi
estudado experimentalmente por Bradbury [10], adotando ntiimero de Reynolds de 3 x 10%,
com base na largura do bico H e na velocidade do jato Uj, e razao entre as velocidades da
corrente livre e do jato de U; /U; = 0.16.

Este é um escoamento cisalhante livre, no qual os gradientes de velocidade se
desenvolvem sem a influéncia de superficies sélidas. Embora os trés modelos k-¢ sejam
capazes de reproduzir adequadamente esse tipo de escoamento, optamos por utilizar o
modelo Padrao de alto-Reynolds, através da formulagao (5.1) e (5.8), devido a auséncia

de paredes.

O dominio bidimensional e as malhas utilizadas foram retiradas do tutorial de

ANSYS Fluent para um jato turbulento, disponivel no website da SimCafe [4]. O compri-
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mento do dominio na dire¢do do escoamento é de 100H, partindo de uma altura minima
de 41H no contorno vertical a esquerda e alcancando uma altura maxima de 61H no

contorno vertical & direita.
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Ressaltamos ainda que, no tutorial mencionado, foi aplicado sobre o contorno
superior uma “condicao direcional livre” (directional do-nothing condition), conforme
denominada por Volker em [86]. Essa é uma condigdo de Neumann especial que possibilita
a reentrada de fluxo através do contorno, mantendo a estabilidade do problema. No entanto,
por simplicidade, optamos por nao aplicar essa condi¢ao e, em vez disso, estendemos a

entrada da corrente livre para todo o contorno superior.

Por fim, sobre o plano de simetria (contorno inferior), aplicamos a condigao de livre
deslizamento para a velocidade e Neumann homogénea para k e . Na saida (contorno &

direita), foi definido Neumann homogéneo para todas as equagoes.

Como condigao inicial, aplicamos os valores de entrada da corrente livre em todo o
dominio e o passo de tempo foi definido como At = 0.504t*, onde t* = H/Uy e Uy = U; —Uj.
As solugoes para as equagoes médias de Navier-Stokes e para as variaveis k e ¢ foram
aproximadas pelos métodos hibridos utilizando, respectivamente, os elementos finitos
Q1Qo-P1/Q1-p1/Q1-p1 € Q1Q1-P1/Q1-p1/@Q1-p1 com a malha fina e QaQ1-pa/Q2-pa/Qa-p2
e QoQo-p2/Q2-pa/Qa-p2 com a grossa. Inicialmente, essas solugoes foram calculadas até
alcancarem o estado estatisticamente estacionario em 756t*, e depois por mais 756t para
amostragem, onde foram coletadas amostras a cada 10 passos de tempo, resultando em
um total de 150 amostras. Todos os resultados apresentados foram adimensionalizados
por Uy e Uy, sendo os do método hibrido uma média estatistica dessas 150 amostras. No

OpenFOAM, a simulacao foi realizada na malha mais refinada.

Na Figura 5.2, podemos observar os campos adimensionais de magnitude da
velocidade e de energia cinética turbulenta (k) ilustrando o comportamento do jato
plano turbulento quando representado pelo modelo k-e. Para facilitar a visualizagao dos
resultados, o dominio foi espelhado em relagdo ao contorno de simetria (plano y = 0).
Por meio do campo que representa a magnitude da velocidade (Fig. 5.2a), é possivel
observar a desaceleragao gradual do jato a medida que ele se mistura com a corrente livre.
Adicionalmente, o campo de energia cinética turbulenta (Fig. 5.2b) revela que os valores

mais elevados dessa grandeza ocorrem na camada cisalhante, adjacente a descarga.

A Figura 5.3 apresenta a velocidade de centro do jato ao longo do eixo z, onde
podemos notar que tanto as aproximacoes obtidas pela formulacao hibrida quanto pelo

OpenFOAM tendem aos resultados experimentais de Bradbury [10].

Nos experimentos realizados por Bradbury [10], foi observado que o escoamento do
jato exibe um comportamento autossimilar a partir de uma distancia de 30H da descarga.
Essa autossimilaridade significa que, nessa regiao, os perfis de velocidade e de outras
quantidades, quando devidamente normalizados, tornam-se semelhantes entre si. Com

base nessas observagoes, Bradbury em [10] propos um ajuste de curva para os perfis de
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na altura do degrau H e na velocidade de corrente livre Uy, e a razao de expansao do

degrau foi definida em 1.2.

Esse escoamento sobre degrau a baixo Re possui uma regiao de separacao de
camada limite e um fraco gradiente de pressao adverso, sendo o modelo de Launder-Sharma
apropriado para representar essas condicoes. Os resultados obtidos pela formulagao hibrida

sao também comparados com o OpenFOAM.

O dominio utilizado em [52], de dimensoes tridimensionais, foi preservado e simpli-
ficado para um problema bidimensional. Na dire¢ao x, o dominio tem um comprimento
total de 30H, sendo de 10H o comprimento a montante do degrau. A jusante do degrau,
a altura do dominio é de 6 H. A origem do sistema de coordenadas é posicionada sobre o

pé do degrau.

Duas malhas estruturadas e ndo uniformes foram adotadas (Figura 5.6). A malha
mais grosseira possui 1440 elementos quadrilaterais, sendo 72 elementos de espagamento
uniforme na direcao x e 24 de nao-uniforme na direcao y. Destes 24 elementos na direcao
y, metade deles cobrem a altura do degrau. A malha refinada foi obtida a partir da malha
grosseira, dobrando a quantidade de elementos nas direcoes x e y, gerando assim uma

malha de 5760 elementos.



30

E valido destacar que, embora o coeficiente de atrito varie ao longo da parede, a altura dos
elementos adjacentes foi definida de modo a garantir que a regra da subcamada viscosa
seja respeitada, uma vez que, de acordo com os estudos desenvolvidos em [52, 46], para
toda a regiao da parede a jusante do degrau, os valores de c¢; permanecem abaixo de
0.004. Além disso, ressaltamos que alturas menores que essas resultam em elementos
quadrilaterais com alta razao de aspecto, que é a razao entre os lados de maior e menor
comprimento do quadrildtero (ou do hexaedro, se tridimensional). Elementos com altas
razoes de aspecto podem levar a instabilidades numéricas e consequente divergéncia do
método [8]. E importante destacar que, durante os testes realizados neste trabalho, o
método hibrido mostrou-se instavel quando foram empregados elementos com razao de

aspecto maiores do que 20, independentemente da combinagao da ordem de aproximacao.

Sobre o contorno de entrada (contorno a esquerda), Le et al. [52] adotaram um
perfil de velocidade média sobre placa plana com espessura de camada limite de 6 = 1.2H
e velocidade de corrente livre de Uy, obtido dos estudos numéricos de [80]. Em nossa

simulagdo, optamos por aproximar esse perfil pela lei de poténcia [14]

1/7
(y> , Sey<1

Ye _J\O 0 e u=0 (5.26)
Us y
1, se 5 >1

Ainda sobre o contorno de entrada do dominio, foram aplicados perfis uniformes de k e ¢,
como em (5.23), dados por
3 k3/2

= §(UQL§)2, g = C

k T (5.27)

com I; de 5% e L; = 0.099. Estes valores também foram escolhidos conforme as recomen-
dagoes encontradas em [89], uma vez que em [52] também nao especificam a intensidade
das flutuagoes que foram impostas sobre o perfil médio. Sobre as paredes e contorno de
saida (contorno a direita), aplicou-se Dirichlet e Neumann homogéneas, respectivamente,
para todas as variaveis. Ja no contorno superior, definimos livre deslizamento para a

velocidade e Neumann homogénea para k e ¢.

Como condigao inicial, o campo de velocidade foi definido como nulo, enquanto
k e € foram inicializados com os valores de entrada (5.27) em todo o dominio. O passo
de tempo utilizado na simulagdo foi de At = 0.08t*, onde t* = H/Uy. Solugoes para
as equagoes RANS e para as varidveis k e € foram aproximadas pelos métodos hibridos
utilizando, respectivamente, os elementos QoQ1-pa/Qa-p2/Q2-p2 € QaQa-pa/Qa-p2/Q2-po
com a malha grosseira. Para o modelo LS, em particular, optamos por utilizar apenas
polinémios de ordem 2 para aproximar velocidade, uma vez que o termo de amortecimento
D (ver Tabela 2.1) esta associado ao laplaciano de u, que seria anulado com polindémios

de primeira ordem. A simulacdo do OpenFOAM foi realizada na malha refinada.
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Com a ajuda de monitores de solugao, o estado estatisticamente estacionario foi
definido para t > 239t*. A partir desse ponto, as solugdes foram calculadas por mais 239¢*
para amostragem, com coletas a cada 10 passos de tempo, resultando em um total de 300
amostras. Todos os resultados apresentados a seguir foram adimensionalizados, sendo os

dos métodos hibridos uma média estatistica dessas 150 amostras.

Na Figura 5.7, sdo apresentados os campos adimensionalizados das variaveis de
interesse do escoamento, que ilustram o escoamento sobre degrau, representado pelo modelo

LS. Na Figura 5.7b, o coeficiente de pressao é definido por

C, = 2<pU_02p°), (5.28)
onde py denota a pressao de referéncia na parede em x/H = —5, conforme [52]. Esses
campos oferecem uma visao detalhada sobre o comportamento do escoamento médio sobre
o degrau descendente, permitindo destacar aspectos importantes do fluxo. Pelos campos
de velocidade (Fig. 5.7a) e de pressao (Fig. 5.7b), é possivel identificar a separacao
(ou descolamento) da camada limite provocada pela expansdao brusca do degrau e a
subsequente formacao de uma camada cisalhante. A rapida expansao do canal gera um
gradiente de pressao adverso, que retarda a velocidade do fluxo e, em conjunto com a
separagao, contribui para a formacao de uma regiao de recirculacao adjacente ao degrau.
Imediatamente a jusante dessa recirculagao, a camada cisalhante atinge a parede, no
chamado ponto de recolamento [77], marcando o inicio do redesenvolvimento da camada
limite. Pelos campos de energia cinética turbulenta (Fig. 5.7c) e de taxa de dissipagao
da energia cinética turbulenta (Fig. 5.7d), podemos observar a formagao da camada

cisalhante, onde s@o maiores os niveis da energia cinética turbulenta e da sua dissipagao.

Na Figura 5.8, sdo apresentadas as comparagoes dos perfis de velocidade entre
os resultados DNS de Le et al. [52] e os resultados obtidos pelo modelo de Launder-
Sharma em diferentes posi¢oes a jusante do degrau. Observamos uma boa concordancia
entre os resultados do método hibrido e do OpenFOAM, os quais também apresentam
proximidade com a referéncia DNS. Além disso, é interessante notar que essa proximidade
com DNS aumenta com a distancia x/H, principalmente devido a transigdo de uma regiao

de recirculacao para uma de camada limite.

A Figura 5.9 mostra os coeficientes de pressao na parede a jusante do degrau
obtidos por meio das simulacoes utilizando o método hibrido e o OpenFOAM, comparados
aos dados experimentais desenvolvidos em [46]. Em todo o dominio, podemos observar que
os resultados numéricos do método hibrido e do OpenFOAM estao bem proximos. Porém,
em relagao aos dados de referéncia, os resultados simulados comecam a se distanciar do

experimental para z/H > 5.

Além disso, em torno de x/H = 15, podemos observar oscilagoes nas simulagoes do

método hibrido, mais prolongadas e de maiores amplitudes quando empregamos a mesma
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ordem de aproximacao para velocidade e pressao (I = m). A causa dessas oscilagdes
provavelmente esta relacionada a efeitos de valores elevados do gradiente de pressao nos

elementos da parede com alta razao de aspecto.
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cobertura da subcamada viscosa, ao mesmo tempo em que mantemos a razao de aspecto

desses elementos menor que 20, assegurando, assim, a estabilidade do método.
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solugoes foram calculadas por um tempo total de T'= 3.6 x 10°H/U,,, convergindo para

um estado estacionario.

Os resultados dos perfis de velocidade e de energia cinética turbulenta estao

normalizados pela velocidade de atrito, como segue:

U
ut="2 e kT
Ur

= :3, (5.30)
e sdo comparados nos graficos da Figura 5.12. Na Figura 5.12a, podemos notar que os perfis
de velocidade dos dois modelos estao préoximos, e ambos apresentam boa concordancia
com os resultados DNS para y* < 30. Entretanto, na regiao logaritmica, os perfis
RANS sobrestimam a referéncia. Pelo grafico dos perfis de energia cinética (Fig. 5.12b),
observamos um melhor desempenho do modelo k- de Chien, que se aproxima do pico de

energia cinética turbulenta préximo a parede, dos resultados DNS de Kim et al. em [47].
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os modelos de Chien e LS, seguidos pelo perfil DNS, representam com excelente precisao
o comportamento da subcamada viscosa do escoamento, dada pela lei da parede (5.31).
J& o comportamento da camada logaritmica, nem mesmo a abordagem DNS mantém
a precisao observada na subcamada viscosa, e os modelos RANS, mesmo ajustando a

constante aditiva para C' = 5.5, se distanciam da curva de referéncia dada pela lei.
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METODO HIiBRIDO PARA O MODELO SPALART-ALLMARAS

Neste capitulo, apresentamos a formulagao hibrida para o modelo de Spalart-
Allmaras [79] que combinada ao método hibrido para as equagoes RANS (4.2) é aplicada
a problemas de escoamentos turbulentos. Os resultados sdo comparados com dados da
literatura e com as aproximacoes obtidas pelo OpenFOAM. Os escoamentos analisados
incluem o jato plano turbulento, o escoamento sobre degrau e o escoamento em torno do
aerofélio Eppler 387 [54]. Ressaltamos que esses casos foram selecionados adequadamente,

estando dentro das aplicabilidades usuais do modelo SA.

6.1 FORMULACAO HIBRIDA

A formulacao hibrida estabilizada para o modelo de Spalart-Allmaras é obtida a
partir de (4.30), realizando as substituigoes dos parametros conforme indicado na Tabela
4.1.

Destacamos que o método hibrido utilizado para o modelo Spalart-Allmaras
mostrou-se suficientemente estavel para as faixas de niimero de Reynolds adotadas. Por-
tanto, nas simulagoes realizadas, nao utilizamos a difusao artificial baseada no esquema de

captura de descontinuidade (4.21). Por este motivo, ela ndo aparece na formulagao (6.1).

Além disso, apresentamos a formulacao nas formas linear e bilinear para relacionar
com a técnica de condensagao estédtica (ver Se¢ao 3.1.3), considerando que o vetor U é
formado pelos graus de liberdade de 7 e o vetor A pelos de , e ressaltamos que o processo
de resolucao segue o algoritmo ilustrado na Figura 4.1b. Posto isso, apresentamos a seguir

a formulagdo hibrida para o modelo Spalart-Allmaras:

Dados v, 7, u, g e At, encontrar 7't € Q! e = Q nos passos de tempon =0,1,2, ...,

tal que
asa(Tp qn) + bsa(Pny an) = foalan), Van € @,
PN ~ A 6.1
S don@ G+ Y coalbndn) =0, Vi € O (6-)
KeT, KeT,
onde

ass G a) = 5 [ [ (4 (VA Vanax
1
— —/ (v+ o) (Vortt - n)g,ds — —/ (I/+ﬁ,?)(th~n)17}Z’Hds
o Jok
+/ u- VV”H qhdx+/ cblfthuh qhdx+/ cwlfw Vhl/,?“qhdx

[ Giads+ [ 5w n)guds (6.2)

S 1 ~n 2 S S
bsa(Vn,qn) = p /aK(l/ + 3 ) (Vg - n)vpds — /8K Bovnqnds — /é)K Uplup, - n)_gpds (6.3)
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1
dsa (T Gn) = / (v+o) (Vi n qhds—/ Bovp g ds

— / oy, - 0] gnds (6.4)
Coa(Dny Gn) = /BK Botndnds + /aK Un[w, - 0]y Grds (6.5)

fsalan) = At/ VthdX+/ — (V) thx+/ e ST qrdx
2
c v
—I—/K 2t ( 5) qndx (6.6)

sendo

v ”) . (6.7)

B =0 () 5
Na formulagio (6.1), as funges empiricas fio (2.74), S (2.75) e f,, (2.78) dependem

da variavel 7,. Portanto, em todas essas fungoes, 7, é atrasada no tempo.

6.2 RESULTADOS NUMERICOS

Nas subsecoes a seguir, verificamos a combinacao da formulagao hibrida para as
equagoes RANS com o método hibrido para o modelo SA, aplicada aos problemas do jato

plano turbulento, escoamento sobre degrau e em torno do aerofélio Eppler 387.

Nas simula¢oes do método hibrido, fixamos o valor 5, = 50 para (3, (4.8) e [3;
(6.7), e a tolerancia absoluta de tol = 107¢ para o método de Newton, conforme adotado
para os modelos k-e do Capitulo 5. Além disso, todos os escoamentos convergiram para
seu estado estacionario, identificado com a ajuda dos monitores de solugao, onde foram

monitoradas velocidade e viscosidade turbulenta modificada.

6.2.1 Jato plano turbulento

O jato plano turbulento simulado na Secao 5.2.1 utilizando o modelo k-¢ Padrao e
os valores Re = 3 x 10* e U; /U; = 0.16 é repetido nesta secdo para verificar a formulagao
hibrida para o modelo Spalart-Allmaras. Foram mantidas as malhas da Figura 5.1 e as
condigoes de contorno para u. Ja para os valores de ¥ nos contornos, adotamos 5v na
descarga do jato e 50v na entrada da corrente livre, e nos demais aplicamos condicao de

Neumann homogénea.

Como condic¢ao inicial para u e 7, utilizamos os valores da entrada da corrente
livre em todo o dominio. O passo de tempo foi mantido, de At = 0.504t*, e as solugoes
aproximadas foram calculadas até o tempo final de 7" = 1512t*, realizando um total de
3000 passos de tempo. Elementos finitos Q1 Qo-p1/@Q1-p1 € Q1Q1-p1/Q1-p1 foram usados
com a malha fina (Figura 5.1a) e Q2Q1-p2/Q2-p2 € Q2Qa-pa/Q2-po com a malha grosseira
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(Figura 5.1b). As simulagoes do OpenFOAM foram realizadas utilizando apenas a malha

fina.

Os campos de velocidade e viscosidade turbulenta modificada mostrados na Figura
6.1 ilustram o jato plano turbulento reproduzido pela formulacao hibrida para o modelo
de Spalart-Allmaras. O campo de velocidade (Fig. 6.1a) segue o mesmo comportamento
visto no modelo k-¢ (Se¢ao 5.2.2). No campo da propriedade ficticia 7 (Fig. 6.1b), temos
os maiores valores a medida que nos distanciamos da descarga. Por este campo também

podemos notar a importancia da altura crescente do dominio.

A Figura 6.2 apresenta a variacao da velocidade de centro do jato ao longo do
eixo x. Os resultados mostram uma boa concordancia das aproximacoes obtidas pelo
método hibrido com o OpenFOAM. Contudo, tanto as aproximacoes obtidas pelo método
hibrido quanto pelo OpenFOAM demonstraram uma discrepancia em relagao aos dados

experimentais.
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6.2.2 Escoamento turbulento sobre degrau descendente

A formulacao hibrida para o modelo Spalart-Allmaras é também verificada no
escoamento sobre degrau descendente, empregando Re = 5100 e razao de expansao de 1.2.
Nestas simulagoes, mantivemos as mesmas malhas (Figura 5.6), condigoes de contorno e
inicial para u e passo de tempo utilizados na Se¢do 5.2.2. Para a variavel 7, foi aplicado
o valor de 5v no contorno de entrada, que também foi utilizado como condi¢ao inicial
em todo o dominio. Na parede (contorno inferior), foi aplicada condi¢do de Dirichlet
homogénea, e nos demais contornos (a direita e superior), foi imposta a condigdo de

Neumann homogénea.

As solugoes foram calculadas até o tempo final T' = 239t* e foram obtidas para
elementos Q;Qo-p1/Q1-p1 empregando a malha refinada (Fig. 5.6b) e QuQ1-pa/Q2-p2
utilizando a malha grosseira (Figura 5.6a). As simulagoes do OpenFOAM foram realizadas

apenas na malha mais refinada.
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O escoamento sobre degrau reproduzido pela formulagao hibrida do modelo SA é
ilustrado na Figura 6.5, onde sdo apresentados os campos adimensionais da magnitude
da velocidade, do coeficiente de pressao e da viscosidade turbulenta modificada, sendo
C, definido pela expressao (5.28). Os campos de velocidade e pressao seguem o que foi
apresentado no modelo k-¢ de LS (Secao 5.2.2). J4 os campos de viscosidade turbulenta
modificada () mostram que os maiores valores dessa quantidade ocorrem na regiao de

recirculagao e na de redesenvolvimento da camada limite, conforme o esperado.

A Figura 6.6 exibe a variagao do coeficiente de pressao C, ao longo da parede
a jusante do degrau, onde observamos uma boa concordancia dos resultados numéricos
com os dados de referéncia. Assim como ocorreu com o modelo de Launder-Sharma (ver
Secao 5.2.2), também observamos oscilagdes em torno de x/H = 15. No entanto, para o
modelo SA, essas oscilagbes ocorrem em menores amplitudes. A causa dessas oscilagoes é
provavelmente a mesma, estando relacionada ao gradiente de pressao e a elementos com

alta razao de aspecto.
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6.2.3 Escoamento turbulento em torno do aerofélio Eppler 387

O modelo SA é reconhecido por reproduzir com precisao escoamentos em torno de
aerofélios, obtendo valores precisos para os coeficientes de arrasto e sustentacao [89]. Nesse
sentido, a formulacao (6.1) é aplicada para reproduzir escoamentos em torno do aerofélio
Eppler 387 (Figura 6.9), estudado experimentalmente por McGhee em [54], em que sao
reproduzidos os dados experimentais para angulos de ataque 6 = 0°,5°,10°, para niimero
de Reynolds 10°, com base no comprimento da corda do aerofélio ¢ e na velocidade de
corrente livre Uy. Os resultados dos coeficientes de arrasto e sustentacao sao comparados

com dados experimentais e com o OpenFOAM.
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a discretizagao adequada da camada limite, e na tangencial em torno do bordo de ataque
para melhor capturar os gradientes no ponto de estagnagao do escoamento e evitar o

aparecimento de oscilagoes espurias na solugao aproximada.

No OpenFOAM, nas simulagoes realizadas para os trés angulos de ataque, obtivemos
uma altura méaxima de elemento de y™ =~ 10 em toda a superficie do aerofélio. Como em
Volumes Finitos as informagoes sao calculadas no centroide do elemento, esse n6 central
estd proximo do limite entre subcamada viscosa e intermediaria, atendendo o requerimento
destacado na Secao 2.2.3. Para garantir que o mesmo requisito fosse cumprido nas
simulacées do método hibrido, nos limitamos a empregar polindémios de ordem 2 para
velocidade e viscosidade turbulenta modificada, para que também tivéssemos graus de
liberdade para essas variaveis no centroide do elemento. Além disso, destacamos que os
elementos adjacentes a parede cumprem também o requisito da razao de aspecto menor
que 20. Imagens mais detalhadas da malha ao redor do aerofdlio e dos bordos de ataque e

de fuga sao mostradas nas Figuras 6.11 e 6.12.
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As simulagoes para os trés angulos de ataque foram realizadas direcionando a
velocidade de corrente livre sobre o contorno de entrada, que consiste no semicirculo e nos

contornos horizontais inferior e superior. Nesse contorno de entrada, aplicamos
u = Up[cos(f),sin(f)] e © =5 (6.8)

Sobre a superficie do aerofdlio, definiu-se condi¢ao de Dirichlet homogénea para u
e U, e sobre o contorno de saida (vertical a direita), especificamos Neumann homogénea

também para u e v.

Os mesmos valores fornecidos no contorno de entrada, ou seja, os valores das
expressoes (6.8), foram utilizados em todo o dominio como condi¢do inicial para as
simulagoes. O passo de tempo foi definido como At = 0.015¢*, onde t* = ¢/Uy, e os
coeficientes de arrasto e de sustentacao foram monitorados no decorrer das iteragdes para
definir o estado estacionario. Nesse sentido, a solucao foi calculada por 7" = 150t*, sendo

realizados um total de 10* passos de tempo.

As Figuras 6.13, 6.14 e 6.15 ilustram os campos do escoamento em torno do
aerofélio, sobrepostos por linhas de corrente, para os angulos de ataque de 0°, 5° e 10°,
respectivamente. Esses campos consistem das aproximacoes para velocidade, pressao e
viscosidade turbulenta modificada, obtidas pelo método hibrido do modelo SA, e revelam

caracteristicas comuns de escoamentos em torno de aerofélios.

Nos campos de velocidade e pressao de todos os angulos de ataque (Fig. 6.13a—
6.13b, 6.14a—6.14b e 6.15a—6.15b), podemos observar claramente o ponto de estagnagao
do escoamento no bordo de ataque do aerofdlio, onde a pressao é maxima. Além disso,
devido ao arqueamento (ou curvatura) do aerofélio Eppler 387, notamos sobre o extradorso
(superficie superior) uma regiao de velocidade maxima, acompanhada por uma regiao de

pressao minima.

As linhas de corrente permitem observar como o aerofélio redireciona o fluxo para
obter sustentacdo. Para o dngulo de ataque 0° (Fig. 6.13), percebemos que as linhas sdo
ortogonais a lateral esquerda das figuras, sofrendo uma mudanca de direcdo devida ao
aerofdlio que gera uma curvatura das linhas no limite lateral direito das figuras. Ainda,
para os angulos de 5° e 10° (Fig. 6.14-6.15), considerando a dire¢ao do escoamento,

podemos notar como as linhas sdo curvadas ao se aproximarem do aerofdlio.

Adicionalmente, para o campo de velocidade com 6 = 10° (Fig. 6.15a), sobre o
extradorso do aerofdlio e proximo ao bordo de fuga, é possivel observar um principio
de separacao do escoamento. Nessa regiao, a espessura da camada limite aumenta
significativamente devido ao alto angulo de ataque e ao gradiente de pressao adverso

presente nesta regiao.

Para comparagao com os dados obtidos experimentalmente por McGhee em [54],

os coeficientes de arrasto e de sustentacao do aerofdlio, sdo calculados, respectivamente,
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como
2Fp 2F7,

UgAref g UgATEf

onde A,.; denota a 4rea de referéncia, dada pela area projetada da asa, e Fp e Fp

Cp (6.9)

representam, respectivamente, as forcas de arrasto e de sustentagao
Fp = F,cos(8) + F,sin(f) e Fj = F,cos(f)— F,sin(0), (6.10)

onde F, e F} sao as componentes do vetor for¢a atuando sobre o aerofélio, esse definido
como

[Fy, F)) = Agurs(pI — vVu)n (6.11)

sendo Ay, a drea de superficie do aerofélio e n o vetor unitario normal apontando para
fora do dominio (para dentro do aerofélio). No vetor forga (6.11), temos somente a agao

da viscosidade molecular porque nas paredes a viscosidade turbulenta é nula.

Na Tabela 6.1, comparamos esses coeficientes obtidos experimentalmente por
McGhee em [54] com as aproximagdes do OpenFOAM e do método hibrido, onde podemos
observar que para angulos de ataque de 0° e 10°, os resultados do OpenFOAM estao mais
proximos da referéncia, enquanto que para § = 5° os resultados do método hibrido sdo os

que mais se aproximam da referéncia.

0° 5° 10°
Resultado Ch Cr Ch Cr Ch Cy

Experimental [54] 0.0167 0.390 0.0240 0.873 0.0413 1.20
OpenFOAM 0.0169 0.356 0.0214 0.880 0.0372 1.29
Q2Q1-p2/Q2-p2  0.0201 0.349 0.0231 0.866 0.0357 1.30

Tabela 6.1 — Coeficientes de arrasto e sustentacao do aerofélio Eppler 387 para diferentes
angulos de ataque obtidos pelas abordagens em destaque.
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CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho, investigamos o uso de métodos de elementos finitos hibridos para
resolver problemas de turbuléncia modelados pelas equagoes médias de Navier-Stokes
(RANS) combinadas com os modelos k-¢ ou Spalart-Allmaras. As formulagoes foram
linearizadas utilizando o método de Newton para as equagoes RANS, e o método de Picard
para o modelo k-e. A formulacao gerada é discretizada implicitamente no tempo pelo
método de Euler de primeira ordem e resolvida adotando a estratégia de condensacao
estatica, que busca reduzir o custo de resolucao do sistema linear. Visando reduzir ainda
mais o custo computacional, empregamos aproximagoes continuas para os multiplicadores
de Lagrange. Para estabilizagdo dos efeitos convectivos e reativos, empregamos esquemas
upwind e de captura de descontinuidade, respectivamente, em conjunto com o modelo
k-¢ para evitar aproximacgoes negativas para as variaveis de turbuléncia. A partir das
metodologias hibridas apresentadas para os modelos RANS e de turbuléncia, propomos
uma estratégia de resolucao que desacopla as equagoes médias de Navier-Stokes das
equagoes de turbuléncia, atrasando no tempo a viscosidade turbulenta. O algoritmo

proposto é aplicado de forma sequencial até que o tempo final de simulagao seja atingido.

A metodologia proposta foi empregada para simular problemas cldssicos de turbu-
léncia, onde os resultados foram comparados a aproximagoes obtidas pelo software livre de
Volumes Finitos OpenFOAM, bem como a dados experimentais e numéricos da literatura.
As formulagoes dos modelos k-£ e Spalart-Allmaras foram aplicadas a simulagoes de
escoamentos turbulentos diversos, como jato plano, escoamento sobre degrau descendente,
escoamento totalmente desenvolvido em canal e em torno do aerofélio Eppler 387. Na
simulacao do jato plano, a formulacao hibrida do modelo k-¢ exibiu resultados satisfatorios,

com boa concordancia com os resultados do OpenFOAM.

Na simulacao do jato plano pelo método hibrido, os efeitos transientes da solugao
se mantiveram, e monitores de solugao foram introduzidos em pontos estratégicos do
dominio para ajudar na identificacdo do estado estatisticamente estacionario do escoamento.
Nesse contexto, foram colhidas amostras instantaneas utilizadas para gerar resultados em
torno de uma média dessas amostras. Os resultados gerados seguiram o comportamento
esperado, mostrando boa concordancia com resultados obtidos pelo OpenFOAM e dados
experimentais. A formulagao hibrida do modelo k- de Launder-Sharma foi aplicada a
solucao de um escoamento sobre degrau, em que a solugao também nao convergiu para
um estado estacionario, e a mesma estratégia de amostragem utilizada no problema do
jato, foi empregada. Os resultados do método hibrido também mostraram boa precisao
com relagao ao OpenFOAM e as referéncias experimental e DNS. Entretanto, algumas
instabilidades surgiram no escoamento e provavelmente estao relacionadas a elevados
gradientes de pressao em elementos com alta razao de aspecto que precisam ser melhor

investigadas em trabalhos posteriores. A formulagdo do modelo k-¢ de Chien foi aplicada
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a solugdo de um escoamento turbulento totalmente desenvolvido em canal. Seguindo o
padrao usual de simulagoes de escoamentos totalmente desenvolvidos, foram definidas
condigoes de contorno para a pressao, sendo impostas de forma fraca através da equagao
do multiplicador. Os resultados do método hibrido apresentaram boa concordancia com

os dados de uma abordagem DNS da literatura.

A formulacao hibrida para o modelo de Spalart-Allmaras também foi empregada na
simulagao dos escoamentos do jato e sobre degrau, produzindo resultados que apresentaram
excelente concordancia com as aproximacoes do OpenFOAM. Para esse modelo, as solu¢oes
alcancaram o estado estacionario, e nao se fez necessario utilizar medidas de amostragem
e médias, como foi o caso nos modelos k-e. No entanto, monitores de solu¢ao ainda foram
utilizados apenas para identificar o estado estacionario. Por fim, a formula¢ao do modelo
SA foi empregada na reprodugdo do escoamento turbulento em torno do aerofélio Eppler
387, com resultados positivos obtidos pelo método hibrido, comparaveis as evidéncias

experimentais e aos resultados do OpenFOAM.

A partir dos estudos realizados nesta dissertacao, surgiram diversas possibilidades

que podem ser abordadas em possiveis trabalhos futuros,tais como:

o Simular outros modelos de turbuléncia RANS, como o modelo SST k-w de Menter
[55], que tem se mostrado eficiente para resolugdo de uma ampla gama de escoamentos

turbulentos com diferentes comportamentos;

« Estudar outras abordagens hibridas com diferentes escolhas de multiplicadores, que
aumentem o numero de graus de liberdade do problema global, mas que preservem

a propriedade de conservacao de massa como em [67];

o Utilizar esquemas de mais alta ordem no espago, que permitam aproximagcoes mais

precisas e estaveis [67];

« Usar outras abordagens de discretizacao no tempo, como os métodos de alta ordem
BDF (Backward Differentiation Formula) conforme abordado em [27] para problemas

de difusao-reagao;

o Desenvolver métodos hibridos para a abordagem LES, que se beneficie de aproxima-
coes de mais alta ordem, tanto no espago quanto no tempo, e que dado o avango

computacional, estdo ganhando destaque em campos da Engenharia [68];

o Desenvolver diferentes combinagoes de elementos quadrilaterais e triangulares para
lidar com malhas anisotrépicas, mantendo a estabilidade do método e a qualidade

das aproximagoes [8];

o Introduzir técnicas de adaptatividade h e p ao método hibrido, que podem ser
aplicadas para alcancar solugoes altamente precisas em regides especificas do dominio,

como em camadas limite e cisalhantes;
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» Paralelizacao do cddigo para viabilizar simulagoes de grande porte, especialmente
no contexto da modelagem LES, que lida com problemas transientes em dominios
tridimensionais e exigem malhas extremamente refinadas. Além de escoamentos
complexos a elevados niimeros de Reynolds representados pela abordagem RANS,
também exigem altos niveis de discretizacao, que também se beneficiariam da

paralelizacao.
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