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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo estudar as propriedades Total Variation Diminishing

(TVD), Total Variation Diminishing in the Means (TVDM) e Total Variation Bounded

in the Means (TVBM) de um método Strong-Stability-Preserving Runge-Kutta Discon-

tinuous Galerkin (SSP-RKDG) desenvolvido para resolver problemas diferenciais com

natureza convectiva escritos na forma de leis de conservação. São investigadas também as

propriedades TVD e Total Variation Bounded (TVB) de um método de elementos finitos

misto e híbrido construído para resolver problemas de convecção e difusão. A motivação

para este estudo é a verificação da adequação dos métodos à simulação da injeção de

espuma para a recuperação avançada de petróleo. Foram estudadas as propriedades de

estabilidade e convergência dos esquemas, concluindo a necessidade da implementação

de limitadores de fluxo nas soluções aproximadas para que o método SSP-RKDG satis-

faça as propriedades TVD, TVDM e/ou TVBM. A investigação do método SSP-RKDG

foi substancialmente desenvolvida a partir dos trabalhos [16] e [25]. É apresentada uma

estrutura geral do método, passando pela discretização espacial via método de Galerkin

Descontínuo e pela utilização de métodos explícitos e estáveis SSP Runge-Kutta para o

tratamento da variável temporal. Algumas demonstrações de resultados que garantem

propriedades de estabilidade dos métodos com e sem limitadores de fluxo são feitas de

maneira detalhada. Para o método misto híbrido, o estudo teve como norte os trabalhos

[55] e [30]. A análise para este método esteve voltada à verificação da propriedade de

estabilidade de casos específicos.

Palavras-chave: TVD. Estabilidade. Convecção. Método SSP-RKDG. Método DMH1.



ABSTRACT

The present work aims to study the properties Total Variation Diminishing (TVD), To-

tal Variation Diminishing in the Means (TVDM) and Total Variation Bounded in the

Means (TVBM) of a Strong-Stability-Preserving Runge-Kutta Discontinuous Galerkin

(SSP-RKDG) method developed to solve differential problems with a convective nature

written in the form of conservation laws. The TVD and Total Variation Bounded (TVB)

properties of a mixed and hybrid finite element method built to solve convection and

diffusion problems are also investigated. The motivation for this study is to verify the

adequacy of the methods to the simulation of foam injection for enhanced oil recovery.

The stability and convergence properties of the schemes were studied, concluding that

it is necessary to implement flux limiters in the approximate solutions so that the SSP-

RKDG method satisfies the TVD, TVDM and/or TVBM properties. The investigation

on the SSP-RKDG method was substantially developed from the works [16] and [25]. A

general structure of the method is presented, going through the spatial discretization via

the Discontinuous Galerkin method and the use of explicit and stable SSP Runge-Kutta

methods for the treatment of the temporal variable; some demonstrations of results are

made in detail in order to guarantee stability properties of the methods with and with-

out flux limiters. For the mixed and hybrid method, the study was based on the works

[55] and [30]. The analysis for this method was aimed to verify the stability property in

specific cases.

Keywords: TVD. Stability. Convection. SSP-RKDG method. DMH1 method.
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1 INTRODUÇÃO

Problemas de interesse prático nos quais a convecção exerce um papel importante

aparecem em variadas aplicações, como dinâmica de fluidos newtonianos [3, 12, 13] e

não-newtonianos (comportamento de espumas em meios porosos) [42, 63], recuperação

avançada de petróleo [3, 11, 42, 63], transporte de contaminantes em aquíferos [27], di-

nâmica populacional [61, 62], modelagem de águas rasas [54], previsão do tempo [59],

oceanografia [53], dinâmica de gases [23], fluxos viscoelásticos [29], turbulentos [39], gra-

nulares [36], compressíveis [5] e incompressíveis [21], aeroacústica [52], turbomáquinas

(bombas e compressores centrífugos, turbina hidráulica, etc.) [6], simulações de dispositi-

vos semicondutores [15], magneto-hidrodinâmica [60], eletromagnetismo [4], entre diversas

outras. Por esse motivo, criar métodos robustos, precisos e eficientes para resolver nume-

ricamente esses tipos de problemas tornou-se uma atividade de considerável importância

e, como esperado, atraiu o interesse de muitos pesquisadores [22].

A modelagem destes fenômenos é complexa por diversas causas. A solução exata

de problemas em que a convecção é o fenômeno dominante pode desenvolver descontinui-

dades em tempo finito. Esse tipo de solução pode exibir uma estrutura muito complexa

perto das descontinuidades [22]. Ao construir métodos numéricos para essas aplicações,

deve-se garantir que as descontinuidades da solução aproximada sejam fisicamente cor-

retas. Busca-se assegurar que o aparecimento de uma descontinuidade na solução apro-

ximada não produza oscilações espúrias que prejudiquem a qualidade da aproximação.

Enquanto assegura isso, o método deve permanecer suficientemente preciso perto dessa

descontinuidade para capturar a estrutura rica da solução exata [22]. Essas complicações

passaram a ser contornadas com o uso de esquemas de diferenças e volumes finitos de alta

resolução por meio de fluxos numéricos e limitadores de fluxo adequadamente definidos

[8, 51]. Os métodos de Galerkin Descontínuo, ou simplesmente “DG”, do inglês Dis-

continuous Galerkin, admitem soluções aproximadas descontínuas, fazendo com que eles

possam ser usados na solução de problemas com natureza predominantemente convectiva

[16, 22, 24, 25]. Alguns esquemas DG, desenvolvidos para a resolução deste tipo de pro-

blema, também incorporam em sua estrutura as ideias de fluxos numéricos e limitadores

de fluxo, por exemplo, o método proposto em [25]. Com isso, são capazes de capturar

descontinuidades sem produzir oscilações espúrias perto delas [22].

Um dos esquemas DG que obteve sucesso na solução de problemas convecti-

vos foi o Strong-Stability-Preserving Runge-Kutta Discontinuous Galerkin (SSP-RKDG)

[35]. Também conhecido como Total Variation Diminishing Runge-Kutta Discontinuous

Galerkin (TVD-RKDG) [16, 25], apresenta as seguintes vantagens principais sobre os

métodos clássicos de volumes, diferenças e elementos finitos [22]:
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- São altamente paralelizáveis. Como as aproximações são descontínuas, a matriz de

massa é diagonal por blocos. O tamanho dos blocos é igual ao número de graus

de liberdade dentro dos elementos correspondentes, portanto, cada bloco pode ser

invertido independentemente dos demais;

- Permite refinar a malha sem levar em conta as restrições de continuidade típicas

dos métodos de elementos finitos conformes;

- Podem possuir precisão de alta ordem, tanto no espaço quanto no tempo. A discre-

tização descontínua do espaço possibilita uma aproximação de alta ordem, mesmo

na presença de descontinuidades. No tempo, a discretização é feita por esquemas de

integração do tipo Runge-Kutta, os quais podem garantir precisão de alta ordem.

Apesar das vantagens citadas, alguns problemas também são encontrados [22, 25]:

- Em ordens superiores, exigem um tratamento especial em sua construção para evitar

oscilações próximas de descontinuidades, como o uso de limitadores de fluxo;

- Sua estabilidade, em muitos casos, fica limitada por uma condição CFL mais restrita

que as necessárias para os métodos clássicos.

O método foi apresentado em [25] e revisado em [16]. Ele tem como objetivo

resolver numericamente Equações Diferenciais Parciais (EDPs) hiperbólicas não lineares

com convecção dominante. Como o próprio nome sugere, o método é obtido realizando a

combinação de um método Runge-Kutta que preserva a estabilidade forte e um esquema

DG, sendo o segundo usado para a discretização espacial e o primeiro para resolver o

sistema de Equações Diferenciais Ordinárias (EDOs) resultante. O seu potencial está na

junção das propriedades dos esquemas DG, como aproximações por funções descontínuas,

com a dos métodos Strong-Stability-Preserving Runge–Kutta (SSP-RK), por exemplo,

estabilidade e capacidade de atingir alta ordem. Uma investigação numérica do método

SSP-RKDG bastante interessante pode ser encontrada em [57] e [58].

Um dos principais objetivos deste trabalho é estudar as propriedades de estabili-

dade do método SSP-RKDG, via resultados de Total Variation Diminishing (TVD), Total

Variation Diminishing in the Means (TVDM) e Total Variation Bounded in the Means

(TVBM) [25, 28, 56]. Baseadas nos trabalhos [16], [19], [25] e [43], são analisadas também

algumas propriedades de convergência.

Outro objetivo que inspirou o estudo desenvolvido foi a busca pelo entendimento

dos argumentos utilizados em [25] para mostrar as propriedades de estabilidade, via re-

sultados de TVD, TVDM e TVBM, para aplicá-los a um método Dual Mixed and Hybrid

apresentado em [55] e [30], chamado pelos autores de DMH1. Este método também
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apresenta aproximação por funções descontínuas e, portanto, possui algumas característi-

cas comuns aos métodos DG, por exemplo, facilidade de paralelização e possibilidade de

refinamentos adaptativos da malha.

Nos trabalhos [55] e [30] os autores propõem o estudo da estabilidade do método

DMH1 através da técnica de variação limitada usando integração reduzida. Notamos

que esta abordagem apresenta algumas limitações. Nesta dissertação propomos algumas

ideias e desenvolvemos alguns cálculos que podem ser utilizados para a investigação da

propriedade Total Variation Bounded (TVB), quando desconsideradas as aproximações

mencionadas. Embora os resultados ainda não foram concluídos, acreditamos que este é

o caminho para a verificação da estabilidade.

A principal motivação para o estudo dos métodos SSP-RKDG e DMH1 é a sua

aplicação aos modelos de injeção de espuma em meios porosos para a recuperação avan-

çada de petróleo apresentados em [3, 42, 63], que possuem termos convectivos não-lineares

dominantes. Espera-se que esses métodos convirjam para a solução de entropia e consigam

capturar os choques e as propriedades complexas existentes perto das descontinuidades,

sem produzir oscilações indesejáveis.

O trabalho está organizado da maneira a seguir. O Capítulo 2 destina-se às defini-

ções e a alguns resultados básicos da análise funcional. Nele são expostas também algumas

noções sobre soluções fracas de uma lei de conservação. No Capítulo 3 é apresentada a

construção do método SSP-RKDG e são analisadas as propriedades de estabilidade e

convergência para casos particulares. O Capítulo 4 é destinado ao estudo analítico das

propriedades TVD, TVDM e TVBM, usadas para mostrar a estabilidade do esquema

após a utilização de limitadores de fluxo na solução aproximada. No Capítulo 5 apre-

sentamos de forma resumida a construção das formulações do método DMH1 e damos

início ao estudo das propriedades de estabilidade via resultados de TVD e TVB. Por fim,

no Capítulo 6, são feitas algumas considerações a respeito das investigações realizadas e

projetados alguns trabalhos que podem ser desenvolvidos futuramente.
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2 PRELIMINARES

Na primeira seção deste capítulo, apresentamos algumas definições e resultados

básicos da análise funcional. Em seguida, expomos brevemente a noção de soluções fracas

para a solução analítica de leis de conservação.

2.1 DEFINIÇÕES E RESULTADOS BÁSICOS

Para a construção dos métodos estudados neste trabalho é necessária a consi-

deração de alguns dos espaços de Lebesgue e Sobolev, além dos espaços de polinômios

quebrados [28, pág. 12]. Desta forma, destinamos esta seção à revisão de conceitos e

definições relativas a tais espaços.

Observação 2.1. Salvo exceções mencionadas, será usado Ω = (a, b), com a, b números

reais e a < b.

Definição 2.2. Seja p tal que 1 ≤ p < ∞. Definimos o espaço de Lebesgue Lp(Ω) como

Lp(Ω) := {v : Ω → R | v mensurável com ‖v‖Lp(Ω) < ∞},

em que a medida é induzida pela norma:

‖v‖Lp(Ω) :=
(∫

Ω
|v|p dx

) 1
p

.

Define-se também o espaço de Lebesgue

L∞(Ω) := {v : Ω → R | v mensurável e ‖v‖L∞(Ω) < ∞},

com a medida induzida pela norma:

‖v‖L∞(Ω) := inf{M > 0 tal que |v(x)| ≤ M q.t.p. x ∈ Ω}.

Definição 2.3. Seja φ : Ω → R uma função tal que φ Ó≡ 0. O suporte de φ, denotado por

supp(φ), é o fecho do conjunto dos pontos de Ω em que φ é não nula, isto é,

supp(φ) = {x ∈ Ω | φ(x) Ó= 0}.

Além disso, dizemos que φ tem suporte compacto quando supp(φ) for compacto.

Definição 2.4 (σ-derivada fraca). Seja v uma função no espaço de Lebesgue L2(Ω).

Dizemos que v é fracamente diferenciável se existir uma função w ∈ L2(Ω) tal que
∫

Ω
wϕ dx = (−1)σ

∫

Ω
vDσϕ dx,

para algum σ ∈ N, e todas as funções ϕ ∈ C∞
0 (Ω), isto é, para todas as funções infini-

tamente diferenciáveis com suporte compacto definidas em Ω. Neste caso a função w é

denominada uma σ-derivada fraca de v e recebe a notação Dσv.
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Usando essa noção de diferenciação podemos definir os espaços de Sobolev.

Definição 2.5. Sejam 1 ≤ p < ∞ e k ∈ N ∪ {0}. Dá-se o nome de espaço de Sobolev ao

seguinte conjunto:

W k,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω) | Dσu ∈ Lp e σ ∈ N ∪ {0}, σ ≤ k}.

Definição 2.6 (Espaço de Hilbert). Um espaço com produto interno H completo na

norma induzida pelo produto interno é dito espaço de Hilbert.

Observação 2.7. Os espaços de Sobolev W k,2(Ω), com k ∈ N ∪ {0}, são espaços de

Hilbert. Usaremos a notação usual Hk(Ω) := W k,2(Ω).

Outros espaços bastante usados na construção de métodos de elementos finitos

descontínuos são os espaços de polinômios quebrados. As definições expostas abaixo

baseiam-se na apresentação feita em [28].

Definição 2.8 (Espaço de polinômios). Sejam k ≥ 0, Ak := {0, 1, . . . , k} e I um intervalo

de R. Define-se o espaço de polinômios em I com grau até k como:

P
k(I) :=






p : I ∋ x Ô→ p(x) ∈ R | ∃ (γα)α∈Ak ∈ R

k+1 tal que p(x) =
∑

α∈Ak

γαxα






.

Para apresentarmos o conceito de espaços de polinômios quebrados em L2(Ω)

vamos considerar uma partição Th arbitrária do domínio Ω.

Definição 2.9 (Espaço de polinômios quebrados). Definimos por espaço de polinômios

quebrados o seguinte conjunto:

P
k(Th) :=

{

v ∈ L2(Ω) | v|Ii
∈ P

k(Ii), ∀ Ii ∈ Th

}

.

Definição 2.10 (Espaço de Sobolev quebrado). Dados um elemento Ii ∈ Th, m ≥ 0

inteiro e 1 ≤ p ≤ ∞, definem-se os espaços de Sobolev quebrados como:

W m,p(Th) :=
{

v ∈ L2(Ω) | v|Ii
∈ W m,p(Ii), ∀ Ii ∈ Th

}

.

No caso particular em que p = 2, denota-se

Hm(Th) := W m,2(Th).

2.2 SOLUÇÕES FRACAS DE UMA LEI DE CONSERVAÇÃO

As leis de conservação constituem uma classe especial das Equações Diferenciais

Parciais (EDPs) na forma de divergência. Essas equações são usadas para descrever vários

fenômenos que surgem em diversos campos da Física e Matemática [46, 47, 54]. Elas foram
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estudadas pela primeira vez no século XIX, em consequência do estudo da dinâmica dos

gases [46]. A forma geral dessa equação é dada por:

∂u

∂t
(x, t) +

∂f

∂x
(u(x, t)) = 0, (2.1)

em que u : R × R
+ → R caracteriza as variáveis de estado no ponto x, instante t e f é o

fluxo dessas variáveis [46, pág. 1].

A depender da definição do fluxo f a Equação (2.1) recebe nomes especiais, por

exemplo:

(a) Equação de Advecção Linear - Equação do Transporte.

A equação de advecção linear ou transporte é o exemplo mais simples da lei de

conservação escalar. A função de fluxo assume a forma

f(u) = αu, α ∈ R.

(b) Equação de Burgers - Equação invíscida de Burgers.

Para a equação de Burgers

f(u) =
u2

2
.

(c) Equação de Buckley-Leverett.

Um exemplo de equação de Buckley-Leverett é dado por:

f(u) =
u2

u2 + α(1 − u)2
,

em que α é uma constante.

2.2.1 Soluções fracas

Soluções suaves ou clássicas para a Equação (2.1) podem não existir. No entanto,

esses modelos surgem na Física, então espera-se que exista alguma forma de solução.

Além disso, por definição, a solução forte de uma equação diferencial parcial deve possuir

derivadas parciais em todo ponto (para que seja possível substituí-las na equação em cada

ponto a fim de verificar se ela realmente é uma solução). Neste contexto surge a noção de

soluções fracas, oriundas de uma formulação equivalente da equação diferencial que não

envolva o cálculo de derivadas explícitas [7, pág. 60]. Para motivar a definição deste tipo

de soluções, considere o seguinte Problema de Cauchy ou de Valor Inicial (PVI):
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Encontrar u(x, t) tal que

∂u

∂t
(x, t) +

∂f

∂x
(u(x, t)) = 0 em R × R

+,

u(x, 0) = u0(x) ∀ x ∈ R.

(2.2)
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Definição 2.11. Quando a condição inicial é constante por partes, digamos

u(x, 0) = u0(x) =







uL se x < 0,

uR se x ≥ 0,

o PVI dado em (2.2) é dito Problema de Riemann.

Assumindo que existam soluções para o Problema (2.2), multiplicando ambos os

lados da primeira equação de (2.2) por uma função suave com suporte compacto ϕ ∈
C1

0(R×R
+), comumente chamada de função teste, e integrando por partes sobre o domínio,

obtém-se [46, pág. 27]:
∫

R×R+
(uϕt + f(u)ϕx dx) dt +

∫

R

u0(x)ϕ(x, 0) dx = 0 ∀ ϕ ∈ C1
0(R × R

+). (2.3)

Definição 2.12. (Solução fraca [46, pág. 28]). Uma função u ∈ L1(R × R
+) é uma

solução fraca de (2.2) se a identidade (2.3) for válida.

As soluções fracas não são necessariamente diferenciáveis, nem mesmo contínuas.

Quando existem, as descontinuidades aparecem na natureza como ondas de choque.

2.2.2 Condição de Salto

As ondas de choque em soluções fracas não podem ser curvas arbitrárias no semi-

plano xt (R×R
+): elas devem satisfazer certas condições. Suponha que a solução fraca u

é suave em duas regiões distintas, separadas por uma onda de choque x = g(t), conforme

ilustrado na Figura 1. Assuma que u é continuamente diferenciável longe de g(t) e que

as regiões são dadas por R1 para x > g(t) e R2 para x < g(t) e que os limites laterais de

u e de suas derivadas parciais de primeira ordem existem e são finitos quando x → g(t)−

e x → g(t)+. Então, escolhendo a < g(t), b > g(t) e considerando a forma integral da

equação (2.1) [7, pág. 64], obtém-se

d

dt

∫ b

a
u(x, t) dx = F (a, t, u(a, t)) − F (b, t, u(b, t))

d

dt

∫ g(t)

a
u(x, t) dx +

d

dt

∫ b

g(t)
u(x, t) dx = F (a, t, u(a, t)) − F (b, t, u(b, t)), (2.4)

em que F (θ, t, u(θ, t)) ≡ f(u(θ, t)), com θ ∈ {a, b}.

Pela regra de Leibniz, pode-se escrever as duas integrais do primeiro membro de

(2.4) como

d

dt

∫ g(t)

a
u(x, t) dx =

∫ g(t)

a

d

dt
u(x, t) dx + u(g(t)−, t)g′(t), (2.5)

d

dt

∫ b

g(t)
u(x, t) dx =

∫ b

g(t)

d

dt
u(x, t) dx − u(g(t)+, t)g′(t). (2.6)
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Figura 1 – Regiões de choque.

Substituindo (2.5) e (2.6) em (2.4)
∫ g(t)

a

d

dt
u(x, t) dx +

∫ b

g(t)

d

dt
u(x, t) dx +

[

u(g(t)−, t) − u(g(t)+, t)
]

g′(t) =

= F (a, t, u(a, t)) − F (b, t, u(b, t)).

Sendo assim, considerando os limites a → g(t)− e b → g(t)+

[

u(g(t)−, t) − u(g(t)+, t)
]

g′(t) = F (g(t)−, t, u(g(t)−, t)) − F (g(t)+, t, u(g(t)+, t)).

Portanto, denotando uR = u(g(t)+, t) e uL = u(g(t)−, t), obtemos a relação

g′(t) JuK = JF (u)K , (2.7)

em que JuK = uR − uL e JF (u)K = F (g(t)+, t, uR) − F (g(t)−, t, uL).

Definição 2.13. (Condição Rankine-Hugoniot [7, pág. 65]). A igualdade dada em (2.7)

é chamada de condição de Rankine-Hugoniot ou simplesmente condição RH. Além disso,

s = g′(t) é denominada velocidade de propagação da onda de choque.

2.2.3 Condições de Entropia

Soluções fracas para o PVI apresentado em (2.2) podem não ser únicas, sendo

necessária uma condição adicional para determinar uma solução fisicamente relevante

[38]. Esta condição está relacionada às propriedades físicas do problema. Ela é chamada

condição de entropia e a solução fraca que a satisfaz é denominada solução de entropia

ou simplesmente solução entrópica.

Definição 2.14. Seja u uma solução fraca de (2.2) e considere uL e uR como os valores

correspondentes à esquerda e à direita de um choque. Então u é chamada de solução de

entropia se satisfizer algum dos seguintes critérios:
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• Condição de entropia de Lax [46, pág. 36]:

A velocidade de choque fornecida pela condição de salto Rankine-Hugoniot satisfaz

f ′(uL) > s > f ′(uR).

Se f é convexa, f ′′(u) ≥ 0, ∀ u ∈ R × R
+, então a condição se reduz a uL > uR.

• Condição de entropia de Oleinik [46, pág. 36]:

Para funções de fluxo não convexas, uma noção diferente de entropia é dada por

f(u) − f(uL)

u − uL
≥ s ≥ f(u) − f(uR)

u − uR
,

para todo u entre uL e uR.

A condição de Oleinik implica a condição de Lax, mas o contrário não é necessa-

riamente verdade. Mais ainda, a condição de Lax é equivalente a condição de Oleinik se,

e somente se, f for estritamente convexa, ou seja, f ′′ > 0.

2.2.3.1 Par Entropia

Um outro critério para seleção de solução entrópica é desenvolvido considerando

uma equação diferencial parabólica escrita na forma de um perfil viscoso [48, pág. 29].

Definição 2.15. (Solução viscosa [48, pág. 29]). Dizemos que u é uma solução viscosa

para (2.1) se ela pode ser obtida como o limite de soluções para a família de equações

∂uǫ

∂t
+

∂f

∂x
(uǫ) = ǫ

∂2uǫ

∂x2
, (2.8)

quando ǫ → 0.

Perceba que (2.8) é uma perturbação de (2.1). Essa modificação transforma a lei

de conservação em uma equação de convecção-difusão. Tais equações são semelhantes à

equação do calor e possuem soluções suaves, infinitamente diferenciáveis [48, pág. 29].

Definição 2.16. (Par entropia [48, pág. 29]). Sejam U : R → R uma função estritamente

convexa e F : R → R definida como:

F(u) =
∫ u

0
f ′(s)U ′(s) ds ⇒ F ′(u) = U ′(u)f ′(u),

em que a função f é a função de fluxo. A função U é chamada de função de entropia e

a função correspondente F é chamada de fluxo de entropia. Além disso, o par (U , F) é

denominado par entropia.
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Usando os mesmos argumentos que [48, pág. 29], isto é, multiplicando (2.8) por

U ′(uǫ), usando a Definição 2.16 e a regra da cadeia, obtém-se

U ′(uǫ)
∂uǫ

∂t
+ U ′(uǫ)

∂f

∂x
(uǫ) = ǫU ′(uǫ)

∂2uǫ

∂x2
(2.9)

U ′(uǫ)
∂uǫ

∂t
+ U ′(uǫ)f ′(uǫ)

∂uǫ

∂x
= ǫU ′(uǫ)

∂2uǫ

∂x2

U ′(uǫ)
∂uǫ

∂t
+ F ′(uǫ)

∂uǫ

∂x
= ǫU ′(uǫ)

∂2uǫ

∂x2

∂U
∂t

(uǫ) +
∂F
∂x

(uǫ) = ǫ
∂2U
∂x2

(uǫ) − ǫU ′′(uǫ)

(

∂uǫ

∂x

)2

. (2.10)

Como U é uma função convexa, tem-se U ′′ ≥ 0. Sendo assim, de (2.10),

∂U
∂t

(uǫ) +
∂F
∂x

(uǫ) ≤ ǫ
∂2U
∂x2

(uǫ). (2.11)

Com isso, pode ser demonstrado que u = lim
ǫ→0

uǫ existe e é uma solução fraca de

(2.1) [7, pág. 74]. Então, de (2.11),

∂U
∂t

(u) +
∂F
∂x

(u) ≤ 0. (2.12)

A desigualdade (2.12) recebe o nome de desigualdade de entropia.

Definição 2.17. Uma função u ∈ L∞(R × R
+) é uma solução entrópica de (2.2) se

satisfizer as seguintes condições:
(i) u é uma solução fraca de (2.2);

(ii) u satisfaz a desigualdade de entropia (2.12) para todo par entropia (U , F).

Qualquer função convexa U pode ser usada como uma função de entropia para o

problema (2.2). Em particular podem-se usar as funções entrópicas de Kruzkov.

Definição 2.18. (Pares entropia de Kruzkov [48, pág. 29]). Seja u ∈ L∞(R × R
+).

Define-se por função entrópica de Kruzkov a seguinte função:

U = U(u) = |u − c|,

para alguma constante c ∈ R, e o seu fluxo de entropia como

F = F(u) = sign(u − c)(f(u) − f(c)).

Além disso, diz-se que uma função u satisfaz a condição de entropia de Kruzkov se ela

cumpre:
∂

∂t
|u − c| +

∂

∂x
(sign(u − c)(f(u) − f(c))) ≤ 0.

Lema 2.19. Uma função u ∈ L∞(R × R
+) é uma solução de entropia de (2.2) se, e

somente se, satisfizer a condição de entropia de Kruzkov.

Demonstração. Uma prova para este resultado pode ser observada em [48, pág. 30].
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3 MÉTODO SSP-RKDG

Neste capítulo detalhamos a construção de um método RKDG elaborado para

resolver uma EDP hiperbólica não linear escrita na forma de uma lei de conservação

com variável espacial unidimensional. O principal objetivo do capítulo é apresentar um

estudo das propriedades de estabilidade e convergência dos esquemas propostos. Para isso

utilizaremos resultados que foram substancialmente baseados nos trabalhos [16, 24, 25].

O problema estudado pode ser apresentado da seguinte forma:
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Encontrar u : Ω × (0, T ) → R tal que

∂u

∂t
(x, t) +

∂f

∂x
(u(x, t)) = 0 em Ω × (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) ∀ x ∈ Ω,

com condições de contorno periódicas.

(3.1)

Uma solução do Problema (3.1) pode apresentar descontinuidades através de cur-

vas que a separam em regiões suaves por partes, como visto no Capítulo 2. Essas des-

continuidades se desenvolvem mesmo para condições iniciais regulares. Sendo assim, é

desejável obter um método capaz de encontrar uma solução com tais propriedades, ou

seja, que consiga capturar as regiões de choque sem produzir oscilações indesejáveis e

manter a ordem de aproximação desejada nas partes suaves longe das descontinuidades.

O estudo desenvolvido neste trabalho está restrito ao caso em que as condições de

contorno são periódicas. Um estudo de casos mais gerais podem ser desenvolvidos adi-

cionando algumas hipóteses sobre as condições de contorno não-periódicas, por exemplo,

uma limitação na norma L2.

Com o pensamento voltado para a busca de um método que atenda essas exigên-

cias iremos fazer o tratamento do problema pelos seguintes procedimentos: primeiro uma

discretização da componente espacial x via método de Galerkin Descontínuo que impli-

cará na montagem de um sistema de EDOs em termos da variável temporal t; depois, a

resolução desse sistema usando um método de Runge-Kutta.

Observação 3.1. Daqui em diante sempre que tivermos uma função qualquer g :
◦

Ω ⊂
R

2 → R e
◦

Ω aberto, serão usadas sem distinção as seguintes notações para derivada

(sentido clássico):
∂g

∂x
(x, t) e ∂xg(x, t).
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3.1 DISCRETIZAÇÃO DO ESPAÇO

Definição 3.2. A partição do intervalo Ω é dada por {xj+1/2}N
j=0 e pelos subintervalos

Ij = (xj−1/2, xj+1/2) em que j = 1, . . . , N e a = x1/2, b = xN+1/2. Além disso, será definido

∆xj = xj+1/2−xj−1/2, também para cada j = 1, . . . , N e usada a notação ∆x = max
1≤j≤N

∆xj.

Definição 3.3. Seja u : Ω → R uma função. Usaremos u+
j+1/2 e u−

j+1/2, j ∈ {0, . . . , N},

para denotar os limites de u à direita e à esquerda do ponto xj+1/2, respectivamente. Em

outras palavras, para um dado ǫ > 0 suficientemente pequeno

u+
j+1/2 = u(x+

j+1/2) =







lim
ǫ→0

u(xj+1/2 + ǫ) se j < N,

lim
ǫ→0

u(x1/2 + ǫ) se j = N,

u−
j+1/2 = u(x−

j+1/2) =







lim
ǫ→0

u(xj+1/2 − ǫ) se j > 0,

lim
ǫ→0

u(xN+1/2 − ǫ) se j = 0.

Além disso, definimos o salto de u no ponto xj+1/2, para j ∈ {0, . . . , N}, como
q
uj+1/2

y
:= u(x+

j+1/2) − u(x−
j+1/2).

Partindo do Problema (3.1), multiplicando a primeira equação por uma função

infinitamente diferenciável, com suporte compacto v(x) sobre Ij e integrando, também

sobre cada subintervalo de Ω, pode-se obter:
∫

Ij

∂u

∂t
(x, t)v(x) dx +

∫

Ij

∂f

∂x
(u(x, t))v(x) dx = 0.

O que, pela propriedade de integral por partes, implica em:
∫

Ij

∂u

∂t
(x, t)v(x) dx + f(u(x, t))v(x)|Ij

−
∫

Ij

f(u(x, t))
∂v

∂x
(x) dx = 0.

Desta forma,
∫

Ij

∂u

∂t
(x, t)v(x) dx −

∫

Ij

f(u(x, t))
∂v

∂x
(x) dx

+ f(u(x−
j+1/2, t))v(x−

j+1/2) − f(u(x+
j−1/2, t))v(x+

j−1/2) = 0.

A ideia básica do método de Galerkin Descontínuo para o Problema (3.1) é realizar

a aproximação uh(t) de u(t) com t ∈ (0, T ) e substituir v(x) por vh(x). As funções uh(x)

e vh(x) são contínuas por partes e pertencem a algum espaço de polinômios quebrados

(Definição 2.9. O espaço considerado neste trabalho será:

Vh = Vk
h ≡ {v ∈ L2(Ω) | v|Ij

∈ P
k(Ij), j = 1, . . . , N}, (3.2)

em que P
k(Ij) denota o espaço dos polinômios em Ij de grau menor ou igual a k.
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Ao realizar a substituição das funções v(x) por um elemento do espaço Vh (espaço

das funções testes) e a solução exata u(x, t) pela solução aproximada uh(x, t) deve-se ter

cuidado, pois a função uh(x, t) pode ser descontínua em algum ponto xj+1/2, ou seja,

uh(x−
j+1/2, t) Ó= uh(x+

j+1/2, t). Sendo assim, seguindo a ideia frequentemente usada em

métodos de volumes finitos, o fluxo f(uh(xj+1/2, t)) deve ser aproximado, nesses pontos,

por uma função de fluxo numérico dada por [10, pág. 6]:

f(uh(xj+1/2, t)) ≈ f̂(uh(x−
j+1/2, t), uh(x+

j+1/2, t)).

Observação 3.4. Neste trabalho serão usadas sem distinção as denominações função de

fluxo numérico e fluxo numérico para f̂ .

Na Seção 3.1.1 são evidenciadas algumas condições que o fluxo numérico deve

atender para que o método obtenha estabilidade e alguns exemplos deste tipo de fluxo.

Por simplicidade iremos assumir que a função u0(x) dada em Problema (3.1) per-

tence ao espaço Vk
h . Desta forma, usando a notação f̂j±1/2(t) = f̂(uh(x−

j±1/2, t), uh(x+
j±1/2, t)),

a solução aproximada uh dada pela discretização espacial DG é determinada resolvendo

o seguinte problema:
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Encontrar uh(x, t) tal que para todos t ∈ (0, T ), j = 1, . . . , N e vh(x) ∈ Vk
h :

∫

Ij

∂tuh(x, t)vh(x) dx −
∫

Ij

f(uh(x, t))∂xvh(x) dx

+f̂j+1/2(t)vh(x−
j+1/2) − f̂j−1/2(t)vh(x+

j−1/2) = 0,

uh(x, 0) = u0(x),

com condições de contorno periódicas e f̂ ainda a ser determinado.

(3.3)

3.1.1 Fluxos numéricos

Para concluir a Formulação (3.3), deve-se escolher de maneira adequada o fluxo

numérico f̂ . Essa escolha é o aspecto mais delicado e crucial da definição dos métodos

de Galerkin Descontínuo para leis de conservação, pois pode afetar sua consistência e

estabilidade [18]. Desta forma, destinamos esta subseção ao detalhamento deste conceito.

Definição 3.5. Dados uma discretização do espaço como a da Definição 3.2 e t1, t2 ∈
(0, T ), com t2 > t1, dizemos que o esquema é monótono se, para todo j = 1, . . . , N ,

uj+1(t1) ≥ uj(t1) (equiv. uj+1(t1) ≤ uj(t1)), então uj+1(t2) ≥ uj(t2) (equiv. uj+1(t2) ≤
uj(t2));

O método RKDG estudado neste trabalho é construído por meio de perturbações

de esquemas monótonos. A justificativa para o uso desta estratégia está no fato de os

esquemas monótonos serem precisos em ordens mais baixas (primeira ordem), bastante
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estáveis e convergirem para a solução de entropia [16, pág. 162]. Mais especificamente,

pretende-se verificar que no caso em que k = 0 na definição do espaço Vk
h dada em (3.2),

ou seja, quando a solução aproximada uh for constante por partes, a discretização da

componente espacial pelo método DG gera um esquema monótono e para as ordens mais

altas, o esquema satisfaz as mesmas condições de estabilidade que os esquemas monótonos.

Definição 3.6. Dados a, b, c, d ∈ R, dizemos que um fluxo numérico f̂ é:

(i) monótono, se f̂(a, b) for não-decrescente em a e não-crescente em b;

(ii) consistente, se para a função de fluxo f for satisfeito f̂(a, a) = f(a);

(iii) localmente Lipschitz, se existirem constantes positivas C1 e C2 tais que

|f̂(c, d) − f̂(a, b)| ≤ C1|c − a| + C2|d − b|.

Exemplo 3.7. Alguns dos fluxos numéricos mais conhecidos que cumprem as proprieda-

des definidas acima são [16, pág. 163]:

1. O fluxo de Godunov:

f̂G(a, b) =







min
a≤u≤b

f(u), se a < b,

max
a≥u≥b

f(u), se a ≥ b;

2. O fluxo de Engquist-Osher:

f̂EO(a, b) =
∫ b

0
min(f ′(s), 0) ds +

∫ a

0
max(f ′(s), 0) ds + f(0);

3. O fluxo de Lax-Friedrichs:

f̂LF (a, b) =
1

2
[f(a) + f(b) − C(b − a)],

C = max
inf u0(x)≤s≤sup u0(x)

|f ′(s)|;

4. O fluxo Local de Lax-Friedrichs:

f̂LLF (a, b) =
1

2
[f(a) + f(b) − C(b − a)],

C = max
min(a,b)≤s≤max(a,b)

|f ′(s)|;

5. O fluxo de Roe com “entropia fixa”:

f̂R(a, b) =







f(a), se f ′(u) ≥ 0 para u ∈ [min(a, b), max(a, b)],

f(b), se f ′(u) ≤ 0 para u ∈ [min(a, b), max(a, b)],

f̂LLF (a, b), caso contrário,

em que u é a mesma função do Problema (3.1).
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Dos fluxos numéricos apresentados no Exemplo 3.7, o de Godunov f̂G é o que

apresenta menor quantidade de difusão artificial [16, pág. 164].

Apesar do destaque dado aos fluxos numéricos e da apresentação de alguns dos

mais usados no Exemplo 3.7, segundo [16, pág. 164] as experiências numéricas sugerem

que, à medida que o grau k aumenta, sua escolha vai diminuindo o impacto na qualidade

das aproximações de uh, ou seja, quanto maior a ordem do método menor a influência

desempenhada pelo fluxo numérico.

Para o estudo desenvolvido neste trabalho será usado o fluxo numérico de Engquist-

Osher. Apesar de não desenvolvermos análises com outros tipos de fluxos numéricos,

acreditamos que um estudo semelhante possa ser desenvolvido sem muitos problemas.

3.1.2 Diagonalização da matriz de massa

Para o estudo desenvolvido neste trabalho serão considerados os polinômios de

Legendre como funções de base locais para compor o espaço Vk
h . Esses polinômios serão

denotados por Pℓ e são comumente usados, pois possuem a propriedade de ortogonalidade

[16, pág. 164], isto é, dados os polinômios Pℓ(x) e Pℓ′(x),

(Pℓ(x), Pℓ′(x)) =
∫ 1

−1
Pℓ(x)Pℓ′(x) dx =

(
2

2ℓ + 1

)

δℓℓ′ (3.4)

em que

δℓℓ′ =







0, se ℓ Ó= ℓ′,

1, se ℓ = ℓ′.

Desta forma, podemos definir, em cada Ij, os polinômios de Legendre como

P1(x) = 1; P2(x) = ξj; P3(x) =
1

2

(

3ξ2
j − 1

)

; . . .

em que

ξj =
2(x − xj)

∆xj

.

Lema 3.8. A escolha dos polinômios de Legendre fornece à formulação dada em (3.3)

uma matriz, resultante da discretização, diagonal.

Demonstração. As ideias para essa demostração foram desenvolvidas a partir de [16, pág.

164]. Ela inicia-se utilizando os polinômios de Legendre (3.4), para todo x ∈ Ij, da

seguinte forma:

ϕ
(j)
ℓ (x) = Pℓ

(

2(x − xj)

∆xj

)

, com ℓ = 0, . . . , k, (3.5)
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no intuito de expressar a solução aproximada uh e a função teste vh, ambas em Ij como:

uh(x, t) :=
k∑

ℓ=0

u
(ℓ)
j (t)ϕ

(j)
ℓ (x); vh := ϕ

(j)
ℓ (x) ∀ ℓ = 0, . . . , k.

A condição inicial pode ser escrita como:

u0(x) = uh(x, 0) =
k∑

i=0

u
(i)
j (0)ϕ

(j)
i (x) em Ij.

Então, multiplicando ambos os lados pela função ϕ
(j)
ℓ (x) e integrando em Ij,

∫

Ij

(
k∑

i=0

u
(i)
j (0)ϕ

(j)
i (x)

)

ϕ
(j)
ℓ (x) dx =

k∑

i=0

u
(i)
j (0)

∫

Ij

ϕ
(j)
i (x)ϕ

(j)
ℓ (x) dx

= u
(ℓ)
j (0)

(

∆xj

2ℓ + 1

)

.

Sendo assim,

u
(ℓ)
j (0) =

2ℓ + 1

∆xj

∫

Ij

u0(x)ϕ
(j)
ℓ (x) dx.

Logo, a Formulação (3.3) pode ser reescrita como:






∀ j = 1, . . . , N e ℓ = 0, . . . , k :

∫

Ij

∂

∂t

(
k∑

i=0

u
(i)
j (t)ϕ

(j)
i (x)

)

ϕ
(j)
ℓ (x) dx −

∫

Ij

f(uh)
d

dx
ϕ

(j)
ℓ (x) dx

+f̂j+1/2(t)ϕ
(j)
ℓ (x−

j+1/2) − f̂j−1/2(t)ϕ
(j)
ℓ (x+

j−1/2) = 0

u
(ℓ)
j (0) =

2ℓ + 1

∆xj

∫

Ij

u0(x)ϕ
(j)
ℓ (x) dx.

(3.6)

Por (3.4) tem-se

(ϕ
(j)
i (x), ϕ

(j)
ℓ (x)) =

∫

Ij

ϕ
(j)
i (x)ϕ

(j)
ℓ (x) dx =

(

∆xj

2i + 1

)

δiℓ =







0, se i Ó= ℓ;
(

∆xj

2ℓ + 1

)

se i = ℓ.

A partir deste resultado, o primeiro termo da primeira igualdade de (3.6) resulta em:

∫

Ij

∂

∂t

(
k∑

i=0

u
(i)
j (t)ϕ

(j)
i (x)

)

ϕ
(j)
ℓ (x) dx =

k∑

i=0

∂

∂t
u

(i)
j (t)

∫

Ij

ϕ
(j)
i (x)ϕ

(j)
ℓ (x) dx

=
∂

∂t
u

(ℓ)
j (t)

(

∆xj

2ℓ + 1

)

. (3.7)
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Além disso, por (3.5) e os terceiro e quarto termos da primeira igualdade de (3.6)

segue que

f̂j+1/2(t)ϕ
(j)
ℓ (x−

j+1/2) − f̂j−1/2(t)ϕ
(j)
ℓ (x+

j−1/2) =

f̂j+1/2(t)Pℓ




2(x−

j+1/2 − xj)

∆xj



 − f̂j−1/2(t)Pℓ




2(x+

j−1/2 − xj)

∆xj



 ,

o que implica em

f̂j+1/2(t)ϕ
(j)
ℓ (x−

j+1/2) − f̂j−1/2(t)ϕ
(j)
ℓ (x+

j−1/2) = f̂j+1/2(t)Pℓ (1) − f̂j−1/2(t)Pℓ (−1) .

Pelas propriedades dos polinômios de Legendre [16, pág. 164], tem-se

Pℓ(1) = 1, Pℓ(−1) = (−1)ℓ.

Logo,

f̂j+1/2(t)ϕ
(j)
ℓ (x−

j+1/2) − f̂j−1/2(t)ϕ
(j)
ℓ (x+

j−1/2) = f̂j+1/2(t) − (−1)ℓf̂j−1/2(t). (3.8)

Utilizando (3.7) e (3.8), a Formulação (3.3) pode ser reescrita como






∀ j = 1, . . . , N e ℓ = 0, . . . , k :

(
1

2ℓ + 1

)
∂

∂t
u

(ℓ)
j (t) − 1

∆xj

∫

Ij

f (uh)
d

dx
ϕ

(j)
ℓ (x) dx

+
1

∆xj

{

f̂j+1/2(t) − (−1)ℓf̂j−1/2(t)
}

= 0,

u
(ℓ)
j (0) =

2ℓ + 1

∆xj

∫

Ij

u0(x)ϕ
(j)
ℓ (x) dx.

(3.9)

Escrevendo (3.9) na forma matricial, isto é,






Bt = D−1L̃(D) = L(B)

B(0) = B0,

em que

B = [B1, . . . , BN ]T , com Bj = [u
(0)
j , . . . , u

(k)
j ]T , (3.10)

D = diag(D1, · · · , DN), em que Dj ∈ R
(k+1)×(k+1), com (3.11)

Dj =
∫

Ij

ϕ
(j)
ℓ (x)ϕ

(j)
ℓ (x) dx =

(

∆xj

2ℓ + 1

)

, (3.12)

L̃(D) =
1

∆xj

∫

Ij

f (uh)
d

dx
ϕ

(j)
ℓ (x) dx − 1

∆xj

{

f̂j+1/2(t) − (−1)ℓf̂j−1/2(t)
}

, (3.13)

L(B) =
2ℓ + 1

∆xj

∫

Ij

f (uh)
d

dx
ϕ

(j)
ℓ (x) dx − 2ℓ + 1

∆xj

{

f̂j+1/2(t) − (−1)ℓf̂j−1/2(t)
}

(3.14)
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e

B(0) = [B(0)1, . . . , B(0)N ]T , com B(0)j = [uj(0)(0), . . . , uj(0)(k)]T , (3.15)

B0 =
2ℓ + 1

∆xj

∫

Ij

u0(x)ϕ
(j)
ℓ (x) dx. (3.16)

Portanto, de (3.11) e (3.12) segue que a matriz D é diagonal.

Note que os resultados apresentados na demonstração do Lema 3.8 evidenciam que

após ser realizada a discretização do espaço é possível escrever o Problema (3.1) como um

sistema de EDOs em termos dos graus de liberdade [16, pág. 165], isto é:







d

dt
uh = Lh (uh) , em (0, T )

uh(t = 0) = u0h,

em que

d

dt
uh = Bt, Lh(uh) = L(B), uh(t = 0) = B(0) e u0h = B0.

Observação 3.9. Perceba que o operador Lh(uh) é uma aproximação do termo −∂xf(u)

fornecida pela discretização DG da componente espacial.

Observação 3.10. Escolhendo uma base local diferente, a matriz de massa pode deixar

de ser diagonal, mas manterá a ordem k + 1. Além disso, ao invertê-la, sempre é possível

escrever as equações para os graus de liberdade da solução aproximada uh como um

sistema de EDOs, assim como apresentado acima [16, pág. 165].

3.1.3 Análise da estabilidade e convergência: caso linear

Nesta seção será demonstrada uma propriedade de estabilidade e serão apresenta-

dos alguns teoremas de convergência para o caso linear, isto é, quando a função de fluxo

é dada por f(u) = αu, com α constante.

Observação 3.11. No caso linear todos os fluxos numéricos exibidos no Exemplo 3.7

coincidem [16, pág. 165]. Mais que isso, são dados por:

f̂(a, b) =
α

2
(a + b) − |α|

2
(b − a). (3.17)

Pela Observação 3.11 para mostrar a estabilidade do método basta verificar o

caso em que o fluxo numérico é dado como em (3.17). O próximo resultado estabelece

a estabilidade na norma L2 em termos dos saltos da solução aproximada uh nos pontos

{xj+1/2}N−1
j=0 da partição.
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Proposição 3.12. (Estabilidade L2 [16, pág. 165]). Seja uh a solução da Formulação

(3.3), com f(u) = αu, α constante e com um fluxo numérico f̂ monótono e consistente.

Sob tais condições, a desigualdade

‖uh(T )‖2
L2(Ω) + ΘT (uh) ≤ ‖u0‖2

L2(Ω),

é válida, com

ΘT (uh) = |α|
∫ T

0

N−1∑

j=0

Juh(t)K2
j+1/2 dx.

Demonstração. A demostração desse resultado foi baseada nas ideias exibidas em [10,

pág. 13]. Feita esta consideração, partindo de f(u) = αu, pela primeira equação de (3.3)

temos, em cada Ij, para vh ∈ Vk
h ,

∫

Ij

∂tuhvh dx −
∫

Ij

αuh∂xvh dx + f̂j+1/2(t)vh(x−
j+1/2) − f̂j−1/2(t)vh(x+

j−1/2) = 0. (3.18)

Tomando vh = uh segue dos dois primeiros termos de (3.18) que

∫

Ij

∂tuhuh dx =
∫

Ij

d

dt

(

u2
h

2

)

dx =
1

2

d

dt

∫

Ij

u2
h dx (3.19)

e
∫

Ij

αuh∂xuh dx = α
∫

Ij

∂

∂x

(

u2
h

2

)

dx =
α

2

∫

Ij

∂

∂x

(

u2
h

)

dx =
α

2
u2

h

∣
∣
∣
Ij

. (3.20)

Logo, substituindo os resultados de (3.19) e (3.20) em (3.18), obtém-se

1

2

d

dt

∫

Ij

u2
h dx − α

2

[

u2
h(x−

j+1/2, t) − u2
h(x+

j−1/2, t)
]

+ f̂j+1/2(t)uh(x−
j+1/2) − f̂j−1/2(t)uh(x+

j−1/2) = 0.

Realizando o somatório em j:

1

2

d

dt
‖uh(t)‖2

L2(Ω) +
α

2
u2

h(x+
1/2, t) − f̂1/2(t)uh(x+

1/2, t) +
N−1∑

j=1

[
α

2

q
uh(t)2

y
j+1/2

−f̂j+1/2(t) Juh(t)Kj+1/2

]

− α

2
u2

h(x−
N+1/2, t) + f̂N+1/2(t)uh(x−

N+1/2, t) = 0. (3.21)

Assim, por (3.17) temos:

f̂j+1/2(t) =
α

2

[

uh(x−
j+1/2, t) + uh(x+

j+1/2, t)
]

− |α|
2

[

uh(x+
j+1/2, t) − uh(x−

j+1/2, t)
]

=
α

2

[

uh(x−
j+1/2, t) + uh(x+

j+1/2, t)
]

− |α|
2

Juh(t)Kj+1/2 . (3.22)

Desta forma, fazendo algumas manipulações algébricas podemos escrever, a partir

de (3.22),

α

2

q
uh(t)2

y
j+1/2

− f̂j+1/2(t) Juh(t)Kj+1/2 =
|α|
2

Juh(t)K2
j+1/2 , j = 1, . . . , N − 1. (3.23)
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Aqui o fluxo numérico é definido nos extremos do domínio, isto é, em x1/2 e xN+1/2, por:

f̂1/2(t) = f̂N+1/2(t) = f̂(uh(x−
N+1/2, t), uh(x+

1/2, t)),

isso devido à hipótese de as condições de contorno serem periódicas.

Como, por hipótese, a condição de contorno é periódica, segue

α

2
u2

h(x+
1/2, t) − f̂1/2(t)uh(x+

1/2, t) − α

2
u2

h(x−
N+1/2, t) + f̂N+1/2(t)uh(x−

N+1/2, t) =

|α|
2

Juh(t)K2
1/2 . (3.24)

Desta forma, obtém-se, de (3.21), (3.23) e (3.24),

d

dt
‖uh(t)‖2

L2(Ω) +
N−1∑

j=0

|α| Juh(t)K2
j+1/2 = 0.

Logo, integrando em t de 0 a T ,

1

2
‖uh(T )‖2

L2(Ω) − 1

2
‖uh(0)‖2

L2(Ω) +
|α|
2

N−1∑

j=0

∫ T

0
Juh(t)K2

j+1/2 dt = 0.

Portanto,

‖uh(T )‖2
L2(Ω) + ΘT (uh) = ‖uh(0)‖2

L2(Ω) = ‖u0‖2
L2(Ω),

com

ΘT (uh) = |α|
N−1∑

j=0

∫ T

0
Juh(t)K2

j+1/2 dt,

o que encerra a demonstração.

A Proposição 3.12 garante ainda que ‖uh(T )‖2
L2(Ω) ≤ ‖u0‖2

L2(Ω), pois ΘT (uh) ≥ 0.

Os resultados a seguir estabelecem controles sobre os erros na aproximação da

solução exata u.

Teorema 3.13. Sejam uh ∈ Vk
h a solução da Formulação (3.3), com f(u) = αu, α

constante e f̂ um fluxo numérico monótono e consistente. Além disso, suponha que a

condição inicial u0 pertença a Hk+1(Ω). Então temos

‖u(T ) − uh(T )‖L2(Ω) ≤ C|u0|Hk+1(Ω)(∆x)k+1/2,

em que C depende apenas de k, |α| e T .

Demonstração. O Teorema 3.13 é um caso particular de um resultado demonstrado em

[41]. Para uma prova detalhada desse caso específico veja [16, pág. 193].
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Teorema 3.14. Sejam uh ∈ Vk
h a solução da Formulação (3.3), com f(u) = αu, α

constante e f̂ um fluxo numérico monótono e consistente. Além disso, suponha que a

condição inicial u0 pertença a Hk+2(Ω). Então temos

‖u(T ) − uh(T )‖L2(Ω) ≤ C|u0|Hk+2(Ω)(∆x)k+1,

em que C depende apenas de k, |α| e T .

Demonstração. O Teorema 3.14 é uma simplificação de um resultado mais amplo provado

em [45]. Uma demonstração desse caso particular é apresentada em [16, pág. 197].

Em síntese, os Teoremas 3.13 e 3.14 estabelecem critérios para a convergência

do método, visto que fazendo ∆x tender a zero, isto é, refinando a partição, a solução

aproximada uh se aproxima cada vez mais da solução exata u.

A partir dos resultados desta seção é possível concluir que a discretização do espaço

pelo método de Galerkin Descontínuo, sob certas hipóteses nas condições iniciais, resulta

em um esquema estável e convergente de ordem k + 1, pelo menos para o caso linear.

Sendo assim, é natural a investigação das mesmas propriedades para o caso não linear.

Com esse pensamento, a próxima subseção é totalmente dedicada à análise da estabilidade

do método para o caso em que a função de fluxo f é não-linear.

3.1.4 Análise da estabilidade e convergência: caso não-linear

Assim como feito na Seção 3.1.3, nesta seção serão apresentados alguns resultados

de estabilidade e convergência do método DG, porém, para o caso não-linear. Mostraremos

a prova de um teorema que garante uma condição de entropia como (2.12) e, a partir

dela, a estabilidade na norma L2. Além disso, exporemos resultados que garantem a

convergência do método escrevendo um problema parabólico associado a (3.1), usando

argumentos semelhantes aos feitos na Seção 2.2.3, e mostrando que a sua solução coincide

com a solução entrópica do Problema (3.1). Para tais investigações, serão utilizados os

conceitos de solução entrópica e desigualdade de entropia apresentados no Capítulo 2.

Teorema 3.15 (Estabilidade L2). Sejam uh a solução da Formulação (3.3) e f̂ um fluxo

numérico monótono e consistente. Então o esquema DG é estável na norma L2(Ω), no

seguinte sentido:

‖uh(T )‖L2(Ω) ≤ ‖uh(0)‖L2(Ω) .

Para a prova do Teorema 3.15 será utilizada uma desigualdade de entropia celular

apresentada na forma de teorema, logo abaixo. Tal teorema foi baseado em [40] e garante

que a solução aproximada uh é a solução fraca fisicamente relevante, pois satisfaz uma
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condição de entropia do tipo:

∂U
∂t

(uh) +
∂F
∂x

(uh) ≤ 0,

em que a função convexa U é dada por:

U(uh) =
u2

h

2
,

com fluxo de entropia correspondente:

F(uh)(x, t) =
∫ uh(x,t)

0
f ′(s)U ′(s) ds

o que implica em

F(uh)(x, t) = uh(x, t)f(uh(x, t)) −
∫ uh(x,t)

0
f(s) ds.

Teorema 3.16 (Desigualdade de entropia celular). Sejam uh a solução da Formulação

(3.3) e f̂ um fluxo numérico monótono e consistente. Sob estas condições, uh satisfaz a

seguinte desigualdade de entropia em Ij, para j = 1, . . . , N e t ∈ (0, T ):

d

dt

∫

Ij

U(uh) dx + Fj+1/2(t) − Fj−1/2(t) ≤ 0,

com a função de entropia dada por:

U(uh) =
u2

h

2
; (3.25)

e fluxo de entropia correspondente:

Fj±1/2(t) = f̂j±1/2(t)uh(x−
j±1/2, t) −

∫ uh(x−
j±1/2

,t)

0
f(s) ds.

Demonstração. A demostração exibida neste trabalho foi substancialmente baseada nas

ideias apresentadas em [40]. Feita esta ressalva, pela primeira equação de (3.3), fazendo

vh = uh, temos, em cada Ij,
∫

Ij

∂tuhuh dx −
∫

Ij

f(uh)∂xuh dx + f̂j+1/2(t)uh(x−
j+1/2) − f̂j−1/2(t)uh(x+

j−1/2) = 0. (3.26)

Do primeiro termo de (3.26), usando a regra da cadeia, segue

∫

Ij

∂tuhuh dx =
∫

Ij

d

dt

(

u2
h

2

)

dx =
d

dt

∫

Ij

U(uh) dx. (3.27)

Defina F̃ = F̃(uh) como:

F̃(uh)(x, t) =
∫ uh(x,t)

0
f(s) ds ⇒ F̃ ′(uh) = f(uh). (3.28)
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Agora, a partir do segundo termo de (3.26) e por (3.28)

−
∫

Ij

f(uh)∂xuh dx = −
∫

Ij

F̃ ′(uh)∂xuh dx = −F̃(uh(x−
j+1/2, t)) + F̃(uh(x+

j−1/2, t)). (3.29)

Logo, por (3.27) e (3.29) pode-se escrever (3.26) como

d

dt

∫

Ij

U(uh) dx − F̃(uh(x−
j+1/2, t)) + F̃(uh(x+

j−1/2, t))

+ f̂j+1/2(t)uh(x−
j+1/2, t) − f̂j−1/2(t)uh(x+

j−1/2, t) = 0.

Somando e subtraindo f̂j−1/2(t)uh(x−
j−1/2, t) + F̃(uh(x−

j+1/2, t)),

d

dt

∫

Ij

U(uh) dx + f̂j+1/2(t)uh(x−
j+1/2, t) − F̃(uh(x−

j+1/2, t)) − f̂j−1/2(t)uh(x−
j−1/2, t)

+ F̃(uh(x−
j−1/2, t)) − F̃(uh(x−

j−1/2, t)) + f̂j−1/2(t)uh(x−
j−1/2, t)

+ F̃(uh(x+
j−1/2, t)) − f̂j−1/2(t)uh(x+

j−1/2, t) = 0.

Sendo assim, pode-se reescrever (3.26) como

d

dt

∫

Ij

U(uh) dx + Fj+1/2 − Fj−1/2 + Θj−1/2 = 0, (3.30)

em que

Fj±1/2 = f̂j±1/2(t)uh(x−
j±1/2, t) − F̃(uh(x−

j±1/2, t)), j = 1, . . . , N.

e

Θj−1/2 = −F̃(uh(x−
j−1/2), t) + f̂j−1/2(t)uh(x−

j−1/2, t)

+ F̃(uh(x+
j−1/2), t) − f̂j−1/2(t)uh(x+

j−1/2, t), j = 1, . . . , N.

Para simplificar a notação, considere u+
h = uh(x+

j−1/2, t) e u−
h = uh(x−

j−1/2, t). Sendo

assim, para o caso em que u+
h ≥ u−

h , Θj−1/2 pode ser expressado como

Θj−1/2 = F̃(u+
h ) − F̃(u−

h ) + f̂j−1/2(t)u
−
h − f̂j−1/2(t)u

+
h

=
∫ u+

h

u−
h

f(s) ds − f̂(u−
h , u+

h )(u+
h − u−

h )

=
∫ u+

h

u−
h

f̂(s, s) ds −
∫ u+

h

u−
h

f̂(u−
h , u+

h ) ds

=
∫ u+

h

u−
h

f̂(s, s) ds −
∫ u+

h

u−
h

f̂(u−
h , s) ds

+
∫ u+

h

u−
h

f̂(u−
h , s) ds −

∫ u+
h

u−
h

f̂(u−
h , u+

h ) ds

=
∫ u+

h

u−
h

[

f̂(s, s) − f̂(u−
h , s)

]

ds +
∫ u+

h

u−
h

[

f̂(u−
h , s) − f̂(u−

h , u+
h )

]

ds.
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Logo, pela monotonicidade do fluxo numérico

f(s) = f̂(s, s) ≥ f̂(u−
h , s) ≥ f̂(u−

h , u+
h ), ∀ s ∈ [u−

h , u+
h ].

Desta forma, Θj−1/2 ≥ 0, visto que f̂(uh, uh) − f̂(u−
h , uh) ≥ 0 e f̂(u−

h , uh) − f̂(u−
h , u+

h ) ≥ 0.

O caso em que u+
h ≤ u−

h segue de maneira análoga.

Portanto, de (3.30) segue que

d

dt

∫

Ij

U(uh) dx + Fj+1/2(t) − Fj−1/2(t) ≤ 0

e a demonstração é concluída.

Com o resultado do Teorema 3.16 apresentamos uma prova para o Teorema 3.15,

também baseada nas ideias apresentadas em [40].

Demonstração. (Teorema 3.15):

A partir da desigualdade de entropia dada pelo Teorema 3.16, realizando o soma-

tório em j, de 1 até N , tem-se

N∑

j=1

d

dt

∫

Ij

U(uh) dx +
N∑

j=1

[

Fj+1/2(t) − Fj−1/2(t)
]

≤ 0.

Então, como os fluxos se anulam em xj+1/2, j = 1, . . . , N −1 e pela definição de U (3.25),

obtém-se
N∑

j=1

1

2

d

dt

∫

Ij

u2
h dx + FN+1/2(t) − F1/2(t) ≤ 0.

Além disso, como por hipótese a condição de contorno é periódica, pode-se definir

F1/2(t) = FN+1/2(t) = FN+1/2(uh(x−
N+1/2, t), uh(x+

1/2, t)).

Assim,

1

2

d

dt

N∑

j=1

∫

Ij

u2
h dx ≤ 0 ⇒ 1

2

d

dt
‖uh(t)‖2

L2(Ω) ≤ 0. (3.31)

Integrando (3.31) em t de 0 a T ,

1

2
‖uh(T )‖2

L2(Ω) − 1

2
‖uh(0)‖2

L2(Ω) ≤ 0.

Portanto, segue que

‖uh(T )‖2
L2(Ω) ≤ ‖uh(0)‖2

L2(Ω) .

Extraindo a raiz quadrada de ambos os membros da equação

‖uh(T )‖L2(Ω) ≤ ‖uh(0)‖L2(Ω) ,

como queríamos demonstrar.
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3.1.4.1 Problema parabólico associado

A convergência do esquema (3.3) será garantida considerando um problema para-

bólico associado a (3.1). A forma como tal problema encontra-se escrito neste trabalho

pode ser encontrada em [38] e sua construção consiste basicamente na inserção de um

termo difusivo na primeira equação de (3.1).

Definição 3.17. Damos o nome de problema parabólico associado ao Problema (3.1) ou

simplesmente problema associado ao seguinte problema:
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Encontrar w : Ω × (0, T ) → R suficientemente regular, tal que

∂

∂t
w(x, t) +

∂

∂x
f(w(x, t)) =

∂

∂x

(

ν(w(x, t))
∂

∂x
w(x, t)

)

, em Ω × (0, T ),

w(x, 0) = u0(x), ∀ x ∈ Ω,

com condições de contorno periódicas,

(3.32)

em que a função ν é estritamente positiva.

Antes de iniciarmos a análise, baseado em [17], apresentamos algumas definições

que serão úteis para o estudo desenvolvido na sequência.

Definição 3.18 (Espaços BV). Chamamos de espaço de variação limitada ou em inglês

Bounded Variation (BV), o seguinte espaço:

BV (Ω) = {w ∈ L1(Ω) | |w| ¯T V < ∞}

em que

|w| ¯T V = sup
v∈C∞

0
(Ω)

‖v‖L∞(Ω)=1

∫

Ω
w

d

dx
v dx.

A seminorma |w| ¯T V (Ω) define a variação total (caso contínuo) da função w. De uma

maneira bastante parecida podemos definir a variação total para funções pertencentes aos

espaços Vk
h . Para isso, exibimos uma definição que será útil à simplificação de algumas

notações na sequência.

Definição 3.19 (Operadores de diferenças). Dada uma função φ arbitrária, denote φj =

φj(t) = φ(xj, t) e defina:






∆+φj = φj+1 − φj,

∆−φj = φj − φj−1.

Definição 3.20 (Variação total). Seja Th a partição de Ω dada pela Definição 3.2. Con-

siderando que as condições de contorno são periódicas,

ζj :=







ζj+N , j ≤ 0

ζj−N , j > N
,
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para ζj = uj = uj(t), t ∈ (0, T ). A variação total de uh = uh(t), denotada por TV (uh) do

inglês total variation, é definida como

TV (uh) = |uh|T V (Ω) :=
N∑

j=1

|uj+1 − uj| =
N∑

j=1

|∆+uj|.

O conceito de variação total, principalmente a versão discreta, é frequentemente

usado no contexto de resoluções numéricas de EDPs [37].

Dividimos a análise em duas situações: primeiro para o problema contínuo e depois

para a forma discreta (restringindo-nos ao caso em que as funções de base locais são

constantes por partes, ou seja, pertencem a V0
h). Além disso, serão utilizados conceitos

de par entropia e solução entrópica definidos no Capítulo 2. O objetivo é mostrar que a

solução do Problema (3.32), w(x, t), converge para a solução entrópica u(x, t) do Problema

(3.1) quando o termo difusivo do problema associado, (ν(w(x, t))wx(x, t))x, tende a zero.

3.1.4.2 Caso contínuo

A ferramenta utilizada para mostrar que a solução do Problema (3.32) converge

para a solução do Problema (3.1) quando ν tende a zero foi um resultado apresentado

em [43]. Para o seu uso deve existir uma condição de entropia para o Problema (3.32)

(ver Seção 2.2.3) e uma limitação uniforme para wx na norma L1, isto é, ‖wx‖L1(Ω) ≤
‖(u0)x‖

L1(Ω)
, ∀ t ∈ (0, T ). Os próximos dois teoremas têm como objetivo mostrar que

tais exigências são satisfeitas.

Teorema 3.21 (Condição de entropia para w). A solução w do Problema (3.32) satisfaz

a condição de entropia de Kruzkov vista na Definição 2.18 quando ν → 0, isto é,

∂

∂t
|w − c| +

∂

∂x
(sign(w − c)(f(w) − f(c))) ≤ 0

ou equivalentemente

U(w − c)t + F(w, c)x ≤ 0 em Ω × (0, T ),

em que

U(w) = |w − c| e F(u) = sign(u − c)(f(u) − f(c)).

Demonstração. A prova deste resultado segue de maneira análoga ao feito em (2.9)-(2.12)

substituindo o termo difusivo de (2.8) pelo de (3.32) e considerando a função de entropia

como U(w) = |w − c| (função entrópica de Kruzkov) e o fluxo de entropia associado.

Teorema 3.22 (Limitação uniforme). Seja w ∈ W 1,1(Ω) ∩ W 2,2(Ω) ∩ BV (Ω) a solução

do Problema (3.32). A derivada wx cumpre a seguinte limitação uniforme:

‖wx‖L1(Ω) ≤ ‖(u0)x‖
L1(Ω)

, ∀ t ∈ (0, T ).
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Demonstração. Para demonstrar este resultado a estratégia será multiplicar a primeira

equação do problema (3.32) pela função −(U ′(wx))x, em que U(·) é a função entrópica de

Kruzkov e integrar em Ω, ou seja,
∫

Ω
− (U ′(wx))x wt dx +

∫

Ω
−(U ′(wx))xf(w)x dx =

∫

Ω
−(U ′(wx))x(ν(w)wx)x dx.

Tais ideias foram apresentadas em [16, pág. 167].

Utilizando a hipótese de a condição de contorno ser periódica, podemos usar inte-

gração por partes para escrever
∫

Ω
U ′(wx)wxt dx −

∫

Ω
(U ′(wx))xf(w)x dx = −

∫

Ω
(U ′(wx))x(ν(w)wx)x dx. (3.33)

Como U(·) é a função entrópica de Kruzkov, o primeiro termo de (3.33) pode ser

escrito como
∫

Ω
U ′(wx)wxt dx =

∫

Ω
(U(wx))t dx =

∫

Ω

dU
dt

(wx) dx =
∫

Ω

d

dt
|wx| dx.

Usando a regra da cadeia no segundo termo de (3.33) segue
∫

Ω
(U ′(wx))xf(w)x dx =

∫

Ω
U ′′(wx)wxxf ′(w)wx dx. (3.34)

Por definição U ′′ é a “função” δ de Dirac. Sendo assim, a expressão dada por (3.34), para

wx não identicamente nula, resulta em:
∫

Ω
U ′′(wx)wxxf ′(w)wx dx = 0, se wx Ó= 0, pois, U ′′(wx) = 0. (3.35)

Do contrário, isto é, para wx ≡ 0 é imediato que
∫

Ω
U ′′(wx)wxxf ′(w)wx dx = 0. (3.36)

Novamente pela regra da cadeia e também pela diferenciação do produto de fun-

ções, a partir do terceiro termo de (3.33) tem-se
∫

Ω
(U ′(wx))x(ν(w)wx)x dx =

∫

Ω
U ′′(wx)wxx(ν ′(w)(wx)2 + ν(w)wxx) dx

=
∫

Ω
U ′′(wx)wxxν ′(w)(wx)2 dx

+
∫

Ω
U ′′(wx)ν(w)(wxx)2 dx.

Pelos mesmos argumentos utilizados em (3.35) e (3.36),
∫

Ω
U ′′(wx)wxxν ′(w)(wx)2 dx = 0.

Logo, (3.33) pode ser escrita como
∫

Ω

d

dt
|wx| dx = −

∫

Ω
U ′′(wx)ν(w)(wxx)2 dx

d

dt
‖wx‖L1(Ω) = −

∫

Ω
U ′′(wx)ν(x)(wxx)2 dx.
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Sendo assim, como a função U é convexa, e ν(w) > 0, tem-se

−
∫

Ω
U ′′(wx)ν(x)(wxx)2 dx ≤ 0.

Então,

d

dt
‖wx‖L1(Ω) ≤ 0.

Integrando em (0, t), segue que

‖wx‖L1(Ω) ≤ ‖(w0)x‖L1(Ω) = ‖(u0)x‖L1(Ω), ∀ t ∈ (0, T ).

Portanto, o resultado é verificado.

Quando a função u0 tem descontinuidades, o mesmo resultado do Teorema 3.22

é obtido, desde que ‖(u0)‖L1(Ω) seja substituído por |u0| ¯T V (Ω); estas duas quantidades

coincidem se u0 apresenta mais regularidade, por exemplo, u0 ∈ W 1,1(Ω) [16, pág. 167].

Os Teoremas 3.21 e 3.22, juntos à Definição 3.18 garantem a estimativa de erro

obtida em [43], que encontra-se escrita na forma de teorema, logo abaixo.

Teorema 3.23. Sejam u(t) = u(·, t) e w(t) = w(·, t) soluções dos Problemas (3.1) e

(3.32), respectivamente, ambas pertencentes a BV (Ω), com t ∈ [0, T ]. Se u0 ∈ BV (Ω),

então vale a seguinte estimativa:

‖u(T ) − w(T )‖L1(Ω) ≤ C|u0| ¯T V (Ω)

√

8T‖ν‖∗,

em que C é uma constante positiva e

‖ν‖∗ = sup
t∈[0,T ]

x∈Ω

ν̃(u(x−, t), u(x+, t)),

com

ν̃(r, s) =
1

s − r

∫ s

r
ν(c) dc.

Demonstração. Uma demonstração para este teorema pode ser encontrada em [43].

3.1.4.3 Caso discreto

Para realizar uma análise baseada no caso contínuo, será utilizado o fluxo numérico

de Engquist-Osher empregado no caso mais simples do método DG, ou seja, o que usa

uma solução aproximada por polinômios constantes por partes. Tal caso é obtido quando

k = 0 na Formulação (3.9) vista na demonstração do Teorema (3.8), isto é,






∀ j = 1, . . . , N :

∂tuj +
{

f̂(uj, uj+1) − f̂(uj−1, uj)
}

/∆xj = 0,

uj(0) =
1

∆xj

∫

Ij

u0(x) dx.

(3.37)
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Observação 3.24. Por simplicidade de notação, suprimimos o índice (0).

Teorema 3.25 (Condição de entropia celular). A solução uj(t), ∀ t ∈ (0, T ) e j =

1, . . . , N do problema (3.37) com f̂ = f̂EO satisfaz uma condição de entropia do tipo:

∂tU(uj − c) + {F(uj, uj+1; c) − F(uj−1, uj; c)}/∆xj ≤ 0,

em que U é a função entrópica de Kruzkov vista na Definição 2.18 e

F(a, b; c) = F+(a, c) + F−(b, c) =
∫ c

a
f−(ρ)U ′(ρ − c) dρ +

∫ c

b
f+(ρ)U ′(ρ − c) dρ.

com

F±(a, c) =
∫ a

c
f±(ρ)U ′(ρ − c) dρ

e

f+(a) =
∫ a

0
max(f ′(s), 0) ds e f−(b) =

∫ b

0
min(f ′(s), 0) ds.

Demonstração. A demonstração deste teorema é baseada nas ideias apresentadas em [16,

pág. 168].

Multiplicando a equação (3.37) por U ′(uj − c), em que U(·) denota a função en-

trópica de Kruzkov, assim como foi feito no caso contínuo, obtém-se

∂tujU ′(uj − c) + U ′(uj − c){f̂(uj, uj+1) − f̂(uj−1, uj)}/∆xj = 0

ou ainda,

∂tU(uj − c) + U ′(uj − c){f̂(uj, uj+1) − f̂(uj−1, uj)}/∆xj = 0. (3.38)

Reescreveremos o fluxo numérico de Engquist-Osher da seguinte forma:

f̂EO(a, b) = f+(a) + f−(b).

Note que está sendo considerada uma normalização de f de modo a tornar f(0) = 0. Para

mais detalhes a respeito deste argumento, ver [50].

Assim, pode-se reescrever (3.38) como

∂tU(uj − c) + U ′(uj − c)
{

f+(uj) + f−(uj+1) − f+(uj−1) − f−(uj)
}

/∆xj = 0

∂tU(uj − c) + U ′(uj − c)
{

f+(uj) − f+(uj−1)
}

/∆xj

+ U ′(uj − c)
{

f−(uj+1) − f−(uj)
}

/∆xj = 0 (3.39)

e, então, definir

STj = U ′(uj − c){f+(uj) − f+(uj−1)} + U ′(uj − c){f−(uj+1) − f−(uj)}.
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Usando a identidade dada em [16, pág. 168]:

U ′(a − c)(f±(a) − f±(b)) = F±(a, c) − F±(b, c) +
∫ b

a
(f±(b) − f±(ρ))U ′′(ρ − x) dρ

com

F±(a, c) =
∫ a

c
f±(ρ)U ′(ρ − c) dρ,

obtém-se

STj = F+(uj, c) − F+(uj−1, c) +
∫ uj−1

uj

(f+(uj−1) − f+(ρ))U ′′(ρ − x) dρ

+ F−(uj+1, c) − F−(uj, c) −
∫ uj+1

uj

(f−(uj+1) − f−(ρ))U ′′(ρ − x) dρ

= F(uj, uj+1; c) − F(uj−1, uj; c) + Θdiss,j

em que

F(a, b; c) = F+(a, c) + F−(b, c),

Θdiss,j =
∫ uj−1

uj

(f+(uj−1) − f+(ρ))U ′′(ρ − x) dρ

−
∫ uj+1

uj

(f−(uj+1) − f−(ρ))U ′′(ρ − x) dρ.

Sendo assim, podemos escrever (3.39) como:

∂tU(uj − c) + {F(uj, uj+1; c) − F(uj−1, uj; c)}/∆xj + Θdiss,j/∆xj = 0.

Como por hipótese U ′′(·) ≥ 0 (convexidade da função U(·)) e pela definição do

fluxo de Engquist-Osher f+ é não-decrescente e f− é não-crescente segue que Θdiss,j ≥ 0

e, portanto, a desigualdade de entropia é satisfeita, isto é,

∂tU(uj − c) + {F(uj, uj+1; c) − F(uj−1, uj; c)}/∆xj ≤ 0.

Teorema 3.26. Seja uh(·, t) ∈ V0
h, t ∈ (0, T ), a função definida por

uh(x, t) =
N∑

j=1

uj(t)χIj
(x), com χIj

(x) =







1, x ∈ Ij,

0, x Ó∈ Ij,

em que uj(t) é a solução da Formulação (3.37), com fluxo numérico f̂ = f̂EO e χIj
: Ω →

R a função característica sobre Ij. Sob estas condições, uh(t) cumpre a seguinte limitação

uniforme:

|uh(t)|T V (Ω) ≤ |u0|T V (Ω), ∀ t ∈ (0, T ).
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Demonstração. Para exibir uma prova deste resultado, a partir das ideias apresentadas

em [16, pág. 169], será usado o mesmo argumento do caso contínuo de multiplicar a

primeira equação de (3.37) pela função −(U ′(ux))x. Porém, de maneira aproximada (forma

discreta), ou seja, em cada Ij,

−(U ′(ux))x ≈ Dj = − 1

∆xj

{

U ′

(

uj+1 − uj

∆xj+1/2

)

− U ′

(

uj − uj−1

∆xj−1/2

)}

, (3.40)

em que ∆xj+1/2 = (∆xj + ∆xj+1)/2. Com isso a seguinte expressão é obtida:

Dj
duj

dt
+ Dj

{

f̂(uj, uj+1) − f̂(uj−1, uj)
}

/∆xj = 0. (3.41)

Multiplicando (3.41) por ∆xj, tem-se

Dj∆xj
duj

dt
+ Dj

{

f̂(uj, uj+1) − f̂(uj−1, uj)
}

= 0. (3.42)

Substituindo (3.40) no primeiro termo da equação (3.42)

Dj∆xj
duj

dt
= − 1

∆xj

{

U ′

(

uj+1 − uj

∆xj+1/2

)

− U ′

(

uj − uj−1

∆xj−1/2

)}

∆xj
duj

dt

=

{

−U ′

(

uj+1 − uj

∆xj+1/2

)

+ U ′

(

uj − uj−1

∆xj−1/2

)}

duj

dt
.

Como, por definição, U ′(·) = sign(·), segue que U ′(a/b) = sign(a/b) = sign(a) = U ′(a),

desde que b > 0. Logo,
{

−U ′

(

uj+1 − uj

∆xj+1/2

)

+ U ′

(

uj − uj−1

∆xj−1/2

)}

duj

dt
=

= [−U ′ (uj+1 − uj) + U ′ (uj − uj−1)]
duj

dt
.

Desta forma, realizando a soma em j de 1 até N e usando a hipótese de as condições

de contorno serem periódicas,

N∑

j=1

{ −U ′

(

uj+1 − uj

∆xj+1/2

)

+ U ′

(

uj − uj−1

∆xj−1/2

)}

duj

dt
=

U ′(u2 − u1)

(

du2

dt
− du1

dt

)

+ U ′(u3 − u2)

(

du3

dt
− du2

dt

)

+ · · ·

+ U ′(uN − uN−1)

(

duN

dt
− duN−1

dt

)

.

Logo, pela regra da cadeia e pela definição da função U(·),
N∑

j=1

{

−U ′

(

uj+1 − uj

∆xj+1/2

)

+ U ′

(

uj − uj−1

∆xj−1/2

)}

d

dt
uj =

N∑

j=1

d

dt
U(uj+1 − uj)

=
N∑

j=1

d

dt
|uj+1 − uj| .
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Assim, de (3.42),

N∑

j=1

d

dt
|uj+1 − uj| +

N∑

j=1

Dj

{

f̂(uj, uj+1) − f̂(uj−1, uj)
}

= 0,

ou ainda,

d

dt
|uh|T V (Ω) +

N∑

j=1

Dj

{

f̂(uj, uj+1) − f̂(uj−1, uj)
}

= 0, (3.43)

em que

|uh|T V (Ω) =
N∑

j=1

|uj+1 − uj|.

Para completar a demonstração, o segundo termo de (3.43) necessariamente deve

ser não-negativo. Sendo assim, note que

Dj

{

f̂(uj, uj+1) − f̂(uj−1, uj)
}

= Dj

{

f+(uj) + f−(uj+1) − f+(uj−1) − f−(uj)
}

= Dj

{

f+(uj) − f+(uj−1) + f−(uj+1) − f−(uj)
}

= Dj{f+(uj) − f+(uj−1)}
+ Dj{f−(uj+1) − f−(uj)}

≥ 0,

pelas definições de Dj, f+ e −f−.

Portanto, conclui-se que

|uh|T V (Ω) ≤ |uh(0)|T V (Ω) ≤ |u0|T V (Ω).

A partir deste resultado a estimativa de erro, apresentada em [43], pode ser com-

provada pelo seguinte teorema:

Teorema 3.27. Sejam uh(t) = uh(·, t) ∈ Vk
h e u(t) = u(·, t) ∈ BV (Ω) as soluções

aproximada e exata do Problema (3.1), respectivamente, t ∈ [0, T ]. Se uh(0) ∈ Vk
h ,

u0 ∈ BV (Ω) e ∆x for o mesmo da Definição 3.2, então

‖u(T ) − uh(T )‖L1(Ω) ≤ ‖u0 − uh(0)‖L1(Ω) + C|u0| ¯T V (Ω)

√
T∆x.

Demonstração. Uma prova para este resultado pode ser vista em [43].
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3.2 DISCRETIZAÇÃO DO TEMPO

Começamos esta seção relembrando que com a discretização do espaço, consegui-

mos escrever o Formulação (3.3) em um sistema de EDOs, dado por:






d

dt
uh = Lh (uh, t) , com t ∈ (0, T )

uh(t = 0) = u0h,
(3.44)

em que, a partir das definições apresentadas em (3.10)-(3.16),

d

dt
uh = Bt, Lh(uh) = L(B), uh(t = 0) = B(0) e u0h = B0.

Um método bastante usado para resolver sistemas de EDOs é o Runge-Kutta (RK).

Neste trabalho, seguindo as ideias de [16], vamos considerar esquemas deste tipo. Para

apresentar o método RK que iremos trabalhar, será considerada a partição {tn}M
n=0 do

intervalo [0, T ] e passos definidos por ∆tn = tn+1 − tn, para n = 0, . . . , M − 1. Além das

definições de estabilidade forte1 e esquemas TVD.

Definição 3.28. (Estabilidade forte [35]). Dizemos que uma sequência yn é fortemente

estável em uma dada norma ‖ · ‖ se ‖yn+1‖ ≤ ‖yn‖, ∀ n. Uma definição análoga pode ser

apresentada se substituirmos a norma ‖ · ‖ por uma semi-norma | · |.

Exemplo 3.29. Por definição, no método de “Euler Avançado” ou “Euler Explícito” a

estabilidade forte é determinada por:
∥
∥
∥un+1

h

∥
∥
∥ = ‖un

h + ∆tnLh (un
h)‖ ≤ ‖un

h‖ , ∀ n ∈ {0, . . . , M − 1}.

Definição 3.30. Dadas uma discretização do espaço como a da Definição 3.2 e do tempo

como a definida acima, dizemos que, para todos j = 1, . . . , N e n = 0, . . . , M − 1 um

esquema preserva monotonicidade, se un
j+1 ≥ un

j (equiv. un
j+1 ≤ un

j ), então un+1
j+1 ≥ un+1

j

(equiv. un+1
j+1 ≤ un+1

j ).

Definição 3.31. Dizemos que um esquema é TVD (Total Variation Diminishing) se

TV (un+1) ≤ TV (un).

O método Runge-Kutta utilizado neste trabalho será o SSP-RK2 explícito, abrevi-

ação de Strong Stability Preserving Runge-Kutta, que foi introduzido em [33]. Em [37] foi
1 A noção de estabilidade forte usada neste trabalho baseia-se em [35] e refere-se ao fato de

que não há crescimento temporal, ou seja, ‖u
n+1
h ‖ ≤ ‖u

n
h‖, em oposição à noção geral de

estabilidade, que permite um crescimento temporal limitado, ‖u
n
h‖ ≤ α‖u

0
h‖, em que α é

uma constante arbitrária, possivelmente α > 1.
2 Os métodos SSP-RK originalmente eram chamados de Total Variation Diminishing Runge-

Kutta (TVD-RK), como pode ser visto em [33]. Contudo, mais tarde tais métodos passaram
a ser tratados como SSP-RK, por exemplo, em [35]. Essa mudança está ligada ao fato de os
esquemas TVD-RK possuírem a propriedade de Preservação de Estabilidade Forte (termo
do inglês Strong Stability Preserving – SSP), como afirma [35].
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mostrado que esquemas monótonos são TVD, ver Definição 3.5. Mais detalhes a respeito

deste método podem ser encontrados nos trabalhos [44] e [32].

3.2.1 Algoritmo SSP Runge-Kutta

O algoritmo do método Runge-Kutta que utilizaremos foi desenvolvido a partir das

ideias apresentadas em [16, pág. 172] e [35]. Antes de apresentá-lo chamamos atenção

para uma questão relevante que diz respeito à estabilidade. Para problemas com solu-

ções suaves, geralmente uma análise de estabilidade linear é adequada, enquanto, para

problemas com soluções descontínuas é necessária uma medida mais forte de estabilidade

[35]. A ideia é supor que a discretização do tempo pelo método de Euler Explícito de

primeira ordem seja fortemente estável sob uma certa norma quando o intervalo de tempo

é adequadamente restrito e, em seguida, tentar encontrar uma discretização de tempo de

ordem superior (RK) que mantém a estabilidade forte pela mesma norma, talvez sob uma

restrição de tempo diferente [35]. Neste sentido alguns parâmetros necessários à cons-

trução de tais métodos são apresentados na Tabela 1. Eles encontram-se distribuídos no

formato das Tabelas de Butcher [9].

Tabela 1 – Parâmetros para método SSP-RK até ordem 3 [16, pág. 171].

Parâmetros de discretização Runge-Kutta
Ordem αil βil

1 1 1
2 1 1

1/2 1/2 0 1/2
1 1

3 3/4 1/4 0 1/4
1/3 0 2/3 0 0 2/3

Perceba que na Tabela 1, αil, βil ≥ 0 e max{βil/αil} = 1. Essa escolha garante a

propriedade de estabilidade forte [16, pág. 171]. Mais detalhes acerca desta afirmativa

serão abordados mais adiante.

Os métodos SSP-RK são particularmente interessantes, pois garantem a manu-

tenção das propriedades de estabilidade não-linear obtidas pela discretização da compo-

nente espacial; em outras palavras, eles não “estragam” o tratamento dado pela semi-

discretização realizada em um primeiro estágio.

O Algoritmo 1 descreve a aplicação do método SSP-RK ao Problema 3.44.

3.2.2 Análise da estabilidade

Para desenvolvermos uma análise da estabilidade carecemos de algumas definições.
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Algoritmo 1: Método SSP-RK

Entrada: u0h, αil, βil, L(·), M , κ, ∆t
Saída: {un

h}M
n=1

1 início
2 u0

h ← u0h

3 para n = 0, . . . , M − 1 faça
4 u

(0)
h ← un

h

5 para i = 1, . . . , κ faça
6 u

(i)
h ← 0

7 para l = 0, . . . , i − 1 faça

8 w
(il)
h ← u

(l)
h +

βil

αil

∆tnLh

(

u
(l)
h

)

9 u
(i)
h ← u

(i)
h + αilw

(il)
h

10 fim
11 fim

12 un+1
h ← u

(κ)
h

13 fim
14 fim

Definição 3.32. (Condição CFL). O número Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) ou

Courant é um limitante superior para o passo em um esquema numérico estável [26]3.

Denotaremos esse número por CCFL e apresentamos a Condição CFL como:

η
∆t

∆x
≤ CCFL com η = max

u
|f ′(u)| .

Definição 3.33. (Condição CFL Modificada). Chamaremos de Condição CFL Modifi-

cada a seguinte desigualdade:

∆tR ≤ c∆t = ∆tc ≤ ∆x

η
CCFL, c = min

i,l

αil

βil

.

em que ∆tR indica um novo tamanho do passo no tempo e c é uma constante positiva.

Pela Tabela 1 todos os valores de αil e βil são não negativos com a soma dos

αil’s igual a um. Essa escolha não é por acaso, ela implica em uma resultado apresen-

tado em [16, pág. 172] que garante a estabilidade forte do método SSP-RK. Antes de

enunciá-lo perceba que os estágios intermediários u(i) dados pelo Algoritmo 1, equivalem

a combinações convexas do método de Euler Explícito, com ∆t substituído por ∆tc.

3 A Condição CFL foi originalmente apresentada no artigo dos autores R. Courant, K. Frie-
drichs e H. Lewy, publicado na revista Mathematische Annalen no ano de 1928. Este artigo
foi republicado em 1967, com a permissão dos autores, em uma versão na língua inglesa, que
é justamente a Referência [26], utilizada neste trabalho.
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Teorema 3.34. (Estabilidade [16, pág. 172]). Seja un
h a solução aproximada do Problema

(3.44) pelo método SSP-RK de κ etapas dado no Algoritmo 1. Se a solução obtida para o

mesmo problema adotando κ = 1 (Euler Explícito) com passo de tempo constante

δ0 := max
0≤n<M

|∆tn max{βil/αil}|,

onde ∆tn, αil e βil são os parâmetros utilizados no Algoritmo 1 para encontrar un
h, for

fortemente estável e os coeficientes αil forem não negativos e satisfizerem

i−1∑

l=0

αil = 1, i = 1, . . . , κ,

então o esquema numérico descrito no Algoritmo 1 é fortemente estável, isto é,

|un+1
h | ≤ |un

h|, ∀ n ≥ 0

e, ainda, possui uma propriedade de estabilidade dada por:

|un
h| ≤ |u0

h|, ∀ n ≥ 0.

Demonstração. As ideias para a demonstração deste resultado foram obtidas de [16, pág.

172]. Sendo assim, provaremos primeiro uma desigualdade que será de grande utilidade.

Do Algoritmo 1, tem-se

u
(i)
h =

i−1∑

l=0

αilw
(il)
h , i ∈ {1, . . . , κ}. (3.45)

Além disso, como por hipótese αil ≥ 0, aplicando a função valor absoluto em ambos os

lados de (3.45) e usando a desigualdade triangular,

|u(i)
h | ≤

i−1∑

l=0

αil|w(il)
h |, i ∈ {1, . . . , κ}.

Logo, pela estabilidade forte do método SSP-RK para um passo no tempo dado por δ0,

|u(i)
h | ≤

i−1∑

l=0

αil|u(l)
h | ≤ max

0≤l≤i−1
|u(l)

h |, i ∈ {1, . . . , κ}. (3.46)

Agora, usando indução em i mostremos que |u(i)
h | ≤ |u(0)

h | para i = 0, . . . , κ.

Para i = 0 é imediato que |u(i)
h | ≤ |u(0)

h |.

Para i = 1, de (3.46) obtém-se,

|u(1)
h | ≤ max

0≤l≤0
|u(l)

h | ⇒ |u(1)
h | ≤ |u(0)

h |.

Suponha, agora, que a desigualdade seja válida para i ∈ {0, . . . , r}, r < κ, isto é,

|u(i)
h | ≤ |u(0)

h |. (3.47)
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Então, provemos que a desigualdade também é válida para i = r + 1, ou seja,

|u(r+1)
h | ≤ |u(0)

h |.

Para isso note que a partir da desigualdade (3.46) e da hipótese de indução (3.47),

|u(r+1)
h | ≤ max

0≤l≤r
|u(l)

h |
(3.47)

≤ max
0≤l≤r

|u(0)
h | = |u(0)

h |.

Logo, |u(i)
h | ≤ |u(0)

h | é válida para todo i = 0, . . . , κ.

Portanto, usando este resultado e o Algoritmo 1,

|u(i)
h | ≤ |u(0)

h |, ∀ i = 0, . . . , κ,

|u(κ+1)
h | ≤ |u(0)

h | ∀ κ ≥ 0,

|un+1
h | ≤ |un

h|, ∀ n ≥ 0.

Portanto, por um simples processo de indução seque que |un
h| ≤ |u0

h|, o que com-

pleta a demonstração do teorema.

O Teorema 3.34 é uma poderosa ferramenta de análise da propriedade de estabili-

dade dos métodos SSP-RK, pois ele nos permite determinar se um método de múltiplos

estágios é estável a partir da estabilidade do método de um único estágio (Euler Explícito)

[16, pág. 173]. Contudo, deve-se ter cuidado com a sua aplicação, por exemplo, para o

caso em que f(u) = αu, [14] prova que, se as soluções aproximadas são lineares por partes

(k = 1), o método SSP-RK de primeira ordem com um único passo (Euler Explícito) é

incondicionalmente instável na norma L2(Ω) para qualquer tamanho da razão ∆t/∆x. Já

em [24] foi provado que se considerado um esquema SSP-RK de segunda ordem com dois

passos, existe a propriedade de estabilidade, também, na norma L2(Ω), mas de forma

restrita à seguinte condição CFL:

α
∆t

∆x
≤ CCFL =

1

3
.

Este resultado evidencia que uma dedução da estabilidade de forma completa, isto

é, para um método SSP-RK de qualquer ordem e com vários estágios, a partir de um

único passo (Euler Explícito) nem sempre é possível.

Em [16, pág. 173], Cockburn afirma que em suas experiências numéricas, quando

o polinômio de grau k é usado, um esquema SSP-RK de ordem k + 1 deve ser usado para

garantir a estabilidade. Mais ainda, nesse caso, a condição CFL necessária à estabilidade

na norma L2(Ω) fica determinada por:

α
∆t

∆x
≤ CCF L =

1

2k + 1
.
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3.2.3 Análise da convergência

Esta seção tem por objetivo apresentar resultados que exploram o impacto da

discretização do tempo pelos esquemas SSP-RK nas propriedades de convergência do

método SSP-RKDG. Por simplicidade iremos tratar o caso mais simples que é o método

SSP-RK de primeira ordem com um passo. Iniciamos expondo alguns resultados que

comprovam a estabilidade e convergência para o caso em que as funções de base locais

são polinômios constantes por partes (ℓ = 0) e finalizamos exibindo algumas ideias que

podem ser utilizadas na análise do caso geral.

3.2.3.1 Polinômios constantes por parte

Seguindo as ideias de [16, pág. 174] usando o método SSP-RK de primeira ordem

com um passo (Euler Explícito) para o avanço no tempo em (3.37) segue que:






∀ j = 1, . . . , N e n = 0, . . . , M − 1 :

(un+1
j − un

j )/∆t +
{

f̂(un
j , un

j+1) − f̂(un
j−1, un

j )
}

/∆xj = 0,

uj(0) =
1

∆xj

∫

Ij

u0(x) dx,

com o fluxo numérico de Engquist-Osher.

(3.48)

Segundo os Teoremas 3.25 e 3.26, para provar a convergência do método deve-se

obter uma desigualdade de entropia e uma limitação uniforme para a variação total de

uh. Sendo assim, os dois resultados a seguir objetivam garantir essas duas condições.

Teorema 3.35. Considere U como a função entrópica de Kruzkov e

F(a, b; c) = F+(a, c) + F−(b, c) =
∫ c

a
f−(ρ)U ′(ρ − c) dρ +

∫ c

b
f+(ρ)U ′(ρ − c) dρ.

com

F±(a, c) =
∫ a

c
f±(ρ)U ′(ρ − c) dρ

em que f± são dadas pelo fluxo numérico de Engquist-Osher. Temos

{U(un+1
j − c) − U(un

j − c)}/∆t + {F(un
j , un

j+1; c) − F(un
j−1, un

j ; c)}/∆xj + Θn
diss,j/∆t = 0,

em que

Θn
diss,j =

∫ un
j

un+1
j

(pj(u
n
j ) − pj(ρ))U ′′(ρ − x) dρ +

∆t

∆xj

∫ un
j−1

un+1
j

(f+(un
j−1) − f+(ρ))U ′′(ρ − x) dρ

+
∆t

∆xj

∫ un
j+1

un+1
j

(f−(un
j+1) − f−(ρ))U ′′(ρ − x) dρ,
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e

pj(w) = w − ∆t

∆xj

(f+(w) − f−(w)).

Além disso, se a seguinte condição CFL for atendida

max
1≤j≤N

∆t

∆xj

|f ′| ≤ 1, (3.49)

então Θdiss,j ≥ 0 e a seguinte desigualdade de entropia é válida:

{U(un+1
j − c) − U(un

j − c)}/∆t + {F(un
j , uj+1; c) − F(uj−1, uj; c)}/∆xj ≤ 0.

Demonstração. Uma prova deste resultado é apresentada em [20].

Observação 3.36. Perceba que, se a condição CFL (3.49) for satisfeita, pj é não-

decrescente. Como f+ e −f− também são não-decrescentes, Θdiss,j ≥ 0 [16, pág. 175].

Teorema 3.37. Seja

un
h =

N∑

j=1

ūn
j χIj

, com χIj
(x) =







1, x ∈ Ij,

0, x Ó∈ Ij,

em que ūn
j é a solução de (3.48). Então

∣
∣
∣un+1

h

∣
∣
∣
T V (Ω)

− |un
h|T V (Ω) + Θn

T V = 0,

em que

Θn
T V =

∑

1≤j≤N

(

Un
j+1/2 − U ′′+1

j+1/2

) (

pj+1/2

(

un
j+1

)

− pj+1/2

(

un
j

)

+
∑

1≤j≤N

∆t

∆xj

(

Un
j−1/2 − Un+1

j+1/2

) (

f+
(

un
j

)

− f+
(

un
j−1

))

−
∑

1≤j≤N

∆t

∆xj

(

U ′′
j+1/2 − U ′n+1

j−1/2

) (

f−
(

un
j+1

)

− f−
(

un
j

))

,

U ′m
i+1/2 = U ′

(

um
i+1 − um

i

∆i+1/2

)

e pj+1/2(w) = s − ∆t

∆xj+1

f+(w) +
∆t

∆xj

f−(w).

Além disso, suponha que seja satisfeita a seguinte condição CFL:

max
1≤nj≤N

∆t

∆xj

|f ′| ≤ 1. (3.50)

Então Θn
T V ≥ 0 e teremos

|un
h|T V (Ω) ≤ |u0|T V (Ω).
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Demonstração. Uma prova para esse resultado pode ser obtida procedendo com os mesmos

argumentos utilizados para demonstrar o Teorema 3.26.

Portanto, a partir dos Teoremas 3.35 e 3.37 a seguinte estimativa de erro, apre-

sentada em [43], pode ser comprovada:

Teorema 3.38. Sejam uh(t) = uh(·, t) ∈ Vk
h e u(t) = u(·, t) ∈ BV (Ω) as soluções

aproximada e exata do Problema (3.1), respectivamente, com t ∈ [0, T ]. Se uh(0) ∈ Vk
h ,

u0 ∈ BV (Ω), ∆x for o mesmo da Definição 3.2 e a condição CFL (3.50) for atendida,

então

‖u(T ) − uh(T )‖L1(Ω) ≤ ‖u0 − uh(0)‖L1(Ω) + C |u0| ¯T V (Ω)

√
T∆x.

Demonstração. Uma prova para este teorema é apresentada em [43].

3.2.3.2 Caso geral: Aproximação por polinômios de graus quaisquer

A análise do caso geral é feita para as funções de base locais com polinômios

quebrados (Pk(Th)), com k ≥ 0 qualquer. Nesta seção iremos apenas apresentar algu-

mas ideias que podem ser usadas para a análise da estabilidade. Para tal apresentação,

carecemos de algumas definições.

Definição 3.39. Seja uh(x, t) a solução do Problema (3.3). Definimos a média de uh(x, t)

no elemento Ij por:

ūj(t) =
1

∆xj

∫

Ij

uh(x, t) dx.

Além disso, será considerado

ūh(t) =
{

ūh(t) ∈ V0
h | ūh(t)|Ij

= ūj(t)
}

.

Definição 3.40. A Total Variation in the Means (TVM) ou em português, variação total

nas médias de uh é definida por:

TVM(uh) =
N−1∑

j=1

|ūj+1 − ūj| .

Baseado na análise dos casos anteriores, para que a aproximação obtida pelo mé-

todo RKDG para o Problema (3.44) seja estável no caso geral, uma desigualdade de

entropia celular e uma limitação uniforme da solução discreta uh na seminorma da varia-

ção total devem ser satisfeitas. O que será feito para verificar essas condições é reescrever

a Formulação (3.3) de uma maneira conveniente e aplicar o Teorema 3.42. Para isso,

perceba que pela Definição 3.39,

∆xjūh|Ij
= ∆xjūj =

∫

Ij

uh dx. (3.51)



49

Desta forma, obtém-se

∫

Ij

∂uh

∂t
dx =

d

dt

∫

Ij

uh dx
(3.51)
=

d

dt
(∆xjūj) = ∆xj

dūj

dt
. (3.52)

Voltando à Formulação (3.3), tomando vh = 1 e usando (3.52), podemos reescrevê-

la, em cada elemento, como:







∀ j = 1, . . . , N :

dūj

dt
+

{

f̂(u−
j+1/2, u+

j+1/2) − f̂(u−
j−1/2, u+

j−1/2)
}

/∆xj = 0, t ∈ (0, T ).

(3.53)

Considerando uma discretização do tempo pelo método de Euler Explícito dada

por un+1
h = un

h + δLh(un
h) temos:







∀ j = 1, . . . , N e n = 0, . . . , M − 1 :

(ūn+1
j − ūn

j )/∆t +
{

f̂(u−,n
j+1/2, u+,n

j+1/2) − f̂(u−,n
j−1/2, u+,n

j−1/2)
}

/∆xj = 0.
(3.54)

Observação 3.41. Os termos u±,n
j±1/2 denotam as funções u±

j±1/2 no tempo n.

Teorema 3.42. Seja

un
h =

N∑

j=1

ūn
j χIj

, com χIj
(x) =







1, x ∈ Ij,

0, x Ó∈ Ij,

em que ūn
j é a solução de (3.54). Então

|ūn+1
h |T V (Ω) − |ūn

h|T V (Ω) + ΘTVM = 0,

em que

ΘTVM =
N∑

j=1

(

U ′
j+1/2 − U ′

j+1/2

)

(pj+1/2(uh|Ij+1
) − pj+1/2(uh|Ij

))

+
N∑

j=1

δ

∆xj

(

U ′
j−1/2 − U ′

j+1/2

)

(f+(u−
j+1/2) − f−(u−

j−1/2))

−
N∑

1=1

δ

∆xj

(

U ′
j+1/2 − U ′

j−1/2

)

(f−(u+
j+1/2) − f−(u+

j−1/2))

com

U ′
i+1/2 = U ′

(

ui+1 − ui

∆xi+1/2

)

e

pj+1/2(uh|Im) = ūm − δ

∆xj−1

f+(u−
m−1/2) +

δ

∆xj

f−(u+
m−1/2).
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Demonstração. A prova deste resultado segue as ideias da demonstração exibida para o

Teorema 3.26.

A partir do Teorema 3.42, a ideia para mostrar desigualdade de entropia e uma

limitação uniforme da solução discreta uh na variação total é restringir-se à tarefa de estu-

dar sob quais condições a variação total nas médias não aumenta para uma discretização

no tempo pelo método SSP-RK de primeira ordem. Para isso, a solução discreta deve

atender (consulte [16, pág. 176] para obter mais detalhes):

sign(ūj+1 − ūj) = sign(pj+1/2(uh|Ij+1
) − pj+1/2(uh|Ij

)), (3.55)

sign(ūj − ūj−1) = sign(u−
j+1/2 − u−

j−1/2), (3.56)

sign(ūj+1 − ūj) = sign(u+
j+1/2 − u+

j−1/2). (3.57)

Não existe garantia alguma de que a solução numérica satisfaça as condições (3.55)-

(3.57). Portanto, é necessário aplicá-las por meio de um limitador de fluxo. Esse limitador

altera a solução numérica de um elemento fazendo com que as condições (3.55)-(3.57)

sejam satisfeitas, preservando a média da solução no elemento e, sempre que possível, a

precisão do método.

No próximo capítulo, seguindo as ideias apresentadas em [25], estudamos critérios

para que a incorporação de um limitador de fluxo à Formulação (3.54) satisfaça a propri-

edade de estabilidade via resultados de TVD, TVDM e/ou TVBM. Além disso, ele deve

cumprir as condições (3.55), (3.56) e (3.57) necessárias ao Teorema 3.42.
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4 ESTUDO DAS PROPRIEDADES TVD, TVDM E TVBM

O objetivo deste capítulo é estudar as propriedades TVD, TVDM e TVBM do

método SSP-RKDG apresentado no Capítulo 3. Será considerado um limitador de fluxo

que foi apresentado em [25] e verificados os critérios para que ele satisfaça as condições

(3.55), (3.56) e (3.57) do Teorema 3.42. Nesta perspectiva serão usados o Lema de Harten

[28, 38] e as funções minmod e minmod modificada [25].

4.1 LIMITADOR DE FLUXO

Para soluções que apresentam descontinuidades ou gradientes pronunciados, os

esquemas DG de alta ordem (k ≥ 1) podem produzir solução oscilatória [10, pág. 33].

Este problema está diretamente relacionado com o fenômeno de Gibbs [34] e à falta da

propriedade TVD. Uma solução numérica oscilatória pode ter variação total maior do

que a da condição inicial [10, pág. 33], causando a perda da estabilidade. Nos métodos

de volumes finitos, por exemplo, este problema é solucionado reduzindo a inclinação da

solução por meio da reconstrução dos fluxos por funções limitadoras de inclinação apro-

priadas, que os tornam esquemas TVD e, portanto, estáveis [10, pág. 33]. Podem ser

utilizadas também técnicas de resolvedores Lagrangiano-Euleriano, como visto em [1] e

[2]. Sugerido as ideias propostas por [16] e [25], vamos considerar limitadores de fluxo

capazes de tornar os esquemas DG, com uma discretização no tempo por Euler Explícito,

TVD. Como o objetivo é usar uma discretização do tempo com um esquema SSP-RK, será

suficiente verificar tal propriedade para uma discretização pelo método de Euler Explícito.

Os esquemas SSP-RK fornecerem automaticamente a propriedade TVD para versões do

método SSP-RKDG de ordem superior [10, pág. 33].

O que será feito é, a partir da Formulação (3.54), considerar um limitador de fluxo.

Para isso, note que de (3.54),







∀ j = 1, . . . , N e n = 0, . . . , M − 1 :

(w̄n+1
j − ūn

j )/∆t +
{

f̂(u−,n
j+1/2, u+,n

j+1/2) − f̂(u−,n
j−1/2, u+,n

j−1/2)
}

/∆xj = 0,
(4.1)

em que wn+1
h = un

h + δLh(un
h). Assim, deve-se encontrar uma solução provisória wn+1

h e

utilizar um limitador de fluxo para corrigi-la, obtendo uma nova solução, dada por:

un+1
h = ΛΠh(wn+1

h ). (4.2)

Definição 4.1. Dizemos que o operador ΛΠh(·) é um limitador de fluxo.

Um limitador de fluxo “ideal”, segundo [16, pág. 177], deve satisfazer as seguintes

propriedades:
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(a) Manter a conservação de massa elemento por elemento, isto é, se o limitador estiver

definido com (4.2), então ūn+1
j = w̄n+1

j , j = 1, . . . , N .

(b) Satisfazer as propriedades (3.55), (3.56) e (3.57). Esta condição afirma que, se o

limitador for definido com (4.2), então

|w̄h|T V (Ω) ≤ |ūh|T V (Ω),

para valores suficientemente pequenos de δ, Teorema 3.42.

(c) Não prejudicar a precisão do método.

Uma explicação do último item é dada a seguir.

Observação 4.2. Perceba que se a solução uh é uma aproximação “muito boa” de uma

solução suave u na vizinhança do um ponto x0, ela se comporta (assintoticamente quando

∆x vai a zero) como uma linha reta se ux(x0) Ó= 0. Se x0 é um extremos isolados de

u, então ele se comporta como uma parábola fornecida uxx(x0) Ó= 0. Agora, se uh é

uma linha reta, satisfaz trivialmente as condições (3.55) e (3.56). No entanto, se uh é

uma parábola, as condições (3.55) e (3.57) nem sempre são satisfeitas. Isso mostra que

é impossível construir o “limitador de fluxo ideal” com as condições (a), (b) e (c), em

outras palavras, para impor a propriedade TVDM, precisamos abrir mão da precisão de

alta ordem nos extremos locais. Este é um fenômeno muito conhecido para esquemas

de diferenças finitas com a propriedade de TVD [16, pág. 178]. Isso significa que nem

sempre é possível construir limitadores de fluxo que preservam a precisão de alta ordem,

principalmente em extremos locais.

4.2 CONSTRUÇÃO DO LIMITADOR DE FLUXO

Usando as ideias apresentadas em [25], definimos

u
(ℓ)
j = u

(ℓ)
j (t) =

1

∆xℓ+1
j

∫

Ij

u(x, t)v
(j)
ℓ (x) dx, ℓ = 0, 1, . . . , k, (4.3)

em que v
(j)
ℓ (x) ∈ Vk

h são os polinômios de Legendre definidos na Seção 3.1.2.

Observação 4.3. Perceba que de (4.3), se ℓ = 0, então

u
(0)
j =

1

∆xj

∫

Ij

u(x, t) dx = ūj, (4.4)

ou seja, u
(0)
j é a média da função u em Ij.

Considerando a ordem do esquema DG, pode-se escrever:
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• 1ª ordem (k = 0):

u−
j+1/2 = u+

j−1/2 = u
(0)
j .

• 2ª ordem (k = 1):






u−
j+1/2 = u

(0)
j + 6u

(1)
j ,

u+
j−1/2 = u

(0)
j − 6u

(1)
j .

• 3ª ordem (k = 2):






u−
j+1/2 = u

(0)
j + 6u

(1)
j + 30u

(2)
j ,

u+
j−1/2 = u

(0)
j − 6u

(1)
j + 30u

(2)
j ,

e assim por diante. Além disso, definimos também






∼
uj = u−

j+1/2 − u
(0)
j ,

≈
uj = u

(0)
j − u+

j−1/2,
⇔







u−
j+1/2 = u

(0)
j +

∼
uj,

u+
j−1/2 = u

(0)
j − ≈

uj.
(4.5)

A partir de (3.53), considerando a Definição 3.19 e a Observação 4.3,






∀ j = 1, . . . , N :

du
(0)
j

dt
= − 1

∆xj

∆−f̂
(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j+1 − ≈

uj+1

)

.

(4.6)

De (4.1), usando o método de Euler Explícito, obtém-se:

(

u
(0)
j

)n+1
=

(

u
(0)
j

)n − ∆t

∆xj

∆−f̂
{(

u
(0)
j +

∼
uj

)n
,

(

u
(0)
j+1 − ≈

uj+1

)n}

. (4.7)

O resultado do Teorema 4.5 estabelece alguns critérios para garantir que o esquema

dado por (4.7) seja TVD. Enunciaremos o teorema e para a sua demonstração iremos fazer

uso do Lema de Harten, em uma versão apresentada em [28, pág. 110].

Lema 4.4 (Lema de Harten). Suponha que um esquema numérico possa ser escrito como:

un+1
j = un

j + λ{Cj+1/2∆+un
j − Dj−1/2∆−un

j }, (4.8)

em que un
j = u(xj, tn), λ = ∆t/∆x e ∆±un

j dados pela Definição (3.19).

Seja Ω = (a, b). Assim, teremos {uj}N
j=1, {Cj+1/2}N−1

j=0 e {Dj−1/2}N−1
j=0 reais. As-

suma que as condições de contorno são periódicas. Se Cj+1/2, Dj−1/2 ≥ 0 e λ(Cj+1/2 +

Dj+1/2) ≤ 1 para j = 1, . . . , N , então o esquema é TVD.
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Demonstração. (i) A demonstração deste resultado é baseada nas ideias apresentadas em

[37] e adaptadas por [28, pág. 110]. Pela hipótese de condições de contorno periódicas:

ζ :=







ζj+N , j ≤ 0

ζj−N , j > N
,

para ζ = un, un+1, C ou D.

De (4.8), para j = 1, . . . , N ,

un+1
j+1 = un

j+1 + λ{Cj+3/2∆+un
j+1 − Dj+1/2∆−un

j+1}. (4.9)

Subtraindo (4.8) de (4.9), obtém-se, para j = 1, . . . , N ,

un+1
j+1 − un+1

j = ∆+un+1
j = un

j+1 − un
j + λCj+3/2∆+un

j+1 − λDj+1/2∆−un
j+1

− λCj+1/2∆+un
j + λDj−1/2∆−un

j

= ∆+un
j + λCj+3/2∆+un

j+1 − λDj+1/2∆−un
j+1

− λCj+1/2∆+un
j + λDj−1/2∆−un

j .

Pela definição do operador de diferenças (Definição 3.19),

∆+un+1
j = ∆+un

j + λCj+3/2∆+un
j+1 − λDj+1/2∆+un

j

− λCj+1/2∆+un
j + λDj−1/2∆+un

j−1

=
(

1 − λCj+1/2 − λDj+1/2

)

∆+un
j + λCj+3/2∆+un

j+1

+ λDj−1/2∆+un
j−1. (4.10)

Tomando o valor absoluto em ambos os membros de (4.10) e usando a desigualdade

triangular, obtém-se
∣
∣
∣∆+un+1

j

∣
∣
∣ ≤

∣
∣
∣

[

1 − λ(Cj+1/2 + Dj+1/2)
]

∆+un
j

∣
∣
∣

+
∣
∣
∣λCj+3/2∆+un

j+1

∣
∣
∣ +

∣
∣
∣λDj−1/2∆+un

j−1

∣
∣
∣ .

Como por hipótese os coeficientes Cj+1/2, Dj+1/2 e λ(Cj+1/2 + Dj+1/2) ≤ 1, para

todo j ∈ {1, . . . , N}, tem-se
∣
∣
∣∆+un+1

j

∣
∣
∣ ≤

[

1 − λ(Cj+1/2 + Dj+1/2)
] ∣

∣
∣∆+un

j

∣
∣
∣

+ λCj+3/2

∣
∣
∣∆+un

j+1

∣
∣
∣ + λDj−1/2

∣
∣
∣∆+un

j−1

∣
∣
∣ .

Realizando o somatório em j de 1 até N , tem-se

N∑

j=1

∣
∣
∣∆+un+1

j

∣
∣
∣ ≤

N∑

j=1

∣
∣
∣∆+un

j

∣
∣
∣ −

N∑

j=1

λCj+1/2

∣
∣
∣∆+un

j

∣
∣
∣ −

N∑

j=1

λDj+1/2

∣
∣
∣∆+un

j

∣
∣
∣

+
N∑

j=1

λCj+3/2

∣
∣
∣∆+un

j+1

∣
∣
∣ +

N∑

j=1

λDj−1/2

∣
∣
∣∆+un

j−1

∣
∣
∣ ,
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o que implica em

N−1∑

j=0

∣
∣
∣∆+un+1

j

∣
∣
∣ ≤

N−1∑

j=0

∣
∣
∣∆+un

j

∣
∣
∣ + λD1/2 |∆+un

0 | − λC3/2 |∆+un
1 |

+ λCN+3/2

∣
∣
∣∆+un

N+1

∣
∣
∣ − λDN+1/2 |∆+un

N | .

Usando a periodicidade da condição de contorno, tem-se

N∑

j=1

|∆+un+1
j | ≤

N∑

j=1

|∆+un
j |.

Portanto, pela definição de variação total,

TV (un+1) ≤ TV (un)

e o esquema (4.8) é TVD.

Teorema 4.5 (TVDM [25]). Sejam θ uma constante, ∆+u
(0)
j , ∆+

∼
uj e ∆+

≈
uj dados pela

Definição 3.19, pela Observação 4.4 e por (4.5). Suponha

−θ ≤ ∆+
≈
uj

∆+u
(0)
j

≤ 1, −θ ≤ − ∆+
∼
uj

∆+u
(0)
j

≤ 1, ∀ t ∈ (0, T ). (4.11)

Então,

(i) o esquema dado por (4.6) é TVD para todo θ ≥ 0;

(ii) o esquema (4.7) é TVD sob a restrição CFL

λ (hn
1 − hn

2 ) ≤ 1

1 + θ
, (4.12)

em que

λ =
∆t

∆x
, ∆x = max

1≤j≤N
∆xj,

hn
1 =

f̂
{(

u
(0)
j +

∼
uj

)n
,

(

u
(0)
j − ≈

uj

)n}

− f̂
{(

u
(0)
j−1 +

∼
uj−1

)n
,

(

u
(0)
j − ≈

uj

)n}

(

u
(0)
j +

∼
uj

)n −
(

u
(0)
j−1 +

∼
uj−1

)n

e

hn
2 =

f̂
{(

u
(0)
j +

∼
uj

)n
,

(

u
(0)
j+1 − ≈

uj+1

)n}

− f̂
{(

u
(0)
j +

∼
uj

)n
,

(

u
(0)
j − ≈

uj

)n}

(

u
(0)
j+1 − ≈

uj+1

)n
−

(

u
(0)
j − ≈

uj

)n .
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Demonstração. (Teorema 4.5). (i) Usando a definição do operador de diferenças,

∆−f̂
(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j+1 − ≈

uj+1

)

=

= f̂
(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j+1 − ≈

uj+1

)

− f̂
(

u
(0)
j−1 +

∼
uj−1, u

(0)
j − ≈

uj

)

= f̂
(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j+1 − ≈

uj+1

)

− f̂
(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j − ≈

uj

)

︸ ︷︷ ︸

1

+ f̂
(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j − ≈

uj

)

− f̂
(

u
(0)
j−1 +

∼
uj−1, u

(0)
j − ≈

uj

)

︸ ︷︷ ︸

2

.

De 1 , pode-se definir

Cj+1/2 :=
f̂

(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j+1 − ≈

uj+1

)

− f̂
(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j − ≈

uj

)

∆+u
(0)
j

.

Assim, usando algumas manipulações algébricas,

Cj+1/2 =
f̂

(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j+1 − ≈

uj+1

)

− f̂
(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j − ≈

uj

)

∆+u
(0)
j

×



∆+u

(0)
j − ∆+

≈
uj

∆+u
(0)
j − ∆+

≈
uj



 ,

o que implica em

Cj+1/2 =
f̂

(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j+1 − ≈

uj+1

)

− f̂
(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j − ≈

uj

)

∆+u
(0)
j − ∆+

≈
uj



1 − ∆+
≈
uj

∆+u
(0)
j



 ,

ou ainda,

Cj+1/2 =
f̂

(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j+1 − ≈

uj+1

)

− f̂
(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j − ≈

uj

)

(

u
(0)
j+1 − u

(0)
j

)

−
(

≈
uj+1 − ≈

uj

)



1 − ∆+
≈
uj

∆+u
(0)
j





=
f̂

(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j+1 − ≈

uj+1

)

− f̂
(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j − ≈

uj

)

(

u
(0)
j+1 − ≈

uj+1

)

−
(

u
(0)
j − ≈

uj

)



1 − ∆+
≈
uj

∆+u
(0)
j



 . (4.13)

Desta forma, fazendo

−h2 := −
f̂

(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j+1 − ≈

uj+1

)

− f̂
(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j − ≈

uj

)

(

u
(0)
j+1 − ≈

uj+1

)

−
(

u
(0)
j − ≈

uj

) (4.14)

obtém-se

Cj+1/2 = −h2



1 − ∆+
≈
uj

∆+u
(0)
j



 .
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Logo, como o fluxo numérico f̂ considerado é monótono, ele é não-crescente na

segunda. Sendo assim,

h2 =
f̂

(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j+1 − ≈

uj+1

)

− f̂
(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j − ≈

uj

)

(

u
(0)
j+1 − ≈

uj+1

)

−
(

u
(0)
j − ≈

uj

) ≤ 0,

o que implica em −h2 ≥ 0. Além disso, pela hipótese que
∆+

≈
uj

∆+u
(0)
j

≤ 1 em (4.11), tem-se

Cj+1/2 ≥ 0.

Agora por 2 , é possível definir

Dj−1/2 :=
f̂

(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j − ≈

uj

)

− f̂
(

u
(0)
j−1 +

∼
uj−1, u

(0)
j − ≈

uj

)

∆−u
(0)
j

.

Com isso,

Dj−1/2 =
f̂

(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j − ≈

uj

)

− f̂
(

u
(0)
j−1 +

∼
uj−1, u

(0)
j − ≈

uj

)

∆−u
(0)
j

×



∆−u

(0)
j + ∆−

∼
uj

∆−u
(0)
j + ∆−

∼
uj





=
f̂

(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j − ≈

uj

)

− f̂
(

u
(0)
j−1 +

∼
uj−1, u

(0)
j − ≈

uj

)

∆−u
(0)
j + ∆−

∼
uj



1 +
∆−

∼
uj

∆−u
(0)
j





=
f̂

(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j − ≈

uj

)

− f̂
(

u
(0)
j−1 +

∼
uj−1, u

(0)
j − ≈

uj

)

(

u
(0)
j − u

(0)
j−1

)

+
(

∼
uj − ∼

uj−1

)



1 +
∆−

∼
uj

∆−u
(0)
j



 ,

que resulta em

Dj−1/2 =
f̂

(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j − ≈

uj

)

− f̂
(

u
(0)
j−1 +

∼
uj−1, u

(0)
j − ≈

uj

)

(

u
(0)
j +

∼
uj

)

−
(

u
(0)
j−1 +

∼
uj−1

)



1 +
∆−

∼
uj

∆−u
(0)
j



 . (4.15)

Logo, denotando

h1 :=
f̂

(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j − ≈

uj

)

− f̂
(

u
(0)
j−1 +

∼
uj−1, u

(0)
j − ≈

uj

)

(

u
(0)
j +

∼
uj

)

−
(

u
(0)
j−1 +

∼
uj−1

) (4.16)

obtém-se

Dj−1/2 = h1



1 +
∆−

∼
uj

∆−u
(0)
j



 .
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Assim, a hipótese do fluxo numérico f̂ se monótono implica que ele é não-

decrescente na primeira, isto é,

f̂
(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j − ≈

uj

)

− f̂
(

u
(0)
j−1 +

∼
uj−1, u

(0)
j − ≈

uj

)

(

u
(0)
j +

∼
uj

)

−
(

u
(0)
j−1 +

∼
uj−1

) ≥ 0.

Então, h1 ≥ 0 e por (4.11),

Dj−1/2 ≥ 0.

Logo, pode-se escrever

∆−f̂
(

u
(0)
j +

∼
uj, u

(0)
j+1 − ≈

uj+1

)

= −Cj+1/2∆+u
(0)
j + Dj−1/2∆−u

(0)
j ,

∆+f̂
(

u
(0)
j−1 +

∼
uj−1, u

(0)
j − ≈

uj

)

= −Cj+1/2∆+u
(0)
j + Dj−1/2∆−u

(0)
j .

Portanto, por [50] segue que o esquema (4.6) é TVD.

(ii) Considerando ∆x = max
1≤j≤N

∆xj em (4.7) é possível escrever:

(

u
(0)
j

)n+1
=

(

u
(0)
j

)n − λ∆−f̂
{(

u
(0)
j +

∼
uj

)n
,

(

u
(0)
j+1 − ≈

uj+1

)n}

, (4.17)

em que

λ =
∆t

∆x
.

Usando um raciocínio análogo ao desenvolvido para obter os resultados apresen-

tados em (4.13), (4.14), (4.15) e (4.16) pode-se escrever (4.17) como:

λ∆−f̂
{(

u
(0)
j +

∼
uj

)n
,

(

u
(0)
j+1 − ≈

uj+1

)n}

=

= λ
{

Cn
j+1/2∆+u

(0),n
j − Dn

j−1/2∆−u
(0),n
j

}

,

com,

Cn
j+1/2 = −hn

2



1 −
∆+

(
≈
uj

)n

∆+u
(0),n
j



 ,

Dn
j−1/2 = hn

1



1 +
∆−

(
∼
uj

)n

∆−u
(0),n
j



 ,

em que

hn
1 =

f̂
{(

u
(0)
j +

∼
uj

)n
,

(

u
(0)
j − ≈

uj

)n}

− f̂
{(

u
(0)
j−1 +

∼
uj−1

)n
,

(

u
(0)
j − ≈

uj

)n}

(

u
(0)
j +

∼
uj

)n −
(

u
(0)
j−1 +

∼
uj−1

)n

e

hn
2 =

f̂
{(

u
(0)
j +

∼
uj

)n
,

(

u
(0)
j+1 − ≈

uj+1

)n}

− f̂
{(

u
(0)
j +

∼
uj

)n
,

(

u
(0)
j − ≈

uj

)n}

(

u
(0)
j+1 − ≈

uj+1

)n
−

(

u
(0)
j − ≈

uj

)n .
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Sem perda de generalidade,

Dn
j+1/2 = hn

1



1 +
∆+

(
∼
uj

)n

∆+u
(0),n
j



 .

Usando monotonicidade do fluxo numérico, hn
1 , −hn

2 ≥ 0. Desta forma, de (4.11),






0 ≤ Cn
j+1/2 ≤ −hn

2 ,

0 ≤ Dn
j+1/2 ≤ hn

1

⇒ Cn
j+1/2 + Dn

j+1/2 ≤ hn
1 − hn

2 (4.18)

Logo, por (4.18) e pela hipótese (4.12), obtém-se

λ(Cn
j+1/2 + Dn

j+1/2) ≤ λ(hn
1 − hn

2 ) ≤ 1

1 + θ
≤ 1, ∀ θ ≥ 0. (4.19)

Portanto, como (4.18) e (4.19) são as hipóteses do Lema 4.4, o esquema (4.7) é

TVD, desde que a restrição CFL dada por (4.12) seja satisfeita.

Observação 4.6. Pela Definição 3.40, concluímos que o Teorema 4.5 define as condições

para que o esquema seja TVDM, isto é, seja TVD sobre as médias.

A partir do Teorema 4.5 o trabalho necessário para mostrar que o esquema (4.7) é

TVD passa a ser o de modificar
∼
uj e

≈
uj para atender a hipótese (4.11). Assim, usando as

ideias apresentadas por [25], vamos considerar as funções minmod e minmod modificada.

4.2.1 Alteração pela função minmod

Definição 4.7 (Função minmod). Sejam {ai}n
i=1 reais. A função minmod é denotada por

m(a1, a2, . . . , an) e definida como:

m(a1, a2, . . . , an) =







s min
1≤i≤n

|ai|, se sign(a1) = sign(a2) = · · · = sign(an) = s,

0 caso contrário.

A Definição 4.7 é usada por [25] para modificar
∼
uj e

≈
uj:







∼
u

(mod)

j = m
(

∼
uj, ∆+u

(0)
j , ∆−u

(0)
j

)

,
≈
u

(mod)

j = m
(

≈
uj, ∆+u

(0)
j , ∆−u

(0)
j

)

.
(4.20)

Como visto anteriormente, a construção de um limitador baseia-se na procura por

condições simples e suficientes na função uh que impliquem as condições (3.55), (3.56) e

(3.57). Essas condições também podem ser declaradas em termos da função minmod pelo

seguinte resultado [16, pág. 178].
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Teorema 4.8. Seja f̂ um fluxo numérico monótono, consistente e localmente Lipschitz.

Suponha que a seguinte condição CFL seja atendida:

δ

(

|f+|Lip

∆xj+1

+
|f−|Lip

∆xj

)

≤ 1

2
, j = 1, . . . , N,

com

|f±|Lip = sup
a Ó=b

|f±(a) − f±(b)|
|a − b| .

Se m for a função minmod (Definição 4.7) e satisfaz:






u−
j+1/2 − u

(0)
j = m(u−

j+1/2 − u
(0)
j , ∆+u

(0)
j , ∆−u

(0)
j ),

u
(0)
j − u+

j−1/2 = m(u
(0)
j − u+

j−1/2, ∆+u
(0)
j , ∆−u

(0)
j ),

então, as condições (3.55), (3.56) e (3.57) são satisfeitas.

Demonstração. Uma prova para este resultado pode ser encontrada em [16, pág. 179].

Suprimindo os índices n relativos a discretização do tempo e considerando ∆x =

max
1≤j≤N

∆xj, f+ = h1, f− = h2, θ = 1, a partir dos Teoremas 4.5 e 4.8, segue que as

condições (3.55), (3.56) e (3.57) são satisfeitas para a modificação realizada pela função

minmod definida em (4.20).

Por (4.20), u
±(mod)
j+1/2 podem ser reescritos como:







u
− (mod)
j+1/2 = u

(0)
j +

∼
u

(mod)

j ,

u
+ (mod)
j−1/2 = u

(0)
j − ≈

u
(mod)

j .

Desta forma, obtem-se o seguinte esquema modificado:

(

u
(0)
j

)n+1
=

(

u
(0)
j

)n − ∆t

∆xj

∆−f̂
{(

u
− (mod)
j+1/2

)n
,

(

u
+ (mod)
j−1/2

)n}

.

O Teorema 4.9 mostra que o limitador construído preserva a precisão do método

longe dos pontos críticos.

Teorema 4.9. Em regiões suaves, longe de pontos críticos, a função minmod não causa

nenhuma modificação no esquema (4.7), isto é,
∼
u

(mod)

j =
∼
uj e

≈
u

(mod)

j =
≈
uj.

Demonstração. Primeiro provemos que
∼
u

(mod)

j =
∼
uj. Como por hipótese a função u é

suave nas regiões longe dos pontos críticos, u−
j+1/2 = u(x−

j+1/2) e podemos usar a expansão

de Taylor. Sendo assim,

u−
j+1/2 = u(xj) + ux(xj)(xj+1/2 − xj) + O((xj+1/2 − xj)

2)

= u(xj) + ux(xj)

(

∆xj

2

)

+ O(∆x2). (4.21)
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Além disso, sabemos que

u
(0)
j =

1

∆xj

∫

Ij

u(x) dx.

Fazendo a expansão de Taylor em xj da função u,

u
(0)
j =

1

∆xj

∫

Ij

[

u(xj) + ux(xj)(x − xj) + O((x − xj)
2)

]

dx,

o que resulta em,

u
(0)
j =

1

∆xj

∫

Ij

u(xj) dx +
1

∆xj

∫

Ij

[ux(xj)(x − xj)] dx + O(∆x2). (4.22)

Logo, pelos dois primeiros termos do lado direito de (4.22),

1

∆xj

∫

Ij

u(xj) dx =
u(xj)

∆xj

∫

Ij

dx =
u(xj)

∆xj

∆xj = u(xj)

e

1

∆xj

∫

Ij

[ux(xj)(x − xj)] dx =
ux(xj)

∆xj

∫

Ij

(x − xj) dx = 0.

Desta forma,

u
(0)
j = u(xj) + O(∆x2). (4.23)

Sendo assim, por (4.21) e (4.23)

∼
uj = u−

j+1/2 − u
(0)
j = u(xj) + ux(xj)

(

∆xj

2

)

− u(xj) + O(∆x2)

= ux(xj)

(

∆xj

2

)

+ O(∆x2). (4.24)

Agora, veja que por (4.23) e usando novamente a expansão de Taylor

∆+u
(0)
j = u

(0)
j+1 − u

(0)
j = u(xj+1) − u(xj) + O(∆x2)

= u(xj) + ux(xj)(xj+1 − xj) − u(xj) + O(∆x2)

= ux(xj)

(

∆xj + ∆xj+1

2

)

+ O(∆x2). (4.25)

Além disso, também temos

∆−u
(0)
j = u

(0)
j−1 − u

(0)
j = u(xj−1) − u(xj)

= u(xj) + ux(xj)(xj−1 − xj) − u(xj) + O(∆x2)

= ux(xj)

(

∆xj + ∆xj−1

2

)

+ O(∆x2). (4.26)
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Portanto, de (4.24), (4.25) e (4.26)
∼
uj, ∆+u

(0)
j e ∆−u

(0)
j tem o mesmo sinal e

∼
uj ≤ ∆+u

(0)
j , ∆−u

(0)
j . Com isso, a função minmod retorna sempre o primeiro argumento,

isto é,
∼
uj, o que implica em

∼
u

(mod)

j =
∼
uj.

Agora, usando um raciocínio semelhante mostraremos que
≈
u

(mod)

j =
≈
uj. De início,

como a função u é suave nesta região, u+
j−1/2 = u(x+

j−1/2). Sendo assim, usando a expansão

de Taylor da função u(x) no ponto xj,

u+
j−1/2 = u(xj) + ux(xj)(xj−1/2 − xj) + O(∆x2)

= u(xj) − ux(xj)

(

∆xj

2

)

+ O(∆x2). (4.27)

De (4.23) e (4.27),

≈
uj = u

(0)
j − u+

j−1/2 = u(xj) −
[

u(xj) − ux(xj)

(

∆xj

2

)]

+ O(∆x2)

= ux(xj)

(

∆xj

2

)

+ O(∆x2). (4.28)

Logo, de (4.25), (4.26) e (4.28)
≈
uj, ∆+u

(0)
j e ∆−u

(0)
j tem o mesmo sinal e

≈
uj ≤

∆+u
(0)
j , ∆−u

(0)
j . Portanto, a função minmod retorna sempre o primeiro argumento, ou

seja,
≈
uj, o que resulta em

≈
u

(mod)

j =
≈
uj.

Um dos principais problemas apresentados pelos esquemas TVD é a degenera-

ção para primeira ordem em pontos críticos [49]. Para superar esta dificuldade, a ideia

apresentada por [25], baseada em [56], é modificar a função minmod para não alterar a

precisão do esquema (4.7) em regiões suaves.

4.2.2 Alteração pela função minmod modificada

Definição 4.10. Sejam M e {ai}n
i=1 reais, com M ≥ 0. A função minmod modificada é

denotada por
∼
m(a1, a2, . . . , an) é definida como:

∼
m(a1, a2, . . . , an) =







a1, se |a1| ≤ M(∆x)2,

m(a1, a2, · · · , an) caso contrário.

A Definição 4.10 é usada por [25] para modificar
∼
uj e

≈
uj:







∼
u

(mod,2)

j =
∼
m

(
∼
uj, ∆+u

(0)
j , ∆−u

(0)
j

)

,
≈
u

(mod,2)

j =
∼
m

(
≈
uj, ∆+u

(0)
j , ∆−u

(0)
j

)

.
(4.29)

O lema a seguir foi apresentado em [25] e caracteriza M para que a alteração feita

por (4.29) não afete a precisão da aproximação em regiões suaves.
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Lema 4.11. Seja ω ∈ Ω uma região em que u ∈ C2(Ω) e |uxx| ≤ M2. Se

M =
2

3
M2, (4.30)

ou

M =
2

9
(3 + 10M2)M2




(∆x)2

(∆x)2 +
∣
∣
∣∆+u

(0)
j

∣
∣
∣ +

∣
∣
∣∆−u

(0)
j

∣
∣
∣



 , (4.31)

então o limitador dado pela função minmod modificada por (4.29) não afeta a precisão da

aproximação em ω.

Demonstração. Uma demonstração para este resultado pode ser encontrada em [25].

Segundo [25] considerar M dada por (4.31) é melhor que (4.30), pois, apesar de

seu tamanho ser muito pequeno distante dos pontos críticos, é suficiente para recuperar

a precisão perdida com a função minmod sem modificação.

Todas as condições de estabilidade não linear consideradas até agora são muito

fortes, pois implicam na preservação da monotonicidade. Às vezes não é possível demons-

trar tais condições, como no caso do limitador construído em (4.29). A próxima definição

estabelece um critério de estabilidade mais fraco.

Definição 4.12 (TVB). Dizemos que um esquema é Total Variation Bounded (TVB) ou

de variação total limitada se

TV (un) ≤ K, ∀ n.

em que K é uma constante positiva dependente apenas da condição inicial. Quando

a variação total é limitada nas médias (ūj), dizemos que o esquema é Total Variation

Bounded in the Means (TVBM).

De imediato é possível ver que TVD implica TVB. Contudo a recíproca nem sempre

é verdadeira [56].

O resultado a seguir estabelece condições para que o esquema (4.7), com o limitador

de fluxo construído a partir da função minmod modificada, seja TVBM e, portanto,

estável.

Teorema 4.13 (TVBM [25]). As conclusões do Teorema 4.5 também são válidas, caso

m (Definição 4.7) seja substituído por
∼
m (Definição 4.10) e TVD substituído por TVB.

Demonstração. Uma demonstração detalhada deste resultado pode ser vista em [56].

No capítulo a seguir, usando as ideias estudadas até aqui, investigamos as propri-

edades TVD e TVB, para um método de elementos finitos misto e híbrido proposto para

resolver problemas com termos convectivos e difusivos.
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5 ESTUDO DA ESTABILIDADE DE UMA FORMULAÇÃO MISTA HÍ-

BRIDA

Neste capítulo estudamos as propriedades de estabilidade para um método misto e

híbrido apresentado em [55] e [30]. Baseado nas ideias expostas pelos autores, detalhamos

a construção do método. Investigamos as propriedades de estabilidade via resultados de

TVD e TVB. Para o caso linear, com condições de contorno periódicas e de primeira

ordem, provamos a propriedade TVD, levando em consideração algumas aproximações

realizadas em [55] e [30]. Destacamos a inviabilidade do tipo de aproximações usadas

pelos autores. Concluímos o capítulo exibindo algumas ideias e alguns cálculos ainda

não finalizados, que acreditamos funcionar, para mostrar a propriedade TVB do método,

quando desconsideradas as aproximações referidas. Essas propostas também são para o

caso linear, com condições de contorno periódicas e de primeira ordem. Até onde sabemos,

esta é a primeira vez que esse tipo de investigação é feita.

5.1 CONSTRUÇÃO DO MÉTODO DMH1

Em [55] foi apresentado um método, então chamado pelo autor de DMH1 (Dual

Mixed and Hybrid), desenvolvido para resolver problemas com convecção e difusão. Em

[30] é abordado o caso escalar e em [31] é apresentado o caso multidimensional. Para a

construção do método consideramos uma EDP parabólica cujo domínio é o mesmo do

Problema (3.1), isto é, Ω × (0, T ). Definimos o problema como:
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Encontrar u(x, t) tal que

∂u

∂t
− ν

∂2u

∂x2
+

∂f(u)

∂x
= 0 em Ω × (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) em Ω,

com condições de contorno periódicas,

(5.1)

em que ν é uma constante positiva.

O processo de construção do método DMH1 dá-se pela reescrita do Problema (5.1)

ao introduzir duas variáveis auxiliares p e p̂:
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Encontrar u(x, t), p(x, t) e p̂(x, t), tal que

∂u

∂t
− ν

∂p

∂x
+

∂p̂

∂x
= 0 em Ω × (0, T ),

p =
∂u

∂x
em Ω × (0, T ),

p̂ = f(u) em Ω × (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) em Ω,

com condições de contorno periódicas.

(5.2)

Para a hibridização da Formulação (5.2) são necessárias as definições de uma par-

tição do domínio e de alguns espaços. A partição considerada será a mesma da Definição
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3.2. Além disso, será definido hj = ∆xj = xj+1/2 − xj−1/2, para cada j = 1, . . . , N e

usada a notação h = ∆x = max
1≤j≤N

∆xj. Para o tempo será definido um passo ∆t = T/M ,

resultando nos instantes de tempo tn = n∆t, com n = 1, 2, ..., M .

Os espaços utilizados são definidos como:

M = {µ : {x1/2, x3/2, . . . , xN+1/2} → R},

M̄ = {µ ∈ M | µ1/2 = µN+1/2},

Ṽ = L2(Ω),

Q = {q ∈ L2(Ω), q|Ij
∈ H1(Ij), j = 1, . . . , N}.

A hibridização da formulação é feita por meio de um relaxamento da continuidade

de p e p̂ através da inserção dos multiplicadores de Lagrange λ e λ̂. Para λ, a ideia é

partir de

p =
∂u

∂x
em Ω × (0, T )

e fazer, para cada t ∈ (0, T ),

p − ∂u

∂x
= 0 ⇒

(

p − ∂u

∂x
, q

)

= 0, ∀ q ∈ Q.

Sendo assim, para q ∈ Q,

(p, q) −
(

q,
∂u

∂x

)

= 0.

Por definição, para cada Ij, j = 1, · · · , N :
∫

Ij

pq dx −
∫

Ij

q
∂u

∂x
dx = 0.

Realizando o somatório em j,

N∑

j=1

∫

Ij

pq dx −
N∑

j=1

∫

Ij

q
∂u

∂x
dx = 0.

Integrando por partes,

N∑

j=1

∫

Ij

pq dx +
N∑

j=1

∫

Ij

u
dq

dx
dx −

N∑

j=1

(u(x−
j+1/2)q(x−

j+1/2) − u(x+
j−1/2)q(x+

j−1/2)) = 0.

Observação 5.1. Os termos q(x±
j+1/2) definem os traços da função q à esquerda e à

direita, respectivamente, do nó xj+1/2. Definimos o traço como o limite lateral em cada

nó, ou seja, q(x±
j+1/2) := lim

ǫ→0
q(xj+1/2 ± ǫ).

Associando λj+1/2 ao traço de u em j + 1/2, para j = 0, . . . , N , e

u ≈ ū =
1

∆t

∫ tn+1

tn
u dt, (5.3)
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obtém-se, para todo q ∈ Q,
N∑

j=1

∫

Ij

pq dx = −
N∑

j=1

∫

Ij

ū
dq

dx
dx +

N∑

j=1

(λj+1/2q(x−
j+1/2) − λj−1/2q(x+

j−1/2)).

A inserção do multiplicador λ̂ é feita a partir da igualdade [55, pág. 21]

p̂ = f(u) em Ω × (0, T ).

Para tanto, note que ∀ q̂ ∈ Q,

(p̂ − f(u), q̂) = 0,

(p̂, q̂) = (f(u), q̂).

Logo, em cada subintervalo de Ω, tem-se:
∫

Ij

p̂q̂ dx =
∫

Ij

f(u)q̂ dx.

Desta forma, considerando

f(u) ≈ f̄(u) =
1

∆t

∫ tn+1

tn
f(u) dt, (5.4)

realizando o somatório em j e somando um termo auxiliar, tem-se:
N∑

j=1

∫

Ij

p̂q̂ dx =
N∑

j=1

∫

Ij

f̄(u)q̂ dx +
N∑

j=1

(λ̂j+1/2q̂(x−
j+1/2) − λ̂j−1/2q̂(x+

j−1/2)).

Assim, a continuidade dos fluxos ph e p̂h fica determinada por:






N∑

j=1

(p(x+
j+1/2) − p(x−

j+1/2))µ = 0 ∀ µ ∈ M̄,

N∑

j=1

(p̂(x+
j+1/2) − p̂(x−

j+1/2))µ̂ = 0 ∀ µ̂ ∈ M̄.

A formulação DMH1 consiste no seguinte problema:






Dado ν, encontrar (u, p, p̂, λ, λ̂) ∈ Ṽ × Q2 × M2
tal que

N∑

j=1

∫

Ij

du

dt
v dx − ν

N∑

j=1

∫

Ij

dp

dx
v dx +

N∑

j=1

∫

Ij

dp̂

dx
v dx = 0 ∀ v ∈ Ṽ ,

N∑

j=1

∫

Ij

pq dx = −
N∑

j=1

∫

Ij

ū
dq

dx
dx +

N∑

j=1

(λj+1/2q(x−
j+1/2) − λj−1/2q(x+

j−1/2)) ∀ q ∈ Q,

N∑

j=1

∫

Ij

p̂q̂ dx =
N∑

j=1

∫

Ij

f̄(u)q̂ dx +
N∑

j=1

(λ̂j+1/2q̂(x−
j+1/2) − λ̂j−1/2q̂(x+

j−1/2)) ∀ q̂ ∈ Q,

N∑

j=1

(p(x+
j+1/2) − p(x−

j+1/2))µ = 0 ∀ µ ∈ M̄,

N∑

j=1

(p̂(x+
j+1/2) − p̂(x−

j+1/2))µ̂ = 0 ∀ µ̂ ∈ M̄,

u(x, 0) = u0(x) em Ω,

com condições de contorno periódicas.

(5.5)
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Para a discretização espacial serão usados alguns espaços de dimensão finita. Eles

obedecem a relação Ṽh ⊂ Ṽ , Qh ⊂ Q e M̄h ⊂ M̄, e são definidos por:

Ṽh = {vh ∈ L2(Ω); vh|Ij
∈ P

0(Ij), 1 ≤ j ≤ N},

Qh = {qh ∈ X ⊂ L2(Ω); qh|Ij
∈ P

1(Ij), 1 ≤ j ≤ N},

M̄h = {µ : {x1/2, x3/2, . . . , xN+1/2} → R | µ1/2 = µN+1/2},

em que P
k(Ij) denota o espaço dos polinômios de grau até k, (k ∈ {0, 1}) definidos sobre

o elemento Ij.

Portanto, definindo un := u(·, tn) pode-se, a partir de uma discretização do tempo

e da discretização no espaço de (5.5) apresentar a formulação DMH1 na forma discreta

pelo seguinte problema:






Dados ν e un, para cada n = 0, . . . , M − 1, encontrar (un+1
h , ph, p̂h, λ, λ̂) ∈ Ṽh × Q2

h

×M2

h tal que

N∑

j=1

∫

Ij

un+1
h − un

h

∆t
vh dx − ν

N∑

j=1

∫

Ij

dph

dx
vh dx +

N∑

j=1

∫

Ij

dp̂h

dx
vh dx = 0 ∀ vh ∈ Ṽh,

N∑

j=1

∫

Ij

phqh dx = −
N∑

j=1

∫

Ij

ūh
dqh

dx
dx

+
N∑

j=1

(λj+1/2qh(x−
j+1/2) − λj−1/2qh(x+

j−1/2)) ∀ qh ∈ Qh,

N∑

j=1

∫

Ij

p̂hq̂h dx =
N∑

j=1

∫

Ij

f̄(uh)q̂h dx

+
N∑

j=1

(λ̂j+1/2q̂h(x−
j+1/2) − λ̂j−1/2q̂h(x+

j−1/2)) ∀ q̂h ∈ Qh,

N∑

j=1

(ph(x+
j+1/2) − ph(x−

j+1/2))µ = 0 ∀ µ ∈ M̄h,

N∑

j=1

(p̂h(x+
j+1/2) − p̂h(x−

j+1/2))µ̂ = 0 ∀ µ̂ ∈ M̄h,

uh(x, 0) = uh0(x) em Ω,

com condições de contorno periódicas.

(5.6)

Observação 5.2. Os termos que não estão com índice são avaliados em tn+1, exceto ūh

e f̄(uh), que são médias no tempo e foram definidas em (5.3) e (5.4), respectivamente.

5.2 ANÁLISE DA ESTABILIDADE

O que será feito, a partir de agora, é reescrever a Formulação (5.6) de uma maneira

que possibilite a aplicação de resultados como, por exemplo, o Lema de Harten Modificado,

enunciado e demonstrado mais adiante, para a verificação da propriedade TVD ou TVB

do método. A estratégia para esta reescrita é tomar as funções de variação qh e q̂h de
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forma conveniente e considerar as funções ph e p̂h como combinação linear de funções

lineares, definidas a seguir.

Definição 5.3 (Funções lineares). Definiremos as funções lineares em cada elemento Ij,

como:

ψj−1/2 = ψj−1/2(x) :=
xj+1/2 − x

hj

e ψj+1/2 = ψj+1/2(x) :=
x − xj−1/2

hj

.

5.2.1 Aproximação da integração por trapézios

Em [55] e [30] são feitas algumas aproximações pelo método de integração do

trapézio de termos envolvendo as funções de base dadas pela Definição 5.3, que apresentam

os seguintes resultados:






∫

Ij

ψj−1/2(x) dx =
∫

Ij

ψj+1/2(x) dx =
hj

2
;

∫

Ij

ψj−1/2(x)ψj+1/2(x) dx = 0;
∫

Ij

(ψj−1/2(x))2 dx =
∫

Ij

(ψj+1/2(x))2 dx =
hj

2
.

(5.7)

A primeira aproximação, como se trata de uma função linear, não oferece problemas.

Porém, as demais tratam-se de funções cujo o método utilizado apresenta soluções apro-

ximadas muito diferentes das soluções exatas, que deveriam ser:






∫

Ij

ψj−1/2(x)ψj+1/2(x) dx =
hj

6
;

∫

Ij

(ψj−1/2(x))2 dx =
∫

Ij

(ψj+1/2(x))2 dx =
hj

3
.

Essa forma de aproximação desacopla o sistema de uma maneira bastante favorável

a análise, como comentado em [30]. Desta forma, seguimos os cálculos considerando

os resultados apresentados em (5.7) e mais adiante apresentamos ideias que podem ser

aplicados ao sistema sem estas aproximações.

Escrevendo ph = γj−1/2ψj−1/2+γj+1/2ψj+1/2, da segunda equação de (5.6), tomando

qh = ψj−1/2χIj
(x), em que

χIj
(x) =







1, x ∈ Ij,

0, x Ó∈ Ij,

tem-se:
∫

Ij

(γj−1/2ψj−1/2 + γj+1/2ψj+1/2)ψj−1/2 dx =

−
∫

Ij

ūh

dψj−1/2

dx
dx + λj+1/2(x

−
j+1/2)ψj−1/2 − λj−1/2ψj−1/2(x

+
j−1/2).
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Assim,

γj−1/2

∫

Ij

ψ2
j−1/2 dx + γj+1/2

∫

Ij

ψj+1/2ψj−1/2 dx =
1

hj

∫

Ij

ūh dx − λj−1/2.

Desta forma, usando as definições de (5.7),

γj−1/2
hj

2
= ūj − λj−1/2. (5.8)

A partir de um raciocínio análogo, considerando qh = ψj+1/2χIj
(x), obtém-se

γj+1/2
hj

2
= λj+1/2 − ūj. (5.9)

Logo, de (5.8) e (5.9), temos:






γj−1/2 =
2

hj

(

ūj − λj−1/2

)

,

γj+1/2 =
2

hj

(

λj+1/2 − ūj

)

.
(5.10)

Usando a continuidade imposta pela quarta equação do sistema (5.6):






γj−1/2 =
2

hj

(

ūj − λj−1/2

)

,

γj−1/2 =
2

hj−1

(

λj−1/2 − ūj−1

)

.
(5.11)

De (5.11),

2

hj

(

ūj − λj−1/2

)

=
2

hj−1

(

λj−1/2 − ūj−1

)

,

(

2

hj−1

+
2

hj

)

λj−1/2 =
2

hj−1

ūj−1 +
2

hj

ūj. (5.12)

Assim, pela terceira equação de (5.6), tomando p̂h = γ̂j−1/2ψj−1/2 + γ̂j+1/2ψj+1/2 e

q̂h = ψj−1/2χIj
(x), obtém-se

∫

Ij

(γ̂j−1/2ψj−1/2 + γ̂j+1/2ψj+1/2)ψj−1/2 dx =
∫

Ij

f̄(uh)ψj−1/2 dx + (λ̂j+1/2ψj−1/2 − λ̂j−1/2ψj−1/2)). (5.13)

Usando algumas manipulações algébricas, a Definição 5.3 e uma regra de quadra-

tura trapezoidal na segunda integral de (5.13)

γ̂j−1/2

∫

Ij

ψ2
j−1/2 dx + γ̂j+1/2

∫

Ij

ψj+1/2ψj−1/2 dx = f̄(uj)
hj

2
− λ̂j−1/2

γ̂j−1/2
hj

2
= f̄(uj)

hj

2
− λ̂j−1/2

γ̂j−1/2 = f̄(uj) − 2

hj

λ̂j−1/2. (5.14)
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Com um raciocínio análogo, considerando q̂h = ψj+1/2χIj
(x), é possível obter

γ̂j+1/2 = f̄(uj) +
2

hj

λ̂j+1/2. (5.15)

Logo, de (5.14) e (5.15), usando a restrição de continuidade imposta pela quinta

equação de (5.6), segue que






γ̂j−1/2 = f̄(uj) − 2

hj

λ̂j−1/2,

γ̂j−1/2 = f̄(uj−1) +
2

hj−1

λ̂j−1/2.
(5.16)

De (5.16),

f̄(uj) − 2

hj

λj−1/2 = f̄(uj−1) − 2

hj−1

λ̂j−1/2,

f̄(uj) − f̄(uj−1) =

(

2

hj−1

+
2

hj

)

λ̂j−1/2. (5.17)

Agora, como ph(x) = γj−1/2ψ
j−1/2(x)+γj+1/2ψ

j+1/2(x), por (5.10) e pela Definição

5.3, tem-se

ph(x) =
2

hj

(ūj − λj−1/2)

(

xj+1/2 − x

hj

)

+
2

hj

(λj+1/2 − ūj)

(

x − xj−1/2

hj

)

=
2

h2
j

(ūj − λj−1/2)(xj+1/2 − x) +
2

h2
j

(λj+1/2 − ūj)(x − xj−1/2). (5.18)

Sendo assim, derivando ambos os membros de (5.18),

dph

dx
(x) = − 2

h2
j

(ū − λj−1/2) +
2

h2
j

(λj+1/2 − ūj)

= 2
λj+1/2 − 2ūj + λj−1/2

h2
j

. (5.19)

Agora, pelo fato de p̂h(x) = γ̂j−1/2ψ
j−1/2(x) + γ̂j+1/2ψ

j+1/2(x), por (5.16) e pela

Definição 5.3, tem-se

p̂h(x) =

[

f̄(uj) − 2

hj

λ̂j−1/2

] (

xj+1/2 − x

hj

)

+

[

f̄(uj) +
2

hj

λ̂j+/2

] (

x − xj−1/2

hj

)

. (5.20)

Assim, derivando ambos os lados de (5.20),

dp̂h

dx
= − 1

hj

[

f̄(uj) − 2

hj

λ̂j−1/2

]

+
1

hj

[

f̄(uj) +
2

hj

λ̂j+1/2

]

= 2
λ̂j+1/2 + λ̂j−1/2

h2
j

. (5.21)
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Retornando a primeira equação de (5.6), tomando qh ≡ χIj
(x) e considerando os

resultados apresentados em (5.19), (5.21), segue que

∫

Ij

un+1
h − un

h

∆t
dx − ν

∫

Ij

2
λj+1/2 − 2ūj + λj−1/2

h2
j

dx +
∫

Ij

2
λ̂j+1/2 + λ̂j−1/2

h2
j

dx = 0.

Calculando as integrais,
(

un+1
h − un

h

∆t

)

hj − 2ν

(

λj+1/2 − 2ūj + λj−1/2

h2
j

)

hj + 2




λ̂j+1/2 + λ̂j−1/2

h2
j



 hj = 0.

Desta forma,

un+1
h − un

h

∆t
− 2ν

λj+1/2 − 2ūj + λj−1/2

h2
j

+ 2
λ̂j+1/2 + λ̂j−1/2

h2
j

= 0. (5.22)

Portanto, a partir dos resultados obtidos em (5.12), (5.17) e (5.22), a Formulação

(5.6) pode ser reescrita da seguinte forma:






un+1
j − un

j

∆t
− 2ν

λj+1/2 − 2ūj + λj−1/2

h2
j

+ 2
(λ̂j+1/2 − λ̂j−1/2)

h2
j

= 0,

(

2

hj−1

− 2

hj

)

λj−1/2 =
2

hj−1

ūj−1 +
2

hj

ūj,

(

2

hj−1

+
2

hj

)

λ̂j−1/2 = f̄(uj) − f̄(uj−1).

(5.23)

Para efeitos de simplificação dos cálculos, será considerada uma partição do espaço

uniforme, isto é, h = ∆x = ∆xj, j = {1, . . . , N}. Desta forma, para todos n = 0, . . . , M −
1 e j = 1, . . . , N , pode-se escrever a Formulação (5.23) da seguinte forma:







un+1
j − un

j

∆t
− 2ν

λj+1/2 − 2ūj + λj−1/2

h2
+ 2

(λ̂j+1/2 − λ̂j−1/2)

h2
= 0,

2

h
λj−1/2 =

1

h
ūj−1 +

1

h
ūj,

4

h
λ̂j−1/2 = f̄(uj) − f̄(uj−1).

(5.24)

De (5.24), substituindo a segunda e a terceira equação na primeira, tem-se

un+1
j − un

j

∆t
− 2ν

h2

[
1

2
(ūj+1 + ūj) − 2ūj +

1

2
(ūj + ūj−1)

]

+
2

h2

[

h

4
(f̄(uj+1) − f̄(uj)) +

h

4
(f̄(uj) − f̄(uj−1))

]

= 0.

Assim,

un+1
j − un

j

∆t
− ν

h2
[ūj+1 − 2ūj + ūj−1]

+
1

2h

[

f̄(uj+1) − f̄(uj) + f̄(uj) − f̄(uj−1)
]

= 0.
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Agora, usando as definições dadas em (5.3) e (5.4), calculando as integrais das

médias no tempo dada por ū e f̄(u), pela regra do trapézio, tem-se

un+1
j − un

j

∆t
=

ν

2h2

[

un+1
j+1 + un

j+1 − 2un+1
j − 2un

j + un+1
j−1 + un

j−1

]

− 1

4h

[

f(un+1
j+1 ) + f(un

j+1) − f(un+1
j ) − f(un

j )

+ f(un+1
j ) + f(un

j ) − f(un+1
j−1 ) − f(un

j−1)
]

= 0. (5.25)

5.2.1.1 Análise da propriedade TVD

Nesta seção analisaremos a estabilidade do esquema numérico para o caso linear,

isto é, o caso em que f(u) = αu, com α constante. Sendo assim de (5.25), segue que para

todos n = 0, . . . , M − 1 e j = 1, . . . , N ,

un+1
j − un

j

∆t
=

ν

2h2

[

un+1
j+1 + un

j+1 − 2un+1
j − 2un

j + un+1
j−1 + un

j−1

]

− α

4h

[

un+1
j+1 + un

j+1 − un+1
j − un

j + un+1
j + un

j − un+1
j−1 − un

j−1

]

= 0.

Mais ainda,

un+1
j − un

j

∆t
=

(
ν

2h2
− α

4h

)

(un+1
j+1 − un+1

j ) −
(

ν

2h2
+

α

4h

)

(un+1
j − un+1

j−1 )

+
(

ν

2h2
− α

4h

)

(un
j+1 − un

j ) −
(

ν

2h2
+

α

4h

)

(un
j − un

j−1). (5.26)

O próximo teorema foi inspirado no Lema de Harten para os casos explícito e

implícito, que podem ser vistos em [28, pág. 110] e [35], respectivamente. Ele distingue-

se dos resultados expostos em [28, pág. 110] e [35], por apresentar, no lado direito, termos

que depende do passo de tempo atual e anterior, isto é, un+1 e un.

Definição 5.4. Seja Th uma partição de Ω = R dada por {xj+1/2}∞
j=∞ e pelos subintervalos

Ij = (xj−1/2, xj+1/2) em que j ∈ Z. A variação total de uh = uh(t), denotada por TV∞(uh)

do inglês total variation, é definida como

TV∞(uh) = |uh|T V (Ω) :=
∞∑

j=−∞

|uj+1 − uj| =
∞∑

j=−∞

|∆+uj|.

Além disso, dados t1, t2 ∈ (0, T ) com t2 > t1 e TV∞(u(t2)) ≤ TV∞(u(t1)) dizemos que a

variação total é limitada, ou seja, que é TVD (Total Variation Diminishing).

Teorema 5.5 (Lema de Harten Modificado). Suponha que um esquema numérico possa

ser escrito como:

un+1
j = un

j + Cj+1/2(u
n+1
j+1 − un+1

j ) − Dj−1/2(u
n+1
j − un+1

j−1 )

+ Cj+1/2(u
n
j+1 − un

j ) − Dj−1/2(u
n
j − un

j−1), (5.27)

em que un
j = u(xj, tn), com xj e tn pontos da partição de Ω e [0, T ], respectivamente.
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(i) Seja Ω = R. Assim, teremos {uj}∞
j=−∞, {Cj+1/2}∞

j=−∞ e {Dj−1/2}∞
j=−∞ reais. Se

Cj+1/2, Dj−1/2 ≥ 0 e Cj+1/2 + Dj+1/2 ≤ 1, para todo j, então o esquema é TVD.

(ii) Seja Ω = (a, b). Assim, teremos {uj}N
j=1, {Cj+1/2}N

j=1 e {Dj−1/2}N
j=1 reais. Assuma

que as condições de contorno são periódicas. Se Cj+1/2, Dj−1/2 ≥ 0 e Cj+1/2 +

Dj+1/2 ≤ 1, para j ∈ {1, . . . , N}, então o esquema é TVD.

Demonstração. (i) Para {uj}∞
j=−∞, de (5.27),

un+1
j+1 = un

j+1 + Cj+3/2(u
n+1
j+2 − un+1

j+1 ) − Dj+1/2(u
n+1
j+1 − un+1

j )

+ Cj+3/2(u
n
j+2 − un

j+1) − Dj+1/2(u
n
j+1 − un

j ). (5.28)

Subtraindo (5.27) de (5.28), obtém-se

un+1
j+1 − un+1

j = un
j+1 − un

j + Cj+3/2(u
n+1
j+2 − un+1

j+1 ) − Dj+1/2(u
n+1
j+1 − un+1

j )

+ Cj+3/2(u
n
j+2 − un

j+1) − Dj+1/2(u
n
j+1 − un

j )

− Cj+1/2(u
n+1
j+1 − un+1

j ) + Dj−1/2(u
n+1
j − un+1

j−1 )

− Cj+1/2(u
n
j+1 − un

j ) + Dj−1/2(u
n
j − un

j−1). (5.29)

Usando a definição de operadores de diferenças (Definição 3.19),

∆+un+1
j = ∆+un

j + Cj+3/2∆+un+1
j+1 − Dj+1/2∆+un+1

j + Cj+3/2∆+un
j+1

− Dj+1/2∆+un
j − Cj+1/2∆+un+1

j + Dj−1/2∆+un+1
j−1

− Cj+1/2∆+un
j + Dj−1/2∆+un

j−1. (5.30)

Então,
[

1 + Cj+1/2 + Dj+1/2

]

∆+un+1
j = Cj+3/2∆+un+1

j+1 + Dj−1/2∆+un+1
j−1

+
(

1 − Cj+1/2 − Dj+1/2

)

∆+un
j

+ Cj+3/2∆+un
j+1 + Dj−1/2∆+un

j−1. (5.31)

Aplicando a função valor absoluto, a desigualdade triangular e as hipóteses de que

Cj+1/2 ≥ 0, Dj−1/2 ≥ 1 e Cj+1/2 + Dj+1/2 ≤ 1 em (5.31), segue que
[

1 + Cj+1/2 + Dj+1/2

] ∣
∣
∣∆+un+1

j

∣
∣
∣ ≤ Cj+3/2

∣
∣
∣∆+un+1

j+1

∣
∣
∣ + Dj−1/2

∣
∣
∣∆+un+1

j−1

∣
∣
∣

+
(

1 − Cj+1/2 − Dj+1/2

) ∣
∣
∣∆+un

j

∣
∣
∣

+ Cj+3/2

∣
∣
∣∆+un

j+1

∣
∣
∣ + Dj−1/2

∣
∣
∣∆+un

j−1

∣
∣
∣ , (5.32)

o que implica em
∣
∣
∣∆+un+1

j

∣
∣
∣ ≤

∣
∣
∣∆+un

j

∣
∣
∣ + Cj+3/2

∣
∣
∣∆+un+1

j+1

∣
∣
∣ + Dj−1/2

∣
∣
∣∆+un+1

j−1

∣
∣
∣

− Cj+1/2

∣
∣
∣∆+un+1

j

∣
∣
∣ − Dj+1/2

∣
∣
∣∆+un+1

j

∣
∣
∣

+ Cj+3/2

∣
∣
∣∆+un

j+1

∣
∣
∣ + Dj−1/2

∣
∣
∣∆+un

j−1

∣
∣
∣

− Cj+1/2

∣
∣
∣∆+un

j

∣
∣
∣ − Dj+1/2

∣
∣
∣∆+un

j

∣
∣
∣ . (5.33)
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Logo, realizando o somatório em j de −∞ até ∞, todos os termos do lado direito

da desigualdade (5.33) se anulam, exceto o primeiro, o que resulta em

∞∑

j=−∞

∣
∣
∣∆+un+1

j

∣
∣
∣ ≤

∞∑

j=−∞

∣
∣
∣∆+un

j

∣
∣
∣ .

Portanto,

TV∞(un+1) ≤ TV∞(un)

e o esquema (5.27) é TVD.

(ii) Para {uj}N
j=1, perceba que as expressões dadas por (5.27), (5.28) e (5.29) continuam

válidas, para j = 1, . . . , N , usando a hipótese de condições de contorno periódicas:

ξj :=







ξj+N , j ≤ 0

ξj−N , j > N
,

para ξj = un
j , un+1

j , C ou D.

De maneira análoga ao que foi feito de (5.30) a (5.32), é possível mostrar que

(5.33) é satisfeita para j = 1, . . . , N . Realizando o somatório em j de 1 até N , tem-se

N∑

j=1

∣
∣
∣∆+un+1

j

∣
∣
∣ ≤

N∑

j=1

∣
∣
∣∆+un

j

∣
∣
∣ + D1/2

∣
∣
∣∆+un+1

0

∣
∣
∣ − C3/2

∣
∣
∣∆+un+1

1

∣
∣
∣

+ CN+3/2

∣
∣
∣∆+un+1

N+1

∣
∣
∣ − DN+1/2

∣
∣
∣∆+un+1

N

∣
∣
∣

+ D1/2 |∆+un
0 | − C3/2 |∆+un

1 |
+ CN+3/2

∣
∣
∣∆+un

N+1

∣
∣
∣ − DN+1/2 |∆+un

N | .

Usando a periodicidade da condição de contorno, tem-se

N∑

j=1

∣
∣
∣∆+un+1

j

∣
∣
∣ ≤

N∑

j=1

∣
∣
∣∆+un

j

∣
∣
∣ .

Portanto, pela definição de variação total,

TV (un+1) ≤ TV (un)

e o esquema (5.27) com {uj}N
j=1 é TVD.

Teorema 5.6. Considere o esquema apresentado em (5.26) com condições de contorno

periódicas. Se

h ≤ 2ν

α
e ∆t ≤ h2

ν
, (5.34)
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o que implica em

∆t ≤ 4ν

α2
,

então o esquema é TVD.

Demonstração. De (5.26), temos

un+1
j = un

j +

[

∆t(2ν − αh)

4h2

]

(un+1
j+1 − un+1

j ) −
[

∆t(2ν + αh)

4h2

]

(un+1
j − un+1

j−1 )

+

[

∆t(2ν − αh)

4h2

]

(un
j+1 − un

j ) −
[

∆t(2ν + αh)

4h2

]

(un
j − un

j−1).

Definam os valores de Cj+1/2 e Dj−1/2, como:

Cj+1/2 :=
∆t(2ν − αh)

4h2
e Dj−1/2 :=

∆t(2ν + αh)

4h2
.

Dividiremos a prova em dois casos; primeiro para α > 0 e depois α < 0.

No caso α > 0 é imediato que Dj−1/2 ≥ 0. Além disso, pela primeira desigualdade

de (5.34),

h ≤ 2ν

α
⇒ 2ν − αh ≥ 0 ⇒ Cj+1/2 ≥ 0.

Pela segunda desigualdade de (5.34) temos

∆t ≤ h2

ν
⇒ 4ν∆t

4h2
≤ 1 ⇒ ∆t(2ν − αh)

4h2
+

∆t(2ν + αh)

4h2
≤ 1.

Desta forma, Cj+1/2 +Dj−1/2 ≤ 1 e como Dj−1/2 = Dj+1/2, segue que Cj+1/2 +Dj+1/2 ≤ 1.

Para o caso em que α < 0, de maneira completamente análoga, pode-se mostrar

que Cj+1/2 ≥ 0, Dj−1/2 ≥ 0 e Cj+1/2 + Dj+1/2 ≤ 1, portanto, pelo Teorema 5.5 o esquema

(5.26) é TVD.

5.2.2 Caso sem as aproximações

A partir da Definição 5.3, tem-se:






∫

Ij

ψj−1/2(x) dx =
∫

Ij

ψj+1/2(x) dx =
hj

2
;

∫

Ij

ψj−1/2(x)ψj+1/2(x) dx =
hj

6
;

∫

Ij

(ψj−1/2(x))2 dx =
∫

Ij

(ψj+1/2(x))2 dx =
hj

3
.

(5.35)

Considerando ph = γj−1/2ψj−1/2 + γj+1/2ψj+1/2, da segunda equação de (5.6), to-

mando qh = ψj−1/2χIj
(x), em que

χIj
(x) =







1, x ∈ Ij,

0, x Ó∈ Ij,
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tem-se:
∫

Ij

(γj−1/2ψj−1/2 + γj+1/2ψj+1/2)ψj−1/2 dx =

−
∫

Ij

ūh

dψj−1/2

dx
dx + λj+1/2(x

−
j+1/2)ψj−1/2 − λj−1/2ψj−1/2(x

+
j−1/2).

Sendo assim,

γj−1/2

∫

Ij

ψ2
j−1/2 dx + γj+1/2

∫

Ij

ψj+1/2ψj−1/2 dx =
1

hj

∫

Ij

ūh dx − λj−1/2. (5.36)

Por (5.35),

γj−1/2
hj

3
+ γj+1/2

hj

6
= ūj − λj−1/2. (5.37)

A partir de um raciocínio análogo, considerando qh = ψj+1/2χIj
(x), obtém-se

γj−1/2
hj

6
+ γj+1/2

hj

3
= λj+1/2 − ūj. (5.38)

Logo, de (5.36) e (5.37),






γj+1/2 =
4

hj

λj+1/2 +
2

hj

λj−1/2 − 6

hj

ūj,

γj−1/2 = − 2

hj

λj+1/2 − 4

hj

λj−1/2 +
6

hj

ūj.
(5.39)

Usando a continuidade imposta a p pela quarta equação do sistema (5.6):






γj−1/2 =
4

hj−1

λj−1/2 +
2

hj−1

λj−3/2 − 6

hj−1

ūj−1,

γj−1/2 = − 2

hj

λj+1/2 − 4

hj

λj−1/2 +
6

hj

ūj,

o que resulta em,

2

hj−1

λj−3/2 +

(

2

hj

+
4

hj−1

)

λj−1/2 +
2

hj

λj+1/2 =
6

hj

ūj +
6

hj−1

ūj−1. (5.40)

Agora, pela terceira equação de (5.6), tomando p̂h = γ̂j−1/2ψj−1/2 + γ̂j+1/2ψj+1/2 e

q̂h = ψj−1/2χIj
(x),

∫

Ij

(γ̂j−1/2ψj−1/2 + γ̂j+1/2ψj+1/2)ψj−1/2 dx =
∫

Ij

f̄(uh)ψj−1/2 dx + (λ̂j+1/2ψj−1/2 − λ̂j−1/2ψj−1/2)). (5.41)

Resolvendo a segunda integral de (5.41) e usando a Definição 5.3,

γ̂j−1/2

∫

Ij

ψ2
j−1/2 dx + γ̂j+1/2

∫

Ij

ψj+1/2ψj−1/2 dx = f̄(uj)
hj

2
− λ̂j−1/2

γ̂j−1/2
hj

3
+ γ̂j+1/2

hj

6
= f̄(uj)

hj

2
− λ̂j−1/2. (5.42)
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Com um raciocínio análogo, considerando q̂h = ψj+1/2χIj
(x), é possível obter

γ̂j−1/2
hj

6
+ γ̂j+1/2

hj

3
= f̄(uj)

hj

2
+ λ̂j+1/2. (5.43)

De (5.42) e (5.43), segue que






γ̂j+1/2 = f̄(uj) +
2

hj

λ̂j−1/2 +
4

hj

λ̂j+1/2,

γ̂j−1/2 = f̄(uj) − 4

hj

λ̂j−1/2 − 2

hj

λ̂j+1/2.
(5.44)

Usando a continuidade imposta a p̂ pela quinta equação do sistema (5.6):






γ̂j−1/2 = f̄(uj−1) +
2

hj−1

λ̂j−3/2 +
4

hj−1

λ̂j−1/2,

γ̂j−1/2 = f̄(uj) − 4

hj

λ̂j−1/2 − 2

hj

λ̂j+1/2.

Assim, obtém-se:

2

hj−1

λ̂j−1/2 +

(

4

hj

+
4

hj−1

)

λ̂j−1/2 +
2

hj

λ̂j+1/2 = f̄(uj) − f̄(uj−1). (5.45)

Como ph = γj−1/2ψj−1/2 + γj+1/2ψj+1/2 e p̂h = γ̂j−1/2ψj−1/2 + γ̂j+1/2ψj+1/2, pela

Definição 5.3 e os resultados apresentados em (5.39), (5.44), tem-se

ph(x) =
λj+/2 − λj−1/2

hj

+ 6
λj+/2 − 2ūj + λj−1/2

h2
j

(x − xj), (5.46)

p̂h(x) = f̄(uj) +
λ̂j+1/2 − λ̂j−1/2

hj

+ 6
λ̂j+1/2 + λ̂j−1/2

h2
j

(x − xj). (5.47)

Derivando ambos os lados de (5.46), (5.47), substituindo na primeira equação de

(5.6) e tomando qh ≡ χIj
(x), segue que

un+1
j − un

j

∆t
− 6ν

λj+1/2 − 2ūj + λj−1/2

h2
j

+ 6
(λ̂j+1/2 − λ̂j−1/2)

h2
j

= 0. (5.48)

Portanto, por (5.48), (5.40) e (5.45), tem-se o seguinte sistema:






un+1
j − un

j

∆t
− 6ν

λj+1/2 − 2ūj + λj−1/2

h2
j

+ 6
(λ̂j+1/2 − λ̂j−1/2)

h2
j

= 0,

2

hj−1

λj−3/2 +

(

2

hj

+
4

hj−1

)

λj−1/2 +
2

hj

λj+1/2 =
6

hj

ūj +
6

hj−1

ūj−1,

2

hj−1

λ̂j−3/2 +

(

4

hj

+
4

hj−1

)

λ̂j−1/2 +
2

hj

λ̂j+1/2 = f̄(uj) − f̄(uj−1).

(5.49)
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5.2.2.1 Ideias para o estudo da propriedade TVB

Para a apresentação das ideias que possivelmente podem ser utilizadas na análise

da estabilidade do esquema (5.49), não iremos considerar as aproximações feitas em (5.3)

e (5.4), ou seja, ao invés de tomar a média no tempo ū, f̄(u), vamos considerar u e f(u).

Essa alteração implica na formulação (5.6) as mesmas igualdades trocando ūh por un+1
h e

f̄(uh) por f(un+1
h ). Todos os cálculos realizados na Seção 5.2.2 continuam válidos quando

feita a mesma alteração anterior.

Considerando a partição espacial como uniforme, isto é, h = ∆x = ∆xj, j =

{1, . . . , N}, e as equações da Formulação (5.49), podemos escrever o seguinte sistema:

un+1
j =

(

h2

h2 + 12ν∆t

)

un
j +

(

6ν∆t

h2 + 12ν∆t

)

λn+1
j+1/2 +

(

6ν∆t

h2 + 12ν∆t

)

λn+1
j−1/2

−
(

6∆t

h2 + 12ν∆t

)

λ̂n+1
j+1/2 −

(

6∆t

h2 + 12ν∆t

)

λ̂n+1
j−1/2, (5.50)

un+1
j−1 =

(

h2

h2 + 12ν∆t

)

un
j−1 +

(

6ν∆t

h2 + 12ν∆t

)

λn+1
j−1/2 +

(

6ν∆t

h2 + 12ν∆t

)

λn+1
j−3/2

−
(

6∆t

h2 + 12ν∆t

)

λ̂n+1
j−1/2 −

(

6∆t

h2 + 12ν∆t

)

λ̂n+1
j−3/2, (5.51)

un+1
j + un+1

j−1 =
1

3
λn+1

j−3/2 +
4

3
λn+1

j−1/2 +
1

3
λn+1

j+1/2, (5.52)

un
j + un

j−1 =
1

3
λn

j−3/2 +
4

3
λn

j−1/2 +
1

3
λn

j+1/2, (5.53)

un+1
j − un+1

j−1 =
(

2

αh

)

λ̂n+1
j−3/2 +

(
8

αh

)

λ̂n+1
j−1/2 +

(
2

αh

)

λ̂n+1
j+1/2, (5.54)

un
j − un

j−1 =
(

2

αh

)

λ̂n
j−3/2 +

(
8

αh

)

λ̂n
j−1/2 +

(
2

αh

)

λ̂n
j+1/2. (5.55)

Iremos estudar o caso em que f(u) = αu, com α constante.

Subtraindo (5.51) de (5.50) é possível obter:

un+1
j − un+1

j−1 =

(

h2

h2 + 12ν∆t

)

(un
j − un

j−1) +

(

6ν∆t

h2 + 12ν∆t

)

(λn+1
j+1/2 − λn+1

j−3/2)

−
(

6∆t

h2 + 12ν∆t

)

(λ̂n+1
j+1/2 − λ̂n+1

j−3/2). (5.56)

Assim, aplicando a função valor absoluto em ambos os lados de (5.56) e usando a desi-

gualdade triangular,

|un+1
j − un+1

j−1 | ≤
(

h2

h2 + 12ν∆t

)

|un
j − un

j−1| +

(

6ν∆t

h2 + 12ν∆t

)

|λn+1
j+1/2 − λn+1

j−3/2|

+

(

6∆t

h2 + 12ν∆t

)

|λ̂n+1
j+1/2 − λ̂n+1

j−3/2|.
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Realizando o somatório em j de 1 até N ,

N∑

j=1

|un+1
j − un+1

j−1 | ≤
(

h2

h2 + 12ν∆t

)
N∑

j=1

|un
j − un

j−1| +

(

6ν∆t

h2 + 12ν∆t

)
N∑

j=1

|λn+1
j+1/2 − λn+1

j−3/2|

+

(

6∆t

h2 + 12ν∆t

)
N∑

j=1

|λ̂n+1
j+1/2 − λ̂n+1

j−3/2|.

Como 12ν∆t > 0, segue que,

N∑

j=1

|un+1
j − un+1

j−1 | ≤
N∑

j=1

|un
j − un

j−1| +

(

6ν∆t

h2 + 12ν∆t

)
N∑

j=1

|λn+1
j+1/2 − λn+1

j−3/2|

+

(

6∆t

h2 + 12ν∆t

)
N∑

j=1

|λ̂n+1
j+1/2 − λ̂n+1

j−3/2|. (5.57)

Logo, de (5.57), se conseguirmos mostrar que as variações totais em λ e λ̂ são

limitadas, então:

TV (un+1) ≤ TV (un) + K1 ⇒ TV (un+1) ≤ K, (5.58)

em que K1, K são constantes, ou seja, o esquema (5.49) é TVB.

Portanto, vamos apresentar as ideias que podem ser utilizadas para mostrar que

tais variações são limitadas. Para isso, perceba que de (5.56), usando (5.54) e (5.55),

(h2 + 12ν∆t − 3αh∆t)λ̂n+1
j−3/2 + (4h2 + 48ν∆t)λ̂n+1

j−1/2 + (h2 + 12ν∆t + 3αh∆t)λ̂n+1
j+1/2

+ (3αh∆t)λn+1
j−3/2 − (3αh∆t)λn+1

j+1/2 = (h2)λ̂n
j−3/2 + (4h2)λ̂n

j−1/2 + (h2)λ̂n
j+1/2. (5.59)

Agora, somando (5.50), (5.51) e usando (5.52), (5.53), segue que

(h2 + 6ν∆t)λn+1
j−3/2 + (4h2 + 36ν∆t)λn+1

j−1/2 + (h2 + 6ν∆t)λn+1
j+1/2 + (6∆t)λ̂n+1

j−3/2

+ (12∆t)λ̂n+1
j−1/2 + (6∆t)λ̂n+1

j+1/2 = (h2)λn
j−3/2 + (4h2)λn

j−1/2 + (h2)λn
j+1/2. (5.60)

Logo, de (5.59) e (5.60), podemos escrever a seguinte equação matricial:

AΛn+1
j−3/2 + BΛn+1

j−1/2 + CΛn+1
j+1/2 = DΛn

j−3/2 + EΛn
j−1/2 + FΛn

j+1/2, (5.61)

em que

Λn+1
j−3/2 =




λ̂n+1

j−3/2

λn+1
j−3/2



 , Λn+1
j−1/2 =




λ̂n+1

j−1/2

λn+1
j−1/2



 , Λn+1
j+1/2 =




λ̂n+1

j+1/2

λn+1
j+1/2



 ,

Λn
j−3/2 =




λ̂n

j−3/2

λn
j−3/2



 , Λn
j−1/2 =




λ̂n

j−1/2

λn
j−1/2



 , Λn
j+1/2 =




λ̂n

j+1/2

λn
j+1/2
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e

A =




h2 + 12ν∆t − 3αh∆t 3αh∆t

6∆t h2 + 6ν∆t



 , B =




4h2 + 48ν∆t 0

12∆t 4h2 + 36ν∆t



 ,

C =




h2 + 12ν∆t + 3αh∆t −3αh∆t

6∆t h2 + 6ν∆t



 , D =




h2 0

0 h2



 ,

E =




4h2 0

0 4h2



 , F =




h2 0

0 h2



 .

Note que podemos escrever B = −A + X − C e E = −D + Y − F, com

X =




6h2 + 72ν∆t 0

24∆t 6h2 + 48ν∆t



 , Y =




6h2 0

0 6h2



 .

Logo, por (5.61),

A(Λn+1
j−3/2 − Λn+1

j−1/2) + XΛn+1
j−1/2 − C(Λn+1

j−1/2 − Λn+1
j+1/2) =

D(Λn
j−3/2 − Λn

j−1/2) + YΛn
j−1/2 − F(Λn

j−1/2 − Λn
j+1/2),

o que implica em,

XΛn+1
j−1/2 = YΛn

j−1/2 − C(Λn+1
j+1/2 − Λn+1

j−1/2) + A(Λn+1
j−1/2 − Λn+1

j−3/2)

+ F(Λn
j+1/2 − Λn

j−1/2) − D(Λn
j−1/2 − Λn

j−3/2). (5.62)

Como det(Y) = 36h4 > 0, existe Y
−1. Sendo assim, multiplicando a esquerda de

ambos os lados de (5.62) por Y
−1,

Y
−1

XΛn+1
j−1/2 = Λn

j−1/2 − Y
−1

C(Λn+1
j+1/2 − Λn+1

j−1/2) + Y
−1

A(Λn+1
j−1/2 − Λn+1

j−3/2)

+ Y
−1

F(Λn
j+1/2 − Λn

j−1/2) − Y
−1

D(Λn
j−1/2 − Λn

j−3/2).

A definição a seguir estabelece a variação total de vetores em R
2.

Definição 5.7. Seja Th a partição de Ω dada pela Definição 3.2. Considerando a definição

do espaço M̄h, a variação total de Λ ∈ R
2, denotada por TVR2(Λ), é definida da seguinte

forma:

TVR2(Λ) :=
N∑

j=1

‖Λj+1/2 − Λj−1/2‖,

em que ‖ · ‖ é uma norma em R
2.
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A partir da Definição 5.7, a ideia é usar os argumentos do Lema de Harten Modi-

ficado (Teorema 5.5) em uma versão matricial para mostrar que

TVR2(Λn+1) ≤ TVR2(Λn).

Conseguindo mostrar, esse resultado a variação total em Λ estaria limitada, o que

implicaria nas variações em λ e λ̂ serem limitadas e, portanto, por (5.58) o método DMH1

seria TVB.



82

6 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Neste trabalho foram apresentadas a estrutura geral e as propriedades de esta-

bilidade de um método SSP-RKDG usado para resolver EDPs hiperbólicas, escalares,

escritas na forma conservativa. Baseados em [16], [19], [25] e [43], apresentamos também

alguns resultados de convergência. A análise desenvolvida foi dividida em três etapas. Na

primeira, investigamos as propriedades de estabilidade na norma L2 e convergência nas

normas L2 (caso linear), L1 e na seminorma TV (caso não-linear), para uma discretiza-

ção espacial feita pelo método DG. Na segunda, ao agregar um esquema SSP-RK para

resolver o sistema de EDOs resultante da discretização do espaço, exploramos novamente

as mesmas propriedades, porém novos ingredientes foram levados em consideração, por

exemplo, o conceito de preservação da estabilidade e a condição CFL. Nesta etapa as

análises ficaram restritas a alguns casos particulares. Na terceira e última, incorporam-se

às formulações limitadores de fluxo e a estabilidade foi investigada por meio de resultados

de TVD, TVDM e TVBM, de uma forma geral.

A classe dos esquemas DG usada para a discretização do espaço apresentada no

Capítulo 3 permitiu a construção de esquemas semidiscretos baseados em espaços poli-

nomiais locais de grau qualquer. O conjunto de métodos explícitos e estáveis SSP-RK

escolhido para resolver o sistema de EDOs resultante da discretização espacial relacionou-

se diretamente com a estabilidade espaço-tempo do SSP-RKDG. A combinação deles dá

indícios de que o método possa ser altamente paralelizável, capaz de lidar facilmente com

estratégias de adaptabilidade da malha e possível de atingir alta ordem de aproximação.

Algumas limitações também foram notadas, por exemplo, a necessidade de uma condição

CFL mais restritiva que a de esquemas clássicos e da implementação de limitadores de

fluxo para obter estabilidade em ordens superiores.

Baseados nas ideias de [25], usamos o Lema de Harten e exibimos uma demostração

da propriedade TVDM para o método SSP-RKDG com o limitador de fluxo. Evidencia-

mos um resultado, apresentado em [25], com condições que, apesar de causarem a perda da

propriedade TVDM, mantêm a TVBM e, portanto, a estabilidade. Além disso, usando as

ideias de [25], exibimos provas para dois resultados que mostram a manutenção da preci-

são do método SSP-RKDG em regiões suaves longe das descontinuidades, quando usados

os limitadores de fluxo construídos a partir das funções minmod e minmod modificada.

Usando as ideias desenvolvidas para estudar o método SSP-RKDG, demos início

ao estudo das propriedades TVD e TVB para um método de elementos finitos misto e hí-

brido. Conseguimos mostrar a propriedade TVD para um caso específico, usando algumas

aproximações propostas em [55] e [30]. Porém, vimos que as formas de aproximar os ter-

mos integrais não são viáveis. Propomos, então, alguns caminhos que podem ser seguidos
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para mostrar a propriedade TVB do método quando desconsideradas estas aproximações

realizadas pelos autores.

Em síntese, o SSP-RKDG com os limitadores de fluxo possui características in-

teressantes, como estabilidade e convergência para a solução entrópica, sem a produção

de oscilações espúrias e com boa resolução de gradientes abruptos. Em nosso ponto de

vista o método pode ser aplicado a alguns dos modelos de injeção de espumas para a

recuperação avançada de petróleo, como os apresentados em [3, 42, 63]. Neste sentido, é

pretensão para trabalhos futuros aplicar o método a esses modelos.

No que diz respeito ao método DMH1, acreditamos que uma análise mais apro-

fundada das propriedades TVD e TVB pode ser desenvolvida, sendo objetivo futuro um

estudo voltado a essa investigação.

O principal aprendizado fornecido pelo estudo desenvolvido neste trabalho foi

a descoberta de boas ferramentas para análise de propriedades TVD, TVDM, TVB e

TVBM, por exemplo, o Lema de Harten e suas extensões.
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