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"The amount of theoretical work ones has to cover be-
fore beingable to solve problems of real pratical value
is rather large, but this circunstance is an inevitable
consequence of the fundamental part played by transfor-
mation theory and is likely to become more pronounced
in the theoretical physics of the future."(P.A.M. Dirac,
do prefacio da primeira edigao do livro The Principles
of Quantum Mechanics, Oxford, 1930).



RESUMO

No presente trabalho de dissertacao de mestrado, analisamos uma versao aprimorada
do formalismo de Gauge Ufixing (GU) no modelo de Carroll-Field-Jackiw massivo, modelo
esse que viola as invariancias de Lorentz e de gauge, com o objetivo de revelar simetrias
ocultas, e recuperar a invariancia de gauge, que é um principio fundamental do modelo
padrao da fisica de particulas. Nesse processo, como é de costume, convertemos esse
sistema com vinculos de segunda classe em um com vinculos de primeira classe, obtendo
dois modelos invariantes de gauge. Verificamos que os paréntesis de Poisson das variaveis
invariantes de gauge, obtidas por meio do formalismo GU, coincidem com os paréntesis
de Dirac entre as variaveis originais de segunda classe do espaco de fase. Finalmente
obtemos duas lagrangianas invariantes de gauge onde uma delas representa a forma de
Stueckelberg. Também analisamos os aspectos gerais do modelo de Maxwell-Carroll-Field-
Jackiw masssivo, como as equagoes de movimento, as ondas eletromagnéticas, modificadas

pela presenca do termo campo de fundo e o termo de Proca.

Palavras-chave: Gauge Unfixing. Gauge Unfixing aprimorado. Modelo Carroll-Fleld-

Jackiw massivo.



ABSTRACT

In the present dissertation work, we analyzed an improved version of gauge unfixing
(GU) formalism in the massive Carroll-Field-Jackiw model, a model that violates Lorentz
and gauge invariance, with the aim of revealing hidden symmetries, and recover gauge
invariance, which is a fundamental principle of the standard model of particle physics.
In this process, as usual, we convert this system with second-class constraints into one
with first-class constraints, obtaining two invariant gauge models. We verified that the
Poisson parentheses of the gauge invariant variables, obtained through the GU formalism,
coincide with the Dirac parentheses between the original second class variables of the
phase space. Finally we obtain two invariant Lagrangeans from gauge where one of them
represents the form of Stueckelberg. We also analyzed the general aspects of the massive
Maxwell-Carroll-Field-Jackiw model, such as the equations of motion, the electromagnetic

waves, modified by the presence of the term background field and the Proca’s term.

Keywords: Gauge Unfixing. Improved Gauge Unfixing. Carroll-Fleld-Jackiw model

massive .
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1 INTRODUCAO

A covariancia de Lorentz ja foi exaustivamente testada e existem intimeras evidéncias
confirmadas com elevados niveis de precisao, que seja de fato uma simetria fundamental
da natureza[1][9]. Entretanto uma questao figura em aberto: A covaridncia é uma simetria
exata ou aproximada da natureza, i.e., deve-se ainda verificar até que ponto esta simetria
¢ valida. Isto equivale a impor limites maximos para uma eventual quebra da simetria de
Lorentz [1][8]. O primeiro trabalho concebido no inicio da década de 1990 veio a partir
de uma cooperagao entre Sean M. Carroll, George B. Field e Roman Jackiw [8][9]. Estes
propuseram um modelo tedrico definido em (3+1) dimensoes que foi concebido com base
no eletromagnetismo de Maxwell mais um termo do tipo Chern-Simons, q;a,wvﬁ AFPe,
no qual V? ¢ um campo de fundo vetorial constante. O termo de CFJ viola a simetria de
Lorentz e CPT-impar(invariante perante a conjugagao de carga, inversao de paridade e
reversao temporal, exceto pela troca de sinais das equagdes do modelo) mas preserva a
simetria de calibre [9] e é responséavel por fornecer uma massa topolégica [9] ao campo de
calibre, alterando assim a taxa de espalhamento do féton no vacuo [8]. Tipicamente, a
simetria de Lorentz é quebrada pela presenga do quadrivetor constante V* = (vq, V), que

introduz uma direcao privilegiada no espago-tempo [1][9].

Como dito anteriormente, um importante aspecto do Modelo CFJ é a simetria de
gauge, o que na linguagem dos sistemas vinculados, via formalismo de Dirac demonstra
que o modelo possui vinculos de primeira classee portanto o paréntesis de Poisson desses
vinculos é igual a zero. Por outro lado, quando adicionamos o termo de Proca Abeliano
que concede uma massa m as excitacoes do campo A, teremos um modelo sem invariancia
de gauge e com dois vinculos de segunda classe, que sao vinculos que possuem os paréntesis
de Poisson nao nulos entre si. Combinando a teoria CFJ com o modelo de Proca abeliano,
temos um modelo em que tanto a invariancia de Lorentz quanto a invaridncia de gauge
sao quebradas. Portanto, é possivel descobrir as simetrias de gauge nesse novo modelo,
tendo apenas que realizar a conversao desse sistema de segunda classe em um de primeira
classe. Neste contexto, um formalismo que podemos mencionar é o Método de Batalin-
Fradkin-Tuytin (BFT)[6], formulado com base em um espagco de fase estendido com a
introdugao de variaveis do tipo Wess-Zumino. Um outro formalismo com essa finalidade é
o Gauge Unfixing(GU), onde todas as teorias de gauge sao obtidas dentro do espaco de fase
original das teorias com vinculos de segunda classe. O formalismo GU foi originalmente
formulado por Mitra e Rajaraman[16] e continuado por Vytheeswaran[20]. Vale ressaltar
que no método GU, ndo hé a adigdo de variaveis extras ao espaco de fase, o que torna o

procedimento extremamente ttil.

O presente trabalho tem como objetivo principal revelar a simetria de gauge oculta
do modelo massivo de Carroll-Field-Jackiw, além de discutir as implicagoes dessa nova

simetria. Tal procedimento é realizado por meio do Formalismo GU aprimorado(2][3].
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O método de GU aprimorado tém como principal diferenca em relacao ao GU usual, o
fato de transformar diretamente as variaveis do espacgo de fase e nao as fungoes dessas
variaveis. Além disso, também investigamos outros aspectos importantes do modelo, as
equagoes de Maxwell modificadas e as equacoes de onda. O ponto de partida para todas
essas investigagoes esta na lagrangiana do modelo, formada pela combinacao do termo do
eletromagnetismo usual, o termo tipo Chern-Simons em (341) dimensées com o campo
de fundo, e o termo de Proca. A organizacao da presente dissertacao é feita da seguinte
maneira, no capitulo 2 foi feita uma breve revisao dos métodos de Gauge Unfixing, usual e
o aprimorado, para elucidar a diferenca entre as duas ferramentas e suas bases tedricas,

apresentando um exemplo de aplicacao para o Gauge Unfixing modificado.

Posteriormente no capitulo 3, apresentamos alguns aspectos importantes do modelo,
através da obtencao das equacoes de Maxwell modificadas, as equacoes de Onda e a
estrutura canonica do modelo, com a obtencao do Momenta, da hamiltoniana Canonica, e
os vinculos via procedimento de Dirac[12], foi também demonstrado que se trata de um
sistema de Segunda classe, tornando possivel a conversao para um sistema de primeira.
No capitulo 4, foi utilizado o GU aprimorado para que obtivéssemos as variaveis do espago
de fase de primeira classe, o que possibilitou a construgao das fungoes hamiltoniana e
Lagrangiana de primeira classe, e por consequéncia, invariantes de gauge. Também foram
obtidos os paréntesis de Poisson dessas novas variaveis para que fosse feita a comparacao
com os resultados obtidos pelo calculo dos paréntesis de Dirac[2][4] das varidveis originais.
O capitulo em questao foi dividido em duas partes, onde na primeira foi usado um dos
vinculos como gerador de simetria e o outro para construcao das variaveis modificadas.
Ja na segunda parte invertemos a ordem dos vinculos. No capitulo 5, sao apresentadas
as principais conclusoes da dissertacao. Na presente dissertacao foram usadas unidades

naturais onde A = ¢ = 1.
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2 O GAUGE UNFIXING

2.1 METODO GU USUAL

Proposto por Mitra, Rajaraman, e Vytheeswaran[16][20], o método GU surge como
uma alternativa elegante ao formalismo BFT [6], uma vez que nao necessita da expansao
do espaco de fase com variaveis extras. Para iniciar esse tratamento, deve-se considerar os
vinculos de segunda classe do modelo a ser tratado, vinculos esses, obtidos via formalismo
de Dirac para sistemas vinculados[12]. Caso existam mais de dois vinculos de segunda
classe, deve-se verificar se temos um nimero par de restri¢oes dessa natureza, em caso
positivo, podemos apenas selecionar um par desses vinculos e prosseguir com o formalismo.
Pode se escolher qualquer par de vinculos, desde que se possa formar com eles um par
canodnico conjugado. Se tivermos um nimero impar de vinculos de segunda classe, devemos
combinar dois deles para que reste apenas um ntmero par. A forma dessa combinagao
é livre, desde que a propriedade dos vinculos de segunda classe de possuir paréntesis de
Poisson diferentes de zero seja respeitada[13][14]. Na subsecao 2.2.1 é apresentado um

caso onde temos mais de um par de vinculos de segunda classe.

Um dos dois vinculos deve ser usado como gerador de simetria e o outro usado na
obtencao dos termos de fixagao de gauge, fazendo com que a hamiltoniana de segunda
classe seja modificada pelo vinculo escolhido como gerador de simetria, afim de que ela
satisfaca a chamada Algebra de primeira classe[2][3]. E importante mencionar que nio
existe uma regra para a escolha do gerador de simetria, dessa forma ¢ interessante executar

os calculos para os dois casos e verificar o que fornece resultados mais interessantes.

Inicialmente deve-se considerar um sistema vinculado descrito por uma hamiltoniana
de segunda classe H e um par de vinculos também de segunda classe, T e T». A ideia
basica do formalismo GU esta em selecionar um desses vinculos para ser o gerador de
simetria, entao, caso escolhamos T} para fazer o papel de vinculo de primeira classe e
gerador de simetria, é necessario redefini-lo na forma 7' = AT—;, onde Ay = {T1(x), To(y)}.
O segundo vinculo sera descartado inicialmente, pois no momento seguinte o mesmo sera
usado na construcao dos termos da série que corrigira a auséncia da simetria de gauge.
Dessa forma o paréntesis de Poisson entre T'(z) e Ty(y) é {T(x), Tg(y)} =53 (z—vy), logo T
e T5 sao conjugados candnicos. A hamiltoniana de segunda classe, H, deve ser modificada
com o objetivo de satisfazer a dlgebra de primeira classe, i.e., {]:I , T} =0, onde H é

construido pela serie de poténcias em 715

A(z) =H(x) — [ dyTy({T, H(x)}
b [ P ATG), @Y~ (2.1)

Essa hamiltoniana invariante de gauge, H pode ser escrita de forma elegante pela aplicacio
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de um operador projegao na hamiltoniana de segunda classe H[20][3]

H =" H, (2.2)

onde T,,H = {H (x), T(y)} E uma convencdo importante a ser adotada, é que T, deve vir
antes do paréntesis de Poisson, pois o operador T,, nao atuara em 75.[3]. Para a obtencao
da Lagrangiana invariante de gauge no método GU usual é usada a transformacao de
Legendre inversa L = WuA/* — A, onde A# deve ser obtido pala evolugao temporal,
{ Ay, H}[16][20].

Com H obtido é possivel encontrar de forma indireta o valor das varidveis invariantes
de gauge se assumirmos que elas obedecem uma transformacao do tipo F = F + X, onde
A é o termo que corrige a auséncia de simetria de gauge. Esse procedimento dificulta de
certa forma a obtencao explicita das variaveis do espago de fase que deveriam ser usadas
nos paréntesis de Poisson para obtencao de novas relacoes de comutacio. E nesse contexto
que o método GU aprimorado é desenvolvido, uma vez que nele, as variaveis de primeira
classe sao modificadas diretamente, portanto sdo obtidas de maneira explicita, como serd

visto na secao 2.2.

2.2 METODO GAUGE UNFIXING MELHORADO

O método GU aprimorado, assim como o usual, tem como principal vantagem em
relacdo ao formalismo BFT[6], a ndo necessidade de inclusao de termos Wess-Zumino.
Apesar de semelhantes o GU usual e o GU modificado diferem em um aspecto relevante.
No primeiro corrigimos a variancia de calibre diretamente na hamiltoniana de segunda
classe. No segundo a modificagdo ¢ feita nas variaveis do espaco de fase[2][3], como
sera apresentado mais a frente. Antes, é preciso que seja comprovada a validade desse

procedimento. Para isso vamos considerar apenas as variaveis do espaco de fase original.

F=(¢,m). (2.3)

Na ultima secao foi apresentado o método onde o "gauging"do modelo é feito diretamente na
funcao de segunda classe. Aqui o objetivo é construir essa fungao, fazendo esse "gauging'nas

variaveis do espaco de fase. Denotando a funcao de primeira classe que desejamos construir

F= (an ﬁ->7 (24)

onde a fungao de primeira classe F' é determinada em termos das varidveis originais do

espago de fase, pela imposicao da condigao variacional para sistemas de primeira classe[13].

0F =e{F, T} =0, (2.5)
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onde T' é o vinculo de segunda classe escolhido para ser o gerador de simetria e € é um

parametro infinitesimal. Usando a regra da cadeia para paréntesis de Poisson, temos que

o - = OF (- OF
{F.T} ={6,T} 9 +{# T} e (2.6)
o que s6 ¢ verdade se os paréntesis de Poisson contidos na segunda parte da igualdade,
forem identicamente zero, o que ja era esperado ja que elas se tornaram variaveis de

primeira classe. Consequentemente, conclui-se que é possivel obter uma fungao invariante

de gauge pela substituicao

F(¢,m) = F(¢,7) = F(¢,7). (2.7)

As variaveis invariantes de gauge sao construidas, assim como as func¢ées no GU

usual[16][20], por meio de serie de poténcia integral em T

O@) = 0@) + [ PyCr@ )Ty + [ [ Eyd=Cola, g, DBGITA) + i (28)
onde essa serie possui uma importante condi¢ao de contorno

¢(z)(T2 = 0) = (). (2.9)
Essa condicao (2.9) e a relagdo (2.7) mostram que, quando ao impor que o vinculo
descartado T5, seja igual a zero, obtemos o sistema de segunda classe original. Portanto, as
relagoes (2.7) e (2.9) garantem a equivaléncia entre o modelo de primeira classe e o inicial,
de segunda classe. Os coeficientes C,, na relagao (2.8) sao determinados pela condi¢ao

variacional contida na expressao (2.5). Assim temos que

0p(z) = do(x) + 5/d3y01(x, )T (y) + 5//d3yd3202(x, v, 2)To(y)To(2) + ... = 0,
resultando na expressao
0p(x) = 6¢(x) + / d*ydCi(z,y)Ta(y) + / d*yCi (2, y)oTa(y)+
—|—//dgyd?’zéCg(x,y,z)TQ(y)Tg(z) +//d3yd3z02(x,y,z)(STg(y)Tg(z)
+ //d?’yd?’ng(x,y, 2)0T5(y)0T(z) + ... = 0. (2.10)

Os termos de ordem 1,2,3... n, devem ser identicamente zero, para que a variacao de ¢

seja zero. Os termos de ordem zero em T,

56(2) + [ d*yCa(w, 9)oTaly) =0, (2.11)
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como 01y = ¢ {Tg(y),f(x)} = —ed(y—x)edp(x) =¢ {qb(x), T(y)}, que resulta em

36(x) = [ d'yCa(a,y)e0"(y - )

usando a propriedade de filtragem da funcao delta de Dirac, temos que o coeficiente C; é

dado por
Ci(z) = Mf) (2.12)
Os termos de ordem 1 em 75 sao
[ @Ci@ ) Ta) + [ [ dyd*=Colw,y, )0Ta() Ta(2)+
t//d%m%mauﬁhgixwaxazza (2.13)

onde 6Ty(y) = ¢ {Tg(y), T(x)} =—ed(y—1)edly(z)=c¢ {TQ(Z),T(:U)} = —ed3(z — x),
entao

[ @y {0Ci (2, ) Taly) - 2:Calw, 1) Ta(y)} = 0. (2.14)

Essa integral s6 pode ser zero, caso o integrando também seja, o que implica em

6C (w,y)Ta(y) — 2eCo(z,y)Ta(y) = 0,

IOgO 02 (ZL’, y)

2 22

Fazendo o mesmo procedimento para as ordens superiores de T,, podemos obter uma

Co(z,y) = (2.15)

relacdo para todos os coeficientes C,

3™ ¢(x)
= 2.1
Agora é possivel reescrever a expressao (2.8), j4 com os coeficientes C,,
~ 0p(x
3wy =o() + [ @y Xy
00
+//d3yd322¢;f)Tg(y)Tg(z) + ..
3" (x)
3 3
+/m/dymd% —C T (). Ta(yn). (2.17)

Sabendo que d¢ = {¢, T}, e definindo a operacio ¢ = {qﬁ, T}, podemos definir o operador

projecao

P= e“d%TQ%], (2.18)
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o que pertite que a variavel modificada, agora de primeira classe, possa ser escrita da

seguinte forma
~ 34T, %
QS:e[fd T 8] ¢ (219)

Devemos agora verificar, se essa forma de modificagdo das varidaveis(por meio de uma
serie de poténcias do vinculo descartado) é coerente. Para isso consideremos dois campos
genéricos, F(x) e G(2') de um sistema composto por dois vinculos de segunda classe T} e

T (gerador de simetria), com as seguintes formas

F(x) = F(z —I—/d3y01 x,y)T1(y +//d3yd3z6’2(:v v, 2) T (y)T1(2) + ...,(2.20)

G@') =G +/d3y'01 2y T (y +//d3 "B Co(x Y, VT ()T () + ...(2.21)

usando as expressdo para os coeficientes C,(2.16)da serie, calculamos os paréntesis de
Poisson entre (2.20) e (2.21)

[F(2),G(")} = {F(a }+/d3 { le( )}
+ / &y d {F(x), 525% (y'm(z’)} +.
+/d3 {6FT1 } //d3 d“’{ ()ﬁTl( )}

(2.22)

que no limite 77 — 0 se torna

{F@), @)}, = 1F@),G@} + [ dy (F() Tty } +/ d3y—{T1 G},

(2.23)

T1 —0

como 0F = ¢ {F (x), 372}, levando a seguinte expressao

I ST o o ' 3,/ T / ' TQ(y/)
{F(x),G(x)}Tl_)O—{F( ), G( )}+/d y {F( >,T1(y)}{G< ) {T2(x,)’T1(y,>}}

- [y { b } {T(). G ()}

(2.24)

resultando em

{F@.6}y, = (F@). 6@ + [ & '{{ggx, Ly 160 2:00)

5 (@), To(y))
Py G622
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A expressao (2.25) é a mesma obtida para os parenteses de Dirac de um sistema com dois

vinculos de segunda classe, sendo assim também pode ser representada na forma

(PG}, = (F@). 6} + X3 [a F0). W)} (€)™ E6), T

(2.26)

que ¢é exatamente a definicdo dos parenteses de Dirac, o que nos permite concluir que

{F(x), G’(x’)}T T {F(z),G(2")}p[3][18]. Assim, verificamos que na condigao que esta-
1

belecemos, em que um dos vinculos sera descartado(7} — 0), o formalismo GU aprimorado

é totalmente compativel com o formalismo de Dirac para sistemas vinculados[12].

2.2.1 Aplicagao ao modelo Chern-Simons abeliano puro

Para exemplificar o uso do método GU melhorado, sera abordado o modelo Chern-
Simons abeliano puro(CS)[3]. O modelo de CS, é um modelo em (2 + 1) dimensoes,

governado pela lagrangiana
2 k Hvp
L= [d2s e A,0,4, (2.27)

onde k é uma constante. A partir do formalismo de Dirac para sistemas vinculados [12]

sao obtidos os vinculos primarios
To=m=~0 (2.28)
ﬂzm—S%NzO@:Lﬂ
Usando a transformada de Legendre, a hamiltoniana canonica é
ﬁQ::—k/}Fonaj@Aj. (2.29)
e o vinculo secundario é dado por

T3 =kel 0;A; =0 . (2.30)

Os vinculos, Ty, T; e T3 sao todos os vinculos do modelo. Os paréntesis de Poisson entre

os pares de vinculos diferentes de zero sao

{Ti(2), Ts(y)} = ke;i0;0°(x — y), (2.31)

{Ti(2), Tj(y)} = ke (z — y). (2.32)

E possivel notar que no modelo acima possuimos trés vinculos de segunda classe, o que

gera uma matriz C;, 3x3, com determinante zero, demonstrando que um dos vinculos é
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supérfluo, portanto devemos eliminar um deles. E necessario entao redefinir o vinculo da

equagao (2.30). A principio, é sugerido a seguinte expressao

- ) . k..
T3 = T3 + OZTZ = 8’7@- + 5 € &A] (233)
Agora podemos verificar uma mudanga na estrutura de vinculos
(T@), To(n)} =0, (2.34)
{Ti(x), Ti(y)} = keijo*(x —y) (.5 =1,2), (2.35)
{T(x), Ts(y)} = 0. (2.36)

Consequentemente, Ty e T3 sdo vinculos de primeira classe e T;(T}, T3) formam um par de

vinculos de segunda classe. Escolhendo o gerador de simetria como
I'=——=——+— (2.37)

onde se tem a seguinte algebra {T'(z), Ty(y)} = 6*(z — y). O vinculo de segunda classe
Ty = m + gAl sera descartado. As transformacoes de gauge geradas pelo gerador de

simetria 7' sao

64; = e{Ai(2), T(y)} = = 51 8*(x — ), (2.38)
o = e{mi(2), T(y)} = =5 676 — ), (2.39)
6Ty = e {Th(x), T(y)} = —&*(x —y). (2.40)

O campo invariante de gauge A; é construido através da expansao em T, i.e.,
A=A 40T+ b T4 ..+ b, T2 (2.41)

Do principio de variagdo minima 6 A; = 0, é possivel calcular todos os termos de correcao

b,. Para a correcao do termo linear em 75 tem-se

| 1
§A; + 00Ty =0 = —%5153(:6—31)—61853(1:—1/):0 - ==y

Para o termo quadratico, se obtém by = 0, deste que 6by = £{by, T} = (0. Consequentemente,

5. (2.42)

todos os termos de correcao b, para n > 2 serao zero. Portanto, o campo invariante de

gauge A, sera

Ay =4, A=A — 251 Ty, (2.43)

ou
Ay = Ay, (2.44)
A=A — ;TQ, (2.45)

Ay = A, (2.46)
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onde pelo uso da eq. (2.38), é facil mostrar que 5[1” = 0. O campo invariante de gauge 7;

sera construido pela série de ponténcias de T5
fi=miteaTh+ceTi+... +c, Ty (2.47)
Do principio variacional 7; = 0, o termo linear em 715 é
omi+c10l, =0 = —%5353(35 —y)—ced(z—y) =0 = ¢, = —;522. (2.48)

Para o termo quadratico é obtido ¢y = 0, desde que d¢; = e{¢q, T} = (. Consequentemente,

todos os termos de correcao ¢, com n > 2 serao zero. Portanto, o campo invariante de

gauge 7; ¢
1
fi=mi— g 62T, (2.49)
ou
7?1 = T (250)
. 1
9 :7T2—§T2, (251)

onde, pelo uso da eq. (2.39), é possivel mostrar que 67; = 0. Os paréntesis de Poisson dos

campos invariantes de gauge serao

(A (@), () = 1 98— y), (2.52)
T W) = & ey — ), (253)
(A(), 7,0} = 5 8 P(x — ). (254)

E possivel observar que os paréntesis de Poisson das varidveis de primeira classe, Eqs.
(2.52), (2.53) e (2.54), podem ser escritos como os paréntesis de Dirac das varidveis de
segunda classe [19] desde que T, = 0. A hamiltoniana invariante de gauge, escrita apenas
com as varidveis do espaco de fase, ¢ obtida pela substitui¢ao de A, por Ar, Egs. (2.43) e

(2.44), na hamiltoniana canonica, Eq. (2.29), de modo que

=k / e 99,40 Ay = H, + / P Ay T

g k
_ / P [k 90,40 A+ 0 Ay + 5 0 Ao Al (2.55)
E possivel usar a condigao de estabilidade de m (T = )

N . k .
{77'0, H} =0 = k€ 8,/1] + 8277'2 + 562141 =ke¥ &AJ + 82T2 =0

= kev @fl] =0, (256)
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entao
Ts = kel 0;A; (2.57)
que é justamente o vinculo secundario, eq. (2.30), onde a substitui¢cao de A; por Al A

hamiltoniana invariante de gauge H e os vinculos Ty, T e T3 formam o conjunto com

algebra de primeira classe dado por [3]

{H,T} =0, (2.58)
{H,To} =T5, (2.59)
{H, T3} =0, (2.60)
{T, T3} =0, (2.61)
{T, Ty} =0, (2.62)
{Ty, T} = 0. (2.63)

Para que os vinculos retornem a ser de segunda classe, basta apenas assumir 75 = 0.

Finalmente, a lagrangiana invariante de gauge pode ser deduzida a partir da
transformada de Legendre inversa L = [ d?z (7; A f ), com H é dado por eq. (2.55).
A hamiltoniana invariante de gauge, H, deve obedecer a mesma forma funcional da
Hamiltonina canénica, eq. (2.29). Portanto, observando a transformagao de Legendre
inversa, é possivel concluir que a lagrangiana de primeira classe obedece a mesma forma
funcional da lagrangiana original. Logo, ¢ intuitivo substituir as variaveis de primeira
classe diretamente na lagrangiana L = [ d®x K ewve A,0,A,. Usando as Eqs.(2.44), (2.45) e

(2.46), a lagrangiana invariante de gauge, se torna

- 1
L= / &2z ’; [ 400" Ay = Ao A1 + - Ag*Ty
1 1
+A,0% A — ETQ 0*Ay — A0 Ay + %Tg " A,
1
+A4,0°A; — %AQaOTQ — Ay0"Ay]. (2.64)
A equacao de movimento gera uma relacao para 0°A, dado por
P Ay = {Ay, HY = 9* Ay, (2.65)
Onde, usando eq. (2.65) na equagao eq. (2.64), obtém-se
L = /d%g |:A081A2 — AP AL+ A10P Ay — ALV Ay + AP AL — A0 A,
2 k v
— /d 75 Aud Ay (2.66)
E possivel observar que a eq. (2.66), pode ser reduzida a lagrangiana original, eq.
(2.27). A eq. (2.66) também ¢é um resultado importante devido a auséncia de termos extras

na lagrangiana invariante de gauge e a transformacao de gauge original A, — A, + d,A

certamente é mantida.
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3 MODELO CARROLL-FIELD-JACKIW MASSIVO

3.1 ASPECTOS CLASSICOS DO MODELO

No presente trabalho estudamos a eletrodinamica de Maxwell combinada com o
termo CFJ (€54, VP A*FP?), e com o termo de Proca (m?A,A®). No trabalho original
8], S.M Carrol, J. B. Field e Roman Jackiw adicionaram o termo tipo Chern-Simons &
eletrodinamica usual com o objetivo de estabelecer limites superiores para uma possivel
violagdo para a simetria de Lorentz. Busca essa baseada na observacao de anomalias
eletromagnéticas na luz emanada de Galaxias distantes como o fenomeno de birrefringéncia
no vacuo [8]. Aqui serdo obtidos aspectos cldssicos tais como as equagoes de Maxwell
modificadas e as equacoes de onda. A investigacao desses aspectos é importante pois nos
ajuda a entender como o termo de Proca e o termo CFJ alteram a dindmica em relagio a

eletrodindmica de Maxwell. A assinatura usada para os célculos foi g, = diag(+ — ——).

3.1.1 Equacgoes de Maxwell modificadas

A densidade lagrangiana, na presenca do termo de fonte J,, é
1 1
L= Fa P = EeﬁawvﬁAaFW +m? A AY + J, A%, (3.1)
onde Vi = (vp, V) é o chamado campo de fundo constante, responsével pela LIV. Da

equagao de Euler-Lagrange obtemos

O, F ™ + VaFP 4 m2 A~ = —J° (3.2)

D FP = 0. (3.3)

A eq. (3.2) é a equagao de Maxwell modificada (forma tensorial) prevista pela eletrodina-
mica de CFJ massiva. Verifica-se a presenca explicita do campo Vs na eq. (3.2). A eq.

(3.3) é a Identidade de Bianchi. Nestas equagoes, foram usadas as seguintes defini¢oes

F,=0,A,—0,A,, (3.4)

nlel 1 affv
FoP = 3¢ P E,,, (3.5)

sendo F,, o tensor de campo eletromagnético, FoP ¢ tensor dual do campo eletromagnético
e €7 o stmbolo de Levy-Civita escrito em 4 dimensdes. As equagoes (3.2) e (3.3)
permitem obter a forma explicita das equagoes de Maxwell, escritas em termos dos campos
E e B, onde (3.2) d4 origem as equagoes (3.6) e (3.7) e a equagao (3.3) gera as equagoes
(3.8) e (3.9)

V-E+ V- -B+m?4Ay = —p, (3.6)
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VxB—0,E+uB—VxE+m?A =—J, (3.7)
V-B=0, (3.8)
V xE=-0B, (3.9)

As Eqgs.(3.6) e (3.7) sdo, respectivamente, as leis de Gauss (na qual p é a densidade
de carga) e Ampeére (na qual J é a densidade de corrente) estendidas[1]. Por conta da
presenca dos campos de fundo, é impossivel dissociar os campos elétrico e magnético.
Nesta situacao, uma densidade carga p serd nao somente fonte do campo elétrico, mas
também do campo magnético. O que pode ser visto claramente observando a (3.6). De
forma analoga podemos observar a mesma situagdo na eq. (3.7), onde a densidade de
corrente J, gera nao somente campo magnético, mas também campo elétrico. E quando
consideramos uma situacado em que nao existam fontes (p = 0 e J = 0), é possivel notar
nas eq. (3.6) e (3.7) que campo magnético e elétrico atuam como fontes[1][9]. Outro
aspecto importante reside no fato de que as equagoes (3.6) e (3.7), ndo sao invariantes de

gauge, devido a presenga explicita do campo de gauge A* = (Ag, A)[1].

3.1.2 Ondas eletromagnéticas

Como é sabido da eletrodinamica usual, campos elétricos e magnéticos variaveis, se
propagam através do espaco em forma de perturbagoes, denominadas ondas eletromag-
néticas. O objetivo aqui é investigar os efeitos da quebra da S.L. e do termo de Proca
também nas ondas eletromagnéticas e tais efeitos podem ser observados manipulando as

equagoes (3.7) e (3.9) da seguinte forma

Vx(VxB—-9E+uB-VxE+m*A=-J), (3.10)

V x (VxE=-0B), (3.11)

usando a identidade vetorial
V x (VXA):V(V-A)—VQA

e as equagoes de campo modificadas (3.6), (3.7), (3.8) e (3.9), na auséncia de fontes (p =0

e J =0), obtemos as equagoes de onda para os campos B e E respectivamente

(O+m?) B+ Vyo(VxB)=Vx(VxE), (3.12)
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(O+m?)E+8,(V xE)=V(V-B) + V9B, (3.13)

onde [ é o operador D’alembertiano. Nas equacoes de onda, da mesma forma que nas
equacgoes de campo, podemos notar a impossibilidade de separarmos B de E, um efeito
claro da presenca do campo de fundo V. O campo de fundo também concede outra
caracteristica importante as ondas eletromagnéticas do modelo, uma diregao preferencial
de propagacao para os campos eletromagnéticos, uma clara manifestacao da VSL. Outra
importante consequéncia é a modificacao que o termo de Proca provoca no operador de

onda, uma vez que agora temos um operador tipo Klein-Gordon (OJ + m?).

3.1.3 Conservacao da carga

Sabemos que eventuais modifica¢oes feitas na eletrodindamica usual, nao podem
violar alguns principios basicos do eletromagnetismo, um desses principios é a conservagao

da carga elétrica, que tem sua formulagao matematica na equacgao de continuidade|2]
OJ' =V -J+4+0,p=0. (3.14)

Para obter a equacao de continuidade, por meio das equac¢oes de Maxwell modificadas,

devemos derivar com relagao ao tempo a lei de Gauss (3.6)
V- (OE)+ V- (0;B)+m?0 Ay + dip = 0, (3.15)
usando as equagoes (3.7), (3.8) e (3.9), chegamos a seguinte expressao
m*(0Ag+V - A)+0p+V-J =0, (3.16)

os dois ultimos termos da expressao (3.16) correspondem exatamente a equagdo de

continuidade(3.14), o que nos leva a uma nova condi¢ao para a conservacao da carga
0Ag+V-A=0,A"=0. (3.17)

A equagao (3.17) é chamada de calibre de Lorentz[9][10] e é uma das condigoes usadas
para fixacao de calibre nos modelos de eletrodindmica com simetria de gauge. Sendo
assim, notamos, que para que a carga se conserve dentro do modelo CFJ massivo uma
nova condicao surge, o calibre de Lorentz, logo dentro do modelo o Gauge ja esta fixado,
caracteristica de sistemas com vinculos de segunda classe e por essa razao devemos usar o

formalismo de Gauge Unfixing.

3.2 ESTRUTURA CANONICA DO MODELO

Como ja mencionado anteriormente, a eletrodinamica CFJ massiva é composta

pela eletrodindmica de Maxwell mais os termos CFJ (€ga,,V?A*F?%) e o termo de Proca
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(m?A,A%). O primeiro termo (CFJ) é responsdvel pela violacao de Lorentz e pela quebra
de simetria CPT-Impar|[1][9]. O segundo termo ¢é o responsavel por violar a simetria de
gauge, o que nos diz que estamos lidando com um modelo com estrutura de vinculos de
segunda classe, tornando viavel a conversao para um sistema de primeira classe por meio
do formalismo GU melhorado, no entanto, antes é necessario analisar a estrutura canénica

do modelo, e tal analise comeca na densidade lagrangiana

1 1
2L = _ZFOWF(W N ZeﬁapsoVBAaFW +m® A, A%, (3.18)

de onde é possivel calcular o momento canénico 7#:

0L 1
T = 7 (A = F0 4 ieaom"VpAw. (3.19)

Rearranjando os termos usando a antissimetria de F* e efr¢
b o _ Lowasy 4 3.20
= —F - e W Ags. (3.20)
Da expressao do momento é obtido o paréntese de Poisson candnico

{Au(x), 7 (y)} = 6,8°(x — ). (3.21)

Na eq. (3.20) é facil notar que 7° = 0, uma vez que F? = 0 e "% = (. Essa informacao
fornece o vinculo primario da teoria, uma vez que ele advém diretamente da definicao do
momento [12][17]. E possivel entao escreve-lo da seguinte forma Ty = m9 = 0. (Dentro do
formalismo de Dirac, o simbolo "="representa uma igualdade fraca, uma vez que 7y nao
serd necessariamente zero dentro dos paréntesis de Poisson). O momento 7% ¢ definido

pela expressao
1 . 1
mi = —(Fo; + 560ijijAk:) = —A; + 0iAo — §€0ijijAk' (3.22)

Agora é necessario escrever a hamiltoniana canénica do modelo H,, e tal procedimento

deve ser realizado por meio da transformacao de Legendre
H,— /d% {Amr — 2}, (3.23)

onde o .Z corresponde a densidade lagrangiana descrita pela equagao (3.1). Isso nos leva

a seguinte expressao
3 . . 1
H, :/d x{ Ao — Ay — 1 (2Fy Foi + FijFij)
1 1 1
+ Zeokij‘/OAsz’j + ZGOkiijAoFij - §€0k¢ijAiF0j+

- (4 - ) } (3:24)
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A hamiltoniana é uma func¢ao do espago de fase, logo s6 pode conter variaveis desse espago.
Portanto variaveis exclusivamente do espaco de configuracoes (0pA,,), devem ser removidas,
e para isso devemos usar a expressao de momento (3.22) e a definigdo do campo elétrico

em termos dos potenciais escalares e vetoriais (Ag, A;)

Substituindo A; = 9yA; na expressio (3.24), com o auxilo das expresses (3.22) e (3.25),

obtemos a chamada hamiltoniana candnica do modelo de Carroll-Field-Jackiw massivo

1 1
H, = / dxg{g(”k)z + Aok + ~ (Fjr)*+

4
1 1 , 1
+ §7Tk€0kijvz‘z4j + 3 l€onij ViA;]" — ZGOkij‘/()AkEj+
1 m? 2
+ ZEOkiij;AoFij — 7(140 — A7) . (3.26)

Seguindo o procedimento de Dirac usual [12], deve-se introduzir a hamiltoniana priméria
(H,), formada pela adi¢do da hamiltoniana canénica H,. com todos os vinculos primérios,
H, = Hepm + | d3xAmy, onde X\ é o multiplicador de Lagrange. Pela teoria de sistemas
vinculados, ¢ sabido que os vinculos nao evoluem no tempo [12][13][14], o que gera uma
nova condigao de consisténcia, {1y, H,} ~ 0, levando ao vinculo secundério 73, onde
Ty = m

Ti(a) = {molw), H(y)} + {mo(), [ d*yC(w.y)maly) } 0. (3.27)

que gera o vinculo secundario da teoria
1 2
T, = —0pm), — ZeOkiijFij + m*A,. (328)

Para verificar a natureza dos vinculos da teoria, i.e.,;se sdo de segunda ou primeira classe,

¢é necessario calcular os paréntesis de Poisson entre T} e Ty

{To(x), T1(y)} = {Wo(ﬁ)a —Okmi(y) — iEOkiijFz‘j(y> + m2A0(y)} = —m263(x—y), (3.29)

Esse resultado (3.29) mostra que o modelo CFJ massivo possui uma estrutura de vinculos

de segunda classe, caracteristica relacionada a nao existéncia da invariancia de gauge.



27

4 ADICIONANDO SIMETRIA DE GAUGE AO MODELO CFJ MASSIVO

O nosso objetivo é recuperar a simetria de gauge do modelo CFJ massivo, por meio
do método GU aprimorado[2][3][18]. Como ja mencionado anteriormente, esse método se
restringe a sistemas que possuam vinculos de segunda classe, o que foi provado na secao

anterior.

Como ja mencionado na Introdugao, esse capitulo foi dividido em duas se¢bes, uma
vez que o método GU aprimorado necessita que um dos vinculos seja usado como gerador
de simetria e o outro, descartado inicialmente, seja usado na construcao dos termos de
fixacao de calibre, i.e., teremos dois casos a serem estudados, o Caso 1 onde T} serd o

gerador de simetria e o Caso 2 onde T} sera o gerador.

4.1 Caso 1: my como gerador de simetria

Da equagao (3.29) obtém-se {Ty(z), T1(y)} = —m?§*(x —y). Dessa forma é possivel

redefinir o vinculo Tj da seguinte forma

1o

T=--"
m2’

(4.1)
para que seja obtido o resultado

{Ti(2), T(y)} = =%z — ). (4.2)

A expressao (4.2) denota a variacao de T7, uma vez que as varidveis invariantes de gauge
do espaco de fase, Agy, A;, 7, T;, podem ser construidas por meio de uma serie de poténcia

de integrais em T;. Para Aj, tem-se a seguinte série

Ag = Ap + /dgyCl(x, )T (y) + //d3yd3202(x,y, T (y)Ti(z) + ... . (4.3)

Todos os coeficientes, C,(x1, T, ...z,) da série podem ser obtidos por meio da aplicacao

do principio variacional a serie de A

logo
54y = 640+ [ dysCi(x,y)Ti(y)+
+/d3y01(x,y)(5T1(y) —1—//d?’ydgzéCg(x,y,z)Tl(y)Tl(z)

//d3yd3z02(x,y, 2)0T(y)T1(z) + //d?’yd3z6’2(:v,y, 2)T1(y)oTi(z) + ... = 0.
(4.4)

Os termos da série devem ser agrupados de acordo com a sua poténcia em 77, e esses termos

devem ser individualmente zero, para que o principio variacional seja atendido[13][14].
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Tomando os termos com poténcia zero temos

0Ay + /dSyCl(:c,y)éTl(y) = 0. (4.5)
A variacao de T; é
5T1:£{TI,T}:—853(:U—y), (4.6)
onde T = —%. Os resultados acima ao serem substituidos na expressao (4.5) resultam
em
Ay — /d?’yCl(a:,y)&téB(x —y) =0, (4.7)

onde quando usada a propriedade de filtragem da func¢ao delta de Dirac permite que se

obtenha o valor de C}
4y

€

Cl (.I)

Resultado esse que serd usado na construgao dos termos de fixacao de gauge da variavel.

(4.8)

Tomando os termos lineares em T}

/d3y(56’1(:r;,y)T1(y) —i—//d3yd3202(x,y,z)5T1(y)T1(z)+
//d3yd3202(93,y, 2)T1(y)0T1(z) =0 (4.9)
onde 6Ty (y) = 5{T1(y),T(:c)} = —ed*(y —x) e 0T1(2) = g{TI(z),T(x)} = —e6%(z — x).
Portanto
| 'y {6C(a,9)Ta(y) — 2:Cale,y)Ta(w)} = 0, (4.10)

A integral acima s6 pode ser zero se o integrando entre as chaves também for
0C (z,y)T (y) — 2eCy(x,y)T1(y) = 0. (4.11)

Logo o coeficiente C5 pode ser expresso pela seguinte expressao

_ (5012(:79) _ 5;5;30 _ 2;82 {{AO,T} ’T} =0, (4.12)

Cs

0 que permite construir uma relacao de recorréncia para todos os C,,, dada por

B 5 A

nlen

(4.13)

Vale ressaltar ainda que essa expressao ¢ valida para o "gauging'de todas as variaveis
do espaco de fase, desde que se substitua a variavel na expressao pela que estiver sendo
modificada no momento. Outro fato importante a ser mencionado é que C,, = 0 para
qualquer n > 2. Substituindo os resultados das expressoes (4.8), (4.12), (4.13) em (4.3)

temos que

~ 0A
Ag = Ay + /dgyToTl(y)» (4.14)
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onde 240 = {Ao(y), T(x)} = —-—50%(x — y). O campo invariante de gauge Ay é denotado

por
~ 1 1
AO = A, — ﬁ {_akﬂ-k — EGOkiijFij + mzAg} s (415)
simplificando essa expressao temos que
~ 1 1
AO = W {ak’ﬂ'k + 4€OkiijFij} . (416)

A expressao (4.16) fornece a primeira variavel invariante de gauge do modelo CFJ massivo.
Um fato interessante nessa expressao € a nao existéncia da variavel original Ay, fato esse
que mais a frente, impedird que a covariancia da lagrangiana do modelo seja recuperada|2].

Para A;, tem-se a seguinte série

fL’ = Al + /dSyCl(x,y)Tl(y) + //d3yd3202($7 Y, Z)Tl(y)Tl(Z) Tt (417)

Os coeficientes (), da série, podem ser obtidos da mesma forma que no caso de Ay. Logo

¢ usada a relagao (4.13) para obté-los

5 A,
Co=—2". (4.18)

Para n = 1 serd obtido o primeiro coeficiente da série

¢y =4 (), Ty} = {Am —”“@)} 0. (4.19)

€ m2

Fica claro que os termos seguintes da série(Cy, Cs,...) também serdo nulos, o que implica

na nao modificacdo do campo A;. Para my tem-se a seguinte série

7o = o + /dSyCl(x, )T (y) + //d3yd3zC’2(x,y, 2T (y)1i(2) + ..., (4.20)

onde os coeficientes vem dados pela relacao

s,
Cn = . 4.21
nlen (4:21)
Como 0my = {Wo(a:), —“fﬂ—(f)(y)} = 0, todos os coeficientes C,,, serdo zero, o que implica

na nao modificacdo do campo 7. Para 7;, os coeficientes C),, também serao zero, uma
vez que 0m; = {m(x), —”fn—(;”)(y)} = 0, dessa forma 7; também nao serd modificado, o que
nos permite concluir que quando as variaveis tem variagoes iguais a zero(0G = 0), temos
obviamente uma variavel de primeira classe, portanto que nao carece de modificagdo. Logo

as variaveis invariantes de gauge do modelo CFJ massivo ficam com a seguinte forma

~ 1 1
Ag = po—c’ {akﬂ'k + 4€Okz‘ijFij} ; (4.22)

A; = A, (4.23)
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7~T0 = To, (424)

Com as novas variaveis em maos, agora ¢ possivel obter um importante resultado do

modelo CFJ massivo, que sao as novas relagoes comutagao, dadas por

{Ao(x),fio(y)} = {ﬁo(x),fro(y)} = {flo(x),fro(y)}
y)

= {40(2), A1)} pirae = {70(®), T0(9)} e = {A0(@), Mo (W)} piae =0 (4:26)
{Ao(e), 70} = (Ao(), M) e = 5 zeoraVid, @ —y)  (4.27)
{Aole), A:0)} = {Ao(x), Ay} e = 505z — 1) (4.28)
{Ai@), 75(9) } = {A(2). 75 (1)} pigae = 6:56°(x — ) (4.29)

E importante ressaltar que em (4.27) e (4.28), surgem relacoes de nio-comutatividade que
com as variaveis originais nao existiam, entretanto quando essas variaveis sao modificadas
via formalismo GU melhorado encontramos as mesmas relagoes encontradas quando usamos
os paréntesis de Dirac[4][9] com as variaveis originais, o que demonstra a equivaléncia

entre o formalismo de Dirac para sistemas vinculados[12] e o GU melhorado[2][3].

Outro importante aspecto a ser explorado é a construcao das fungoes das variaveis
modificadas que sao a hamiltoniana e a lagrangiana. Essas novas fun¢oes podem ser
obtidas pela substituicao direta das variaveis originais por aquelas que foram resultado da

aplicacao do formalismo de GU aprimorado da seguinte forma
Ay, T, — /i“, T

No presente caso, foi demonstrado que a tnica variavel a ser modificada é Ay. Logo basta
realizar a substituicdo Ay — Ay. Substituindo a expressdo de Ay (4.16) na hamiltoniana

candnica do modelo (3.26), temos

-1 1 1 1 1
H 25(71']%) + TW(@]C’/T]C)Q -+ TWGOZ'jkaij + Z(ij)2 + iﬂkeokij‘/iAj—{_
1 1 1 m?
+ g[EOkij‘/iAj]Q - ZEOkziijAkFij + 16m2 [eoijn ViFr]* + 7(142')2 (4.30)

e que pode ser reescrita em uma forma mais elegante, em funcao do vinculo secunda-

rio(descartado), Ty
; s TY
A=H+ [dast 431
2m? ( )
E equagao (4.31) é uma fungao de primeira classe e isso pode ser verificado por meio do
calculo do parentese de Poisson da hamiltoniana modificada com o vinculo nao descartado(o

gerador de simetria T)

{ﬁ,T}:{Hc,T}+/d3x{;W};,T} :—fﬂ;JrzTn;:o. (4.32)
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a equacao acima comprova que foi feita a conversao do sistema para um sistema de primeira

classe, pois a definicao de funcao de primeira classe é {F . T} ~ 0[13].

A lagrangiana invariante de gauge pode ser obtida por meio de sua forma funcional
original (3.18), logo devemos realizar a substitui¢do das varidveis invariantes de gauge
pertencentes ao espago de configuragoes diretamente na densidade lagrangiana inicial[2][3].
Assim, a densidade lagrangiana invariante de calibre pode ser inicialmente escrita com a

seguinte forma

~ 1 ~ o~ ~ ~
L= 1 (QFOiFOi + FijFij)
1 . ~ . -~ . -~
- |5 Vo A Fyy — €MV Ao Fly + 2€MT VA Foj | +
2
mTorzo 32
+ 5 A3 - 4] (4.33)
Rescrevendo
L= Jd*z{-} (0Ar — 0uAo) (0°AF — O*A°) — L
—%EokijVOAkFij + %ngijvkﬁoFij + %Eokijvai <8j/~10 - (90Aj> (434)
+m2A0140 + mQAZAI} s
onde os campos A;, m, m;, nao sofrem modificacoes ¢ Ay = # {&wk + ieOkiijFij}.

Outro aspecto importante da equagdo (4.34), é que ela nao pode ser reduzida a uma
forma covariante devido a auséncia explicita da varidvel Ay, o que nao permite que
recuperemos a forma de Stuckerberg[2][3][16]. Esse fato indica que embora tenhamos uma
lagrangiana invariante de gauge, isso ndo pode ser confirmado de forma explicita por meio
da transformacao de gauge A" — A" + 0*\. Verificamos esse fato, pela prépria estrutura
da lagrangiana L, construida apenas por varidveis de primeira classe. Uma outra forma é
averiguar essa invariancia de gauge ¢ nas equagoes de movimento geradas por L, o que

nao esta no escopo do presente trabalho.

4.2 Caso 2: T} como gerador de simetria

Na presente secao sera feita a analise para o segundo caso do GU do modelo CFJ
massivo, como ja mencionado anteriormente. Agora o vinculo que serd usado como gerador
de simetria serd T3, e Tj serd utilizado na série de poténcias. Da equagao (3.29), temos

{T\(x), Ty(y)} = m?6(x — y). Logo T; pode ser redefinido da seguinte forma

- T 1 1
T = 71 = — {—kak — ZEOkiijFij + m2AO} ©y (435)

m2  m2

para que {T(a:),To(y)} = §(z — y). Usando o mesmo procedimento aplicado na segao

anterior é possivel obter todas as varidveis de gauge. Comecando por Ay, temos

Ag = Ag + /d3y01(x,y)7ro(y) + //dgyd3z02(x, y, 2)mo(y)mo(2) + ... . (4.36)
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Os coeficientes C), podem ser determinados pela mesma relacao obtida no Caso 1. Logo a

relacao para C é dada por

¢ =2 {ay(w). () =0

Por consequéncia, C5 é dado por

_ 52/10(9)

Cs
52

= {{4e). T} T(:)} =0,

E possivel concluir que os coeficientes da equacao (4.36) serao todos zero e portanto Ay

nao sofrera modifica¢oes. Logo

Ay = Ap. (4.37)
Para m, temos
fo=ro+ [ @yCrlaymo) + [ [ Eyd=Caley, Dmo(y)mol(=) + . (4.38)
Usando a relagdo ja conhecida para C'
6= D _ (@), 1(0)) = 5~ ), (4.39)

portanto Cy = C5 = ...C,, = 0. Substituindo em (4.38)

o = mo — /d3y53(:6 —y)(z,y)mo(y),

o que permite concluir que
7o = 0. (4.40)

O resultado da expressao (4.40), demostra a funcionalidade do método na conversao dos
vinculos de segunda para primeira classe, pois agora, com as modifica¢oes geradas pelo GU
melhorado 7, deixa de ser um vinculo, agora ele é fortemente zero(7y = 0)[2]. Podemos

observar isso nos parentese de Poisson de 7y com qualquer quantidade
{To(x), Ay)} = 0. (4.41)
Para A;, temos
Ai= At [ @yCiaymy) + [ [ EydColey, m@)m(z) + .o (442)

Como ja mencionado anteriormente, a relagao para C,(4.13) é valida para todos os casos,

desde que se use a variavel correta. Para n = 1 teremos

0A;(x) ~ 1 1
logo para Cs
§PA;, 60y 1 5 _
CQ - 212 - 2¢ = _2m2 {815 (.’L’ - y)a T(Z)} = 0. (444)
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portanto C5 = ...C,, = 0. Substituindo (4.43) em (4.42), obtém-se

A=A - TrlLQ/dgyai53<$ = y)mo(y),
onde se for usada a integragao por partes e o teorema da divergéncia é possivel recair na
seguinte equagao
/L‘ =A; + Trlﬂ /dgy [0imo(y)] 53(35 — ).

Logo, A; adquire a seguinte forma

~ am
A= A+ mf. (4.45)
Para 7;, temos
fi=mt [ dyCileymy) + [ [ EydCole,y momm() +. (446)
Usando novamente a relagao para C
om;(x - 1
¢ =T @), 7)) = {mla), ppeseFul)} (447
essa pode ser simplificada para a forma
1
Cl = —TWEOkiijaj(S?)(ZL‘ - y), (448)

Na simplificagio na expressao(4.47) foi usada a propriedade de antissimetria por permutagao
de indices de €g;ji, i.e., €0ijr = —€oirj.- Da mesma forma que para as vardveis anteriores
temos Cy = C3 = ...C,, = 0. Logo é possivel substituir o resultado (4.48) na expressao
(4.46) o que permite que seja encontrada a nova variavel 7;

T =m+ Q‘/n];eoml@mo. (4.49)
Para a obtengao da equagao (4.49) foi usada também a integracao por partes e o teorema
da divergéncia para a remogao da derivada da fungao delta (9;0°(x — y)). Dessa forma, as

novas variaveis sao

1210 - A07

A=A+ %%,

) o (4.50)
o = O,

o v
Ty = T + 5,55 €0k OiTo-

Com essas variaveis em maos, é possivel agora construir os paréntesis de Poisson da teoria

{Ao -T),Ao(y)} = {7o(x), To(y)} = {flo(:n),fro(y)}
y)

(
= {Ao(z), Ao( Dirac — {mo(), 7T0(y>}Dirac = {A0<x)77r0(y)}Dirac =0 (4.51)

1

Ao(m)aﬁi(y)} = {40(2), i (Y)} pirac = TTrLQEijinaj‘sg(x —y) (4.52)

{
{Aale). &)} = (Ao(w). A} e = —500% — 1) (453)
{Ai(@), 7%5(9) } = {Ai(®), 75(1)} pirae = 610" ( — ) (4.54)
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Novamente é possivel observar dois aspectos importantes, um deles é a equivaléncia entre o
formalismo de Dirac para sistemas vinculados e o GU melhorado, uma vez que os resultados
obtidos via paréntesis de Poisson das variaveis modificadas, sdo iguais aos obtidos por
meio dos paréntesis de Dirac[2][9][4]. Novamente vemos surgir novas relagdes de nao
comutatividade como entre Ay e 7; e entre Ay e A;[2]. Também é possivel verificar que as
relagoes (4.26) a (4.29) sao as mesmas obtidas no Caso I, com 7T}, como gerador de simetria.
Tal fato pode ser interpretado como uma equivaléncia entre os modelos encontrados nos
dois casos.

O préximo passo ¢é calcular as fungées das novas varidveis, H (fiu, TT,) € E(/IM, fiu)
Partindo da hamiltoniana modificada, os resultados do conjunto de equagoes (4.50) devem

ser substituidos na expressao (3.26)

= [ a2+ (B

L 1. ~ 1 ~ 72
AgOp T + §7Tk€0kijviz4j + 3 [COkijV;Aj} -

1 ~ o~ 1 -~ m2 - .
- ZEOkij%Ak:Fij + ZEOkiijAOFij - 7(143 - Af)}, (4.55)
resultando em
1, 1
/dl‘ —|— Aoak’ﬂ'k + 4(-ij) + §7Tk60kij‘/iAj+
1 1 1
+ - 3 €ori; Vi) ZEOkij‘/OAkF’ij + ZEOkij‘/kAOF’ij‘l’
m?, 5 1 1
7(14 — A7) — TWEOkij%WkajWO - mﬁommEOkijAJ‘ViWamWoJr
1 1
+ R[EOklmvamﬂ-O] Am 6077’Lk:l€0kz]‘/‘/14 a7’n7TO + — m [EOkZJ va WO] +
1
+ erEOkij%FijakWo + Ai0imy — W[@'WOP},

o décimo e o décimo segundo termos se cancelam devido a propriedade de permutacoes de

€okim, levando a

1
= Tk€okij Vidj+

1
(Fj)* + 5

/d.T { +A08k7Tk+4

1 1
S [GomgVA 1 - ZEOkijVE)AkFij + ZGOkiijAOFij‘i‘

1

2m?2
1

[EOklmvamﬂ—O] + Yoy [GOkij‘/iaﬂTO]Q"‘

| =

M\s

(A2 A?) - Eokijwﬂkajﬂb‘i‘

‘ .

_|_

=~

m?

1 1
+ Am QEQkZJ‘/E)FZJakTFO + A 8 o — m2 [82-7r0]2}. (456)
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Escrevendo numa forma mais compacta temos

H= fd:B?’{%ﬁk?NTk—i-Aoakﬁk—l—iF Fk—i- EOkZ]WkVA

2 . - (4.57)
—i% [EOkijV;Aj} - iEOkij‘/OAkF’ij + Zeﬂkijv;cAOE'j -5 (A3 - A?)}

As variaveis com "til'sdo as varidveis invariantes de gauge. A lagrangiana invariante
de gauge pode ser obtida usando a mesma forma funcional da densidade lagrangiana
original(3.18)[2][3], onde os campos iniciais (Ag, 4;), de segunda classe sao substituidos
pelas novas variaveis (4.50) invariantes de gauge.

~ 1. . 1 o L
L= / & (—4Fw,Fa” — J6sanVOAFY? mQAaA‘“) , (4.58)

onde F,, na equacio (4.58), é definido por

Fo, =0,A, —0,A, (4.59)
usando a equagao de movimento
1
Oymy = — Oy, — ZEOkij‘/kEj +m?Ay =0, (4.60)

podemos obter A, na seguinte forma

~ 1
A,u = AH — miauﬂ'o,

2

~ 1

AQ = AO — Waoﬂ'o, (461)
1

AQ A —I— 87’(’0,

F,, ¢ um invariante de gauge, o que implica em

Foy = Fa,. (4.62)

Usando as equagoes (4.61) e (4.62), a lagrangiana invariante de gauge (4.58) pode ser

escrita na forma

1 2
L= /d3 ( Fo, F* — ZEBQ,,(PVB (A% — 0%0) Fr* + % (A, —0,0) (A" — (9“0)) ,
(4.63)
onde o 0 é definido por §# = 5. Quando aplicamos a transformagao A* — A# + O"A,

podemos verificar que retornamos a lagrangiana original

1 2
L= / d3< Fl, F* — 4egap<pVﬁAaFW+”;AuA“>, (4.64)

onde o campo # é chamado de escalar de Stueckelberg. Logo notamos que tornamos
L invariante perante as transformacoes de gauge desde que A = 6, condigao que pode

ser entendida como a fixacao de gauge do modelo[14][13]. Essa lagrangiana é a mesma
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encontrada por Vytheeswaran [20] para o modelo de Proca, somada ao termo que vem em

consequéncia da Violagao da Simetria de Lorentz(CFJ)[2].

Substituindo a nova expressao de L na equacao de Euler-Lagrange, é possivel obter

a equacao de movimento associada a ela
1 -
ONFN + PV E,, +mP A = 0, (4.65)

onde se aplicada a forma de A* e a definicio da transformacdo de gauge associada,

retornamos a equagao de movimento original
1
ONFN 4 SV PVsE, +mP A = 0, (4.66)

demonstrando que agora temos um modelo invariante perante a transformacoes de gauge
do tipo A* — A* + 0" A, tanto em L quanto na equacdo de movimento, desde que A = 5.
Ainda vale ressaltar que todas as equacoes retornam a sua forma original pela condigao de
gauge (mp = 0)[17][20].
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5 CONCLUSAO

Em fisica tedrica a construgao de sistemas com invariancia de gauge foi um dos
aspectos mais relevantes de sua evolugao e tornou possivel a construcao do Modelo Padrao
da fisica de particulas. Em outras palavras, as teorias de gauge tém um papel relevante
na discussio das interacoes fisicas fundamentais. E importante mencionar que, devido a
presenca de simetrias esses sistemas invariantes gauge podem descrever os modelos teéricos

em uma abordagem mais completa.

Na presente dissertacao, foram analisados diversos aspectos do modelo CFJ massivo
tais como, as equagoes de Maxwell modificadas, as equagoes de Onda e o aspecto mais
relevante, foi a discussao sobre a invariancia de gauge do modelo, causada pela presenca
do termo de Proca(m?4,A"). Através do formalismo GU melhorado foi possivel recuperar
a invariancia de gauge do modelo, uma vez que o método consiste em converter vinculos
de segunda classe para primeira. Esses vinculos de primeira classe estao associados a
sistemas com simetrias de gauge[2][13][14]. O formalismo também foi utilizado para revelar
simetrias ocultas que residem dentro do modelo CFJ massivo. O método fornece esses
resultados convertendo o modelo CFJ massivo, que é um sistema de segunda classe, em
um de primeira classe, i.e., em um sistema invariante de calibre. Tal procedimento nos
levou a dois modelos com hamiltonianas e lagrangianas distintas, mas com as relagoes
de comutacao entre as varidveis canonicas equivalentes. Vale mencionar ainda que a
lagrangiana encontrada no Caso I possui problemas uma vez que nao podemos notar a
invariancia de gauge de forma explicita, assim como ocorre no Caso II, entretanto essa

simetria existe pois construimos L apenas com variaveis de primeira classe.

No Caso I ainda resta verificar se a modificagao feita em L por meio do formalismo
GU, afeta também as equacoes de movimento, o que podera ser feito em um trabalho
futuro. J& para L do Caso II ndo é necessario realizar esse procedimento, uma vez que
conseguimos recuperar a forma original de L o que nos leva as mesmas equagoes de

movimento do modelo original.

O formalismo tem a vantagem de nao introduzir variaveis extras, portanto apenas
as variaveis originais do espago de fase sao utilizadas o que leva a preservagao dos graus
de liberdade do sistema inicial, e tal fato poder ser verificado por meio da formula de
contagem de graus de liberdade [2][13][14], N, = N, — Ns. — 2N, onde Nyl é o ntimero de
graus de liberdade, N, ¢ o nimero total de varidveis canonicas e N, e Np, sa0 0s nimeros
de vinculos de segunda e primeira classe, respectivamente. Outro importante aspecto a ser
mencionado é que devido a obtencao direta das variaveis invariantes de gauge, foi possivel
recuperar de forma simples a lagrangiana e a hamiltoniana invariantes de gauge, uma vez
que apenas fizemos uma substituicao do tipo A, — flﬂ. Portanto foram obtidas duas

lagrangianas invariantes de gauge do modelo CFJ massivo (Casos I e II) e os resultados
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obtidos foram coerentes.

Também foi demonstrado a eficiéncia do método quando através dos paréntesis de
Poisson das variaveis modificadas foram obtidos os mesmos resultados de quando fazemos os
calculos usando o os paréntesis de Dirac das variaveis originais. Uma implica¢ao importante
na presente dissertacao é a possibilidade se trabalhar com varios outros modelos tedricos
com vinculos de segunda classe, tais como modelos nao-abelianos e modelos com derivada
de segunda ordem nos campos. Como ja dito anteriormente, uma das vantagens do método
¢ a nao inclusao de varidveis extras como no métodos BFT[5][7], quando consideramos o
método de Dirac o calculo da matriz C,, inversa[12][17] pode ser trabalhoso, e que pode

ser contornado por meio do formalismo GU melhorado.
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APENDICE A - FORMALISMO DE DIRAC PARA SISTEMAS
VINCULADOS

Notando que o sistema apresenta graus de liberdade que nao sao independentes, o
método de Dirac se desenvolve, basicamente, mantendo as equagdes de vinculo (e com isso,

as variaveis dependentes) e no final do processo, essas equagoes de vinculos sao anuladas.

Como a matriz jacobiana nao é invertivel no caso de sistemas vinculados, podemos
definir uma nova hamiltoniana que leva em conta os vinculos primérios. Esta hamiltoniana

¢é chamada hamiltoniana primaria
H,=H.+ \o,, (A.1)

onde )\, sao os multiplicadores de Lagrange.

Por questao de consisténcia, os vinculos da teoria deveriam ser independentes do

tempo. Calculando a evolugao temporal do vinculo priméario

ér = {¢ra Hp} (A.2)
= {¢r, He + X5} (A.3)
= {¢r7 Hc} + )‘s{¢r7 (bs} <A4)
~ 0.

Aqui, temos duas possibilidades: ou a equagao (2.84) nos fornecera os multiplicadores de
Lagrange (isso ocorrerd quando {¢,, ¢s} # 0) ou pode acontecer de gerar uma nova equagao
de vinculo. Esse vinculo oriundo da evolugao temporal do vinculo primério é chamado
vinculo secundario. Em seguida, calcula-se a evolucao temporal do vinculo secundério.
Dai, sera determinado o multiplicador de Lagrange ou um novo vinculo, chamado vinculo

terciario. O processo continua até que se determine todos os multiplicadores de Lagrange.

Entretanto, pode acontecer da evolugao temporal dos vinculos ser fracamente igual
a zero e os multiplicadores de Lagrange nao serem determinados. Neste caso, o método de
Dirac prevé que podemos fixar o gauge e com isso gerar novas equagoes de vinculo [10][17].
A fixacao do gauge tornara os vinculos de primeira classe em vinculos de segunda classe
vinculos de primeira classe sao vinculos que possuem paréntese de Poisson nulo com todos
os outros vinculos da teoria. Por sua vez, vinculos de segunda classe sao vinculos que nao
satisfazem essa condicao. Tendo os vinculos de primeira classe sido transformados em
vinculos de segunda classe, podemos obter a matriz de vinculos, inverté-la e calcular os

parénteses de Dirac:

{A7 B}D = {A> B} - {Aa ¢a}0@1{¢b’ B} (A'5)
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A.1 APLICACAO A TEORIA DE MAXWELL

Considere a seguinte densidade lagrangiana, que representa a teoria de Maxwell

[10]:
1 14
g = —ZF/“,FM (AG)
Os momentos candnicos sao:
oL
T = = _Fo% A7
8(80‘4#> ( )
Assim, temos:
=-F"=0 (A.8)
—_FY=F (A.9)

Isso nos diz que a teoria tem o primeiro vinculo dado por:

¢t ="~ 0. (A.10)

A densidade hamiltoniana canonica é
. 1
’H:w“Au—£:§(7r2+BQ>+7T~VAO. (A.11)

A hamiltoniana é:

= [ds ( ™+ B?) - VAO) (A.12)

Integrando o segundo termo por partes e desprezando a divergéncia total, temos:
H= /d3 < 7+ B?) + AV - w> (A.13)
A hamiltoniana primaria é, adicionando o vinculo primario:
H,= [ ( 7 B + AV 7r+)\17r) (A.14)

, onde A\ é o multiplicador da teoria.

Os parénteses de Poisson das varidveis dinamicas da teoria sao:

{A,, A} ={r"7"}=0 (A.15)
{A,, 7} =800, (A.16)

Com o auxilio destes parénteses de Poisson, podemos calcular a evolu¢ao temporal do

vinculo primério, requerindo que o vinculo seja independente do tempo:

¢ ={¢" H,} =V 7 ~0. (A.17)
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Portanto, temos um vinculo secundario na teoria dado por
¢* =V -m=0. (A.18)
Calculando a evolucao temporal do vinculo secundario, obtemos:
¢* = {¢* Hr} ~ 0 (A.19)
e o processo termina. Portanto, a teoria de Maxwell possui dois vinculos:
P=m"~0 ,*=V -1~0. (A.20)
Estes dois vinculos sao vinculos de primeira classe, pois
{¢',0} = {=°,V -7} = 0. (A.21)

O multiplicador de Lagrange \; permanece indeterminado. O método de Dirac prevé
que podemos adicionar condi¢oes de fixacao de calibre para transformar os vinculos de

primeira classe em vinculos de segunda classe. Escolhendo o calibre de Coulomb,
Pt =V-A=0, (A.22)

podemos transformar os vinculos ¢! e ¢* em vinculos de segunda classe. Calculando a

evolucdo temporal de ¢*, temos:

¢ = {¢", Hr} (A.23)
= V%A, ~ 0 = ¢°. (A.24)

Ao calcular os parénteses de Poisson de todos os vinculos da teoria, notamos que ¢* e ¢*

transformam, respectivamente, ¢! e ¢? em vinculos de segunda classe:

{¢", 0"} = {7, V2 A} = V26 (2 — y) (A.25)
{¢°,0"} ={V -7,V A} = =V26¥(x —y). (A.26)

Tendo os vinculos de primeira classe sido transformados em vinculos de segunda

classe, estamos aptos a calcular a matriz dos vinculos, dada por:

C* = {¢",¢"} (A.27)
0 0 -V2 0
0 0 0 -V2

= 03 (2 — ). A28
2 0 0 0 (z—y) (A.28)

xT

0 V2 0 0
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A inversa desta matriz é:

C? = {¢" ¢"} (A.29)
0 0 V.2 0
0 0 0 V2
= T 68z — ), A.30
v g 0 0 (r —y) ( )
0o -Vv;2 0 0
onde
1

(A.31)

¢ a funcao de Green, com a condicao de que os campos sao nulos no infinito [10]. Obtida a

inversa da matriz de vinculos, podemos calcular os parénteses de Dirac da teoria, os quais

{40 A} =0 (A32)
(Arido = (5 22 ) 9 -0 (A.33)
{n",7}p =0 (A.34)

Agora que os parénteses de Dirac da teoria foram obtidos, podemos igualar as equacoes de

vinculo a zero, e a hamiltoniana da teoria se torna:

H,= /d% (; (7 + BQ)> (A.35)



