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RESUMO

Nesta pesquisa, foi realizada a expansdo do Modelo Linear Generalizado (MLG) para
Modelo Linear Generalizado Semiparamétrico através da adicdo de uma curva ndo parametrica
na componente sistematica do MLG. Foram consideradas para o estudo as distribuicfes
Binomial, Gamma, Inversa Gaussiana, Normal e Poisson, e suas principais ligacdes. Os nos da
curva ndo paramétrica foram construidos através dos métodos de Eilers e Marks (1996) e de
Green e Silverman (1994). A selecdo do parametro de suavizacdo foi feita por Validacdo
Cruzada. Foram estudados os processos de estimacdo dos pardmetros e da curva nao
paramétrica através do método iterativo de Escore de Newton, bem como desenvolvidos os
calculos da funcéo escore e matriz de informacdo de Fisher. Finalmente, com o auxilio do
software estatistico R (R Core Team, 2021), foram elaborados os cddigos de estimacdo e
realizados estudos de simulacdo que avaliaram a eficiéncia do método de estimacdo dos

parametros, além da aplicacdo em dados de pélen de Ambrosia de Kalamazoo em 1993.

Palavras-chave: Modelo Linear Generalizado Semiparamétrico. Escore de Newton. Spline

cubico. Validacdo Cruzada. Matriz de informacéo de Fisher.



ABSTRACT

In this research, the Generalized Linear Model (GLM) was extended to the Generalized
Semiparametric Linear Model by adding a non-parametric curve to the MLG systematic
component. The Binomial, Gamma, Gaussian Inverse, Normal and Poisson distributions and
their main links were considered for the study. The nodes of the non-parametric curve were
constructed using the methods of Eilers and Marks (1996) and Green and Silverman (1994).
The selection of the smoothing parameter was made by Cross Validation. The methods for
estimating the parameters and the non-parametric curve were developed using Newton's
Scoring iterative method, as well as the calculations of the Fisher information matrix and the
score function. Lastly, with the aid of the statistical software R (R Core Team, 2021), the
estimation codes were elaborated and simulation studies were carried out to evaluate the
efficiency of the parameter estimation method, in addition to the application in pollen data from
Kalamazoo Ambrosia in 1993.

Keywords: Generalized Semiparametric Linear Model. Newton’s Scoring. Cubic spline. Cross

validation. Fisher information matrix.
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1 INTRODUCAO

Amplamente utilizado nas areas de modelagem de dados, 0 Modelo de Regresséo Linear

Normal (MRLN) pode ser definido da forma:

yi=xB+e, i =1,...,n

em que y; representa o valor da i-esima resposta observada; x; denota o vetor das p observagoes
das variaveis explicativas; B € o vetor dos coeficientes de regressdo e €; S&0 0s erros normais
independentes. O MRLN trabalha sob quatro pressupostos: a relagdo linear entre as variaveis
explicativas e a variavel resposta, a independéncia entre os residuos, com distribuicdo normal
com média zero, e a homoscedasticidade. Para ser devidamente aplicado, 0o MRLN exige que
todas suas pressuposicdes sejam atendidas, 0 que pode ndo ocorrer ao se trabalhar com dados
reais.

Considerando os casos onde o pressuposto de linearidade entre uma das variaveis
explicativas e a varidvel resposta ndo é atendido, os modelos semiparamétricos, segundo
Ibacache et al. (2013), surgem como uma ferramenta poderosa em modelagem estatistica
devido a sua flexibilidade para modelar efeitos de varidveis explicativas que podem contribuir
de forma paramétrica ou formas ndo paramétricas.

Definido por Green e Silverman (1994), o modelo assume que o relacionamento entre a
variavel resposta e as variaveis explicativas é representado da seguinte forma:

yi=xI B+ ft)+e i=1,...,n,
em que y; denota a resposta do experimento, x; : denota o vetor de observacdes das varidveis
explicativas, B é o vetor dos coeficientes de regressdo, f(t;) € uma funcéo de suavizagdo, t;
sdo os valores da variavel ndo paramétrica observada e €; sdo 0s erros aleatorios independentes.

Pensando agora nos casos onde o pressuposto de normalidade falha, por exemplo, para
dados de contagem ou dados continuos positivos, uma possivel solugdo, proposta por Nelder e
Wedderburn (1972), sdo os modelos lineares generalizados (MLGS), cujo conceito € de estender
as possibilidades de distribui¢bes que a variavel resposta pode possuir, permitindo que esta
pertenca a qualquer distribuicdo da familia exponencial. Os MLGs sdo definidos considerando

Yi, ..., Yy, variaveis aleatorias independentes com distribuicdo de probabilidade:

fr i; 01, @) = exp (¢(}’i9i — b(6)) + c(y;, qb)),
em que b(.) e c(.) séo fungdes conhecidas; ¢ > 0 é denominado parametro de disperséo e 6 é

denominado parametro candnico; e pela componente sistematica:
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glu) =n;,

em que n; = x! B é o preditor linear, u; = E(Y;) e g(.) é a funcéo de ligacio.

Este trabalho tem como objetivo estudar uma possivel solugcdo para os casos onde tanto
0 pressuposto de normalidade quanto o de linearidade ndo sdo atendidos, denominado Modelo
Linear Generalizado Semiparamétrico, ou MLGS, sendo obtida atraves da adicdo de uma curva
suave na componente sistematica de um MLG. Para a selecdo dos nos da curva sera considerado
0s métodos de selecdo de nos de Eilers e Marks (1996) e de Green e Silverman (1994); o
parametro de suavizagdo sera obtido por meio de validacdo cruzada; a estimagao dos parametros
do modelo seré feita com o auxilio da funcéo escore e matriz de informacéo de Fisher, através
do processo iterativo de escore de Newton. Por fim, para o aferimento da eficiéncia do método

proposto, sera realizado estudo de simulacgéo e aplicacdo em dados reais.

1.1 MODELO NAO PARAMETRICO

Podendo ser utilizado quando ndo é possivel afirmar relacdo linear entre variavel explicativa

e variavel resposta, 0 modelo de regressdo ndo paramétrico é definido por Green e Silverman
(1994) como:

vi = f(t) + ¢, i =1,...,n

ondeY = (yq,..,y,)T representa o vetor das n respostas, &= (&y,...,&,)T 0s erros

independentes, f(t;) funcdo suave e t = (ty, ..., t,) O vetor da variavel explicativa observada.

Na estimacdo da curva f(t;) utiliza-se splines, que sdo curvas polinomiais obtidas com

0 auxilio de pontos denominados nos, e os coeficientes destes polindmios sdo estimados pelos

métodos de minimos quadrados ou méaxima verossimilhanca. A obtencdo computacional destes

nos pode ser feita através dos métodos de Green e Silverman (1994) ou Eilers e Marks (1996),

onde o primeiro consiste em aplicar um né em cada variacdo de t observada, e o segundo

consiste em separar o intervalo de t em k > 0 subintervalos de igual tamanho, aplicando os nés

nos limites destes subintervalos.
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1.1.1 Minimos Quadrados Penalizados Modelo Nao Paramétrico

Para se utilizar o método de minimos quadrados para a estimacao da curva f(t), se faz
necessario o acréscimo de um parametro que servira como penalizacdo do nivel de ajuste, na
suavidade ou rugosidade da curva.

Considerando que f(t) seja duplamente diferenciavel no intervalo [a, b], uma maneira
de se definir sua rugosidade é atraves do calculo da integral de sua derivada segunda nesse

intervalo:

b 2
J(F) =f (F"(®) dt

Definindo como parametro de suavizagdo a > 0, tem-se entdo que a soma de quadrados
penalizados se dara da forma:

n b

S =y = f@) +a [ (Fr@) ar, (1)

i=1 a

onde a é o parametro de suavizacdo, e o estimador f de minimos quadrados penalizados é

definido como o argumento minimo de S(f).

1.1.2 Estimacédo da curva f

Para a estimacdo da curva f de minimos quadrados, se faz necessario o uso de splines,
para este trabalho serdo usados os splines cubicos.

Dados nuameros reais t, ..., t,, pertencentes a um intervalo [a, b], da forma a < t; <
t, < .. <th_1 <t, <b, umacurva f definida nesse mesmo intervalo sera considerada um
spline cubico se duas condigdes forem cumpridas: primeiramente, f serd uma cubica em cada
um dos subintervalos (a, t,), (t1,t,), (t3, t3), ... (t,, b); segundo, essas cubicas se encontrardo
em cada ponto t; de forma suave, de modo que f serd continua e possuira sua primeira e segunda
derivada continuas em todo intervalo [a,b].

Estes pontos t; sdo conhecidos como nds. Uma maneira de especificar um spline é
usando quatro coeficientes polinomiais para cada cubica, da forma:

fO=di(t—t)3+c(t—t)?>+bi(t—t)+a; parat; <t< tiyq
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onde a;, b;, c; € d; séo constantes; i = 0, ...,n; t, = aet,,; = b. Para 0s casos onde o spline
cubico f no intervalo [a, b] possui tanto segunda quanto terceira derivada iguais a 0 nos pontos
aeb,ouseja, cy = dy = ¢, = d, = 0; dessaforma f sera linear nos extremos e serd conhecida
como um spline cubico natural (SCN), cuja vantagem sera na reducgéo da variancia nos extremos
do intervalo, onde a curva sera aproximadamente linear.

Existe uma maneira mais conveniente de se especificar um spline ctbico natural, usando
seu valor e o valor de sua segunda derivada no ponto t;. Conhecido como Representacdo Via
Valor da Derivada Segunda, sera definido da forma:

fi=f@) e vi=f"(), i=1.2,..n.

Pela definicdo de SCN, y; =y, = 0. Dessa forma, obtém-se os vetores f = (fi, ..., fn)
ey = (Y2, V3 - ¥Yn-1), Sendo possivel definir uma formula em termos de f e y para o seu valor
e de sua derivada no ponto t;, dessa forma pode-se gerar graficos de g para qualquer grau de
precisdo desejado.

Existem casos onde f ey podem néo representar um SCN, dessa forma, Green e Silverman
(1994) definem uma condicdo necessaria para os vetores poderem representar um SCN dada
sua sequéncia de nés. Tal condi¢do depende de duas matrizes Q e R. Definindo h; = t; + 1,i =
1,...,n, Q é definida como a matriz nx(n — 2) dos elementos g;;, i = 1,..nej =2,..,n—1
dados por:

-1 = hZn  ay =5k e 9jsr; = b’
e q;; = O para|i — j| = 2 e as colunas de @ sdo numeradas da mesma forma néo padréo de y.

A matriz simétrica R (n — 2)x(n — 2) possuird tanto suas linhas como colunas

numeradas da mesma forma nao padréo de y, e seus elementos 7;; serdo da forma:

1
Tii = §(hi—1 + hi)' [ = 2, e, = 1,

1
ri,i+1 = ri+1,i = ghl’, L= 2, e, L — 2,

er;; =0parali—j| = 2.
A matriz R sera diagonal dominante, ou seja, |r;;| > Zi¢j|rij| Vi, e também sera
positiva definida. Dessa forma é definida a matriz K da forma:
K = QR 1Q".
Os vetores f e y definirdo um spline cubico natural se a condicao a seguir for satifeita:
Q"f =Ry
e se satisfeita, a penalidade da rugosidade ira satisfazer:
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b
[ rr@rac =y Ry = y'is

a

e, consequentemente, pode-se reescrever a Equacéo ( 1) de soma de quadrados penalizados da

forma:

SH=¥-PT¥-f)+af Kf (2)

A unicidade do minimizador da curva spline pode ser obtido através da expansao da
Equacdo (2):

SH=C-N'Y-f)+af Kf (3)
=fTU+aK)f -2YTf+YTY

Por aK ser ndo-negativa definida, I + aK sera estritamente positiva definida. Logo,
S(f) possuira um minimo unico dado por:
f=U+aK) 1y, (4)
podendo ser verificado reescrevendo a Equacdo ( 3 ) da forma:
(f—UT+aK)'VTU + aK)(f — (I + aK)'Y) (5)
acrescido da constante que depende apenas de Y. Como I + aK é estritamente positiva, a

Equacdo (5 ) seré estritamente positiva, exceto quando f satisfaz ( 4 ), se tornando zero.

1.1.3 Parametro de Suavizacdo a

Importante para a definicdo da rugosidade e na qualidade de ajuste da curva, o parametro
de suavizagdo a trabalha como um peso, definindo a importancia do comprimento da curva f
na minimizacao de S(f).

Um valor de a ideal seria aquele onde a curva estimada fosse suave, porém ainda

mantivesse a qualidade do ajuste, como pode ser visto na Figura 1.
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Figura 1: Ajuste feito com um valor relativamente ideal para o pardmetro de suavizacéo
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t

Fonte: Green e Silverman (1994).

Com base nos seus possiveis valores, existem dois extremos a serem mencionados,
sendo eles conhecidos como Overfitting e Underfitting.
- 2 .
Se o valor de a tender a zero, o erro quadratico Y., (y; — £(t;))” de S(f) terd um peso

maior, e consequentemente, ao minimizar S(f), teremos que f(t;) = y; V i, ou seja, a curva

tendera a tocar todas as observagoes, causando o Overfitting, como pode se notar na Figura 2.
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Figura 2: Curva estimada com baixo valor de o
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Fonte: Green e Silverman (1994)

Se o valor de a tender a infinito, 0 comprimento da curva f, dado por f;(f”(t))zdt da

funcdo S(f) terd um peso maior, e consequentemente, ao se minimizar esta funcao, é possivel
observar que a curva tenderd a uma reta, uma vez que estad sendo minimizando um arco com

base em seu comprimento, causando o Underfitting, exemplificado na Figura 3.

Figura 3: Curva estimada com alto valor de a
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Fonte: Green e Silverman (1994)
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Na literatura existem diversos procedimentos automaticos distintos de se obter o melhor
valor para o pardmetro de suavizagdo. Bastante utilizada na literatura, por autores como
Bowman (1984), Hardle e Marron (1985) e Stone (1974, 1977), a validacdo cruzada sera

utilizada neste estudo como método para a obtencéo do parametro de suavizacéo.

1.1.4 Validagéo Cruzada

Supondo um erro aleatério com media zero, a curva de regressdo f tem a propriedade
de que, se uma observacdo Y for tomada em um ponto t, o valor f(t) € o melhor preditor de Y
em termos de erro quadratico médio. Possuindo ja fixado o valor do parametro de suavizagéo
a, e considerando Y; em t; como sendo nova observacao, omitida com base no conjunto de
dados utilizados para estimar a propria curva, denotando f(t;, @) a curva estimada para a i-
ésima observacao e f(_i)(ti, a) a curva estimada para a i-esima observacao sem usar a mesma.

A eficécia do procedimento com o parametro « é dada pela fungéo:

n

cv(a) =nt Z (v - f(_i)(tl-,a))z

i=1

Considerando:
f=H(a)Y ,emque
H(a) = + aK)™?

H(a) é denominada matriz hat ou matriz de projecdo, entdo é possivel reescrever CV (a)

como:

CV(a) = nt Z <Yi I f_r (;Ii".“))

i=1

em que H;; é o i-esimo elemento da diagonal de H. Para este trabalho seréd usada a validagéo

cruzada generalizada, definida por Golub, Heath e Wahba (1979), dada por:
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=1 (Yi - f(t;, 05))2
(1 — n‘ltr(H(a)))z

GCV(a) =n~?

em que tr(H(a)) € o trago da matriz H(«).

O objetivo da validacao cruzada generalizada é selecionar um valor de a que minimize
0 GCV(a). Como a funcdo GCV (a) ndo garante um minimo global, a minimizacdo do CV («a)
sera feita nesse trabalho através da minimizacdo para diversos valores iniciais ou pelo processo
denominado greed.

A minimizagdo para diversos valores iniciais consiste em, dado « € [a, b], separa-se
esse intervalo [a,b] em k > 0 subintervalos igualmente espacados e é feita minimizacao
computacional do GCV (a) para cada subintervalo a partir dos seus devidos pontos médios s,
ao final das k minimizacgdes sera selecionado o valor de a tal que GCV (a) tenha sido minimo.

O processo greed consiste em, dado «a € [a, b], seleciona-se nUmeros reais sy, ..., Sk,
pertencentes a este mesmo intervalo [a, b], da forma a =s; < s, < .. < Sk_1 < S, = b, de

b-a

modo que s;.q — S; = — i=1,..,k—1, em outras palavras, sdo selecionados pontos

igualmente distantes por todo o intervalo de a. O processo greed consiste em executar 0s
calculos das estimativas e GCV do modelo para todos os pontos s;, e 0 a selecionado sera o
ponto s; cujo GCV seja 0 minimo. O processo greed tende a ser computacionalmente custoso,

porém é extremamente robusto com a possibilidade da existéncia de minimos locais.

1.2 MODELO SEMIPARAMETRICO

Considerando os bancos de dados onde as variaveis explicativas possuem tanto relacao
linear quanto ndo linear com a variavel resposta, tanto o0 modelo paramétrico quanto o nédo
paramétrico podem nao fornecer as melhores estimativas por ndo considerarem parte da relacdo
entre as variaveis. Nesses casos, € interessante 0 uso de um modelo que considere tanto a
existéncia de uma componente paramétrica, quanto de uma componente ndo paramétrica, sendo

um deles 0 modelo semiparamétrico. Definido por Green e Silverman (1994) como:

Y=XB+f()+ ¢ (6)
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onde Y representa o vetor das n respostas observadas, X denota o a matriz nxp das observagoes
das varidveis explicativas; B o vetor dos p coeficientes de regressdo, € = (&, ..., &,) 0S €rros
independentes, com distribuicdo normal de média zero e variancia 2, ou seja, £;~N(0,52),i =

1,...,n e f(t) uma curva ndo paramétrica.

1.2.1 Minimos Quadrados Penalizados Modelo Semiparamétrico

Analogamente aos minimos quadrados penalizados no modelo ndo paramétrico, se faz

necessario o uso de uma penalizagdo ao se usar minimos quadrados no modelo
semiparamétrico. Dessa forma, o estimador f de minimos quadrados penalizados para 0 modelo

semiparamétrico serd o argumento minimo da soma de quadrados penalizados S(f), dada por:
n 2 b 5
s = (n-aB-7@) +a [ (@) a
. a

=1

E possivel reescrever S(f) da forma:
S(f)=X -XB—-Nf'(Y —XB —Nf) + af 'Kf (7)

em que a matriz N, nxq, € denominada matriz de incidéncia, composta por N;; = 1 caso t; =
s; ou 0 caso contrario, € sy, Sy, ..., S4 0s valores distintos ordenados do intervalo t;, t,, ..., t,. A

Equacéo ( 7)) terd seu minimo quando f e f satisfazerem:

XTX X"N (ﬁ): XT]Y
N'X N'X+aKI\f NT

1.2.2 Maxima Verossimilhanca Penalizada

Considere Y;, Y, ..., Yy, ou seja, n observacOes independentes do modelo definido pela
Equacdo (6), assim, Y;~N(x! B + n;f,0?), i = 1,...,n, emque n; é ai-ésima linha da matriz

de incidéncia. N O logaritmo da funcéo de verossimilhanca penalizada sera dado da forma:
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L(B,f,0%) = —gln(2n) - gln(az) - % (Y — XB — NE)T(Y — XB — Nf) — %fTKf

Note que %fTKf sera o termo de penalizacao da log verossimilhanca.

Para calcular os estimadores de méxima verossimilhanca (EMV) teremos que derivar a

log verossimilhanga em funcéo de seus respectivos parametros e igualar a derivada a zero.

EMV de f:
oL, (B, f,0%)
B
X"Y - X"XB — X"Nf =0
X'XB =X"(Y — Nf)
p=X"X)TX"(Y - Nf)

1 L
= —FXT(Y—X,B—Nf) =0

Perceba que o termo (Y - Nf) no EMV de B representa o residuo ndo paramétrico

exlicado por .

EMV de f:

op(B.f.0?) 1 . S MR A2 P
3 =—N (Y-XB—-Nf)— 6%afK=0

NTY — NTXB — N'Nf —62afK =0
(NN + aK)f = NTY — NTXf
f=(NTN +62aK)"INT(Y — Xp)

Perceba também que o termo (Y — Xﬁ) no EMV de f representa o residuo parametrico

explicado pela curva f.

EMV de o?:
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oL, (B, f, o2 1 A A ) )
p(gaia):2;2+454(Y_X.3_Nf)T(Y—X,B—Nf):0

, (Y =XB-Nf) (Y - XB - Nf)

0° =
n

1.3 MODELO LINEAR GENERALIZADO

Propostos por Nelder e Wedderburn (1972), os Modelos Lineares Generalizados séo
definidos considerando Yj,...,Y, varidveis aleatorias independentes com distribuicdo de
probabilidade pertencente a familia exponencial, dada por:

fr 6, 8) = exp ($(:6; = b(8) + (v, ), (8)
onde, E(Y;) = u; = b'(6,), Var(Y;) = ¢~1V,, sendo V; = % funcéo de varianciae ¢~ > 0

0 parametro de dispersdo; e a componente sistematica:

gu;) =mn; (9)

onde n; = x! B é denominado preditor linear e g(.) é a funcéo de ligag&o.

A Tabela 1 apresenta as principais distribuicdes pertencentes a familia exponencial.

Tabela 1: Principais distribuicdes pertencentes a familia exponencial

Distribuicdo b(6) 0 [0} V()
Normal 62 U a2 1
2
Poisson ef log(u) 1 M
Binomial | log(1 + €%) log( 2 ) n u(l -

1—u

Gama —log(—6) 1 1 u?
U (CV)?
Normal Inversa V=20 1 ) ud
2u?

Fonte: Paula (2013).
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Quando o parametro 8 coincide com o preditor linear, em outras palavras, quando 6; =
n; = g(u; ), a funcdo de ligacdo g(.) é considerada uma ligacdo candnica. A Tabela 2

apresenta as ligaces candnicas das principais distribuicdes.

Tabela 2: Ligagdes candnicas das principais distribuicGes pertencentes a familia exponencial

Distribuicdo Normal Binomial Poisson Gama N. Inversa
Identidade  Logit Log Inversa Inversa

Quadrada
Ligacio | u=rn o ( H ) _ log(w) =n 1_ 1 _

Fonte: Paula (2013).

Uma das vantagens de se fazer uso das ligacdes candnicas, segundo Paula (2013), é o
fato de que as mesmas garantem a concavidade da funcdo de verossimilhanca de B, e
consequentemente facilita a obtencdo de muitos resultados assintéticos; por exemplo, a
concavidade da verossimilhanca garante a unicidade da estimativa de maxima verossimilhanca
de B, quando essa existe. Para ligagdes ndo candnicas Wedderburn (1976) discute condicoes
para a existéncia a da concavidade da verossimilhanca de .

O objetivo da funcdo de ligacdo é remover a restricdo que w; possui de acordo com a
distribuicdo. Dessa forma, ao se escolher uma g(.) tal que g(u;) € R evita-se a possibilidade
de se estimar valores de B tais que valor de algum y; = g‘l(xl-TB) n&do pertenca a seu espaco
paramétrico.

A Tabela 3 apresenta outras ligagdes também importantes.

Tabela 3: Outras funcdes de ligacdo e suas respectivas distribuicdes.

Ligacao Distribuicédo
Cauchit g = E,(u), Binomial
Z~Cauchy(0,1)
Complemento log-log | g(u;) = log(—log(1 — u;)) | Binomial
Gama
Identidade gu) = N. Inversa
Normal
Poisson
1 Gama
Inversa 9u) = o N. Inversa
Normal
Inversa quadrada 1 N. Inversa
gu) = F
L
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Gama
Log gu) = In(yy) N. Inversa
Normal
Poisson
Logit ) = I (1 ﬁz ) Binomial
Hi
Probit g(u) = d(uy) Binomial
Raiz g(u) = \/E Poisson

Fonte: Elaborada pelo autor (2021).

Outra distribuicdo importante pertencente a familia exponencial € a distribuicdo
Binomial Negativa, cujo modelo pode ser usado em dados de contagem com superdisperséo

como alternativa ao modelo de Poisson. Para maiores detalhes, ver Paula (2013), Secéo 4.3.
1.3.1 Funcéo Desvio

Definindo, sem perda de generalidade, o logaritmo da funcdo de verossimilhanca da

forma:
n
L(wy) = Z L(ui, yi)
i=1

onde u; = g~1(n;) e n; = xT B. No modelo saturado, onde p = n, L(u; y) sera obtida por:

Ly;y) = Z L(yi, yi)

Dessa forma, a estimativa de maxima verossimilhanca de u; seria dada por [, = y;.
Considerando p < n a estimativa de L(u;y) é denotada por L(i;;y), onde i, = g~ 1(7,) e
= x{p.

Para o MLG, a funcdo desvio serd uma medida de distancia entre a verossimilhanca do
ajuste do modelo saturado, onde o nimero de parametros é igual ao numero de observacoes
(p = n), e ado modelo sob observacdo, onde o nimero de pardmetros € menor que 0 nUmero

de observacdes (p < n), sendo dada da forma:
D*(y; ) = ¢D(y; ) = 2(L(y; y) — L(i%; ¥))

Sua finalidade sera avaliar a qualidade do ajuste do MLG. Note que um valor

relativamente pequeno para a fungéo desvio significa que a verossimilhanca do modelo sob
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observacgdo, com um menor nimero de pardmetros, possui valor préximo a verossimilhanca do
ajuste do modelo saturado, ou seja, 0 modelo com um menor nimero de pardmetros possui um
ajuste de qualidade similar a do modelo saturado. Alternativamente, pode-se escrever a fungédo

desvio da forma:
n
D) =2 ) (38— 6;) +b(6;) - b(8)
i=1

onde 8; = 6;(ji;) e 6; = 6(ji;) s&o, respectivamente, as estimativas de maxima verossimilhanca

de 6 para 0 modelo com p < n parametros e modelo saturado.

1.3.2 Funcéo Escore

Denote L(f, ¢) o logaritmo da fungéo de verossimilhanca. Inicialmente, para obter a fungao

escore para o parametro S, deve-se calcular a derivada:

IL(B, ¢)
0B,

Il
NN RN

1l
=

{0 210 40, )
“dy; dn; dB;  d6;  dy; dn; dp;

_q [ Auy _1 (AW
b ()5 = ()}

Wi
(0] \/;l i = mi)xy;

2
—1 (du; . . .
ondew; = V! (—;‘) é conhecido como func¢éo peso.
i

l

Escrevendo de forma matricial, temos:

dL(B, ¢)
op

onde W = diag{wy, ..., w, } € a matriz de pesos.

1 1
= X" W2V 72 (Y — )

Concluindo assim, a funcao escore para 8 como:
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dL(B, ¢)]

Up(B.9) =[ 55

Uy (B ¢) = pXT WEVZ (Y — i)

1 1 1 1
Note que no caso das ligacdes candnicas, V() = W, entdo, W2V z= Wz2W 2z =1,
sendo assim a funcao escore de 8, nesses casos, sera escrita como:

Ug(B, ) = ¢IX" (Y — w)]
A funcdo escore de ¢ seréd dada por

dL(B. ¢)
d¢

n n d y
= Z{(%Hi —b(6))} + Z %

Uyp(B,$) =

1.3.3 Matriz Informagéo de Fisher

A matriz informacdo de Fisher para 8 sera definida da forma:

9*L(B, ¢;Y)
dpTop )
= pXTWX

Mgz (B, ¢) = —E<

De forma analoga a B, matriz de informacdo de Fisher para ¢ sera definida da forma

9%L(B, ¢)
My (B, @) = —E <T¢)2>

e (e, )
‘_=1E<—d - )

i

E possivel observar a ortogonalidade entre 8 e ¢ utilizando
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0%L(p, 10
Mgy, (B, @) = —E <$> (1)
Mgy (B, @) = —E< w V(Y — lli)xi>

i=1
Mg, (B, ) =0

1.3.4 Estimacao

Defina U's como a primeira derivada de Uz em relagéo a B”. A estimagéo de B é feita
através do processo iterativo de Newton Raphson, definida a partir da expansdo da funcgéo

escore de B sob um valor inicial g, da forma:

~ y7(0) ¢ (0)
Ug =Uy’ +U'g (B-B©)

onde U[(;’) e U’ﬁ(o) representam, respectivamente, Ug e U’ avaliados em B©. Dessa forma, na

iteracdo k = 0,1, ..., a estimativa de B se dara da forma:

S =1 )
Bk+D = B(")+((—Uﬁ) ) Uz(?k)

Como —Ug pode ndo ser positiva definida, € comum fazer a aplicacdo do método de

escore de Fisher, através de sua substituicdo por seu valor esperado E(—Ug) = —E(Up) =

Mg, que por sua vez é a matriz de informagdo de Fisher, resultando no processo iterativo:

(k+1) _ pk) —1\®) (k)
U+t =g+ (Mpz )™ Uy

— (XTW(k)X)_leW(k)Z(k)

1 1 .
k=0,1,..,onde z=n+ W 2V 2(y — u). E possivel observar pela Equacdo ( 10 ) que a

estimacdo de B independe de ¢, ou seja, como ja comentado, 0s estimadores sdo ortogonais.
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Para obter a estimacao de ¢, inicialmente iguala-se a fungao escore Uy a zero, obtendo:

n n

Z c'(vi, d) = %D()’: n — Z (Yiéi — b(8, ))

i=1 i=1
em que D(y; ) é o desvio do modelo sob investigacdo. Por depender do desvio, de b(.) e 8, 0
estimador de maxima verossimilhanca de ¢ dependera da distribuicdo usada.
Para as distribuicGes Normal e Normal Inversa, a estimativa de maxima verossimilhanca

de ¢ seré dada por:

n
D(y; i)

¢ =

Na distribuicdo Gama, a estimativa de méxima verossimilhanca de ¢ serd obtida
resolvendo a equagéo:

2n (log(#) — w($)) = D(y: 1)

onde v representa a funcdo digama dada por Y (¢) = %, onde I'(¢) é a funcdo gama dada

por I'(¢) = [” t?e~*dt.
Baseado na estatistica de Pearson, sob a suposicdo de que 3 tenha sido consistentemente

estimado, um outro estimador consistente para ¢, sera dado por:

$ _ (Tl - p) ( 11 )
- (G 87
= V@)

2 MODELO LINEAR GENERALIZADO SEMIPARAMETRICO

Podendo agir como uma solugéo para 0s casos onde 0s pressupostos de normalidade e

linearidade entre uma das varidveis explicativas e a variavel resposta ndo sdo atendidos, o
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Modelo Linear Generalizado Semiparametrico, ou MLGS, se dard pela adicdo de uma

componente ndo paramétrica ao preditor linear, de modo que:
— AT
ni=xB+f(t)
onde f(t;) = nf, e n; é 0 vetor da i-ésima coluna da matriz de incidéncia N.
Analogamente a verossimilhanga penalizada do modelo semiparamétrico, a

verossimilhanga penalizada para 0 MLGS serd4 dada pela adicdo de uma penalizacdo a

verossimilhanca do MLG, da forma:

LB = ) 66— b(6D) + ) ) — 5 fTKS

2.1  FUNCAO ESCORE

Considere L(B, f, ¢) ou L(B, f) a funcdo de verossimilhanga penalizada. Inicialmente,

para obter a fungéo escore, deve-se calcular as derivadas:

Escrevendo de forma matricial:

oL(B.f)
B

1 1
= X" W2V (¥ - )

Derivando agora em relagéo a f



Yy, dn; df,” dé; du; dn; df,

g d d
_ Ui _ 25}

S (2o (-
Zd){% i dn; n; WiV dn, n; a f
n

Wi

=z¢ ’V(Yi_ﬂi)ni —aKf

" L

Escrevendo na forma matricial:

aL(B.f)
of

2

quTWZV Z(Y w —aKf

Concluindo assim, a funcao escore como:

[aL(ﬁ f)

l

'%m

]
|
)
|

TWZV3 (Y —
ve.p=9¢| X WVE-H
NTW2Vv~2(Y — p) — aKf

OL(B, - do; dy; dn; db(6,) de; du; dn; 9 fTK
(Bf)zz¢{ p; dn Ch) I n} a d f'Kf

of
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(12)

1 1 1 1
Note que no caso das liga¢bes canonicas, V(u) = W, entdo, W2V 2= WzW 2 = 1.

Sendo assim, para esses casos, a funcao escore sera escrita como:
X" (Y —p)

VB = r Vo ks

2.2  MATRIZ DE INFORMACAO

A matriz de informagdo esperada de Fisher sera definida da forma:
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M(B.f) = —E <a</f,2fL)(aﬁ<}?f>T>'
tal que
- 11 -
em que:
s = (a%ﬁ(f;é)) HXTWX
g =~E <%> - oNwx

Pela matriz esperada de Fisher é possivel obter o erro padréo dos estimadores, dado por:

1

D(4. ) = (diag (M(8. 7))’ (14)

onde diag (M(,[?f)_l) é o vetor da diagonal principal de M(,[?,f)_1

Assim como em MLG, o parametro ¢ é ortogonal aos parametros de locacgdo, neste caso
apef.Ouseja, Iy = Irg, = 0.

2.3 FUNCAO DESVIO

Todo o célculo para a funcdo desvio é feito de forma similar ao MLG, como visto na
sessdo 1.3.1, obtendo a funcdo desvio da forma:

DOs =2 (%(6,~0)+b(8) ~b(6)) (15)

em que 0;=6;(i;,) e 6; =0(j) sdo, respectivamente, as estimativas de maxima
verossimilhanga de 6 para 0 modelo com p < n pardmetros e modelo saturado. A Unica

diferenca entre a funcéo desvio do MLG para a funcéo desvio do MLGS sera nos valores de 0;
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e 6;, devido ao fato que no MLGS tem-se u; = g1 (1,) = g~ *(x! B + n;f), em que m; é a i-
ésima linha da matriz de incidéncia N. A seguir sera apresentada a fungdo desvio para alguns
casos particulares.

2.3.1 Normal

Para 0 modelo normal, 8; = ;. Logo 8; = fi; e ; = y;, nesse caso o desvio sera dado

D(y,u)—zz<yl<yl l)+”—‘—y—‘> Zm 5

que coincide com a soma de quadrado de residuos.

por:

2.3.2 Poisson

Para 0 modelo poisson, 8; = log(u;). Logo 8; = log(ji;) e 8; = log(y;). Dessa forma o

D(y; )—22<yllog(#> (i — ))

desvio seré dado por:

2.3.3 Binomial

Assumindo Y;~Binomial(n;, i;), i = 1,...,n, tem-se que 6; = log( A ) e ;=

log( ) para 0 < y; < n;, nesse caso o desvio sera dado por:

1— yi
Vil n
D(y; )—ZZ yilo (”)+(nl y)log| 37—

2.3.4 Gama
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1 .
e, = 5 Nesse caso 0 desvio, caso todos

i

1 A 1
Para o modelo gama, 8; = " Logo 6; = 2
i i

os valores sejam positivos, serd dado por:

n A
D(y; ) = ZZ (— log (&> + 28 M)
= U U

Note que caso alguma observacdo y; seja igual a zero, o desvio serd indeterminado,

nesses casos, Mc-Cullagh e Nelder (1989) sugerem substituir o desvio por:
n
* A A y
D) = 26C() + 29 ) (log(i) +3)
i=1 :

onde C(y) é uma funcéo arbitréria limitada, por exemplo C(y) = ¥, (%) .

2.3.5 Normal Inversa

. 1 ~ 1 1 .
Para a normal inversa, 8; = ——, logo 6, = —— e 6; = ——, dessa forma, o desvio
t 2u? t 20? t 2y?
i l

2

sera dado por:

P =2 zn: <(ylylul )

i=1

2.4  ESTIMACAODEBEf

Considere T = (B, f), U(t) a matriz de escore e K () a matriz de informacéo de Fisher,
e a conhecido.

Similar ao MLG, ndo é conhecida uma solucdo analitica para a estimativa dos
parametros do modelo, portanto, sera usado o processo iterativo de Newton-Raphson, descrito

na sessdo 1.3.4, definido a partir da expansédo da funcgéo escore de B e f sob um valor inicial

7@ = (g©, £(0Y obtendo, por fim, na iteracio k = 0, 1, ..., 0 processo iterativo:
p G p

7041 = 70 4 M1( )y () (16)
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25 ESTIMACAO DE ¢

Similar ao MLG, a funcéo escore de ¢ sera dada por:

oL(B.f.¢)
d¢

n n d y
= Z{(yigi —b(6))} + z %

U(j)(ﬁ'f' ¢) =

Note que tanto para 0 MLG quanto para o MLGS, a fungéo escore de ¢ sera a mesma.

Consequentemente, formulas para sua estimacgdo seréo iguais, j& descritas na sessao 1.3.4.

3 APLICACAO

Para este trabalho foi desenvolvido no software estatistico R Core Team (2021) o
algoritmo de estimacdo de MLG Semiparamétrico. O algoritmo foi escrito considerando as
distribuicdes e ligacbes mencionadas nas Tabela 2 e Tabela 3, além dos métodos de selecdo dos
nos de Green e Silverman, e Eilers e Marx. Dado um valor do pardmetro de suavizacéo «a, faz-
se uso da Funcéo Escore (Equacdo ( 12 )), e Matriz de Informacdo (Equacdo ( 13 )), para a
estimacdo dos parametros atraves do processo iterativo de Escore de Newton (Equacédo ( 16)),
além dos calculos dos desvios padrdo dos estimadores (Equacdo ( 14 )), e funcdo desvio
(Equacéo ( 15)). O processo também conta com a otimizacdo do parametro de suavizagdo a
gue minimiza 0 GCV. Os cadigos estdo disponiveis na plataforma github pelo link:

http://www.github.com/ClecioFerreira/SGLM e ad request pelo e-mail: higor.cruz@ice.ufjf.br.

3.1 ESTUDO DE SIMULACAO

Com o auxilio do software estatistico R, foram simuladas 1000 amostras de tamanho
50, 100 e 250 para a familia Gamma com ligacdo log. Durante a simulacdo, para evitar a
possibilidade de minimos locais na funcdo GCV, a obtencdo do parametro de suavizacao a sera
feita através do processo greed.


mailto:higor.cruz@ice.ufjf.br
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O equipamento usado para a execucao das simulagdes foi um notebook Dell® modelo
Inspiron 5458, processador Intel® Core i5-5200U, 4 ndcleos, sendo utilizado apenas um para
as simulacgdes, frequéncia de 2.20GHz e 3MB de cache; um Unico médulo de memoria RAM
DDR3 1600MHz de 8GB, sistema operacional Windows® 10 64 bits e SSD 250GB.

Considere 0 modelo:

g =In(w) =XB+Nf =1
onde
B=@.B)=(4—-D),
x1;~Uniforme(0,1) e x,;~Uniforme(0,1),i = 1,...,n;
X matriz nx2 formada por [x4, x;];
n = 50,100, 250;

n . n . 3 5
t; um vetor composto por uma sequéncia de > valores nos intervalos de (_E”'E”) para
2 5 .
€osseno e (5 n,gn) para efeito doppler;

Efeito doppler dado por: doppler(t) = cos(4mt) exp (— g)

t um vetor de tamanho n composto pelos valores do vetor (t;,t;), ou seja, os valores de t;
repetidos em sequéncia.

f(t) = cos(t) e doppler(t)

p = exp(XB + Nf);

Y; ~Gamma (qb, %),i =1,..,n;

¢ = 100;

a €10.1,3];

Serdo considerados 15 nos tanto para a curva cosseno quanto para o efeito doppler pelo método
de Eilers e Marx.

Foram feitas também simula¢des considerando o método de selecdo de nds de Green e
Silverman, seus resultados foram menos satisfatérios em relacdo ao ajuste da curva e ndo seréo
introduzidos nessa monografia.

Dessa forma foram obtidas as estimativas apresentadas nas Tabela 4 e Tabela 5. Nas
Figura 4 e Figura 5 s&o apresentadas as curvas estimadas em cinza, curva verdadeira em preto

e médias das curvas estimadas em vermelho.
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Tabela 4. Média, Desvio Padrdo das estimativas (SD) e Média dos Desvios Padrao dos
Estimadores dos parametros (SDE) do modelo Gama com curva ndo paramétrica cosseno e
nos selecionados pelo método de Eilers e Marx simulado com 1000 replicacfes e tempo em

segundos para o calculo da selegdo de a e calculo das estimativas

Valor n =50 n =100 n =250
Pardmetro Real Média SD SDE Média SD SDE Média SD SDE
B4 4,000 3,994 0,056 0,046 3,999 0,037 0,034 4,000 0,021 0,021
B> —1,000 —0,999 0,060 0,050 —1,000 0,040 0,038 —0,999 0,023 0,022
¢ 100,000 158,767 43,981 123,559 19,915 108,398 9,954
Tempo — 0,350 0,123 1,219 0,088 3,689 1,676
a - 1,700 1,278 1,873 1,344 1,680 1,403

Fonte: Elaborada pelo autor (2021).

Figura 4: Graficos da componente ndo paramétrica das 1000 replicacdes com curva nao

paramétrica cosseno.

n =50 n = 100 n = 250
Fonte: Elaborada pelo autor (2021).

Tabela 5: Média, Desvio Padrédo das estimativas (SD) e Média dos Desvios Padrdo dos
Estimadores dos parametros (SDE) do modelo Gama com curva ndo paramétrica do efeito
doppler e nos selecionados pelo método de Eilers e Marx simulado com 1000 replicaces, e
tempo em segundos para o calculo da sele¢@o de a e calculo das estimativas

Valor n=>50 n =100 n =250
Parametro Real Média SD  SDE Média SD  SDE Média SD  SDE
B4 4,000 4,002 0,062 0,054 3,997 0,039 0,035 4,000 0,023 0,022
B> —1,000 —1,005 0,059 0,053 —0,998 0,035 0,033 —1,000 0,023 0,022
¢ 100,000 157,170 42,344 123,552 20,336 108,365 10,397
Tempo — 0,316 0,089 1,386 0,579 1,834 0,909
a — 1,876 1,362 1,842 1,340 1,730 1,355

Fonte: Elaborada pelo autor (2021).
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Figura 5: Graficos da componente ndo paramétrica das 1000 replica¢gdes com curva ndo
paramétrica do efeito doppler

o a
o ° 2

n =50 n = 100 n = 250
Fonte: Elaborada pelo autor (2021).

O objetivo dessa simulacdo foi aferir a validade dos célculos propostos para fungdo
escore, matriz de informacdo de Fisher, validacdo cruzada e a estimagdo dos parametros do
MLGS pelo processo iterativo de escore de Fisher. E possivel notar a qualidade do ajuste dos
parametros e da curva. As componentes paramétricas tiveram ajuste preciso para todos 0s
valores de n tanto para a simulagdo com a curva cosseno quanto para a curva do efeito doppler.
Para a curva cosseno os ajustes foram consideravelmente precisos para amostra de tamanho 50,
e, como esperado, tiveram ajustes ainda mais precisos para n = 100 e 250, como pode ser
observado na
Figura 4. Observando o ajuste para o efeito doppler, por ser uma curva relativamente mais
complexa que 0 cosseno, 0s ajustes para n = 50 possuem uma variacdo ligeiramente maior,
com melhora consideravel para maiores tamanho de amostra. Interessante notar que os valores
médios de a selecionados ndo sofreram grandes alteragcdes entre 0s tamanhos e amostra,
indicando que a depende apenas da complexidade da curva, e independe do tamanho da

amostra.

3.2  APLICACAO EM DADOS REAIS

De acordo com Stark et al. (1997), alergias relacionadas ao polen sdo uma doenca
comum, resultando em rinite alérgica e asma em cerca de 10% da populacdo. Os dados que
serdo analisados foram coletados diariamente em durante a estagdo da Ambrosia no ano de 1991
a 1994, em Kalamazoo, Michigan, totalizando 335 observacdes. Como em Ruppert et al. o
interesse é explicar a concentragdo de pdlen de ambrosia diaria, em gdos/m3. A Figura 6 (a)
representa o histograma da concentracao de pdélen em escala original, no qual é possivel notar

uma assimetria positiva com uma longa cauda que pode ser dificil de se ajustar sem 0 uso de
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modelos para caudas pesadas. A Figura 6 (b) representa uma transformacao raiz, que parece ter
um comportamento ajustavel pelos modelos propostos por este trabalho, onde seré acrescido a
essa transformacao o valor de 0,5 para evitar possiveis erros nas estimacoes dos modelos gama
e inversa gaussiana. A Figura 6 (c) e Tabela 6 representam, respectivamente, o histograma e as
estatisticas descritivas da distribuicdo da concentracdo de poélen, sob a transformacdo raiz

acrescida de 0,5.

Figura 6: Histograma da concentracdo de pélen em escala original (a), transformacao raiz (b),
e transformacéo raiz acrescido de 0,5 (c)

(a) () (©)
Fonte: Elaborada pelo autor (2021).

Tabela 6: Estatisticas descritivas da raiz da concentragdo de polen acrescida de 0,5

Minimo 1° quartil Mediana Media 3° quartil Maximo

0,500 1,500 3,500 5214 7,983 21,476

Fonte: Elaborada pelo autor (2021).

Como o banco de dados também apresenta alguns dados ambientais, se mostra razoavel
0 estudo da relacdo da concentracdo de pdlen com esses demais fatores. As variaveis
explicativas consideradas s&o: indicador de chuva (1 para chuva com duracdo de pelo menos 3
horas ou chuva breve, porém intensa, ou 0 caso contrario), temperatura em graus Fahrenheit,

previsdo da velocidade do vento para o dia seguinte (mph) e os dias da estacao.



37

Figura 7: Gréficos da raiz da concentracdo e polen por temperatura (a), velocidade do vento

g @ chwa=0
*+ chuva =1
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10
-
&
..

Dias na estagéo

(©)
Fonte: Elaborada pelo autor (2021).

Analisando a Figura 7 € possivel notar que a variavel dias da estacdo aparenta possuir
relacdo ndo linear com a raiz da concentracdo de polen de ambrosia, sugerindo um ajuste nao
paramétrico para esta variavel. Ademais, é possivel notar também que a raiz da concentracao
de pdlen tende a aumentar conforme a temperatura aumenta, € nenhuma tendencia pode ser
observada entre a velocidade do vento e a raiz da concentracdo e polen.

Como as observacdes de concentracdo de pélen de ambrosia sdo valores reais positivos,
as distribuicbes para o ajuste via MLGS que podem ser usadas e foram estudadas nessa
monografia serdo as distribuicdes Normal, Gama e Inversa Gaussiana. A Tabela 7 apresenta 0s
valores de a, graus de liberdade e critério de informacdo bayesiano (BIC) para o ajuste de
MLGS considerando 0 método de selecdo de nos de Eilers e Marks (1996) com 23 nos, as
distribuicdes Gama com ligacao log, Normal com ligacéo identidade e log e Inversa Gaussiana
com ligacdo log. Para as distribuicdes Gama com ligacao identidade e inversa, Normal com
ligacdo inversa e Inversa Gaussiana com ligacdo inversa quadrada e identidade houveram
problemas de convergéncia ou inadequagdo da funcdo de ligagdo, por isso ndo foram
consideradas.
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Tabela 7: a e seu grau de liberdade (GL(a)) e BIC para cada método de estimacao aplicados

Normal Gama Inversa Gaussiana
Ligacéo Identidade Log Log Log
a 3,000 3,000 0,500 0,400
GL(@) 11,655 12,052 22,255 23,440
BIC 1548,436 1474,087 1457,597 1707,102

Fonte: Elaborada pelo autor (2021).

Com base na Tabela 7, pelo BIC, o melhor modelo para o ajuste serd 0 MLGS com
distribuicdo Gama e ligacdo log. As estimativas para este modelo estdo apresentadas na Tabela
8 e a curva ndo paramétrica na Figura 8, com curva estimada em azul e bandas de confian¢a em

linhas tracejadas.

Tabela 8: Estimativas calculados com o modelo Gama com ligagéo log

Estimativas Erro padrdo

B1(chuva) 0,216 0,096

B, (temperatura) 0,022 0,004

B3 (vento) 0,057 0,009
b 3,844 —

Fonte: Elaborada pelo autor (2021).

Portanto o modelo final ajustado foi:

log() = 0,216 * chuva + 0,022 * temperatura + 0,057 = vento + f (dias).

Figura 8: Curva ndo paramétrica estimada

fldias na estagao)
1
|

dias

Fonte: Elaborada pelo autor (2021).
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4 CONCLUSOES

Neste trabalho foram expandidos os Modelos Lineares Generalizados para a classe
semiparamétrica. Foram desenvolvidos detalhadamente os célculos da fungdo escore e matriz
de informagdo, do método de estimagdo baseado no método iterativo de Escore de Newton, e
do GCV. Foi desenvolvido também, para o software estatistico R (R Core Team, 2021), toda a
programacdo de estimacdo do MLGS considerando as principais distribuicbes da familia
exponencial e suas respectivas funcdes de ligacdo, aléem dos métodos de selecéo de nos de Green
e Silverman (1994) e de Eilers e Marks (1996) e selecdo do pardmetro de suavizacao atraves da
minimizacdo do GCV. O algoritmo foi testado através de estudos de simulacdo que aferiram a
integridade dos calculos propostos e estdo disponiveis na plataforma github pelo link
http://www.github.com/ClecioFerreira/SGLM e ad request pelo e-mail: higor.cruz@ice.ufjf.br.

Para trabalhos futuros, uma alternativa é a expansao dos algoritmos de estimacéo para
0s Modelos Aditivos Generalizados, onde é considerada mais de uma curva ndo paramétrica na
componente sistematica do MLG, uma vez que todos os calculos aqui propostos consideraram
apenas uma curva ndo paramétrica. Uma outra possibilidade seria o desenvolvimento de um
pacote para o software estatistico R (R Core Team, 2021) com os algoritmos de estimacéo do

MLGS, além de gréficos de envelope simulados e medidas de adequacao da funcéo de ligacéo.
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