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RESUMO

Limites de pontos de ramificagao e de sistemas lineares foram estudados por D.
Eisenbud e J. Harris na década de 1980, quando desenvolveram a teoria de limite de séries
lineares para curvas de tipo compacto. Em um de seus artigos, Eisenbud e Harris (1987, p.
499) questionaram: "Quais sio os limites de pontos de Weierstrass em familias de curvas
degenerando em curvas estdveis que ndo sao de tipo compacto?'. Neste trabalho, damos
uma respota satisfatéria a essa questao, baseado nos resultados obtidos no artigo (5) de E.

Esteves.

Palavras-chave: Sistemas Lineares. Curvas Nodais. Pontos de Ramificacao.



ABSTRACT

Limits of ramification points and linear systems were studied by D. Eisenbud and
J. Harris in the 1980’s, when they developed the theory of limit linear series for curves of
compact type. In one of their articles, Eisenbud and Harris (1987, p. 499) asked: "What
are the limits of Weierstrass points in families of curves degenerating to stable curves not
of compact type?’. In this dissertation, we give a satisfactory answer to this question,

based on the results obtained in article (5) by E. Esteves.

Keywords: Linear Systems. Nodal Curves. Ramification Points.
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1 INTRODUCAO

Limites de pontos de ramificacdo e de sistemas lineares foram estudados por
Eisenbud e Harris na década de 1980, quando desenvolveram a teoria de limite de séries
lineares para curvas de tipo compacto; como pode ser visto em (3). Nesse trabalho,
Eisenbud e Harris desenvolveram uma teoria para identificar limites de sistemas lineares e
de pontos de ramificacdo quando curvas suaves degeneram-se a curvas de tipo compacto,
isto é, curvas cujas componentes irredutiveis sao suaves e, duas a duas, nao se interceptam

em mais de um ponto.

Um sistema linear em uma curva suave C' é um par (V, £), onde £ é um fibrado em
reta sobre C'e V C H°(C, L) é um subespago vetorial. Se o grau de £ é d e a dimensao
de V ér+1, entao (V, L) é dito ser um conjunto de d pontos movendo em uma familia
linear de dimensao projetiva r (denotado, usualmente na literatura, por g;). Um método
classico na teoria de sistemas lineares em curvas suaves é degenerar a curva em curvas
singulares e, estudando a geometria dos limites, derivar propriedades das curvas suaves
originais. De forma resumida, podemos falar que Eisenbud e Harris definem um sistema
linear limite em uma curva C' de tipo compacto como uma colecao de gj;s, um para cada
componente irredutivel de C', satisfazendo certas condi¢oes de compatibilidade nas ordens
de anulamento dos nés de C'. Usando tal teoria, eles encontram condigoes necessarias para
um sistema linear limite ser o limite de sistemas lineares definidos em curvas suaves em

uma vizinhanga de C'.

Eisenbud e Harris, em (3), escrevem que a nocao de sistemas lineares se estende para
uma curva redutivel, contudo nao é 1til para o estudo da sua geometria. De fato, tomando
C uma curva nodal com componentes irredutiveis C,...,Cy e f : C' — S um morfismo
projetivo plano, com S sendo o espectro de um anel de valorizagao discreta, onde s (resp.
n) é o ponto especial (resp. genérico) de S, suponha que (V;, L,) seja um sistema linear
na fibra genérica C(n), isto é, um fibrado em reta L, em C(7) e um subespago vetorial
vV, C H° (C’ (n), Ln) de dimensao r 4+ 1. Queremos determinar um sistema linear limite
em C' e, estudando sua geometria, dizer algo a respeito da geometria da fibra genérica da
familia. Como Eisenbud e Harris observaram em (3), embora limites (V, Ls) existam, eles
nao sao unicos e nenhum deles reflete completamente a geometria de (V},, L,). E possivel
estender L, a um fibrado em reta £ em C. Nesse caso, V,, tera como limite o subespaco
vetorial V, C H° (C,L"C) de dimensao r + 1, onde V, = {O”C co0 € HY(C,L)N Vn} e
HY(C.L)nV, ={0c € H(C,L) : U‘C(n) € Vn} No entanto, se L é tal extensao e D é
um divisor de Cartier nao-trivial em C' com suporte em C(s), entdo L ® Ox (D) é outra
extensao de L, cuja restricao a C' pode ter, por exemplo, graus diferentes dos de £ em

cada componente.

Em (4), Eisenbud e Harris questionam: "Quais sao os limites de pontos de Wei-



erstrass em familias de curvas degenerando em curvas estdveis que nao sao de tipo com-
pacto?".0s resultados em (5), base desta dissertac¢ao, nos possibilitam identificar limites
de sistemas lineares e pontos de ramificacdo quando curvas suaves degeneram-se a curvas
nodais redutiveis de qualquer tipo e, portanto, espera-se ser uma resposta satisfatéria
a questao (Ver Teorema 5.19). De fato, trabalhamos aqui com situagdes mais gerais de
curvas nodais, nao necessariamente estaveis, além de lidar com degeneragoes de quaisquer
sistemas lineares, ndo somente o sistema canénico. Além disso, diferentemente da teoria
desenvolvida por Eisenbud e Harris, nao ha a necessidade de trabalhar com os chamados
blow-ups da familia degenerada a fim de desviar os pontos de ramificacdo degenerados dos
nos da curva. Na verdade, atribuimos o peso de ramificagao apropriado a qualquer né da
curva (Ver Teorema 5.19 (2.)). Portanto, trabalhamos em cima de um estudo adicional a

teoria de limites de sistemas lineares quando a curva é de tipo compacto.

No Capitulo 2, dispomos algumas definigoes basicas que serao mencionadas nos
segmentos posteriores, com o intuito de ajudar e dinamizar a leitura do trabalho. O
Capitulo 3 possui como objetivo desenvolver o conceito de esquema, estrutura mateméatica
que amplia a nocao de variedade algébrica. Os esquemas foram introduzidos por Alexander
Grothendieck em seu trabalho Eléments de Géométrie Algébrique (1960) (11), com a
finalidade de desenvolver o formalismo necessario para a resolucao de alguns problemas
dentro da Geometria Algébrica. Formalmente, um esquema é um espago topologico,
juntamente com anéis comutativos para todos os seus conjuntos abertos, os quais surgem
a partir da colagem de espectros (espagos de ideais primos) de anéis comutativos ao longo
de seus subconjuntos abertos. Em outras palavras, veremos que um esquema ¢ um espago

anelado, o qual é, localmente, um espectro de um anel comutativo.

No Capitulo 4, apresentamos um estudo sobre divisores, os quais sdo generalizagoes
de subvariedades de codimensao 1 de variedades algébricas. Duas diferentes generalizagoes
sdo mostradas: os divisores de Weil e os divisores de Cartier (nomeados, respectivamente,
em homenagem aos mateméticos André Weil e Pierre Cartier). E interessante observar que
subvariedades de codimensao 1 sao de mais facil acesso do que aquelas com codimensao
maior. Globalmente, toda subvariedade de codimensao 1 no espaco projetivo é definida
anulando-se um 1nico polinémio homogéneo, enquanto que uma subvariedade de codimen-
sao r nao necessariamente é definida por somente r equagoes, quando r > 1. Localmente,
toda subvariedade de codimensao 1 de uma variedade suave pode ser definida através de
uma equac¢ao em uma vizinhanga de cada ponto; novamente, o fato analogo nao é vélido
para subvariedades de codimensao maior. Dessa forma, em Geometria Algébrica, estuda-se
uma variedade arbitraria através da andlise de suas subvariedades de codimensao 1 e os

correspondentes fibrados em reta.

Por fim, no Capitulo 5, focamos nosso estudo no ja mencionado problema envolvendo

sistemas lineares e pontos de ramificacdao, concluindo com o resultado do Teorema 5.19.
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2 CONCEITOS INICIAIS

Neste capitulo, antes de entrar nas defini¢des e resultados relacionados ao tema
central desta dissertacao, comecamos com algumas defini¢des preliminares, as quais serao

mencionadas ao longo do trabalho. Tomamos como base (2), (14), (18) e (19).

Definigao 2.1 (Espaco n-Projetivo). Fize k um corpo algebricamente fechado. Definimos
o espaco n-projetivo sobre k, denotado por P, como sendo o conjunto das classes de
equivaléncia das (n+ 1)-uplas (ag, ..., a,) de elementos de k, ndo todos nulos, pela sequinte

relagao de equivaléncia: (ag, ..., a,) ~ (Aag, ..., Aa,), para todo X € k, X # 0.

Equivalentemente, P}, como conjunto, é o quociente de A} — {(0, ...,O)} pela
relacao de equivaléncia que identifica pontos pertencentes a uma mesma reta que passa

pela origem.

Um elemento de P} é denominado ponto. Se p é um ponto, entdo qualquer (n+1)-
upla (ag,...,a,) mna classe de equivaléncia de p ¢é denominada conjunto de

coordenadas homogéneas para p.

Definigao 2.2 (Anel Graduado). Um anel graduado é um anel S juntamente com uma

decomposi¢cio S = @ Sy de S em soma direta de grupos abelianos Sy, de forma que, para
d>0
quaisquer d,e > 0, Sq+Se € Syye.

Um elemento de S; é um elemento homogéneo de grau d.

Um ideal I C S ¢ um ideal homogéneo se I = @ (I N Sy). Um ideal homogéneo

d>0
¢ primo se, para quaisquer dois elementos homogéneos f, g, fg € I, entao f € [ ou g € I.
Observagao 1. Pela definicio de Anel Graduado (Defini¢ao 2.2), qualquer elemento de

S pode ser escrito unicamente como uma soma (finita) de elementos homogéneos.

Além disso, um ideal € homogéneo se, e somente se, pode ser gerado por elementos
homogéneos. A soma, o produto, a intersecio e o radical de ideais homogéneos sdao

homogéneos. Para mais detalhes, veja (21, Capitulo VII, Pardgrafo 2)

Definigao 2.3 (Conjunto Algébrico). Os zeros de um polindmio homogéneo f € o conjunto
Z(f)y={peP": f(p) =0}. SeT é um conjunto qualquer de elementos homogéneos de

S = klzog, ..., ], definimos o conjunto de zeros de T' como sendo
Z(T)={peP": f(p)=0, VfeT}

Um subconjunto Y de P"™ é um conjunto algébrico se existe um conjunto T de

elementos homogéneos de S tal que Y = Z(T).

Definigao 2.4 (Variedade). Uma variedade algébrica projetiva (ou, simplesmente,
variedade projetiva) é um conjunto algébrico irredutivel em P", com a topologia induzida.

Um subconjunto aberto de uma variedade projetiva é uma variedade quasi-projetiva.
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Considerando k um corpo algebricamente fechado, uma variedade sobre k (ou,
simplesmente, variedade) é qualquer variedade projetiva ou quasi-projetiva como definidas

acima.

Definigao 2.5 (Fungdo Regular). Seja Y C P" uma variedade projetiva. Uma fungao
f:Y — k é regular em um ponto p € Y se existe wma vizinhanga aberta U com
p € U CY e polindmios homogéneos g,h € S = k[xy, ..., x,], de mesmo grau, tal que h
é nao-nulo em U e f = % em U. Dizemos que [ é reqular em Y se é regular em todo

ponto.

Defini¢ao 2.6 (Anel Local de um Ponto em uma Variedade). Seja Y uma variedade.
Denotamos por O(Y') o anel de todas as fungoes requlares em Y. Se p é um ponto de Y,
definimos o anel local de p em Y, O,y (ou simplesmente O,) como sendo o anel de
germes de fungoes requlares em Y em uma vizinhanga de p. Em outras palavras, um
elemento de O, é um par (U, f), onde U é um subconjunto aberto de'Y contendo p e f

é uma fungao reqular em U. Identificamos dois desses pares (U, f) e (V,g) se f =g em

unv.

Observacao 2. Na Definicio 2.6, note que O, €, de fato, um anel local: seu ideal maximal

m € o conjunto de germes de fungoes requlares que se anulam em p. Se f(p) # 0, entao

1
— € reqular em alguma vizinhanga de p. O corpo residual O,/m é isomorfo a k.

Definigao 2.7 (Corpo de Fragoes). Se 'Y é uma variedade, definimos o corpo de fragoes
K(Y) de Y da sequinte maneira: um elemento de K(Y) é uma classe de equivaléncia de
pares (U, f), onde U é um subconjunto aberto nao-vazio de'Y e f é uma funcao reqular
em U, e onde identificamos dois pares (U, f) e (V,g) se f =g em UNV. Os elementos

de K(Y) sao as fungées racionais em Y .

Definigao 2.8 (Anel Local Regular). Seja A um anel local Noetheriano com ideal mazimal

m e corpo residual k = A/m. Assim, A é um anel local regular se dim; m/m? = dim A.

Definigao 2.9 (Variedade Singular e Nao-Singular). Seja Y wuma variedade. Y €

nao-singular em um ponto p € Y se o anel local O,y € um anel local reqular. Y ¢é ndo-

singular se é nao-singular em todo ponto. Y é singular se nao for nao-singular.

Defini¢ao 2.10 (Valorizagao). Sejam k um corpo e G um grupo abeliano totalmente
ordenado. Uma valorizagdo de k com valores em G é um mapa v : k — {0} — G tal

que, para todo x,y € k, x,y # 0, temos:

1. v(zy) = v(z) +v(y);

2. v(x+y) > min(v(x),v(y)).
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Se v € uma valorizagdo, entao o conjunto R = {x €k:u(x)> 0} U {0} é um

subanel de k, denominado o anel de wvalorizagdo de v. O subconjunto
m={zek: v >0}u{o}

é um ideal em R.

Uma valorizacio v é discreta se seu grupo de valores G € o conjunto Z dos nimeros
inteiros. O anel de valorizagdo correspondente é denominado um anel de valorizagao

discreta.

Um parametro em um anel de valorizacao discreta é qualquer elemento irredutivel

de R de forma que seja um gerador para o unico ideal mazimal de R e vice-versa.

Observacao 3. Na Definicio 2.10, fixe um parametro t em um anel de valorizacao discreta
R. Entao, m = (t) (o unico ideal mazximal). Qualquer outro ideal ndo-nulo é poténcia de
m, isto é, assume a forma (t"), para algum n > 0. Qualquer elemento nao-nulo de R pode

ser escrito na forma ut™, com u sendo unidade de R e n > 0. Nesse caso, v(ut") = n-v(t).

Teorema 2.11. Seja A um dominio local Noetheriano de dimensdo 1, com ideal mazximal

m. As sequintes condigoes sao equivalentes:

1. A é um anel de valorizacdo discreta;
2. A é um anel local reqular;

3. m é um ideal principal.

Demonstrag¢ao. (2, Proposigao 9.2, p. 94-95) ]

Defini¢ao 2.12 (Moédulo Graduado). Seja S um anel graduado. Um S-médulo gradu-

ado ¢ um S-modulo M, juntamente com uma decomposicao M = @ My, de forma que
deZ
Sd : Me - Md—i—e'

Para qualquer S-modulo graduado M e qualquer ¢ € 7, definimos o modulo
torcido M () da sequinte forma: M(€)y := Mgyy.

Se M é um S-modulo graduado, definimos o anulador de M como sendo
Ann M = {SESZS-MZO}.
Esse € um ideal homogéneo em S.

Definigao 2.13 (Limite Direto). Um conjunto parcialmente ordenado A é dito um

conjunto dirigido se, para cada pari,j em A, existe k € A tal que i <k e j < k.

Sejam A um anel, A um conjunto dirigido e (M;);en uma familia de A-mddulos
indexada por A. Para cada par i,j em A tal que i < j, seja p;; : M; — M; um

A-homomorfismo. Suponha que os sequintes axiomas sejam satisfeitos:
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1. pi; € o mapa identidade de M;, Vi € A;

2. Wik = Wik © fij, sempre que i < j < k.

Entao os modulos M; e os homomorfismos p;; formam um chamado sistema direto M =

(M;, pij) sobre o conjunto dirigido A.

Agora, seja € uma soma direta de M; e identifique cada modulo M; com sua
imagem canonica em €. Seja ® o submddulo de € gerado por todos os elementos da forma
x; — (), onde i < j ex; € M;. Seja M =C/D e sejam p: € — M a projecio e f1; a
restricio de o a M;. O A-mdédulo M ou, mais corretamente, o par consistindo de M e a
familia de homomorfismos p; : M; — M, € denominado limite direto do sistema direto

M, denotado por hgaMl

Definigao 2.14 (Médulo Plano). Um A-mdédulo M é dito plano se — @4 M é exato. Ou
seja, dado N um A-mddulo e se 0 — M' — M — M" — 0 € uma sequéncia exata
qualquer de A-mddulos, entao 0 — M' QN — M QN — M" @ N — 0 € também

uma sequéncia exata.

Um mapa de anéis A — B ¢é dito plano se ¢ um homomorfismo que faz de B

um A-madulo plano.
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3 FEIXES E ESQUEMAS

Neste capitulo, desenvolveremos o conceito de esquema. Tomamos como base (11),
(14), (15) (18) e (19).

Considere um anel A comutativo com unidade 1. A ideia é associar a A um objeto
geométrico, o qual, no caso em que A é o anel de coordenadas de uma variedade afim X,
deve nos levar de volta a X. Esse objeto, primeiramente, sera definido como um conjunto
para, depois, adicionar suas estruturas, por exemplo uma topologia, justificando seu ideal

geométrico.

Considere variedades definidas sobre um corpo k algebricamente fechado. Se
quisermos recuperar uma variedade afim X a partir de seu anel de coordenadas k[X],
o mais natural seria usar a relagao existente entre subvariedades Y C X e seus ideais
Iy C Ek[X]. Em particular, um ponto x € X corresponde a um ideal maximal m, e o
mapa z — m, C k[X] estabelece um correspondéncia biunivoca entre pontos x € X
e ideais maximais de k[X]. Portanto, soa natural que o objeto geométrico associado a
qualquer anel A seja seu conjunto de ideais maximais. Esse conjunto é denominado o

espectro maximal de A, denotado por Specm A. Entretanto, no sentido de generalizagao,

o mapa A — Specm A possui certas desvantagens:

E natural esperar que o mapa relacionando A a seu conjunto geométrico tenha as
propriedades principais que relacionam o anel de coordenadas de um variedade algébrica
afim com a variedade em si. Dessas propriedades, a mais importante ¢ que homomorfismos
de anéis correspondem a mapas regulares de variedades. H4 uma maneira natural de
associar com um homomorfismo de anéis f : A — B um mapa de Specm B para
Specm A? Como fazer a relagdo entre um ideal J C B e algum ideal I C A? Tomar a
imagem inversa f~!(I) soa como a resposta ¢bvia. Porém, a imagem inversa de um ideal

maximal nem sempre ¢ um maximal.

Esse problema é evitado se, ao invés de tomarmos ideais maximais, trabalharmos
com ideais primos: a imagem inversa de um ideal primo dado um homomorfismo de
anéis qualquer ainda é um primo (Ver (20, Capitulo III, Paragrafo 8)). No caso em que
A = Ek[X] é o anel de coordenadas de uma variedade afim X, o conjunto dos ideais primos
de A possui um claro significado geométrico: é o conjunto das subvariedades fechadas
irredutiveis de X (pontos, curvas irredutiveis, superficies irredutiveis,...). Logo, temos a

motivagao para a seguinte definigao:

3.1 O ESPECTRO DE UM ANEL

Defini¢ao 3.1. Definimos Spec A (espectro primo ou, simplesmente, espectro) como
sendo o conjunto de todos os ideais primos de um anel A. Ideais primos sao denominados

pontos de Spec A.
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Se I é um ideal qualquer de A, definimos o subconjunto V(I) C Spec A como

sendo o conjunto de todos os ideais primos que contém I.

Observacao 4. Considerando anéis com unidade 1, o anel em si nao estd incluido como
um ideal primo. Isso porque o anel quociente A/P por um ideal primo deve ser sempre
um dominio de integridade, isto é, um subanel de um corpo (com 0 # 1). Do Lema de
Zorn (Ver [6], Secao 16, p. 62), seque que todo anel A nao-nulo possui, ao menos, um

ideal mazimal. Portanto, Spec A é sempre nao-vazio para A # 0.

Exemplo 1. Seja O, o anel local de um ponto x de uma curva algébrica irredutivel. Entao

Spec O, consiste de dois pontos: o ideal maximal e o ideal nulo.

Definicao 3.2. A cada ponto x € Spec A, podemos associar o corpo de fragoes do anel
quociente pelo ideal primo correspondente. Esse corpo é denominado o corpo residual

em x e notado por k(zx).

A partir da Defini¢io 3.2, temos um homomorfismo A — k(z), cujo nucleo é
o ideal primo denotado por z. Se A = k[X], o anel de coordenadas de uma variedade
afim X definido sobre um corpo algebricamente fechado k, entao k(x) =k e, para f € A,
o elemento f(z) € k(z) é o valor de f em z, onde f(z) é a imagem de f € A pelo

homomorfismo dado.

Exemplo 2. Para cada ponto x € Spec A, ha um anel local O, o anel local de A no
ideal primo x. Por exemplo, se A =17 e x = (p), onde p € um niumero primo, entio O,

€ o anel de niumeros racionais 7 com denominador b coprimo a p. Se x = (0), entao

0, =Q.

Lema 3.3. 1. Sel e J sdo ideais de A, entao V(IJ) =V (I)UV(J).
2. Se {1,} é um conjunto qualquer de ideais de A, entao V (Z Ia> =V(L).
3. Sel eJ sio ideais de A, V(I) C V(J) se, e somente se, vJ C /1.

Demonstragio. (14, Lema 2.1, p. 70) ]

Tomando os subconjuntos da forma V() como sendo subconjuntos fechados,
podemos definir uma topologia em Spec A. Note que V(A) = 0 e V ({0)) = Spec A.
Além disso, o Lema 3.3 mostra que a uniao finita e a intersecao arbitraria de conjuntos
da forma V/(I) também sdo da mesma forma. Portanto, de fato, formam o conjunto
de fechados para uma topologia em Spec A. Assim, estd construido o espago Spec A

associado a um anel A.
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3.2 FEIXES

Em nosso caminho em dire¢ao ao conceito de esquema, além do espaco topologico
Spec A, um segundo pilar fundamental é a nocao de feize. Na Secao 3.1, utilizamos o
fato de que uma variedade afim X é determinada por seu anel de fungoes regulares k[X] e,
entdo, a partir de um anel arbitrario A, chegamos a uma nogao geométrica correspondente,
seu espectro primo Spec A. Para definir a nogao geral de esquema também tomamos
as fungoes regulares em uma variedade como o ponto de partida. Nesse sentido, para

qualquer conjunto aberto U C X, vamos considerar o anel de fungoes regulares em U.

Definicao 3.4. Seja X um espaco topologico. Um pré-feixe F de grupos abelianos em

X consiste nos sequintes dados:

1. Para todo subconjunto aberto U C X, um grupo abeliano F(U); e
2. Para toda inclusao V- C U de subconjuntos abertos de X, um morfismo de grupos
abelianos pyy : F(U) — F(V),

satisfazendo as sequintes condigoes

a) F() =0;
b) puu € o mapa identidade F(U) — F(U); e

c) Se W CV CU sao subconjuntos abertos, entio pyw = pyw © puv -

Os mapas pyy sao chamados de mapas de restrigio e, se s € F(U), entao

va(S) = S’v.
Um pré-feize F em um espaco topologico X é um feixe se satisfaz, ainda, as sequintes

condicoes:

3. Se U é um conjunto aberto, {V;} é uma cobertura aberta de U e s € F(U) é um

elemento tal que s v 0 V7, entao s = 0;

[

4. Se U é um conjunto aberto, {V;} é uma cobertura aberta de U e se temos elementos

s; € F(V;), para cada i, com a propriedade que, para cada i,j, s;

—_ Sj R
vinV; ViV,
[, = Si, para cada i. (Pela condi¢io 3.,

2

entdo existe um elemento s € F(U) tal que s

temos que s é unica).

Observacao 5. Em questoes de terminologia e notacao, se F é um pré-feive em X,
nos referimos a F(U) como as segdes do pré-feive F sobre o conjunto aberto U e,
usualmente, utilizaremos a notagao U'(U, F) para denotar o grupo F(U). Se U = X, entdo
F(X)=T(X,F) sao as chamadas segées globais de X.
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Observacgao 6. De acordo com a nossa defini¢ao (Definigio 3.4), um feize é um pré-feize
satisfazendo certas condigoes extras. A grosso modo, um feixe € um pré-feixze cujas secoes

sao determinadas localmente.

Exemplo 3. Suponha que o anel A ndao possua divisores de zero e denote por K seu corpo
de fracoes. Nesse caso, A é um subanel de K. Para um conjunto aberto U C Spec A,
denote por O(U) o conjunto dos elementos u € K tais que, para qualquer ponto P € U,
tenhamos uma expressio u = g, com a,b € A e b(P)#0, isto é, b nao é um elemento do
ideal primo P. O(U) é um anel. Como todos os anéis O(U) estio contidos em K, podemos
0s comparar como subconjuntos de um mesmo conjunto. Se V- C U, entio O(U) C O(V).

puv € a inclusio O(U) — O(V). Temos, assim, um pré-feize de anéis.

Exemplo 4. Seja X uma variedade sobre o corpo k. Para cada conjunto aberto U C X,
seja O(U) o anel de fungoes requlares de U para k e, para cada V' C U, seja pyy :
OU) — O(V) o mapa de restrigio. Entao, O é um feize de anéis em X, denominado o
feixze de funcgoes regulares em X. Ou seja, o feixe de funcoes é simplesmente os dados
do anel de fungoes requlares Ox (U) para cada subconjunto aberto U de X. O anel Ox(U)

¢ uma k-dlgebra, onde cada elemento de k € visto como uma fungdo constante.

Como dito, se U,V sdo subconjuntos abertos de X com V C U, a restrigio de
fungoes fornece um homomorfismo de anéis pyy. E, finalmente, para qualquer colecao de
subconjuntos abertos Uy de X, uma funcao reqular f na uniao \JUy fornece uma fungdo

e fu

coincidam.

fr em cada Uy de forma que as restricoes fA‘

UxnU, U\nU,

E possivel definir algumas operagoes em feixes, associadas a mapas continuos de

um espago topoldgico para outro:

Definicao 3.5. Seja f : X — Y um mapa continuo de espacos topoldgicos. Para qualquer

feize F em X, definimos o feire imagem direta f.JF em Y por

(LF)V) =F(f1(V)),
para qualquer conjunto aberto V- C Y.

Agora, é possivel definir um feixe de anéis O em Spec A. Para cada ideal primo

P C A, seja Ap a localizacao de A em P.

Defini¢ao 3.6. Para um conjunto aberto U C Spec A, definimos O(U) como sendo o

conjunto das fungoes s : U —» H Ap tal que s(P) € Ap, para cada P, e tal que s seja
PeU
localmente um quociente de elementos de A.

Para ser preciso, pedimos que, para cada P € U, existam uma vizinhanca V de P,

contida em U, e elementos a, f € A tais que, para cada Q €V, f € Q e s(Q) = ; em Ag.
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Observacao 7. Somas e produtos das funcoes apresentadas na Definicio 3.6 sio desse

mesmo tipo e o elemento 1 o qual da 1 em cada Ap € uma identidade. Portanto, O(U) é

um anel comutativo com identidade.

Se V. C U sao conjuntos abertos, a restricao natural

PUV - O(U) — O(V)

S — S ‘
\%4

¢ um homomorfismo de anéis.

O € um pré-feize. Da natureza local de sua definicao, temos que O € um feixe.

Definicao 3.7. Seja A um anel. O espectro de A € o par consistindo do espago topologico

Spec A junto ao feixe de anéis O.

Para qualquer elemento f € A, denote por D(f) o complementar aberto de V' ({f)).
Note que conjuntos abertos da forma D(f) formam uma base para a topologia de Spec A.
De fato, se V(1) é um conjunto fechado e P ¢ V' (I), entdo I € P; logo, existe f € I com
f & P. Dessa forma, P € D(f) e D(f)nV(I) = 0.

Agora, considere um feixe F para o qual todos os conjuntos F(U) sao subconjuntos
de um conjunto comum e os mapas de restri¢ao sao inclusoes pyy : F(U) — F(V). Isso
vale, por exemplo, para o feixe O em Spec A, onde A é um dominio de integridade, uma
vez que todos O(U) C K sao subanéis do corpo de fragoes K de A. Entao, podemos
considerar a unido F, = | J F(U) dos conjuntos F(U) tomados sobre todos os abertos U

contendo um dado ponto z.

Definicao 3.8. Sejam X espaco topoldgico e F pré-feize em X. Dado um ponto p € X,
o talo F,, de F em p € o conjunto de pares <U, 3>, onde U C X ¢ aberto contendo p e
s € F(U), modulo a sequinte relagio de equivaléncia: <U,s> = <V, t> em J, se existe

W CUNV aberto tal que s’W = t‘w'

Observagao 8. A partir da nossa defini¢ao (Definicao 3.8), podemos falar dos elementos

do talo F, como germes das segoes de F em wm ponto p.

Proposicao 3.9. Sejam A um anel e (Spec A, Q) seu espectro.

1. Para qualquer P € Spec A, o talo Op do feize O é isomorfo ao anel local Ap.
2. Para qualquer elemento f € A, o anel O(D(f)) ¢ isomorfo ao anel localizado Ay.

3. Em particular, I'(Spec A,O0) = A.

Demonstragao. 1. Primeiramente, definimos um homomorfismo de Op a Ap, enviando

qualquer segao local s em uma vizinhanga de P a seu valor s(P) € Ap. Isso nos
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da um homomorfismo bem-definido ¢ : Op — Ap. Esse mapa é sobrejetor, uma

?7
coma,f € Ae [ ¢ P. Entao, D(f) serd uma vizinhanga aberta de P e ; define

vez que qualquer elemento de Ap pode ser representado como um quociente

uma sec¢ao de O sobre D(f) cujo valor em P é o elemento dado. Para mostrar que
¢ também é um mapa injetor, seja U uma vizinhanca de P e sejam s,t € O(U)

elementos possuindo o mesmo valor s(P) = t(P) em P. Diminuindo U se necessario,

a
podemos assumir que s = — et = —em U, onde a,b, f,g € U e f,g & P. Como ¢
9

f f
b

e — possuem a mesma imagem em Ap, segue da definicao de localizacao que existe

b

h & P tal que h(ga — fb) = 0 em A. Portanto, ;LC = — em todo anel local A tal que
g

fyg,h & Q. No entanto, o conjunto de tal @) é o conjunto aberto D(f)ND(g)ND(h),

o qual contém P. Portanto, s = ¢t em uma vizinhanga inteira de P; logo, possuem o

mesmo talo em P. Dessa forma, ¢ é um isomorfismo.

. Defina um homomorfismo ¢ : Ay — O(D(f)), —> s, onde a secao s €

@
a /r
O(D(f)) atribui a cada P a imagem de I em Ap.

b
1 é um mapa injetor. De fato, se 9 (;”) = <fm>’ entao, para todo P € D(f),

a

—- € —— possuem a mesma imagem em Ap. Portanto, existe um elemento h ¢ P

tal que h(f™a — f"b) = 0 em A. Seja I o anulador de f™a — f"b. Entao, h € I
e h & P; logo, I € P. Isso é valido para qualquer P € D(f), concluindo que
V(I)N D(f) = 0. Dessa forma, f € v/T (ideal radical), para alguma poténcia f" € I.

Assim, f" (f™a — f"b) = 0, mostrando que fan T em Ay
Para mostrar que 1 é um mapa sobrejetor é um tanto mais trabalhoso. Seja
5 € (’)(D(f)) Pela definicao de O, podemos cobrir D(f) com conjuntos abertos V;,

a/.
nos quais s é representada pelo quociente —, com ¢; ¢ P, para todo P € V;. Em

outras palavras, V; C D(g;). Agora, os conjuntos abertos da forma D(h) formam

uma base para a topologia, entdao podemos assumir que V; = D(h;), para algum h;.

Como D(h;) € D(g:), temos V ((h:)) 2 V ({g,)); pelo Lema 3.3 (3) F Vg

oy
e, em particular, h" € (g;), para algum n. Assim, h' = cg; e, logo — = —. Como

gz h

D(h;) = D(h?), podemos substituir h; por Al e a; por ca;, donde podemos assumir

ajA
que D(f) é coberto pelos subconjuntos abertos D(h;) e que s é representado por —
i

Agora, observe que D(f) pode ser coberto por um nimero finito de abertos D(h;).
De fato,

D(f) CUDh) <=V ({(£) 2NV ((ha) =V (3 (ki) -
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Novamente, pelo Lema 3.3 (3.), isso é equivalente a dizer que f € /> (h;) ou
fme Z (h;), para algum n. Isso significa que f™ pode ser expresso como uma
soma finita f" = sz‘hi, com b; € A. Portanto, um subconjunto finito dos h; é
suficiente. Dessa forma, a partir de agora, fixemos um conjunto finito hq, ..., h; tal
que D(f) € D(hy)U---U D(hy).

Para o préximo passo, note que, em D(h;) N D(h;) = D(h;h;), temos dois elementos

a . a/ . . . . .
de Apn;, h—z e h—], ambos representando s. Portanto, de acordo com a injetividade
7 J
a CLj

de 1, aplicando a D(h;h;), devemos ter -

em Ap,p.. Logo, para algum n,
hi  h; ’

(hzhj)"(h]al - hi(lj) = 0.

Como ha um somente um nimero finito de indices envolvidos, podemos tomar n
grande suficiente para funcionar para todos 7, j de uma vez. Reescreva a equacao da
seguinte forma:

W (hrag) — P (W) = 0,

n+1
hi

Substitua cada h; por e a; por hl'a;. Entao, ainda temos s representada em

o
D(h;) por h—z e, além disso, temos hja; = h;a;, para todo i, j.
i

Escreva f" = Z b;h; como anteriormente, o que é possivel, para algum n, pois D(h;)

cobrem D(f). Seja a = Z b;a;. Entao, para cada j, temos
hja = Z biaihj = Z bihiaj = fnCLj.

a a; a
Ou seja, — = -~ em D(h;). Logo, 1 <

um mapa sobrejetor e, portanto, ¢ um isomorfismo.

) = s em todo lugar, mostrando que ) é
3. Note que 8. é o caso especial de 2., onde f =1 e D(f) é todo o espago.

Exemplo 5. Vamos calcular O(Spec A). A condigio u € O(Spec A) significa que,

para qualquer ponto x € Spec A, existem a,,b, € A tais que u = %, com b, (x) # 0.
: (3.1)
Considere o ideal I gerado pelos elementos b,, para todo x € Spec A. Por (3.1), I
esta contido em nenhum ideal primo de A; logo, I = A. Portanto, existem pontos
x1,...,x, € Spec A e elementos c1,...,c, € A tais que c1b,, + -+ + ¢.b,, = 1. Tomando
x =ux; em (3.1), multiplicando por ¢;b,, e fazendo o somatorio, temos u = Zamici e A.
Portanto, O(Spec A) = A.

Exemplo 6. Retomando o Exemplo 4, no caso de uma variedade X e seu feixe de funcoes

requlares O, o talo O, em um ponto p € o anel local de p em X.
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Definicao 3.10. Se Z é um subconjunto de X, considerado como um subespaco topologico
com a topologia induzida, se i : Z — X € o mapa de inclusdo e se F é um feize em X,

entdo denominamos i—*F a restricdo de F a Z, geralmente denotado por F‘Z. Note que

o talo de ]—"‘Z em qualquer ponto p € Z ¢ apenas F.

Definicao 3.11. Se F e G sao pré-feizes em X, um morfismo ¢ : F — G consiste de
uma familia de morfismos de grupos abelianos p(U) : F(U) — G(U), para cada conjunto

aberto U, tal que, para toda inclusio V C U, o diagrama

Fy 2 gw)

pUV Puv

v
F(V)“-g(v)
seja comutativo, onde p e p' sao os mapas de restricao em F e G, respectivamente.

Se F e G sao feizes em X, usa-se a mesma definicao para um morfismo de feixes.

Um isomorfismo é um morfismo que possui inversa bilateral.

Observacao 9. Note que um morfismo ¢ : F — G de pré-feizes em X induz um

morfismo @, : F, — G, nos talos, para qualquer ponto p € X.

Defini¢ao 3.12. Um espago anelado é um par (X,Ox) consistindo de um espago

topologico X e um feize de anéis Ox em X . O feize Ox € denominado o feixe estrutural
de X.

Um morfismo de espagos anelados de (X,Ox) para (Y,Oy) é um par (f, f*)
consistindo de um mapa continuo f : X — Y e um mapa f*: Oy — f.Ox de feizes
de anéis em Y. Em outras palavras, um morfismo entre (X, Ox) e (Y,Oy) € um mapa
continuo f : X — Y e wma colecio de homomorfismos ff : Oy (U) — Ox (f_l(U)),

para quaisquer conjuntos abertos U C Y. Necessita-se que o diagrama
-1 -1
OX (f (U)) P11y ¢—1ly OX (SO (V)>

f}‘]T f{iT

Oy (U) Oy (V)

pUV
seja comutativo para quaisquer conjuntos V .C U de Y.

O espago anelado (X, Ox) € um espago localmente anelado se, para cada ponto

p € X, o talo Ox, é um anel local.

Um morfismo de espacos localmente anelados é um morfismo (f, f*) de
espagos anelados tal que, para cada ponto p € X, o mapa induzido de anéis locais fﬁ :

Oy tp) — Oxp € um homomorfismo local de anéis locais.

Proposicao 3.13. 1. Se A é um anel, entio (Spec A,O) é um espago localmente

anelado.
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Se p: A — B € um homomorfismo de anéis, entio ¢ induz um morfismo natural

de espacos localmente anelados
(f, /") : (Spec B, Ospec 5) — (Spec A, Ogpec 4) -

Se A e B sdo anéis, entdao qualquer morfismo de espagos localmente anelados de
Spec B para Spec A ¢é induzido por um homomorfismo de anéis ¢ : A — B como

no item anterior.

da Demonstracao. 1. Segue do resultado exposto na Proposi¢io 3.9 (1.).

Dado um homomorfismo ¢ : A — B, definimos um mapa f : Spec B — Spec A,
onde f(P) = ¢ !(P), para qualquer P € Spec B. Se I é um ideal de A, entao
f‘l(V(I)) = V(gp([)); logo, f é um mapa continuo.

Para cada P € Spec B, podemos localizar ¢ a fim de obter um homomorfismo
local de anéis locais ¢p : A,-1(py — Bp. Agora, para cada aberto V' C Spec A,
obtemos um homomorfismo de anéis f¥ : Ospec 4(V) — Ospec B(f_l(V)>, pela
defini¢ao de O, compondo com os mapas f e @pp. Isso nos fornece o morfismo de feixes
IiE Ospec 4 — f+ (Ospec B). Os mapas induzidos 1% nos talos sdo os homomorfismos

locais p; logo, (f, f*) ¢ um morfismo de espacos localmente anelados.

Reciprocamente, suponha dado um morfismo de espacos localmente anelados (f, f¥)
de Spec B a Spec A. Tomando secoes globais, f# induz um homomorfismo de anéis
¢ : I'(Spec A, Ogpec 4) — I'(Spec B, Ogpec B). Pela Proposicio 3.9 (3.), esses
anéis sao A e B respectivamente; logo, temos um homomorfismo ¢ : A — B.

Para qualquer P € Spec B, temos um homomorfismo local induzido nos talos,
Ospec a,£(P) — Ospec B,p OU Aypy — Bp, 0 qual deve ser compativel com o mapa
© nas seg¢oes locais e nos homomorfismos localizados. Em outras palavras, temos o

seguinte diagrama comutativo

A2 .pB .

|,

Appy—Bp

Como f* é um homomorfismo local, segue que p~'(P) = f(P), mostrando que f
coincide com o mapa Spec B — Spec A induzido por ¢. Agora, f* também é
induzido por ¢; logo, o morfismo (f, f*) de espacos localmente anelados de fato vem

do homomorfismo de anéis .

O

O préximo resultado (o qual pode ser falso para pré-feixes) ilustra a natureza local

dos feixes.
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Proposicao 3.14. Seja ¢ : F — G um morfismo de feizes em um espago topologico X .
Entao, ¢ é um isomorfismo se, e somente se, o mapa induzido no talo ¢, : F, — G, €

um isomorfismo para todo p € X.

Demonstragao. (14, Proposicao 1.1, p. 63) m

Proposic¢ao 3.15. Dado um pré-feize F, existe um feize F* e um morfismo 0 : F — F*
com a sequinte propriedade: para qualquer feixe G e qualquer morfismo ¢ : F — G, existe

um tinico morfismo ¢ : F* — G tal que ¢ =1 o8,

Além disso, o par (F*,0) é inico a menos de wm unico isomorfismo.

Ideia da Demonstracio. A construcao do feixe F© é dada da seguinte maneira: Para

qualquer conjunto aberto U, seja F(U) o conjunto das fungoes s : U — U J, de forma
peU
que, para cada p € U, (1) s(p) € F,, e (2) exista uma vizinhanga V' de p, contida em U, e

exista um elemento ¢t € F (V) tais que, para todo ¢ € V, o germe t, de ¢t em ¢ seja igual a
s(q).

Verifica-se que F ', com os mapas naturais de restri¢ao, é um feixe, que existe um
morfismo natural 6 : 7 — F e que tal morfismo possui a propriedade universal descrita.
A unicidade de F* é uma consequéncia da propriedade universal. Além disso, note que,
para qualquer ponto p, F, = f; e que, se F é um feixe, entdo F* é isomorfo a F via

6. ]

Defini¢ao 3.16. O feize F+ da Proposicio 3.15 é denominado o feire associado ao

pré-feixe F.

Definicao 3.17. Um subfeixe de um feixe F é um feize F' tal que, para todo conjunto
aberto U C X, F'(U) é um subgrupo de F(U) e os mapas de restrigio do feize F' sao

induzidos pelos de F. Para qualquer ponto p, o talo F, é um subgrupo de JF,.

Se v : F — G € um morfismo de feizes, definimos o nicleo de ¢, denotado
por ker ¢, como sendo o pré-feize nicleo de ¢ (o qual é um feize). Portanto, ker ¢ é um
subfeixe de F.

Dizemos que um morfismo de feixes ¢ : F — G ¢é injetivo se ker ¢ = 0. Portanto,
@ € injetivo se, e somente se, o mapa induzido p(U) : F(U) — G(U) for injetivo para
todo aberto de X .

Se p: F — G é um morfismo de feizes, definimos a imagem de p, denotada por
wm p, como sendo o feire associado ao pré-feixe imagem de . Pela propriedade universal
(Proposi¢io 3.15) do feixe associado a um pré-feixe, existe um mapa natural im ¢ — G.

De fato, esse mapa € injetivo e, portanto, im @ pode ser identificado com um subfeixe de
g.

Dizemos que um morfismo ¢ : F — G de feizes é sobrejetor se im ¢ = G.
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Se p: F — G é um morfismo de feizes, definimos o conicleo de ¢, denotado

por coker p, como sendo o feixe associado ao pré-feixe contcleo de .

Definicao 3.18. Dizemos que uma sequéncia de feixes e morfismos

- .
Fi-1 © Fi i Fitl

¢ exata se, em cada estdgio, ker o' = im @' 1.

Observacao 10. A partir da defini¢ao de sequéncia exata de feizes (Definigio 3.18), uma
sequéncia 0 — > F-—25G ¢ ezata se, e somente se, @ € injetivo; e ]-"L> G——0 ¢

exata se, e somente se, 1 € sobrejetor.

Observacao 11. Como visto, um morfismo ¢ : F — G de feizes € injetivo se, e somente
se, o mapa nas segoes p(U) : F(U) — G(U) € injetivo, para cada U. A afirmacao
andloga para morfismos sobrejetores nao é verdadeira, isto é, se p : F — G € sobrejetor,
os mapas p(U) : F(U) — G(U) nas segoes nao precisam ser sobrejetores. No entanto,
podemos dizer que p é sobrejetor se, e somente se, 0s mapas @, : F, — G, nos talos sio
sobrejetores, para cada p. De forma mais geral, uma sequéncia de feires e morfismos é
exata se, e somente se, ¢ exata nos talos. Com isso, é ilustrado, mais uma vez, a natureza

local dos feixes.

Definig¢ao 3.19. Seja f : X — Y um mapa continuo de espagos topoldgicos. Para
qualquer feize G em Y, definimos o feize imagem inversa f~'G em X como sendo o

feize associado ao pré-feive U — (V), onde U é qualquer conjunto aberto em X

lim G
V2 f(U)
e o limite é tomado sobre todos os conjuntos abertos V de Y contendo f(U).

3.3 ESQUEMAS: PARTE 1

Definigao 3.20. Um esquema afim é um espaco localmente anelado (X,Ox), o qual é

isomorfo (como espago localmente anelado) ao espectro de algum anel.

Um esquema é um espago localmente anelado (X, Ox) onde todo ponto possui
uma vizinhanca aberta U tal que o espaco topologico U, juntamente com a restri¢ao de

feize Ox

¢ um esquema afim, isto é, isomorfo a Spec A, para algum anel A.

U7
Denominamos X o espago topolégico subjacente do esquema (X,Ox) e Ox

seu feixe estrutural.

Um morfismo de esquemas é um morfismo como espagos localmente anelados.

Um isomorfismo ¢ um morfismo com inversa bilateral.

Proposicao 3.21. Seja X um esquema. Para qualquer x € X, sejam O, o anel local
em x e my seu ideal maximal. Define-se o corpo residual de x em X como sendo o corpo
k(x) = Op/m,. Agora, seja K um corpo qualquer. Entao, fornecer um morfismo de

Spec K para X € equivalente a dar um ponto x € X e um mapa inclusio k(z) — K.
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Demonstra¢io. (=) Se tivermos um morfismo Spec K — X, o tnico ponto de Spec K
mapeia a um ponto x € X. E temos um morfismo O, — K. Como K é um corpo, o ideal

maximal m, de O, mapeia a zero em K, isto é, induz um morfismo k(z) = O, /m, — K.
(«<=) Reciprocamente, se fixarmos um ponto z € X e um morfismo k(zx) — K,
podemos definir um morfismo de feixes f : Spec K — X como o ponto de Spec K —— =
e Ox — fiOspec Kk COMO
Ox(U) —0 sex U
Ox(U) — O, — k(z) — K sex el

]

Observacao 12. Uma vizinhanca U de x para a qual (U, OX'U) ¢ isomorfo a Spec A é

denominada uma vizinhanga afim de x. O corpo residual k(x) é independente da escolha

da vizinhanca afim. Da mesma forma, o talo O, do feize estrutural O ndo depende se
consideramos x um ponto de X ou um ponto de sua vizinhanga U. Portanto, O, é um

anel local e, se m, € seu ideal mazximal, entao O,/m, = k(x).

Definicao 3.22. Sejam f: X — Y um morfismo de esquemas ey € Y um ponto. Sejam
k(y) o corpo residual de y e Spec k(y) — Y o morfismo natural. Entdo, definimos a

fibra do morfismo f sobre o ponto y como sendo o esquema
X, = X Xy Spec k(y),
utilizando a defini¢io de produto fibrado de (14, p. 87).

Observagao 13. A fibra X, é um esquema sobre k(y) e pode-se mostrar que, como espago

topoldgico, é homeomorfo ao subconjunto f~*(y) de X :

De fato, o morfismo X, — f~*(y) é induzido pela projecio 7 : X Xy Spec k(y) —
X. Entao, precisamos provar que w € um homeomorfismo no espago topologico. Como
o problema € local para Y, podemos assumir que ¥ = Spec B. Para qualquer sub-
conjunto U C X, temos m=*(U) = U xy Spec k(y) = U,; logo, precisamos apenas
provar que U, = f~1(y) N U. Assim, podemos também assumir que X = Spec A afim.
Denotando por p o ideal primo de B correspondente a vy, ¢ : B —» A € o homomor-
fismo de anéis correspondendo ao homomorfismo de esquemas f : X — Y, temos
X xy Spec k(y) = Spec A®p B,/pB, = Spec A,/pA,. Como o0s ideais primos de
A, /pA, sao correspondentes ao ideais primos de A, contendo pA,, que é correspondente
aos ideais primos q C A tais que qN (B —p) =0 e p(p) C q, que corresponde aos ideais
primos q C A com ¢~ (q) = p, temos X xy Spec k(y) = f~'(y).

A nocao de fibra de um morfismo nos permite considerar um morfismo como uma
familia de esquemas (ou seja, suas fibras) parametrizada pelos pontos do esquema imagem.

Reciprocamente, essa nogao de familia é um bom modo de entender a ideia de uma familia
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de esquemas variando algebricamente. Por exemplo, dado um esquema Xy sobre um corpo

k, definimos uma familia de deformagoes de Xog como sendo um morfismo f: X — Y,

com'Y conezo, juntamente com um ponto yo € Y tal que k(yo) =k e X, = Xo. As outras

fibras X,, de f sao denominadas deformacgoes de Xj.

Definicao 3.23. Um morfismo plano f : X — Y, onde X,Y sdao esquemas, ¢ um
morfismo tal que o mapa induzido em todo talo seja um mapa plano de anéis, isto €,

Ip 1 Oy ry — Oxp € um mapa plano, para todo p € X. (Ver Definicio 2.14).

Exemplo 7. Se k é um corpo, Spec k é um esquema afim cujo espago topologico consiste

de um ponto e cujo feixe estrutural consiste do proprio corpo k.

Exemplo 8. Se R é um anel de valorizacao discreta, entdo Spec R é um esquema afim

cujo espago topologico consiste de dois pontos.

Se P ¢ um ideal primo nao-nulo de R, entdo contém um elemento ndao-nulo, o
qual pode ser escrito na forma ut™, onde u € unidade (possuindo valoriza¢io 0) et é um
uniformizante (possuindo valorizagio 1). Logo, t™ € P (multiplicando por u™'); portanto,
t € P (por causa da primalidade). Dessa forma, o unico ideal nao-nulo de R é o ideal

(mazimal) de elementos de valorizagio > 1 (Ver Definicio 2.10 e Observagio 3).

Em Spec R, um ponto ty é fechado, com anel local R; o outro ponto t, é aberto e

denso, com anel local igual a K, o corpo quociente de R.

O mapa de inclusao R — K corresponde ao morfismo Spec K — Spec R que

envia o unico ponto de Spec K para ty.

Existe um outro morfismo de espagos anelados Spec K — Spec R que envia o
unico ponto de Spec K para ty e utiliza a inclusao R — K para definir o mapa associado
f* nos feives estruturais. Fsse morfismo ndo é induzido por qualquer homomorfismo
R — K como na Proposi¢io 3.13 (itens 2 e 3), uma vez que ndo é um morfismo de

espacos localmente anelados.

Exemplo 9. Se k é um corpo, definimos a reta afim sobre k, Ai, como sendo Spec k[z].
O ponto &, correspondente ao ideal nulo, cujo fecho é todo o espaco e é denominado ponto
genérico. Os outros pontos, 0s quais correspondem aos ideais mazimais em k[z|, sao pontos
fechados. Esses estdo em correspondéncia biunivoca a polindmios monicos irredutiveis
nao-constantes de k[z]. Em particular, se k for algebricamente fechado, os pontos fechados

de Al estdo em correspondéncia biunivoca com elementos de k.

Exemplo 10. Seja k um corpo algebricamente fechado e considere o plano afim sobre k,
definido como A} = Spec k[z,y]. Os pontos fechados de A% estio em correspondéncia
biunivoca com pares ordenados de elementos de k. Além disso, o conjunto de todos o0s

pontos fechados de A%, com a topologia induzida, é homeomorfo a variedade A*.
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Em adicao aos pontos fechados, hda um ponto genérico &, correspondente ao ideal
nulo de k|x,y|, cujo fecho é todo o espago. Ainda, para cada polinémio irredutivel f(x,y),
hd um ponto n cujo fecho consiste de n juntamente com todos os pontos fechados (a,b) tal

que f(a,b) = 0. Dizemos que n é um ponto genérico da curva f(x,y) = 0.

Exemplo 11. Sejam X, e Xy esquemas, U C Xy e Uy C Xy subconjuntos abertos e seja
Q. (Ul,OXl U1> — (U2,0X2

Podemos definir um esquema X obtido pela colagem de X, e X5 sobre Uy e Us

U ) um isomorfismo de espacos localmente anelados.
2

via o isomorfismo .

O espago topologico de X € o quociente da uniao disjunta X1 U Xy pela relagdo de
equivaléncia xq ~ @(x1), para cada x, € Uy, com a topologia quociente. Portanto, existem
mapas i, : X1 —> X eig: Xo — X, e um subconjunto V- C X ¢ aberto se, e somente se,

iy (V) € aberto em X, e iy (V) é aberto em Xos.

O feize estrutural Ox € definido da sequinte forma: para qualquer conjunto aberto

VCX,

Ox(V) = { (s1,52) ¢ s1€ Ox, (iy' (V) 2 € Ox, (i7" (V)

690<51

Ox € um feize e (X, Ox) € um espago localmente anelado. Além disso, como X, e Xy sao

282

z‘f(val) z‘21<V)mU2}'

esquemas, todo ponto de X possui uma vizinhanca afim; logo, X € um esquema.

3.4 ESQUEMAS: PARTE 2

Seja S um anel graduado (Ver Defini¢io 2.2). Denote por Sy o ideal @ Sy.
d>0

Definicao 3.24. Definimos o conjunto Proj S como sendo o conjunto de todos os ideais

primos homogéneos P de S que ndo contém todo o S .

Se I é um ideal homogéneo de S, definimos o subconjunto
V(I):={P¢€Proj S:1CP}.
Lema 3.25. 1. Se I e J sao ideais homogéneos em S, entio V(I.J) =V (I) UV (J).

2. Se {I,} é uma familia qualquer de ideais homogéneos de S, entao V (Z Ia) =
NV (Ia).

Demonstragio. (14, Lema 2.4, p. 76) O

Observagao 14. A partir do Lema 3.25, pode-se definir uma topologia em Proj S

tomando os subconjuntos fechados como sendo o0s subconjuntos da forma V (I).
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Agora, podemos definir um feixe de anéis O em Proj S da seguinte forma:
o0
Sendo S = @ S; o anel graduado, considere T" um subconjunto multiplicativo de S
i=0
constituido por elementos homogéneos. O localizado 715 possui uma graduacao natural,

T7'S =EP(T'S),, onde

reZ

(T719), = {;Z ca; €5, ;€5 NT,1—j :r}.

Um caso importante é quando fixa-se P € Proj S e toma-se T' como sendo o
subconjunto multiplicativo dos elementos homogéneos de S que nao estao em P, denotado
por Sp :=T71S. Note que Sp é o localizado de S com denominadores no subconjunto
multiplicativo dos elementos homogéneos de S — P. Outro caso particular importante é
quando fixa-se um elemento homogéneo f € S e tomamos T = {1, f, f?,...}. Nesse caso,

denotamos Sy :=T7'S.

Se T ¢ um subconjunto multiplicativo de S constituido por elementos homogéneos,
(T~'S)y denota o subanel dos elementos de grau nulo de T'S. Nos casos citados, dados
P € Proj Se fe S homogéneo, denotamos S(py := (Sp)o e Sy := (Sf)o-

Agora, para qualquer subconjunto aberto U C Proj S, definimos O(U) como sendo
o conjunto das fungoes s : U — HS(p) tais que, para cada U C Proj S, s(P) € Sp)
e tais que s seja localmente um quociente de elementos de S, isto é, para cada P € U,

existem uma vizinhanca V' de P em U e elementos homogéneos de mesmo grau a, f em S

tais que, para todo Q € V, f € Q e s(Q) = ; em S(q).

O é um pré-feixe de anéis, com as restricoes naturais, e, da natureza local da

definicdo, temos que O é um feixe.

Definigao 3.26. Se S é um anel graduado, definimos (Proj S,O) como sendo o espago

topologico com o feize de anéis construido acima.

Proposicao 3.27. Seja S um anel graduado.

1. Para qualquer P € Proj S, o talo Op ¢ isomorfo ao anel local S¢py.

Em particular, (Proj S,O) é um espago localmente anelado.

2. Para qualquer elemento f € S, homogéneo, seja D, (f) :={P € Proj S: f & P}.
Entao, Dy(f) € aberto em Proj S.

Além disso, esses conjuntos abertos cobrem Proj S e, para cada tal aberto, temos

um tsomorfismo de espacos localmente anelados

(D+(f),O‘D+(f)) = Spec S(p),

onde Sy € o subanel de elementos de grau zero no anel localizado Sy.
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3. Proj S é um esquema.

Demonstragao. Note que 1. diz que Proj S é um espago localmente anelado e 2. diz que
é coberto por esquemas abertos afins. Portanto, 3. é uma consequéncia das duas primeiras

afirmagoes.

1. Tome a aplicagao
@ZJ : Op — S(p)
(U,s) — s(P)
a qual ¢ um homomorfismo de anéis. Para mostrar a sobrejetividade de v, fixemos

; € Swpy, coma, f€Se fgP. Entao, Dy(f) é uma vizinhanca de P. Além disso,

a funcao
S D+(f) — H S(Q)
QEGDJr(f)
Q — ? € S(Q)

Quanto a injetividade de 1,

( ))zt(P):;,com
a, f € Se fd& P. Da definicao do feixe O, temos a existéncia de vizinhancas U’, V'
de P, com U' C U e V' CV, tais que s(Q) = ;, VQ e U, e t(Q) = ;, vQ e V.

W>:

¢ um elemento de O(D+(f)> e v ((Dy(f),s)) =

¢
f
sejam (U, s), (V. t) € Op tais que s(P) = ( )

Entao, tomando W = U’ N V’, temos S‘W = t‘w' Portanto, (U, s) = <W,s

< W> = (V.1).
2. Note que Do (f) =Proj S—V ((f)),onde V ((f)) ={Q € Proj S:Q 2 (f)}; logo,
¢ aberto.

Agora, como os elementos de Proj S sao os ideais primos homogéneos P de S que
nao contém S, , segue que os conjuntos abertos D, (f), para f € S, homogéneos,

cobrem Proj S.

Fixe f € S, homogéneo. A ideia é definir um isomorfismo (go, gpﬁ> de espacos

localmente anelados D (f) — Spec S(y)

Existe um homomorfismo natural de anéis S — Sy e Si) ¢ um subanel de S;.
Utilizando a ideia de extensdo de ideais, para qualquer ideal homogéneo I C S, seja
o(I) = (ISf) N S(py. Em particular, se P € D, (f), entao p(P) € Spec Sy (ou
seja, o é sobrejetora). Logo, da-se, assim, o mapa ¢. As propriedades de localiza¢ao
mostram que ¢ é uma bijecdo como um mapa de Do (f) para Spec S(p. Além
disso, se I é um ideal homogéneo de S, entdo P D [ se, e somente se, ¢(P) 2 ¢(1).

Portanto, ¢ é um homeomorfismo.
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Falta, entao, definir um isomorfismo

f.
@ OSpec S 7 Px OProj S‘
D4 (f)

de feixes em Spec S(y) tal que, para cada P € D(f), o homomorfismo induzido
nos talos
.

Proj S’
Dy ) p

seja um homomorfismo local.

Primeiro, observe que, se P € D(f), entdo os anéis Sip) e (S(f)) " sao natu-
©

a
ralmente isomorfos. De fato, Sp) é constuido das fragoes i com a,b elementos

homogéneos de mesmo grau de S e b & P, e (S( f)) ¢é constituido por fragoes

a
7
b
()
degb=m-deg f e fl; Z p(P), ou seja, b & P.

Como P nao contém f, note que a aplicacao

w(P)

do tipo , com a,b elementos homogéneos de S tais que dega = n - deg f,

op : (S(f/))@(P) — S(p)
a/fm af™

.
b/ fm bfn

——— = 0 em 5(p) significa

bf

que existe um elemento homogéneo c em S, ¢ € P, tal que caf™ = 0. Portanto, se

esta bem-definida e é um homomorfismo. Além disso,

degc=Fkedegf=r>1, temos

CTfTI’L
Firm € 50
Crfm
firm £ PSy 05 = o(P)
) /
cfm a
e = 0 em S,
a/f" L \ o
donde b/ =0 em (S(f)) " Portanto, op é injetiva. Quando a sobrejetividade,
m ®

a
dado 3 € S(p), com a,b elementos homogéneos de mesmo grau ¢, b € P, temos

ab™ ' /ft\ a
or (7 )
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onde r =deg f > 1.

Agora, observe que, por ¢ ser um homeomorfismo, um subconjunto U de Spec Sy
é aberto se, e somente se, 0~ 1(U) é um aberto de D, (f). Além disso, se U é aberto

de Spec S(y), entao, por definicao,

(@) : :
P Proj S’ Proj S’ (cpfl(U))
Dy (f) Dy (f)

Por isso, ¢, | O (U) é constituido pelas se¢oes

Proj S’
D (f)

s:go_l(U)—> H Spy,
Pep=1(U)

a
as quais sao, localmente, um quociente do tipo s(P) = 5 com a, b € S homogéneos

de mesmo grau e b ¢ P.

Analogamente, Ogpec S, f)(U ) é constituido pelas segoes

_ o
b/ fm

as quais sao, localmente, um quociente do tipo s(ap(P)) , com a,b €S

homogéneos, dega =n -deg f, degb=m-deg f e b & P.

Assim, os homomorfismos op induzem, para cada aberto U de Spec S(), um

homomorfismo

()0?] : OSPGC S(f)(U> —7 P« @ (U>

Proj S’
D4 (f)

Uma vez que op é um isomorfismo para todo P € D, (f), cada gogj também é um

isomorfismo. Além disso, para cada inclusao V' C U de abertos de Spec S(), o

diagrama
&
Ospec 515 (U) —=: | O S‘ ()
) D, (f)
OSpec S(f> (v) — . Px (V>
4 .
L Proj S’DJr(f)

é comutativo. Logo, ¢* é um isomorfismo de feixes em Spec S(y). Portanto, (go, goﬁ)

¢ um isomorfismo de espagos localmente anelados, como desejado.
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O

Exemplo 12. Se A € um anel, definimos o espago n-projetivo sobre A como sendo o

esquema P% = Proj Alxo,...,x,]. Em particular, se A é um corpo algebricamente fechado,
entao P} € um esquema cujo subespaco de pontos fechados é homeomorfo ao ja apresentado
na Definigcao 2.1.

3.5 ESQUEMAS: PARTE 3

Defini¢ao 3.28. Um esquema (X, Ox) € reduzido se, para todo conjunto aberto U C X,
o anel Ox(U) nao possui elementos nilpotentes. Equivalentemente, X é reduzido se, e

somente se, os anéis locais O,, para todo p € X, ndo possuem elementos nilpotentes.
Seja (X, Ox) um esquema. Seja (Ox)pq 0 feize associado ao pré-feize U —
Ox(U)red, onde, para qualquer anel A, denota-se por A o quociente de A pelo seu ideal

de elementos nilpotentes. Denominamos (X, (OX)red> o esquema reduzido associado a X,

denotado por X ,eq.

Definicao 3.29. Um esquema € irredutivel se seu espaco topologico € irredutivel.

s

Um esquema X ¢é integral se, para todo conjunto aberto U C X, o anel Ox(U) é

um dominio de integridade.

Observagao 15. Se X = Spec A ¢é um esquema afim, entio X € integral se, e somente

se, A é um dominio de integridade.

Além disso, um esquema € integral se, e somente se, € reduzido e irredutivel. Para

mais detalhes, ver (14, Proposi¢io 3.1, p. 82).

Definicao 3.30. Um esquema X ¢é Noetheriano se possui uma cobertura finita por

conjuntos afins X = U U;, com U; = Spec A;, de forma que A; sio anéis Noetherianos.

Um esquema X sobre um anel B ¢ de tipo finito sobre B se X possui uma

cobertura finita de forma que A; sao dlgebras de tipo finito sobre B.

Definicao 3.31. Um morfismo f: X — Y de esquemas é localmente de tipo finito
se existe uma cobertura de Y por subconjuntos abertos afins V; = Spec B; tais que, para
cada i, f~H(V;) pode ser coberto por subconjuntos abertos afins U;; = Spec A;;, onde cada

A;; € uma B;-dlgebra finitamente gerada.

O morfismo f ¢ de tipo finito se, além disso, cada f~'(V;) pode ser coberto por

um nimero finito de abertos Us;.

Definicao 3.32. Um morfismo f : X — Y € um morfismo finito se existe uma cobertura
de Y por subconjuntos abertos afins V; = Spec B; tais que, para cada i, f~1(V;) € afim,

igual a Spec A;, onde A; é uma B;-dlgebra a qual é um B;-maodulo finitamente gerado.
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Defini¢ao 3.33. Seja X um esquema de tipo finito sobre um corpo k (ndo necessariamente
algebricamente fechado). Dizemos que X é geometricamente integral se X @ k ¢
integral, onde k denota o fecho algébrico de k e X @y k, por abuso de notacio, denota

X ®spec 1 Spec k.

Definicao 3.34. Um subesquema aberto de um esquema X ¢é um esquema U cujo
espago topologico € um subconjunto aberto de X e cujo feixze estrutural Oy € isomorfo a

restricao OX’U do feize estrutural de X.

Uma tmersdao aberta ¢ um morfismo f : X — Y que induz um isomorfismo

entre X e um subesquema aberto de Y .

Definicao 3.35. Uma imersao fechada é um morfismo f:Y — X de esquemas tal
que f induz um homeomorfismo sobrejetor do espaco Y em um subconjunto fechado do

espaco X e, além disso, o mapa induzido f*: Ox — f.Oy de feizes em X é sobrejetor.

Um subesquema fechado de um esquema X € uma classe de equivaléncia das
imersoes fechadas, onde dizemos que f:Y — X e f' :Y' — X sao equivalentes se

existe um isomorfismo i : Y' — Y tal que [’ = f o1.

Definicao 3.36. Seja f: X — Y um morfismo de esquemas.

O morfismo diagonal ¢ o unico morfismo A : X — X Xy X cuja composicio

com ambos os mapas projecoes p1,ps : X Qy X — X € o mapa identidade X — X.

Dizemos que o morfismo f é separado se o morfismo diagonal A € uma imersdo

fechada. Nesse caso, também dizemos que X ¢ separado sobre Y .

Um esquema X é separado se é separado sobre Spec 7.

Exemplo 13. Se A : A — B € um homomorfismo sobrejetor de anéis, entao o mapa
associado X\ : Spec B — Spec A define um homeomorfismo de Spec B e um subcon-
junto fechado V(I) C Spec A, onde I = ker A. Nesse caso, dizemos que Spec B é um

subesquema fechado de Spec A e \ é uma imersio fechada.

Exemplo 14. Sejam A um anel e I um ideal de A. O homomorfismo de anéis A — A/l

induz um morfismo de esquemas f : Spec A/I — Spec A, o qual é uma imersao fechada.

O mapa [ é um homeomorfismo de Y sobre o subconjunto fehcado V(I) de X e o
mapa de feizes estruturais Ogpec 4 — fiOspec 4/1 € s0bTEjEtOT, POis € sobrejetor nos talos,

0s quais sao localizagoes de A e A/I, respectivamente.

Portanto, para qualquer anel I C A, obtemos uma estrutura de subesquema fechado
no conjunto fechado V(I) C Spec A. Em particular, todo subconjunto fechado Y de
Spec A possui muitas estruturas de subesquemas fechados correspondentes a todos o0s
ideais 1 tais que V(I) =Y. De fato, toda estrutura de subesquema fechado em um

subconjunto fechado Y de um esquema afim X surge a partir de um ideal dessa forma.
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Definigao 3.37. A dimensdo de um esquema X, denotada por dim X, € sua dimensdo
como espago topoldgico, como definida em (14, p. 5).

Se Z é um subconjunto fechado irredutivel de X, entdo a codimensao de Z em
X, denotada por codim(Z,X) é o supremo dos inteiros n tais que existe uma cadeia
4 =UyC /y C--- C Zy, de distintos subconjuntos irredutiveis fechados de X, comegcando
com Z.

Se'Y é qualquer subconjunto fechado de X, definimos codim(Y, X) := Zlgf codim(Z, X),

onde o infimo ¢é tomado sobre todos os subconjuntos irredutiveis fechados de Y .

Exemplo 15. Se X = Spec A é um esquema afim, entdo a dimensdo de X é a mesma
da dimensdo de Krull de A (Ver [6], p. 90).

Observacgao 16 (Relagao entre Variedades Projetivas e Esquemas). Considerando um
corpo algebricamente fechado k, relaciona-se o conjunto de variedades projetivas ao conjunto
de esquemas integrais. Em particular, qualquer variedade pode ser considerada um esquema

integral, separado de tipo finito sobre k. Para mais detalhes, veja (14, p. 104-105).

Definicao 3.38. Uma variedade sobre um corpo algebricamente fechado k é um esquema

integral separado de tipo finito sobre k.
Um morfismo de variedades é um morfismo de esquemas sobre k.

Uma variedade X que é um esquema afim é denominada uma variedade afim.

3.6 FEIXE DE MODULOS: PARTE 1

Defini¢ao 3.39. Seja (X, Ox) um espago anelado.

Um feixe de Ox-mddulos (ou um Ox-mdbdulo) é um feize F em X tal que,
para cada conjunto aberto U C X, o grupo F(U) é um Ox(U)-mddulo e, para cada inclusao
de abertos V- C U, o homomorfismo de restricao F(U) — F(V) € compativel com as

estruturas de mddulo via o homomorfismo de anéis Ox(U) — Ox (V).

Um morfismo F — G de feizes de Ox-modulos é um morfismo de feixzes tal
que, para cada conjunto aberto U C X, o mapa F(U) — G(U) é um homomorfismo de
Ox (U)-médulos.

O produto tensorial F @0, G de dois Ox-mddulos € o feize associado ao pré-feive
Ur— F(U) ®oyw) G(U).

-

Um Ox-modulo é livre se é isomorfo a uma soma direta de copias de Ox. E

localmente livre se X pode ser coberto por conjuntos abertos U de forma que cada ]:‘U

seja um (’)X‘U—médulo livre. Nesse caso, o posto de F em tal conjunto aberto é o nimero

de cdpias necessarias do feixe estrutural (finito ou infinito).

Um feixze localmente livre de posto 1 é denominado um feixe invertivel.
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Um feixe de ideais em X é um feixe de modulos Z o qual é um subfeize de Ox.

Em outras palavras, para todo aberto U, Z(U) é um ideal em Ox(U).

Exemplo 16. Na defini¢io de feize de ideais (Definicao 3.39), a atribuicao de Z(U)
como um ideal de O(U), para todo aberto U de X, € feita da sequinte forma: a restri¢ao
puv fornece a relagio Z(U) — Z(V) e € tal que uma fungao reqular f em uma unido
U .= U Uy de subconjuntos abertos Uy estd em Z(U) se, e somente se, sua restricio a Uy
estd em Z(U)), para todo A.

Por exemplo, se' Y é um subconjunto fechado de X, entao Iy € o feize de ideais

tal que, para todo subconjunto aberto U de X,
Ly(U):={f€OU): f(p) =0.¥peYnU}.

Definicao 3.40. Seja f : (X,O0x) — (Y, Oy) um morfismo de espagos anelados. Se F ¢é
um Ox-médulo, entio f.F éum f.Ox-médulo. Como temos o morfismo f*: Oy — f.Ox
de feixes de anéis em'Y , isso da a f.F uma estrutura natural de Oy -mdodulo. Denominamos

a esse Oy-modulo a imagem direta de F pelo morfismo f.

Seja G um feize de Oy -médulos. Entao, f~1G é um f~1Oy-médulo. Tem-se um
morfismo 1Oy — Ox de feives de anéis em X. Definimos f*G como sendo o produto

tensorial
f_lg ®f710Y OX

Portanto, f*G é um Ox-modulo, denominado imagem inversa de G pelo morfismo f.

Observacao 17. E importante que ndio haja confusio entre f~'G (Definigio 3.19) com o

feize f*G definido para um morfismo de espagos anelados (Defini¢io 3.40).

Definicao 3.41. Sejam A anel e M um A-mdédulo. Definimos o feixe associado a M

em Spec A, denotado por M, da seguinte forma:

Para cada ideal primo P C A, seja Mp a localizacao de M em P. Para qualquer
conjunto aberto U C Spec A, definimos o grupo M(U) como sendo o conjunto de fungoes

s:U— H Mp tais que, para cada P € U, s(P) € Mp e tais que s é, localmente, uma
PeU

m
fragdo 7 comm € M e f e A.
Para ser preciso, precisa-se que, para cada P € U, exista uma vizinhanca V de P
m
em U e existam elementos m € M e f € A tais que, para cada Q €V, f € Q e s(Q) = 7

em Mg.

M € um feize a partir do uso de mapas de restricdao.

Definigao 3.42. Seja (X,0x) um esquema. Um feize de Ox-mddulos F é quasi-

coerente se X pode ser coberto por subconjuntos abertos afins U; = Spec A; tais que,
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para cada i, existe um A;-modulo M; com F U = M;. Ou seja, um feixe quasi-coerente
2
em um esquema X € um Ox-maodulo que, localmente, € da forma M.
F ¢ coerente se, além disso, cada M; pode ser tomado como um A;-mddulo

finitamente gerado.

Exemplo 17. Em qualquer esquema X, o feize estrutural Ox é quasi-coerente (e, de
fato, coerente). Isto €, para cada subconjunto aberto U e toda fungio f € Ox(U), o
conjunto Uy == {p € U : f(p) # 0} € aberto em U e o homomorfismo de restrigio
Ox(U) — Ox(Uy) induz um isomorfismo

§vr: Ox(U)y — Ox(Uy),
h|

Uy

h

onde F — ‘ . De fato, &y p € injetivo: Se &y s <f”> =0, entao h‘U =0 e, logo,
:

Uy

fh=0em OU). Também é injetivo: Cubra U por subconjuntos abertos afins U' e tome
fi= f‘Ul Dada g € O(Uy), hdan € Z e h; € O(U") tal que

h;
Sui g (f") =y

Ui,

para todo . Agora, tome h;; := h; — Vi, j. Como

B B

uinuinuy _Puinuinuy
fn Uinuinty - fn ’
UinuinUy UinuinUy
seque que
B — (fh.
(Fhi) Uinus (£hs) Uinus

e, portanto, existe uma fungao reqular h € O(U) tal que h‘UZ, = f‘mhi, para todo v. Dessa

forma, €U7f< d )

fnJrl =9

Exemplo 18. Se X = Spec A é um esquema afim, ¥ C X é o subesquema fechado

. h .
o, U}/ para todo i, e, logo, &y f (f”“) = g, para todo 1.

definido por um ideal I C A ei:Y — X € um morfismo inclusio, entao i,Oy é um

Ox-mddulo quasi-coerente (e, de fato, coerente). Note que é isomorfo a (A7[).

Exemplo 19. Retomando o Exemplo 16, seja U C X wm subconjunto aberto e seja f

uma funcdo reqular em U. Afirmo que

v OWU)y — O(Uy),
onde Uy == {p € U : f(p) # 0}, fornece a relagio sobrejetora Iy (U); — Ly (Uy). De fato,
se h € Iy (Uy), entao h = &y ¢ ];qn , para algum g € O(U) e algum inteiro n > 0. Como
h se anula em Y NUy, entdo g também o faz. Além disso, gf se anula em Y NU, portanto

sendo um elemento de Iy (U). Note que h = &y g ( >, provando nossa afirmacao.

95
fn+1
Portanto, Iy € quasi-coerente.
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Lema 3.43. Sejam X = Spec A um esquema afim, f € A, D(f) C X o conjunto aberto

correspondente e F um feixe quasi-coerente em X .

1. Se s € I'(X,F) é uma se¢io global de F cuja restricaio a D(f) é 0, entdo, para
algum n >0, f"s = 0.

2. Dada uma secio t € F(D(f)) de F sobre o aberto D(f), entao, para algum n > 0,

ft estende-se a uma segao global de F sobre X.

Demonstra¢io. (14, Lema 5.3, p. 112) ]

Proposicao 3.44. Seja X um esquema.

Entao, um Ox-modulo F é quasi-coerente se, e somente se, para todo subconjunto
afim aberto U = Spec A de X, existe um A-maodulo M tal que F . ~ M.

Se X ¢ Noetheriano, entao F € coerente se, e somente se, 0 mesmo € valido com a

condicao extra que M seja um A-maodulo finitamente gerado.

Demonstragio. (14, Proposigao 5.4, p. 113) ]

Proposigao 3.45. Seja X um esquema afim e seja 0 — F' — F — F" — 0 uma

sequéncia exata de Ox-modulos. Assuma que F' seja quasi-coerente. Entdo, a sequéncia

0—I(X,F)—TXF) —ITXF)—0

¢ exata.
Demonstrag¢io. (14, Proposigao 5.6, p. 113-114) ]
Proposicao 3.46. Se X = Spec A é um esquema afim, existe uma correspondén-

cia biunivoca entre ideais I em A e subesquemas fechados Y de X, dada por I —
IMAGEM DE Spec A/l em X. Em particular, todo subesquema fechado de um esquema

afim é afim.

Demonstragio. (14, Corolario 5.5, p. 113) (14, Corolario 5.10, p. 116) ]

3.7 FEIXE DE MODULOS: PARTE 2

Definicao 3.47. Sejam S um anel graduado e M uwm S-modulo graduado. Definimos o

feixe associado a M em Proj S, denotado por M, da sequinte forma:

Para cada P € Proj S, seja Mpy o grupo de elementos de grau zero na localizagao
T='M, onde T é o sistema multiplicativo de elementos homogéneos de S que ndo estdo
em P. Para qualquer subconjunto aberto U C Proj S, definimos M(U) como sendo o

conjunto das fungoes s : U — H Mpy que, localmente, sao fragoes. Em outras palavras,
PeU
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para todo P € U, existe uma vizinhangca V de P em U e existem elementos m € M e

f €8 de mesmo grau tais que, para todo QQ € V, temos f & Q e s(Q) = 7}1 em Mg). M

¢ feixe com os mapas naturais de restrigao.

Proposicao 3.48. Sejam S um anel graduado e M um S-moédulo graduado. Seja X =
Proj S.

1. Para qualquer P € X, o talo (M)p = Mp).

2. Para qualquer elemento homogéneo f € Sy, temos M’D ( = (Mg))~ wia o isomor-
+

1)
fismo de Do (f) com Spec S(y), onde My denota o grupo de elementos de grau 0

no modulo localizado M.

3. M é um Ox-modulo quasi-coerente.

Se S for Noetheriano e M for finitamente gerado, entdo M € coerente.

Demonstracao. Prova analoga a dada na Proposicio 3.27, bastando substituir M por
S. O

Definicao 3.49. Sejam S um anel graduado e X = Proj S. Para qualquer n € Z,
definimos o feize Ox(n) como sendo S(n).

Denominamos Ox (1) o feixe torcido de Serre.

Para qualquer feize de Ox-mdédulos F, denotamos por F(n) o feixe torcido

f@(’)x Ox(n)

Proposicao 3.50. Seja S um anel graduado e seja X = Proj S. Assuma que S seja

gerado por S1 como uma Sy-dlgebra.

1. O feize Ox(n) é um feize invertivel em X.

2. Para qualquer S-médulo graduado M, M(n) = M(n).
Em particular, Ox(n) ® Ox(m) = Ox(n +m).

3. Seja T um outro anel graduado, gerado por Ty como um Ty-dlgebra, e seja ¢ :
S — T um homomorfismo que preserva graus. Sejam, ainda, U CY = Proj T
e f:U — X o morfismo determinado por ¢. Entao: f* (Ox(n)) = Oy(n)‘U e

f. (Ov(n)],,) = (1.00) (n).

Demonstragao. 1. Primeiramente, lembremos que invertivel significa localmente livre

de posto 1. Seja f € Si e considere a restri¢ao OX(n)’D ) Pelo resultado expresso

+(f
na Proposicio 3.48, tal restricao é isomorfa a S (n)( 1) em Spec S(p)- Afirmo que essa

restri¢ao ¢ livre de posto 1. De fato, S(n)(s) é um S¢p-mddulo livre de posto 1. S(y)

¢ o grupo dos elementos de grau 0 em Sy e S(n)(s) é o grupo de elementos de grau n
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em Sy. Obtemos um isomorfismo entre esses grupos colocando s — f"s. Isso faz
sentido para qualquer n € Z, pois f ¢é invertivel em Sy. Agora, como S ¢é gerado por
S1 como uma Sy-dlgebra, X é coberto por conjuntos abertos D, (f), para f € 5.

Portanto, O(n) é invertivel.

2. Esta afirmacao segue do fato de (M (}f)s N) = M Roy N, para quaisquer dois S-
modulos graduados M, N, quando S é gerado por S;. De fato, para qualquer f € Sy,
temos (M ®s N) () = M(p) ®s(s) Niyp)-

3. De forma geral, para qualquer S-médulo graduado M, temos f*(M) = (M ®s T) .
e para qualquer T-moédulo graduado N, f, (N ‘U> = (SN), onde gN significa N

considerado como um S-médulo. Além disso, o feixe T em X é apenas f.(Oy).

O

A operacao de torcer nos permite definir um S-médulo graduado associado a

qualquer feixe de modulos em X = Proj S.

Definicao 3.51. Sejam S um anel graduado, X = Proj S e F um feize de Ox-maodulos.

Definimos o S-médulo graduado associado a F como um grupo, sendo I'.(F) =

@F(X,]:(n)).

nez
Da-se uma estrutura de S-modulo graduado da sequinte forma: Se s € Sy, entdo s

determina, de forma natural, uma secao global s € F(X, OX(d)). Entao, para qualquer
te F(X, ]-"(n)), define-se o produto s -t em F(X, F(n+ d)) tomando o produto tensorial
s®t e usando o mapa natural F(n) @ Ox(d) = F(n+d).

Proposicao 3.52. Sejam A um anel, S = Alzg,...,x.], comr >1 e X =Proj S. (Isso
¢ apenas o espago r-projetivo sobre A). Entao, T',(Ox) = S.

Demonstragao. (14, Proposicao 5.13, p. 118) ]

Lema 3.53. Sejam X um esquema, L um feize invertivel em X, f € I'(X, L), X; o

conjunto aberto dos pontos x € X onde f, & m,L, e seja F um feixe quasi-coerente em X.

1. Suponha que X seja quasi-compacto e seja s € I'(X, F) uma seg¢ao global de F cuja
restricio a Xy € 0. Entdo, para algum n > 0, temos f"s = 0, onde f"s € considerada

uma segdao global de F & L.

2. Suponha, além disso, que X possua uma cobertura finita por subconjuntos abertos
afins U;, tal que L U,
para cada i, j. Dada uma secio t € I'(Xy, F), entao, para algum n > 0, a se¢do
frt e I‘(Xf,]: ® £®”) estende-se a uma segao global de F @ LZ".

seja livre, para cada i, e tal que U; NU; seja quasi-compacto,

Demonstragio. (14, Lema 5.14, p. 118-119) ]
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Definicao 3.54. Sejam X um esquema e F um feize de Ox-modulos. Dizemos que F é
gerado por segoes globais se existe uma familia de segoes globais {s;}icr, si € (X, F),

tal que, para cada x € X, as imagens de s; no talo F, geram o talo como um O,-madulo.

Exemplo 20. Seja X = Proj S, onde S é um anel graduado gerado por S; como uma

So-dlgebra. Entao, os elementos de Sy fornecem segoes globais de Ox (1) que o geram.

Teorema 3.55. Sejam k um corpo, A uma k-dlgebra finitamente gerada, X um esquema
projetivo sobre A e F um Ox-mddulo coerente. Entio I'(X,F) é um A-médulo finitamente

gerado.

Em particular, se A=k, ['(X,F) é um k-espago vetorial de dimensao finita.

Demonstragio. (14, Teorema 5.19, p. 122-123) O]

3.8 DIFERENCIAIS

Nesta secao, definimos o feixe de formas diferenciais relativas de um esquema
sobre outro através de um método puramente algébrico, iniciando com alguns conceitos e
resultados sobre o modulo de diferenciais de um anel sobre outro. Utilizaremos o feixe
de diferenciais em uma variedade nao-singular para definir seu feixe tangente e seu feixe

canonico.

Sejam A um anel (comutativo com unidade), B uma A-algebra e M um B-mddulo.

Definicao 3.56. Uma A-derivacdo de B em M é um mapa d: B — M tal que

1. d ¢ aditivo;
2. d(bb') = bdb' + b'db; e
3. da =0, para todo a € A.

Definicao 3.57. Definimos o médulo de formas diferenciais relativas de B sobre
A como sendo um B-mddulo Qg a, juntamente com uma A-derivagio d : B — Qpgya,
a qual satisfaz a sequinte propriedade universal: para qualquer B-mddulo M e qualquer
A-derivagio d' : B — M, existe um tinico homomorfismo de B-mdodulos f: Qpa — M

tal que d = f od, isto é, o sequinte diagrama

B—%Qp/4

| A

M

é comutativo.
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Proposicao 3.58. Seja B uma A-dlgebra. Sejam f : B®4 B — B o homomorfismo
diagonal definido por f(b®@b') =bl e I =ker f. Considere B ®4 B como um B-mddulo

pela multiplica¢do a esquerda. Entio I/I* herda uma estrutura de B-mddulo.

Defina um mapa d: B — I/I? por db =1®b—b®1 (mddulo I?). Entdio (I/I?,d)

¢ um mddulo de diferenciais relativo para B/A.

Ideia da Demonstracao. Temos que f é um homomorfismo de A-algebras e que a sequéncia
0—=]—=B@,sB—~B—~0

é exata. Sejam C = B®, B/I? e f : C — B. Entdo, ker f = [/I? ¢ um B-médulo.

Consequentemente, a sequéncia

0—=1I/1P—~C-1oB——0
também é exata.

Sejad: B — I/I* db:=1®0b—0b® 1( mod I?), uma A-derivagdao. O par

(I/1?,d) ¢ um médulo de diferenciais relativo.

Sejam M um B-moédulo, d' : B — M uma A-derivacdo e o : B, B — B x M,
ol ®@y) = (xy, zd'y), um homomorfismo de A-algebras. Se

f (Z T ®Z/i) = > (f(%@yz'))
= Z Lili
= 0,
entao
SO(Z% ®yi) = Y ol ®y)
= Z(%yu xid,yi)
= (Z Lili, Z Iid/yi)
= (O, > xid/yi) .
Logo, considerando ¢ : gp’l o pa, onde pys € a projecao sobre M, podemos considerar
o(I) C M.
Definindo g : I/I*> — M de forma que

g(db) :g(1®b—b® 1 mod 12) =p(1®b) —pb®1)=db—0bd1=db,
temos que d’ = g o d. Portanto, temos o seguinte diagrama

B—%1/1%.

o A

M



42

Além disso, I/I? possui uma estrutura de B-mddulo induzida pela multiplicagio por

b® 1, considerando B ® 4 B também como um B-moddulo via homomorfismo f. Assim, se
£=) x;®@y; mod I? € I/I?, entdo b¢ = > br; ®y; mod I? e g(b¢) = > by = by(§),

ou seja, g é B-linear. Ainda, temos que

1@y =01y —y®1) +zy® 1.
——
ez
Portanto, se w = sz ®vy; € I, entdo w mod I? = szdyl Conclusao: [/[2 ¢é gerado,
como um B-mddulo, por {db:b € B}. O

Exemplo 21. Se B = Alxy,...,x,| € um anel de polinomios sobre A, entao Qpa € o

B-mddulo livre de posto n gerado por dzy, ...,dx,. (15, p. 186)

Proposicao 3.59 (Primeira Sequéncia Exata). Sejam A — B — C' anéis e homomor-

fismos. Entdo existe uma sequéncia exata natural de C'-mdédulos
Qpja ®@p C — Qoja — Qi — 0.

Demonstrag¢io. (15, Teorema 57, p. 186-187) ]

Proposicao 3.60 (Segunda Sequéncia Exata). Sejam B uma A-dlgebra e I um ideal de

B. Entao existe uma sequéncia exata natural de B/I-mddulos
1)1 —2Qpa @ B/I —> Qpjpa —0,

onde, para qualquer b € I, se b é sua iamgem em I/I?, entdo 6b = db® 1.

Note que, em particular, I/I* possui uma estrutura natural de B/I-médulo e que &

¢ um mapa B/I-linear, mesmo sendo definido via a derivagdio d.

Demonstragio. (15, Teorema 58, p. 187-189) O

Corolario 3.61. Se B é um A-dlgebra finitamente gerada ou se B é uma localizac¢io de

um A-dlgebra finitamente gerada, entdo Qdpja € um B-mddulo finitamente gerado.

Demonstragio. (14, Corolario 8.5, p. 173) ]

3.9 FEIXES DE DIFERENCIAIS

Nesta secao, a ideia ¢ incorporar a definicao de moédulo de diferenciais ao estudo

sobre esquemas.

Seja f 1 X — Y um morfismo de esquemas. Considere o morfismo diagonal
A: X — X xy X. A fornece um isomorfismo de X sobre sua imagem A(X), a qual é
um subesquema localmente fechado de X xy X, isto é, um subesquema fechado de um
subconjunto aberto W de X xy X.
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Defini¢ao 3.62. Seja T o feize de ideais de A(X) em W. Definimos o feixe de dife-

renciais relativos de X sobre Y como sendo o feive Qx;y = A* (Z/I%) em X.

Observagao 18. Note que Z/I? possui uma estrutura natural de Oa(x)-médulo. Entao,
como A induz um isomorfismo de X em A(X), Qx|y possui uma estutura natural de

Ox-mddulo. Além disso, Sdx|y € coerente.

Observagao 19. Se U = Spec A é um subconjunto aberto afim deY eV = Spec B €
um subconjunto aberto afim de X tais que f(V) C U, entao V Xy V' é um subconjunto
aberto afim de X xy X isomorfo a Spec (B®a B), e A(X)N(V xy V) € o subesquema
fechado definido pelo nicleo do homomorfismo diagonal B @4 B — B. Portanto, T/I* é
0 feize associado ao médulo I/I?* trabalhado na Proposicio 3.58. Seque que Qv = (Q];|A).
Isso significa que a defini¢ao de feixe de diferenciais de X|Y (Definigio 3.62) é compativel,
no caso afim, com a definicao de modulo de diferenciais (Definicao 3.57), via ~.

Além disso, Qx|y poderia ter sido definido cobrindo X eY por abertos afins V
e U como descritos acima e colando os feizes correspondentes (Q;‘A). As derivagoes
d: B — Qpga se colam gerando um mapa d : Ox — Qx )y de feizes de grupos abelianos

em X, o qual é uma derivacdo dos anéis locais em cada ponto.

Proposicao 3.63. Sejam f: X — Y eg:Y — Z morfismos de esquemas. Entao

existe uma sequéncia exata de feires em X
[ Qyviz — Qx1z — Qxpy — 0.
Demonstracao. Segue da Proposicao 3.59. O

Proposicao 3.64. Seja f : X — Y um morfismo finito separdvel de curvas. FEntdo

existe uma sequéncia exata de feizes em X
0 — f"Qy — Qx — Qx)y — 0.
Demonstracao. (14, Proposi¢ao 2.1, p. 300) ]

Proposicao 3.65. Sejam f: X — Y um morfismo e Z um subesquema fechado de X

com feize de ideais T. Entdao existe uma Sequéncia exata de feixes em Z

)T —L Qxpy @ O — Qzy —0.

Demonstracdo. Segue da Proposicao 3.60. O

Exemplo 22. Se X = A}, entdo Qx)y ¢ um Ox-mddulo livre de posto n gerado pelas

segoes globais dxy, ...,dx,, onde x1,...,x, sao coordenadas afins para A™.

Agora, temos um resultado fundamental, o qual, através de uma sequéncia exata,

relaciona o feixe de diferenciais em um espaco projetivo a feixes ja conhecidos.
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Teorema 3.66. Sejam A um anel, Y = Spec A e X = P". Entdo, hd uma sequéncia

exata de feives em X

0 Q)(/y Ox(—l)n—HHOXHO,
onde o expoente n+ 1 denota uma soma direta de n+ 1 cdpias de Ox(—1).
Demonstracao. Seja S = Alxog, ..., x,] 0 anel de coordenadas homogéneas de X. Seja E o
S-médulo graduado S(—1)""1, com base ey, ..., €, em grau 1. Defina um homomorfismo

(de grau 0) de S-mdédulos graduados £ — S, e; — x;, e seja M seu nicleo. Entao, a

sequéncia exata de S-modulos graduados
0O— M —FE—S
da origem a uma sequéncia exata de feixes em X,
0— M — Ox(=1)""' — Ox — 0.

Note que £ — S nao é sobrejetor, porém é sobrejetor em todos os graus > 1; logo, o

mapa correspondente de feixes é sobrejetor.

Agora, queremos mostrar que M = )y y. Primeiro, note que, se localizarmos em ;,
entao I, — S;, ¢ um homomorfismo sobrejetor de S;,-moédulos livres; entao, M,, ¢é livre

x.
de posto n, gerado por <e; — ( —2 ) e; : j #ip. Segue que, se U; é o conjunto aberto de X
g j J g J
T

definido por z;, entdao M

1 x
¢ um Opy,-modulo livre gerado pelas se¢oes <) ej — <J> €,
X x

U; i

para j # 1. Aqui, precisamos do fator adicional — para termos os elementos de grau 0 no

moédulo M,,. Z

Definimos um mapa ; : QXW‘U- s M

(Ver Teorema 4.21). Logo, Qxy

. da seguinte forma: Lembre que

K3

¢ um Op,-moédulo livre

U; = Spec A[

Zo Tn
7.7 ceey

T; T; Us

Tn

gerado por d <x0> oy d <> Entao, definimos ¢:
T

i

@i (d (ZZ)) = (;) (zie; — z)jei).

Portanto, ¢; ¢ um isomorfismo. Além disso, os isomorfismos ¢; se colam dando origem

ao isomorfismo ¢ : Qxy — M, em todo X. Em U; N Uj, temos, para qualquer £,

x x X
(k> — (= <J> Portanto, em €2 , temos
Z; T Z; UinU;

d(wk) Y (%‘> _ Ty (%) ,
ZT; X ZT; ZT; €T

Aplicando ¢ no lado esquerdo da igualdade e ¢; no lado direito, temos o mesmo resultado:

1
( > (xjer — xke;). Logo, os isomorfismos ;, de fato, se colam, completando a prova
T

do resultado. ]
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Nossa principal aplicacao para os feixes de diferenciais esta relacionada a variedades
nao-singulares. Uma variedade quasi-projetiva nao-singular é aquela onde os anéis locais

sao todos regulares. Agora, expandimos essa definicao a variedades abstratas.

Defini¢ao 3.67. Uma variedade (abstrata) X sobre um corpo algebricamente fechado k é

ndao-singular se todos seus anéis locais sao anéis locais requlares (Ver Definicoes 2.8 e

2.9).

A relagao entre nao-singularidade e diferenciais é dada pelo seguinte resultado:

Teorema 3.68. Seja X um esquema irredutivel separado de tipo finito sobre um corpo
algebricamente fechado k. Entao, Qdx . € um feize localmente livre de posto n = dim X se,

e somente se, X ¢é uma variedade nao-singular sobre k.

Demonstragao. (14, Teorema 8.15, p. 177-178) O

Corolario 3.69. Se X € uma variedade sobre k, entao ha um subconjunto aberto denso

U de X que é nao-singular.
Demonstrag¢io. (14, Corolario 8.16, p. 178) ]

Teorema 3.70. Seja X uma variedade nao-singular sobre k. Seja’ Y C X um subesquema
fechado irredutivel definido por um feize de ideais L. Entdo, Y € ndo-singular se, e somente

Se

1. Qyyy € localmente livre; e
2. A sequéncia
0 —>I/IQ — QX/k (059 Oy — Qy/k — 0

é exata.

s

Além disso, nesse caso, T ¢ localmente gerado por r = codim (Y, X) elementos e T/I* é

um feize localmente livre de posto r em Y .

Demonstrag¢io. (14, Teorema 8.17, p. 178-179) ]

3.9.1 Operacgoes Tensoriais em Feixes

Antes de prosseguir, recapitulamos neste momento as defini¢des de algumas opera-

¢oes tensoriais em um moédulo. Para isso, sejam A um anel e M um A-médulo.

Seja T™(M) o produto tensorial M & --- ® M de M com ele mesmo n vezes, para
n > 1. Para n = 0, colocamos T°(M) = A. Dessa forma, T'(M) = @ T"(M) é um

n>0
A-élgebra nao-comutativa, denominada dlgebra tensorial de M.
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Definigao 3.71. Define-se a dlgebra exterior \(M) =P \(M) de M como sendo o
n>0
quociente de T(M) pelo ideal bilateral gerado por todas as expressoes x ® x, para x € M.

Note que o ideal mtado na Deﬁmgao 3.71 contém todas as expressoes da forma

r®@y+y®z. Logo, seuE/\ eve/\ ), entdo uAv = (—1)"v Au (onde A denota
2
a multiplicacao nessa algebra; dessa forma, a imagem de r ® y em /\(M ) é denotada por

T Ay).
Definigao 3.72. A n-ésima componente de /\(M) é denominada a n-ésima poténcia

exterior de M.

Agora, sejam (X, Ox) um espago anelado e F um feixe de Ox-médulos. Definimos
a algebra tensorial e a dlgebra exterior de F tomando os feixes associados aos pré-feixes, os
quais, para cada conjunto aberto U, atribuem a operagao tensorial correspondente aplicada
a F(U) como um Ox(U)-médulo. Os resultados sao Ox-dlgebras e suas componentes, em

cada grau, sao Ox-mddulos.

Lema 3.73. Nas condicoes apresentadas,

r

1. Suponha que F seja localmente livre de posto n. Entio T"(F) e /\(F) também sio

localmente livres de posto n” e (:), respectivamente.

2. Seja 0 — F' — F — F" — 0 uma sequéncia exata de feizes localmente
livres. Se F, F' e F" possuem postos n, n' e n” respectivamente, entao existe um

isomorfismo
AFEAF @ N\F'".

Demonstragao. 1. Como F ¢ localmente livre de posto n, entao, para qualquer ponto

r € X, existe uma vizinhanga U de x tal que f‘U = ,, com base ey, ..., ;.

Assim, T"(]—")‘U ¢ livre com base {e;, @ ---®e€; : 1 <iy,....i, <n} e /\(}")’U é

livre de base {e;; A---Ae;, :0<iy <--- <i, <n}. Portanto, T"(F) e \(F) sdo

localmente livres de posto n” e ("), respectivamente.
T

2. J—“‘U:]—“’U@

F
U

sao todos livres e n = n' + n”. Entao,
!
AF|, - (/\]—" U) |

n
Porém, se r > n, temos /\f’U = 0 e 0 mesmo vale para F' e F"; logo, /\}—‘U -

r=p
® /\ f”

n//

® \F"

- pois os termos restantes sao todos nulos.
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3.9.2 Aplicagoes sobre Diferenciais

Definigao 3.74. Seja (X, Ox) um espago anelado e seja € um Ox-mddulo localmente livre

de posto finito. Define-se o dual de €, denotado por £V, como sendo o feize Homp, (€, Ox).

Definicao 3.75. Seja X wuma variedade nao-singular sobre k. O feixe tangente de X
sobre k sendo Tx, = Homo, (QX|k, (’)X>.

Definicao 3.76. Seja X uma variedade nao-singular sobre k. O feixe candénico de X,
denotado por wx, € a n-ésima poténcia exterior do feize de diferenciais, onde n = dim X;
isto ¢, wx == N\ Q.

Proposicao 3.77. Sejam (X, Ox) espago anelado nao-trivial e L feixe localmente livre de

posto finito n > 0. Entao, LY é um feixe localmente livre de mesmo posto. Em particular,

para qualquer espaco anelado, se L € invertivel, entdo LV também serd.

Demonstragdo. Se n = 0, o resultado é trivial; logo, assuma n > 1. Se x € X, seja U uma
vizinhanga aberta com E’U livre de posto n. Entao, temos um isomorfismo de feixes de

modulos

Hom(L, OX)‘U = Hom (E

U’OX‘U) = ZG:?Hom (OX U’OX’U) - ie:?OX’U'

]

Observagao 20. Pelo exposto na Proposi¢io 3.77, o feize tangente (Defini¢ao 3.75) é um
feize localmente livre de posto n = dim X e o feize canénico (Defini¢io 3.76) é um feize

nvertivel em X.

Definicao 3.78. Seja Y uma subvariedade nao-singular de uma variedade ndao-singular
X sobre k. O feize localmente livre Z/I?* é denominado o feize conormal de Y em X.

Seu dual, Ny|x = Homo, (Z/I?,Oy), € denominado o feize normal de Y em X.

Observagao 21. O feize normal (Definicio 3.78) é localmente livre de posto r =
codim (Y, X).

Note que, se tomarmos o dual em Y da sequéncia exata de feixes localmente livres

em Y dada no Teorema 3.70, entao obtemos uma nova sequéncia exata
0—)7}—>Tx®0y—>Ny|X—>0.

Isso mostra que o feixe normal que definimos (Definicio 3.78) corresponde & nogao
geométrica usual de vetores normais sendo vetores tangentes do espaco ambiente modulo

vetores tangentes do subespaco.
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Proposicao 3.79. Seja Y um subvariedade nao-singular de codimensao r em uma varie-
dade nao-singular X sobre k. Entdo, wy = wx ® /\Ny/x.

No caso der =1, considere Y como um divisor e seja L o feize invertivel associado
em X. Entdo, wy = wxy @ L ® Oy.

Demonstracao. Do Teorema 3.70, temos a seguinte sequéncia exata:
0 —)I/IZ — QX|k (%9 Oy — Qy|k — 0.

Tome n = dim X e ¢ = dimY, para que r = n — ¢q. Tomando as maiores poténcias

exteriores (Lema 3.73, 2.), temos um isomorfismo candnico de feixes de médulos:

n T

wx®0y 2 A\ (o0 ) = /\ )T ® /q\Qm =\ (T/7*) ® wy.

wyx & Oy = Wy X /\I/I2

Tensorizando ambos os lados pelo dual de /\I /T?, sabendo que a comutatividade

T r \Y
A (I/IQ>V = (/\ (I/I2)> , temos o isomorfismo desejado:

wx @ A Nyix = wy.
[

Exemplo 23. Seja X =P}. Tomando o dual da sequéncia exata apresentada no Teorema

3.66, temos uma sequéncia envolvendo o feize tangente de P":
0 — Ox — Ox(1)"*t — Tx — 0.
Para obter o feixe canonico de P", tomamos as maiores poténcias exteriores da
sequéncia exata do Teorema 3.66, encontrando
wx = Ox(—n —1).
De fato, temos uma sequéncia exata candnica de feixes de modulos (nos termos do Teorema

3.66):
0 — Qxpy — Ox(=1)""" — Ox — 0.

O feize Qdx|y € localmente livre de posto n; logo, essa é uma sequéncia exata curta de feives

localmente livres de posto finito. Temos, assim, o sequinte isomorfismo candnico:

n
Wxly = /\ QX|Y

= AQxy ® Ox
n+1
o /\ OX(_1>TL+1

~ OX<_1)®(7L+1)
Ox(—n - 1),

112



como desejado.
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4 DIVISORES

A nocao de divisor forma uma importante ferramenta para o estudo da geometria

intrinseca em uma variedade ou em um esquema.

H& diversas maneiras de se definir o que é um divisor, dependendo do contexto.
Aqui, comegaremos discutindo os chamados divisores de Weil, que sao mais faceis de
entender geometricamente, porém apenas sao definidos em certos esquemas integrais
Noetherianos. Depois, para esquemas mais gerais, trabalharemos com os divisores de
Cartier e veremos a relagao entre os divisores de Weil, os divisores de Cartier e feixes

invertiveis. Tomamos como referéncia (14), (15), (18) e (19).

Exemplo 24 (Um Exemplo Informal). Seja C' uma curva projetiva nio-singular em P,
o plano projetivo sobre um corpo algebricamente fechado k. Para cada reta L em P2,
considere L N C', que consiste de um conjunto com um numero finito de pontos em C'. Se
C ¢ uma curva de grau d e contarmos os pontos com suas respectivas multiplicidades,
entao L N C consistird de exatamente d pontos. Escrevemos LN C = Znipi, onde p; € C
sao 0s pontos e n;, suas multiplicidades; denominamos essa soma formal de um divisor

em C (Ver Defini¢io 4.2).

Variando L, obtemos uma familia de divisores em C' parametrizada pelo conjunto de
todas as retas em P2, o qual é o espago projetivo dual (P?)*. Denominamos esse conjunto

de divisores um sistema linear de divisores em C'.

Note que a imersao de C' em P? pode ser recuperada apenas conhecendo esse sistema
linear: Se p é um ponto de C, considere o conjunto de divisores no sistema linear que
contém p. Eles correspondem ds retas L € (P?)* passando por p e esse conjunto de retas

determina p unicamente como um ponto de P2.

O Ezemplo 2/ ilustra a importancia dos divisores. Para enxergar a relagdo existente
entre os diferentes divisores em um sistema linear, sejam L e L' duas retas em P? e sejam

D=LNCeD =L NC seus correspondentes divisores. Se L e L' sdo definidas por

equacoes homogéneas lineares f = 0 e f’ = 0, respectivamente, em P2, entao ? resulta em
uma funcao racional em P2, que restringe-se a uma funcao racional g em C. Por construcao,
g possui zeros nos pontos de D e polos nos pontos de D', contando suas multiplicidades

(ver Definicao 4.3). Dizemos que D e D' sao linearmente equivalentes e a existéncia de

tal fun¢do racional pode ser tomada como uma defini¢cao intrinseca da equivaléncia linear.

4.1 DIVISORES DE WEIL

Definicao 4.1. Um esquema é dito ser regular se todos os seus anéis locais sao anéis

locais requlares.
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Um esquema X € regular em codimensao 1 (ou, ds vezes, ndo-singular em

codimensdo 1) se todo anel local O, de X de dimensao 1 € regular.

Definicao 4.2. Seja X um esquema Noetheriano integral separado o qual é reqular em

codimensao 1.
Um divisor primo em X é um subesquema integral fechado Y de codimensao 1.

Um divisor de Weil é um elemento do grupo livre abeliano Div X gerado pelos
divisores primos. Escrevemos um divisor como D = an‘Yz’; onde Y; sao divisores primos,
n; € Z e somente finitos desses inteiros n; sao nao-nulos. Se todos os n; > 0, dizemos que
D é efetivo. O suporte de D, denotado por Supp D, é a variedade U Y;.

n;#0

Se Y é um divisor primo em X, seja n € Y seu ponto genérico. Entao, o anel local
O,,x ¢ um anel de valorizagao discreta com corpo quociente K, o corpo de fungoes de X.
A valorizacao discreta vy é denominada a valorizacio de Y. Note que, como X é separado,

Y é unicamente determinado pela sua valorizacao.

Defini¢ao 4.3. Agora, seja f € K* uma fungao racional nao-nula em X. Entao, vy (f) é
um inteiro. Se positivo, dizemos que f possui um zero ao longo de Y de tal ordem; se

negativo, dizemos que f possui um polo ao longo de Y, de ordem —uvy(f).

Lema 4.4. Seja X um esquema Noetheriano integral separado o qual é reqular em codi-
mensao 1. Seja [ € K* uma fungao nao-nula em X. Entdo, vy(f) =0 exceto para um

numero finito de divisores primos Y .

Demonstra¢io. (14, Lema 6.1, p. 131) ]

Definicao 4.5. Seja X um esquema Noetheriano integral separado o qual € reqular em
codimensao 1. Seja f € K*. Definimos o divisor de f, denotado por (f), da sequinte
forma:

(f) =2 vr(f)-Y,

onde a soma € tomada sobre todos os divisores primos de X.

Definicao 4.6. Qualquer divisor igual ao divisor de wma fungdo é denominado divisor

principal.

Observagao 22. Pelo Lema 4.4, a soma na Definicio 4.5 é finita, portanto (f) é, de fato,

um divisor.

Note que, se f,g € K*, entao <f> = (f) — (g), por causa das propriedades
g

das valorizagoes. Portanto, o mapa que envia uma funcao f ao seu divisor (f) é um
homomorfismo do grupo multiplicativo K* ao grupo aditivo Div X e sua imagem, que

consiste dos divisores principais, ¢ um subgrupo de Div X.



52

Definicao 4.7. Seja X um esquema Noetheriano integral separado o qual é reqular em
codimensao 1. Dois divisores D e D' sao linearmente equivalentes (D ~ D') se D— D’

¢ um divisor principal.

O grupo Div X de todos os divisores quocientado pelo subgrupo de divisores prin-

cipais € denominado o grupo das classes de divisores de X, denotado por Cl X.

4.2 DIVISORES EM CURVAS

Definicao 4.8. Seja k um corpo algebricamente fechado. Uma curva sobre k é um

esquema integral separado X de tipo finito sobre k de dimensdo 1.

Se todos os anéis locais de X sdo anéis locais requlares, dizemos que X ¢ nao-

singular.

Se X é uma curva nao-singular, entao X satisfaz a condi¢ao de ser um esquema
Noetheriano, integral, separado e regular em codimensao 1, entao podemos falar sobre

divisores em X.

Um divisor primo ¢ apenas um ponto fechado, entao um divisor arbitrario pode ser
escrito como D = Znipi, onde p; sao pontos fechados e n; € Z. Definimos o grau do

divisor D como sendo deg D := an

Definicao 4.9. Se f : X — Y é um morfismo finito de curvas nao-singulares, podemos

definir um homomorfismo f*:Div Y — Div X da sequinte forma:

Para qualquer ponto ¢ € Y, sejat € O, um parametro local em q, isto é, 1 é
um elemento de K(Y'), com v,(t) = 1, onde v, € a valorizacao correspondente ao anel de

valorizagao discreta O,. Definimos
Fra= 22 v(t)p.
f(p)=q

Observacao 23. Na Defini¢io 4.9, como f é um morfismo finito, a soma apresentada é

finita; logo, temos um divisor em X.

Além disso, note que f*q € independente da escolha do parametro local t. De fato,
se t' é um outro parametro local em q, entdo t' = ut, onde u € uma unidade em O,. Para

qualquer ponto p € X com f(p) = ¢, u € uma unidade em Oy; logo, v,(t) = v,(t').

E possivel, ainda, estender a definicio por linearidade a todos os divisores de' Y, pois

f* preserva equivaléncia linear. Assim, induz-se um homomorfismo f*:Cl Y — Cl X.

4.3 DIVISORES DE CARTIER

Neste momento, a ideia é estender a no¢ao de divisor a um esquema arbitrario.

Para isso, tomamos como ponto de partida a ideia de que um divisor deveria, localmente,
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ser semelhante ao divisor de uma funcao racional. Essa, porém, nao é exatamente uma
generalizagdo dos divisores de Weil, mas fornece uma boa nogao para ser usada em

esquemas quaisquer.

Definicao 4.10. Seja X um esquema.

Para cada subconjunto aberto afim U = Spec A, sejam S o conjunto dos elementos
de A que nao sao divisores de zero e K(U) a localizagio de A pelo sistema multiplicativo

S. Denominamos K(U) o anel quociente total de A.

Para cada aberto U, seja S(U) o conjunto dos elementos de I'(U,Ox) que ndo sdao

divisores de zero em cada anel local O, para x € U.

Os anéis S(U)'T(U, Ox) formam um pré-feize cujo feize de anéis associado K
denominamos feire dos anéis quocientes totais de O. Por fim, denotamos por
K* o feize (de grupos multiplicativos) dos elementos invertiveis no feize de anéis K.

Analogamente, O € o feixe de elementos invertiveis em Q.

Observacao 24. Em um esquema arbitrdrio, o feixe IC substitui o conceito de corpo de

funcdo de um esquema integral.

Definicao 4.11. Um divisor de Cartier em um esquema X é uma segao global do feixe
K*/O*.

Um divisor de Cartier é principal se estd na imagem do mapa natural I'( X, K*) —
['(X,K*/O%). E dois divisores de Cartier sio linearmente equivalentes se sua dife-

renca € principal.

Observacao 25. 1. Tendo em mente as propriedades de feizes quocientes, um divisor

de Cartier em X pode ser descrito através de uma cobertura aberta {U;} de X e, para

cada i, de um elemento f; € I'(U;, K*) tais que, para cada i, 7, JJZZ e I'(U; nU;, 0%).
J

2. Apesar da operagio de grupo em K* /O* ser a multiplicagao, utiliza-se a linguagem de
grupos aditivos para se referir aos divisores de Cartier a fim de presevar a analogia

com o0s divisores de Weil.

Proposicao 4.12. Seja X um esquema Noetheriano, integral e separado, cujos anéis
locais sao dominios de fatoracao unica. Entao, o grupo Div X dos divisores de Weil em
X € isomorfo ao grupo de divisores de Cartier I'(X, K*/O*). Além disso, os divisores de

Weil principais correspondem aos divisores de Cartier principais sob esse isomorfismo.

Ideia da Demonstracao. Como X é integral, o feixe K é o feixe constante correspondente
ao corpo de fungoes K de X. Agora, seja um divisor de Cartier dado por {(Ui, f,)}, onde
{U;} é uma cobertura aberta de X e f; € I'(U;, K*) = K*. Definimos o divisor de Weil

associado da seguinte forma: Para cada divisor primo Y, tome o coeficiente de Y como
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sendo vy (f;), onde i é qualquer indice tal que Y NU; # (. Se j é um outro indice tal,
entao Ji ¢ invertivel em U; N Uj; logo, vy (j}) =0 e vy(fi) = vy(f;). Portanto, obtemos
um divi]sor de Weil D = Zvy(fi)Y em X.JNote que a soma ¢é finita, uma vez que X é
Noetheriano. Reciprocamente, se D é um divisor de Weil em X, seja x € X um ponto
qualquer. Entao, D induz um divisor de Weil D, no esquema local Spec O,. Como O, é
um dominio de fatoragao unica, D, é um divisor principal. Assim, seja D, = (f,), para
algum f, € K. O divisor principal (f,) em X possui a mesma restrigdo a Spec O, de
D; logo, diferem apenas em divisores primos que nao passam por r. H& somente um
nimero finito desses que possuem coeficiente nao-nulo em D ou (f;). Dessa forma, hd uma
vizinhanca aberta U, de x tal que D e (f,) possuem a mesma restrigdo a U,. Cobrindo X

com tais abertos U,, as func¢oes f, nos dao um divisor de Cartier em X. Note que, se f, f’

dao o mesmo divisor de Weil em um conjunto aberto U, entao i/ € I'(U,O0*). Para mais

f
detalhes, ver (14, Proposicao 6.11, p. 141-142). ]

Observacao 26. Um divisor de Weil D ¢ localmente principal se X pode ser coberto
por conjuntos abertos U de forma que D’U seja principal, para cada U. Entao, a Proposicao
4.12 mostra que os divisores de Cartier sao os mesmos que os divisores de Weil localmente

PTINCIPAILS.

4.4 FEIXES INVERTIVEIS

Retomando a Definicao 3.39, um feize invertivel em um espaco anelado X ¢ definido
como sendo um Ox-médulo livre de posto 1. Nesta secdo, nosso objetivo é observar a
relacdo entre feixes invertiveis em um esquema e as classes de divisores modulo equivaléncia

linear.

Proposicao 4.13. Se L e M sdo feixes invertiveis em um espaco anelado X, entdo

L M também é um feize invertivel.

Se L ¢é um feize invertivel qualquer em X, entdo existe um feize invertivel L~1 em
X de forma que L ® L™ = Oy.

Demonstragcdo. A primeira afirmagao segue do fato de £ e M serem ambos localmente
livres de posto 1 e Ox ® Ox = Ox. Para a segunda afirmacao, seja £ um feixe invertivel

qualquer e tome £7! como sendo o feixe dual £V = Hom(L,Oyx). Assim, LV @ L =
Hom(L, £) = Ox. O

Definicao 4.14. Para qualquer espaco anelado X, definimos o grupo de Picard de X,
Pic X, como sendo o grupo de classes de isomorfismo de feixes invertiveis em X, sob a

operacao .
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Definicao 4.15. Seja D um divisor de Cartier em um esquema X, representado por
{(Ui, f)}. Definimos um subfeize L(D) do feize de anéis quocientes totais IC tomando
L(D) como sendo o sub-Ox-mdédulo de K gerado por f; ' em U;. L(D) é denominado o

feixe associado a D.

Observacao 27. Na Definicao 4.15, como & ¢ invertivel em U; N U;, entdo fte fj_1

j
geram o mesmo Ox-mddulo. Portanto, L(D) estd bem-definido.

Proposicao 4.16. Seja X um esquema. Entao:

1. Para qualquer divisor de Cartier D, L(D) é um feize invertivel em X.

O mapa D — L(D) resulta em uma correspondéncia biunivoca entre os divisores
de Cartier em X e os subfeizes invertiveis de K.
2. £(D1 — Dg) = E(Dl) & ,C(Dg)il.

3. Dy ~ Dy se, e somente se, L(D1) = L(Ds).

, com

Ideia da Demonstracao. 1. Como cada f; € I'(U;, K*), o mapa Oy, — L(D) .

1 +— f71, é um isomorfismo. Portanto, £(D) é um feixe invertivel.

O divisor de Cartier D pode ser recuperado de £(D) juntamente com sua imersao
em K tomando f; em U; como sendo o inverso de um gerador local de £(D). Para
qualquer subfeixe invertivel de K, essa construcao fornece um divisor de Cartier,

estabelecendo uma correspondéncia um-a-um. (Ver Teorema 4.38).

2. Se D élocalmente definido por f; e Dy é localmente definido por g;, entao £(D;— Ds)
é localmente gerado por f; 'g;. Logo, L(D; — Dy) = L(D;) - L(D3)~! como subfeixes
de K. Esse produto é isomorfo ao produto tensorial £(D;) ® L£(Dy)™ .

3. Utilizando o item anterior, é suficiente mostrar que D = D; — D, é principal se, e
somente se, £(D) = Ox.
Se D é principal, definido por f € T'(X,K*), entao L£(D) é globalmente gerado
por f~1. Logo, 1 — f~! fornece um isomorfismo Ox = L(D). Reciprocamente,
dado tal isomorfismo, a imagem de 1 fornece um elemento de I'(X, K£*) cujo inverso

definirda D como um divisor principal.

]

Proposigcao 4.17. Se X =P}, para algum corpo k, entdo todo feive invertivel em X €

isomorfo a O({), para algum ¢ € 7.

Demonstragao. (14, Proposicao 6.4, p. 132-133) (14, Corolérios 6.16 e 6.17, p. 145) [
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Definicao 4.18. Um divisor de Cartier em um esquema X é efetivo se pode ser repre-
sentado por {(Uy, fi)}, onde todos f; € I'(U;, Oy,). Nesse caso, definimos o subesquema
assoctado de codimensdo 1, Y, como sendo o subesquema fechado definido pelo feixe

de ideais I, o qual é localmente gerado por f;.

Definicao 4.19. Seja Y um subesquema fechado de um esquema X e sejai:Y — X
o morfismo de inclusao. Define-se o feixe ideal de Y, denotado por Iy, como sendo o

nicleo do morfismo it : Ox — i, Oy

Proposicao 4.20. Seja D um divisor de Cartier efetivo em um esquema X e seja Y o

subesquema fechado localmente principal associado. Entio, Iy = L(—D).

Demonstra¢io. L(—D) é o subfeixe de K localmente gerado por f;. Como D é efetivo,

esse, de fato, é um subfeixe de Oy, que nao é outro sendo o feixe ideal Zy de Y. n

4.5 MORFISMOS PARA O ESPACO PROJETIVO

Fixe um anel A e considere o espago projetivo Py = Proj Alzg, ..., z,| sobre A.
Em P, temos o feixe invertivel O(1) e as coordenadas homogéneas xy, ..., z, dao origem
a secoes globais g, ..., 1, € F( Z,O(l)). O feixe O(1) é gerado pelas segbes globais
Zg, ..., Tp, isto é, as imagens dessas secoes geram o talo O(1), do feixe O(1) como um

modulo sobre o anel local O,, para cada p € P%.

Agora, seja X um esquema qualquer sobre A e seja ¢ : X — P um A-morfismo
de X para P7. Entdao £ = ¢* <(’)(1)) é um feixe invertivel em X e as se¢oes globais
80, -y Sp, Onde 8; = ©*(x;), s; € I'(X, L), geram o feixe L. De fato, tomando = € X,

temos:

A €T
- 90 10(1)) ®O]P"Z,<p(:c) OX7$
= O(l)ap(x) ®O]pn (@) OX,J:?

implicando na existéncia do seguinte diagrama comutativo:

Y o),

O(Ds&(ﬂc) ®0pg

O(D«p(ﬂv)

OXJ:

wo(x) )

onde o morfismo (7) é compativel com o morfismo de anéis ¢, : O]pg w@) — Ox, e mapas

(23)p(z) — (8i)z; € (ii) é um isomorfismo de Ox ,-mbdulos.
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o) Ox como Ox ,-moédulo, entao segue

Como (2;)p(z) ® 1 geram O(1),(x) ®Opn
que ¢*O(1) é gerado pelos s;.

Reciprocamente, L e as se¢oes s; determinam :

Teorema 4.21. Sejam A um anel e X um esquema sobre A.

1. Se ¢ : X — P € um A-morfismo, entdo ©* (O(l)) ¢ um feize invertivel em X,

gerado pelas segoes globais s; = ¢*(x;), com i =0,1,....,n.

2. Reciprocamente, se L é um feize invertivel em X e s, ..., s, € I'(X, L) sdo segoes
globais que geram L, entdo exite um unico A-morfismo ¢ : X — P74 tal que
L =" ((’)(1)) e s; = p*(x;) sob tal isomorfismo.

Ideia da Demonstracao. 1. Segue da discussao apresentada anteriormente ao enunciado

do teorema.

2. Suponha dados L e as secoes locais s, ..., s, as quais o geram. Como o caso X = )
¢ trivial, podemos assumir X # (). Para cada i, considere o subconjunto aberto
Xi={reX:(s), gm,L,} CX. Como s; gera L e L, = Ox, #0,Vr e X, os

conjuntos abertos X; devem cobrir X.

Defina um morfismo de X; para o conjunto aberto U; = D, (z;) de P da se-

:/-U'
guinte forma: Note que U; = Spec Alyo, ..., Yn), onde y; = —L, com y; = 1 omi-
T

x x x;

tido, ou seja, U; = Spec A —O,...,—" , com — otimido. De fato, D, (x;) =

Spec Alxg, ..., Ty) (@) = Spec Az, ..., x,]. Agora, podemos definir um homomor-
x x X S;

fismo de anéis A [0,.. 2 — T <Xz',0x ), tomando ~% —— L. e fazé-lo
ZT; Z; Xi ZT; S;

A-linear. Isso faz sentido, pois, para cada p € X;, (s;), € m,L, e L é localmente

S
livre de posto 1; entdo, o quociente ~~ é um elemento bem-definido de I'( X}, Ox,).
S

Agora, como existe uma bijecao entre Hom(X,Spec A) e Hom(A, (X, (’)X)>, esse
homomorfismo de anéis determina um morfismo de esquemas (sobre A) ¢; : X; —
Lo T
Spec A {, ey —
€T; Z;

um morfismo ¢ : X — P7}.

] = U;. Podemos utilizar a colagem de morfismos a fim de obter

Da construgao, temos que ¢ é um A-morfismo, £ = ¢*O(1) e que as segoes s;
correspondem a ¢*(x;) sobre tal isomorfismo. Ainda, qualquer outro morfismo com

tais propriedades deve ser o mesmo dado pela construgao; logo, ¢ é tnico.

]

Exemplo 25. Se X é um esquema sobre A, L um feixe invertivel e sg, ..., S, conjunto

qualquer de segoes globais (nao necessariamente gerando L), podemos sempre considerar o

conjunto aberto U C X (possivelmente vazio) sobre o qual s; gere L. Entao, E’U e si|,,

fornecem um morfismo U — P}.
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Por exemplo, se X = Pyt £ = O(1) e s; = x;, comi = 0,1,...,n, entio tais
segoes geram o todo, exceto no ponto (0:0:...:0:1) = pg. Portanto, U =P — {py} e

o morfismo correspondente U — P™ € a projecdio do ponto po para P™.

4.6 SISTEMAS LINEARES

Nessa se¢ao, veremos como secoes globais de um feixe invertivel correspondem a
divisores efetivos em uma variedade. Portanto, fornecer um feixe invertivel e um conjunto
de suas secoes globais é o mesmo que fornecer um certo conjunto de divisores efetivos,

todos linearmente equivalentes entre si. Isso nos guia a nocao de sistema linear.

Seja X uma variedade projetiva nao-singular sobre um corpo algebricamente fechado
k. Nesse caso, as noc¢oes de divisor de Weil e divisor de Cartier sao equivalentes. Além
disso, temos uma correspondéncia biunivoca entre classes de equivaléncia linear de divisores
e classes de isomorfismo de feixes invertiveis. Um outro fato importante é que, nessa
situagao, para qualquer feixe invertivel £ em X, as sec¢oes globais I'(X, £) foram um

k-espaco vetorial de dimensao finita.

Sejam £ um feixe invertivel em X e s € I'(X, £) uma segdo nao-nula de L.

Definigao 4.22. Definimos um divisor efetivo D = (s)o, o divisor de zeros de s, da
sequinte forma: Sobre um conjunto aberto qualquer U C X onde L seja trivial, seja

Q: E’U = Oy um isomorfismo. Entao, p(s) € T'(U,Oy). Como U wvaria sobre uma

cobertura de X, a colegcao {U, gp(s)} determina um divisor efetivo de Cartier D em X. De
fato, ¢ € determinado a menos de uma multiplicagio por um elemento de I'(U, OF;); logo,

temos um divisor de Cartier bem-definido.

Proposicao 4.23. Seja X uma variedade projetiva nao-singular sobre um corpo algebrica-
mente fechado k. Sejam Dy um divisor em X e L = L(Dy) o feixe invertivel correspondente.
Entao:

1. Para cada s € I'(X,L) nao-nulo, o divisor de zeros (s)y € um divisor efetivo

linearmente equivalente a Dy.
2. Todo divisor efetivo linearmente equivalente a Dy € (8)o, para algum s € I'(X, L).

3. Duas segoes s,s" € I'(X, L) possuem o mesmo divisor de zeros se, e somente se,
existe A € k* tal que s’ = As.

Demonstracao. (14, Proposi¢ao 7.7, p. 157) O

Definicao 4.24. Um sistema linear completo em uma variedade projetiva nao-singular
¢ definido como o conjunto (podendo ser vazio) de todos os divisores efetivos linearmente

equivalentes a algum divisor Dy dado. E denotado por | Dy
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Observacgao 28. A partir da Proposicao 4.23, temos que o conjunto |Dy| estd em corres-
pondéncia biunivoca com o conjunto (F(X, L)— {0})/k;*, dando a |Dy| uma estrutura do

conjunto dos pontos fechados de um espago projetivo sobre k.

Definicao 4.25. Um sistema linear p em X € um subconjunto de um sistema li-
near completo |Dy|, o qual é um subespago linear para a estrtutura de espago proje-
tivo de |Dy|. Portanto, o corresponde a um subespaco vetorial V. C T'(X, L), onde
V ={sel(X,L):(s) €0} U{0}. A dimensao do sistema linear o € definida por
dim o:=dim V — 1.

Observacao 29. Note que as dimensoes na Definicao 4.25 sdo finitas, uma vez que

[(X, L) € um espaco vetorial de dimensao finita.

Definicao 4.26. Um ponto p € X é um ponto de base de um sistema linear o se
p € Supp D, para todo D € o. Aqui, Supp D €é a unido dos divisores primos de D (Ver
Definicio 4.2).

Lema 4.27. Seja o um sistema linear em X correspondente ao subespaco V C I'(X, L).

Entao, um ponto p € X ¢ ponto de base de o se, e somente se, s, € m)L,, para
todo s € V.. Em particular, o € livre de pontos de base se, e somente se, L € gerado pelas

segoes globais em V.

Demonstragao. Segue do fato de que, para qualquer s € I'( X, £), o suporte do divisor de

zeros (s)p ¢ o complementar do conjunto aberto X, ={qe€ X : s, ¢ m,L,}. O

Observacao 30. Sequindo o abordado na Defini¢io 4.26 e no Lema 4.27, dizemos que o
suporte de um feixe F em X é o conjunto dos pontos v € X tais que F, # 0, isto é€,
Sy € Fiu.

Observacao 31. Podemos reescrever o Teorema 4.21 em termos de sistemas lineares:

Fornecer um morfismo de X para P} é equivalente a termos um sistema linear o
sem pontos de base em X e um conjunto de elementos S, ..., s, € V, 0s quais geram o

espago vetorial V.

Geralmente, nos referimos ao morfismo para o espaco projetivo determinado por um
sistema linear sem pontos de base p. Nesse caso, entende-se que sq, ..., S, € escolhido como
uma base de V. Note que, se escolhermos uma base diferente, o morfismo correspondente

X — P™ difere-se apenas por um automorfismo de P™.

Exemplo 26. Se X =P", entao o conjunto de todos os divisores efetivos de grau d > 0
€ um sistema linear completo de dimensdo (":d) — 1. De fato, tal conjunto corresponde
ao feize invertivel O(d), cujas segoes globais consistem exatamente do espago de todos 0s
polinomios homogéneos em xg, ..., x, de grau d. Isso é um espaco vetorial de dimensao

d . - . . .
(": ); logo, a dimensao do sistema linear completo é um a menos.
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4.7 FIBRADOS VETORIAIS

Por defini¢ao, qualquer variedade X possui uma cobertura finita X = U U;, onde

U; sao variedades afins. Segue disso que X possui dimensao finita.

Se X é irredutivel, entao todos os U; sao densos em X, com dim X = dim U;. Além
disso, sao todos birracionais, uma vez que U; N U; € aberto e denso tanto em U; quanto em
U,. Portanto, os corpos de fungoes k(U;) sao isomorfos. O corpo resultante é denominado

o corpo de fungoes (racionais) de X, denotado por k(X).

Um ponto fechado de uma variedade X que esta contido em um conjunto aberto
afim U é também um ponto fechado de U e é um ponto da variedade afim correspondente

com coordenadas em k.

Proposicao 4.28. Pontos fechados sio densos em todo subconjunto fechado de X.
Demonstragao. (19, p. 49-50) ]

Como uma variedade é um esquema reduzido, um elemento f € Ox(U) é unica-
mente determinado por seus valores f(x) € k(x), em todo x € U. Pela Proposicao 4.28,
tal elemento ¢ determinado por seus valores nos pontos fechados. Além disso, k = k(x),
entdo um elemento f € Ox(U) pode ser interpretado como uma fungao de valores em k

no conjunto dos pontos fechados de U.

Se ¢ : X — Y é um morfismo de variedades, = € X e y = (), entdo o
homomorfismo de anéis locais ¢* : O, — O, induz uma inclusao de corpos residuais
k(y) < k(z). Se x ¢ um ponto fechado, entao k(z) = k e, portanto, k(y) = k também, isto é,
y também é um ponto fechado. Dessa forma, a imagem de um ponto fechado também é, mais
uma vez, um ponto fechado. Nesse contexto, interpretando elementos f € Oy (U) como
fungoes em pontos fechados, o homomorfismo ¢y : Oy (U) — Ox (cpfl(U )) ¢ determinado
por Yy (f)(x) = f(go(x)) Em outras palavras, especificando o mapa ¢ : X — Y ou

mesmo sua restricdo ao conjunto de pontos fechados, determinamos o morfismo em si.

A ideia de um fibrado vetorial é uma das mais importantes construcgoes de variedades
algébricas. A nocao geral de fibracdo é, simplesmente, um morfismo de variedades
p: X — S, isto é, uma variedade sobre S. Estamos interessados em fibracoes cujas fibras
sdo espacos vetoriais. E importante ter em mente que um espaco vetorial n-dimensional

sobre um corpo k possui uma estrutura natural de variedade algébrica isomorfa a A™.

Definicao 4.29. Uma familia de espagos vetoriais sobre X é uma fibracio p : E —
X tal que cada fibra E, = p~*(z), para x € X, seja um espaco vetorial sobre k(z) e tal
que a estrutura de variedade algébrica de E, como um espago vetorial coincida com aquele

de E, C E como a imagem inversa de x quanto a p.
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Um morfismo de uma familia de espacos vetoriais p : E — X em uma outra

familia ¢ : F — X é um morfismo f: E — F de forma que o diagrama

E-L.F

VA

X

comuta (logo, em particular, f mapeia E, para F,, Y € X) e o mapa f, : B, — F, €

linear sobre k(zx).

Sep: E— X é uma familia de espacos vetoriais e U C X € qualquer conjunto
aberto, a fibracio p~Y(U) — U é um familia de espagos vetoriais sobre U. E denominada

a restricdo de £ a U e denotada por Ejy.

Exemplo 27. O exemplo mais simples de uma familia é o produto direto E = X XV,
onde V' € um espago vetorial sobre k e p € a primeira projegio de X x V. — X. Uma

familia desse tipo, ou isomorfo a ela, € dita trivial.

Exemplo 28. Sejam V e W dois espagos vetoriais de dimensdo m e n, respectivamente.
Determina-se a forma geral de um morfismo f: X xV — X x W entre duas familias
triviais. Sejam ey, ...,e, € ui,...,u, bases de V e W, respectivamente, e denote por

1y €M1, -, M aS coordenadas coorespondentes.

As projegoesp: X xV — V eq: X x W — W definem elementos x; = p*(&;) €
Oxxv(X xV) ey; = q¢"(mi) € Oxxw(X x W). Pontos fechados v € X xV e f € X x W
sao unicamente determinados pelos valores de x;(«v) e y;(B) € k. Portanto, o morfismo f

€ unicamente determinado especificando os elementos f*(y;) € Oxxyv (X x V).

A composicao do isomorfismo X — X X e; e da imersao X x e; —> X XV define
um morfismo ¢; : X —» X x V. Denote a;; := gpj(f*(yﬂ) € Ox(X). Entao,

;) =D ais. (4.1)

De fato, é suficiente observar a validade da igualdade para todos os pontos fechados
a € X xV e isso seque da definicio de morfismo de familia de espacos vetoriais, pois

fo i E, — F, € linear.

Reciprocamente, qualquer matriz (a;j), com a;; € Ox(X) define um morfismo
f: X xV — X xW por meio da formula (4.1). Assim, temos um isomorfismo se, e

somente se, m =n e se o determinante det |a;;| € um elemento invertivel de Ox(X).

Definicao 4.30. Se p : E — X ¢ uma familia de espacos vetoriais e U C X é um
conjunto aberto qualquer, a fibracio p~(U) — U € uma familia de espagos vetoriais sobre

U. Tal familia é denominada a restrigao de E e é denotada por E‘U.

Definicao 4.31. Uma familia de espagos vetoriais p: E — X é um fibrado vetorial

se todo ponto x € X possui uma vizinhanca U tal que a restricao E’U seja trivial.
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Definicao 4.32. A dimensdo de uma fibra E, de um fibrado vetorial é uma func¢ao

localmente constante em X. Nesse caso, o numero dim E, é denominado posto de E.

Exemplo 29. Seja V' um espago vetorial (n + 1)-dimensional e seja P™ o espago vetorial
de retas ¢ C 'V passando pela origem 0. Denote por £, a reta correspondente ao ponto
x € P, Considere o subconjunto E C P" x V' de pares (x,v) tais que x € P" e v € V sdo
pontos fechados, com v € £,. A projecio P" x V. — P™ define um morfismo p : E — P™.
Provemos que p: E — P™ é um fibrado vetorial.

Em V| introduzimos um sistema de coordenadas (xq, ...,x,). A restricio de E a

um conjunto aberto U, dado por x, # 0 consiste dos pontos

E=(t1, s tn; Yo, -y Yn) tal que y; = t;Ya,

x.
onde t; = — e 0o mapa & — ((tl, s tn),ya) define um isomorfismo de E "
Tq o

Portanto, E é um fibrado vetorial de posto 1.

com U, X k.

Considere um fibrado vetorial p : £ — X e um morfismo f : X' — X. O
produto fibrado £ = E x x X’ sobre X possui um morfismo p’ : B/ — X’. Esse morfismo
define um fibrado vetorial. De fato, se F ’U = U xV,comU C X, entao, escrevendo
U' = f~4(U), temos E' o= Exu U' = U' x V. Esse fibrado vetorial é denotado por
J*(E) e o posto de f*(E) e de E sao iguais.

Definigao 4.33. O fibrado vetorial f*(E) descrito é denominado o pullback de E.

Exemplo 30. Sejam X uma variedade projetiva e f : X — P! uma imersdo fechada para
0 espago projetivo. Seja p : B — P™ o fibrado vetorial descrito no Exemplo 29. Entao,
f5(E) é um fibrado vetorial sobre X de posto 1. Tal fibrado depende, em geral, da imersdio

f e € um importante invariante de f.

Exemplo 31 (Construcao de Fibrados Vetoriais). Como um fibrado vetorial € localmente
trivial, entdo pode ser obtido a partir da colagem de fibrados triviais sobre um niumero de

conjuntos abertos. Isso resulta em um método eficiente de construir fibrados vetoriais:

Seja X = JU, uma cobertura tal que o fibrado p: E — X seja trivial em cada

U,. Para cada U,, fixe um isomorfismo
Pa :pil(Ua) — Ua x V.

Sobre a intersegio U, N Ug, temos dois isomorfismos de p~' (U, N Ug) com (U, NUg) X V:

gDC"p*l(UamUﬁ) € gOﬂ‘pfl(UamUﬁ)'
vetorial trivial (U, NUg) x V' sobre U, N Up.

Portanto, pg o @' define um automorfismo do fibrado

Agora, utilizando o Exemplo 28, escolhemos uma base de V' e escrevemos o automor-

fismo g ot como uma matrizn x n Cup = (aij)as com entradas no anel Ox (U, N Up).
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Essas matrizes satisfazem as condigoes de colagem:

Coa = 1d, e

(4.2)
Ca'y = Cagcgfy, em U, N UB N UV'

Reciprocamente, especificando matrizes Cynz com entadas em Ox (U, NUg), define-se um
fibrado vetorial, dado que Cnp satisfaca (4.2).

As matrizes Cop sao denominadas matrizes de transicdo do fibrado vetorial.

Exemplo 32. Se L é o fibrado vetorial de posto 1 sobre P" introduzido no Exemplo 29, os
mapas Y sao da forma oo (x,y) = (x,ya); entdo, a matriz de transicio Cyp é uma matriz

1 x 1 zga;t.

4.8 FIBRADOS VETORIAIS E FEIXES

Um fibrado vetorial é uma generaliza¢ao de um espago vetorial. Agora, introduzimos

a ideia andloga a um ponto de um espago vetorial:

Definicao 4.34. Uma segcao de um fibrado vetorial p : E — X € um morfismo
s: X — F tal quepos=1em X.

Em particular, s(x) =0, (o vetor nulo em E,) é uma se¢io, denominada a se¢@o
nula de E.

A notagao para o conjunto das segoes de um fibrado vetorial E é L(E).

Exemplo 33. Uma secio f do fibrado trivial de posto 1 X x k é simplesmente um morfismo
de X para A', isto é, um elemento f € Ox(X). Portanto, L(X x k) = Ox(X). Em
particular, L(P™ x k) = k; analogamente, L(P" x V) = V.

Exemplo 34. Considere o fibrado vetorial E do Exemplo 29. Toda secio s : P* — E
determina, em particular, uma se¢io s : P — P"xV e, portanto, é da forma s(z) = (z,v),
para algum v € V' fizado. No entanto, como s(x) € E, seque que v € L, para todo x € P™;
logo, v = 0. Dessa forma, L(E) = 0. Isso prova, em particular, que E nao é um fibrado

trivial.

A partir da defini¢ao de fibrado vetorial (Defini¢io 4.31), tem-se que, se s; € Sg SA0
segoes em F, entdo existe uma se¢ao s; + sy de forma que (s; + s2)(z) = s1(x) + so(2),
para qualquer ponto x € X. A soma apresentada ao lado direito dessa igualdade é
significativa, uma vez que s1(x) e so(x) pertencem a E, e, por sua vez, E, é um espago
vetorial. Analogamente, a igualdade (fs)(x) = f(x)s(z) determina uma multiplicagao de

uma segao s por um elemento f € Ox(X).

Portanto, o conjunto £(E) é um médulo sobre o anel Ox(X). A qualquer conjunto

aberto U C X, associamos o conjunto L(E, U) de se¢oes do fibrado E restrito a U, obtendo,
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assim, um feixe. Denotamos esse feixe por Lg. O feixe L correspondente a um fibrado

vetorial é um feixe de médulos sobre o feixe estrutural Ox.

Resgatando a Definicao 3.59:

Definig¢ao 4.35. O feize de um fibrado trivial de posto n é determinado por Lg(U) =
Ox(U)"; isto €, L é a soma direta de n copias de Ox. FEsse feize é denominado feire

livre de posto n.

Seja F um feize de Ox-mddulos. Se todo ponto possui uma vizinhanca U tal que
Fu € livre e de posto finilo, entao dizemos que F é um feixze localmente livre de posto
finito.

Se F é um feixe localmente livre, entao todo talo F, é um O,-mddulo livre. O
feixe L correspondente a qualquer fibrado vetorial E é localmente livre de posto finito,

uma vez que F é localmente isomorfo a um fibrado trivial.

Teorema 4.36. A correspondéncia E — Lg estabelece uma correspondéncia biunivoca

entre fibrados vetoriais e feizes localmente livres de posto finito.

Demonstracao. Recapitulando, se X é uma variedade, um fibrado vetorial sobre X é uma

variedade F, juntamente com um mapa p: E — X, tal que:

(i) Para cada z € X, temos p~'(x) = A", para algum n;

(i) H4 uma cobertura U; de X de forma que p~'(U;) = U; x A™.

Note que, se X for conexa, podemos utilizar o mesmo n em cada ponto e dizer que o

fibrado vetorial possui posto n.

Se tomarmos um fibrado vetorial p : £ — X, atribua a U uma colecao de
morfismos s : U — F tal que p o s seja a identidade em U. Esse feixe sera localmente
trivial e os conjuntos abertos que usamos podem ser aqueles tais que p~(U;) = U; x A™.
Isso porque, nesses conjuntos, estamos trabalhando com fungoes U; — U; x A" as quais,
compostas com a proje¢ao, nos fornece a identidade. Isso é o mesmo que observar morfismos
Uy — A" = A' x --. x A, uma lista de n funcoes regulares em U;. Portanto, um fibrado

vetorial define um feixe localmente livre.

Agora, considere um feixe localmente livre F de posto n. Tome uma cobertura
por abertos de X de forma que F . seja livre, para cada U;. Podemos tomar tal

cobertura sendo finita, uma vez que variedades sao quasi-compactas. Considere a uniao
disjunta de U; x A", para todo i. Dessa forma, temos isomorfismos F b T Op, e
K2
F v Op, . Restringindo cada um desses isomorfismos a U;NUj, temos dois isomorfismos
J
distintos F

n . . —1 -
o OUZ_QU],, denotados por g; e g;, respectivamente. Assim, g;g; = ¢ um
]
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automorfismo de Fy,ny,. Pelos isomorfismos com Of,y,, podemos identificar com uma

matriz n x n de fungoes regulares em U; N Uj;.

Tomando U; x A" e U; x A" e identificando-os ao longo de U; NU; através do mapa
(x,v) € UyNU; x A" — (x,gjgi’l(v)), podemos executar essa ideia para todos i,j e
denotar este objeto por E, o qual possui um mapa E — X, eliminando a coordenada
vetorial em qualquer ponto. Dessa forma, as fibras serao cépias de A" e, por construcao,
para cada ponto ha uma vizinhanca onde o espaco é U x A™. Agora, basta verificar
que estamos tratando de uma variedade. Certamente, possui uma cobertura aberta por
variedades afins, por construcao, e, de fato, tal cobertura é finita. Por fim, note que
g; g; o g g;l 0gigr " é o mapa identidade. Logo, estabelecemos uma correspondéncia entre

feixes localmente livres e fibrados vetoriais. ]

4.9 DIVISORES E FIBRADOS EM RETA

No que segue, nao assume-se X nao-singular e considere divisores localmente
principais D. Correspondendo a cada divisor D em uma variedade irredutivel X, temos
um espago vetorial £(D). Essa correspondéncia da origem a um feixe em X: Note que o
divisor D em X também define um divisor em qualquer aberto U C X, a partir da restrigao
a U das equacoes locais de D. Denotamos por Dy o divisor assim obtido e definimos
Lp(U) =: L(U, Dy), onde L(U, Dy) é o espago vetorial correspondente ao divisor Dy em U.
Lp(U) Ck(X)eLp(V)C Lp(U) sempre que U C V; escreva pf; : Lp(V) < Lp(U)para

o mapa de inclusao. O sistema {E p(V), pg} ¢ um feixe, denotado por Lp.

Multiplicando elementos f € Lp(U) por h € Ox(U), temos que Lp ¢ um feixe
de Ox-mdbdulos. Tal feixe é localmente livre. De fato, se D é definido em um conjunto
aberto U, por uma equagao local f,, entdao os elementos g € Lp(U,) sao caracterizados

pela condigao gf, € Ox(U,). Isso mostra que o mapa g — ¢gf, define um isomorfismo

¢a: Lp| — Ox (4.3)

Ua Ua®

Vimos que um feixe dessa forma determina um fibrado vetorial Ep; logo, de (4.3), segue

que o posto de Ep é 1.

Definicao 4.37. Fibrados vetoriais de posto 1 sao denominados fibrados em reta, uma

vez que suas fibras sdo retas.

Podemos escrever as fungoes de transicao para Ep:
Como o isomorfismo sobre U,, em (4.3) é dado pela multiplicacao por f,, o automor-

fismo pgop, ! sobre U,NUs é dado pela multiplicagao por f—'B Note que ]ff € Ox(U,NUp).
fﬁ>‘1 o

7 — € Ox (U, NUg). Portanto, nesse caso, a matriz de transicao
«

Analogamente, ( =
[
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é uma matriz 1 x 1 dada por

/s

gpaﬁzf

Teorema 4.38. O mapa D — Lp — Ep define uma correspondéncia biunivoca entre

1. classes de equivaléncia linear de divisores;
2. classes de isomorfismo de feizes de Ox-maodulos localmente isomorfos a Ox; e

3. classes de isomorfismo de fibrados vetoriais de posto 1.

Demonstracdo. A correspondéncia entre os conjuntos 2. e 3. ja foi estabelecida no Teorema
4.36. Portanto, resta provar que D —— FEp define, de fato, uma correspondéncia um-a-um

entre os conjuntos 1. e 3.. Para isso, construimos o mapa inverso:

Suponha que E seja um fibrado em reta definido em uma cobertura X = U U, por
matrizes de transicao 1 X 1 @, com @.g, go;é € Ox(U,NUg). Sabemos que tais matrizes

satisfazem as propriedades de colagem (4.2). Logo, ¢p, = 90;51 e
Pap = app, sobre Uy NUs NU,. (4.4)

A inclusao Ox (U, NUp) < k(X) nos permite considerar .5 como elementos de k(X) e

(4.4) mantém-se valido da mesma maneira.
Fixe algum indice 7, por exemplo, v = 0. Substituindo v = 0 em (4.4), defina
fa = Yoo Entao, o sistema de elementos f,, em U, é compativel®, pois

2 — gop (4.5)

Portanto, definem um certo divisor D. Comparando (4.9) e (4.5), temos que E = Ep.
Portanto, construi-se, assim, um mapa bem-definido do conjunto 3. para o conjunto 1.,

cujo inverso ¢ dado por D — Ep. O

Exemplo 35. Sejam X =P" e D um hiperplano de P*. O fibrado em reta Ep correspon-
dente a D, sob o Teorema 4.38, é denotado por O(1). Se D € dado por xy =0, entdo, em

x
um aberto U, onde x, # 0, possui a equacdo local =0 Portanto, a matriz de transicao

(8%
s xa
para Ep € da forma cop = —.

g
Encontremos as segoes de O(1):

' Um sistema {f;} de fungdes correspondentes a conjuntos abertos U; de uma cobertura

X = U U; é compativel se f; satisfaz: ﬁ ¢ regular em U; N U; e é nao-nula.
J
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Em U,, estas sao da forma s, = onde P, ¢ uma forma de grau t; e elas se

g
at)’

(03
relacionam da sequinte forma: sg = copSq. Seque quet =1 e que P, = P é uma forma

de grau 1 em P".

Analogamente, o divisor mD corresponde ao fibrado em reta denotado por O(m),

m
. . Lo - ~ LA N
com matriz de transi¢io cog = ) . As segoes de O(m) sdao polinémios homogéneos de
x

graum. O(m) = O(1)®™ é a m-ésima poténcia tensorial de O(1). Para uma subvariedade

X C P, escrevemos Ox(m) para a restrigio a X do fibrado em reta (ou feize) O(m) em

P,
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5 SISTEMAS LINEARES E PONTOS DE RAMIFICACAO EM CUR-
VAS NODAIS REDUTIVEIS

Observacao 32. Sejam X um espaco topoldgico, U uma cobertura de X e F qualquer feize
de grupos abelianos em X. A partir deste ponto, teremos a notagio HO(U,F) := (X, F).
Portanto, define-se HY(X, F) como sendo o conjunto das segoes globais de F sobre X, o
que faz referéncia a F(X). Se X é uma variedade e F é um Ox-mddulo, entao H°(X, F)

possui a estrutura de um k-espaco vetorial.

Neste capitulo, utilizaremos, geralmente, o termo curva para se referir a um esquema
integral de dimensao 1, proprio sobre k, cujos anéis locais sao todos regulares. Tal curva
¢é necessariamente projetiva. Caso queiramos considerar um tipo de curva mais geral,
utilizaremos o termo esquema, apropriadamente qualificado, por exemplo, um esquema
integral de dimensao 1 de tipo finito sobre k. O termo ponto refere-se a um ponto fechado,

a menos que seja especificado o ponto genérico.

Iniciamos recapitulando brevemente alguns conceitos discutidos nos capitulos

anteriores, para facilitar a leitura.

Um divisor (de Weil) em uma curva X é um elemento do grupo abeliano livre
gerado pelo conjunto de pontos de X. Escrevemos um divisor da forma D = Z n;p;, com
n; € Z. Seu grau é Z n;. Dois divisores sao linearmente equivalentes se sua diferenca é o
divisor de uma funcao racional. Como X é nao-singular, para todo divisor D temos um
feixe invertivel associado L£(D) e a correspondéncia D — L(D) fornece um isomorfismo
do grupo C1(X) de divisores médulo equivaléncia linear com o grupo Pic X de feixes

invertiveis mdédulo isomorfismo.

Um divisor D = Znipi em X é efetivo se todo n; > 0. O conjunto de todos os
divisores efetivos linearmente equivalentes a um dado divisor D é denominado um sistema
linear completo e é denotado por |D|. Os elementos de |D| estdo em correspondéncia

biunivoca com o espago
(1o (x.£(D)) ~ {0}) /i,
entdo |D| possui a estrutura do conjunto de pontos fechados de um espago projetivo.

Lema 5.1. Seja D um divisor em uma curva X. Entdo, se dimy HO<X,£(D)) # 0,
deve-se ter deg D > 0. Além disso, se dim, H° (X,E(D)) # 0 edegD = 0, deve-se ter
L(D)=Oyx.

Demonstragio. Se dimy, H° (X, E(D)) # 0, entao o sistema linear completo | D| é nao-vazio.
Portanto, D é linearmente equivalente a algum divisor efetivo. Como o grau depende
somente da classe de equivaléncia linear e o grau de um divisor efetivo é nao-negativo,
temos que deg D > 0. Se deg D = 0, entao D ¢ linearmente equivalente a um divisor

efetivo de grau 0. No entanto, ha somente um tnico divisor nesse caso, o divisor nulo. [J
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Defini¢ao 5.2. Seja X uma curva projetiva sobre um corpo k. Se L = Ox (D) para algum

divisor de Cartier D, entao definimos deg L := deg D.

Denotamos por €2x;, ou simplesmente {2y, o feixe de diferenciais relativos de X
sobre k. Como X tem dimensao 1, tal feixe é invertivel em X e, logo, é igual ao feixe
canonico wy em X. Qualquer divisor na classe de equivaléncia linear correspondente é

denominado um divisor canénico.

Por fim, em Geometria Algébrica, uma degeneragao (ou especializagao) ¢ o ato
de tomar um limite de uma familia de variedades. Isto é, dado um morfismo f : X — C
de uma variedade (ou um esquema) para uma curva (por exemplo, retas afins ou projetivas),
as fibras f~!(z) formam uma familia de variedades sobre C'. Dessa forma, a fibra f~*(0)
pode ser entendida como o limite de f~!(z) quando z — 0. Pode-se dizer, nesse caso,

que a familia f~!(x), x # 0, degenera-se a fibra especial f~1(0).

5.1 PONTOS DE RAMIFICACAO DE SISTEMAS LINEARES: PARTE 1

Seja C' uma curva projetiva complexa, conexa e nao-singular. Sejam L um fibrado
em reta em C' e V C T'(C,L) um subespago vetorial ndo-nulo. Sejam d := degL e
r:=dmV —1.

Definicao 5.3. Seja p € C. Dizemos que um inteiro € é uma ordem de anulamento
do sistema linear (V, L) em p se existe uma se¢io nao-nula de L em V anulando-se em p

com ordem e.

Seja p € C' e considere o conjunto {ord,o}, ey das ordens de anulamento em p
de todas as se¢oes nao-nulas 0 € V. Podemos encontrar uma base para V' consistindo de
secoes que se anulam para ordens distintas em p: Comece com uma base qualquer. Se
duas secoes se anulam para uma mesma ordem, troque uma delas por uma combinagao
linear de duas que se anulem para uma ordem maior, e repita. Segue que a cardinalidade

desse conjunto é exatamente r + 1, isto é, ha exatamente r + 1 ordens de (V, L) em p.

Pondo-as em ordem de crescimento, temos a seguinte sequéncia:

(eo(p), ...,e,,(p)), com €y(p) < €1(p) < -+ < &(p).

Definicao 5.4. Denominamos a sequéncia <60(p), ...,er(p)) como sequéncia de anula-
mento de V em p.

A sequéncia associada (ao(p), ...,ar(p)), com a;(p) = €(p) — i, é denominada a
sequéncia de ramificagao de V em p.

O sistema linear (V, L) € dito ser ndo-ramificado em p se a;(p) = 0, para todo

1. Caso contrdrio, é dito ser ramificado em p.
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Definicao 5.5. Seja

r

wp = (ei(p) - z)

=0

Denominamos w, como sendo o peso (de ramificacao) de (V, L) em p.

Se w, > 0, dizemos que p é um ponto de ramificagdo de (V,L).

Como C' é suave, ()¢ é um fibrado em reta (Ver Teorema 3.68). Seja U C C' um
subesquema aberto tal que Qy e L‘U sejam triviais. Sejam p € I'(U,Q¢) e 0 € I'(U, L)

secoes gerando () e L‘U.

Fixe uma base 8 = (sg, ..., s,) de V. Entao existem fungoes regulares fo, ..., f;

em U tais que s;
dh = O(h)u, para cada h € I'(U, O¢). Forme o determinante Wronskiano:

- fio, para cada i. Seja 0 a derivagao C-linear de I'(U, O¢) tal que

foo o S
wB.op) = |0
fo - Of;
Se ¢’ e p/ sdo outras bases de L‘U e Qu, entdao o' = ao e p' = bu, para certas

fungbes regulares ndo-nulas a e b em U. Entao

afo o af,
b(afy) - bIaf)

r4+1

w(B, o', i) = = a3 w(B, o, ),

(9) (afo) --- (00)"(afr)

onde a primeira igualdade segue da definicao e a segunda igualdade é consequéncia da

multilinearidade do determinante e da regra do produto de derivadas.

Portanto, w(f, o, 1) esta associada a uma segao de

7‘+1)

L®7’+1 ® (QC)®( 2

Definicao 5.6. O esquema de zeros dessa se¢io de L™ @ (Qc)®<TJ2rl> ¢ denominado

divisor de ramificaciao de (V,L).

5.2 LIMITES DE SERIES LINEARES: MOTIVACAO

Retomando o discutido na Se¢io 4.6, ao falar de sistema linear (ou série linear)
em um esquema X, estamos falando sobre um par (V, £), onde £ é um fibrado em reta

em X eV C HY(X, L) um espago vetorial de segoes.

Considere uma familia projetiva plana 7 : X — B sobre uma curva suave B. Fixe

um parametro local ¢ em um ponto 0 € B e assuma que a fibra X; := 7! (¢) seja suave,
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para t # 0, e que a fibra especial X, podendo ser singular e/ou redutivel, seja sempre

redutivel. Além disso, trabalharemos com familias cujos espacos totais X sejam suaves.

Queremos desenvolver métodos para obter informacoes sobre o comportamento
de séries lineares na fibra genérica X; de tal familia observando seus "limites" na fibra
central Xy. E interessante escolher tal fibra central X de forma que a informacao sobre

os limites seja facil de obter e de trabalhar.

Algumas dificuldades podem ser contornadas se os fibrados em reta L, em cada
fibra X, para t # 0, forem restri¢oes de um tnico fibrado em reta £ em X'\ X;. Nesse caso,
como estamos assuminddo que o espaco total X' é suave, L se estendera a um fibrado em
reta em todo o X e, logo, o limite quando t — 0 de L; serda um fibrado em reta. Para mais
detalhes, ver (13, Capitulo 5, p. 240-253). O caminho mais natural a ser tomado pode ser
tentar descrever os limites dos fibrados em reta e/ou das séries lineares em familias nas

quais o espaco total seja suave e a fibra central seja irredutivel.

Dessa forma, queremos considerar aqui limites de séries lineares em uma familia
de curvas {X;} degenerando a uma curva redutivel X, com a restricao que X, é de tipo

compacto’.

Iniciemos a reflexao com o caso mais simples: Fixe uma familia parametrizada com
um unico parametro 7 : X — B de curvas, com espaco total suave X', fibras suaves X;,
para t # 0, e fibra central Xy =Y U Z, unidao de duas curvas suaves que se encontram
em um ponto singular p. B é tomado o menor suficiente para que se tenha um grupo de

Picard trivial, por exemplo, o espectro de um anel de valorizacao discreta.

Em geral, uma familia de fibrados em reta nas fibras suaves de tal familia degenerada
nao precisa se estender a um fibrado em reta na fibra singular. Porém, o que parece ser
a dificuldade nesse caso nao ¢ a auséncia de uma extensao de um dado fibrado em reta
Lem X =X \ Xy para X, mas sim a presencga de muitas, nenhuma capturando toda a
geometria da série linear em X;. Precisamente, se £ é um fibrado em reta em X, sempre
existird um fibrado em reta £ em X estendendo £; porém, se £ é qualquer um desses
fibrados, entao L(Y) = L ® Ox(Y') também o é.

A fim de comparar £ e L(Y'), note que o fibrado em reta Ox(Y") se restringe ao
fibrado em reta Oz(p) em Z. Por outro lado, O (X)) ¢ trivial; logo, Ox(Y) = Ox(—2)
e, consequentemente, Ox(Y') deve se restringir a Oy (—p) em Y. Portanto, se £ possui
graua em Y e d —a em Z, o fibrado em reta L(Y) terd graua—lem Y ed—a+ 1 em
Z. Em outras palavras, vemos que, para dado £ em X de grau relativo d, existe, para

todo v € Z, uma tnica extensao L, de £ a X com grau a« em Y ed — « em Z.

I Curvas do tipo compacto sido curvas nodais conexas cujas componentes irredutiveis sao

suaves e, duas a duas, nao se intersectam em mais de um ponto.
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Agora, generalizando um pouco, assuma somente que X, seja uma curva nodal? de
tipo compacto e que Y e Z sejam componentes de X encontrando-se em um ponto p. Por
hipétese, Xo — {p} possui duas componentes conexas; seja £ a uniao das componentes de
Xy que se encontram na componente conexa de Xy\{p} contendo Y. Entao, o fibrado em

reta Oy (F) terd restrigoes

Ox(E)®@ 0z = Oz(p),
Ox(E)® Oy = Oy(-p),
Ox(E)® Oy = Ow

para qualquer componente W de X, distinta de Y e Z.

Seja Ay o conjunto de fungoes de valor inteiro no conjunto de componentes irre-
dutiveis de X, cujos valores somam d. Segue que: Se £ ¢ qualquer fibrado em reta de
grau relativo d em X e se a € qualquer elemento do conjunto Ay, entdo existe uma Unica

extensio Lo de L a X tal que
deg (Lo ® Oy) = a(Y), (5.1)

para toda componente Y de Xo. Além disso, se Y e Z sdo duas componentes de X
encontrando-se no ponto p e 3 é obtido a partir de o ao adicionar 1 a a(Y') e subtraindo 1
de a(Z), entao

Ls0y = L,® Oy (p), (5.2)
ﬁg RO0; = L,® Oz(—p). (53)

Isso responde completamente a questao de quais dados obtemos no limite a partir de uma
familia de fibrados em reta de grau d na familia de curvas X;. Conseguimos uma cole¢ao

de fibrados em reta, indexada por Ay, satisfazendo as relagoes (5.1), (5.2) e (5.3).

Note que tal colecao de dados depende somente da curva X, e nao da familia X,
em particular degenerando-se a ela. Esse fendmeno é especial para fibras limitantes de
tipo compacto; para uma familia degenerando-se a uma curva nodal geral, o que constitui

um limite de fibrados em reta dependera da familia.

Agora, chegamos a questao principal: Suponha que tenhamos nao somente um
fibrado em reta L; em uma fibra genérica X; da familia, mas uma série linear V; C
H°(X, L;); em outras palavras, temos dados um fibrado em reta L em X juntamente
com um subfeixe localmente livre ¥V C 7r*(£~) de posto r + 1. A qual dado de Xy podemos
associar a tal familia que providenciara informacao sobre a geometria limitante da série

linear V; quando t — 07

2 Curvas nodais sao curvas projetivas, complexas e conexas cujas singularidades sao nds, isto

é, pontos duplos ordinarios.
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Uma resposta natural a essa pergunta seria observar todos os possiveis limites da
familia £ de fibrados em reta e o sistema linear correspondente em cada caso. Para cada
o € Ay, temos uma extensio Lq; o subfibrado V C 7,(£) ird se estender a um subfibrado
Vo C m.(Ly); logo, a série linear V; possui um limite V,, € H° (XO, Lo ® (’)XO), isto é, a
fibra do feixe V, sobre 0. Como conclusao, temos, mais uma vez, uma colecao de séries

lineares limitantes V,, indexada por Ay.

O problema com essa abordagem é que tais dados sao redundantes e dificeis de
lidar. Felizmente, nao é necessario observar todas essas séries lineares. Para a maior parte,
é suficiente focar em um subconjunto menor do conjunto das séries lineares V,. Para cada
componente Y de X, denote por Ly a unica extensao de £ a X com grau d em Y e grau
0 em todas as outras componentes de Xj; ainda, seja Vy := %1_{%(‘/}) c H° (XO, Ly ® OXO).
Tais extensoes possuem a vantagem imediata (sobre aquelas dadas por « geral) que uma

secao de Ly que se anula em Y, anula-se em todo o Xj. Logo, temos a inclusao
Vy C HO(XO,;CY X OX0> - HO(Y,,CY & Oy)

Portanto, podemos olhar V3 como uma série linear na curva suave Y, ao invés de em
todo Xy. (E comum se referir a V3 como sendo o aspecto limite de V em Y'). Em resumo:
Associada a série linear na fibra genérica X; hd uma colecio de aspectos limites Vy que

sao séries lineares nas varias componentes Y de Xj.

Nesse contexto, a nogao de ramificacdo é central na teoria de limite de séries
lineares. Dados um ponto suave p em uma curva nodal X e uma série linear limite D em
X, definimos uma sequéncia de ramificag¢io (ver Definicao 5.4) de D em p como sendo a

sequéncia de ramificacdo em p do aspecto de D na componente de X contendo p.

Em uma familia de pardmetro tnico {X;} de curvas de tipo compacto com espago
total suave, uma série linear D, na fibra genérica degenera-se a uma série linear limite D
na fibra especial. Observamos, ainda, que um ponto suave da fibra especial X serd um
ponto de ramificacao para D se, e somente se, for o limite de pontos de ramificacao de Dy;
além disso, o peso de ramificagao (ver Definigio 5.5) de D em p serd a soma dos pesos de
ramificagdo de D, em pontos de X; tendendo a p. Para mais detalhes, ver (13, Capitulo 5,
p. 263-273).

5.3 DEGENERANDO SISTEMAS LINEARES

Seja S o espectro de um anel de valorizagao discreta R. Seja m um parametro de
R. Denote por s (resp. 1) o ponto especial (resp. genérico) de S. Seja f: C' — S um
morfismo projetivo plano. Denote por C(s) (resp. C(n)) a fibra especial (resp. genérica),
isto é, a imagem inversa do ponto especial (resp. genérico) pelo morfismo f (Ver Defini¢io
3.22 e Observagio 13).
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Suponha que a fibra genérica C'(n) seja uma curva geometricamente integral e que
a fibra especial C(s) seja uma curva nodal reduzida®. Assuma que C' seja um esquema

regular. Denote por C1, ..., Cy as componentes irredutiveis de C'(s). Para cada Cj;, tome
Ci=C\C;
J#
Como C' é regular, entao (1, ..., C; sao divisores de Cartier. Além disso, qualquer
divisor de Cartier em C' com suporte em C(s) é uma combinagao linear de C1, ..., C;. Note

que Cy + - - - + Cy é um divisor principal (ver Defini¢ao 4.6), isto é,
Oc = Oc(Cy+---+ Cy).

Definicao 5.7. Para cada t = 1,...,t, dizemos que um divisor de Cartier efetivo em C

com suporte em C(s) é C;-livre se seu suporte nao contém Cj.

Como C' é regular, para todo feixe invertivel L, em C(n) existe um feixe invertivel
L em C tal que £(n) ~ L,, onde L(n) denota a restricao de £ a C'(n).

Definicao 5.8. Denominamos tal L descrito como uma extensao de L, a C.

Exemplo 36. Por exzemplo, se L, = Oc((D), onde D é um divisor de Cartier em C(n),
entio D é um divisor de Cartier em C' e L := Oc(D) é uma extensio de L,. Dada outra
extensao M de L, a C, temos que (M @ L) (n) = Ocy. Segue que existem inteiros
Ny, ...,ny tais que M= LR Oc(nCy + -+ +nCy).

Os feixes L ® O¢ (n1Cy + - - - + n,Cy) sao todas as extensoes de Ly, a C.

Agora, fixe um feixe invertivel L, em C(n) de grau d e um subespaco vetorial
nao-nulo V,, C H° (C(n), Ln) de secoes de L, de dimensao r + 1.

Se £ é uma extensao de L,) a C, temos o mapa de restrigao

L — L,
g +— 0"
C(n)

que induz o mapa injetivo H(C, L) — H° (C’(n), Ln)- Entao tomamos
Ve = ‘/;7 N HO<C, £),

onde a intersecio é tomada dentro de H° (C’ (n), Ln)- Como R é um anel de valorizagao

discreta, V; é um R-moddulo livre de posto r + 1, com

Ve(n) = (Vy 0 H(C, £)) @ k(n) = Vy N H(Cn). L(n) = Vs,

Uma curva reduzida ¢é aquela cujas componentes irredutiveis possuem multiplicidade 1 (Ver
Definicao 3.28).

3
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Além disso, o homomorfismo induzido
Ve®k — HY(C, L)@ k — H(C(s), L(s))

é injetivo, de fato:

Considere a inclusao Vy C H(C,L). Se o € H*(C,L) e f € R — {0} sdo tais
que fo € Vg, entao fo € V,. Como V, é espaco vetorial sobre k(n), temos que f é
uma unidade e concluimos que o € V,. Portanto, o € V. Disso, obtemos a inclusao
Ve ®k(s) C H(C, L)®k(s). Por outro lado, como s é o ponto especial de S e corresponde
a um divisor principal, o mapa H(C, L) — H° (C’(s), E(s)) tensorizado por k(s) origina
0 mapa injetivo

H(C, L) & k(s) — H(C(s), L(s)).

Obtemos o homomorfismo injetivo
Ve(s) — H(C,L)(s) — H°(C(s), L(5)).

Em resumo, dada uma extensao £ de L, para C, o sistema linear (V},, L,) estende-se
para o sistema linear (V, £) em C, cuja restri¢ao (Vﬁ(s), E(s)) para C(s) é um sistema
linear, todos de mesmo posto.

Se V, = HY(C(n), Ly), entdo Ve = H°(C,L). Porém Ve @ k = H°(C(s), L(s))
somente se o mapa mudanga de base H°(C, L) @ k — H° (C(s), E(s)) for sobrejetor e,

portanto, um isomorfismo.
Definicao 5.9. Dizemos que (Vg(s), £(s)> ¢ um ststema linear limite.

Teorema 5.10. Para toda componente irredutivel C; C C(s), existe uma dnica extensao

L; de L, para C com as sequintes propriedades:

1. O homomorfismo induzido canonicamente

i

Ve (s) —s H° (c Li(s)

o)

¢ injetivo,

2. SeL € uma extensdo de L, para C tal que o homomorfismo induzido

)

seja injetivo, entao existe um divisor de Cartier efetivo e Ci-livre D em C' com
suporte em C(s) tal que T = L;,(D)= L; ® Oc(D) e tal que o homomorfismo induzido

Ve, — Vi seja um isomorfismo.

Vi(s) —s H° (Ci,I(s)
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Demonstragio. (i) Primeiro Passo: Provar a eristéncia de uma extensao Z de L, a

C de forma que o homomorfismo induzido

Vi(s) —s H° <Ci,l'(s)

)

Seja J uma extensao qualquer de L,, a C. Para qualquer sequéncia ni,...,n; € Z, o
feixe 7 := J ® Oc(ni1Cy + - - - +nyCy) também é uma extensao de L, a C'. E possivel

seja injetor.

encontrar ni, ..., n; tais que degI(s)‘C < 0, para todo j # i. Dessa forma,
i

c~> !

Va(s) € HO(C(s),Z(s)) < QHO (oj,z(s) Cj) — HO ((J,-,z(s)

onde segunda inclusao ¢ dada pelo mapa

HO(C(s).Z(s)) — HO (cl,z(s)c

>@---@H0 (Ct,l'(s)

)

e a tltima igualdade segue do seguinte fato: como degZ(s)

)

1

o — <0 O
Cq

o < 0 para todo j # 1,

J

entdao H° <Cj,I(s) .

) = 0, exceto no caso 7 = J.
j

Segundo Passo: Suponha que I, e Iy sejam extensoes de L, a C tais que os mapas

)

sejam injetivos para m = 1,2. Queremos provar que existe uma extensio N de
L, a C tal que I, = N (D,,) = N ® Oc(D.,), onde D,, é um divisor de Cartier

em C efetivo, com suporte em C(s) e Cy-livre, tal que o homomorfismo induzido

Vy (s) —s H (ci,zm(s)

Vi — V7, seja um isomorfismo para m = 1,2.

De fato, como Z; e I, sao extensoes de L, a C, existe um divisor de Cartier
D = nCy + - +nCy em C, com suporte em C(s), tal que 7y = Zy(D). Por
outro lado, O¢ = Oc(Cy + - -+ + C}), isto é, C) + - - - + C; é um divisor principal.
Portanto, para todo n € Z, o divisor D —n(C} + -- - + C}) é linearmente equivalente
a D. Escolhendo um inteiro n conveniente, podemos supor que D ¢é Cj-livre. Faca
D = Dy — Dy, onde Dy e Dy sao divisores de Cartier em C' disjuntos, efetivos,

Ci-livres e com suporte em C(s).
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Agora, seja M := Ty(D;). Tal definigdo implica que M = Z;(D,):

M = T,(Dy)
= Z,® Oc(Dy)

> 7, ® Oc(D1) ® Oc(Ds) @ Oc(—D5)

> T, ® Op(Dy — Dy) @ Oc(Ds)

(

(

(Utilizando o fato de D = Dy — Dy) = Iy ® Oc(D) ® Oc(Ds)
> (y(D))(Dy)
(Utilizando o fato de Z1 = Zo(D)) = Z;(Dy)
Além disso,
(D)), = Tus)|, (D2 C_)
e
L)), = ), (D).

m|, s bara m = 1,2, é a restricdo de D,,, a C;, o qual é um divisor de Cartier
efetivo, pois D,, é Cj-livre.

As inclusoes de feixes Zm(s)‘c, — M(s) .
7o (Ci,Im(s) C_) o <C’i,/\/l(s) }

, para m = 1,2, geram os mapas injetivos

i

) , induzindo o seguinte diagrama comutativo

)
o)

onde o homomorfismo horizontal inferior é injetor por hipétese. Assim, temos que o

2

Vm(s) — H° (C’i, M(s)

| |

Vi (s) — HO (C’i,Im(s)

homomorfismo vertical a esquerda também é injetivo.

Como Vi e Vz,, sao R-médulos livres de mesmo posto (igual a dimensao de V),
segue que V(= Vz_, param = 1,2.

Agora, tome G := Zy(—Ds). Note que G = Z;(—D;). No diagrama comutativo

+D1

Gg——=1,

+D2l J{“!‘DQ

Iy ——M
2 +D1
todos os mapas sao injetivos, o que também vale para o diagrama induzido

HY(C.G)— H(C.T,) .

| l

H(C,T,) —— HO(C, M)
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Observagao 33. SeZ ¢ uma extensio de L, a C' de forma que Vz(s) — H° (Ci,I(S)
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Como D; e D, sao disjuntos, temos que
H°(C,G) = H(C,T,) N H*(C,T,) ¢ H*(C, M).
Portanto,
Vi, 0 Vr, = (V,n HY(C, T0)) N (V, N HY(C, To)) =V, N HY(C,G) = Vg C Vi

e Vg =Vz,, , param = 1,2. Faga N := G. Por fim, note que N' = 7, se, e somente
se, D,, = 0.

Terceiro Passo: Provar a ezisténcia de uma unica extensio L; de L, a C' de forma

que, se L € outra extensdio de L, a C tal que o homomorfismo induzido

)

seja injetivo, entao existe um divisor de Cartier efetivo D em C, com suporte em

Vi(s) —s H° (Ci,I(s)

C(s) e Cy-livre, tal que T = L;(D) e o mapa injetivo induzido Vy, — Vi é um
isomorfismo.

Pelo Primeiro Passo, existe uma extensao Z; de L, a C tal que o mapa V7, —
7 (Ci,L(s)

basta tomar £; := Z;. Caso contrério, existe uma extensao Z de L, a C' de forma que

. ) é injetivo. Se Z; satisfaz o afirmado, entdo ha nada mais a se fazer:
%

o homomorfismo Vz) — H 0 (Ci,I(s)‘C) é injetivo, porém nao existe um divisor
de Cartier efetivo D em C, com suporte em C(s) e Cj-livre, tal que Z = Z;(D).
Considerando os feixes 7; e Z, segue do Segundo Passo que existe uma extensao Zy
de L,y a C e um divisor de Cartier efetivo D em C, com suporte em C(s) e C;-livre,
tal que Zy =2 Z,(— D) e Vz, — V7, é um isomorfismo. Note que o homomorfismo
natural Vz,(s) — H° (C’i,Ig(s) o

tomar L; := Z,. Caso contrario, podemos repetir o argumento acima, encontrando

> ¢ injetivo. Se Z, satisfaz o afirmado, basta

extensoes 11,7y, ...,I,, de L, e divisores de Cartier efetivos Dy, Ds, ..., Dp,—1 em
C, com suporte em C(s) e Ci-livres, tais que Z; = T;,1(D;) e V7, — V7, é um

isomorfismo, para todo 1 < j < m.

Em particular, temos:

Vi, 2 Vg, € H(C,Ly(=Dy =+ = Dy 1)),
Como V7, é nao-nulo, tal processo nao pode ocorrer indefinidamente, tendo que parar
para algum valor de m. Portanto, existira m > 1 tal que £; := Z,, satisfazendo a
afirmacao.
O

)

€ injetivo, entdo, pelo Teorema 5.10, existe um divisor de Cartier efetivo D em C,
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com suporte em C(s), tal que T = L;(D). Portanto, existe um mapa injetivo natural

L; — I. Dizemos que L; é uma extensdo minimal de L, a C tal que o mapa
Ve (s) —s HO (0 Li(s)

) ¢ injetivo.
C;

Definigao 5.11. Dizemos que L; é a extensdo de L, associada a C; (e ao subespago-
vetorial V,, C H° (C’(n),Ln)). Dizemos, ainda, que (Vci(s),ﬁi(s» ¢ o sistema linear

limite associado a C;.

Observacgao 34 (Feixe Canonico e Feixe Dualizante). Denote por wy o feize dualizante
relativo de f: C'— S. wy € uma extensao invertivel do feize canonico da fibra genérica

de f a C e sua restricio wy(s) d fibra especial € o feizve canonico desta fibra.

Para cada i € {1,...,t}, ambos os feizes L; e wy sao extensoes do feire candnico da
fibra genérica de f. Portanto, existem n},...,n} € Z tais que L; = ws(niCy + - - + niCy).
Além disso, como Vi, (s) — HY(C;i, Li(s)|c,) € injetivo, podemos supor n: = 0. Desta

forma, obtemos a unicidade dos inteiros ni, ..., nt.

Para mais detalhes, ver (14, I11.7, p. 239-250).

Proposicao 5.12. Se I é uma extensao de L, para C, entdo I = L; se, e somente se,

1. O homomorfismo induzido canonicamente

Vi(s) — H° <Ci,I(s)

)

€ injetivo,

2. Para toda componente irredutivel C; C C(s) com j # i, o homomorfismo induzido
Cj)

Demonstra¢io. (=) Suponha que Z = L;. Entao, pelo Teorema 5.10 (1.), o homomor-

)

é injetivo. Suponha, por contradi¢do, que exista uma componente irredutivel C;; C C(s),

o)

seja identicamente nulo. Segue que Vy, = Vi, ¢;), contradizendo a propriedade de

canonicamente
Vz(s) — HY (Oj,z(s)

nao € identicamente nulo.

fismo induzido

Vo (s) —s HO (c Li(s)

com j # i, tal que o homomorfismo

Ve (s) —s HO (cj, Li(s)

minimalidade de £;. Portanto, Vz,(s) — H°(C}, Li(s)|c,) é ndo-nulo para cada j.

(<) Suponha que Z seja um feixe tal que Vz(s) — H°(C;,Z(s)|¢,) é injetivo

e, para cada componente irredutivel C; C C(s) com j # 4, o homomorfismo candnico
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induzido Vz(s) — H°(C},Z(s)|c,) nao é identicamente nulo. A partir do Teorema 5.10
(2.), temos a existéncia de um divisor de Cartier efetivo D em C', com suporte em C(s)
e Ci-livre, tal que Z = L;(D) e tal que o homomorfismo induzido V;, — V7 seja um

isomorfismo. Segue que
Ve =V, C H(C, L) = H°(C,Z(-D)).
Note, portanto, que cada se¢ao de Vz(s) se anula em D. Como o homomorfismo

)

nao é identicamente nulo para todo j # ¢, e como D é Cj-livre, entao D = 0. Logo,
T=L;. O]

Vi(s) —s HO (cj,z(s)

Proposigao 5.13. Fize 1,5 com i # j. Sejam liy,, para m € {1,...,t}\{i}, os unicos
inteiros tais que

L= L (Z zimcm) .

mi
E’ﬂ,t(iO, 0 S lzm S li]’, Vm.

Demonstracao. Sejam

lim >0
lim <0

divisores de Cartier em C' efetivos, com suporte em C(s) e Cj-livres. Note que £; =
L;(E — F), onde E e F sao disjuntos.

Sejam

Note que F = L;(E) e G = L;j(—F).

Como F é Ci-livre, da imersao £; < F, o mapa Vz(s) — H° <CZ-,./—"(S)

injetivo e, pelo Teorema 5.10, temos o isomorfismo V;, = V.

é
o)

Como FE e F' sao disjuntos, por procedimento analogo ao aplicado na demonstracgao
do Teorema 5.10 (Sequndo Passo), temos que Vg = V. N Ve, C V. Portanto, Vg = V.

Logo, o homomorfismo induzido
Ve, (s) — H*(C(5), L;(5))
fatora-se através do homomorfismo

H(C(s),G(s)) — H(C(s), £;(s))
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induzido pela imersao G — L;, isto ¢,

VL.(S)

J

Vo(s) = Vi, (s) —= HO(C(s), L;(—F)(s))

HO(C(s), £;(s))

Por hipétese, V;,(s) — H%(C}, L;(s)|¢,) é ndo-nulo para cada j = 1,...,t (Proposigio
5.12). Concluimos que F' = 0. Portanto, l;,,, > 0, para todo m.

Por outro lado, pela hipétese que £; = L; (Z limC’m) , temos que
m#i

cjgc{—zmﬂa

I

m#i,j

L (lijci — 1 (Cr+-+C)+ D (I — lim)cm)
Como O¢ = O¢(Cy + -+ - + C}), note que
m#£i,j

= L lijci + Z (lij - lim)Cm ® OC( — (Cl 4+ Ct))@)lij

m#i,j

m#i,j

Aplicando o resultado obtido na primeira parte desta demonstracao, temos que

lij = limy > 0, para todo m # j. Portanto, a prova esta completa. O
Defini¢ao 5.14. Dizemos que l;; é o nimero de conexdo de L; e L;.

Corolario 5.15. Seja I uma extensio de L, para C. Se o homomorfismo induzido

canonicamente
vmyeH%%J@k>
¢ injetivo para m =1, j, entdao L; = L;.
Demonstragio. Segue do Teorema 5.10 (2.) que existe um divisor de Cartier efetivo

D,, em C, com suporte em C(s) e Cy,-livre, tal que Z = L,,(D,,), para cada m = i, j.
Portanto, Z = L,;(D;) = L;(D;), ou seja

L; = L;(D; — D).
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Escreva

D’i = Z OéTnC(Tn’

Dj - Z B Cm.-

m#j

Dessa forma, temos
Dj—Di = (51—011)01++BZCZ++(—OZ])C]++(5t_Q4t)Ct

Como O¢ = O¢(Cy +---+C), para todo n € Z, D; — D; —n(Cy + - - - + C}) é linearmente

equivalente a D; — D;. Tome n = ; de forma que D; — D; seja Cj-livre:

Dj_Dz:(Bl_al_ﬁz)Cl—i_+<_aj_ﬁz>cj++<5t_at_ﬁz)0t
N—— — N———— N——— —
Y1 Yi Tt

Como D; e D; sao efetivos, a;,5; > 0, donde ; < 0. Ainda, pela Proposicao 5.183,
Vi = Ym = 0, para m # ¢. Portanto, 7, = 0,Vm # i. Ou seja, D; = D;. m

Proposigao 5.16. Sejam C;,C; C C(s) duas componentes irredutiveis intersectando-se

em p € C;NC;. Para cada m = 1,7, seja €)'(p), ..., e (p) a sequéncia crescente de ordens

ceey Ep

de anulamento em p do sistema linear

(Vcwl(s), ﬁm(s)‘cm) '

Entao,

€ (p) + el_n(p) > Ly,

para todo h =0, ...,r.

Demonstragao. A prova é andloga a apresentada por Eisenbud e Harris em (3, Proposigao
2.1, p. 348). m

54 PONTOS DE RAMIFICACAO DE SISTEMAS LINEARES: PARTE 2

Assuma, a partir de agora, que a caracteristica do corpo residual k(s) seja 0.

Seja w o feixe canonico em C' relativo a S. Se £ é uma extensao de L, a C, entao

podemos associar (ver Segdo 5.1) a inclusdo V; < HY(C, L) uma se¢ao
e 1 (0,67 D)),
Definigao 5.17. s, é denominada a se¢cd@o de ramificagdo do sistema linear (V. L).

Definicao 5.18. Seja Z, o esquema de zeros de s;p. O subesquema Z, C C' é denominado

subesquema de ramificagdo do sistema linear (V;,L) em C.
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A intersegao Z, := Z; N C(n) é o subesquema de ramificacao de (V;,, L,). Portanto,
7 nao contém C(n). Para todo i = 1,...,t, seja n* a multiplicidade de C; em Z,. Note

que s, se fatora através de uma segao
* 0 er+l o ,@("3") c L
sp e HO(C Lo @w'2) @ Oc( = nfCy — - —nfC,) ).
Além disso, o esquema de zeros Z de s} é o unico divisor de Cartier relativo em C' sobre

S tal que Z, = Z N C(n). Ainda,

t
Zp =2+ niCi

i=1

Em particular, se V. (s) C HY (Cz-, L(s)
C(s), entdao ZNCH = Z,NC}.

C) para uma certa componente irredutivel C; C

Agora, seja Z o divisor de Cartier relativo em C' sobre S cuja fibra genérica Z(n) é
o subesquema de ramificacao de (V;, L,). Denominamos Z(s) o divisor de ramificacao
limite.

Para todo ¢ € Z(s), seja w, o0 peso de ¢ em Z(s).

Teorema 5.19. Para cada v =1,...,t, seja Z; C C; o subesquema de ramificagcio de

@Mgg@&)

Seja q € C(s). Para toda componente irredutivel C; C C(s) contendo q, denotamos por wé

o peso de q em Z;. Entao:

1. Seq e C}, entio wy = w);
2. Seqe C;NCy, para i # j, entdo
wg = wy, +w) + (r—1l;)(r + 1).
Demonstragio. 1. Temos que ZNC} = Z;,NC}. Por outro lado, Z.,(s)NC} = Z;NC}.

Portanto, se ¢ € C;, entdao w, = w.

2. Agora, suponha que ¢ € C; N C}, para i # j. Para m =1, j, denote por w,, o feixe
dualizante em C,, (ver Observagio 34). Temos uma imersao canonica wy,, — w(s) ‘c

m
de feixes invertiveis cujo conticleo possui comprimento 1 em g (ver Observag¢io 35).

1
w:%—(;> (5.4)

onde a,, é a ordem de anulamento em ¢ da restri¢cao de s, a C,,, para m = 1, .

Portanto,

Para cada m = 1, j, seja b, a ordem de anulamento em ¢ da restricao sz a Cy,.

‘4 * o 5 ® ok
Como Z ¢ igual ao esquema zero de s , para m = 1, j, entao sj = Sp, €

Wy = bz + bj. (55)
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Por outro lado,

Ainda, como s% = s*% . entao
) L; LJ )

t
LI = L9 @ Oc (Z (nf - nfj>0h> , (5.7)

h=1

donde

£or0 2 70 00 (S (o 1)) 00 (o5 4w )1 v+ 1)

h=1

EOC

(5.8)

Por outro lado,

onde E;; é um divisor de Cartier efetivo C;-livre e Cj-livre com suporte em C(s).

Combinando (5.8) e (5.9) e lembrando que ny’ = an =0, temos

nf 4l = (r+ 1)l (5.10)

J

De (5.6), temos que

ny + 0 =a;+a; — b — b,
e combinando com (5.10), segue que
a; +a; — bib; = (r+ 1)l;;.
Retomando (5.5), encontramos
a; +a; —w, = (r+ 1)l
e, por fim, utilizando o resultado (5.4), concluimos que

. . r-+1
w;+w;+2< 5 )—wq:(r+1)lij
wg = wi +wl 4 (r— ;) (r +1).
U

Observacao 35. Seja Y C X, com codimensao de Y sendo 1. Considere —Y como um

divisor de Cartier de X. Pela Proposicdo 4.20, existe a sequinte sequéncia erata:

OHOX(Y) OX O_Y O, (511)
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onde Ox(Y) = L(Y), o feize de ideais de =Y em X.

Pela Proposicio 3.79, no casor = 1, temos que wy = wx @ L @ Oy, onde L7 €
o feize de ideais de Y, ou seja, L € o feize de ideais de =Y. Tensorizando (5.11) por
wyx ® Oy, temos:

0—wx®0y ®L—wx ® Oy .
—_— ———

wy
Logo
J
OHWY ——wWx &® Oy .
——
x|

Y

Agora, basta tomar X = C eY = C,,, como no Teorema 5.19.

Corolario 5.20. Sejam C;,C; C C(s) componentes irredutiveis que se intersectam em

um certo ¢ € C; N Cj. Para m =1,j, seja €]'(q), ..., €' (q) a sequéncia crescente de ordens

ceey €

de anulamento em q do sistema linear

(ng(s),ﬁm(s)‘cm) .

Entao, q & Z se, e somente se,

Vh=0,..,r.
Demonstragio. Segue do Teorema 5.19 (2.) que: q¢ € Z se, e somente se, w, = 0, isto é,

0 = wy
0 = w,+w +(r—1j)r+1)
wfl%—wg = (ll] —T)(T’+1)

Por outro lado, como

para m =1, j, entao

Wty = X (6 =)+ X (@)~ h)

Pelas contas feitas até aqui, temos que

r

wytwy = (ly —r)(r+1) = ; (i(9) + (@) = r(r +1).
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Portanto, segue que
se, e somente se,

para todo h =0, ..., r. O

5.4.1 Exemplo: Curvas Planas

Seja E C P? uma curva plana de grau d consistindo de uma curva nodal irredutivel
Q) de grau d — 1 e uma de suas secantes gerais M. Sejam pq, po, ..., pa—1 08 pontos de @)

intersectados por M.

Existem algumas maneiras de observarmos £ como um limite de curvas planas
suaves. Em geral, seja G(t) € C|x,y, z,t] um polindmio nas varidveis x,y, z,t homogéneo
de grau d em z,y, z. Seja C C P? x A! o0 esquema de zeros de G. Assuma que C seja
regular e plana sobre A' em uma vizinhanca da fibra C'(0); assuma que a fibra C'(\) seja

suave para uma especializacao geral A € Al; e, por fim, assuma que G(0) = F.

Estamos interessados em calcular o limite dos conjuntos de pontos de inflexdo nas
curvas C'(\) quando A\ — 0, uma vez que os pontos de inflexdo de C(\) sdo os pontos de
ramificacio do sistema linear dos hiperplanos de P? restritos a C()\). A restrigao ’O]}DQ (1) ‘E’
do sistema linear completo de hiperlanos em P? é um sistema linear limite. Além disso,
da caracterizacao dada na Proposicao 5.12, segue que ‘OP2<1)}E‘ ¢ o sistema linear limite
associado a componente () de E. Esse sistema linear tem grau d — 1 em @) e grau 1 na
secante M. Como () possui grau d — 1, entao o divisor dos pontos de inflexao Z associado
a @ tem grau 3(d—1)(d—3).* Para termos o sistema linear limite associado a M, torcemos
OPQ(l)‘E por Oc(—M )‘E Note que torcer ainda mais nao é possivel, ja que obteriamos
um feixe invertivel com grau negativo em ). Portanto, o sistema linear limite (V, L) em E
associado a M possui graus degy L = 0 e deg,, L = d. Restringindo (V, L) a M, obtemos
um sistema linear de grau d e posto 2, produzindo um divisor de ramificacdo Z,; de grau
3(d — 2). Como o niimero de conexao de Q e M? é 1, segue do Teorema 5.19 (utilizando
r=2el;; = 1) que temos uma contribuicao extra de peso de 3 em cada um dos pontos
P1, P2, -, Pa—1. Como resultado temos que o limite dos divisores de ramificacdo nas curvas

planas suaves degenerando a F é

Z =3p1 +3p2+ -+ +3pa—1 + Zg + L

4 As Férmulas de Pliicker nos dizem que, para uma curva irredutivel de grau n > 2 cujas

Unicas singularidades sdo 0 nés e x cuspides, temos a relacdo 3n(n —2) =i + 64 + 8y, onde 7
¢ o nimero de retas inflexionais. Com isso, para calcularmos os graus dos divisores, basta
observamos que, na fibra genérica, nao hé singularidades (0 = xy = 0). Para mais informagoes
sobre o resultado de Pliicker, veja (10, p. 89).

> Note que a diferenca entre o feixe sobre Q, OpZ(l)‘E, e sobre M, Op2(1)|E ® Oc(—=M), é o
préprio grau de Oc(—M), isto é, —1.
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Podemos notar, no entanto, que Z,; depende da degeneracao particular a FE.
Aqui, utilizaremos as notagoes de (7, Exemplo 5.3, p. 1727-1728). Por exemplo, tome

G = y? + 2% — 2% Para cada par ¢ = (¢, ¢c3) € A%, sejam Fy := c19° + e’z e
F=2G — Fit = 2(y* + 2* — 22) + t(c1y® + coy2).

Portanto, nossa degeneracao depende do parametro c¢. Calculando o divisor de ramificacao

limite Z. em E, temos®

Ze=3p1+3p2+(0:y1:21) +(0:y2:22) +(0:y3: 23),
onde (y; : 2;), para i = 1,2,3, sdo os zeros do polinémio’

H = c1y® + 3¢9 2 + 3c1y2% + 2.

6 Fazendo a analogia com o discutido anteriormente, temos M =z, Q = y> + 2> — 2% e p1, po

sendo os pontos de intersecdo de (Q com M.

H ¢é obtido a partir do célculo do determinante "hessiano"h em (7, Exemplo 5.3), com

f'=Fi(0,y,2) = ay® + c2y®z, ¢ = gy e ¢’ = gz, onde g = G(0,y, z) = y* — 2°.

7
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6 CONCLUSAO

A fim de entender como o resultado obtido (Teorema 5.19) se encaixa na literatura,
precisamos observar que, nas tltimas trés décadas, diversos artigos e trabalhos em limites
de sistemas lineares e limites de pontos de Weierstrass surgiram. Como dito na Introducao,
a técnica sobre séries lineares limite foi introduzida por Eisenbud e Harris na década de

1980, rendendo notaveis resultados.

Neste trabalho, seguimos os passos de E. Esteves em seus estudos no assunto. Abor-
dando o problema levantado, Quais sao os limites dos pontos de Weierstrass em familias
de curvas degenerando para curvas estdveis nao do tipo compacto?, conseguimos apresentar
uma resposta geral, satisfatoria a essa questao. Para isso, construimos a argumentacao
tedrica baseada em Feixes, Esquemas e Divisores, com interesse em debatermos um pouco
sobre a teoria basica de pontos de ramificacdo de sistemas lineares em curvas suaves,
culminando na apresentacao da férmula para calcular os limites dos pontos de ramificagao

de sistemas lineares ao longo de uma familia de curvas degenerando a uma curva nodal.
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