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RESUMO

Injecao de espuma é um dos métodos estudados para a recuperacao avancada de
petréleo. Este método possui um grande potencial de aplicagao no pré-sal brasileiro. A
técnica consiste em injetar espuma no reservatério (ou crida-la in situ). O objetivo da
técnica é reduzir a mobilidade do gas e possibilitar uma varredura mais uniforme e eficiente

do reservatoério.

Modelos de espuma sao tipicamente descritos por um sistema contendo uma lei de
conservagao para a massa de agua e uma lei de balanco para a quantidade de espuma. Em
trabalhos anteriores, supondo que a concentracao de surfactante é fixa, buscou-se solugoes
na forma de onda viajante para este modelo. Inspirados por fendémenos como adsorcao,
propusemos uma modificacdo deste modelo para considerar a concentragao de surfactante
variavel. Ao estudar analiticamente este modelo modificado, buscando solugoes na forma
de ondas viajantes, constatamos que é possivel ter solugdes nao fisicas. Além disso as
solugoes obtidas numericamente e analiticamente nao coincidiram. Isso motivou o estudo

da influéncia da capilaridade no modelo cinético de primeira ordem.

No presente trabalho, discutimos como o modelo cinético se comporta sob duas
simplifica¢oes da pressao capilar. Na primeira, aproximamos a difusao capilar em ambas
as equagoes do sistema por uma constante. Na segunda, aproximamos a difusao capilar na
equacao de conservacao de dgua por uma constante e desconsideramos a difusao capilar
no balanco de espuma, motivado pelo fato de que a difusao de bolhas em fase gasosa é
menor em relacao a difusao agua-gas. Em ambos os casos, buscamos solugoes analiticas na
forma de ondas viajantes e as validamos com simulagoes numéricas. As solu¢oes obtidas
apresentaram quedas abruptas na textura de espuma. Tais quedas ja foram descritas na
literatura em simulagoes computacionais e foram atribuidas a erros numéricos. Outros
trabalhos justificam que estas quedas representam fenémeno fisicos. Neste sentido o

presente trabalho é um dos pioneiros a demonstrar este fendmeno analiticamente.

Palavras-chave: Escoamento em meios porosos. Espumas. Pressao capilar. Ondas

viajantes. Diferencas finitas.






ABSTRACT

Foam injection is one of the studied methods for advanced oil recovery. This method
has great potential for application in the Brazilian pre-salt reservoirs. The technique
consists of injecting foam into the reservoir (or creating it in situ). This technique aims to

reduce gas mobility to provide more uniform and efficient sweeping in the reservoir.

Foam models are typically described as a system containing a conservation law for
the mass of water and a balance law for the amount of foam. In previous works, assuming a
fixed surfactant concentration, the authors present traveling wave solutions for this model.
Inspired by adsorption phenomena, we proposed a modification for this model to consider
a variable surfactant concentration. By analyzing this modified model analytically, looking
for solutions in the form of traveling waves, we found that it may lead to non-physical
solutions. Besides, the numerical and analytical obtained solutions did not match. This

has motivated us to study the influence of capillarity on the first-order-kinetic model.

In the present work, we discuss how the kinetic model behaves under two capillary
pressure simplifications. In the first, we approximate the capillary diffusion in both system
equations by a constant. In the second, we approximate the capillary diffusion in the water
conservation equation by a constant and neglect the capillary diffusion in the foam balance,
motivated by the fact that bubble diffusion in the gas phase is lower than water-gas
diffusion. We look for analytical solutions in both cases as traveling waves and validate
them with numerical simulations. The obtained solutions show abrupt drops in the foam
texture. Such decay have already been described in the literature in simulations and
assumed to be numerical errors. Other studies justify that this decay represent physical
phenomena. In this context, the present work is one of the pioneers to describe that

phenomenon analytically.

Key-words: Flow in porous media. Foam. Capillary pressure. Traveling waves.

Finite difference.
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1 INTRODUCAO

Nos ultimos anos, a industria petrolifera tem se preocupado em buscar métodos
mais eficientes para a extracao de petroleo de reservatorios naturais. Estes reservatérios sao
formagoes rochosas porosas preenchidas com hidrocarbonetos, o que torna a recuperacao
de petroleo uma das aplicagoes de maior destaque no estudo de escoamento de fluidos em

meios porosos.

Existem trés principais tipos de recuperacao de petréleo [4]. A recuperagao priméaria
é aquela na qual prépria perfuracao do reservatério implica na producgao de petréleo, devido
a pressao natural no interior do reservatério ser superior a pressao exterior. Nesta etapa,
cerca de 15 a 30% do petrdleo presente no reservatério costuma ser recuperado [5]. Na
recuperacao secundaria, injeta-se em um pocgo do reservatério substancias como agua ou
gés, de forma que a pressdo permaneca alta o suficiente para manter a extracao de petroleo
em um po¢o de producao (Figura 1). Técnicas ainda mais avangadas sdo chamadas de
recuperagao terciaria ou recuperagao avancada (Enhanced Oil Recovery — EOR). Neste
ramo, podemos citar procedimentos térmicos, como combustao in-situ [6, 7], aquecimento
eletromagnético [8, 9] e injecao de dgua quente e vapor [10, 11], ou procedimentos quimicos,

como injegao de espuma [12, 13, 14, 15, 16] — foco deste trabalho.

Figura 1 — Representacao de um reservatorio, ilustrando a
recuperacao secundaria.

Poco de Poco de T
injecao producao

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Um dos principais obstaculos as técnicas de recuperacao deve-se a dinamica dos
fluidos envolvidos no processo. Ao injetar um fluido no reservatério, como dgua ou
gas, a permeabilidade heterogénea do meio poroso faz com que alguns caminhos sejam
preferenciais ao escoamento dos fluidos com maior mobilidade, formando uma frente nao-
uniforme na varredura do reservatério. Este fendmeno é chamado de “dedos” (ou fingering),
pela frente se assemelhar a dedos que percorrem o reservatério (veja a Figura 1). Assim
que o fluido injetado atinge o pogo de producao por um destes caminhos preferenciais, a
recuperacao do petroleo cai drasticamente, uma vez que parte da producao passa a ser o

proprio fluido injetado.

Outra questao a ser considerada depende da densidade dos fluidos envolvidos no
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processo. Um fluido menos denso, que seja injetado no reservatoério, tende a deslocar-se
em direcao ao topo devido ao efeito da gravidade. Da mesma forma, fluidos injetados
mais densos que os presentes no meio tendem a deslocar-se para regioes inferiores do
reservatorio. Este fenomeno é chamado de segregacio gravitacional (gravity override) e se
destaca quanto maior for a altura do reservatério e a distancia entre os pogos de injecao
e producao. Como ocorre com o fingering, quando o fluido injetado alcanca o poco de

producao a eficiéncia do processo cai significativamente.

Para evitar esta perda de eficiéncia, existem técnicas EOR que buscam reduzir
a mobilidade do fluido injetado. Uma delas é a injecao alternada de dgua e gas (water-
alternating-gas — WAG), onde a alternancia entre um fluido mais denso e outro menos
denso que o 6leo torna a varredura mais uniforme, melhorando a eficiéncia da recuperacao.
Uma estratégia adotada em técnicas WAG é a reinjecao de gés diéxido de carbono (COy),
presente em altas concentracoes em muitos reservatérios de petréleo. Por exemplo, alguns
campos do pré-sal brasileiro produzem até 45% de CO, [17]. Portanto, parte dessa
produgao de gas pode ser aproveitada com reinjegdo de C'Oy em procedimentos WAG.
Essa técnica reduz a emissao de gases que promovem o efeito estufa, um dos principais

objetivos do Acordo de Paris de 2016, do qual o Brasil é signatario [18, 19].

Mesmo com eficiéncia superior as técnicas de injecao mais convencionais, os métodos
WAG ainda sao limitados pela alta mobilidade e baixa densidade do gas. Uma opcao
estudada ¢ injetar surfactante diluido em fase aquosa para que o escoamento dentro do
meio poroso crie espuma, dificultando a passagem do gas e, consequentemente, reduzindo
a sua mobilidade [20]. Essa estratégia é frequentemente referida na literatura como injegao
de espuma ou injecao alternada de surfactante e gas (surfactant-alternating-gas — SAG). A
Figura 2 ilustra a eficiéncia da inje¢do de espuma, através da qual o reservatério é varrido
mais uniformemente, se comparado com, por exemplo, a injecdo de gas. O desenvolvimento
das técnicas de injecao mencionadas motivam o estudo da dindmica de escoamentos
multifasicos em meios porosos e, neste trabalho em particular, o estudo do escoamento de

espuma.

Figura 2 — Representacao de um reservatorio, ilustrando a
recuperacao por injecao de gas versus injecao espuma.

l Injecao

Injecao
de gas |

de espuma

t
t
t
t
t
t
t

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).
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1.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O interesse na analise do escoamento de espuma tem crescido, nao s6 devido as
aplicagoes na industria do petrdleo [21], mas também pelo seu uso em questoes ambientais,
como recuperagao de solos e aquiferos contaminados [22, 23]. O estudo de espumas é
desafiador devido a sua conexao com processos quimicos e a natureza nao-Newtoniana do
fluido. H4 uma literatura substancial sobre os aspectos experimentais deste t6pico [24, 25,
26, 27, 28, 29]. Varios modelos fisicos foram propostos para descrever diferentes condigoes
de fluxo de espuma em meios porosos [12, 13, 14, 15, 16], que também foram abordados
numericamente [5, 30, 14, 31, 32].

A literatura matematica sobre modelos de deslocamento de espuma nao é tao
abundante e faltam artigos com analises rigorosas do tema. Em parte, isso pode ser

explicado pela e pela complexidade das equacoes envolvidas na fisica do problema.

A solucao para alguns modelos de espuma foi tratada na forma de ondas viajan-
tes [15, 33]. Esta abordagem apresenta algumas vantagens, pois diferentes estudos experi-
mentais apontam para perfis semelhantes aos de ondas viajantes [24, 34, 35, 36, 27, 37]. Do
ponto de vista matematico, este método introduz uma simetria que permite trabalhar com
um sistema de equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) conectando dois equilibrios [38].
Neste trabalho, seguimos esta abordagem e investigamos a existéncia de uma solucao de

ondas viajantes para um modelo simples de deslocamento de espuma.

Todos os modelos de escoamento de espuma citados acima sao baseados na teoria
de fluxo fracionario [39, 5|. Uma das maiores dificuldades desta teoria estd ligada a pressao
capilar. O estudo dos efeitos capilares nao ¢é algo trivial no ramo teérico, na modelagem,
nem mesmo no desenvolvimento de métodos computacionais. Modelos de capilaridade
baseados nas permeabilidades relativas de Corey-Brooks [40], Van Genuchten [41] e outros
sao tratados em [42, 43, 44, 45]. Alguns adotam o conceito de pressao dindmica [46, 42],
que depende da variagdo no tempo da saturagao de dgua. Os modelos estudados em [46, 47]
consideram os efeitos de drenagem e embebi¢do do meio nas fungoes de permeabilidade
relativa, resultando em histerese na pressao capilar. Este comportamento também foi
observado experimentalmente [48, 49]. Em [50, 43, 44, 51, 52|, os autores apresentam
abordagens numéricas para escoamento multifasico em meios porosos heterogéneo e consi-
derando descontinuidades na pressao capilar. Os trabalhos [45, 53] estudam a existéncia
de solugoes similares para obter resultados analiticos pra problemas com descontinuidades.
Sob certas condigoes de estabilidade, alguns autores simplificam a pressdo capilar na
andlise do escoamento [32, 54]. Isso facilita, entre outras coisas, a investigagdo analitica

do modelo

Como visto, hd muitos estudos sobre efeitos da pressao capilar para fluxo em

meios porosos, alguns experimentais, outros numéricos e outros analiticos. Contudo,
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nenhum deles estudam analiticamente modelos de capilaridade para um escoamento nao-
Newtoniano, como espuma. Neste trabalho, propomos estudar de forma semi-analitica

algumas modificacbes em como a capilaridade é usada em modelos de espuma.

1.2 CONTRIBUICOES DESTE TRABALHO

O objetivo do presente trabalho é investigar matematicamente o que acontece
quando o termo de pressao capilar é simplificado em modelos mecanicistas de escoamento de
espuma, particularmente no modelo cinético de primeira ordem [15, 33]. Esta simplificagao
consiste em assumir que a difusao causada por este termo é constante, podendo inclusive

ser nula.

Neste trabalho apresentamos o modelo cinético de primeira ordem para escoamento
de espumas. Este modelo considera uma concentracao fixa de surfactante. Em seguida
propomos uma modificagao que inclui a concentracao de surfactante como variavel no
modelo. Estes dois modelos sao investigados analiticamente na auséncia de capilaridade.
Contudo a solugao analitica desenvolvida nao condiz com os resultados numéricos. A
apresentacao e estudo deste modelo com concentragao variavel de surfactante é parte do
trabalho publicado em [55].

Visando justificar os problemas que surgiram ao desconsiderar a pressao capilar,
estudamos uma simplificacdo do modelo cinético. Esta simplificacdo, mantém a difusao,
mas assume que é constante. Dessa forma é possivel observar o comportamento do
modelo para diferentes ordens de grandeza da pressao capilar e os efeitos que podem
ocorrer quando esses valores sao cada vez menores. Esse estudo ajuda a entender alguns
resultados presentes na literatura, que sdo frequentemente apontados como erros numéricos.
A investigacao desse modelo com pressao capilar simplificada é parte um trabalho em

conclusao [56].

1.3 ORGANIZACAO DO TEXTO

Este trabalho segue organizado da seguinte maneira. O Capitulo 2 apresenta
algumas das principais caracteristicas da teoria base de escoamento de espumas em meios
porosos e como este fenomeno é modelado matematicamente. No Capitulo 3, apresentamos
o modelo cinético de primeira ordem e o modelo proposto para adicao de concentracao de
surfactante no modelo. No Capitulo 4, apresentamos o estudo da existéncia de solugoes
na forma de ondas viajantes para ambos os modelos citados, para isso, desconsideramos
a capilaridade. O Capitulo 5 descreve o procedimento numérico adotado neste trabalho
para a obtenc¢ao das solugoes dos sistema de equacgoes diferenciais parciais de cada modelo.
No Capitulo 6 apresentamos os resultados das simula¢ées de ambos os modelos sem

capilaridade e apresentamos nossas conclusoes parciais sobre os resultados obtidos. O
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Capitulo 7 apresenta solugoes para o modelo cinético de primeira ordem, considerando
duas simplificagoes para a pressao capilar. Na primeira simplificacao, consideramos que a
difusdo por pressao capilar é constante. Na segunda, consideramos a difusao constante
na lei de conservacao de agua e nula na equacao de balanco de espuma. Finalmente, o

Capitulo 8 apresenta algumas discussoes e consideragoes finais do trabalho.



24



25

2 TEORIA DE FLUXO FRACIONARIO

A teoria de fluxo fraciondrio descreve a dinamica do escoamento de fluidos misciveis e
imisciveis em meios porosos [3, 57]. Este nome deve-se a andlise das fun¢oes que descrevem
a fracao do fluxo total correspondente a cada fase do escoamento. A teoria de fluxo
fracionério possui varias restrigdes que nao se aplicam ao escoamento de espuma [58, 4].
Portanto, ha trabalhos que mostram como, mesmo assim, essa teoria também é 1til na
explicagao dos mecanismos complexos envolvidos no escoamento de espuma em meios
porosos [59, 60, 61].

Neste capitulo, descreveremos a teoria basica de escoamentos multifasicos em
meios porosos, apresentando as equagoes que modelam este fendmeno. Apresentamos
os principais conceitos da dinamica de espumas e mostramos como estes sao geralmente
incorporados aos modelos de escoamentos multifasicos. Por fim, é mostrada a modelagem
tipicamente adotada para escoamento de espuma, descrita em termos das func¢oes de fluxo

fracionario.

2.1 ESCOAMENTOS EM MEIOS POROSOS

Um meio poroso pode ser descrito como uma matriz sélida com espacos internos
interconectados por poros, permitindo a um fluido escoar através do material [62]. Muitos
materiais do cotidiano sao meios porosos, como esponjas, tijolos, algumas ceramicas e
solos. A Figura 3 ilustra alguns exemplos de meios porosos. A seguir, definiremos algumas

grandezas fisicas importantes na modelagem desses fenomenos.

Figura 3 — Exemplos de meios porosos. (a) Imagem microscopica de uma
cerdmica. (b) Representagao simplificada de um meio poroso.

Fonte: BEAR (2018).

Definimos volume poroso (V},) como o volume total dos poros que pode ser preen-

chido pelo fluido. Com isso, define-se porosidade (¢) em uma regido como a razao entre o
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volume poroso e o volume total (V) nesta regiao:

v
6= 2. (2.1)

Observe que esta é uma defini¢ao discreta de porosidade, uma vez que é definida sobre
uma regiao afixada. Para efeitos de modelagem matematica e pela escala do dominio do
problema em relacao ao tamanho dos poros, adotamos a hipotese do continuo e assumimos
a porosidade como uma grandeza pontual. Sendo assim, todo ponto do dominio fisico
possui um valor de porosidade, como se em cada ponto coexistissem soélidos e poros na

razao ¢.

Neste trabalho, estudaremos a dindmica do escoamento multifidsico considerando
fases imisciveis. A razao entre o volume V,, ocupado por uma fase o e o volume poroso é

denominada saturagao (S,):

Sy =2 (2.2)

Adotando a hipdtese do continuo, assumimos as saturacoes como valores pontuais, como
se em cada porcao do dominio coexistissem uma fracdo de cada uma das fases. Um
meio poroso ¢é dito saturado quando o volume poroso é totalmente preenchido pelas fases
estudadas no modelo, de forma que:

> (8a) =1. (2.3)

«

Dependendo das propriedades do meio e dos fluidos, pode nao ser possivel deslocar
completamente uma fase de uma regiao. A quantidade minima remanescente de uma fase

« ¢ descrita pela saturagao residual (Sq;).

Outra propriedade do meio poroso é a permeabilidade (k), ou permeabilidade
absoluta. Esta descreve a capacidade do meio em permitir o escoamento de um fluido,
dependendo das caracteristicas geométricas dos poros. Da mesma forma que anteriormente,
definimos a permeabilidade como uma grandeza escalar pontual. Em um escoamento
multifdsico a permeabilidade de uma fase é inferior em relagdo ao caso monofésico [5].
Define-se entao, permeabilidade efetiva (k,) como a capacidade de escoamento da fase «
no meio em presencga de outras fases. Por fim, define-se permeabilidade relativa (ko) de a

como a razao entre as permeabilidades efetiva e absoluta, de forma que:
ko = ko k. (2.4)
Existem alguns modelos principais de permeabilidades relativas, ajustados empiricamente,

que as descrevem como fungoes das saturagoes das fases do problema [40, 63, 41, 64, 65].

A resisténcia que um fluido apresenta ao escoamento é caracterizada pela sua
viscosidade (u). Considerando as propriedades do meio e de todos os fluidos do escoamento,

descrevemos a capacidade de uma fase o deslocar-se no meio como mobilidade (), ), definida
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como a razao entre a permeabilidade efetiva k, e a viscosidade p,. Além disso, definimos
os termos de mobilidade total (\) e relativa (\.,), de forma que:

k k
A= 2 Na=re o A=S" 0. 2.5
o o za: (25)

Por fim, definimos fluxo fracionério (f,) como a fracao volumétrica do deslocamento
em uma direcao composta pela fase a. Este fluxo pode ser definido como a razao entre a
mobilidade da fase A\, e a mobilidade total [57, 4]:

fa:);fy = Zfa:1~ (26)

2.2 LEI DE DARCY

A lei de Darcy é uma equacao constitutiva inferida experimentalmente por Henry
Darcy [66]. Esta equagao descreve o comportamento hidrodindmico de um escoamento
monofasico em meio poroso. Ela estabelece uma relacao de proporcionalidade entre a
velocidade do escoamento u e o gradiente de pressao no reservatério (VP). Para o caso
sem efeitos gravitacionais, temos que:
k(x)

u(x) = —TVP, (2.7)

onde, para um meio n-dimensional, u(x) € R" é a velocidade em um ponto x € R" e
k(x) € R" x R" é o tensor de permeabilidades em x. Cada componente k; ; do tensor k
pode ser interpretada como a facilidade com que uma porgao de fluido desloca-se na diregao
1 devido a um gradiente de pressao na direcao j. Em alguns casos é possivel assumir que
k é um tensor diagonal, ou seja, k; ; = 0 para i # j [5]. Sendo mais particular, em casos
isotropicos a permeabilidade do meio independe da direcao e, portanto, k; = k. Em meios
homogéneos, a permeabilidade ¢ igual em todo os pontos e, portanto, k ¢ constante e

independe de x.

A velocidade de Darcy ou velocidade superficial u é definida como a taxa efetiva
de deslocamento de massa no meio poroso. Isso porque a velocidade real do fluido v (ou
velocidade intersticial) ocorre apenas dentro dos poros, pois é onde realmente o fluido se
desloca. Ao adotar a hipdtese do continuo, assumimos que o fluido desloca-se por todo o

volume do meio com velocidade u, dada por:

u=¢v. (2.8)

Uma adaptagdo, proposta por Muskat e Meres [67], permite estender a lei de
Darcy para descrever a dindmica de escoamentos multifasicos em meios porosos. Para o
caso multifasico, define-se para cada fase «, a velocidade parcial de Darcy u, e pressao

parcial P,. Temos entao que:

u,(x) = —k(x)\\oVFP,, u= Zua. (2.9)
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Da mesma forma que definimos (2.8), a velocidade parcial de Darcy u, considera
apenas a parcela da velocidade real da fase (v,) correspondente a fragdo volumétrica que

a fase a ocupa no meio. Portanto:

U, = OSaVg . (2.10)

2.3 LEIS DE CONSERVACAO

Uma lei de conservagao é uma equacao diferencial parcial (EDP) que descreve o
comportamento de uma determinada quantidade que nao varia ao longo do tempo [68].
Podemos expressar a lei de conservacao de uma quantidade v, na seguinte forma diferencial:

v

o TV ) =0, (2.11)

onde f é o fluxo volumétrico de v por unidade de area. A equacao (2.11) determina que,
para qualquer regiao delimitada no espaco, a variacao temporal da quantidade v depende
apenas do fluxo desta quantidade que entra (V - f(v) < 0) ou sai (V- f(v) > 0) desta
regiao.

Parte importante da dindmica de fluidos é o principio de conservacao da massa.
Em problemas de escoamento em meios porosos, esta lei de conservacao pode ser escrita
em termos das saturacoes das fases. Como trabalharemos com fluidos imisciveis, nao ha
transferéncia de massa entre as fases e, portanto, podemos escrever uma lei de conservacao
para a massa de cada fase separadamente. Considerando a massa m, da fase o, de massa

especifica p,, nos poros de uma regiao com volume V| temos que:

Ma = Pa(VOS,) .

Podemos, entao, escrever a lei de conservagao de massa em meios porosos para uma fase
« a partir de (2.11), adotando v = m,, e definindo o fluxo méssico por unidade de drea

como f(m,) = myv,. Portanto:

0
a (pad)soa) + V- (pauoc) =0. (212)

Para fases incompressiveis, p, é constante e independe de posicao ou tempo e pode

ser simplificada na equacao. Em meios homogéneos, a porosidade ¢ também é constante.

2.4 ESCOAMENTO BIFASICO

Para a modelagem de espuma, adotaremos um modelo de escoamento bifasico de
agua e gas. Temos, portanto, a = w para a fase aquosa e a = ¢ para a fase gasosa. De
acordo com (2.6) e (2.9):

fo+fu=1 e u,+u,=u. (2.13)
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Quando tratamos de problemas multifasicos, a interacao que ocorre nas interfaces
entre as fases tem efeitos relevantes na hidrodinamica. Substéncias diferentes interagem
de forma diferente quando em contato com uma superficie, podendo ser mais ou menos
atraidas (a nivel molecular) pela superficie. A fase que sofre maior atragdo é dita molhante
e a outra ¢é dita nao-molhante. Uma fase molhante tende a formar uma maior area de
contado com a superficie, fazendo com que ela tenda a se deslocar em direcao a fase nao-
molhante. Este efeito, denominado capilaridade, é acentuado quando a area da superficie
é maior em relagao a quantidade de fluido. A Figura 4 mostra a acado da capilaridade mais
acentuada em tubos mais finos, onde a porcao de fluido é reduzida em relacao a superficie
de contato com o tubo. Isso reforca a importancia dos efeitos capilares no fluxo em meios

porosos, por possuir muita superficie de contato com os fluido.

Figura 4 — Efeitos capilares em tubos de diferentes espessuras,
onde o fluido cinza é molhante na superficie vermelha e nao-
molhante na superficie azul [69].

Fonte: Wikipedia (2020).

Definimos, portanto, pressao capilar (P.) como a diferenca, nestas interfaces, entre

a pressao das fases nao-molhante e molhante, respectivamente. A definicao de qual fase

é ou nao molhante depende das fases envolvidas na interacao e do meio com o qual elas

interagem [70, 71]. No nosso problema, a fase aquosa é molhante e gasosa é nao-molhante.
Portanto:

P.=F,—-P,. (2.14)

Podemos relacionar as velocidades parciais u,, e u, com a velocidade total u da

seguinte forma [5]:

u, = U—fw + k/\rgfvaca

(2.15)
u, = uf, — kA, f,VPE..

Associando a lei de conservacao de massa (2.12) a expressao da velocidade (2.15),

obtida a partir da lei de Darcy, podemos derivar a seguinte expressao para a fase aquosa [72]:
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gt (Pw®Sw) + V- (puufy) + V- (pukrg fuVE:) =0. (2.16)

Para um escoamento bifasico em um meio poroso saturado, ndo ha necessidade de

derivar uma expressao andloga para a fase gasosa, uma vez que S, + .5, = 1.

2.5 ESPUMAS

Nesta secao destacamos as caracteristicas principais do fluxo de espuma em meios
porosos. Esta modelagem estende a teoria de fluxo fracionario, adaptando alguns dos

conceitos apresentados neste capitulo para incluir os efeitos da espuma no escoamento.

Neste trabalho, denominamos espuma como um aglomerado de bolhas gasosas
que sao separadas uma das outras por um filme liquido denominado lamela [73, 74, 75].
Contudo, esta estrutura de bolhas nao ocorre com facilidade quando as lamelas sao
compostas apenas por agua. Isso porque a tensao superficial da agua torna as lamelas
cineticamente instaveis. Uma alternativa para obter bolhas estaveis em meio aquoso é

reduzindo a tensao superficial com adigao de surfactantes a solucao [76].

2.5.1 Surfactantes

Surfactantes, ou tensoativos, sdo moléculas que atuam na reducao da tensdo
superficial de solugbes aquosas [77]. O termo surfactante deriva da expressao em inglés
“surface active agent”, literalmente: “agente de atividade superficial” [78]. Estas moléculas
possuem uma estrutura que é hidrofilica numa extremidade e hidrofébica em outra. Essa
estrutura faz com que o surfactante tenda a ficar nas interface entre a solugao aquosa e as
outras fases, permitindo a redugao da tensao superficial da agua e facilitando a formacao
de lamelas estaveis [79, 76]. A Figura 5 ilustra a composicdo de uma lamela em um
meio poroso rochoso durante um escoamento trifasico. Nela é possivel ver moléculas de

surfactante na superficie do filme liquido, tornando estavel a estrutura da lamela.

A tensao superficial da solugao cai conforme se aumenta a concentracao de surfac-
tante no meio, devido a deposi¢ao das moléculas na superficie aquosa. Porém, quando
a superficie encontra-se saturada de surfactante, as moléculas passam a se aglomerar no
interior do liquido, em conformagdes esféricas denominadas micelas. O ponto a partir do
qual isso ocorre é chamado de concentracao micelar critica (CMC). Portanto, qualquer
concentracao de surfactante acima do CMC nao apresenta significativa alteracao na tensao
superficial [82, 77]. A Figura 6 ilustra a relagao entre a concentragao de surfactante e a

tensao superficial.
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Figura 5 — Representacao de bolhas em um meio poroso rochoso
com escoamento trifasico de dgua, gas e 6leo. Na lamela, vé-se o
surfactante disposto na interface entre a agua e o gas conforme
as propriedades de suas partes hidrofilica e hidrofébica [80, 81].

Lamela

Surfactante
Fonte: Adaptado de FARAJZADEH et al. (2012).

Figura 6 — Tensao superficial da dgua em funcao da concentracao
de surfactante [1].

AR
<

A

Tensao superficial

i

—>
CMC

»
Logaritmo da concentracio de surfactante

Fonte: Adaptado de DataPhysics Instruments (2020).

2.5.2 Mecanismos de criagao e destruigcao

A estratégia do uso de espuma em aplicagoes EOR consiste em utilizar solugoes de
surfactantes combinadas com gases para que formar bolhas. Este processo pode ocorrer
antes da injecao (espuma pré-gerada) ou apds a injecao da solugao de surfactante (geragao
in situ) [83, 31, 2]. No meio poroso, a formagao das bolhas é tradicionalmente descrita na
literatura por meio de trés principais mecanismos. O primeiro, denominado leave-behind,
acontece quando o gas varre uma regiao inicialmente preenchida pela solucao aquosa e
solugao liquida residual entre os poros forma lamelas. O segundo, denominado snap-off,
ocorre quando uma bolha se forma a partir da passagem de uma porcao de gas por um

poro. O terceiro decorre da divisao de uma lamela em outras menores. A Figura 7 ilustra
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esses trés mecanismos de geracao. Recentemente foram observados outros dois fenémenos
de cria¢ao de bolhas, o “neighbor—wall pinch-off” e o “neighbor—neighbor pinch-off” [84].
Estes ocorrem quando uma bolha é dividida em duas ao serem pressionadas pelas paredes

dos poros ou por outras bolhas.

Figura 7 — Mecanismos de criagdo de bolhas em meios porosos:
(a) leave-behind, (b) snap-off e (c) divisao. [2]

(a)

Fonte: HEMATPUR et al. (2018).

Quando a espessura do filme liquido torna-se fina ao ponto de nao sustentar mais a
estrutura da lamela, a bolha colapsa, num fenémeno denominado coalescéncia [74, 12, 21].
A estrutura da espuma torna-se instavel sob altos valores de pressao capilar, acarretando
em uma repentina ruptura da lamela. Varios modelos multifdsicos assumem que a pressao
capilar pode ser descrita em fungao da saturacao das fases. Estudos evidenciam a existéncia
de um valor critico de pressdo capilar (P.), acima do qual as bolhas colapsam [85, 2].

. s . * ~ ’ .
Consequentemente, associamos um valor critico S,, para a saturagao de agua, abaixo do

qual a espuma ¢ instavel. Este comportamento ¢é ilustrado na Figura 8.

2.5.3 Textura de espuma

Considerando o objetivo de reduzir a mobilidade do gés, algumas estruturas de
espumas sao mais eficientes que outras. Em geral, espumas com mais bolhas, consequen-
temente mais lamelas, sdo as que mais reduzem a mobilidade do gas [31]. Por isso, as
espumas com muitas lamelas sdo denominadas fortes, enquanto que a presenca de poucas

lamelas caracteriza uma espuma fraca (Figura 9). Define-se, entéo, o conceito de textura
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Figura 8 — Relagdo entre pressao capilar e saturacao de agua [2].
Abaixo da saturacio critica S,, (ou acima de uma pressao critica P,)
as bolhas se tornam instaveis.
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Fonte: Adaptado de HEMATPUR (2018).

de espuma (ny), com o objetivo de quantificar o nimero de lamelas ou bolhas presente
por unidade de area ou volume. Portanto, quanto maior a textura da espuma (ou mais

fina) maior é a redugao da mobilidade do gds e mais forte é a espuma.

Figura 9 — Representacao de espumas fortes e fracas em um meio poroso. [3]

. Liquido Rocha Lamela

Espuma forte

Fonte: DHOLKAWALA et al. (2007).

2.5.4 Modelagem

Existem dois principais tipos de modelos para a dinamica do escoamento de espuma.
Os modelos podem ser empiricos ou mecanicistas. Os modelos empiricos sao empregados
na maior parte dos softwares comerciais. Estes modelos assumem uma quantidade de
espuma definida matematicamente por uma relacao algébrica derivada por meio de certas
relagdes empiricas, nao considerando esta como incégnita nas equacoes. Ja os modelos

mecanicistas assumem que a quantidade de espuma é uma variavel independente e inclusa
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nas equagoes do problema . Esta tltima abordagem é considerada mais precisa do ponto

de vista fisico [2]. Por conta disso, este trabalho foca em modelos mecanicistas.

Conforme dito, uma forma de quantificar a capacidade da espuma em reduzir a
mobilidade do gas é através da definicao de textura (ns). Contudo, devido a elevada
magnitude da densidade de bolhas em muitas aplica¢oes, é comum que ela seja representada
de forma normalizada em relagao a uma constante considerada a textura de referéncia
da espuma (nyay). Definimos entdo o valor adimensional de textura de espuma np como
sendo:

np = -4 (2.17)

nmax

A dindmica da espuma pode ser modelada por uma lei de balanco para a quantidade
de espuma. Diferentemente das leis de conservagao, as leis de balango descrevem fenémenos
em que uma quantidade nao necessariamente se conserva e, portanto, possuem um termo
fonte na equacao. No caso, o termo fonte sera proporcional a taxa de criacao e destruicao

de bolhas no meio poroso.

Como a textura mensura densidade de lamelas em fase gasosa, consideraremos
uma lei de balanco para o produto (Synp). A funcao @, descrevera a criacao e destruicao

efetiva de bolhas por unidade de volume gasoso (¢S,). Assim:

0

N (Pg®Sgnp) +V - (pgugnp) = ¢S;®. (2.18)
Considerando as velocidades da equagao (2.15):
0
ot (Pg@Sgnp) +V - (pgufgnp) =V - (pgkArw [V Penp) = $S,P. (2.19)

Existem varios modelos que buscam descrever diferentes mecanismos de geragao e
destruicao de espuma através da funcao . Modelos empiricos, por exemplo, limitam-se a
avaliar o comportamento do escoamento apenas para casos em que ha um equilibrio na

textura de espuma, considerando ® = 0.

Além de definir o termo fonte, cada modelo define como a espuma altera a mo-
bilidade do gas. Para isso, modificam-se os termos de permeabilidade relativa ou de

viscosidade do gas na equacao (2.5).

Outro ponto relevante na fisica de processos SAG ¢é a concentragao de surfactante
presente em meio aquoso, pois este ¢ um dos fatores que determinam o processo de criagao
de espuma. Existem alguns modelos mecanicistas que consideram a concentracao de
surfactante como variavel do problema [86, 16, 87]. Em outros trabalhos, admite-se que a
concentracao de surfactante é sempre constante e suficientemente grande para nao afetar
a taxa de criacdo e destruigao de bolhas [37, 14, 88, 15]. Essa ideia condiz com o conceito
de concentracao micelar critica, uma vez que em um meio com concentracao relativamente

alta de surfactante, pode-se admitir que as variagoes dessa concentragao nao alteram a
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dindmica da espuma. Alguns modelos também consideram o transporte das particulas de
surfactante, incluindo fenémenos como o de adsorcao de surfactante na parede do meio

poroso, o que influencia na geragao e destruigao de espuma [16, 87].

O comportamento do fluxo de espuma é reportado em varios trabalhos como um
escoamento nao-Newtoniano pseudoplastico (shear thinning) [89, 26, 85, 88]. Isso significa
que a viscosidade da espuma deveria diminuir conforme a velocidade do gas aumenta. Na
literatura existem algumas relagoes entre a viscosidade e a velocidade da espuma [26, 90]
e modelos que abrangem este comportamento [14, 37, 16]. Contudo, das referéncias
bibliograficas que citamos neste trabalho, todas as que desenvolvem solugoes analiticas

para os modelos de espuma — como faremos — desconsideram essa variacao na viscosidade.
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3 MODELOS DE ESCOAMENTO DE ESPUMA

Com base nas equacoes definidas no Capitulo 2, apresentaremos dois modelos
mecanicistas para o escoamento de espuma em meios porosos. No primeiro, a concentragao
de surfactante é constante e, no segundo, adicionamos a variacao de surfactante ao modelo.
Desenvolveremos estes modelos em sua forma unidimensional, considerando um escoamento
incompressivel numa matriz porosa rigida e homogénea, ou seja, py,, pg, ¢ € k sao constantes.

Assim, a partir as equagoes (2.12) e (2.18), construimos o sistema:

Sy
o T o
; (3.1)

0
Qb&(sgnD) + @(UiﬂD) = ¢qu) .

Adotamos, também, um valor constante para a velocidade total de Darcy (u).
Substituindo as velocidades parciais de Darcy (2.15) no sistema (3.1) e utilizando a relagao
forrw = fuwArg, podemos escrever o modelo de forma extensa como:

3Sw u 3fw k a ch o
en+¢ax+¢m(h”am>—“

(3.2)

0 u 0 k O dP. B
a(sgnD) + gaix(fgnD) - 5% (fw)\rgdan> = 5,0

3.1 MODELO CINETICO DE PRIMEIRA ORDEM

O Modelo Cinético de primeira ordem, proposto em [15], ¢ um modelo mecanicista
que considera que a presenca de espuma no meio poroso altera a mobilidade do gas por
um fator linear de redugdo de mobilidade (MRF):

MRF(np) = 18500np + 1. (3.3)

O modelo, entao, define kgg como a permeabilidade relativa do gas em auséncia
de espuma e k,, como a permeabilidade relativa que o gas assume quando hé espuma no

meio poroso, isto é:

kO (S,
kTg(S’uM nD) = rg( )

S TTIE (3.4)

As fungoes de permeabilidades relativas baseiam-se no modelo de Corey-Brooks [40],



38

ajustado aos dados experimentais [60, 91]:

0 , 0< Sy < Sye

Forw (Sw) = g _g 42 : (3.5)
020 —=——"% Spe < Sy <1
(1 — Swe — Sgr) ’ - B

1.3
1— —
0.94(“) , 0<8,<1-8,

we — Mgr

0 L 1-8,<S8,<1

K, (S.) = (3.6)

A saturacgao residual da fase aquosa é referida neste problema como saturacao de agua

conata, ou seja, Sy = Syyp-

A pressao capilar é modelada como funcao da saturacao de dgua conforme segue [92,
37):
QZ) (1 — Sy — Sgr)c
P.(Sy) = 0uwgy/— 0.022
( ) Owg k Sw o ch

onde 0,4 ¢ a tensao superficial entre 4gua e gas e ¢ ¢ um parametro usado para garantir a

e ¢c=0.01, (3.7)

continuidade de P, préximo a S, = Sye.

O termo fonte do balango populacional de espuma é proporcional aos termos de
geragao (r,) e coalescéncia (r.). O modelo assume uma concentragdo de surfactante
constante a um valor alto o suficiente para nao interferir no processo de formacao de
espuma [15]. Por isso, este modelo nao considera uma varidvel independente para a
concentracao de surfactante e nem a inclui no termo fonte do balan¢o de espuma. Portanto,

o termo fonte é dado por:

= (ry — o) = Ko(n(S.) — np). (3.8)

onde K. é o pardmetro que regula a taxa de criacio e destruicio de espuma e nk é a

textura de espuma em equilibrio local, ou seja, o valor no qual nao ha criagao ou destruicao
efetiva de espuma, de forma que np =n® = r, =r. = ® =0. O cdlculo da textura em
equilibrio local (n%) considera o fato de existir uma pressao capilar critica (P,) acima da
qual as bolhas colapsam [85] (ver Figura 8). Considerando a pressdao capilar como fungao
da saturagdo (3.7), definimos o valor critico S, , de forma que P, = P.(S,). Note que,
como P,(S,,) é uma funcio decrescente, as bolhas colapsam abruptamente para S, < S,
Essa mudanga abrupta na textura da espuma ¢é aqui modelada por uma funcao tangente
hiperbdlica, conforme segue:
LB tanh(A(S, — S.)), Su > S,
np(Sw) = . (3.9)
0 . Sw < S,
onde A é o parametro do modelo que determina o quao abrupta é a mudanca na formagao

de espuma proximo a saturagao critica.
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3.2 MODELO CINETICO INCLUINDO EQUACAO PARA O SURFACTANTE

Em [86, 55] é proposto um modelo que modifica o modelo cinético [15] apresentado
na Se¢ao 3.1. A modificagao considera variavel a concentragao de surfactante presente em
fase aquosa, representada por Cj, de forma analoga ao feito em [16]. Como o surfactante é
dissolvido na fase aquosa, ¢ adicionada uma lei de balango para o surfactante, tal qual ha

para textura da espuma, presente em fase gasosa. Sendo assim, o modelo é dado por:

0 0

&((bsw) + %(uw) =0,

0 (68, mp) + = (ugnp) = 6S,® (3.10)
gt P9 p) T g e D) = g7 .

0 0

a(¢sw CS) + %(uw CS) - _¢qu) )

onde, aqui, a funcao ® é dada por:

® = (ry —r.) = Cy K.(n5(Sy) — np). (3.11)

Definimos aqui €y como uma grandeza adimensional, normalizando-a pela con-
centracao micelar critica (Secao 2.5.1). Sendo assim C; varia de 0 (sem surfactante) a 1
(CMC). Os demais pardmetros e fungoes deste modelo s@o os mesmos apresentados na

Secao 3.1 para o modelo sem variacao de surfactante.

Observa-se que as duas tltimas equagoes de (3.10) possuem termos fontes opostos,
o que indica que a criacao de espuma deve implicar diretamente no consumo do surfactante
da fase aquosa. Consequentemente, a destruicdo de espuma implica no depédsito de

surfactante na fase aquosa.

Note que, por um lado, a concentracao de surfactante intensifica a criacdo de espuma,
quando n%* > np. Mas, por outro, quando n}® < np, a destrui¢do de espuma também é
intensificada pela concentracao de surfactante. Além disso, sabemos que concentragoes
acima do CMC nao alteram significativamente a dinamica da espuma, porém este modelo

nao trata bem esse comportamento que ocorre quando Cy > 1.
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4 ESTUDO DE SOLUCOES ANALITICAS

Equagoes diferenciais parciais sdo empregadas para representar uma extensa gama
de fendmenos naturais. Contudo, a complexidade da matematica envolvida em muitas
destas equacgoes impede a obtencao de solugoes analiticas. Por isso modelos descritos por
EDPs sao amplamente abordados por métodos numéricos para a obtencao de solugoes
aproximadas. Por outro lado, equagoes diferenciais ordinarias sdo mais simples de tratar

com o ferramental analitico e numérico presente na literatura.

Uma forma de tratar alguns tipos de EDPs é buscando soluc¢des na forma de ondas
viajantes, ou seja, perfis estaticos que transladam ao longo do tempo. Alguns trabalhos
aplicam essa teoria para obter solugoes de casos especificos de métodos EOR, como a
injecao de espuma [93, 94, 15, 33, 6, 7].

O trabalhos [15, 33, 95|, empregam ondas viajantes para tratar analiticamente
o modelo de espuma apresentado na Se¢ao 3.1 como um sistema de EDOs. Em [33],
este mesmo modelo foi reduzido a um sistema composto por uma EDO e uma equacao
algébrica, simplificando ainda mais a busca por solugoes. Em [86, 55], a mesma técnica de
redugao foi empregada para simplificar o modelo com concentracao variavel de surfactante
da Secao 3.2. Neste capitulo, desenvolvemos estas solu¢oes de ondas viajantes para ambos

os modelos de espumas.

4.1 ONDAS VIAJANTES

Como introduzido neste capitulo, procurar solu¢oes na forma de ondas viajantes
significa buscar um perfil estatico que se translada ao longo do tempo a uma velocidade
constante v. Fazemos isso substituindo as variaveis originais do problema z e t pela
variavel viajante 7, de forma que, nesta nova variavel, a solu¢ao independa do tempo. Se
temos uma EDP para a varidvel U(z,t), definimos 7 = x — vt e as constantes U~ e U™,

de forma que:

lim — =0 e lim U=U*. (4.1)

n—=+oo dn n—=+oo

Ou seja, a solucao U na variavel viajante 1 independe do tempo e conecta assintoticamente

os estados constantes U~ e UT.

O uso de ondas viajantes pode ser bastante 1til para descrever solucoes de choque.
Matematicamente, define-se um choque como uma descontinuidade presente entre dois
segmentos continuos de uma func¢ao. Equacoes diferenciais parciais hiperbélicas, como leis
de conservagao, podem admitir solugoes fracas na forma de choque [68]. Isso pode ocorrer
mesmo que o problema se inicie com uma condigao inicial suave. Em escoamento em meios
porosos, os choques podem descrever saltos na saturagao de uma fase ou concentragao

de um soluto, como o que ocorre quando se injeta uma mistura diferente da que ja se
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encontra no reservatério. Nesse contexto, utilizamos problemas de Riemann para estudar

o comportamento dos modelos de escoamento.

Um problema de Riemann é uma lei de conservacao que possui como condigao
inicial um choque entre dois estados constantes. Para uma varidavel U, esta condi¢ao inicial
¢é dada por:

U-, =<0,
U(z,0) = (4.2)

Ut, z=>0,
onde sdo constantes os estados a esquerda (U ™) e a direita (U") de z = 0. Para exemplificar,
assumimos um escoamento bifasico agua-gas num meio poroso saturado, de forma que
U(x,t) = Sy(z,t). Quando este meio encontra-se inicialmente saturado apenas com agua

e iniciamos uma inje¢ao de gds, temos que U~ =S, =0e Ut =S} = 1.

Para o modelo de escoamento com espuma, assumiremos um problema de Riemann

em que:
Sw(z,t S St
Uty = |@01 o g2 (S| o g | (4.3)
np(z,t np n;,
E para o modelo em que incluimos a variagao do surfactante:
Sw(x,t) S, St
U(z,t) = |np(x,t) = U =|np| e U"=|n}|. (4.4)
Cs(, 1) Cy cy

4.2 MODELO CINETICO DE PRIMEIRA ORDEM

Dado o modelo cinético apresentado na Sec¢ao 3.1, analisaremos a existéncia de
solugoes na forma de ondas viajantes. Em [15, 33|, esse mesmo tratamento é feito
desconsiderando os efeitos da pressao capilar. Portanto, assumiremos também que P. = 0.

Considerando a variavel viajante n = x — vt, temos:

Sw(ﬁ) = Sw($ - Utvt) )

4.5
np(n) =np(x —vt,t). (45)

Desta forma, podemos substituir (4.5) nas EDPs (3.1) do modelo, utilizando a regra da

cadeia para obter o sistema de EDOs:

d

d
—Udfn(qbsw) + dfn(’uw) = O, (46)

Considerando um problema de Riemann para este sistema, definimos os estados

esquerdo (S, np) e direito (S5, n}h). Assim, definimos também os valores das fungoes de
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fluxo fracionario e de velocidades parciais avaliadas no estado a esquerda como f,/, f,,

u, e u, e avaliadas no estado a direita como f;f, f7, ub, u}:

sz:fw(S;anz_)), u$:uf;r’
faj;_ = fw<8$7nE>7 Uy, = Uf& (47)
- f

Como visto em (4.1), ao supormos uma solugao na forma de ondas viajantes para

as variaveis S, e np, temos que:

+
Mm Se =S, lm no =np,
ds., _dnp (4.8)
lim — =0, lim — =0.
n—=+oo dn n—=+oo d77

A partir da primeira equagao em (4.6), obtemos uma expressao constante em 7).
Aplicando os limites com n — 4o0:
d
d—( — VPSS, + uw) =0 = —0dS,+u, =—veS, +u, =—vpS +ul . (4.9)
n
Considerando que descartamos a pressao capilar, as velocidades parciais das fases
sao dadas por u,, = ufy, e u, = uf,, (2.15). Portanto, da expressao acima podemos obter:
fo —fu

oy (4.10)

U
v=—-v,, onde wvy=

¢

Cabe ressaltar que vy é a velocidade de propagacao de choques em leis de conservagao,

dada pela condi¢ao de Rankine-Hugoniot [68]. Além disso, de (4.9) obtém-se:

fo="Fos +0s(Sw—S,) & fo=[f; +v(Sy—5;). (4.11)

g

Aplicando a regra da cadeia a segunda equagao de (4.6):

( (ngS )+ ddn ) np + (—vpS, + ug)d(h7 = pS,P. (4.12)

Atentando-se ao fato de que S, +S; =1 e uy, + uy = u, observa-se que o primeiro
termo a esquerda na equagao (4.12) é nulo, devido a primeira equacao de (4.6). Da equagao
(4.9), temos que o coeficiente de ‘ZL—;’ ¢ constante e, portanto, pode ser avaliado em qualquer
um dos estados conhecidos (+) ou (—). Assim a EDO com np em relagdo a n pode ser

definida como:

d77 u(fg_ - Ussg_)
Com a regra da cadeia ng = %D dS;’ a EDO de S, em relacao a n é dada por:
oy _ 05® (4.14)

A u(fy — Sy ) G2
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O sistema de EDOs formado pelas equagoes (4.13)-(4.14) descreve solugoes para o
modelo de espuma na forma de ondas viajantes. Contudo, com o intuito de simplificar a
busca por solugoes neste sistema, o reduziremos a um sistema com apenas uma EDO e

uma equagao algébrica, como feito em [33].

Pelas definigoes em (2.4)-(2.6) e (3.3)-(3.4), segue que:

A0 1 - 1 1 X0
w= |14+ = = — 1)L —1|, (415
d ( T N 18500m0 + 1) P = 18500 l(l ~ fu ) Ao ] (4.15)

em que /\gg = k;fjg /1ty indica a permeabilidade relativa do gas em auséncia de espuma.

Utilizando a relagao para f, obtida em (4.11):

1 1 Ay
70 () = 75555 ng— —0,(Sp — S2) 1) Ao 1] ' (4.16)

w

Com as mobilidades relativas dependendo apenas da saturacao, np pode ser escrita em
funcao de S,. Desta forma, é possivel, além de escrever o modelo (3.1) como o sistema
de EDOs (4.6), reduzi-lo a um sistema com apenas uma EDO e uma equagoes algébricas,

dado por:

S, 65, P
by ulfy = oS))EE

1 1 Ay
mo(5u) = 13500 ng — (8w —85) 1) M 1] ‘

w

(4.17)

A solucao do sistema (4.17) é uma 6rbita parametrizada em 7. Se hé solucao na
forma de ondas viajantes para o problema original (4.6), entdo a érbita descrita por (4.17)

conecta os estados a esquerda (—) e a direita (4) da onda.

Além isso, a reducao do sistema de EDOs (4.6) ao sistema (4.17) implica que
a solugao de (4.17) serd a projecao de uma solucao de (4.6) sobre a superficie definida
por (4.16), o que possivelmente restringe as solu¢oes que podem ser obtidas com esta

simplificacao.

Com o problema posto na forma (4.17), é vidvel a visualizacao de solugoes na
forma de ondas viajantes. Para isto, basta resolver numericamente a EDO de S, e,

posteriormente, avaliar np(.Sy).

4.3 MODELO CINETICO INCLUINDO EQUACAO PARA O SURFACTANTE

Para o modelo cinético que inclui a concentracao de surfactante, apresentado na
Secao 3.2, analisamos a existéncia de solugoes na forma de ondas viajantes, com um

procedimento analogo ao desenvolvido na Se¢ao 4.2. Assim, aplicamos a mudanga de
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variavel n = x — vt nas EDPs de(3.10) do modelo e o reescrevemos como um sistema de

EDOs: 4 4
_Udin((bsw) + din(uw) =0,

d d
_U%(¢Sg np) + %(ug np) = ¢S, @, (4.18)

d d
—vd—n(d)Sw Cs) + d—n(uw Cs) = —¢S, .

Aqui, consideraremos um problema de Riemann no qual definem-se os estados
esquerdo (S, ,np,C;) e direito (S, n},, C7).

A obtencao da EDO para S, e da expressao algébrica do np(S,,) se dd exatamente
da mesma forma que na Sec¢ao 4.2. A tnica diferenga é que, no modelo com surfactante, a

fungao ® é dada por (3.11). Portanto:
dSy, $S,P

- . 4.19
Ay u(fy —vsSy) G Y

1 1 Ay
(2 = 5555 | (==~ 1) 52 Y- (1.20)

Ainda é necesséario obter uma expressao para o Cs. De forma anédloga a desenvolvida
em (4.12)-(4.13), ao aplicar a regra da cadeia a terceira equagao de (4.18) e combinar o

resultado com a primeira, obtém-se:

dC,  —$S,d
d77 B u(fw - UsSw) .

(4.21)

Somando-se as duas ultimas equagoes de (4.18), e aplicando as relagoes v = uvg e

Uy = uf,, tem-se que:

d

W ( —06(S, 1 + Su Cs) + (g np + 1y Cs)) =0,
d
d77< — Usu(Sg np + Su Cs) + u(fg np + fu CS)) =0,

d

i (cs( Fu — 0550) + 1p(fy — vssg)) —0.

Assim, encontramos um invariante em 7. Tomando 17 — —oo:

Cs(fuw — vsSw) +np(fy — vsSy) = C5 (f, —vsSy,) + nE)(fg_ — 05, ) (4.22)

g
De (4.11), temos que:

fw - Ussw - fu_, - UsS; . (423)
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Podemos entao reescrever a expressao (4.22) como Cs em fungao de S,

fy =05y

) (np = np(Sw)) - (4.24)

Desta forma, é possivel, além de escrever o modelo (3.10) como o sistema de EDOs

(4.18), reduzi-lo a um sistema com apenas uma EDO e duas equagoes algébricas, dado

por:
ds, 65, ®
dn u(fy — Sy ) e
| | A
no(5u) = 15500 l(fg— —0s(Sw—S2) 1) Mo 1] ’ (4.25)
T O e L P
Os(Sw) = CS -+ (M (nD — nD(Sw)) .

Este desenvolvimento por ondas viajantes ¢ analogo ao realizado para o Modelo
Cinético [15]. Da mesma forma como apresentado na Secao 4.2, a solucao do sistema
(4.25) é uma 6rbita parametrizada em 7). Se hé solu¢do na forma de ondas viajantes para o
problema original (3.10), entdo a 6rbita descrita por (4.18) conecta os estados & esquerda
(—) e a direita (4) da onda. Porém, a obtengao destas 6rbitas em um espago tridimensional
¢ um problema dificil. J& as orbitas de (4.25) sdo mais facilmente visualizadas por meio

métodos numéricos para a resolucao da EDO de S,,.

Em [33] é mostrada uma reducao de um sistema de duas EDPs para um sistema
de uma EDO e uma equacao algébrica, dependente da solu¢ao da EDO, como mostramos
anteriormente. Para a modificagao que inclui o surfactante, é ainda possivel utilizar a
mesma estratégia para reduzir do sistema (3.10) de trés EDPs ao sistema (4.25), que possui
apenas uma EDO e duas equagoes algébricas, como mostrado em [86, 55] e apresentado

neste trabalho.

Contudo, a solucao de (4.25) é a projegao de uma solugao de (4.18) sobre a superficie
definida por (4.20) e (4.24), possivelmente restringindo as solugdes que podem ser obtidas

com esta simplificacao.
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5 ABORDAGEM NUMERICA

Neste capitulo, mostramos como sao obtidos os resultados numéricos para os
sistemas de EDPs dos modelos de espuma. A obtencao de solu¢oes numéricas diretamente
das EDPs ¢ interessante para comparar com as solugoes obtidas por meio de ondas viajantes.
Equivaléncia dessas duas solucoes corroboram a validade de ambas as resolugoes. Por
um lado, a equivaléncia indica que o método numérico é capaz de encontrar solugoes
comprovadas analiticamente. Por outro lado, o sistema de EDPs representa exatamente o
modelo original, sem a adi¢ao das hipéteses de ondas viajantes e projecao sobre invariantes
que utilizamos no desenvolvimento analitico. Consequentemente, a diferenca entre as
solucoes podem indicar limitagoes na técnica utilizada para a resolugao analitica encontrada
na literatura [33, 86.

Para a resolucao numérica dos sistemas de EDPs tratados neste trabalho, adotou-se

um esquema de diferencas finitas para equagoes do tipo:

;G(U) + aaxF(U) = ;x (B(U)ZZ) +R(U). (5.1)

O esquema que aqui detalhamos é o utilizado pelo software RCD [96]. A seguir
sao descritas as discretizacoes empregadas, para as quais os indices m e n indicam as

discretizacoes espacial e temporal respectivamente:

G Gt —an

-0 7 5.2
ot At ' ( )
F
Lol v - )iy,
(5.3)
I Fm+1 - Fm—l
Fm - )
2Ax
a aU Hpn+1 N
(5.4)
B _ (Bm+1 + Bm)(Um—H _ Um) B (Bm + Bm—l)(Um B Um—l)
" 2Ax? ’
R~ aR"! +(1—a)R". (5.5)

Observe que para a = 0, a discretizagao obtida é explicita no tempo, enquanto
que o = 1 resulta numa discretizacao completamente implicita no tempo. Neste trabalho,

utilizou-se ov = 1/2, conhecida como discretiza¢ao Crank-Nicolson [97, 5, 68].

Substituindo (5.2)-(5.5) em (5.1), e agrupando os termos implicitos e explicitos em
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F e Y, tem-se que:

n+1 _ _ G » _

m n+1 n+1 n+1 m _ n n n

(B BT 4 R = 22 (0= 1) (B + B+ Ry, (5.6)
Fon(Up D3, U™, URES) Y (Up)

Note que, em um método iterativo, no passo de tempo n, conhece-se a solugao
Ul para todo i < n, enquanto que todos os pontos U™ permanecem incégnitas. Sendo

assim, podemos escrever a funcao:

Gn(UrM, U Uty =F,, — Y, = 0. (5.7)

m—1

Agrupando todos os pontos m da discretizacao espacial, definimos a funcao vetorial
G(U™1') = 0. Portanto, a solugdo U no tempo n + 1 é o vetor que anula a funcao G.
Podemos obter a solu¢ao em cada passo de tempo através do método de Newton-Raphson
para a obtengao da solugao de G = 0 [98, 99, 5]. O método consiste em 7 iteragoes de Ui
N L U= un,
U™ =U"+(Jg) G(U"), onde R (5.8)
Uﬁ — Un+1 ’

e Jg é a matriz jacobiana de G em relagdo as varidveis U™ para todo m.

5.1 DISCRETIZACAO DO MODELO INCLUINDO SURFACTANTE

A partir da metodologia apresentada no inicio do capitulo, apresentamos aqui a
discretizacao para o modelo cinético de primeira ordem com concentragao de surfactante

(3.10). Este modelo pode ser escrito na seguinte forma estendida:

0Sy n E@fw k90 ok
ot ¢ Or gbpo ox o dS
0 u 0 E 0 dr. 05w
el - = = - 7 —w P, 5.9
0
oy Wws w - o
Podemos escrever o modelo acima na forma (5.1) do método numérico apresentado, ao
considerarmos:
S, S, fu 0
U= |np| . GW)=|Spp|. FU)=7|fmp|. RU)=| 65,8,
Cs SwCs £,C — S, P
[ dP, 1 (5.10)
_fwk},,‘gE + €S, 0 0
k
_ M dP,
B(U) N ¢u2 fwkrg@nD €np 0
i 0 0 GCS_
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Note que em (5.10) adicionamos os termos €g,, €,, € €, na matriz B. Esta

D
modificagao resulta em termos de difusao artificial nessas varidveis, conforme (5.1). Por
usarmos o esquema de diferencas finitas de Crank-Nicolson, o método pode ter dificuldades
em lidar com variagoes muito abruptas na solugao. Por isso, os termos de difusao artificial
podem ser controlados na simulagao para melhorar a solug¢ao caso necessario. Na Sec¢ao 7.2,

por exemplo, os termos de sao tratados diretamente no modelo.

Por fim o céalculo da matriz jacobiana pode ser feito de duas maneiras. Uma delas
é calculando analiticamente, para a qual é necessario avaliar as todas as derivadas de G,
F, B e R em relagao as variaveis de U. Outra maneira, porém menos precisa, ¢ avaliar a

jacobianas numericamente, através de diferencas finitas, por exemplo.

Devido a melhor precisao, neste trabalho, a avaliacao da jacobiana Jg ¢ feita de

forma analitica.
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6 SIMULACOES SEM PRESSAO CAPILAR

Neste capitulo discutimos solugoes para os modelos cinéticos apresentados no
Capitulo 3. Para cada um dos modelos, comparamos a solucao analitica de ondas viajantes
(Capitulo 4) com a solugao numérica do sistema de EDPs (Capitulo 5). O objetivo dos
experimentos numeéricos é encontrar na simulacdo das EDPs o perfil viajante que conecta

os estados (—) e (4) de um problema de Riemann.

Primeiramente, apresentamos na Secao 6.1 simulagoes que validam o método numé-
rico apresentado no Capitulo 5. Para isso, simulamos o modelo cinético de primeira ordem
conforme proposto em [15], isto é, considerando a pressdo capilar variavel. Comparamos
estas simulagoes com as solugoes de ondas viajantes desse modelo [15, 95]. Posteriormente,
mostramos na Secao 6.2 os resultados para o modelo que apresentamos com concentragao

de surfactante negligenciando os efeitos da pressao capilar.

Neste trabalho consideram-se os parametros definidos em [15], apresentados na
Tabela 1.

Tabela 1 — Parametros para o Modelo Cinético.

Simbolo Descricao Valor
Swe Saturagao de agua conata 0.2
Sqr Saturacao residual de gés 0.18
L Viscosidade da dgua 1-1073 Pas
pg Viscosidade do gas sem espuma 21075 Pas
k Permeabilidade do meio poroso 1-10712 m?
[0) Porosidade do meio 0.25
u Velocidade de Darcy 2.93-107° mm s~*
Nmax  Textura maxima de espuma 8108 m=3
Owg Tensao superficial entre dgua e gas 0.03 N/m
s Saturacao critica de dgua 0.37
A Parametro do modelo cinético 400

Fonte: Adaptado de ASHOORI et al. (2011).

6.1 MODELO CINETICO DE PRIMEIRA ORDEM

Simulamos o modelo cinético que nao considera o surfactante para o problema de

Riemann com os seguintes estados esquerdo (—) e direito (4):

S, =0.372, SH=0.72,
v L (6.1)
ny = 0.664, n, =0.1.
Este problema representa uma situacao em que o meio esta preenchido majoritariamente

por dgua (+) e é injetado neste meio dgua e gas com espuma pré-gerada. As Figuras 10
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e 11 mostram o comportamento do modelo para K. = 200 e K, = 1, experimentando
condigoes bem diferentes de geragao e destruigdo de espuma. Em [95], o autor classifica
todas solugoes de ondas viajantes deste modelo com base no comportamento do sistema
de EDOs. Essa classificacao mostra, por exemplo, que o resultado oscilatério encontrado
na Figura 11 sao esperados em solucoes de ondas viajantes e nao decorrem apenas de
erros numéricos. A solugao numeérica obtida neste trabalho esta de acordo com a solucao

analitica disponivel em [15, 95].

Figura 10 — Solugao analitica do modelo cinético de primeira ordem (3.2) para o
problema de Riemann (6.1) com K, = 200. (a) Espago de fase indicando a solucao de
onda viajante que conecta os estados (S, ,np) e (S, n}) [95]. (b) Solugao numérica
do modelo. Observe que esta solugao corresponde a ilustrada no espago de fase da
figura (a).

1.051 +
(SV?JL’TLD) 1.0 — Su
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! 0.8 -
0.9t 1
1 0.7 A
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0.8} / - '
LA 1055, np) ' 0.5 1
1
! 0.4
1
0.7 . . ! L 03
0.2 0.4 g 0.6 0.8 0.82 "0.00 025 050 075 1.00 125 1.50 175 2.00
W X x1073

Fonte: (a) LOZANO et al. (2020). (b) Elaborado pelo autor (2020).

6.2 MODELO CINETICO INCLUINDO EQUACAO PARA O SURFACTANTE

Mostramos aqui solug¢oes para o modelo cinético com concentracao variavel de
surfactante. Este modelo é dado pelo sistema de EDPs (3.10) e foi reduzido, na Segao 4.3,
ao sistema (4.25), composto por uma EDO e duas expressoes algébricas. Simulamos e
comparamos a solugao dos dois sistemas para trés problemas de Riemann. Em todos os

experimentos desta secao adotamos K, = 1.

No primeiro exemplo, os estados a esquerda e direita sao dados por:

S- =034, S =037015,
np =0, nh = 0.0599, (6.2)
Cr=1, C+ =1.0584.

Neste caso, a condi¢do inicial (+) possui uma saturacao de agua S, um pouco acima
s * . . o~ o« . ~ .
da critica (S, = 0.37), com pouca espuma no meio, e a condi¢do de injecao (—) possui

S, < S, e nenhuma espuma. A Figura 12 mostra a solucio do sistema (4.25) para o
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Figura 11 — Solugao analitica do modelo cinético de primeira ordem (3.2) para o
problema de Riemann (6.1) com K. = 1. (a) Espaco de fase indicando a solugao de
onda viajante que conecta os estados (S, ,np) e (S, n}) [95]. (b) Solugao numérica
do modelo. Observe que esta solucao corresponde a ilustrada no espacgo de fase da
figura (a).

N
1.01f (S m15)
1.0 — Su
( { —
0.9 A t =9.400100
0.915/
0.8190
np (S »1p)
0.7598
075 K(Sy.np) | ny
_—+
0.6698| 0.4
03631 0.3731 S, 0.3830
0.665 ‘ ‘ ‘ 0.3 : : : : :
0.35 0.5 SW 0.65 0.75 0.0 0.5 1.0 1).(5 2.0 2.5 Xlo??:s.o
(a) (b)

Fonte: (a) LOZANO et al. (2020). (b) Elaborado pelo autor (2020).

problema de Riemann (6.2). A solugao obtida é um choque que conecta os estados esquerdo
e direito, indicando que o perfil inicial do problema deve se deslocar no eixo x ao longo do

tempo (pois n = x — vt).

Figura 12 — Solugao analitica do sistema (4.25) para o
problema de Riemann (6.2).

1 J
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

A simulagao numérica do sistema de EDPs (3.10) com os mesmos estados iniciais
(6.2) é mostrada na Figura 13. Na simulagao, proximo a x = 0.15, com t = 25s, hd um

choque nas trés variaveis que se propaga para a direita. Contudo, este choque nao conecta
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Figura 13 — (a) Solugdo numérica das EDPs (3.10) para o problema de Riemann (6.2)
em t = 25s. (b) Ampliagao da regido destacada em (a).
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(a) (b)
Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

os mesmos estados esquerdo e direito definidos em (6.2), como ocorre com a solugao de
onda viajante da Figura 13. A variacao na solugdo que ocorre em z = 0 é estaciondria e

nao se propaga com a onda viajante.

Para o segundo exemplo, adotamos o problema de Riemann com os estados iniciais:

So =0566, S =037,

np=1, np =0, (6.3)
c- =1, CF = 2.1537.

A Figura 14 mostra a solugao do sistema (4.25) para o problema de Riemann (6.3).
Novamente, encontramos solucao de onda viajante na forma de um choque que conecta os
estados esquerdo e direito. Portanto, a solugao esperada para o sistema de EDPs é o perfil

inicial transladado no tempo.

A simulagdo numérica do sistema de EDPs, com os mesmos estados iniciais (6.3),
é mostrada na Figura 15. Como anteriormente, proximo a x = 0.15 em ¢t = 25s, o grafico
apresenta solucao na forma de um choque nas trés variaveis que se propaga para a direita.
Contudo, este choque conecta apenas os estados de Cy para o problema de Riemann.
A perturbagao que ocorre em x = 0 é estacionaria e nao se propaga com o restante do
perfil da solucao. Esta perturbacao pode ser uma representacao do comportamento real
do sistema de EDPs ou uma instabilidade numérica devido a dificuldade do método de

diferengas finitas em tratar a condicao inicial de descontinuidade.

Para os dois exemplos que apresentamos, obtivemos solugoes diferentes para o
modelo (3.10) e a simplificacdo por ondas viajantes (4.25). E importante ressaltar que a

obtengao de (4.25) impoe ao modelo original certas hipoteses. Uma destas ¢ a existéncia
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Figura 14 — Solucao analitica do sistema (4.25) para o
problema de Riemann (6.3).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Figura 15 — (a) Solugdo numérica das EDPs (3.10) para o problema de Riemann (6.3)
em t = 25s. (b) Ampliacao da regiao destacada em (a).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

de solugoes na forma de ondas viajantes e outra é que a solugao do sistema de EDOs
(4.18) pode ser projetada sobre a superficie definida pelas equagoes algébricas (4.20) e
(4.24). A imposicao destas hipéteses podem criar condigoes em que esses dois sistemas

nao apresentem a mesma solugao, como observamos nos dois primeiros exemplos.

No terceiro exemplo, definimos a condicao inicial:

S- =037, St =0.566,
np =0, nh=1, (6.4)
- =0, OF = —1.1537.
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O problema de Riemann (6.4) apresenta um estado a direita fisicamente incoerente,
com concentracao negativa de surfactante e a Figura 16 a solucao obtida com a resolugao
do sistema (4.25), obtido com a redugao das ondas viajantes. Observamos, portanto, este
sistema admite a possibilidade de solugoes que conectam estados fisicamente viaveis a
estados inviaveis. Para este exemplo, nao apresentamos a comparacao com a solugao

numérica das EDPs, uma vez que o problema nao ¢é de interesse fisico.

Figura 16 — Solugao analitica do sistema (4.25) para o
problema de Riemann (6.4).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

6.3 CONSIDERACOES PARCIAIS

Apresentamos até aqui um estudo sobre um modelo de espuma que considera a
variacao da concentracao de surfactante. Em busca de resultados analiticos, procuramos
solucoes na forma de ondas viajantes e reduzimos o problema original de um sistema
com trés EDPs (3.10) para um problema que resolvemos apenas uma EDO (4.25). Para
isso, adotamos a mesma técnica apresentada em [33] para modelo sem concentragao de
surfactante. Finalmente, obtivemos solugdes numéricas para o modelo original a partir do
sistema de EDPs (3.10).

Analisando a solugao de (3.10), verifica-se a presenga de ondas viajantes. Contudo,
esta solucdo nao coincide com a obtida pelo sistema (4.25). Além disso, os resultados

obtidos pelo sistema (4.25) apresentam solugoes fisicamente incorretas.

Uma possivel explicacao para estes resultados é que a proje¢ao que adotamos perde
informagoes essenciais do problema original. Desta forma, solugoes existentes no sistema
de ondas viajantes (4.18) podem nao ser possiveis na redugao (4.25). Portanto, o método

de projecao aplicado a este modelo nao é robusto na obtencao das solugoes.
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No préximo capitulo, investigamos outros resultados que podem justificar a diver-

géncia nos resultados que obtivemos para o modelo com concentracao de surfactante.

Os resultados apresentados nesse capitulo foram publicados em [55].
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7  SIMPLIFICACAO DA DIFUSAO CAPILAR

No Capitulo 6, desconsideramos a capilaridade e, nesse caso, as solugoes numéricas
para o modelo cinético com concentracao de surfactante nao coincidiram com as solugoes
obtidas por ondas viajantes. Visando entender essa incompatibilidade dos resultados, bus-
caremos uma maneira de simplificar a pressao capilar sem desconsidera-la completamente
do modelo. Neste capitulo, fazemos isso considerando que a difusao causada pela pressao
capilar é constante . Com isso, estudaremos a existéncia de solugoes na forma de ondas

viajantes e verificaremos os resultados numericamente.

Por simplicidade, analisaremos aqui o modelo cinético sem concentracao de sur-

factante [15], apresentado na Secao 3.1. Das equagoes (3.2) e (3.8), o reescrevemos como:

@S u@fw ch o
ot T bor ¢a (fw T%u«)‘o’

0 u 0 k(?( dP,

(7.1)
a(SgTLD) + a%(fgnD) — g% fw)\rgd;n[)> = Sg Kc(nle _ nD) .

7.1 ADIMENSIONALIZACAO DO MODELO

Para realizar o estudo da difusao capilar o sistema (7.1) pode ser escrito numa

forma adimensional. Para tanto, definimos as variaveis adimensionais e t como segue:

-t
7= f = (7.2)
Substituindo as expressoes (7.2) em (7.1), temos:
83 t*u dP.
5, (52 (1 b 38) o -
d tru) 0 k dP, . '
aig(sgnD) + <¢$*> % (fgnD - fw rg d7 nD) =1 Sg Kc(nIbE - nD) .
Escolhemos as quantidades de referéncia x* e t* como sendo:
=1L e t*:L—gb, (7.4)
u

onde L é o comprimento de referéncia do problema unidimensional. Para todos os

experimentos deste trabalho, assumiremos L = 1. Definindo também:

K.L
K.=t"'K.=—° ¢, g =
U

L =Kl ). (75)

omitimos o til de Z, t e ® e reescrevemos (7.3) como:

Ofs P ap,
B 2 (080 .
0 0 0 dP. (7.6)
E(SgnD) + %(fgnD> = 9 <5fw o ) + 5,9
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7.2 SIMPLIFICACAO DA DIFUSAO

Partindo do modelo cinético em sua forma adimensional (7.6), definimos as fungoes:

dP, dP.
€Sw<Sw) = _6 )\rg fw E ) Enp (Sw7 nD) - _6 )\Tg fw EnD . (77)
Considerando constantes as fungoes eg, e €,,, 0 sistema (7.6) pode ser escrito como:
0Sy n O fuw . 0%S,y
oy T a. T fSwu oo
ot Ox Ox (7.8)
0 0 Pnp

a(sgnD) + %(fgnD) =y + 5,9,

onde €g, € €,,, sao os coeficientes de difusao nas varidveis S,, e np. Para a obtencao destas
constantes, observaremos os valores que assumem as fungoes €g,, € €,,,, em algumas situagoes.
Esta simplificagao foi inspirada em modelagem simplificada de fluxo de componentes e
fases [5]. Esta simplificagdo também pode ser vista como aproximagao de erro de segunda

ordem de um método de diferencas finitas [100].

A Figura 17 mostra um grafico de €g, € ,, em fungao de S,, para alguns valores
de np. Com os estas fungoes, podemos compreender melhor o intervalo de valores que os
coeficientes constantes €g, e €,, podem assumir para que fiquem mais proximos do modelo
original. Observamos na figura que os maiores coeficientes sdo da ordem de grandeza
de 107, Com base nisso, em nossos experimentos, tentamos, sempre que possivel, usar

valores de €g, e €,, proximos a esta ordem de grandeza.

Figura 17 — Coeficientes de difusao dados por (7.7) como fungoes de S,,. (a) np = 0.5:
O valores maximos das fungdes sio €5, = 3.154-10"* e g, = 1.577-107*. (b) np =
n%E: O valores maximos das fungoes sio e, = 3.361-10"% e g, = 2.299 - 10~*.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Assim como feito em [15, 33, 95] e apresentado no Capitulo 4, procuraremos solugoes

na forma de uma onda viajante para o sistema com difusdo simplificada (7.8).
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7.3 DIFUSAO SIMPLIFICADA (e = €5, = €,,)

Nessa secao, desenvolvemos (7.8) por meio de ondas viajantes, com difusao nas
duas equagdes. Consideraremos coeficientes de difusao iguais, isto é, € = €5, = €,,. Em

seguida, comparamos os resultados analiticos desenvolvidos com experimentos numéricos.

7.3.1 Estudo analtico
Seja, entao, a mudanca de varidveis n = x — vt:

as, df,  d2S,

—v + =c
d d dn? ’
; Z ! dj (7.9)
np
_v%(sgnp) + %(fgnD) = 6?772 + qu) .
Da primeira equagao, temos o invariante:

d dS,
— | —vSy + fu—€e——— ] =0. 7.10
dn ( Vot e dn ) (710

Analogamente ao feito na Se¢do 4.1, consideraremos aqui uma onda viajante que
conecta dois estados de um problema de Riemann, conforme (4.7)-(4.8). Desta forma,

aplicando o limite de n — 400, obtemos, de forma similar:

dsS

Sy + fu — ed—;} = —0S, + fo = —vSH + [}, (7.11)
fe e
=iy (7.12)

Além disso, podemos explicitar a EDO de S,,:
dSy  fw — fa —v(Sw — SF)

7.13
a . (7.13)
Aplicando a regra da cadeia na segunda equagao de (7.20):
ng an dfg an d277,D
—v—np —Vv—309, + — Se® . 7.14

Considerando que S, =1—- S5, f,=1— f, ¢

afw dSw afw an
0S, dn ~ Onp dn ’

7fw( ws D)

podemos expandir o terceiro termo de (7.14):

afw 8f d?’LD o d27’LD
(v 8Sw> ch]nD+< vSy + fg — o ) a =¢ ap + 5,9 (7.15)
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Utilizamos entao a relagao (7.12) e obtemos a EDO para np:

Ofw ..\ dSw d2np
dnp (—asw v) & D T €543 + 5,

O fw
dn fi —vSf = =np

(7.16)

A fim de escrever as equagoes de forma reduzida e de obter um sistema de EDOs

de primeira ordem, definimos as seguintes funcao auxiliares:

fo = fiy = v(Sw = 5)

H(S”LLHnD) - p s
(7.17)
afw dTLD
M(SunnD> == f;_ — US;_ — %np e Z(SunnD) = Tn .
Substituindo (7.17) em (7.13) e (7.16), obtemos o sistema:

a0y,

dn

an

ay (7.18)
4z ZM — (%= —v)Hnp— @

dn B € ’

7.3.2 Experimentos numéricos

Para validar a solucao analitica de ondas viajantes obtida em (7.18), a comparamos

com a solu¢do numérica de (7.8) com € = €g, = €,, para o seguinte problema de Riemann:

S==0372, St=072
{ v r e ’ (7.19)

ny = 0.664, ny=1.
Esse problema representa o que aconteceria em um reservatorio inicialmente preenchido
com pouco gas, mas com uma espuma forte (4+) no qual injetamos uma fracao alta de gas,

porém com espuma mais fraca (—).

A Figura 18 mostra os resultados analiticos e numéricos obtidos para este problema
com € = 1. Desta vez, o espaco de fase da solugao da EDO ¢ tridimensional. e a técnica
para comprovar a existéncia da solugao é mais rebuscada. No Capitulo 4, utilizamos
uma técnica de proje¢ao para reduzir o nimero de EDOs dos sistemas que encontramos.
Encontrar solugoes para uma EDP na forma de ondas viajantes é equivalente a buscar
érbitas que conectem assintoticamente dois equilibrios da EDO correspondente [38]. Uma
forma de mostrar a existéncia destas solugoes é usar a analise geométrica do espago de
fase. Neste caso, buscaremos numericamente 6rbitas que conectem dois equilibrios num
espaco de fase tridimensional, definido nas varidveis S,,, np e Z (7.18). O método consiste
em encontrar um ponto P de intersecao entre a variedade estavel do equilibrio a direita

(+) e a variedade instével do equilibrio a esquerda (—) — ver Figura 18(a). Para encontrar
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o ponto P, analisamos a intersecao das duas variedades supracitadas no plano de Poincaré
(transversal ao fluxo da EDO) — ver Figura 18(b). Para maiores informagoes do método,

consulte [101]. Para fundamentacao tedrica do método, veja [102].

Vemos na Figura 18(c) o perfil da solugao do sistema de EDOs (7.18) descrito em
fungao da variavel viajante. A Figura 18(d) mostra a simulagdo numérica do sistema de
EDPs (7.8). Observamos que a soluc¢ao analitico concorda com a simulada, comprovando

a existéncia de ondas viajantes para este modelo.

Figura 18 — Solugao para o problema de Riemann (7.19) com ¢ = 1 e K, = 0.001.
(a) Orbitas no espaco de fase. (b) Plano de Poincaré de (a); ponto P representa a
intersecao entre as variedades, indicando a existéncia de orbita heteroclinica conectando
os equilibrios. (c¢) Saturacdo de dgua e textura da espuma pela posigdo em coordenadas
viajantes. (d) Onda viajante na solugdo numérica de (7.8).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Na Figura 19, mostramos os resultados do mesmo estudo analitico de solucoes e
comparamos com as simulagoes numéricas do problema (7.19), utilizando € = 0.1. Estes

dois resultados também concordam entre si, evidenciando a existéncia de ondas viajantes
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para este exemplo.

Figura 19 — Solugdo para o problema de Riemann (7.19) com ¢ = 0.1 e K. = 0.001.
(a) Orbitas no espaco de fase. (b) Plano de Poincaré de (a); ponto P representa a
intersecao entre as variedades, indicando a existéncia de 6rbita heteroclinica conectando
os equilibrios. (c) Saturagao de dgua e textura da espuma pela posigdo em coordenadas
viajantes. (d) Onda viajante na solugdo numérica de (7.8).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

7.4 DIFUSAO SIMPLIFICADA (e = €g,, €, = 0)

Nesta secao, propomos outra forma de simplificar a difusao capilar, como alternativa
a forma apresentada na Secao 7.3. Consideramos aqui a difusdo constante na equacao do
balanc¢o da massa de dgua e desprezada na equacao do balanco de espuma. A principal
motivacao para tal simplificacao esta no fato de as bolhas serem muito maiores que as
moléculas de agua ou gas. Portanto, o fendmeno de difusdo como o que ocorre em misturas
liquidas, nao tem o mesmo efeito em espumas na fase gasosa. Poderiamos, entao, considerar

que a taxa de difusao €,,, da espuma é nula.
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7.4.1 Estudo analitico

Nesta secao desenvolvemos de solugoes analiticas por ondas viajantes para o modelo
cinético sem surfactante com difusao simplificada. O procedimento é bastante semelhante
ao executado na Secao 7.3.1, partir do modelo cinético adimensional. Com a mudanca
de varidveis 7 = x — vt aplicada ao modelo adimensionalizado (7.8) e adotando ¢,, =0 e

€ = €g,,, obtemos:

dS, df,  d2S,

—v + =€

2 )
] dz dr a7 (7.20)
—vd—n(SgnD) + d—n(fgnp) =5,P.

A obtencao da EDO explicita para S, é a mesma da Secao 7.3.1. Portanto:

dSw  fu— ff —v(Sw — S)

. 21
a 5 (7.21)

Para np é semelhante ao desenvolvido anteriormente, contudo, como €,,, = 0, a

EDO resultante é de primeira ordem:

Ofw dSw
an _ (% — 'U) TnnD + qu)

dn fi —vSH — $enp

onp

(7.22)

Adotando as mesmas fungoes auxiliares H e M de (7.17), escrevemos o sistema:

7
anp (2 - U) Hunp + 5,0 (7.23)
dn M '

7.4.2 Experimentos numéricos

Os experimentos numéricos deste capitulo buscam solugoes de ondas viajantes
através de 6rbitas definidas por (7.23). Neste caso, a obtengdo destas drbitas ocorre
num espaco de fase bidimensional, com as variaveis S,, e np. Adotamos, aqui, 0 mesmo
problema de Riemann dado por (7.19). Nas simulag¢oes adotamos o valor de € = eg,
com base no estudo que fizemos da magnitude de dos valores da difusdo (Segao 7.2).
Adotamos, neste exemplo, o valor maximo de € observado no grafico da Figura 17, ou seja,
€=3.361-10"%

A Figura 20 mostra a solu¢ao analitica e numérica deste caso. A Figura 20(a)
mostra o espago de fase do sistema de EDOs (7.23), nele é possivel a existéncia de uma
conexao entre os estados (—) e (4). A Figura 20(b) mostra o perfil da solu¢do da EDO
na variavel viajante . Na A Figura 20(c) vemos a solugao numérica do sistema de EDPs

(7.8), em concordancia com a solugao esperada analiticamente por ondas viajantes.
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Figura 20 — Solugio para o problema de Riemann (7.19) com ¢ = 3.361-10~* e K, = 0.001.
(a) Orbitas no espago de fase associado a (7.23). (b) Saturacao de dgua e textura da

espuma pela posi¢gdo em ondas viajantes. (¢) Onda viajante na solugdo numérica de
(7.8).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

7.5 CONSIDERACOES PARCIAIS

Observamos que, com as duas simplificagoes que adotamos para a pressao capilar,
os resultados obtidos pelo estudo analitico de ondas viajantes coincidem com os resultados
obtidos numericamente. Além disso, o resultado da Figura 20 mostra uma queda abrupta

na textura da espuma na mesma regiao em que ha o choque da saturacao de agua.

Este fendmeno é frequentemente referido na literatura como proveniente de erros
na aproximacao numérica [103, 32]. Contudo, esse efeito também ¢é observado como um

resultado fisico para modelos de balango populacional de espuma em equilibrio local
(104, 37].

Com isso, conseguimos obter solugoes analiticas para o modelo cinético de primeira
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ordem com simplificacdo da capilaridade. Todavia, mesmo com estas simplificagoes, os
resultados se mostram coerentes e fisicamente relevantes no estudo do escoamento de

espumas.
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8 CONCLUSOES

Propomos um estudo de um modelo cinético de primeira ordem que considera
a concentracao de surfactante variavel e efeitos capilares. Verificamos que a solugao
obtida pelo estudo analitico deste modelo, desconsiderando a pressao capilar, apresenta
um comportamento diferente do que é observado numericamente. Além disso, a solucao
analitica também apresentou propriedades nao fisicas. Essa divergéncia poderia ser tanto
devido ao método numérico empregado, quando a técnica de reducao do sistema de EDOs.
Isso nos motivou a buscar por possiveis simplificagoes no modelo, sem desconsiderar

completamente os efeitos da capilaridade.

Como o método numérico ja havia sido validado para um modelo sem surfactante,
desconsideramos a concentracao de surfactante nesta segunda analise. Ao fazer isso, o
sistema de EDOs resultante para ondas viajantes torna-se mais simples, possibilitando
a andlise das solugoes no espaco de fase do sistema inteiro. Assim, evitamos o uso da
técnica de reducao que pode ter resultado em falhas no estudo com surfactante. Desta

forma, eliminamos duas possiveis causas dos erros identificadas na primeira etapa.

Propusemos entao, analisar o comportamento de um modelo mais simples, no
qual a concentragao de surfactante é desconsiderada, e a pressao capilar é simplificada de
duas formas diferentes, com coeficientes de difusao constantes. Ambas as simplificagoes
resultaram em solugoes analiticas condizentes com os experimentos numéricos. Além disso,
as solucgoes analiticas apresentaram perfis da textura de espuma, refletindo resultados

fisicos relatados na literatura.
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