
UNIVERSIDADE FEDERAL DE JUIZ DE FORA

FACULDADE DE ENGENHARIA

PROGRAMA DE PÓS-GRADUAÇÃO EM MODELAGEM

COMPUTACIONAL

Jhuan Barbosa da Silva e Cedro

Influência da pressão capilar em escoamentos bifásicos

com espuma em meios porosos

Juiz de Fora

2020





Jhuan Barbosa da Silva e Cedro

Influência da pressão capilar em escoamentos bifásicos

com espuma em meios porosos

Dissertação apresentada ao Programa de Pós-
Graduação em Modelagem Computacional da
Universidade Federal de Juiz de Fora, como
requisito parcial para obtenção do grau de
Mestre em Modelagem Computacional.

Orientador: Grigori Chapiro

Coorientador: Iury Higor Aguiar da Igreja

Juiz de Fora

2020



Ficha catalográfica elaborada através do Modelo Latex do CDC da UFJF

com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

Cedro, Jhuan Barbosa da Silva.
Influência da pressão capilar em escoamentos bifásicos

com espuma em meios porosos / Jhuan Barbosa da Silva e Cedro. – 2020.
78 f. : il.

Orientador: Grigori Chapiro
Coorientador: Iury Higor Aguiar da Igreja
Dissertação (Mestrado) – Universidade Federal de Juiz de Fora, Faculdade

de Engenharia. Programa de Pós-Graduação em Modelagem Computacional,
2020.

1. Escoamento em meios porosos. 2. Espumas. 3. Pressão capilar. 4.
Ondas viajantes. 5. Diferenças finitas. I. Chapiro, Grigori, orient. II. Igreja,
Iury, coorient. III. Título.



Jhuan Barbosa da Silva e Cedro

In�uência da pressão capilar em escoamentos bifásicos

com espuma em meios porosos

Dissertação apresentada ao Programa de Pós-

Graduação em Modelagem Computacional da

Universidade Federal de Juiz de Fora, como

requisito parcial para obtenção do grau de

Mestre em Modelagem Computacional.

Aprovada em: 29 de Setembro de 2020.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Grigori Chapiro - Orientador

Universidade Federal de Juiz de Fora

Prof. Dr. Iury Higor Aguiar da Igreja - Coorientador

Universidade Federal de Juiz de Fora

Prof. Dr. Bernardo Martins Rocha

Universidade Federal de Juiz de Fora

Dr. Luis Fernando Lozano Guerrero

Universidade Federal de Juiz de Fora

Prof. Dr. Eduardo Cardoso de Abreu

Universidade Estadual de Campinas

Prof. Dr. Grigori Chapiro - OrientadorProf. Dr. Grigori Chapiro - Orientador

PrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrPrProf. Dr. Bernardodododododododododododododododododododododododododododododododo MaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMaMartrtrtrtrtrtrtrtrtrtrtrtrtrtrtins Rocha

Universidade Federal de Juiz de Fora





AGRADECIMENTOS

À minha família que deste sempre tem me apoiado e acreditado em mim. À minha

namorada que sempre se fez presente e disposta me ajudar nessa minha caminhada. Aos

meus amigos pelo companheirismo, suporte e confiança nestes anos de universidade.

Aos professores do Programa de Pós-Graduação em Modelagem Computacional que

me facilitaram todo o conhecimento necessário para o completo entendimento e construção

deste trabalho. Aos meus orientadores por sua atenção, paciência e dedicação ao trabalho

desenvolvido.

Aos meus colegas do Laboratório de Matemática Aplicada, pelo apoio e suporte

durante o meu projeto de mestrado. Em especial, aos colegas Luis Lozano e Rosmery

Quispe que tiveram contribuição fundamental neste trabalho.

Este trabalho foi realizado em associação com o projeto de P&D registrado como

ANP 20715-9, Modelagem matemática e computacional de injeção de espuma usada em

recuperação avançada de petróleo (Universidade Federal de Juiz de Fora - UFJF / Shell

Brasil / ANP). Modelagem computacional e matemática da injeção de espuma como uma

técnica de recuperação avançada aplicada aos reservatórios de pré-sal do Brasil, apoiado

pela Shell Brasil sobre o ANP P&D como Compromisso de Investimentos com Pesquisa e

Desenvolvimento. Este projeto foi realizado em parceria com a Petrobras.





RESUMO

Injeção de espuma é um dos métodos estudados para a recuperação avançada de

petróleo. Este método possui um grande potencial de aplicação no pré-sal brasileiro. A

técnica consiste em injetar espuma no reservatório (ou criá-la in situ). O objetivo da

técnica é reduzir a mobilidade do gás e possibilitar uma varredura mais uniforme e eficiente

do reservatório.

Modelos de espuma são tipicamente descritos por um sistema contendo uma lei de

conservação para a massa de água e uma lei de balanço para a quantidade de espuma. Em

trabalhos anteriores, supondo que a concentração de surfactante é fixa, buscou-se soluções

na forma de onda viajante para este modelo. Inspirados por fenômenos como adsorção,

propusemos uma modificação deste modelo para considerar a concentração de surfactante

variável. Ao estudar analiticamente este modelo modificado, buscando soluções na forma

de ondas viajantes, constatamos que é possível ter soluções não físicas. Além disso as

soluções obtidas numericamente e analiticamente não coincidiram. Isso motivou o estudo

da influência da capilaridade no modelo cinético de primeira ordem.

No presente trabalho, discutimos como o modelo cinético se comporta sob duas

simplificações da pressão capilar. Na primeira, aproximamos a difusão capilar em ambas

as equações do sistema por uma constante. Na segunda, aproximamos a difusão capilar na

equação de conservação de água por uma constante e desconsideramos a difusão capilar

no balanço de espuma, motivado pelo fato de que a difusão de bolhas em fase gasosa é

menor em relação à difusão água-gás. Em ambos os casos, buscamos soluções analíticas na

forma de ondas viajantes e as validamos com simulações numéricas. As soluções obtidas

apresentaram quedas abruptas na textura de espuma. Tais quedas já foram descritas na

literatura em simulações computacionais e foram atribuídas a erros numéricos. Outros

trabalhos justificam que estas quedas representam fenômeno físicos. Neste sentido o

presente trabalho é um dos pioneiros a demonstrar este fenômeno analiticamente.

Palavras-chave: Escoamento em meios porosos. Espumas. Pressão capilar. Ondas

viajantes. Diferenças finitas.





ABSTRACT

Foam injection is one of the studied methods for advanced oil recovery. This method

has great potential for application in the Brazilian pre-salt reservoirs. The technique

consists of injecting foam into the reservoir (or creating it in situ). This technique aims to

reduce gas mobility to provide more uniform and efficient sweeping in the reservoir.

Foam models are typically described as a system containing a conservation law for

the mass of water and a balance law for the amount of foam. In previous works, assuming a

fixed surfactant concentration, the authors present traveling wave solutions for this model.

Inspired by adsorption phenomena, we proposed a modification for this model to consider

a variable surfactant concentration. By analyzing this modified model analytically, looking

for solutions in the form of traveling waves, we found that it may lead to non-physical

solutions. Besides, the numerical and analytical obtained solutions did not match. This

has motivated us to study the influence of capillarity on the first-order-kinetic model.

In the present work, we discuss how the kinetic model behaves under two capillary

pressure simplifications. In the first, we approximate the capillary diffusion in both system

equations by a constant. In the second, we approximate the capillary diffusion in the water

conservation equation by a constant and neglect the capillary diffusion in the foam balance,

motivated by the fact that bubble diffusion in the gas phase is lower than water-gas

diffusion. We look for analytical solutions in both cases as traveling waves and validate

them with numerical simulations. The obtained solutions show abrupt drops in the foam

texture. Such decay have already been described in the literature in simulations and

assumed to be numerical errors. Other studies justify that this decay represent physical

phenomena. In this context, the present work is one of the pioneers to describe that

phenomenon analytically.

Key-words: Flow in porous media. Foam. Capillary pressure. Traveling waves.

Finite difference.
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1 INTRODUÇÃO

Nos últimos anos, a indústria petrolífera tem se preocupado em buscar métodos

mais eficientes para a extração de petróleo de reservatórios naturais. Estes reservatórios são

formações rochosas porosas preenchidas com hidrocarbonetos, o que torna a recuperação

de petróleo uma das aplicações de maior destaque no estudo de escoamento de fluidos em

meios porosos.

Existem três principais tipos de recuperação de petróleo [4]. A recuperação primária

é aquela na qual própria perfuração do reservatório implica na produção de petróleo, devido

à pressão natural no interior do reservatório ser superior à pressão exterior. Nesta etapa,

cerca de 15 a 30% do petróleo presente no reservatório costuma ser recuperado [5]. Na

recuperação secundária, injeta-se em um poço do reservatório substâncias como água ou

gás, de forma que a pressão permaneça alta o suficiente para manter a extração de petróleo

em um poço de produção (Figura 1). Técnicas ainda mais avançadas são chamadas de

recuperação terciária ou recuperação avançada (Enhanced Oil Recovery – EOR). Neste

ramo, podemos citar procedimentos térmicos, como combustão in-situ [6, 7], aquecimento

eletromagnético [8, 9] e injeção de água quente e vapor [10, 11], ou procedimentos químicos,

como injeção de espuma [12, 13, 14, 15, 16] – foco deste trabalho.

Figura 1 – Representação de um reservatório, ilustrando a
recuperação secundária.

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Um dos principais obstáculos às técnicas de recuperação deve-se à dinâmica dos

fluidos envolvidos no processo. Ao injetar um fluido no reservatório, como água ou

gás, a permeabilidade heterogênea do meio poroso faz com que alguns caminhos sejam

preferenciais ao escoamento dos fluidos com maior mobilidade, formando uma frente não-

uniforme na varredura do reservatório. Este fenômeno é chamado de “dedos” (ou fingering),

pela frente se assemelhar a dedos que percorrem o reservatório (veja a Figura 1). Assim

que o fluido injetado atinge o poço de produção por um destes caminhos preferenciais, a

recuperação do petróleo cai drasticamente, uma vez que parte da produção passa a ser o

próprio fluido injetado.

Outra questão a ser considerada depende da densidade dos fluidos envolvidos no
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processo. Um fluido menos denso, que seja injetado no reservatório, tende a deslocar-se

em direção ao topo devido ao efeito da gravidade. Da mesma forma, fluidos injetados

mais densos que os presentes no meio tendem a deslocar-se para regiões inferiores do

reservatório. Este fenômeno é chamado de segregação gravitacional (gravity override) e se

destaca quanto maior for a altura do reservatório e a distância entre os poços de injeção

e produção. Como ocorre com o fingering, quando o fluido injetado alcança o poço de

produção a eficiência do processo cai significativamente.

Para evitar esta perda de eficiência, existem técnicas EOR que buscam reduzir

a mobilidade do fluido injetado. Uma delas é a injeção alternada de água e gás (water-

alternating-gas – WAG), onde a alternância entre um fluido mais denso e outro menos

denso que o óleo torna a varredura mais uniforme, melhorando a eficiência da recuperação.

Uma estratégia adotada em técnicas WAG é a reinjeção de gás dióxido de carbono (CO2),

presente em altas concentrações em muitos reservatórios de petróleo. Por exemplo, alguns

campos do pré-sal brasileiro produzem até 45% de CO2 [17]. Portanto, parte dessa

produção de gás pode ser aproveitada com reinjeção de CO2 em procedimentos WAG.

Essa técnica reduz a emissão de gases que promovem o efeito estufa, um dos principais

objetivos do Acordo de Paris de 2016, do qual o Brasil é signatário [18, 19].

Mesmo com eficiência superior às técnicas de injeção mais convencionais, os métodos

WAG ainda são limitados pela alta mobilidade e baixa densidade do gás. Uma opção

estudada é injetar surfactante diluído em fase aquosa para que o escoamento dentro do

meio poroso crie espuma, dificultando a passagem do gás e, consequentemente, reduzindo

a sua mobilidade [20]. Essa estratégia é frequentemente referida na literatura como injeção

de espuma ou injeção alternada de surfactante e gás (surfactant-alternating-gas – SAG). A

Figura 2 ilustra a eficiência da injeção de espuma, através da qual o reservatório é varrido

mais uniformemente, se comparado com, por exemplo, a injeção de gás. O desenvolvimento

das técnicas de injeção mencionadas motivam o estudo da dinâmica de escoamentos

multifásicos em meios porosos e, neste trabalho em particular, o estudo do escoamento de

espuma.

Figura 2 – Representação de um reservatório, ilustrando a
recuperação por injeção de gás versus injeção espuma.

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).



21

1.1 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

O interesse na análise do escoamento de espuma tem crescido, não só devido às

aplicações na indústria do petróleo [21], mas também pelo seu uso em questões ambientais,

como recuperação de solos e aquíferos contaminados [22, 23]. O estudo de espumas é

desafiador devido à sua conexão com processos químicos e à natureza não-Newtoniana do

fluido. Há uma literatura substancial sobre os aspectos experimentais deste tópico [24, 25,

26, 27, 28, 29]. Vários modelos físicos foram propostos para descrever diferentes condições

de fluxo de espuma em meios porosos [12, 13, 14, 15, 16], que também foram abordados

numericamente [5, 30, 14, 31, 32].

A literatura matemática sobre modelos de deslocamento de espuma não é tão

abundante e faltam artigos com análises rigorosas do tema. Em parte, isso pode ser

explicado pela e pela complexidade das equações envolvidas na física do problema.

A solução para alguns modelos de espuma foi tratada na forma de ondas viajan-

tes [15, 33]. Esta abordagem apresenta algumas vantagens, pois diferentes estudos experi-

mentais apontam para perfis semelhantes aos de ondas viajantes [24, 34, 35, 36, 27, 37]. Do

ponto de vista matemático, este método introduz uma simetria que permite trabalhar com

um sistema de equações diferenciais ordinárias (EDOs) conectando dois equilíbrios [38].

Neste trabalho, seguimos esta abordagem e investigamos a existência de uma solução de

ondas viajantes para um modelo simples de deslocamento de espuma.

Todos os modelos de escoamento de espuma citados acima são baseados na teoria

de fluxo fracionário [39, 5]. Uma das maiores dificuldades desta teoria está ligada à pressão

capilar. O estudo dos efeitos capilares não é algo trivial no ramo teórico, na modelagem,

nem mesmo no desenvolvimento de métodos computacionais. Modelos de capilaridade

baseados nas permeabilidades relativas de Corey-Brooks [40], Van Genuchten [41] e outros

são tratados em [42, 43, 44, 45]. Alguns adotam o conceito de pressão dinâmica [46, 42],

que depende da variação no tempo da saturação de água. Os modelos estudados em [46, 47]

consideram os efeitos de drenagem e embebição do meio nas funções de permeabilidade

relativa, resultando em histerese na pressão capilar. Este comportamento também foi

observado experimentalmente [48, 49]. Em [50, 43, 44, 51, 52], os autores apresentam

abordagens numéricas para escoamento multifásico em meios porosos heterogêneo e consi-

derando descontinuidades na pressão capilar. Os trabalhos [45, 53] estudam a existência

de soluções similares para obter resultados analíticos pra problemas com descontinuidades.

Sob certas condições de estabilidade, alguns autores simplificam a pressão capilar na

análise do escoamento [32, 54]. Isso facilita, entre outras coisas, a investigação analítica

do modelo

Como visto, há muitos estudos sobre efeitos da pressão capilar para fluxo em

meios porosos, alguns experimentais, outros numéricos e outros analíticos. Contudo,
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nenhum deles estudam analiticamente modelos de capilaridade para um escoamento não-

Newtoniano, como espuma. Neste trabalho, propomos estudar de forma semi-analítica

algumas modificações em como a capilaridade é usada em modelos de espuma.

1.2 CONTRIBUIÇÕES DESTE TRABALHO

O objetivo do presente trabalho é investigar matematicamente o que acontece

quando o termo de pressão capilar é simplificado em modelos mecanicistas de escoamento de

espuma, particularmente no modelo cinético de primeira ordem [15, 33]. Esta simplificação

consiste em assumir que a difusão causada por este termo é constante, podendo inclusive

ser nula.

Neste trabalho apresentamos o modelo cinético de primeira ordem para escoamento

de espumas. Este modelo considera uma concentração fixa de surfactante. Em seguida

propomos uma modificação que inclui a concentração de surfactante como variável no

modelo. Estes dois modelos são investigados analiticamente na ausência de capilaridade.

Contudo a solução analítica desenvolvida não condiz com os resultados numéricos. A

apresentação e estudo deste modelo com concentração variável de surfactante é parte do

trabalho publicado em [55].

Visando justificar os problemas que surgiram ao desconsiderar a pressão capilar,

estudamos uma simplificação do modelo cinético. Esta simplificação, mantém a difusão,

mas assume que é constante. Dessa forma é possível observar o comportamento do

modelo para diferentes ordens de grandeza da pressão capilar e os efeitos que podem

ocorrer quando esses valores são cada vez menores. Esse estudo ajuda a entender alguns

resultados presentes na literatura, que são frequentemente apontados como erros numéricos.

A investigação desse modelo com pressão capilar simplificada é parte um trabalho em

conclusão [56].

1.3 ORGANIZAÇÃO DO TEXTO

Este trabalho segue organizado da seguinte maneira. O Capítulo 2 apresenta

algumas das principais características da teoria base de escoamento de espumas em meios

porosos e como este fenômeno é modelado matematicamente. No Capítulo 3, apresentamos

o modelo cinético de primeira ordem e o modelo proposto para adição de concentração de

surfactante no modelo. No Capítulo 4, apresentamos o estudo da existência de soluções

na forma de ondas viajantes para ambos os modelos citados, para isso, desconsideramos

a capilaridade. O Capítulo 5 descreve o procedimento numérico adotado neste trabalho

para a obtenção das soluções dos sistema de equações diferenciais parciais de cada modelo.

No Capítulo 6 apresentamos os resultados das simulações de ambos os modelos sem

capilaridade e apresentamos nossas conclusões parciais sobre os resultados obtidos. O
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Capítulo 7 apresenta soluções para o modelo cinético de primeira ordem, considerando

duas simplificações para a pressão capilar. Na primeira simplificação, consideramos que a

difusão por pressão capilar é constante. Na segunda, consideramos a difusão constante

na lei de conservação de água e nula na equação de balanço de espuma. Finalmente, o

Capítulo 8 apresenta algumas discussões e considerações finais do trabalho.
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2 TEORIA DE FLUXO FRACIONÁRIO

A teoria de fluxo fracionário descreve a dinâmica do escoamento de fluidos miscíveis e

imiscíveis em meios porosos [3, 57]. Este nome deve-se à análise das funções que descrevem

a fração do fluxo total correspondente a cada fase do escoamento. A teoria de fluxo

fracionário possui varias restrições que não se aplicam ao escoamento de espuma [58, 4].

Portanto, há trabalhos que mostram como, mesmo assim, essa teoria também é útil na

explicação dos mecanismos complexos envolvidos no escoamento de espuma em meios

porosos [59, 60, 61].

Neste capítulo, descreveremos a teoria básica de escoamentos multifásicos em

meios porosos, apresentando as equações que modelam este fenômeno. Apresentamos

os principais conceitos da dinâmica de espumas e mostramos como estes são geralmente

incorporados aos modelos de escoamentos multifásicos. Por fim, é mostrada a modelagem

tipicamente adotada para escoamento de espuma, descrita em termos das funções de fluxo

fracionário.

2.1 ESCOAMENTOS EM MEIOS POROSOS

Um meio poroso pode ser descrito como uma matriz sólida com espaços internos

interconectados por poros, permitindo a um fluido escoar através do material [62]. Muitos

materiais do cotidiano são meios porosos, como esponjas, tijolos, algumas cerâmicas e

solos. A Figura 3 ilustra alguns exemplos de meios porosos. A seguir, definiremos algumas

grandezas físicas importantes na modelagem desses fenômenos.

Figura 3 – Exemplos de meios porosos. (a) Imagem microscópica de uma
cerâmica. (b) Representação simplificada de um meio poroso.

(a) (b)

Fonte: BEAR (2018).

Definimos volume poroso (Vp) como o volume total dos poros que pode ser preen-

chido pelo fluido. Com isso, define-se porosidade (φ) em uma região como a razão entre o
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volume poroso e o volume total (V ) nesta região:

φ =
Vp

V
. (2.1)

Observe que esta é uma definição discreta de porosidade, uma vez que é definida sobre

uma região afixada. Para efeitos de modelagem matemática e pela escala do domínio do

problema em relação ao tamanho dos poros, adotamos a hipótese do contínuo e assumimos

a porosidade como uma grandeza pontual. Sendo assim, todo ponto do domínio físico

possui um valor de porosidade, como se em cada ponto coexistissem sólidos e poros na

razão φ.

Neste trabalho, estudaremos a dinâmica do escoamento multifásico considerando

fases imiscíveis. A razão entre o volume Vα ocupado por uma fase α e o volume poroso é

denominada saturação (Sα):

Sα =
Vα

Vp

. (2.2)

Adotando a hipótese do contínuo, assumimos as saturações como valores pontuais, como

se em cada porção do domínio coexistissem uma fração de cada uma das fases. Um

meio poroso é dito saturado quando o volume poroso é totalmente preenchido pelas fases

estudadas no modelo, de forma que:

∑

α

(Sα) = 1 . (2.3)

Dependendo das propriedades do meio e dos fluidos, pode não ser possível deslocar

completamente uma fase de uma região. A quantidade mínima remanescente de uma fase

α é descrita pela saturação residual (Sαr).

Outra propriedade do meio poroso é a permeabilidade (k), ou permeabilidade

absoluta. Esta descreve a capacidade do meio em permitir o escoamento de um fluido,

dependendo das características geométricas dos poros. Da mesma forma que anteriormente,

definimos a permeabilidade como uma grandeza escalar pontual. Em um escoamento

multifásico a permeabilidade de uma fase é inferior em relação ao caso monofásico [5].

Define-se então, permeabilidade efetiva (kα) como a capacidade de escoamento da fase α

no meio em presença de outras fases. Por fim, define-se permeabilidade relativa (krα) de α

como a razão entre as permeabilidades efetiva e absoluta, de forma que:

kα = krα k . (2.4)

Existem alguns modelos principais de permeabilidades relativas, ajustados empiricamente,

que as descrevem como funções das saturações das fases do problema [40, 63, 41, 64, 65].

A resistência que um fluido apresenta ao escoamento é caracterizada pela sua

viscosidade (µ). Considerando as propriedades do meio e de todos os fluidos do escoamento,

descrevemos a capacidade de uma fase α deslocar-se no meio como mobilidade (λα), definida
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como a razão entre a permeabilidade efetiva kα e a viscosidade µα. Além disso, definimos

os termos de mobilidade total (λ) e relativa (λrα), de forma que:

λα =
kα

µα

, λrα =
krα

µα

e λ =
∑

α

λα . (2.5)

Por fim, definimos fluxo fracionário (fα) como a fração volumétrica do deslocamento

em uma direção composta pela fase α. Este fluxo pode ser definido como a razão entre a

mobilidade da fase λα e a mobilidade total [57, 4]:

fα =
λα

λ
⇒

∑

α

fα = 1 . (2.6)

2.2 LEI DE DARCY

A lei de Darcy é uma equação constitutiva inferida experimentalmente por Henry

Darcy [66]. Esta equação descreve o comportamento hidrodinâmico de um escoamento

monofásico em meio poroso. Ela estabelece uma relação de proporcionalidade entre a

velocidade do escoamento u e o gradiente de pressão no reservatório (∇P ). Para o caso

sem efeitos gravitacionais, temos que:

u(x) = −
k(x)

µ
∇P , (2.7)

onde, para um meio n-dimensional, u(x) ∈ R
n é a velocidade em um ponto x ∈ R

n e

k(x) ∈ R
n × R

n é o tensor de permeabilidades em x. Cada componente ki,j do tensor k

pode ser interpretada como a facilidade com que uma porção de fluido desloca-se na direção

i devido a um gradiente de pressão na direção j. Em alguns casos é possível assumir que

k é um tensor diagonal, ou seja, ki,j = 0 para i Ó= j [5]. Sendo mais particular, em casos

isotrópicos a permeabilidade do meio independe da direção e, portanto, kii = k. Em meios

homogêneos, a permeabilidade é igual em todo os pontos e, portanto, k é constante e

independe de x.

A velocidade de Darcy ou velocidade superficial u é definida como a taxa efetiva

de deslocamento de massa no meio poroso. Isso porque a velocidade real do fluido v (ou

velocidade intersticial) ocorre apenas dentro dos poros, pois é onde realmente o fluido se

desloca. Ao adotar a hipótese do contínuo, assumimos que o fluido desloca-se por todo o

volume do meio com velocidade u, dada por:

u = φv . (2.8)

Uma adaptação, proposta por Muskat e Meres [67], permite estender a lei de

Darcy para descrever a dinâmica de escoamentos multifásicos em meios porosos. Para o

caso multifásico, define-se para cada fase α, a velocidade parcial de Darcy uα e pressão

parcial Pα. Temos então que:

uα(x) = −k(x)λrα∇Pα , u =
∑

α

uα . (2.9)
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Da mesma forma que definimos (2.8), a velocidade parcial de Darcy uα considera

apenas a parcela da velocidade real da fase (vα) correspondente à fração volumétrica que

a fase α ocupa no meio. Portanto:

uα = φSαvα . (2.10)

2.3 LEIS DE CONSERVAÇÃO

Uma lei de conservação é uma equação diferencial parcial (EDP) que descreve o

comportamento de uma determinada quantidade que não varia ao longo do tempo [68].

Podemos expressar a lei de conservação de uma quantidade ν, na seguinte forma diferencial:

∂ν

∂t
+ ∇ · f(ν) = 0 , (2.11)

onde f é o fluxo volumétrico de ν por unidade de área. A equação (2.11) determina que,

para qualquer região delimitada no espaço, a variação temporal da quantidade ν depende

apenas do fluxo desta quantidade que entra (∇ · f(ν) < 0) ou sai (∇ · f(ν) > 0) desta

região.

Parte importante da dinâmica de fluidos é o princípio de conservação da massa.

Em problemas de escoamento em meios porosos, esta lei de conservação pode ser escrita

em termos das saturações das fases. Como trabalharemos com fluidos imiscíveis, não há

transferência de massa entre as fases e, portanto, podemos escrever uma lei de conservação

para a massa de cada fase separadamente. Considerando a massa mα da fase α, de massa

específica ρα, nos poros de uma região com volume V , temos que:

mα = ρα(V φSα) .

Podemos, então, escrever a lei de conservação de massa em meios porosos para uma fase

α a partir de (2.11), adotando ν = mα e definindo o fluxo mássico por unidade de área

como f(mα) = mαvα. Portanto:

∂

∂t
(ραφSα) + ∇ · (ραuα) = 0 . (2.12)

Para fases incompressíveis, ρα é constante e independe de posição ou tempo e pode

ser simplificada na equação. Em meios homogêneos, a porosidade φ também é constante.

2.4 ESCOAMENTO BIFÁSICO

Para a modelagem de espuma, adotaremos um modelo de escoamento bifásico de

água e gás. Temos, portanto, α = w para a fase aquosa e α = g para a fase gasosa. De

acordo com (2.6) e (2.9):

fg + fw = 1 e ug + uw = u . (2.13)
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Quando tratamos de problemas multifásicos, a interação que ocorre nas interfaces

entre as fases tem efeitos relevantes na hidrodinâmica. Substâncias diferentes interagem

de forma diferente quando em contato com uma superfície, podendo ser mais ou menos

atraídas (a nível molecular) pela superfície. A fase que sofre maior atração é dita molhante

e a outra é dita não-molhante. Uma fase molhante tende a formar uma maior área de

contado com a superfície, fazendo com que ela tenda a se deslocar em direção à fase não-

molhante. Este efeito, denominado capilaridade, é acentuado quando a área da superfície

é maior em relação à quantidade de fluido. A Figura 4 mostra a ação da capilaridade mais

acentuada em tubos mais finos, onde a porção de fluido é reduzida em relação à superfície

de contato com o tubo. Isso reforça a importância dos efeitos capilares no fluxo em meios

porosos, por possuir muita superfície de contato com os fluido.

Figura 4 – Efeitos capilares em tubos de diferentes espessuras,
onde o fluido cinza é molhante na superfície vermelha e não-
molhante na superfície azul [69].

Fonte: Wikipedia (2020).

Definimos, portanto, pressão capilar (Pc) como a diferença, nestas interfaces, entre

a pressão das fases não-molhante e molhante, respectivamente. A definição de qual fase

é ou não molhante depende das fases envolvidas na interação e do meio com o qual elas

interagem [70, 71]. No nosso problema, a fase aquosa é molhante e gasosa é não-molhante.

Portanto:

Pc = Pg − Pw . (2.14)

Podemos relacionar as velocidades parciais uw e ug com a velocidade total u da

seguinte forma [5]:

uw = ufw + kλrgfw∇Pc ,

ug = ufg − kλrwfg∇Pc .
(2.15)

Associando a lei de conservação de massa (2.12) à expressão da velocidade (2.15),

obtida a partir da lei de Darcy, podemos derivar a seguinte expressão para a fase aquosa [72]:
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∂

∂t
(ρwφSw) + ∇ · (ρwufw) + ∇ · (ρwkλrgfw∇Pc) = 0 . (2.16)

Para um escoamento bifásico em um meio poroso saturado, não há necessidade de

derivar uma expressão análoga para a fase gasosa, uma vez que Sg + Sw = 1.

2.5 ESPUMAS

Nesta seção destacamos as características principais do fluxo de espuma em meios

porosos. Esta modelagem estende a teoria de fluxo fracionário, adaptando alguns dos

conceitos apresentados neste capítulo para incluir os efeitos da espuma no escoamento.

Neste trabalho, denominamos espuma como um aglomerado de bolhas gasosas

que são separadas uma das outras por um filme líquido denominado lamela [73, 74, 75].

Contudo, esta estrutura de bolhas não ocorre com facilidade quando as lamelas são

compostas apenas por água. Isso porque a tensão superficial da água torna as lamelas

cineticamente instáveis. Uma alternativa para obter bolhas estáveis em meio aquoso é

reduzindo a tensão superficial com adição de surfactantes à solução [76].

2.5.1 Surfactantes

Surfactantes, ou tensoativos, são moléculas que atuam na redução da tensão

superficial de soluções aquosas [77]. O termo surfactante deriva da expressão em inglês

“surface active agent”, literalmente: “agente de atividade superficial” [78]. Estas moléculas

possuem uma estrutura que é hidrofílica numa extremidade e hidrofóbica em outra. Essa

estrutura faz com que o surfactante tenda a ficar nas interface entre a solução aquosa e as

outras fases, permitindo a redução da tensão superficial da água e facilitando a formação

de lamelas estáveis [79, 76]. A Figura 5 ilustra a composição de uma lamela em um

meio poroso rochoso durante um escoamento trifásico. Nela é possível ver moléculas de

surfactante na superfície do filme líquido, tornando estável a estrutura da lamela.

A tensão superficial da solução cai conforme se aumenta a concentração de surfac-

tante no meio, devido à deposição das moléculas na superfície aquosa. Porém, quando

a superfície encontra-se saturada de surfactante, as moléculas passam a se aglomerar no

interior do líquido, em conformações esféricas denominadas micelas. O ponto a partir do

qual isso ocorre é chamado de concentração micelar crítica (CMC). Portanto, qualquer

concentração de surfactante acima do CMC não apresenta significativa alteração na tensão

superficial [82, 77]. A Figura 6 ilustra a relação entre a concentração de surfactante e a

tensão superficial.
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Figura 5 – Representação de bolhas em um meio poroso rochoso
com escoamento trifásico de água, gás e óleo. Na lamela, vê-se o
surfactante disposto na interface entre a água e o gás conforme
as propriedades de suas partes hidrofílica e hidrofóbica [80, 81].

Fonte: Adaptado de FARAJZADEH et al. (2012).

Figura 6 – Tensão superficial da água em função da concentração
de surfactante [1].

Fonte: Adaptado de DataPhysics Instruments (2020).

2.5.2 Mecanismos de criação e destruição

A estratégia do uso de espuma em aplicações EOR consiste em utilizar soluções de

surfactantes combinadas com gases para que formar bolhas. Este processo pode ocorrer

antes da injeção (espuma pré-gerada) ou após a injeção da solução de surfactante (geração

in situ) [83, 31, 2]. No meio poroso, a formação das bolhas é tradicionalmente descrita na

literatura por meio de três principais mecanismos. O primeiro, denominado leave-behind,

acontece quando o gás varre uma região inicialmente preenchida pela solução aquosa e

solução líquida residual entre os poros forma lamelas. O segundo, denominado snap-off,

ocorre quando uma bolha se forma a partir da passagem de uma porção de gás por um

poro. O terceiro decorre da divisão de uma lamela em outras menores. A Figura 7 ilustra
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esses três mecanismos de geração. Recentemente foram observados outros dois fenômenos

de criação de bolhas, o “neighbor–wall pinch-off ” e o “neighbor–neighbor pinch-off ” [84].

Estes ocorrem quando uma bolha é dividida em duas ao serem pressionadas pelas paredes

dos poros ou por outras bolhas.

Figura 7 – Mecanismos de criação de bolhas em meios porosos:
(a) leave-behind, (b) snap-off e (c) divisão. [2]

(a)

(b)

(c)

Fonte: HEMATPUR et al. (2018).

Quando a espessura do filme líquido torna-se fina ao ponto de não sustentar mais a

estrutura da lamela, a bolha colapsa, num fenômeno denominado coalescência [74, 12, 21].

A estrutura da espuma torna-se instável sob altos valores de pressão capilar, acarretando

em uma repentina ruptura da lamela. Vários modelos multifásicos assumem que a pressão

capilar pode ser descrita em função da saturação das fases. Estudos evidenciam a existência

de um valor crítico de pressão capilar (P *
c ), acima do qual as bolhas colapsam [85, 2].

Consequentemente, associamos um valor crítico S*
w para a saturação de água, abaixo do

qual a espuma é instável. Este comportamento é ilustrado na Figura 8.

2.5.3 Textura de espuma

Considerando o objetivo de reduzir a mobilidade do gás, algumas estruturas de

espumas são mais eficientes que outras. Em geral, espumas com mais bolhas, consequen-

temente mais lamelas, são as que mais reduzem a mobilidade do gás [31]. Por isso, as

espumas com muitas lamelas são denominadas fortes, enquanto que a presença de poucas

lamelas caracteriza uma espuma fraca (Figura 9). Define-se, então, o conceito de textura
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Figura 8 – Relação entre pressão capilar e saturação de água [2].
Abaixo da saturação crítica S*

w (ou acima de uma pressão crítica P *
c )

as bolhas se tornam instáveis.

Fonte: Adaptado de HEMATPUR (2018).

de espuma (nf), com o objetivo de quantificar o número de lamelas ou bolhas presente

por unidade de área ou volume. Portanto, quanto maior a textura da espuma (ou mais

fina) maior é a redução da mobilidade do gás e mais forte é a espuma.

Figura 9 – Representação de espumas fortes e fracas em um meio poroso. [3]

Fonte: DHOLKAWALA et al. (2007).

2.5.4 Modelagem

Existem dois principais tipos de modelos para a dinâmica do escoamento de espuma.

Os modelos podem ser empíricos ou mecanicistas. Os modelos empíricos são empregados

na maior parte dos softwares comerciais. Estes modelos assumem uma quantidade de

espuma definida matematicamente por uma relação algébrica derivada por meio de certas

relações empíricas, não considerando esta como incógnita nas equações. Já os modelos

mecanicistas assumem que a quantidade de espuma é uma variável independente e inclusa
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nas equações do problema . Esta última abordagem é considerada mais precisa do ponto

de vista físico [2]. Por conta disso, este trabalho foca em modelos mecanicistas.

Conforme dito, uma forma de quantificar a capacidade da espuma em reduzir a

mobilidade do gás é através da definição de textura (nf). Contudo, devido à elevada

magnitude da densidade de bolhas em muitas aplicações, é comum que ela seja representada

de forma normalizada em relação a uma constante considerada a textura de referência

da espuma (nmax). Definimos então o valor adimensional de textura de espuma nD como

sendo:

nD =
nf

nmax

. (2.17)

A dinâmica da espuma pode ser modelada por uma lei de balanço para a quantidade

de espuma. Diferentemente das leis de conservação, as leis de balanço descrevem fenômenos

em que uma quantidade não necessariamente se conserva e, portanto, possuem um termo

fonte na equação. No caso, o termo fonte será proporcional à taxa de criação e destruição

de bolhas no meio poroso.

Como a textura mensura densidade de lamelas em fase gasosa, consideraremos

uma lei de balanço para o produto (SgnD). A função Φ, descreverá a criação e destruição

efetiva de bolhas por unidade de volume gasoso (φSg). Assim:

∂

∂t
(ρgφSgnD) + ∇ · (ρgugnD) = φSgΦ . (2.18)

Considerando as velocidades da equação (2.15):

∂

∂t
(ρgφSgnD) + ∇ · (ρgufgnD) − ∇ · (ρgkλrwfg∇PcnD) = φSgΦ . (2.19)

Existem vários modelos que buscam descrever diferentes mecanismos de geração e

destruição de espuma através da função Φ. Modelos empíricos, por exemplo, limitam-se a

avaliar o comportamento do escoamento apenas para casos em que há um equilíbrio na

textura de espuma, considerando Φ = 0.

Além de definir o termo fonte, cada modelo define como a espuma altera a mo-

bilidade do gás. Para isso, modificam-se os termos de permeabilidade relativa ou de

viscosidade do gás na equação (2.5).

Outro ponto relevante na física de processos SAG é a concentração de surfactante

presente em meio aquoso, pois este é um dos fatores que determinam o processo de criação

de espuma. Existem alguns modelos mecanicistas que consideram a concentração de

surfactante como variável do problema [86, 16, 87]. Em outros trabalhos, admite-se que a

concentração de surfactante é sempre constante e suficientemente grande para não afetar

a taxa de criação e destruição de bolhas [37, 14, 88, 15]. Essa ideia condiz com o conceito

de concentração micelar crítica, uma vez que em um meio com concentração relativamente

alta de surfactante, pode-se admitir que as variações dessa concentração não alteram a
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dinâmica da espuma. Alguns modelos também consideram o transporte das partículas de

surfactante, incluindo fenômenos como o de adsorção de surfactante na parede do meio

poroso, o que influencia na geração e destruição de espuma [16, 87].

O comportamento do fluxo de espuma é reportado em vários trabalhos como um

escoamento não-Newtoniano pseudoplástico (shear thinning) [89, 26, 85, 88]. Isso significa

que a viscosidade da espuma deveria diminuir conforme a velocidade do gás aumenta. Na

literatura existem algumas relações entre a viscosidade e a velocidade da espuma [26, 90]

e modelos que abrangem este comportamento [14, 37, 16]. Contudo, das referências

bibliográficas que citamos neste trabalho, todas as que desenvolvem soluções analíticas

para os modelos de espuma – como faremos – desconsideram essa variação na viscosidade.
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3 MODELOS DE ESCOAMENTO DE ESPUMA

Com base nas equações definidas no Capítulo 2, apresentaremos dois modelos

mecanicistas para o escoamento de espuma em meios porosos. No primeiro, a concentração

de surfactante é constante e, no segundo, adicionamos a variação de surfactante ao modelo.

Desenvolveremos estes modelos em sua forma unidimensional, considerando um escoamento

incompressível numa matriz porosa rígida e homogênea, ou seja, ρw, ρg, φ e k são constantes.

Assim, a partir as equações (2.12) e (2.18), construímos o sistema:







φ
∂Sw

∂t
+

∂uw

∂x
= 0 ,

φ
∂

∂t
(SgnD) +

∂

∂x
(ugnD) = φSgΦ .

(3.1)

Adotamos, também, um valor constante para a velocidade total de Darcy (u).

Substituindo as velocidades parciais de Darcy (2.15) no sistema (3.1) e utilizando a relação

fgλrw = fwλrg, podemos escrever o modelo de forma extensa como:







∂Sw

∂t
+

u

φ

∂fw

∂x
+

k

φ

∂

∂x

(

fwλrg

dPc

dx

)

= 0 ,

∂

∂t
(SgnD) +

u

φ

∂

∂x
(fgnD) −

k

φ

∂

∂x

(

fwλrg

dPc

dx
nD

)

= SgΦ .

(3.2)

3.1 MODELO CINÉTICO DE PRIMEIRA ORDEM

O Modelo Cinético de primeira ordem, proposto em [15], é um modelo mecanicista

que considera que a presença de espuma no meio poroso altera a mobilidade do gás por

um fator linear de redução de mobilidade (MRF):

MRF(nD) = 18500nD + 1 . (3.3)

O modelo, então, define k0
rg como a permeabilidade relativa do gás em ausência

de espuma e krg como a permeabilidade relativa que o gás assume quando há espuma no

meio poroso, isto é:

krg(Sw, nD) =
k0

rg(Sw)

MRF(nD)
. (3.4)

As funções de permeabilidades relativas baseiam-se no modelo de Corey-Brooks [40],
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ajustado aos dados experimentais [60, 91]:

krw(Sw) =







0 , 0 ≤ Sw ≤ Swc

0.20

(

Sw − Swc

1 − Swc − Sgr

)4.2

, Swc < Sw ≤ 1
, (3.5)

k0
rg(Sw) =







0.94

(

1 − Sw − Sgr

1 − Swc − Sgr

)1.3

, 0 ≤ Sw < 1 − Sgr

0 , 1 − Sgr ≤ Sw ≤ 1

. (3.6)

A saturação residual da fase aquosa é referida neste problema como saturação de água

conata, ou seja, Swc = Srw.

A pressão capilar é modelada como função da saturação de água conforme segue [92,

37]:

Pc(Sw) = σwg

√

φ

k
0.022

(1 − Sw − Sgr)
c

Sw − Swc

e c = 0.01 , (3.7)

onde σwg é a tensão superficial entre água e gás e c é um parâmetro usado para garantir a

continuidade de Pc próximo a Sw = Swc.

O termo fonte do balanço populacional de espuma é proporcional aos termos de

geração (rg) e coalescência (rc). O modelo assume uma concentração de surfactante

constante à um valor alto o suficiente para não interferir no processo de formação de

espuma [15]. Por isso, este modelo não considera uma variável independente para a

concentração de surfactante e nem a inclui no termo fonte do balanço de espuma. Portanto,

o termo fonte é dado por:

Φ = (rg − rc) = Kc(n
LE

D (Sw) − nD) , (3.8)

onde Kc é o parâmetro que regula a taxa de criação e destruição de espuma e nLE
D é a

textura de espuma em equilíbrio local, ou seja, o valor no qual não há criação ou destruição

efetiva de espuma, de forma que nD = nLE
D ⇒ rg = rc ⇒ Φ = 0. O cálculo da textura em

equilíbrio local (nLE
D ) considera o fato de existir uma pressão capilar crítica (P *

c ) acima da

qual as bolhas colapsam [85] (ver Figura 8). Considerando a pressão capilar como função

da saturação (3.7), definimos o valor crítico S*
w, de forma que P *

c = Pc(S
*
w). Note que,

como Pc(Sw) é uma função decrescente, as bolhas colapsam abruptamente para Sw < S*
w.

Essa mudança abrupta na textura da espuma é aqui modelada por uma função tangente

hiperbólica, conforme segue:

nLE

D (Sw) =







tanh(A(Sw − S*
w)) , Sw > S*

w

0 , Sw ≤ S*
w

, (3.9)

onde A é o parâmetro do modelo que determina o quão abrupta é a mudança na formação

de espuma próximo à saturação crítica.
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3.2 MODELO CINÉTICO INCLUINDO EQUAÇÃO PARA O SURFACTANTE

Em [86, 55] é proposto um modelo que modifica o modelo cinético [15] apresentado

na Seção 3.1. A modificação considera variável a concentração de surfactante presente em

fase aquosa, representada por Cs, de forma análoga ao feito em [16]. Como o surfactante é

dissolvido na fase aquosa, é adicionada uma lei de balanço para o surfactante, tal qual há

para textura da espuma, presente em fase gasosa. Sendo assim, o modelo é dado por:






∂

∂t
(φSw) +

∂

∂x
(uw) = 0,

∂

∂t
(φSg nD) +

∂

∂x
(ug nD) = φSgΦ ,

∂

∂t
(φSw Cs) +

∂

∂x
(uw Cs) = −φSgΦ ,

(3.10)

onde, aqui, a função Φ é dada por:

Φ = (rg − rc) = Cs Kc(n
LE

D (Sw) − nD) . (3.11)

Definimos aqui Cs como uma grandeza adimensional, normalizando-a pela con-

centração micelar crítica (Seção 2.5.1). Sendo assim Cs varia de 0 (sem surfactante) a 1

(CMC). Os demais parâmetros e funções deste modelo são os mesmos apresentados na

Seção 3.1 para o modelo sem variação de surfactante.

Observa-se que as duas últimas equações de (3.10) possuem termos fontes opostos,

o que indica que a criação de espuma deve implicar diretamente no consumo do surfactante

da fase aquosa. Consequentemente, a destruição de espuma implica no depósito de

surfactante na fase aquosa.

Note que, por um lado, a concentração de surfactante intensifica a criação de espuma,

quando nLE
D > nD. Mas, por outro, quando nLE

D < nD, a destruição de espuma também é

intensificada pela concentração de surfactante. Além disso, sabemos que concentrações

acima do CMC não alteram significativamente a dinâmica da espuma, porém este modelo

não trata bem esse comportamento que ocorre quando Cs > 1.
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4 ESTUDO DE SOLUÇÕES ANALÍTICAS

Equações diferenciais parciais são empregadas para representar uma extensa gama

de fenômenos naturais. Contudo, a complexidade da matemática envolvida em muitas

destas equações impede a obtenção de soluções analíticas. Por isso modelos descritos por

EDPs são amplamente abordados por métodos numéricos para a obtenção de soluções

aproximadas. Por outro lado, equações diferenciais ordinárias são mais simples de tratar

com o ferramental analítico e numérico presente na literatura.

Uma forma de tratar alguns tipos de EDPs é buscando soluções na forma de ondas

viajantes, ou seja, perfis estáticos que transladam ao longo do tempo. Alguns trabalhos

aplicam essa teoria para obter soluções de casos específicos de métodos EOR, como a

injeção de espuma [93, 94, 15, 33, 6, 7].

O trabalhos [15, 33, 95], empregam ondas viajantes para tratar analiticamente

o modelo de espuma apresentado na Seção 3.1 como um sistema de EDOs. Em [33],

este mesmo modelo foi reduzido a um sistema composto por uma EDO e uma equação

algébrica, simplificando ainda mais a busca por soluções. Em [86, 55], a mesma técnica de

redução foi empregada para simplificar o modelo com concentração variável de surfactante

da Seção 3.2. Neste capítulo, desenvolvemos estas soluções de ondas viajantes para ambos

os modelos de espumas.

4.1 ONDAS VIAJANTES

Como introduzido neste capítulo, procurar soluções na forma de ondas viajantes

significa buscar um perfil estático que se translada ao longo do tempo à uma velocidade

constante v. Fazemos isso substituindo as variáveis originais do problema x e t pela

variável viajante η, de forma que, nesta nova variável, a solução independa do tempo. Se

temos uma EDP para a variável U(x, t), definimos η = x − vt e as constantes U− e U+,

de forma que:

lim
η→±∞

dU

dη
= 0 e lim

η→±∞
U = U± . (4.1)

Ou seja, a solução U na variável viajante η independe do tempo e conecta assintoticamente

os estados constantes U− e U+.

O uso de ondas viajantes pode ser bastante útil para descrever soluções de choque.

Matematicamente, define-se um choque como uma descontinuidade presente entre dois

segmentos contínuos de uma função. Equações diferenciais parciais hiperbólicas, como leis

de conservação, podem admitir soluções fracas na forma de choque [68]. Isso pode ocorrer

mesmo que o problema se inicie com uma condição inicial suave. Em escoamento em meios

porosos, os choques podem descrever saltos na saturação de uma fase ou concentração

de um soluto, como o que ocorre quando se injeta uma mistura diferente da que já se
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encontra no reservatório. Nesse contexto, utilizamos problemas de Riemann para estudar

o comportamento dos modelos de escoamento.

Um problema de Riemann é uma lei de conservação que possui como condição

inicial um choque entre dois estados constantes. Para uma variável U , esta condição inicial

é dada por:

U(x, 0) =







U− , x < 0,

U+ , x > 0,
(4.2)

onde são constantes os estados à esquerda (U−) e à direita (U+) de x = 0. Para exemplificar,

assumimos um escoamento bifásico água-gás num meio poroso saturado, de forma que

U(x, t) = Sw(x, t). Quando este meio encontra-se inicialmente saturado apenas com água

e iniciamos uma injeção de gás, temos que U− = S−

w = 0 e U+ = S+
w = 1.

Para o modelo de escoamento com espuma, assumiremos um problema de Riemann

em que:

U(x, t) =




Sw(x, t)

nD(x, t)



 ⇒ U− =




S−

w

n−

D



 e U+ =




S+

w

n+
D



 . (4.3)

E para o modelo em que incluímos a variação do surfactante:

U(x, t) =








Sw(x, t)

nD(x, t)

Cs(x, t)








⇒ U− =








S−

w

n−

D

C−

s








e U+ =








S+
w

n+
D

C+
s








. (4.4)

4.2 MODELO CINÉTICO DE PRIMEIRA ORDEM

Dado o modelo cinético apresentado na Seção 3.1, analisaremos a existência de

soluções na forma de ondas viajantes. Em [15, 33], esse mesmo tratamento é feito

desconsiderando os efeitos da pressão capilar. Portanto, assumiremos também que Pc = 0.

Considerando a variável viajante η = x − vt, temos:

Sw(η) = Sw(x − vt, t) ,

nD(η) = nD(x − vt, t) .
(4.5)

Desta forma, podemos substituir (4.5) nas EDPs (3.1) do modelo, utilizando a regra da

cadeia para obter o sistema de EDOs:






−v
d

dη
(φSw) +

d

dη
(uw) = 0,

−v
d

dη
(φSg nD) +

d

dη
(ug nD) = φSgΦ .

(4.6)

Considerando um problema de Riemann para este sistema, definimos os estados

esquerdo (S−

w , n−

D) e direito (S+
w , n+

D). Assim, definimos também os valores das funções de
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fluxo fracionário e de velocidades parciais avaliadas no estado à esquerda como f−

w , f−

g ,

u−

w e u−

g e avaliadas no estado à direita como f+
w , f+

g , u+
w , u+

g :

f−

w = fw(S−

w , n−

D),

f+
w = fw(S+

w , n+
D),

f+
g = 1 − f+

w .

u+
w = uf+

w ,

u−

w = uf−

w , (4.7)

Como visto em (4.1), ao supormos uma solução na forma de ondas viajantes para

as variáveis Sw e nD, temos que:

lim
η→±∞

Sw = S±

w ,

lim
η→±∞

dSw

dη
= 0 ,

lim
η→±∞

nD = n±

D ,

lim
η→±∞

dnD

dη
= 0 .

(4.8)

A partir da primeira equação em (4.6), obtemos uma expressão constante em η.

Aplicando os limites com η → ±∞:

d

dη

(

− vφSw + uw

)

= 0 ⇒ −vφSw + uw = −vφS−

w + u−

w = −vφS+
w + u+

w . (4.9)

Considerando que descartamos a pressão capilar, as velocidades parciais das fases

são dadas por uw = ufw e ug = ufg, (2.15). Portanto, da expressão acima podemos obter:

v =
u

φ
vs , onde vs =

f+
w − f−

w

S+
w − S−

w

. (4.10)

Cabe ressaltar que vs é a velocidade de propagação de choques em leis de conservação,

dada pela condição de Rankine-Hugoniot [68]. Além disso, de (4.9) obtém-se:

fw = f−

w + vs(Sw − S−

w ) ⇔ fg = f−

g + vs(Sg − S−

g ) . (4.11)

Aplicando a regra da cadeia à segunda equação de (4.6):
(

−v
d

dη
(φSg) +

dug

dη

)

nD + (−vφSg + ug)
dnD

dη
= φSgΦ . (4.12)

Atentando-se ao fato de que Sw + Sg = 1 e uw + ug = u, observa-se que o primeiro

termo à esquerda na equação (4.12) é nulo, devido à primeira equação de (4.6). Da equação

(4.9), temos que o coeficiente de dnD

dη
é constante e, portanto, pode ser avaliado em qualquer

um dos estados conhecidos (+) ou (−). Assim a EDO com nD em relação a η pode ser

definida como:
dnD

dη
=

φSgΦ

u(f−
g − vsS−

g )
. (4.13)

Com a regra da cadeia dnD

dη
= dnD

dSw

dSw

dη
, a EDO de Sw em relação a η é dada por:

dSw

dη
=

φSgΦ

u(f−
g − vsS−

g )dnD

dSw

. (4.14)
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O sistema de EDOs formado pelas equações (4.13)-(4.14) descreve soluções para o

modelo de espuma na forma de ondas viajantes. Contudo, com o intuito de simplificar a

busca por soluções neste sistema, o reduziremos a um sistema com apenas uma EDO e

uma equação algébrica, como feito em [33].

Pelas definições em (2.4)-(2.6) e (3.3)-(3.4), segue que:

fw =

(

1 +
λ0

rg

λrw

1

18500nD + 1

)−1

⇒ nD =
1

18500

[(

1

1 − fw

− 1

)

λ0
rg

λrw

− 1

]

, (4.15)

em que λ0
rg = k0

rg/µg indica a permeabilidade relativa do gás em ausência de espuma.

Utilizando a relação para fw obtida em (4.11):

nD(Sw) =
1

18500

[(

1

f−
g − vs(Sw − S−

w )
− 1

)

λ0
rg

λrw

− 1

]

. (4.16)

Com as mobilidades relativas dependendo apenas da saturação, nD pode ser escrita em

função de Sw. Desta forma, é possível, além de escrever o modelo (3.1) como o sistema

de EDOs (4.6), reduzi-lo a um sistema com apenas uma EDO e uma equações algébricas,

dado por:







dSw

dη
=

φSgΦ

u(f−
g − vsS−

g )dnD

dSw

,

nD(Sw) =
1

18500

[(

1

f−
g − vs(Sw − S−

w )
− 1

)

λ0
rg

λrw

− 1

]

.

(4.17)

A solução do sistema (4.17) é uma órbita parametrizada em η. Se há solução na

forma de ondas viajantes para o problema original (4.6), então a órbita descrita por (4.17)

conecta os estados à esquerda (−) e à direita (+) da onda.

Além isso, a redução do sistema de EDOs (4.6) ao sistema (4.17) implica que

a solução de (4.17) será a projeção de uma solução de (4.6) sobre a superfície definida

por (4.16), o que possivelmente restringe as soluções que podem ser obtidas com esta

simplificação.

Com o problema posto na forma (4.17), é viável a visualização de soluções na

forma de ondas viajantes. Para isto, basta resolver numericamente a EDO de Sw e,

posteriormente, avaliar nD(Sw).

4.3 MODELO CINÉTICO INCLUINDO EQUAÇÃO PARA O SURFACTANTE

Para o modelo cinético que inclui a concentração de surfactante, apresentado na

Seção 3.2, analisamos a existência de soluções na forma de ondas viajantes, com um

procedimento análogo ao desenvolvido na Seção 4.2. Assim, aplicamos a mudança de
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variável η = x − vt nas EDPs de(3.10) do modelo e o reescrevemos como um sistema de

EDOs:






−v
d

dη
(φSw) +

d

dη
(uw) = 0,

−v
d

dη
(φSg nD) +

d

dη
(ug nD) = φSgΦ ,

−v
d

dη
(φSw Cs) +

d

dη
(uw Cs) = −φSg Φ.

(4.18)

Aqui, consideraremos um problema de Riemann no qual definem-se os estados

esquerdo (S−

w , n−

D, C−

s ) e direito (S+
w , n+

D, C−

s ).

A obtenção da EDO para Sw e da expressão algébrica do nD(Sw) se dá exatamente

da mesma forma que na Seção 4.2. A única diferença é que, no modelo com surfactante, a

função Φ é dada por (3.11). Portanto:

dSw

dη
=

φSgΦ

u(f−
g − vsS−

g )dnD

dSw

. (4.19)

nD(Sw) =
1

18500

[(

1

f−
g − vs(Sw − S−

w )
− 1

)

λ0
rg

λrw

− 1

]

. (4.20)

Ainda é necessário obter uma expressão para o Cs. De forma análoga à desenvolvida

em (4.12)-(4.13), ao aplicar a regra da cadeia à terceira equação de (4.18) e combinar o

resultado com a primeira, obtém-se:

dCs

dη
=

−φSgΦ

u(fw − vsSw)
. (4.21)

Somando-se as duas últimas equações de (4.18), e aplicando as relações vφ = uvs e

uα = ufα, tem-se que:

d

dη

(

− vφ(Sg nD + Sw Cs) + (ug nD + uw Cs)
)

= 0 ,

d

dη

(

− vsu(Sg nD + Sw Cs) + u(fg nD + fw Cs)
)

= 0 ,

d

dη

(

Cs(fw − vsSw) + nD(fg − vsSg)
)

= 0 .

Assim, encontramos um invariante em η. Tomando η → −∞:

Cs(fw − vsSw) + nD(fg − vsSg) = C−

s (f−

w − vsS
−

w ) + n−

D(f−

g − vsS
−

g ) . (4.22)

De (4.11), temos que:

fw − vsSw = f−

w − vsS
−

w . (4.23)



46

Podemos então reescrever a expressão (4.22) como Cs em função de Sw:

Cs(Sw) = C−

s +

(

f−

g − vsS
−

g

f−
w − vsS−

w

)

(n−

D − nD(Sw)) . (4.24)

Desta forma, é possível, além de escrever o modelo (3.10) como o sistema de EDOs

(4.18), reduzi-lo a um sistema com apenas uma EDO e duas equações algébricas, dado

por:






dSw

dη
=

φSgΦ

u(f−
g − vsS−

g )dnD

dSw

,

nD(Sw) =
1

18500

[(

1

f−
g − vs(Sw − S−

w )
− 1

)

λ0
rg

λrw

− 1

]

,

Cs(Sw) = C−

s +

(

f−

g − vsS
−

g

f−
w − vsS−

w

)

(n−

D − nD(Sw)) .

(4.25)

Este desenvolvimento por ondas viajantes é análogo ao realizado para o Modelo

Cinético [15]. Da mesma forma como apresentado na Seção 4.2, a solução do sistema

(4.25) é uma órbita parametrizada em η. Se há solução na forma de ondas viajantes para o

problema original (3.10), então a órbita descrita por (4.18) conecta os estados à esquerda

(−) e à direita (+) da onda. Porém, a obtenção destas órbitas em um espaço tridimensional

é um problema difícil. Já as orbitas de (4.25) são mais facilmente visualizadas por meio

métodos numéricos para a resolução da EDO de Sw.

Em [33] é mostrada uma redução de um sistema de duas EDPs para um sistema

de uma EDO e uma equação algébrica, dependente da solução da EDO, como mostramos

anteriormente. Para a modificação que inclui o surfactante, é ainda possível utilizar a

mesma estratégia para reduzir do sistema (3.10) de três EDPs ao sistema (4.25), que possui

apenas uma EDO e duas equações algébricas, como mostrado em [86, 55] e apresentado

neste trabalho.

Contudo, a solução de (4.25) é a projeção de uma solução de (4.18) sobre a superfície

definida por (4.20) e (4.24), possivelmente restringindo as soluções que podem ser obtidas

com esta simplificação.
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5 ABORDAGEM NUMÉRICA

Neste capítulo, mostramos como são obtidos os resultados numéricos para os

sistemas de EDPs dos modelos de espuma. A obtenção de soluções numéricas diretamente

das EDPs é interessante para comparar com as soluções obtidas por meio de ondas viajantes.

Equivalência dessas duas soluções corroboram a validade de ambas as resoluções. Por

um lado, a equivalência indica que o método numérico é capaz de encontrar soluções

comprovadas analiticamente. Por outro lado, o sistema de EDPs representa exatamente o

modelo original, sem a adição das hipóteses de ondas viajantes e projeção sobre invariantes

que utilizamos no desenvolvimento analítico. Consequentemente, a diferença entre as

soluções podem indicar limitações na técnica utilizada para a resolução analítica encontrada

na literatura [33, 86].

Para a resolução numérica dos sistemas de EDPs tratados neste trabalho, adotou-se

um esquema de diferenças finitas para equações do tipo:

∂

∂t
G(U) +

∂

∂x
F (U) =

∂

∂x

(

B(U)
∂U

∂x

)

+ R(U) . (5.1)

O esquema que aqui detalhamos é o utilizado pelo software RCD [96]. A seguir

são descritas as discretizações empregadas, para as quais os índices m e n indicam as

discretizações espacial e temporal respectivamente:

∂G

∂t
≈

Gn+1
m − Gn

m

∆t
, (5.2)







∂F

∂x
≈ αF̃ n+1

m + (1 − α)F̃ n
m ,

F̃m =
Fm+1 − Fm−1

2∆x
,

(5.3)







∂

∂x

(

B
∂U

∂x

)

≈ αB̃n+1
m + (1 − α)B̃n

m ,

B̃m =
(Bm+1 + Bm)(Um+1 − Um) − (Bm + Bm−1)(Um − Um−1)

2∆x2
,

(5.4)

R ≈ αRn+1
m + (1 − α)Rn

m . (5.5)

Observe que para α = 0, a discretização obtida é explícita no tempo, enquanto

que α = 1 resulta numa discretização completamente implícita no tempo. Neste trabalho,

utilizou-se α = 1/2, conhecida como discretização Crank-Nicolson [97, 5, 68].

Substituindo (5.2)-(5.5) em (5.1), e agrupando os termos implícitos e explícitos em
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F e Y, tem-se que:

Gn+1
m

∆t
+ α(F̃ n+1

m + B̃n+1
m + Rn+1

m )
︸ ︷︷ ︸

Fm(Un+1
m−1, Un+1

m , Un+1
m+1)

=
Gn

m

∆t
(α − 1)(F̃ n

m + B̃n
m + Rn

m)
︸ ︷︷ ︸

Ym(Un
m)

. (5.6)

Note que, em um método iterativo, no passo de tempo n, conhece-se a solução

U i
m para todo i ≤ n, enquanto que todos os pontos Un+1

m permanecem incógnitas. Sendo

assim, podemos escrever a função:

Gm(Un+1
m−1, Un+1

m , Un+1
m+1) = Fm − Ym = 0 . (5.7)

Agrupando todos os pontos m da discretização espacial, definimos a função vetorial

G(Un+1) = 0. Portanto, a solução U no tempo n + 1 é o vetor que anula a função G.

Podemos obter a solução em cada passo de tempo através do método de Newton-Raphson

para a obtenção da solução de G = 0 [98, 99, 5]. O método consiste em n̂ iterações de Û i:

Û i+1 = Û i + (JG)−1
G(Û i) , onde







Û0 = Un ,

Û n̂ = Un+1 ,
(5.8)

e JG é a matriz jacobiana de G em relação às variáveis Un+1
m , para todo m.

5.1 DISCRETIZAÇÃO DO MODELO INCLUINDO SURFACTANTE

A partir da metodologia apresentada no início do capítulo, apresentamos aqui a

discretização para o modelo cinético de primeira ordem com concentração de surfactante

(3.10). Este modelo pode ser escrito na seguinte forma estendida:






∂Sw

∂t
+

u

φ

∂fw

∂x
= −

k

φµ0
g

∂

∂x

((

fwkrg

dPc

dSw

)

∂Sw

∂x

)

,

∂

∂t
(SgnD) +

u

φ

∂

∂x
(fgnD) =

k

φµ0
g

∂

∂x

((

fwkrg

dPc

dSw

nD

)

∂Sw

∂x

)

+ φSgΦ ,

∂

∂t
(SwCs) +

u

φ

∂

∂x
(fwCs) = −φSgΦ .

(5.9)

Podemos escrever o modelo acima na forma (5.1) do método numérico apresentado, ao

considerarmos:

U =








Sw

nD

Cs








, G(U) =








Sw

SgnD

SwCs








, F (U) =
u

φ









fw

fgnD

fwCs









, R(U) =








0

φSgΦ

−φSgΦ








,

B(U) =
k

φµ0
g













−fwkrg

dPc

dSw

+ ǫSw
0 0

fwkrg

dPc

dSw

nD ǫnD
0

0 0 ǫCs













.

(5.10)
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Note que em (5.10) adicionamos os termos ǫSw
, ǫnD

e ǫCs
na matriz B. Esta

modificação resulta em termos de difusão artificial nessas variáveis, conforme (5.1). Por

usarmos o esquema de diferenças finitas de Crank-Nicolson, o método pode ter dificuldades

em lidar com variações muito abruptas na solução. Por isso, os termos de difusão artificial

podem ser controlados na simulação para melhorar a solução caso necessário. Na Seção 7.2,

por exemplo, os termos de são tratados diretamente no modelo.

Por fim o cálculo da matriz jacobiana pode ser feito de duas maneiras. Uma delas

é calculando analiticamente, para a qual é necessário avaliar as todas as derivadas de G,

F , B e R em relação às variáveis de U . Outra maneira, porém menos precisa, é avaliar a

jacobianas numericamente, através de diferenças finitas, por exemplo.

Devido à melhor precisão, neste trabalho, a avaliação da jacobiana JG é feita de

forma analítica.
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6 SIMULAÇÕES SEM PRESSÃO CAPILAR

Neste capítulo discutimos soluções para os modelos cinéticos apresentados no

Capítulo 3. Para cada um dos modelos, comparamos a solução analítica de ondas viajantes

(Capítulo 4) com a solução numérica do sistema de EDPs (Capítulo 5). O objetivo dos

experimentos numéricos é encontrar na simulação das EDPs o perfil viajante que conecta

os estados (−) e (+) de um problema de Riemann.

Primeiramente, apresentamos na Seção 6.1 simulações que validam o método numé-

rico apresentado no Capítulo 5. Para isso, simulamos o modelo cinético de primeira ordem

conforme proposto em [15], isto é, considerando a pressão capilar variável. Comparamos

estas simulações com as soluções de ondas viajantes desse modelo [15, 95]. Posteriormente,

mostramos na Seção 6.2 os resultados para o modelo que apresentamos com concentração

de surfactante negligenciando os efeitos da pressão capilar.

Neste trabalho consideram-se os parâmetros definidos em [15], apresentados na

Tabela 1.

Tabela 1 – Parâmetros para o Modelo Cinético.

Símbolo Descrição Valor
Swc Saturação de água conata 0.2

Sgr Saturação residual de gás 0.18

µw Viscosidade da água 1 · 10−3 Pas
µ0

g Viscosidade do gás sem espuma 2 · 10−5 Pas
k Permeabilidade do meio poroso 1 · 10−12 m2

φ Porosidade do meio 0.25

u Velocidade de Darcy 2.93 · 10−5 mm s−1

nmax Textura máxima de espuma 8 · 1013 m−3

σwg Tensão superficial entre água e gás 0.03 N/m
S*

w Saturação crítica de água 0.37

A Parâmetro do modelo cinético 400

Fonte: Adaptado de ASHOORI et al. (2011).

6.1 MODELO CINÉTICO DE PRIMEIRA ORDEM

Simulamos o modelo cinético que não considera o surfactante para o problema de

Riemann com os seguintes estados esquerdo (−) e direito (+):






S−

w = 0.372 , S+
w = 0.72 ,

n−

D = 0.664 , n+
D = 0.1 .

(6.1)

Este problema representa uma situação em que o meio está preenchido majoritariamente

por água (+) e é injetado neste meio água e gás com espuma pré-gerada. As Figuras 10
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e 11 mostram o comportamento do modelo para Kc = 200 e Kc = 1, experimentando

condições bem diferentes de geração e destruição de espuma. Em [95], o autor classifica

todas soluções de ondas viajantes deste modelo com base no comportamento do sistema

de EDOs. Essa classificação mostra, por exemplo, que o resultado oscilatório encontrado

na Figura 11 são esperados em soluções de ondas viajantes e não decorrem apenas de

erros numéricos. A solução numérica obtida neste trabalho está de acordo com a solução

analítica disponível em [15, 95].

Figura 10 – Solução analítica do modelo cinético de primeira ordem (3.2) para o
problema de Riemann (6.1) com Kc = 200. (a) Espaço de fase indicando a solução de
onda viajante que conecta os estados (S−

w , n−

D) e (S+
w , n+

D) [95]. (b) Solução numérica
do modelo. Observe que esta solução corresponde à ilustrada no espaço de fase da
figura (a).
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Fonte: (a) LOZANO et al. (2020). (b) Elaborado pelo autor (2020).

6.2 MODELO CINÉTICO INCLUINDO EQUAÇÃO PARA O SURFACTANTE

Mostramos aqui soluções para o modelo cinético com concentração variável de

surfactante. Este modelo é dado pelo sistema de EDPs (3.10) e foi reduzido, na Seção 4.3,

ao sistema (4.25), composto por uma EDO e duas expressões algébricas. Simulamos e

comparamos a solução dos dois sistemas para três problemas de Riemann. Em todos os

experimentos desta seção adotamos Kc = 1.

No primeiro exemplo, os estados à esquerda e direita são dados por:






S−

w = 0.34 , S+
w = 0.37015 ,

n−

D = 0 , n+
D = 0.0599 ,

C−

s = 1 , C+
s = 1.0584 .

(6.2)

Neste caso, a condição inicial (+) possui uma saturação de água Sw um pouco acima

da crítica (S*
w = 0.37), com pouca espuma no meio, e a condição de injeção (−) possui

Sw < S*
w e nenhuma espuma. A Figura 12 mostra a solução do sistema (4.25) para o
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Figura 11 – Solução analítica do modelo cinético de primeira ordem (3.2) para o
problema de Riemann (6.1) com Kc = 1. (a) Espaço de fase indicando a solução de
onda viajante que conecta os estados (S−

w , n−

D) e (S+
w , n+

D) [95]. (b) Solução numérica
do modelo. Observe que esta solução corresponde à ilustrada no espaço de fase da
figura (a).
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Fonte: (a) LOZANO et al. (2020). (b) Elaborado pelo autor (2020).

problema de Riemann (6.2). A solução obtida é um choque que conecta os estados esquerdo

e direito, indicando que o perfil inicial do problema deve se deslocar no eixo x ao longo do

tempo (pois η = x − vt).

Figura 12 – Solução analítica do sistema (4.25) para o
problema de Riemann (6.2).

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

A simulação numérica do sistema de EDPs (3.10) com os mesmos estados iniciais

(6.2) é mostrada na Figura 13. Na simulação, próximo a x = 0.15, com t = 25s, há um

choque nas três variáveis que se propaga para a direita. Contudo, este choque não conecta
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Figura 13 – (a) Solução numérica das EDPs (3.10) para o problema de Riemann (6.2)
em t = 25s. (b) Ampliação da região destacada em (a).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

os mesmos estados esquerdo e direito definidos em (6.2), como ocorre com a solução de

onda viajante da Figura 13. A variação na solução que ocorre em x = 0 é estacionária e

não se propaga com a onda viajante.

Para o segundo exemplo, adotamos o problema de Riemann com os estados iniciais:







S−

w = 0.566 , S+
w = 0.37 ,

n−

D = 1 , n+
D = 0 ,

C−

s = 1 , C+
s = 2.1537 .

(6.3)

A Figura 14 mostra a solução do sistema (4.25) para o problema de Riemann (6.3).

Novamente, encontramos solução de onda viajante na forma de um choque que conecta os

estados esquerdo e direito. Portanto, a solução esperada para o sistema de EDPs é o perfil

inicial transladado no tempo.

A simulação numérica do sistema de EDPs, com os mesmos estados iniciais (6.3),

é mostrada na Figura 15. Como anteriormente, próximo a x = 0.15 em t = 25s, o gráfico

apresenta solução na forma de um choque nas três variáveis que se propaga para a direita.

Contudo, este choque conecta apenas os estados de Cs para o problema de Riemann.

A perturbação que ocorre em x = 0 é estacionária e não se propaga com o restante do

perfil da solução. Esta perturbação pode ser uma representação do comportamento real

do sistema de EDPs ou uma instabilidade numérica devido à dificuldade do método de

diferenças finitas em tratar a condição inicial de descontinuidade.

Para os dois exemplos que apresentamos, obtivemos soluções diferentes para o

modelo (3.10) e a simplificação por ondas viajantes (4.25). É importante ressaltar que a

obtenção de (4.25) impõe ao modelo original certas hipóteses. Uma destas é a existência



55

Figura 14 – Solução analítica do sistema (4.25) para o
problema de Riemann (6.3).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Figura 15 – (a) Solução numérica das EDPs (3.10) para o problema de Riemann (6.3)
em t = 25s. (b) Ampliação da região destacada em (a).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

de soluções na forma de ondas viajantes e outra é que a solução do sistema de EDOs

(4.18) pode ser projetada sobre a superfície definida pelas equações algébricas (4.20) e

(4.24). A imposição destas hipóteses podem criar condições em que esses dois sistemas

não apresentem a mesma solução, como observamos nos dois primeiros exemplos.

No terceiro exemplo, definimos a condição inicial:







S−

w = 0.37 , S+
w = 0.566 ,

n−

D = 0 , n+
D = 1 ,

C−

s = 0 , C+
s = −1.1537 .

(6.4)
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O problema de Riemann (6.4) apresenta um estado à direita fisicamente incoerente,

com concentração negativa de surfactante e a Figura 16 a solução obtida com a resolução

do sistema (4.25), obtido com a redução das ondas viajantes. Observamos, portanto, este

sistema admite a possibilidade de soluções que conectam estados fisicamente viáveis à

estados inviáveis. Para este exemplo, não apresentamos a comparação com a solução

numérica das EDPs, uma vez que o problema não é de interesse físico.

Figura 16 – Solução analítica do sistema (4.25) para o
problema de Riemann (6.4).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

6.3 CONSIDERAÇÕES PARCIAIS

Apresentamos até aqui um estudo sobre um modelo de espuma que considera a

variação da concentração de surfactante. Em busca de resultados analíticos, procuramos

soluções na forma de ondas viajantes e reduzimos o problema original de um sistema

com três EDPs (3.10) para um problema que resolvemos apenas uma EDO (4.25). Para

isso, adotamos a mesma técnica apresentada em [33] para modelo sem concentração de

surfactante. Finalmente, obtivemos soluções numéricas para o modelo original a partir do

sistema de EDPs (3.10).

Analisando a solução de (3.10), verifica-se a presença de ondas viajantes. Contudo,

esta solução não coincide com a obtida pelo sistema (4.25). Além disso, os resultados

obtidos pelo sistema (4.25) apresentam soluções fisicamente incorretas.

Uma possível explicação para estes resultados é que a projeção que adotamos perde

informações essenciais do problema original. Desta forma, soluções existentes no sistema

de ondas viajantes (4.18) podem não ser possíveis na redução (4.25). Portanto, o método

de projeção aplicado a este modelo não é robusto na obtenção das soluções.
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No próximo capítulo, investigamos outros resultados que podem justificar a diver-

gência nos resultados que obtivemos para o modelo com concentração de surfactante.

Os resultados apresentados nesse capítulo foram publicados em [55].
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7 SIMPLIFICAÇÃO DA DIFUSÃO CAPILAR

No Capítulo 6, desconsideramos a capilaridade e, nesse caso, as soluções numéricas

para o modelo cinético com concentração de surfactante não coincidiram com as soluções

obtidas por ondas viajantes. Visando entender essa incompatibilidade dos resultados, bus-

caremos uma maneira de simplificar a pressão capilar sem desconsiderá-la completamente

do modelo. Neste capítulo, fazemos isso considerando que a difusão causada pela pressão

capilar é constante . Com isso, estudaremos a existência de soluções na forma de ondas

viajantes e verificaremos os resultados numericamente.

Por simplicidade, analisaremos aqui o modelo cinético sem concentração de sur-

factante [15], apresentado na Seção 3.1. Das equações (3.2) e (3.8), o reescrevemos como:







∂Sw

∂t
+

u

φ

∂fw

∂x
+

k

φ

∂

∂x

(

fwλrg

dPc

dx

)

= 0 ,

∂

∂t
(SgnD) +

u

φ

∂

∂x
(fgnD) −

k

φ

∂

∂x

(

fwλrg

dPc

dx
nD

)

= Sg Kc(n
LE

D − nD) .

(7.1)

7.1 ADIMENSIONALIZAÇÃO DO MODELO

Para realizar o estudo da difusão capilar o sistema (7.1) pode ser escrito numa

forma adimensional. Para tanto, definimos as variáveis adimensionais x̃ e t̃ como segue:

x̃ =
x

x∗
, t̃ =

t

t∗
. (7.2)

Substituindo as expressões (7.2) em (7.1), temos:






∂Sw

∂t̃
+

(

t∗u

φx∗

)

∂

∂x̃

(

fw +
k

ux∗
fwλrg

dPc

dx̃

)

= 0 ,

∂

∂t̃
(SgnD) +

(

t∗u

φx∗

)

∂

∂x̃

(

fgnD −
k

ux∗
fwλrg

dPc

dx̃
nD

)

= t∗Sg Kc(n
LE

D − nD) .

(7.3)

Escolhemos as quantidades de referência x∗ e t∗ como sendo:

x∗ = L e t∗ =
L φ

u
, (7.4)

onde L é o comprimento de referência do problema unidimensional. Para todos os

experimentos deste trabalho, assumiremos L = 1. Definindo também:

Kc = t∗ Kc =
Kc L φ

u
, β =

k

u L
e Φ̃ = Kc(n

LE

D − nD) , (7.5)

omitimos o til de x̃, t̃ e Φ̃ e reescrevemos (7.3) como:
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∂x
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+ SgΦ .

(7.6)
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7.2 SIMPLIFICAÇÃO DA DIFUSÃO

Partindo do modelo cinético em sua forma adimensional (7.6), definimos as funções:

εSw
(Sw) = −β λrg fw

dPc

dSw

, εnD
(Sw, nD) = −β λrg fw

dPc

dSw

nD . (7.7)

Considerando constantes as funções εSw
e εnD

, o sistema (7.6) pode ser escrito como:






∂Sw

∂t
+

∂fw

∂x
= ǫSw

∂2Sw

∂x2
,

∂

∂t
(SgnD) +

∂

∂x
(fgnD) = ǫnD

∂2nD

∂x2
+ SgΦ ,

(7.8)

onde ǫSw
e ǫnD

são os coeficientes de difusão nas variáveis Sw e nD. Para a obtenção destas

constantes, observaremos os valores que assumem as funções εSw
e εnD

em algumas situações.

Esta simplificação foi inspirada em modelagem simplificada de fluxo de componentes e

fases [5]. Esta simplificação também pode ser vista como aproximação de erro de segunda

ordem de um método de diferenças finitas [100].

A Figura 17 mostra um gráfico de εSw
e εnD

em função de Sw para alguns valores

de nD. Com os estas funções, podemos compreender melhor o intervalo de valores que os

coeficientes constantes ǫSw
e ǫnD

podem assumir para que fiquem mais próximos do modelo

original. Observamos na figura que os maiores coeficientes são da ordem de grandeza

de 10−4. Com base nisso, em nossos experimentos, tentamos, sempre que possível, usar

valores de ǫSw
e ǫnD

próximos a esta ordem de grandeza.

Figura 17 – Coeficientes de difusão dados por (7.7) como funções de Sw. (a) nD = 0.5:
O valores máximos das funções são εSw

= 3.154 · 10−4 e εnD
= 1.577 · 10−4. (b) nD =

nLE
D : O valores máximos das funções são εSw

= 3.361 · 10−4 e εnD
= 2.299 · 10−4.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Assim como feito em [15, 33, 95] e apresentado no Capítulo 4, procuraremos soluções

na forma de uma onda viajante para o sistema com difusão simplificada (7.8).



61

7.3 DIFUSÃO SIMPLIFICADA (ǫ = ǫSw
= ǫnD

)

Nessa seção, desenvolvemos (7.8) por meio de ondas viajantes, com difusão nas

duas equações. Consideraremos coeficientes de difusão iguais, isto é, ǫ = ǫSw
= ǫnD

. Em

seguida, comparamos os resultados analíticos desenvolvidos com experimentos numéricos.

7.3.1 Estudo analtíco

Seja, então, a mudança de variáveis η = x − vt:






−v
dSw

dη
+

dfw

dη
= ǫ

d2Sw

dη2
,

−v
d

dη
(SgnD) +

d

dη
(fgnD) = ǫ

d2nD

dη2
+ SgΦ .

(7.9)

Da primeira equação, temos o invariante:

d

dη

(

−vSw + fw − ǫ
dSw

dη

)

= 0 . (7.10)

Analogamente ao feito na Seção 4.1, consideraremos aqui uma onda viajante que

conecta dois estados de um problema de Riemann, conforme (4.7)-(4.8). Desta forma,

aplicando o limite de η → ±∞, obtemos, de forma similar:

−vSw + fw − ǫ
dSw

dη
= −vS−

w + f−

w = −vS+
w + f+

w , (7.11)

v =
f+

w − f−

w

S+
w − S−

w

= vs . (7.12)

Além disso, podemos explicitar a EDO de Sw:

dSw

dη
=

fw − f+
w − v(Sw − S+

w )

ǫ
. (7.13)

Aplicando a regra da cadeia na segunda equação de (7.20):

−v
dSg

dη
nD − v

dnD

dη
Sg +

dfg

dη
nD +

dnD

dη
fg = ǫ

d2nD

dη2
+ SgΦ . (7.14)

Considerando que Sg = 1 − Sw, fg = 1 − fw e:

d

dη
fw(Sw, nD) =

∂fw

∂Sw

dSw

dη
+

∂fw

∂nD

dnD

dη
,

podemos expandir o terceiro termo de (7.14):
(

v −
∂fw

∂Sw

)

dSw

dη
nD +

(

−vSg + fg −
∂fw

∂nD

nD

)

dnD

dη
= ǫ

d2nD

dη2
+ SgΦ . (7.15)
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Utilizamos então a relação (7.12) e obtemos a EDO para nD:

dnD

dη
=

(
∂fw

∂Sw
− v

)
dSw

dη
nD + ǫd2nD

dη2 + SgΦ

f+
g − vS+

g − ∂fw

∂nD

nD

. (7.16)

A fim de escrever as equações de forma reduzida e de obter um sistema de EDOs

de primeira ordem, definimos as seguintes função auxiliares:

H(Sw, nD) =
fw − f+

w − v(Sw − S+
w )

ǫ
,

M(Sw, nD) = f+
g − vS+

g −
∂fw

∂nD

nD e Z(Sw, nD) =
dnD

dη
.

(7.17)

Substituindo (7.17) em (7.13) e (7.16), obtemos o sistema:






dSw

dη
= H ,

dnD

dη
= Z ,

dZ

dη
=

ZM −
(

∂fw

∂Sw
− v

)

H nD − Φ

ǫ
.

(7.18)

7.3.2 Experimentos numéricos

Para validar a solução analítica de ondas viajantes obtida em (7.18), a comparamos

com a solução numérica de (7.8) com ǫ = ǫSw
= ǫnD

para o seguinte problema de Riemann:







S−

w = 0.372 , S+
w = 0.72 ,

n−

D = 0.664 , n+
D = 1 .

(7.19)

Esse problema representa o que aconteceria em um reservatório inicialmente preenchido

com pouco gás, mas com uma espuma forte (+) no qual injetamos uma fração alta de gás,

porém com espuma mais fraca (−).

A Figura 18 mostra os resultados analíticos e numéricos obtidos para este problema

com ǫ = 1. Desta vez, o espaço de fase da solução da EDO é tridimensional. e a técnica

para comprovar a existência da solução é mais rebuscada. No Capítulo 4, utilizamos

uma técnica de projeção para reduzir o número de EDOs dos sistemas que encontramos.

Encontrar soluções para uma EDP na forma de ondas viajantes é equivalente a buscar

órbitas que conectem assintoticamente dois equilíbrios da EDO correspondente [38]. Uma

forma de mostrar a existência destas soluções é usar a análise geométrica do espaço de

fase. Neste caso, buscaremos numericamente órbitas que conectem dois equilíbrios num

espaço de fase tridimensional, definido nas variáveis Sw, nD e Z (7.18). O método consiste

em encontrar um ponto P de interseção entre a variedade estável do equilíbrio à direita

(+) e a variedade instável do equilíbrio à esquerda (−) – ver Figura 18(a). Para encontrar
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o ponto P , analisamos a interseção das duas variedades supracitadas no plano de Poincaré

(transversal ao fluxo da EDO) – ver Figura 18(b). Para maiores informações do método,

consulte [101]. Para fundamentação teórica do método, veja [102].

Vemos na Figura 18(c) o perfil da solução do sistema de EDOs (7.18) descrito em

função da variável viajante. A Figura 18(d) mostra a simulação numérica do sistema de

EDPs (7.8). Observamos que a solução analítico concorda com a simulada, comprovando

a existência de ondas viajantes para este modelo.

Figura 18 – Solução para o problema de Riemann (7.19) com ǫ = 1 e Kc = 0.001.
(a) Órbitas no espaço de fase. (b) Plano de Poincaré de (a); ponto P representa a
interseção entre as variedades, indicando a existência de órbita heteroclínica conectando
os equilíbrios. (c) Saturação de água e textura da espuma pela posição em coordenadas
viajantes. (d) Onda viajante na solução numérica de (7.8).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Na Figura 19, mostramos os resultados do mesmo estudo analítico de soluções e

comparamos com as simulações numéricas do problema (7.19), utilizando ǫ = 0.1. Estes

dois resultados também concordam entre si, evidenciando a existência de ondas viajantes
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para este exemplo.

Figura 19 – Solução para o problema de Riemann (7.19) com ǫ = 0.1 e Kc = 0.001.
(a) Órbitas no espaço de fase. (b) Plano de Poincaré de (a); ponto P representa a
interseção entre as variedades, indicando a existência de órbita heteroclínica conectando
os equilíbrios. (c) Saturação de água e textura da espuma pela posição em coordenadas
viajantes. (d) Onda viajante na solução numérica de (7.8).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

7.4 DIFUSÃO SIMPLIFICADA (ǫ = ǫSw
, ǫnD

= 0)

Nesta seção, propomos outra forma de simplificar a difusão capilar, como alternativa

à forma apresentada na Seção 7.3. Consideramos aqui a difusão constante na equação do

balanço da massa de água e desprezada na equação do balanço de espuma. A principal

motivação para tal simplificação está no fato de as bolhas serem muito maiores que as

moléculas de água ou gás. Portanto, o fenômeno de difusão como o que ocorre em misturas

líquidas, não tem o mesmo efeito em espumas na fase gasosa. Poderíamos, então, considerar

que a taxa de difusão ǫnD
da espuma é nula.
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7.4.1 Estudo analítico

Nesta seção desenvolvemos de soluções analíticas por ondas viajantes para o modelo

cinético sem surfactante com difusão simplificada. O procedimento é bastante semelhante

ao executado na Seção 7.3.1, partir do modelo cinético adimensional. Com a mudança

de variáveis η = x − vt aplicada ao modelo adimensionalizado (7.8) e adotando ǫnD
= 0 e

ǫ = ǫSw
, obtemos:







−v
dSw

dη
+

dfw

dη
= ǫ

d2Sw

dη2
,

−v
d

dη
(SgnD) +

d

dη
(fgnD) = SgΦ .

(7.20)

A obtenção da EDO explícita para Sw é a mesma da Seção 7.3.1. Portanto:

dSw

dη
=

fw − f+
w − v(Sw − S+

w )

ǫ
. (7.21)

Para nD é semelhante ao desenvolvido anteriormente, contudo, como ǫnD
= 0, a

EDO resultante é de primeira ordem:

dnD

dη
=

(
∂fw

∂Sw
− v

)
dSw

dη
nD + SgΦ

f+
g − vS+

g − ∂fw

∂nD

nD

. (7.22)

Adotando as mesmas funções auxiliares H e M de (7.17), escrevemos o sistema:






dSw

dη
= H ,

dnD

dη
=

(
∂fw

∂Sw
− v

)

H nD + SgΦ

M
.

(7.23)

7.4.2 Experimentos numéricos

Os experimentos numéricos deste capítulo buscam soluções de ondas viajantes

através de órbitas definidas por (7.23). Neste caso, a obtenção destas órbitas ocorre

num espaço de fase bidimensional, com as variáveis Sw e nD. Adotamos, aqui, o mesmo

problema de Riemann dado por (7.19). Nas simulações adotamos o valor de ǫ = ǫSw

com base no estudo que fizemos da magnitude de dos valores da difusão (Seção 7.2).

Adotamos, neste exemplo, o valor máximo de ǫ observado no gráfico da Figura 17, ou seja,

ǫ = 3.361 · 10−4.

A Figura 20 mostra a solução analítica e numérica deste caso. A Figura 20(a)

mostra o espaço de fase do sistema de EDOs (7.23), nele é possível a existência de uma

conexão entre os estados (−) e (+). A Figura 20(b) mostra o perfil da solução da EDO

na variável viajante η. Na A Figura 20(c) vemos a solução numérica do sistema de EDPs

(7.8), em concordância com a solução esperada analiticamente por ondas viajantes.
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Figura 20 – Solução para o problema de Riemann (7.19) com ǫ = 3.361·10−4 e Kc = 0.001.
(a) Orbitas no espaço de fase associado a (7.23). (b) Saturação de água e textura da
espuma pela posição em ondas viajantes. (c) Onda viajante na solução numérica de
(7.8).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

7.5 CONSIDERAÇÕES PARCIAIS

Observamos que, com as duas simplificações que adotamos para a pressão capilar,

os resultados obtidos pelo estudo analítico de ondas viajantes coincidem com os resultados

obtidos numericamente. Além disso, o resultado da Figura 20 mostra uma queda abrupta

na textura da espuma na mesma região em que há o choque da saturação de água.

Este fenômeno é frequentemente referido na literatura como proveniente de erros

na aproximação numérica [103, 32]. Contudo, esse efeito também é observado como um

resultado físico para modelos de balanço populacional de espuma em equilíbrio local

[104, 37].

Com isso, conseguimos obter soluções analíticas para o modelo cinético de primeira
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ordem com simplificação da capilaridade. Todavia, mesmo com estas simplificações, os

resultados se mostram coerentes e fisicamente relevantes no estudo do escoamento de

espumas.
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8 CONCLUSÕES

Propomos um estudo de um modelo cinético de primeira ordem que considera

a concentração de surfactante variável e efeitos capilares. Verificamos que a solução

obtida pelo estudo analítico deste modelo, desconsiderando a pressão capilar, apresenta

um comportamento diferente do que é observado numericamente. Além disso, a solução

analítica também apresentou propriedades não físicas. Essa divergência poderia ser tanto

devido ao método numérico empregado, quando à técnica de redução do sistema de EDOs.

Isso nos motivou a buscar por possíveis simplificações no modelo, sem desconsiderar

completamente os efeitos da capilaridade.

Como o método numérico já havia sido validado para um modelo sem surfactante,

desconsideramos a concentração de surfactante nesta segunda análise. Ao fazer isso, o

sistema de EDOs resultante para ondas viajantes torna-se mais simples, possibilitando

a análise das soluções no espaço de fase do sistema inteiro. Assim, evitamos o uso da

técnica de redução que pode ter resultado em falhas no estudo com surfactante. Desta

forma, eliminamos duas possíveis causas dos erros identificadas na primeira etapa.

Propusemos então, analisar o comportamento de um modelo mais simples, no

qual a concentração de surfactante é desconsiderada, e a pressão capilar é simplificada de

duas formas diferentes, com coeficientes de difusão constantes. Ambas as simplificações

resultaram em soluções analíticas condizentes com os experimentos numéricos. Além disso,

as soluções analíticas apresentaram perfis da textura de espuma, refletindo resultados

físicos relatados na literatura.
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