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RESUMO

Neste trabalho exploramos a teoria de equagoes dinamicas em escalas temporais,
desenvolvendo alguns dos seus principais resultados para as equagoes dindmicas lineares
e lancando mao de novos resultados para equagoes dinamicas nao-lineares, a fim de, em
seguida, aplicd-los a modelo biomatematico que descreve, através de um problema de valor
inicial, a dindmica de uma doenca em uma populacao dividida entre infectados e suscetiveis.
A partir desta modelagem, a qual recebe o nome de Modelo Suscetivel-Infectado-Suscetivel,
SIS de foma abreviada, exploramos a sua versao autonoma e entao aplicamos este modelo
em um surto de gastroenterite aguda que ocorreu no municipio de Itatiaia, no estado
do Rio de Janeiro, em 2002. Uma vez tratada a versao autonoma deste modelo, nés o
generalizamos para a sua versao nao-autonoma e desenvolvemos alguns resultados para a

sua analise.

Palavras-chave: Escalas Temporais. Biomatematica. Modelo SIS.






ABSTRACT

In this work we explore the theory of dynamic equations on time scales, developing
some of their main results for linear dynamic equations and using new results for nonlinear
dynamic equations, in order to apply them in a biomathematical model that describes,
through a problem of initial value, the dynamics of a disease in a population divided
between infected and susceptible. From this modeling, which is called Susceptible-Infected-
Susceptible Model, SIS for short, we explored its autonomous version and applied it in
an outbreak of acute gastroenteritis that occurred in the municipality of Itatiaia, in the
state of Rio de Janeiro, in 2002. Once explored the autonomous version of this model, we

generalized it to its non-autonomous version and developed some results for its analysis.

Keywords: Time Scales. Biomathematics. SIS Model.
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1 INTRODUCAO

A teoria de escalas temporais, primeiramente proposta no final da década de 1980
por Stefan Hilger! apud Bohner e Peterson, apresenta-se com o intuito de unificar as
analises discreta e continua na reta. Por vezes, os cursos de graduacao e mestrado em
matematica dao enfoque ao estudo da analise continua (andlise na reta R) [8], enquanto
a andlise discreta [11] (ou seja, a andlise feita, por exemplo, nos conjuntos hZ, h > 0)
é tratada de forma esparsa durante a formacgao académica do matematico, sendo vista
apenas em ocasioes especificas como nas disciplinas de analise numérica ou em métodos
numéricos para a resolu¢ado de equagoes difeciais de primeira ordem (abreviadamente,
EDO) e equagbes diferenciais parciais (abreviadamente, EDP). Entretanto, longe de serem
teorias irreconciliaveis, as analises discreta e continua podem ser estudadas sob a mesma

oOtica de escalas temporais.

A anélise feita sobre as escalas temporais (que nada mais sao do que subconjuntos
fechados e nao-vazios da reta) além de propor a unificagdo das andlises discreta e continua,
generalizam as principais ideias do célculo diferencial-integral para fungdes definidas em
conjuntos fechados na reta, por exemplo, o conjunto de Cantor [8]. Dessa maneira, surgem
uma gama de novos problemas dinamicos, como problemas de Cauchy com ‘tempo’ definido
em uma escala temporal qualquer, que ainda nao foram muito explorados na literatura

matematica enquanto aplicagoes.

Além disso, hd uma grande promessa do uso de equacdes dindmicas em escalas
temporais como uma ferramenta que sirva para modelar de forma mais fidedigna varios
problemas dinamicos. Por exemplo, podemos modelar a dindmica de uma doenga sazonal
que, durante o verao, o numero de infectados é muito baixo e varia de forma discreta,
enquanto no inverno o numero de infectados cresce significativamente, donde tratamos a sua
variacao de forma continua. Assim, além de estarmos preocupados na forma das equacoes
da dindmica (que descrevem este sistema), também nos interessamos em escolher uma
escala temporal que melhor reflita a dindmica da doenca. Fica claro que a versatilidade com
que podemos tomar o ‘tempo’ nestes problemas nos permite capturar melhor a esséncia

da sua dinamica.

Dessa forma, no Capitulo 2 lancamos mao de parte da teoria de equagdes dindmicas
em escalas temporais necessarias para, no Capitulo 3, desenvolvermos o modelo SIS
autonomo, trabalhando desde os principios em sua modelagem até os seus principais
resultados da sua andlise. Ao final deste estudo, contextualizamos o modelo com uma
aplicacado. Mais especificamente, aplicamos o modelo SIS auténomo em um surto de
gastroenterite que ocorreu no municipio de Itatiaia, Rio de Janeiro, no ano de 2002, com

a finalidade de verificarmos a aplicabilidade do modelo.

1 Veja a referéncia [7]
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Por fim, trabalhado o modelo autéonomo, no Capitulo 4 nds generalizamos este
modelo SIS para a sua versao nao-auténoma, trabalhando desde a sua modelagem em

escalas temporais até o desenvolvimento de resultados para a sua analise.

O modelo SIS nao-autéonomo proposto no Capitulo 4 é original deste trabalho e foi
baseado nos modelos SIS auténomos do artigo [4] e do trabalho de conclusdo de curso [9].
Para mostrarmos que este modelo nao-auténomo estd bem definido, nés desenvolvemos
originalmente os resultados da Secao 2.2, em que discutimos existéncia e unicidade (local
e maximal) de solugoes para alguns PVIs. Ainda, na Se¢do 2.1 nés estudamos as equagoes
dindmicas lineares de primeira ordem em escalas temporais [2] pois, através destas é
que faremos a analise nos Capitulos 3 e 4 dos modelos SIS auténomo e nao-auténomo,

respectivamente.

Assim, no Capitulo 2, temos [2] e [3] como as principais referéncias da Segao 2.1,
enquanto para a Se¢ao 2.2, a excecao do Lema 2.2.1, Defini¢ao 2.2.2, Coroléario 2.2.5.1 e a
Defini¢do 2.2.8 (que podem ser encontrados em [2] e [3]), todos os resultados sdo originais
do autor deste trabalho. No Capitulo 3, a principais referéncias sao [4] e [9]. Por fim,
o Capitulo 4 é completamente original deste trabalho e esta embasado em tudo que foi

construido nos capitulos antecessores.

No Anexo deste trabalho, constam diversas defini¢des e enunciados de resultados
da teoria de escalas temporais necessarios para o desenvolvimento dos Capitulos 2, 3 e 4.
Este material, que serve como pré-requisito para os demais capitulos, desenvolve as nog¢oes
basicas da teoria de escalas temporais, como, por exemplo, a ideia de Derivada de Hilger e
de Integral Hilger para uma escala temporal. A principal referéncia bibliografica do Anexo
é o Trabalho de Conclusao de Curso [9], o qual trata, com uma abordagem diferente, os

principais resultados basicos da teoria de escalas temporais presentes em [2] e [3].
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2 EQUACOES DINAMICAS DE PRIMEIRA ORDEM EM ESCALAS
TEMPORAIS

As equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem, ou simplesmente, as EDOs
de primeira ordem [12], constituem uma classe de importantes ferramentas usadas na
modelagem de sistemas biolégicos. Estamos interessados no estudo de uma classe de
equagoes, ditas equagoes dindmicas em escalas temporais, que refletem uma generalizacao
das EDOs agora para o contexto de escalas. Neste estudo, dividiremos estas equagdes em
dois grupos: o grupo formado pelas equacoes dinamicas lineares de primeira ordem e o

grupo das equacoes dindmicas nao-lineares de primeira ordem.

Para o primeiro grupo, assim como na teoria classica de EDOs [12], existe uma
caracterizagao das suas solugoes quando estas existem. Entretanto, para o segundo grupo,
na maioria das vezes é muito dificil ou até mesmo impossivel encontrar solu¢oes explicitas,
mas podemos, em alguns casos, garantir a existéncia de solugoes a partir do Teorema de

Picard para escalas temporais (analogamente ao que é feito na teoria classica de EDOs).

Assim, comegamos estudando as equagoes dinamicas lineares de primeira ordem,
vendo o seu caso homogéneo e nao-homogéneo, caracterizando suas solugoes e algumas
propriedades das mesmas. Depois, estudamos a existéncia e unicidade de solucoes para as

equagoes dinamicas nao-lineares de primeira ordem.

Ainda, como o nosso objetivo com estas equacoes é uma aplicagao, trabalhamos
diretamente com a nogao de problema de Cauchy (ou, problema de valor inicial), uma
vez que este ¢ o contexto que surge nas aplicagoes. Vale ressaltar também que, dado a
nossa necessidade futura, ao tratar-mos do modelo SIS, precisamos apenas das nocoes e
resultados das equagoes dinamicas lineares ‘na reta’ e das equagoes dinamicas nao-lineares
‘em R™.

E verdade que para construirmos o modelo SIS precisamos apenas tratar de
equacoes dindmicas nao-lineares ‘em R?’, mas como uma generalizacio para o R" é
imediata, preferimos tratar estas equacoes de forma mais geral. O mesmo nao acontece
com as equacoes dinamicas lineares. Neste caso, para estas serem tratadas de forma mais
geral (ou seja, ‘em R™ no lugar de ‘R’), precisamos langar mao de novos conceitos que

nao seriam aproveitados neste texto.

Observamos que, como estamos sobretudo interessados em trabalhar com as equa-
¢oes dindmicas de primeira ordem, daqui em diante iremos nos referir a estas equagoes
apenas como equagoes dinamicas. Optamos pela omissao do termo ‘de primeira ordem’
para evitar repeticoes desnecessarias no texto. As principais referéncias deste capitulo sao
2, [3] e [12].
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2.1 EQUACOES DINAMICAS LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM

Nesta secao trabalhamos com os principais resultados sobre equagoes dinamicas

lineares de primeira ordem na reta. Estes resultados podem ser encontrados em [2] e [3].

2.1.1  Equacgoes Dinamicas Lineares Homogéneas

Na teoria classica de EDOs, em geral, comecamos o estudo pelas EDOs lineares de
primeira ordem. Em escalas temporais nao faremos diferente. A principio, gostariamos de

resolver um sistema de equagoes do tipo

(2.1)

.T(t()) =29

em que p: T — R, (tp,z9) € T x R estd fixo e T é uma escala temporal com a sua delta-
derivada indicada por A. Estamos preocupados em garantir a existéncia e unicidade de
solugoes x deste sistema (solugdes que podem ser locais ou globais). Também gostariamos

de explicitar estas solu¢oes quando elas existirem.

A seguir estabeleceremos algumas defini¢oes e resultados para formalizarmos estas
ideias. A primeira definicao que se faz necesséria diz respeito a uma classe de fung¢oes que
possui uma propriedade que futuramente serd nao so ttil, mas imprescindivel, na solugao

de um sistema como (2.1).

Definicao 2.1.1. Uma fungio p € Ciq(T,R) que satisfaz a condigio 1 + p(t)p(t) # 0
para todo t € T é dita regressiva. O conjunto das fungoes regressivas é denotamos por

R(T,R),R(T) ou simplesmente R.

Estas fungoes regressivas tém grande importancia para a Definigao 2.1.2, onde
definimos quem ¢ a funcao exponencial generalizada. Mais adiante, mostraremos que

munido de certa operacao, o conjunto R torna-se um grupo abeliano.

Definicao 2.1.2. Seja p € R. Definimos a fung¢do exponencial generalizada de p

em T por

ep(t,s) = exp (/: Eu(r) (p(T))AT) para todo s,t € T (2.2)

em que &, € a transformacao cilindrica do Teorema A.4.4.

Para evitar confusoes, quando por vezes nos referimos a ‘exponencial de uma escala’,
queremos nos referir de forma geral a todas as func¢oes exponenciais generalizadas que

podem ser definidas para aquela escala, ou seja, todas as fungoes e,(-, -) tais que p € R.
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Por outro lado, quando nos referimos a ‘funcao exponencial de p’, estamos nos
referindo a fun¢ao exponencial generalizada de p em uma escala temporal T, em que T esta
dada pelo contexto. Ainda, optamos em tratar as fungoes e,(-, -) por apenas “exponenciais”
e nao por “exponenciais generalizadas”, para tornar o texto mais fluido. Entretanto,
devemos nos atentar que esta nomenclatura é uma abuso de linguagem, uma vez que e,(-, -)

serd a funcao exponencial apenasse p=1,t, =0e T =R.

Note a semelhanca da definicao da funcao exponencial de p com a definicao de fator
integrante de uma EDO linear na teoria classica que, para o PVI 2’ = p(t)x, zo = x(s), fica

dado por exp([! p(7)dr). De fato, como tratando-se dos reais temos u(t) = 0 para todo

t € R, entdo ey(t,s) = exp (JL&un (p(r))dr) = exp (J &(p(r))dr) = exp (JLp(r)dr),
uma vez que &y(t) = t para todo t € R. Essa identidade nos intui a pensar em uma relagao

entre o fator integrante e a funcao exponencial de p.

No Lema 2.1.3, demonstramos uma propriedade muito importante da funcao
exponencial que sera especialmente util quando mostrarmos que esta funcado compoe a

solugao de um sistema como (2.1).

Lema 2.1.3. Se p € R, entdo para todo s,r,t € T vale e,(t,r) - e,(r,s) = ey(t, s).

Demonstracio. Sejam p € R er,s,t € T. Pela Definicdo 2.1.2, temos

ot ers) = e ([ G pr)ar) exp ([ g pr)ar)
= e ([ G AT+ [ G p(r)ar)
— e ([ Gune()AT) = 6ft.s) .

Antes de falarmos em solugao, primeiro vamos formalizar o que queremos dizer com
isto. Nas proximas defini¢oes esclareceremos algumas ideias acerca do que é um problema

de Cauchy (ou, problema de valor incial) e o que queremos dizer por sua solugao.

Definigao 2.1.4. Sejam f: T xR" xR" — R", (tg,z9) € TxR" ec : T — T o0 operador

avango de T. O sistema de equagoes

zt = f(t,xz,x%)
(2.3)
z(ty) = xo
¢ dito problema de Cauchy ou problema de valor inicial (abreviadamente, PVI)

de primeira ordem.

Como neste trabalho estamos interessados apenas em problemas de valor inicial
em que a EDO envolvida no sistema (2.3) é de primeira ordem, podemos omitir esta

informacao, passando a nos referir a estes sistemas por apenas PVIs.
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Na Definicao 2.1.5 esclarecemos o que significa para uma funcao ser solucao de
um PVI. Veja que ao falarmos em solugoes locais, ou seja, em solugoes com dominios em
intervalos da escala, precisamos nos atentar ao fato de que nao definimos a derivada da

solucao local para o ‘altimo’ ponto do intervalo.

Definigao 2.1.5. Se s,7 € T, com s <ty < 7, entao x : [s, 7]t — R € dita solugcdao de
(2.3) em [s, 7|7 quando xz*(t) = f(t,x(t),xz°(t)) para todo t € [s,T]5 € x(ty) = xq.

Observe que na defini¢do acima nao devemos ter [s,7]% = (), pois dessa forma
a definicdo de derivada da soluc¢ao local x nao estaria bem definida. Ainda, veja que
[s, 7] = 0 se, e somente se, [s, T]r = {s}.

Uma classe especial de PVIs sao os PVIs lineares. Essa ¢ uma classe de sistemas
de equagoOes para as quais conseguimos obter as férmulas das suas solugoes, quando elas

existem.

Defini¢ao 2.1.6. Se para o PVI (2.3) tivermos f tal que f(t,z,2%) = fi(t)x + fa(t) ou
ft,z,27) = fi(t)x” + fa(t), com fi, fo : T — R, entdo dizemos que o PVI (2.3) € um
PVI linear de primeira ordem. Ainda, se fo(t) = 0 para todo t € T, dizemos que
este ¢ um PVI linear homogéneo de primeira ordem, caso contrdrio, dizemos que este é

um PVI linear nao-homogéneo de primeira ordem.

Para a equacao f(t,7,27) = fi(t)r + fa(t)2x” + f3(t), com fi, fo, f3 : T — R", a
identidade 7 = x + p - z°, reduz este PVI ao caso do PVI linear de primeira ordem.

Conforme procedemos anteriormente, omitiremos a terminologia ‘de primeira ordem’
para evitarmos repeticoes desnecessarias.

No Teorema 2.1.7, resolveremos um caso particular de PVI linear homogéneo. A
partir deste resultado poderemos construir a solucao de um PVI linear homogéneo geral

assim como a solucao de um PVI linear nao-homogéneo.

Teorema 2.1.7. Sejam p € R ety € T. Entdo o PVI dado por

possui solugio x(t) = e,(t,ty) para todo t € T.

Demonstragio. Para mostrarmos que de fato z(t) = e,(t,ty) ¢ solucao de (2.4) vamos
verificar que 2 (t) = p(t)x(t) para todo t € T" e x(ty) = 1.

A segunda condig¢ao é mais facil de se verificar. Com efeito, note que

st0) = ep(tosto) = exp ([ 0 (p(r)) A7) = exp(0) = 1.
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Para mostrarmos a primeira condicao, dividiremos a demonstracao em dois casos:

quando t € T* ¢é discreto a direit

(i) Seja t € T* discreto a

lep(t,t0)]®

—
N

—~
=

—~
~

Q

—
=

em que (a) é verdadeiro pelo Le

a e quando t € T é denso a direita.

direita. Logo t < o(t) e temos

€p(0(t), tO B ep(tv tO)

. €p(t, to)

&y Eun (P(1))) - ep(t, t0)
p(t)ep(t, to)

ma 2.1.3, (b) segue da Definicao 2.1.2, (c) é verdadeiro,

pois [7) f(r) A1 = p(t)f(t), e (d) é verdadeiro uma vez que §,u) é invertivel com

inversa 5;(1) dada conforme o Teorema A.4.4. Portanto, z(t) = [e,(t,t0)]" = [ep(t, t0)]"

p(t)ep(t; to) = p(t)x(t).
(ii) Seja t € T* denso a di

reita. Logo o(t) = t. Vamos mostrar que z*(t) = p(t)z(t)

através da definicao de delta-derivada, ou seja, que dado € > 0 existe uma vizinhanga U

de t tal que

|z(t) = 2(s) = p()z(O)[t — s]| < eft — 5]

para todo s e UNT.

Desse modo, temos

|z(t) = 2(s) = p(H)z ()]t — s]|

lep(t, to) — ep(s,to) — p(t)ey(t, to)[t — s
lep(t,to)] - |11 —ep(s, t) — p(t)(t — 9)|

< ealtsto) - |1 = [ G @(r)AT —e(s,0)| +
+ et o) - | [ & )AT = p0)(E )

9 eyt -[1 = [ G p(r)AT — e 5,8 +
+ ot o) | [ (0(7) = o)A )
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em que (e) é verdadeira pois p(t)(t — s) = & (p(t))(t — s5) = [L&o(p(t)) AT,
Para seguirmos a demonstracao majorando os termos a esquerda de () por |t — s|,
encontramos, para cada termo, uma vizinhanga de t que satisfaz a majoracao (¢/2)|t — s|,

com s pertencente a vizinhanca. Desse modo, considere:

(i1).(1) Sejae/(2]e,(t, to)]). Note que e,(t,t9) # 0 para todot € T, donde |e,(t, to)| >

0. Vamos calcular o seguinte limite, com 7 € T tendendo a ¢, supondo 7 discreto a direita:

Log(1 + pu(7)p(7))

—~
~

lim [£, (P(7)) = &o(p(7))] = lim () _p(t)‘
—tim[Log(1 + u(r)p(r)) /) ~ Log(er)
o (A
D im0 (701 + p(r)p(r) O

em que (f) segue da defini¢do de &, no Teorema A.4.4, (g) é verdadeira pois p é uma funcao
real, (h) é verdadeira pois In : (0,00) — R é continuo em = = 1, (i) é verdadeira pois p
é uma fun¢ao rd-continua e p(7) — 07 quando 7 — ¢, donde fazendo h = u(7) temos
limy, (1 4 hp(7))Y" = lim,_,; e?(?) = eP®),

Observe que se 7 tende a t por pontos densos a direita entao trivialmente temos
i [£r) (0(7)) = &o(p(7))] = limr [€o(p(7)) — &o(p(7))] = 0.

Portanto, para toda sequéncia (7, )neny C T tal que 7,, — ¢, temos
i |€,r,) (P(70)) = &o(p(1))] = 0,

uma vez que: ou podemos decompor esta sequéncia em duas subsequéncias complementares
formadas pelos 7, densos a direita e os 7,, discretos a direita, e para estas duas subsequéncias
os limites limperren [€ur) (P(70)) — &o(p(7))| convergem para o mesmo valor, ou a partir
de certo indice a sequéncia (7, ),en possui apenas pontos densos a direita ou apenas pontos

discretos a direita.

Logo, podemos escrever que lim._,; |£,) (p(7)) — & (p(7))| = 0.
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Assim, existe uma vizinhanca U; de t tal que para todo 7 € U; N T temos

£
€ur) (P(7)) — &o(p(7))] < 2ot to)]
Dessa forma, para s € Uy, temos
eplt10) | [ € (07)) = p()AT] < el gl sl < Gle =l

(2.5)

(ii).(ii) Seja e* = min{1,e/(1 + 2|p(t)e,(t,to)|)}. Pela regra de L’Hospital, temos

1—z—¢e77
lim — =0
z—0 z

entdo, tomando z = [L&,)(p(T))AT temos que s — ¢ implica que z — 0. Ainda,
e =exp (— JE & (p(T))AT) = exp (fts Eu(r) (p(T))AT) = e,(s,t). Dai,

—— S &ur (p(T) AT — y(s, 1)

=0
st [ &um (p(T)) AT

donde existe uma vizinhanga U de t tal que para todo s € Us, s # t, temos

*

‘Sa.

‘1 — J< §un (P(T)) AT — €, (s, 1)
[+ &un (p(7)) AT

Desse modo, tomando U = U; N U,, para todo s € U NT temos

epltstoll - [1 = [ o )AT =658 < leplt.to)le’| [ G (pr)AT
= et t0)le (| [ €un(r) = p(0) + p(0)AT
2 et t0)le” (| un () ~ &o(ple)ae] +
)] -1t = )
S =l + el )] o) f— o
< S+l

= et — s

em que (j) é verdadeiro pois p(t) = & (p(t)), (1) é verdadeiro pois e* < ¢ e pela desigualdade
(2.5) e (m) é verdadeiro pela definicao de *.

)
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Assim, demonstramos a seguinte desigualdade:

o(t) = 2(s) ~ p(O)Olt =5l = lep(t.t0)]- [1 = [ G (AT = eyfs.8) +

+lep(tt0)] | [ (AT = p(0) 2 —5)
< glt —s| +elt — s

= 2|t — |

para todo s € UNT, o que demonstra que z*(t) = p(t)z(t) quando ¢t € T é denso a

direita.

Portanto, x(t) = e,(t,ty) é solugao de (2.4). O

A partir desta solugao, podemos tratar um PVI linear homogéneo mais geral

conforme o Coroléario 2.1.7.1.

Corolario 2.1.7.1. Sejamp € R, to € T e xy € R. Entao o PVI dado por

(2.6)

l’(to) = 2o
possui solugdo dada por x(t) = xoe,(t,ty) para todo t € T.

Demonstragio. Note que, z°(t) = [xoe,(t,10)]” = xoley(t,t0)]® = zop(t)e,(t, to) = p(t)x(t)

para todo t € T* e z(ty) = xoe,(to, to) = xo, donde z é solucao. O

A duvida que surge neste momento é se a solugao garantida pelo Teorema 2.1.7 é

Unica. Na Proposicao 2.1.8 respondemos a essa pergunta.

Proposicao 2.1.8. A solugio do PVI (2.4) definido no Teorema 2.1.7 é dnica.

Demonstragio. Seja y uma solugao de (2.4). Pela regra de derivacdo do quociente, temos

( y() )A _ yE®ep(t to) — y(t)ey (t, to)
ep(t; to) ep(a(t),to) - ep(t; to)
p)yt)ep(t, to) — y(t)p(t)ey(t, to)
ep(a(t), to) - (1, 1o)

Portanto, y(t)/e,(t,ty) é constante conforme o Corolario A.2.6.1. Assim,

— - -1
to)  ep(to,to) 1

donde y = e,(-, o). O

y(t) _ ylto) 1
tt
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Algumas propriedades da funcao exponencial e, (-, -) sdo muito 1teis na resolugao
de alguns calculos envolvendo equagoes diferenciais. Em particular, a funcao exponencial
se comporta muito bem quando trabalhamos com o conjunto R com as suas operagoes
proprias. Por isso definiremos a seguir a soma e a subtracao em R, e apos essas defini¢oes,

alguns resultados interessantes envolvendo propriedades da fun¢ao exponencial.

Definicao 2.1.9. Sejam p,q € R, definimos as fungoes Op,p ® q e p © q por:

(i) op: T =R, (&p)(t) = _ =) para todo t € T.

1+ p(t)p(t)
(i) p®qg:T—=R, (p®q)(t) =p(t)+ q(t) + ut)p(t)q(t) para todo t € T.

(i) pog: T—=R, (poqt)=(p®(09)(t) = % para todo t € T.

Lema 2.1.10. (R, ®) é um grupo abeliano.

Demonstracio. Veja [3], pagina 58. ]

Teorema 2.1.11. Sejam p,q € R et,s,r € T, entdo:

(i) eo(t,s) =1 e eyt t) = 1.

(ii) ep(o(t),s) = (1 + pu(t)p(t)) - ep(t, 5)-
(iii) ecp(t, s) = 1/ep(t; s).

(iv) eep(t; s) = ep(s,t).

(V) en(t,r) - ep(r;5) = ep(t; s).

(vi) e,(t,5) - e4(t, s) = epay(t, s).

(vii) ey(t,5)/e4(t,5) = epoql(t; 5).

Demonstragio. (i) Observe que y = 1 é solugao do PVI y* = 0y, y(s) = 1, portanto,
pela unicidade de y, para todo t € T temos eg(t,s) = y(t) = 1. Veja que esse resultado
nao depende de qual s € T escolhemos. Ainda, da Defini¢ao (2.1.2) temos que e,(t,t) =

exp ([} §uin (p(7)AT) = exp(0) = 1.

(ii) Seja y(t) = e,(t, o), entdao y7(t) = y(t) + u(t)y*(t) para todo t € T. Assim,
P (1) = eplts to) + HOB(E)ep(t, )], donde ey (o (t), ) = °(8) = (1 + a(BPD)ey o).
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(iii) Seja y(t) = e,(t, s) e defina z = 1/y. Veja que z é diferenciavel satisfazendo

w = (2 = 0 - et
)

y Oy (0~ o) (o0,
@ o 1 _ -pt)
L+ p(t)p(t) ep(t,s) 14 pt)p(t)

donde z satisfaz o PVI z* = ©pz, z0 = 2(s) = 1/y(s) = 1. Como ©p € R, entdo
2(t) = ecp(t, s) = 1/e,(t, s) para todo t € T.

(iv) Sabemos pelo item anterior que eg,(t,s) = 1/e,(t, s). Veja que,

t s
1ey(t,5) = 1/ exp ([ 6 (M) AT ) = exp ([ (AT ) = e (5.1).
(v) Esse resultado foi demonstrado no Lema 2.1.3.

(vi) Seja y = e,(t, s) - e4(t, s). Logo y ¢ diferencidvel satisfazendo

yo(t) = ep(t,s)la(t)eq(t, s)] +eq(o(t), s)[p(t)e,(t, s)]
ep(t, s) - eq(t, s)[q(t) + p(t) + p(t)p(t)q(t)]
= (e t)y(t)

—~
<0
BN

~

donde y satisfaz o PVI y* = (p @ q)(t)y, y(s) = 1. Portanto, y(t) = e,(t,s) - e4(t,s) =
epaq(t, s) para todo t € T.

(vii) Com efeito, e,(t,5)/eq(t,5) = ey(t.5) - eog(t.5) = epoion (t:5) = epoq(t.s)

para todo s,t € T. O

Assim, cada escala temporal possui uma funcao exponencial diferente, uma vez
que esta depende diretamente da integral da escala em que estd definida. Agora, vejamos
alguns exemplos de fungoes exponenciais definidas para diversas escalas. Na Tabela 1,

vemos alguns exemplos de fungdes exponenciais.

Exemplo 1. Sejam T = hZ, h > 0, e « € R com « constante. Entio ey(t,0) = (1+ah)¥/"
para todo t € T.

Seja y(t) = (1 + ah)’". Note que y(0) = (1+ah)’ =1e

All) = yt+h) —yt) _ 1+ ah) " — (14 ah)/
h h
th 1+ah—-1
h

para todo t € T. Logo, pela unicidade das solugbes de (2.4), temos e,(-,0) = y.

= (1+ah) = ay(t)
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Tabela 1 — Fungoes exponenciais e, (-, ty), @ € R constante, definidas para diversas escalas

temporais.
T (M (t, tg)
R ea(t—to)
Z (14 )t
Kz (1 + ah)t—to)/n
g S+ (g — Das], se t > to
Nj Sl a2y/s + DIYESY Sset >ty
(n+ a)n="o

{3 1/k:neN} yset=0 1 1/kety=>02,1/k

nn—no

Exemplo 2. Sejam T = N2 e a funcdo constante 1 € R. Entio e;(t,0) = 2‘/2(\/1_5)! para
todot € T.

Seja y(t) = 2V4(\/1)!. Para esta escala temporal temos o(t) = (vt + 1)2 e pu(t) =
2(1 + v/t) para todo t € T. Note que y(0) =1 e

y(o(t) = 2V Jo(0) = 2Vi(1 + Vi) = 2-2V9(1 + VH(VD)! = (1 + u(0))y(t)

donde y*(t) = y(t) e, portanto, e;(-,0) = y.

Exemplo 3. Sejam T =R e p € R. Entdo e,(t,0) = el P parg todo t € T.

Com efeito, pela defini¢ao de funcao exponencial temos e, (t,0) = exp ( 5 & (p(T))AT),
como &y ¢ o operador identidade e a delta-integral de Riemann coincide com a integral de

Riemann, segue que

ep(t,0) = exp (/ &o(p AT) = exp (/Otp(T)dT> — elop(r)dr

2.1.2  FEquagoes Dinamicas Lineares Nao-Homogéneas

Agora que ja estudamos o PVI linear homogéneo, voltamos a nossa atengao para o

PVI linear nao-homogéneo definido conforme a Defini¢ao 2.1.5 para os sistemas
xt = p(t)z + f(t) zt = —p(t)z” + f(t)

x(to) = xo x(tg) = .

Analogamente ao que acontece na teoria classica de EDOs, podemos identificar as
solugbes dos PVIs acima a partir do método da variacao de constantes. Assim, os proximos

teoremas explicitam quem sao as solugoes destes PVIs.
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Teorema 2.1.12. Sejam p € R, f € Ciq, to € T e 9o € R. FEntdo o PVI linear

nao-homogéneo

vt = —p(t)x” + f(1)

(2.7)
l‘(to) = 29
possui solucao unica dada para todot € T por
t
2(t) = woccplt,to) + ecpltsto) [ ecplto, 7)(T)AT. (2.8)
to

Demonstracao. Com efeito, primeiro vejamos que = : T — R estd bem definido uma vez
que p € R, donde egy(-, o) existe, e f € C,q, donde a integral de x estd bem definida.

Vamos mostrar que x é solugao do PVI (2.7).

De fato, temos

to

2(to) = Zoeay(to, to) + eop(tos to) / eep(to, ) F(T)AT = 0.1 + 0 = o,
to

Ainda, derivando = obtemos

z2(t) = xo(Op)(t)ecp(t,to) + ecp(ts to) - ecp(to, 1) (1) +
+ @) 0ecpltsto) [ eeplto, IS (r)AT

= 10+ @0 (smecpltcto) +espttt) [ ecyto ) 0)7)

_ (y eololit) | eololt) 0
— 50+ 00 (2SO ()

= 1050 (el (0,00 + ecplo(Oute)- [ ecylta i (r)7)

= f(t) —p(t)x7(t)

para todo t € T*. Portanto, x é solucdo de (2.7).

Agora suponha que y : T — R também é solugao de (2.7). Vamos mostrar que
x = y. Com efeito, considere z : T — R dado por z = x — y. Note que z é solugao do

seguinte PVTI linear homogéneo
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uma vez que z°(t) = (z+y)*(t) = 22 (1) +y° () = —pt)x(o(t))+ [ () +p()y(a(t)) = f(t) =
—p(t)(z —y)?(t) = —p(t)z7(t) e z(ty) = z(ty) — y(to) = o — xo = 0. Ainda, usando a

identidade 27 = z + pz®, podemos reescrever o PVI acima sob a forma

= (op)(t)z

Z(tg) =0
que possui solugao Gnica z(t) = zpegy(t, o) = 0 para todo t € T. Logo = = y. O

Teorema 2.1.13. Sejam p € R, f € Cg, to € T e xg € R. Entao o PVI linear

nao-homogéneo

zt = p(t)r + f(1)

(2.9)
x(to) =
possui solucao unica dada para todo t € T por
t
x(t) = xoep(t, to) + ep(t, to) /ep to, (7)) f(T)AT. (2.10)
to

Demonstragio. Veja que, se x é solucao de (2.9), entao z*(t) = p(t)[x () —p(t)x” (t)]+ f (1),

donde, como p € R, verificamos que x satisfaz o PVI:

ft)

bt = —(6p)(t)x? +
R S TOND

x(tog) = wo.

Note que f/(1 + up) € Ciq uma vez que f,p, u € Crq. Podemos aplicar o Teorema

2.1.12 a este PVI para determinar x. Desse modo, temos que

GI

2(t) = woeyltsto) + eyt o) [ {0 DT 100

em que S(Gp) =pe
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€p(t0,7') B €p(t0,7') —e olr
T ump(m) ~ elo(m,) o)

Pela unicidade garantida no Teorema 2.1.12, segue que (2.10) é tinico.

]

Um dos subgrupos mais importantes de R é o formado pelas func¢oes positivamente
regressivas. Para um elemento deste subgrupo, em particular, garantimos que a sua funcao
exponencial é positiva. Isso nos ajuda, mais adiante, a discutir o sinal das solugoes de PVIs
dadas (ou parcialmente compostas) por exponenciais. Na definigao a seguir caracterizamos

melhor quem ¢ este subgrupo.

Definigao 2.1.14. As fungoes p : T — R rd-continuas tais que 1 + u(t)p(t) > 0 para todo
t € T" sdo ditas positivamente regressivas. O conjunto formado por todas as fungoes

positivamente regressivas é denotado por RT(T,R), R (T) ou simplesmente R*.

Lema 2.1.15. (R*,®) € subgrupo de (R,®).
Demonstragio. Veja [3], pagina 67. O

A proposigdo a seguir nos permite caracterizar bem o sinal da fungdo exponencial

para as fungoes em R™.

Proposicao 2.1.16. Sep € R* ety € T, entdo e,(t,ty) > 0 para todo t € T.

Demonstragio. Como p € R™, entdo 1 + u(t)p(t) > 0 para todo t € T*. Pela Defini¢ao
2.1.2, temos que e,(+, %) ¢ dado por

ep<t7t0> = €xp (/5#(8)<p(8>)AS>

em que para todo s € T denso a direita temos [}, &(p(s))As = [} p(s)As € R, e para

todo s discreto a esquerda

t

[euotnas = [LELTHDE,,

to
t t

i1+ p(s)pls)] | an(d+ p(slp(s))  _ FinfLt p(s)p(s)]
T Ty A [Ty AseR

to to

em que arg : C\{0} — (—m, 7] é a fungdo argumento, donde temos que arg(1+u(s)p(s)) =0

para todo s € T, uma vez que p € R+.

Portanto, e,(t,ty) > 0 para todo ¢t € T. ]
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Lema 2.1.17. Sejam f,g: T — R tais que f,g € Cq(T,RS) com —g € RT, entdo valem

as sequintes desiqualdades

() 1+ [ FIAT < es(t.5) < exp </:f(¢)m> (2.11)
(i) 1- /:g(T)AT <e_4(t,s) <exp (— /:g(T)AT) (2.12)
para todo s,t € T com s < t.

Demonstragio. Veja o Lema 2 da referéncia [1], pagina 2. O

Vale ressaltar que todos os objetos da teoria de escalas temporais utilizados neste

capitulo e nos capitulos que se seguem estao definidos no Anexo desta dissertagao.

2.2 EQUACOES DINAMICAS NAO-LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM

Nesta secao, desenvolveremos novos resultados sobre equacoes dindmicas nao-
lineares de primeira ordem em R". Faremos isso pois precisamos destes resultados para,
mais tarde, mostrarmos a existéncia e unicidade da solu¢ao do modelo SIS. Os resultados
sobre estas equagoes na literatura principal de escalas temporais concentram-se nas
equagbes nao-lineares do tipo z* = f(¢,x), enquanto, para o modelo SIS proposto aqui,
precisamos de resultados para equagdes nao-lineares do tipo x® = f(t,z, 7). Dessa forma,
para garantirmos uma boa definicdo para este modelo, precisamos de resultados que nos

digam que este, dado por um PVI, possua solugao tnica.

Para a demonstracao do Teorema de Picard em escalas temporais, utilizaremos
como ferramenta o Lema das Contracoes, através do qual garantimos a existéncia e
unicidade de pontos fixos para contragoes em espacos métricos completos. Este resultado
é bastante util quando, conforme veremos, conseguimos “reescrever” um problema de
garantir a existéncia e unicidade de solugoes de um PVI em um problema de ‘encontrar

pontos fixos” de um operador entre espagos de fungoes.

Lema 2.2.1. (Lema das Contragoes) Seja (X,d) um espago métrico completo e seja
F: X — X uma contragdo. Entdo existe um unico ponto firo p € X de F'. Ainda mais,

para todo x € X a sequéncia (F™(x))nen, converge para p.

Demonstragio. Com efeito, como F' é contragao, entao existe k € [0, 1) tal que para todo
z,y € X temos d(F(z), F(y)) < k-d(z,y). Primeiro vamos mostrar a existéncia de um

ponto fixo para F', e depois mostraremos a sua unicidade.
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(i) Existéncia: Seja x € X. Podemos construir a sequéncia (F™(z))nen, dada por
Fz) =z e F"*(z) = F(F"(z)) para todo n € N. Vejamos que (F™(x)) é uma sequéncia
de Cauchy.

De fato, sejam m,n € N. Suponha sem perda de generalidade que m > n, donde
existe r € Ny tal que m = n+r. Assim, temos d(F"(x), F™(x)) = d(F"(F"(x)), F"(x)) <
k-d(F" Y (F"(z)), F*Yz)) < ... < k™ - d(F"(z),z). Por outro lado, utilizando a desigual-

dade triangular, temos

d(F"(z),z) = d(z, F"(z)) < d(z,F(x))+d(F(z), F*(x)) + d(F*(z), F?(x)) + ...
e FA(F2(2), F7Y2)) + d(F"(z), F"(2))

IN

d(z, F(z)) + k- d(z, F(2)) + k* - d(z, F(z)) + ...
KR d(x, F(2) + K7 d(x, F(2))

= dx, Fx)1+k+k +. . . +E>+k

= d(x,F(:z:))lk_Tk.

Logo, d(F™(x), F"(z)) < k™k"/(1—k)d(x, F(x)) = k™/(1—k)d(x, F(x)). Portanto,
como k € [0, 1), dado € > 0 basta tomarmos ny € N de forma que k" /(1—k)d(x, F(z)) < ¢,
donde teremos que para todo n,m > ng vale d(F™(x), F"(z)) < e.

Como X é um espago métrico completo, entdo a sequéncia (F™(x)), que mostramos
ser sequéncia de Cauchy, converge para algum elemento de X. Digamos que (F"(z))
converge para p € X. Vejamos que p é ponto fixo de F'. De fato, como F' é contragao,
entdo F' é continua. Dessa forma, vale que F'(p) = F(limyen, F™ (7)) = limpen, F(F"(z)) =
lim, ey, F"*(x) = p. Portanto, p € X é ponto fixo de F.

(ii) Unicidade: Agora vejamos que p € X é o tnico ponto fixo do operador
F. Com efeito, suponha que existe ¢ € X também ponto fixo de F. Desse modo,
d(p,q) = d(F(p),F(q)) < k-d(p,q), donde d(p,q) = 0 uma vez que k € [0,1). Logo,
p=q. 0]

Definicao 2.2.2. Sejam f : I x U x U — R", com U aberto de R™ e I um intervalo
fechado de T com ty =inf I e o(ty) € I. Dizemos que f é

(i) rd-continua, se para todo h € Cq(I,U) temos que g : I — R"™ definida por
g(t) = f(t,h(t),h(o[(t))) para todo t € I é rd-continua, em que oy : I — I é o

operador avango de 1.
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(ii) lipschitziana na segunda e terceira varidveis, se existe L > 0 tal que

para todo x,y,u,v € U et € I vale que
1t z,u) = f(Ey o)l < L-llz =yl + L+ flu—ol.
Ainda, dizemos que L é uma constante de Lipschitz da fungdo f.

(iii) limitada, se existe M > 0 tal que que para todo x,y € U et € I temos

£tz )| < M.

As definigoes (i), (ii) e (iii) sdo bem conhecidas na teoria de EDOs, dentro da

andlise classica, pela sua utiliza¢do no teorema de Picard [12].

Analogamente, estas sao as principais hipéteses que compoe o teorema de Picard

para o PVI dado pelas equacoes dinamicas em escalas temporais, sob a forma

x® = f(t,x)
(2.13)

I(to) = X9-
Para estas, também garantimos solucao local através do teorema de Picard [3].

Neste primeiro momento, estamos interessados na resolucao local do PVI dado por
x® = f(t,z,27), z(ty) = 9. Aqui, mesmo ao supormos que f satisfaz as defini¢oes (i), (ii)
e (iii), ndo conseguimos reproduzir um teorema analogo ao de Picard para este tipo de
PVI. Conforme veremos, precisamos adicionar uma nova definicdo as definigoes listadas
na Definicao 2.2.2, de forma a obter um resultado que nos garanta solucao local para este
PVL

Especificamente, trabalharemos com duas hipéteses adicionais, trabalhadas de
forma independente. Veja, a estratégia do teorema de Picard ¢é transformar o problema
dado por um PVI em um problema de garantir a existéncia de uma fungdo ¢ que é o tnico
ponto fixo de um certo operador. Mostrar a existéncia desta fungao a partir das defini¢goes
(i),(ii) e (iii) segue a ideia geral do teorema de Picard para o PVI (2.13). Todavia, ao
trabalharmos com este segundo PVI mais geral, ao encontrarmos esta certa fungao, temos

um pouco mais de trabalho para mostrar que ela é de fato uma solucao local do PVI.

Por sinal, nem sempre esta fungio de fato sera solugcao deste PVI. Aqui um grande
problema pode acontecer: O dominio de ¢ pode ser composto por apenas ty, caso ty seja
discreto a direita e o intervalo local garantido pelo teorema de Picard nao cubra o(tp).
Dessa forma, a expressao ¢“(tg) = f(to, ¢(to), ¢(o(tp))) ndo fica bem definida e, portanto,

nao podemos dizer que ¢ é solucao local deste PVI.
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Perceba que este problema nao ocorre quando ty € T é denso a direita. Note
também que se ty é discreto a direita, o menor intervalo de T que podemos ter como
dominio de uma fungdo para que esta seja solugao deste PVI é {ty,0(ty)}. Dessa forma,
as duas hip6teses adicionais que serao trabalhadas a seguir (em duas versoes diferentes do

Teorema de Picard) tem como objetivo garantir que este intervalo minimo é obtido.

A primeira hipotese nos garante que o dominio da ¢ é de fato admissivel, isto é,
este dominio contém propriamente o conjunto unitario {to}, a partir da verificagdo por
uma funcao ¢ construida a partir da f. A segunda hipdtese remonta ao item (iv).(ii) das

definigoes anteriores, através do qual podemos estender o dominio de ¢ para o(ty).

Além disso, seguem aqui alguns comentarios relevantes sobre as definigoes (i) e (ii)

estabelecidas anteriormente.

(a) Note que em (i) se h € Cyq(I,U) nao necessariamente temos h? € Cyq(I,U),
pois se I é limitado superiormente com t* = sup I, entao podemos ter o(t*) ¢ I. Todavia
het € Cyq(I,U), o que torna g bem definido.

(b) A defini¢ao (ii) é uma clara generalizagao da hipdteses posta sobre f no PVI
(2.13) dentro do teorema de Picard, em que f é tomada como lipschitziana na segunda

varidvel.

Antes de enunciarmos e provarmos o préximo resultado (que consta com uma
demonstragao diferente da referéncia [2]), vejamos que o espago C([a, b|r, R™), com a,b € T

e a < b, formado pelas fungdes continuas h : [a, bly — R™ é de fato um espago normado.

O conjunto C([a, b]T, R™), com as operagoes de soma de fungdes e multiplica¢ao
por escalar, definidas pontualmente, formam um espago vetorial. Assim, tome || - || :
C([a, b1, R™) = Ry por [|hlec = supsciay, [[7(2)]] para todo h € C([a, b]r, R™). Veja que
|A||so > 0 para todo h € C([a, b]r, R™).

a,b|t
Além disso, para todo h,w € C([a, blr,R™) e A € R, temos

(1) l|Allc =0« h = 0.

De fato, se h = 0 entao sup;ei,y, ||2(t)]| = supye(yy, 0 = 0. Por outro lado, se

a‘?b]T

|7 l[oe = 0 entao [[A(t)[| < sup;efqp. [|R(2)]] = 0, donde A(t) = 0 para todo ¢ € [a, br.
(i1) [[AAl]oo = A1)l

[[AR][oo = supiefq g, AR = supsega o [ALNAE)] = |Al supreg b, [[RE)]] = [A]|]A]]oc-
(iii) [[2 + wloe < [|Alloc + [[wl]se

[|htw]loo = supsefap (1A () Fw ()] < supsepyp, [1RO]+w(O)]] < supepy [[RO]] +
SUPsefa,b)y [0 (D] = [IAlloo + |[w]]oo-



37

Lema 2.2.3. Se a,b € T, entao o([a,b]}) C |a,b]T.

Demonstragio. Com efeito, seja 7 € o([a,b]f). Logo, existe t € [a, b]§ tal que 7 = o(t).
Logo o(t) € T e o(t) < b, donde o([a,b)y) C (—o0,blr. Por outro lado, veja que
a<t<o(t)=r,donde o([a,b)§) C [a,00)r. Portanto, o([a,b]%) C [a,b]r. (Observe que
[a,b]5 = [a,b)r). [

A utilidade deste lema se dé, no contexto da demonstracao do Teorema 2.2.4,
em podermos “tratar” a funcao f “lipschitziana na segunda e terceira variaveis” como

“lipschitziana na segunda variavel”.

Teorema 2.2.4. (Teorema de Picard I) Sejam a bola Blyo,b] = {x € R™: ||z — yo|| < b}
e o intervalo 1, = [ty,to + a|r tais que a,b >0, yo € R™, to € T e p(to) < a. Ainda, sejam
f 1, x Blyo,b] x Blyo,b] — R™ rd-continua, lipschitziana na sequnda e terceira varidveis
com constante de Lipschitz L > 0 e limitada por M > 0, e a fun¢io ¢ : [0,1) — R dada
por §(e) = min{a,b/M, (1 —€)/(2L)}. Assim, para o PVI definido por

v = f(t,y,y7)
(2.14)

y(to) = Yo

se existe g9 € (0,1) tal que {to,0(to)} C [to,to + d(c0)]r, entdo para cada € € [g9,1) 0
PVI (2.14) possui uma tnica solugao local y : [to,to + 6(¢)|r — Blyo,b] no intervalo
Isey = [to, to + 6(e)]r-

Demonstra¢io. 1) Dado € € (0, 1), sejam 6(¢) = min{a, b/M,(1—¢)/(2L)} > 0e Is.) C I,
a escala temporal dada por Is.) = [to,to + 0(¢)]r-

Observe que para cada € € [gg, 1) os intervalos /() sdo nao unitarios. De fato, se
to € T é discreto a direita, entdo temos {to,0(t0)} C Is(,) C Is() para todo € € [gg,1).
Caso tg seja denso a direita, entdao para todo € € (0, 1), em particular para todo € € [gq, 1),

temos que I5(.) contém uma infinidade de pontos de T a direita de ¢y, uma vez que ty € I5().
Logo, a nogao de integral faz sentido para as escalas temporais Is(.), com € € [gg, 1).
Assim, seja (C(Ise), Blyo, b)), || - |ls) © espagco métrico completo formado pelas
fungdes continuas h : Iy = Blyo, b], munido da métrica || - || : C(I5(), Blyo, b]) — Ry
dada. por [[Bl|oe = Ui, [11(0)]| paxa todo h € C(Ixe), Bluo, ).
Para cada € € [g9,1), seja o operador Fji) : C(Is.), Blyo, b)) = C(Is(), Blyo, b])
dado por

t

FyoBJ() = yo -+ [ 15 h(5), hlose(s)) Asers (2.15)

to
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para cada h € C(Is.), Blyo,b]) e t € I5.). Note que F[h] : Iy — B[yo,b] é a imagem
de h por Fj.). Observe que a integral anterior esta definida para a escala temporal I5.)

assim como o) representa o operador avango o) : Is) — Is() da escala temporal L;(E).

IT) Vejamos que Fjy esta bem definido. De fato, como f ¢é rd-continua por hipétese,
entao para todo h € C(Isy, Blyo, b]) a funcao g = f(-, h, h7*@) é rd-continua e, portanto,
integravel. Logo, a defini¢do de Fy)[h| dada por (2.15) faz sentido.

Note também que por (2.15) a fungao Fj(.)[h] dada pela soma de uma constante com
uma integral é diferencidvel e, portanto, continua. Segue entao que Fyi)[h| € C(I5(), R").

Por fim, observe que a imagem de Fj()[h] esta contida na bola By, b].

Com efeito, temos

| Fo)[h](t) — wol| = f(s,h(s), h7= (s)) Ase)s

< 1156, m A G Ao

INE
S \H 5
<
g
Il
=
~
|
s

A
<
(%)

o
A
3

[
S

para todo ¢ € I5y, em que (a) é verdadeiro pela hipotese de f ser limitada por M > 0.
Dessa forma, Fs.[h](t) € Blyo,b] para todo t € Iy, donde Fj)[h] € C(I5), Byo,b)).

IIT) Agora vamos mostrar que para todo € € [gg, 1) o operador Fj.) admite um

tinico ponto fixo z, ou seja, existe uma tnica funcao z € C(Is(.), Blyo, b]) tal que F(z) =

Antes de prosseguirmos, precisaremos da seguinte afirmagao.

Afirmacao: Para todo h,w € C(I5), Blyo,b]), temos ||[h75¢E) — w@ || < ||k — w||o.

Demonstragio. Lembre-se que pelo Lema 2.2.3 temos o) ([ (’5"(8)) C I5(), assim

|h7© —wP© || = sup{||h(os)(5)) — w(ose)(s))] : 5 € L5y}
= sup{[[A(7) —w(7)|| : T € 05)(L5(e)) }
= sup{[|A(1) —w(7)|| : T € 75()(I5()) U {Ts(c) (5up Iso)) } }
= sup{[|a(r) —w(7)[| : T € o5) (I} ) U {sup L5 } }
< sup{||h(7) —w(7)|| : T € L) U {sup L5} }

1B = w][oc- ¢

Para mostrarmos que Fjs.) admite tnico ponto fixo, mostraremos que Fj.) ¢

contragao. Dessa forma, dados h,w € C(Is(), Blyo, b]), temos
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|1 Fs0) [A] (1) — Fow] (@] =

[ £, h(s). 1750 (5)) = (s, w(s), w70 (5)) Asios

= /||f(s7h(8),h”5<f>(8))—f(s,w(S),w"‘“E)(S))!I As(e)s

b t
< [ L)~ w(@]+ L 1hlon () ~ wlowo ()] Ageys
to )

< L[ 1Ih = wlle + 1076 = 070 | Agys
to

() ;

< 2L/||h—w||oo Ase)s
to

= 2L-[|h— w||o(t — to)

< 2L ||h—wll - 6(e)

(d)

< (I=e)-[lh—wlls

para todo t € 5., em que (b) é verdadeira pois f ¢ lipschitziana na segunda e terceira

varidveis; (c) ¢ verdadeiro pela afirmagao anterior e (d) é verdadeira pois () < (1—¢)/(2L).

Logo || Fse)[h] — Fse)[w]]|oo < (1 =€)+ ||h —w||s €, portanto, Fj.) é contragao para
todo € € [g, 1).

Assim, segue do Lema 2.2.1 que Fj(.) admite um tnico ponto fixo, donde existe
um tnico y € C(I5), Blyo, b]) tal que

t

Fyalul(®) = o+ [ 1(5.(5), v (5)) Ase) = y(1)

to
para todo t € I5).
IV) Para todo € € [gg, 1) temos que {to,0(to)} C [to,to + d(g0)]r C Is(), donde

15 # 0. Assim, dado ¢ € [gg, 1), vamos mostrar que y : I5.) — B[yo, b] é solucdo tinica
do PVI (2.14) em Ij(). De fato, para todo ¢ € 1§, temos que

—
~

e

yi(t) = yre)
= f<t7y<t>7y<06(€)(t)))
f(ty(t),y(a(1)))

—~
~

em que A e Ag() representam a derivadas definidas paras as escalas temporais I, e ),

respectivamente. Note que (e) é verdadeiro pois t € [ 5e) C I

o, em que Is.) e I, sao
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intervalos de T, e (f) é verdadeiro pois o5 (t) = o(t) para todo ¢ € If,). Além disso, note

que y(to) = yo. Portanto, y é solucdo local do PVI (2.14) em I5).

Por fim, se z : I5) — B[y, b] é outra solugao do PVI, entdo (z — y)*(t) = 0 para
todo t € 5(e) donde segue pelo Corolario A.2.6.1 que (z — y) : Iy — R™ é uma funcao

constante e, portanto, como satisfazem z(ty) = y(to) = vo, segue que z = y. ]

Uma questao que surge imediatamente apds este teorema é se conseguimos definir
y : [to, to+0(0)]r — R™ uma solugao local do PVI (2.14) em I5i) = [to, o+ 6(0)]r. De fato,
pela unicidade do ponto fixo que obtemos a partir do Teorema 2.2.4, poderiamos definir
Yy : [to,to + 0(0))r — R", entretanto, para que possamos definir quem seria y(t5()), com
ts(e) = sup Is) para € € (0,¢€p), precisarfamos mostrar que o limite limg_,; o Yse) (ts(s))s

em que Ys) ¢ o ponto fixo de Fj,), existe, mas este nem sempre existe.

A Proposigao 2.2.5 refor¢ga o Teorema 2.2.4 nos garantindo quando é possivel
encontrar g9 € (0,1) tal que {to,0(to)} C I5,). A necessidade de estabelecermos esta
hipétese estd em garantirmos que a solugao local obtida através do Teorema de Picard
possua um dominio admissivel, ou seja, um dominio I C [tg, 00)r tal que {to} C I.

Veja que, retirando a hipdtese sobre a existéncia de tal g9 no Teorema 2.2.4,
poderfamos obter uma solugao local y : I5y = Blyo, b] tal que Is.) = [to, to+6(e)]r = {to},
donde I, = {to}" = 0 e, portanto, ndo poderfamos definir y* : If_, — R".

Na Figura 2.2, vemos o grafico da solugdo local do PVI (2.14) garantido pelo

Teorema 2.2.4.

N P70y N
N Pl
H ,'\,_/'/ , v b

P

PR -
t, to+8 to+a IR

Figura 1 — Em vermelho, vemos sobre a reta real uma escala temporal T arbitraria, com
to =inf T e I, = [to,to + aJr C T. Acima da reta real, ainda em vermelho, vemos o grafico
da solugao tnica local ¢ : [to,to + d]r C I, — R™ de um PVI do tipo z* = f(t, z,27),
x(tg) = xo, garantida pelo Teorema de Picard I. Em preto, vemos R", o espago de fase deste
PVI, assim como U C R" conjunto aberto tal que Dom(f) =T x U x U e Blxg,b] C U.
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Proposicao 2.2.5. Nas hipoteses do Teorema 2.2.4, se tg € T é denso a direita, entdao
existe ¢ € (0,1) tal que {to,0(to)} C Isey). Em particular, para todo € € (0,1) temos
{to} € Ise). Caso ty € T seja discreto a direita, entdo mdo existe €y com a propriedade

anterior se, e somente se, para todo € € (0,1) temos d(e) < u(ty).

Demonstracio. Se ty € T é denso a direita, entao existe uma sequéncia (t,),eny C T tal
que tg < t, para todon € N e lim,cnt, = tg. Caso ty seja discreto a direita, nao existe g
sob as hip6tese do Teorema 2.2.4 se, e s6 se, para todo € € (0,1) temos {to} = I5.), ou
seja, to +0(g) < o(to) = to + u(to). O

Observe que se t é discreto a direita com §(0) = u(tp), ndo conseguimos garantir

que o operador ‘Fj’, com Isqy = [to, o(to)]r, é contracdo e, portanto, possui ponto fixo.

A seguir, demonstramos o Teorema de Picard para o PVI (2.13) como consequéncia
do Teorema 2.2.4. Este mesmo resultado pode ser encontrado com outra demonstracao na

referéncia [3]

Corolario 2.2.5.1. (Teorema de Picard Tradicional) Sejam a bola Blyy,b] = {z € R":
||z —yol| < b} e o intervalo I, = [ty,to+ alr tais que a,b >0, yo € R, ty € T e u(ty) < a.
Ainda, sejam f : 1, X Blyy,b] — R"™ rd-continua, lipschitziana na sequnda varidvel com
constante de Lipschitz L > 0 e limitada por M > 0, entao o PVI (2.13) possui uma tnica
solugao local y : I — R™ no intervalo I = [to,to +nlr, em quen >0 e {to} T I C I,.

Demonstragio. Seja o PVI (2.13), em que f é rd-continua, lipschitziana na segunda varidvel
e limitada. Tome g : I, X Blyo, b] X Blyo, b] — R™ dada por g(t,z,y) = f(t,z) para todo
x,y € Blyo,b] et € I,. E f4cil ver que g é rd-continua, lipschitziana na segunda e terceira

variaveis e limitada.

Caso ty € T seja denso a direita, tome y : I — B[yo, b] tnica solugdo do PVI
y* = g(t,y,y7), y(to) = yo em I C I,, conforme o Teorema 2.2.4. Caso t; € T seja
discreto a direita, tome I = {tog,0(to)} C I, ey : I — R™ dada por y(ty) = yo €
y(o(to)) = yo + p(to) - 2, em que z = g(to, Yo, yo + i(to) - ) = f(to,%0). Claramente y é
solugao tunica do PVI (2.13) em I. O

Uma dificuldade que pode se acontecer no Teorema 2.2.4 esta na obtencao explicita
da fungao 0 : [0,1) — R. Sem esta funcao, a verificacdo da existéncia de um g € (0, 1),
conforme a Proposigao 2.2.5, que satisfaca o Teorema 2.2.4 fica impossibilitada para o

caso ty € T discreto a direita.

Além deste possivel problema, outras hipéteses adicionais podem ser impostas a f
de modo que possamos garantir uma solugao local para o PVI (2.14). Dessa forma, no
teorema a seguir desenvolvemos uma versao alternativa para o Teorema 2.2.4, em que a

existéncia e unicidade de solugoes locais é obtida e nao precisamos checar a hipotese sobre
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d. Aqui, substituiremos a hip6tese do Teorema 2.2.4 (sobre a existéncia de um &y) por

outra hipotese que nos permite tratar melhor o caso quando ty € T é discreto a direita.

Teorema 2.2.6. (Teorema de Picard II) Sejam a bola Blyy,b] = {x € R™ : ||z — yo|| < b}
e o intervalo 1, = [to,to + alr tais que a,b >0, yo € R, to € T e o(ty) < a. Ainda, seja
f: I, X Blyo,b] x B[y, b] = R™ rd-continua, lipschitziana na sequnda e terceira varidveis
e limitada. Se a equagao algébrica z = f(ty, xo, o + p(to) - 2) possui unica solugio z € R™
tal que (xg + u(ty) - z) € Blyo,b], entdo o PVI (2.14) possui uma tnica solugio local
y: I C I, — Blyo,b] no intervalo I = [ty,to + n]r, em que n >0 e {ty,0(to)} C I.

Demonstracao. Com efeito, se tg € I, é denso a direita, entao pela Proposicao 2.2.5 e o
Teorema 2.2.4, existe uma solucao local do PVI (2.14) em todo intervalo I,y C I,, com
e € (0,g9). Caso ty € I, seja discreto a direita, tome I = {tg,0(tg)} C I, ey: I — R"
dado por y(to) = xg e y(o(to)) = xo + p(to) - z, em que z é a unica solu¢do da equacao

z = f(to, xo,xo + p(to) - z). Logo, y é tnica solugdo do PVI (2.14) no intervalo 1. O

Nos Teoremas 2.2.4 e 2.2.6, assim como no Corolario 2.2.5.1, discutimos algumas
hip6teses que nos garantem que o PVI (2.14) possui solugao tnica local, definida para um
intervalo I C [ty,00)r. A pergunta que naturalmente nos fazemos agora é sobre quando

conseguimos estender a solucao local de (2.14).

E, de fato, para que possamos falar em extensao de uma solucao local, ou até
mesmo, em uma solu¢do maximal, precisamos lancar mao da definicdo sobre quando uma

fungao f, no contexto de um PVI y* = f(t,y,vy?), y(to) = vo, é solivel na terceira varidvel.

Definigao 2.2.7. Sejam f: I xU xU — R"™, com U aberto de R™, I um intervalo fechado
de T com ty =infl e o(ty) € I, xg € U e 0o PVI (2.3). Dizemos que f é solivel na

terceira varidvel quando as sequintes hipoteses sao satisfeitas:

(i) Suponha ty € I discreto a direita. Entao o(tg) € I e existe um unico z € R™

solugao da equagdo algébrica
z = f(to, o, zo+ p(to) - 2),
e este satisfaz (o + p(to) - z) € U.

(ii) Tome 7 € I\ {to} discreto a direita. Entio o(7) € I e, supondo que exista
¢ : [to, T|]r C I — R™ solugdo unica local do PVI (2.3) no intervalo [to, T|r, existe um

unico z € R™ solugdo da equacao algébrica
z=[f(r, ¢(1), &(7) + p(7) - 2)

e este satisfaz (p(T) + p(7) - 2) € U.
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Ainda, caso ty € I seja denso a direita, entio (i) é verdadeiro. Caso todo T € I\{to}

seja denso a direita, entao (ii) é verdadeiro.

A Definicao 2.2.2 faz sentido uma vez que, pelos teoremas de Picard estabelecidos
neste capitulo, sabemos que existem PVIs do tipo y* = f(t,v,4%), y(to) = Yo que possuem
solugoes locais tnicas ¢ : [tg,tg + 0] — R™ definidas em intervalos fechados da escala.
Caso nao houvessem estes teoremas de Picard, ndo poderfamos afirmar que o item (ii) da

Definigao 2.2.2 é satisfeito por alguma fungao f.

A necessidade em se estabelecer a nocao de uma funcao ser soluvel na terceira
variavel esta no nosso interesse em, a partir de um teorema de Picard que nos garante uma
solugdo local ¢ em um intervalo [to, 7]y para um PVI do tipo y* = f(t,y,y7), y(to) = yo,
com f,, X1 C Dom(f) = R" e Xy = [to, 00)1 X Blyo, b] X Blyo, b, conseguirmos estender

esta solucao local para um dominio maior.

Claro, aqui a intui¢ado nos diz que para isto basta tomarmos um novo PVI, agora
com o ponto inicial sendo 7 € T e a condigao inicial sendo y(7) = ¢(7). E, de fato, se 7 for
denso a direita, pelo Teorema 2.2.4, nés conseguimos estender ¢. Observe que neste caso
a hipotese sobre a existéncia de €p no Teorema 2.2.4 é imediatamente satisfeita, conforme

podemos verificar através da Proposicao 2.2.5.

Contudo, se 7 € T for discreto a direita, nao ¢é tao facil fazer esta extensao. O
problema aqui é que, ao tentarmos aplicar o Teorema 2.2.4 a este caso, precisamos fazer
a verificagdo sobre a hipétese da existéncia de gy sobre um PVI do tipo y* = f(t,y,y?),
y(7) = ¢(7), com fi, : ¥y C Dom(f) = R" e Xy = [1,00)1 x B[§(T),c] x B[§(T),c], que
nao ¢ imediata.

Veja, aqui nds precisarfamos garantir que exista um g € (0, 1) tal que {r,0(7)} C
[7,7+0(g0)]T, em que 6(¢) = min{a, b/Ms, (1—¢)/(2L2)} para todo € € [0,1), com My > 0

uma constante que majore ||f|| em 33 e Ly > 0 uma constante de Lipschitz de f em X.

O grande complicador deste caso estd em que, ndo necessariamente temos que as
constantes M; e M,, além de L; e Lo, definidas para >, e X5, respectivamente, sao as
mesmas. Dessa forma, é dificil criar uma hipé6tese geral sobre § (para garantirmos sempre
a existéncia de um ¢y conforme o Teorema 2.2.4 que nos permita estender a solucao local
Unica que ja temos) sem assumirmos que existam M > 0, que majore || f|| em todo o seu

dominio, e L > 0, que torne f lipschitziana (em todo o seu dominio).

Caso assumissemos como hipoteses a existéncias de tais M, L > 0, nés poderiamos
criar um teorema de existéncia (e unicidade) de solugbes maximais, entretanto, ao tra-
tarmos apenas os PVIs dados por fungoes limitadas (consequéncia da existéncia de M) e
lipschitzianas (consequéncia da existéncia de L), restringimos muito a aplicabilidade deste

teorema.
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A saida, entao, que temos para este problema é definirmos a no¢ao de ser solivel na
terceira variavel, que nada mais é do que a verificagao algébrica de que podemos estender
uma solugdo tnica local ¢ : [to, 7]t — R™, em que 7 é discreto a direita, também de forma

tUnica, para o intervalo [to, o(7)]r.

Exemplo 4. (Uma Equagao Logistica em Escalas Temporais) Dado tg € T, seja o PVI

:L’A:'Y.x.<1_m>
K

l’(to) = 29

(2.16)

em que k: T — R € tal que k(t) # 0 para todot € T, v € Rt € tal que y(t)/k(t) >0
para todo t € T e xg € RT. Entao a fung¢io f: T x RT x Rt — R dada por f(t,z,y) =
v(t) -2 - (1 —y/k(t)) para todo (t,xz,y) € T x RT x RT € solivel na terceira varidvel.

Para mostrarmos que f é solivel na terceira varidvel, precisamos mostrar que o0s
itens (i) e (i1) da Definicao 2.2.2 sao satisfeitos. Dessa forma, para mostrarmos que o
item (i) é satisfeito, suponhamos ty € T discreto a direita. Assim, considere a equagdo

algébrica
t .
2 (1) - 20 (1 _ xow(o)) . (2.17)

Primeiro mostraremos que existe um unico z € R que resolve a equagio (2.17) e

em sequida mostraremos que z satisfaz a condi¢io (xg + pu(ty) - z) € RT.

LI) Eziste um dnico z € R que resolve a equagio algébrica (2.17).

De fato, podemos manipular a expressao em (2.17) de forma a colocar z em

evidéncia. Fazendo isto, obtemos
7 (to) To
-1 ta) - . = ~(t) - xn- |1 =
: ( ¥ alto) k(to) :c0> 1lto) - 2o ( ’f(to))’

donde, como (to)/k(to) > 0, entdo podemos isolar z e obtermos

0 (1- )
L alte) - L)

K(to)

Portanto, existe um inico z € R que resolve a equagdao (2.17).

z =
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LII) z satisfaz (zo + pu(to) - 2) € RT.

Com efeito, temos

xo + u(ty) - 2 = o -

donde, como xo > 0, v € RT e v(to)/k(to) > 0, entdo (xo + u(to) - z) € RT.

Agora, para mostrarmos que o item (ii) ds Defini¢io 2.2.2 também é salisfeito,
tome T € T\ {to} discreto a direita e ¢ : [to, 7]t — R é uma solugdo tunica do PVI (2.16)

em [to, T|r. Assim, considere a equagao algébrica dada por

2= (r)- o) (1 AT, (2.18)

Primeiro mostraremos que eziste um inico z € R que resolve a equagao (2.18) e
em sequida mostraremos que z satisfaz (¢(7) + u(7) - z) € RT. Observe que neste exemplo

estamos considerando, referente a Definicio 2.2.2, [ =T e U = R",

ILI) Ezxiste um unico z € R que resolve a equagao algébrica (2.18).
De fato, manipulando a expressao em (2.18), obtemos
(1) (1)

o (14000 20 00) =2 -0t (1- 20,

donde, como v(7)/k(T) > 0, entdo podemos isolar z e obtermos

2()-00r)- (1- 40)

L4 r)- 00 (o)

()

Portanto, existe um inico z € R que resolve a equagao (2.18).

ILII) z satisfaz (¢(7) + p(7) - 2) € RY.

Com efeito, temos

O(1) + pul(7) - 2 = o(7) -

donde, como ¢(1) >0, v € RT e y(7)/k(1) > 0, entdo (H(7) + pu(7) - 2) € RT.

Logo, f ¢é solivel na terceira varidvel.
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Veja que nem sempre é facil determinar quando uma funcao é de fato soluvel na
terceira variavel. Para as fungoes lineares, polinomiais de grau 2 e para algumas fungoes
racionais esta verificacdo pode ser possivel, mas para outros tipos de fungoes, as equacoes

algébricas envolvidas nestas verificagoes podem se tornar muito complexas.

A funcao que introduziremos mais adiante para o PVI do modelo SIS é um dos
exemplos em que é possivel fazer esta verificacdo. De modo geral, as fungoes f que
aparecem em modelos epidemioldgicos sao lineares, polinomiais ou racionais, portanto a

hipotese de ser soliivel nao se perde em especificidade na maioria destes modelos.

Veja que a ideia de funcao ser soliivel na terceira varidvel é necessaria para que
possamos falar em extensao de solugoes locais. Uma forma de verificarmos que uma funcao

f é solivel na terceira variavel é dado no proximo resultado.
Definicao 2.2.8. T ¢ dita de granulacdo limitada quando p : T — RS € limitado.

Proposigao 2.2.9. Sejam g : [tg,00) x R" x R" — R" uma fungdo de classe C' (na teoria
classica de andlise) que leva (t,x,y) € Dom(g) em ¢g(t,z,y) € R*, D, g(w) : R* — R"
o operador derivada parcial de g em relagio a y calculado em w € Dom(g), a fungdo
f i [to,o0)r X R* x R™ — R" dada por f := L T——

granulagdo limitada com ||p||e := sup p(t). Se
t€[to,00)T

e T uma escala temporal de

lptlloo - sup 1Dy g(w)llo <1,

w€Dom(g)

em que || - ||o representa a norma dos operadores lineares de R™ em R", entdo para o PVI

(2.14), seque que f € solivel na terceira varidvel.

Demonstra¢io. Dado o PVI (2.14) e a func¢ao f dada conforme o enunciado, para mostrar-
mos que f é solivel na terceira varidvel precisamos verificar os itens (i) e (ii) da Defini¢ao
2.2.2. Aqui, demonstraremos apenas que f satisfaz as hipdteses do item (ii), uma vez que
a verificagdo para o item (i) segue andloga.

Assim, seja ¢ : [to, 7]t — R"™ uma solugao tnica de (2.14), com 7 € T discreto a
direita. Veja que o(7) € [to, 00)r. Considere a equagao algébrica z = f(r, (1), (1) +
w(7)-z). Primeiro, mostraremos que esta equacao possui solugao tnica z € R™. Observe que
uma vez que demonstrarmos a existéncia de z, automaticamente temos (¢(7)+u(7)-2) € R™.

Dessa forma, para cada (7, ¢(7)) € [tg,00)r X R™, com 7 discreto a direita, defina
hrg(ry : R" — R™ dada por h. ) (v) = g(7,¢(7), ¢(7) + pu(7) - v). Mostremos que h; ;) €
uma contragao.

Com efeito, h. 4y ¢ uma funcdo de classe C' que satisfaz, pela regra da cadeia
18], D hy gy (w) = p(1) - Dy g(7,&(7), ¢(7) + p(7) - w) para todo w € R™. Logo, segue do

teorema da desigualdade do valor médio [8], que para todo u,v € R"
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or) (W) = hrory (W) < sup D hr gy (w)lo - [Ju = o]
= #(r) - sup [[Dy g(7,¢(7), &(7) + pl7) - w)o - u = ]

< lplloo - sup )HDyg(S)Ilo-llu—vH

s€Dom( f

= (I=¢)flu—vl

para algum ¢ € (0, 1].

Portanto, hrg(;) ¢ contragao. Desse modo, pelo Lema 2.2.1, segue que existe um

tnico 2 € R™ tal que 2z = hr4(-)(2) = g(7,9(7), §(7) + p(7) - 2) = [ (7, 6(7), o(7) + pu(7) - 2),
em que a ultima identidade é verdadeira pois 7 € [tg, 00)T, ¢(7) € R" e ¢(7) +p(7) - 2. O

Defini¢ao 2.2.10. Dizemos que uma solugio ¢ : I C [tg,00)r — U C R™ de (2.14) é
maximal em U, se dada outra solugao ¢ : J C [tg,00)r — U de (2.14), temos J C I e

b, = .

Por vezes, quando estiver claro no contexto, nos referiremos a solu¢des maximais

em U por apenas solugdes maximais.

No proximo resultado, descrevemos algumas condigoes suficientes para que o nosso
problema de Cauchy tenha solu¢ao maximal tinica definida em um intervalo semi-aberto
I = [to,er)'[[‘-

Note que estamos interessados em solugoes do tipo ¢ : [to, w; )r — R™ uma vez que,
para as aplicagoes que iremos desenvolver, a interpretacao da escala temporal T nas nossas
modelagens é referente ao tempo, logo, o que é importante na analise destes modelos é a
compreensao da dindmica que ocorre apés um momento inicial (demarcado pelo tempo
inicial #5). Assim, ao definirmos solu¢gdo maximal, na verdade definimos o que é uma

solugdo maximal com dominio no raio [tg, c0)T.

Teorema 2.2.11. (Existéncia e Unicidade de Solugoes Maximais) Sejam U C R™ um
conjunto aberto tal que yo € U, T uma escala temporal com ty = inf T e o PVI (2.14) em
que f: T xU x U — R™ é uma fungao solivel na terceira varidvel tal que para todo t € T

e para todo x € U existem a;, b, > 0, com p(t) < ay, tais que

t,t + a¢)r x Blz,b,] x Blz,b,] CTxU xU — R"

fl [t,t-+aslp x Ble.bo] x Blz,bg] © [

¢ rd-continua, limitada e lipschitziana na sequnda e terceira varidveis. Entao o PVI (2.14)

possui uma unica solugao y : [to, wy )t — R™ maximal em U, em que w, € R.

Demonstragio. Mostraremos que o PVI (2.14) possui uma tnica solu¢do maximal em U

W [to,wy )T = R™ | com wy < 00 ou wy = 00.
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I) Existéncia da solugdo maximal

Tome I = UgesDom(¢) C [to, 00)r, em que X é o conjunto de todas as solucoes
locais tnicas ¢ do PVI (2.14) definidas para algum intervalo fechado, nao unitario,
de T e tais que as suas imagens estao contidas em U (observe que neste caso temos
Dom(¢) = [to, T|T, para algum 7 € T, com 7 > tg, e ¢([to, 7]r) C U). Verifiquemos que X

é um conjunto nao-vazio.

Com efeito, considere o PVI y* = f(t,y,y7), y(to) = yo (x). Mostraremos que ele
possui solugdo tnica local ¢ : [tg, 7]t — R™ tal que 7 € T, com ty < 7, ¢([to, T]r) C U.

LI) Seja tyg € T denso a direita. Observe que pelas hipéteses sobre a fungao f,

existem ay,, by, > 0, com u(ty) < ay,, tais que

C Dom(f) — R"

fl[tovtoJratO]'ﬂ‘XB[yovbyo]XB[yo’byo]
é rd-continua, limitada e lipschitziana na segunda e terceira variaveis. Ainda, como tg é
denso a direita, entao existe g9 € (0,1) tal que {to} = {to,0(to)} C [to,to + I(c0)]T, com
9 :]0,1) — R dada conforme o Teorema 2.2.4.

Logo, pelo Teorema 2.2.4, o PVI (%) possui solugao tnica ¢ : [to, to + d(eo)|r — U
em [to, to + d(g9)]r. Note que [to, to + d(€o)]r = [to, T|T para algum 7 € T, com 7 > .

LIT) Seja ty € T discreto a direita. Como supomos f soltvel na terceira variavel,
entdo a equacao algébrica z = f(to, Yo, Yo + p(to) - z) possui uma tunica solugdo z € R" e
esta satisfaz (yo + p(to) - 2) € U. Logo, a fungdo ¢ : [to, o(tg)|r — U dada por ¢(ty) = yo e
(o (to)) = yo + u(to) - z é solugdo tnica local do PVT (x).

Assim, existe ¢ : [to, t1]r — U solugdo tnica local do PVI (%) no intervalo [to, t1]r,
com t; € T, to < t; e ¢([to,t1]r) C U. Entao, ¢ € 3 e, portanto, X # 0.

IT) Defina ¢ : I — U definida por ¥(t) = ¢(t), em que t € Dom(¢), com ¢ € X,
para todo t € I. Observe que v estd bem definida uma vez que I C T é nao-vazio (uma
vez que ¥ é ndo-vazio) e ¢(t) = ¢(t) se t € Dom(¢) N Dom(y).

Isso mostra que o valor de () ndo depende do representante ¢ € 3, donde ¢ estd
bem definida.

IIT) Resta mostrar, agora, que ¢ é solu¢ao maximal do PVI (2.14) em U. De fato,
se I = [tg, 00)T, entdo ¢ é solucao maximal. Dessa forma, considere que I é um intervalo

finito de T com minimo em t;.

Veja, se I fosse um intervalo compacto de T, entao, tomando 7 = max [ e o PVI
y® = f(t,y,y?), y(r) = (1), temos que existe uma solugdo tnica local ¢ deste PVI definida
para algum intervalo compacto (e nao-unitario) [r, 7 + d]r. Tomando ¢ : [tyg, 7 + d|r — U
dada por (t) = 1(t) para todo t € I e ¢(t) = ¢(t) para todo t € [, 7 + d]r, temos que
p € ¥ e, portanto, Dom(y) C Dom(%)), contradi¢ao. Portanto, I deve ser um intervalo

semi-aberto de T, com minimo em ¢t.
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Uma vez demonstrado que I = [tg,w;)r, para algum w, € R, suponhamos,
agora, por contradigdo, que exista ¥ : J — U uma solugdo do PVI (2.14) tal que

I = Dom(¢)) € Dom(¥) = J, em que J é um intervalo de T com minimo em .

Considere w, < 0o, pois para w; = 0o ja temos ¥ maximal. Dessa forma, existe
s € J tal que I = [tg,s)r. Observe que, pela definicdo de 1 a partir de solugdes tinicas
do PVI (2.14), segue que ¥y, o, = 1. Observe, também, que como ¥ é solucao do
PVI (2.14), entdo o limite lim, ,,~ ¥(¢) = lim,_,,- 9(¢) existe e, portanto, tomando o PVI
y® = f(t,y,y7), y(s) = 1(s), temos que existe uma solugao unica local ¢ deste PVI definida
para algum intervalo compacto (e nao-unitario) [s, s + d}r. Tomando ¢ : [tg, s + o] — U
dada por ¢(t) = ¢(t) para todo t € I e p(t) = ¢(t) para todo t € [s,s + d]r, temos que
¢ € ¥ e, portanto, Dom(y) C Dom(%)), contradicao.

Portanto, nao existe s € J tal que I = [to, s)r, donde I = J e, portanto, ¥ = .
Logo, 1 é solugdo maximal em U do PVI (2.14).

IV) Unicidade da solu¢ao maximal

Assim, sejam ¢, ¢ : I — R" solugbes maximais de (2.14) no intervalo semi-aberto
maximal [ = [y, wy ). Para mostrarmos que estas fungdes coincidem, tomemos o conjunto
M ={t el:¢(t)+# o)} e suponhamos, por contradi¢do, que M # (. Observe que
M C [ty,00)r é limitado inferiormente e ndo-vazio, portanto tomemos t* = inf M. Dessa

forma, veja que
Vamos mostrar que t* ¢ M.

De fato, para todo t € [to, t*)r, como t* = inf M, entdao t ¢ M, donde ¢(t) = o(t).

Assim, se t* é denso a esquerda, temos

¢(1") = lim ¢(s) = lim o(s) = o(17)

s—t* s—t*

uma vez que t* € I e, ¢ e ¢ por serem solugoes de (2.14), sdo continuas. Se t* é discreto a
esquerda, entdo 7 = p(t*) é discreto a direita. Observe que 7 ¢ M, donde ¢(7) = ¢(7).

Como f é solivel na terceira variavel, entao a equagao
2= f(1, (1), 0(1) + () - 2) = f(.00(7), 0(7) + pu(7) - 2)

possui unica solucao z € R", com z = ¢*(t) = p=(?).
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Desse modo,

o(t") = (1) +p(r) - f(7,9(1), 6(0(7)))
= o)+ pu(r) - f(7,0(7), &(T) + p(7) - 2)
= (1) +p(r) 2
= (1) + (1) - f(1,0(7), 0(7) + pu(7) - 2)
= (1) + (1) - f(1,0(7), p(a(7)))
= p(t").

e, portanto, t* ¢ M.
IT) Logo ¢(t*) = ¢(t*). Para o PVI 2® = f(t,z,27), x(t*) = ¢(t*) = ¢(t*) sabemos

que existe uma solucao x local tnica ndo trivial no intervalo [t*,t* + d]r, para algum § > 0.
Logo, temos ¢(t) = x(t) = ¢(t) para todo t € [t*,t* + d]r, 0 que contradiz a minimalidade
de t*, ja que {t*} C [t*,t* + d]r.

Portanto M = (), donde ¢ = ¢.
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3 UM MODELO SIS AUTONOMO EM ESCALAS TEMPORAIS

Neste capitulo, desenvolvemos um novo modelo SIS auténomo inspirado em outro
modelo SIS presente na referéncia [4]. Escolhemos trabalhar com esta nova versao do
modelo SIS pois, modificando o modelo SIS ja existente [4], podemos justificar melhor a

interpretacao bioldgica de varios componentes deste modelo.

Um dos modelos mateméaticos mais importantes quando falamos em epidemiologia
¢ o modelo SIS, que através de equagoes diferenciais faz a modelagem da dindmica de uma
populacao que convive com uma doenca. Mais especificamente, o modelo consiste de um
PVI de primeira ordem que possui como solugdo uma fungao do tempo (S, 7) : T — R?
em que cada uma das suas componentes, S e I, representa uma subpopulagdo que compode

a populagao total.

Aqui, convencionamos S para nos referirmos a subpopula¢ao constituida pelos
individuos suscetiveis, ou seja, os individuos que estao livres da doencga e podem se tornar
doentes; e I para a subpopulacao constituida pelos individuos infectados, ou seja, os

individuos que estao doentes e podem transmitir a doenca.

Quando estamos interessados na modelagem de alguma doenca através de equagoes
diferenciais, precisamos compreender bem como se da a dindmica daquela doenga. Claro,
cada doenca epidemiologica possui um comportamento diferente, mas nem por isso preci-
samos de um modelo diferente para cada doenca, pois no geral observamos caracteristicas

que nos permitem agrupar varias doengas com um mesmo perfil em um mesmo modelo.

Isso significa que nao estamos modelando uma tnica doenca, mas sim um grupo de
doencas que possuem uma dindmica similar. Assim, para estabelecermos quando podemos
aplicar o modelo SIS a uma doenga, estabeleceremos algumas hipéteses que, se satisfeitas,

nos permitem usa-lo.

Em geral, neste modelo estamos interessados em uma doenca em que ninguém
adquire imunidade permanente. Além disso, esta doenga deve ser transmitida de humano
para humano, sem a ajuda de vetores como mosquitos, besouros ou outros animais, como
ocorre, por exemplo, com a dengue e a doenca de Chagas. Consideramos ainda algumas
outras hipéteses para este modelo, que serdo formalizadas mais a frente, mas podemos
adiantar que doencgas como a gripe, algumas doencas sexualmente transmissiveis como
a gonorreia, sifilis e clamidia, alguns tipos de herpes e alguns tipos de gastroenterite,
principalmente causadas por virus, conforme exemplificaremos em uma aplicacao ao final

deste capitulo, sao exemplos de doengas que se encaixam nesta modelagem.

Enquanto isso, surge a questao de porque fazer a modelagem a partir de equagoes
dindmicas em escalas temporais e nao na teoria classica de EDOs [12]. Existem vérios
ganhos transportando-se a modelagem de um PVI da teoria classica para um PVI em

escalas temporais, além da clara generalizacao.
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Cada doenca possui, comumente, um perfil sazonal diferente. Por vezes o ntimero
de infectados varia muito pouco no tempo, por vezes este nimero varia bruscamente. Essa
sazonalidade fica clara, por exemplo, quando pensamos na gripe que, na passagem do

verao para o inverno, o nimero de infectados aumenta consideravelmente.

Assim, é natural que na modelagem de uma doenga noés consideremos o perfil
sazonal daquela doenca, caso exista, para que escolhamos uma escala temporal adequada
ao tipo de variagdo que se espera nas solugoes do modelo. Veja, se o nimero de infectados
por alguma doenca varia muito em um curto periodo de tempo, é justo analisarmos
este periodo com acuracia, ou seja, escolhendo uma escala temporal em que possamos
acompanhar o nimero de infectados a cada curto periodo de tempo. Caso o nimero de
infectados permanecga aproximadamente constante em certo periodo, nao precisamos tratar
este intervalo de tempo com tanta atencao, ou seja, podemos tomar uma escala temporal
que o cubra com pontos mais esparsos, uma vez que entendemos bem o comportamento

da doenca neste periodo.

Logo, uma das vantagens do uso de equagoes dinamicas em modelos epidemioldgicos
estd na escolha de uma escala temporal que ‘otimize’ a nossa analise, isto é, escolhemos a
escala temporal que refletem os periodos de tempo essenciais para dinamica da doenca,
desconsiderando todo o resto que pouco agrega a analise do modelo. Com isso dizemos
que a modelagem feita, por exemplo, sobre R de fato pode retratar muito bem a dinamica
de uma doenca, mas uma escala temporal T C R pode igualmente fazer também uma boa
modelagem. E, ao desconsiderarmos periodos de tempo que consideramos in6cuos para a

dinamica, obtemos uma escala de tempo essencial a doenca.

De fato, pela teoria de escalas temporais ser relativamente recente, assim como a sua
aplicagdo a modelagem em biomatematica, ainda nao existe um método explicito que diga
como uma escala temporal deve ser tomada dada uma doenca. O que fazemos entao, em
grande parte, é nos basearmos na bibliografia médica sobre uma doenga, onde descobrimos
como a doenga em questao varia com o tempo. Em geral, as doengas epidemioldgicas
costumam ter um comportamento assintético, ou seja, quando o nimero de infectados se
estabiliza em certo valor ao passar do tempo como, por exemplo, nos casos de surto de
gastroenterite, ou estas doengas possuem um comportamento sazonal, ou seja, periddico,

como é o exemplo da gripe.

Além destas vantagens ao utilizarmos a modelagem em equacoes dindmicas, fica
claro que ao modelarmos usando a teoria de escalas temporais, nés podemos ter uma
grande reducao do custo computacional dedicado a resolugao numérica dos PVIs associados
a cada modelo epidemioldgico. Pois, ao discretizarmos uma escala temporal T que leva em

conta apenas os tempos essenciais a dinamica, evitamos o calculos desnecessarios.
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Dessa forma, trabalharemos neste capitulo com um modelo SIS em escalas temporais,
modelado a partir de um PVI nao-linear de equagoes dindmicas. Descreveremos quais
hipoteses uma doenca e a populacao que convive com ela devem satisfazer para que o modelo
se aplique nesta populacao. Depois, descreveremos o modelo salientando as motivagoes e
as interpretacoes de seus componentes para, entao, estabelecermos os principais resultados

sobre o mesmo.

Abordaremos um modelo SIS formado por equagdes dindmicas auténomas [4], que
servira de base sobre a qual no proximo capitulo consideraremos uma versao mais geral

deste modelo, agora na sua versao nao-autonoma.

3.1 HIPOTESES DO MODELO SIS

Ao modelarmos a dindmica de uma doenca a partir do modelo SIS, assumimos que
esta doenca satisfaga algumas hipdteses, de modo que o PVI do modelo reflita todas as

principais relagoes entre suscetiveis e infectados.

H;) A populagao total é fechada e constante, ou seja, estamos interessados em uma
populacao que permanece constante ao longo do tempo e que esta isolada, isto é,

sem fluxos imigratorios ou emigratorios.

H,) Todos os individuos nascem suscetiveis. Isso significa que mulheres gravidas,
mesmo que estejam infectadas, ndo transmitem a doenga para os seus filhos durante

a gestacao, ou seja, nao ha transmissao vertical do virus.

H;) Os individuos suscetiveis e infectados estdo homogeneamente distribuidos entre
a populacdo. Dessa forma, a probabilidade de encontro entre um individuo suscetivel

e um infectado pode ser descrita pela formula de probabilidade de eventos aleatérios.

H,) Um individuo suscetivel pode tornar-se infectado apenas se, ao encontrar com
outro individuo no instante de tempo ¢t € T, este mesmo estara infectado no préximo
instante o(t) € T. Ou seja, para alguém suscetivel poder se infectar, ha duas formas:
ou pelo encontro com alguém que esta infectado e permanece infectado no préximo
instante de tempo, ou pelo encontro com alguém que é considerado suscetivel mas

torna-se infectado no préximo instante.

H;) Os individuos infectados ou se recuperam, tornando-se novamente suscetiveis,

ou morrem de causas naturais.

Hg) A taxa de mortalidade em decorréncia exclusiva da doenga é nula. Logo,
toda morte que acontece nessa populacao nao é causada diretamente pela doenga,

ocorrendo igualmente entre suscetiveis e infectados.



o4

H7) Um individuo suscetivel que se infectou num instante de tempo t € T torna-se

infectado no préximo instante de tempo o(t) € T.

Hg) Um individuo infectado que se recuperou da doenga no instante de tempo ¢t € T

torna-se suscetivel no préximo instante de tempor o(t) € T.

Na hipotese Hy, dizemos que a doencga é transmitida tanto entre individuos que estao
infectados e permanecerao assim por um tempo, quanto por individuos falsos suscetiveis,

isto é, individuos assintomaticos capazes de transmitir o patdgeno responsavel pela doenca.

Podemos exemplificar esta primeira rota de transmissao da hipétese Hy pensando
novamente na gripe. Nos ultimos dias da doenca, alguém infectado ja desenvolveu os
anticorpos necessarios para combater a gripe. Assim, por mais que o patdgeno ainda
persista no corpo do individuo infectado, o seu sistema imunolégico ja o refreou. Logo,
este individuo, por apresentar sintomas e ainda possuir o virus no seu organismo, ainda, é
tecnicamente infectado, todavia, pelo controle do seu sistema imunoldgico que esta prestes
a extinguir o virus, faz com que ele nao possa mais infectar alguém suscetivel. Portanto,

este é um infectado que nao é capaz de transmitir a doenca.

Veja que, se um individuo suscetivel encontra com este infectado neste instante,
entao no proximo instante de tempo o individuo suscetivel permanece suscetivel, pois nao
houve transmissao, e o individuo infectado também torna-se suscetivel, pois seu sistema

imunolégico terminou de combater o virus.

Assim, para que ocorra a transmissao da doenga, pedimos que o individuo ‘trans-
missor’ permaneca infectado no préximo instante de tempo, pois dessa forma garantimos
que o contato ocorreu entre um individuo que ainda nao havia combatido completamente

a doenca e um suscetivel, donde poderia haver transmissao.

A segunda rota de transmissao da hipdtese Hy também pode ser exemplificada
com a gripe. De fato, um individuo suscetivel que acabou de entrar em contato com
alguém gripado ainda é, tecnicamente, um individuo suscetivel, por mais que o patogeno
responsavel pela gripe esteja agora presente no seu organismo. Claramente este individuo,
pela baixa quantidade de patégeno em seu corpo, é inicialmente assintomatico, mas nao
necessariamente incapaz de transmitir a doenca. Por exemplo, se ele adquiriu este patogeno
ap6s entrar em contato com algum fluido corporal contaminado de alguém gripado, este
mesmo fluido pode ser repassado por esta pessoa recém infectada a alguém suscetivel.
Naturalmente, no préximo instante de tempo desta dinamica, o individuo recém infectado
agora ja possui uma maior quantidade de patégenos em seu organismo e passa a apresentar

sintomas.

Note que nao ha conflito entre as hipdteses Hy e H; uma vez que o individuo falso

suscetivel, isto €, recentemente infectado, é suscetivel no instante ¢ € T quando ocorre a
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transmissao e torna-se infectado no préximo instante o(t) € T. Haveria problema caso, a

partir da transmissao, este individuo nao desenvolve a doenca.

Ao trabalharmos com a escala T = R a hipdtese Hy se simplifica ao dizer que um
individuo suscetivel se tornara infectado apenas ao encontrar com um individuo infectado.
Neste caso, como todo ponto de R é denso a direita, um individuo infectado é sempre
capaz de transmitir a doenga. Claro, quando consideramos uma escala como R, ndo existe
maneira facil de determinar a partir de quando ao final de uma doenca alguém deixa de

ser infectado.

Diferente de uma escala temporal formado por pontos isolados onde em t € T um
individuo é considerado doente e no préximo instante o(t) € T ele é considerado suscetivel,
em R nao temos como fazer essa divisao qualitativa binaria sem que para algum instante de
tempo alguém seja considerado ao mesmo tempo suscetivel e infectado. Assim, evitamos
problemas na modelagem ao supormos que nestes instantes de tempo densos a direita, a

infeccdo possa ocorrer caso haja o encontro entre suscetivel e infectado.

3.2 A MODELAGEM EM ESCALAS TEMPORAIS

Ao modelarmos uma doenga que se enquadra nas hipoteses do modelo SIS, estamos
sobretudo interessados na andlise qualitativa das suas solugoes. Isto significa que queremos

interpretar, a partir das solu¢des do modelo, como a doenca evolui na populagao total.

Por exemplo, esperamos que as doengas que possuam altas taxas de infeccao em
relacao as suas taxas de recuperagao tendam a se manter presentes na populacao. De fato,
no geral estamos dizendo que a cada instante de tempo existem mais pessoas se tornando
infectadas do que se recuperando da doenca. Logo, esperamos que o numero de infectados
cresca ou, seria melhor dizer, nao decresga ao longo do tempo. Entretanto, apesar da
prosperidade da doenca, mesmo se o nimero de infectados atingir o nimero total da
populacdo, com o nascimento de novos individuos suscetiveis chegariamos a um estado de

coexisténcia entre infectados e suscetiveis, mantendo o ciclo da doenca indefinidamente.

Por outro lado, para as doencas que possuem baixas taxas de infec¢ao em relacao as
taxas de recuperagao, esperamos que com o passar do tempo a subpopulagao de infectados
se extingua, uma vez que a cada instante existem em média mais pessoas tornando-se

suscetiveis do que infectadas.

Fica evidente entao que a analise sobre o comportamento geral das solugoes do
modelo esta intimamente ligado com a quantidade de infectados que persistem na populagao
total. Dessa forma, precisamos saber o que acontece com I(t), em que I(t) é o niimero
total de infectados no instante de tempo ¢ € T, quando t tende & infinito, isto é, queremos

saber se a doenca persiste ou se extingue quando o tempo passa indefinidamente.
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Para que faga sentido esta andlise, precisamos escolher uma escala temporal (sobre a
qual estamos considerando o modelo SIS) seja ilimitada superiormente. Assim, assumimos
como hipdtese adicional que sup T = oco. Note que neste caso temos T = T*. Ainda, como
T é interpretado como a escala de tempo do modelo e precisamos de um tempo inicial
to € R para formularmos o PVI do modelo, assumimos que inf T = ¢,. Portanto, estamos
interessados apenas na dindmica que acontece para os instantes de tempo ¢t € T = [ty, 00)r
apos o inicio da dinamica.

Agora que discutimos as hipdteses do modelo e estabelecemos as principais ideias
acerca da modelagem em escalas temporais, precisamos determinar a equacao dinamica de
primeira ordem que compoe o PVI do modelo. Para isso, precisamos considerar todas as

principais relagoes que regem as variagoes nas populagoes de suscetiveis e infectados.

Dessa forma, como a nossa populacao total, que denotaremos por N, é subdivida
apenas entre suscetiveis e infectados, precisamos de duas equagoes: uma que descreva a
variacao no tempo da quantidade de suscetiveis, dada pela funcdo S® : T — R, e outra que
descreva a variacao no tempo da quantidade de infectados, dada pela funcao I* : T — R.
Veja que devemos ter N(t) = S(t) + I(t) para todo t € 1.

Baseados, entao, no modelo SIS [4], propomos o seguinte PVI

SI°
A [ T7 [0' K
S ﬂSU+[U aS+ 017 +a
SI° (3.1)
I8 =B —al —5I°
/BSJ_’_IO' a
S()>O, Iy >0

em que [ e ¢ sao, respectivamente, as taxas de transmissao e recuperacao da doencga, a é
a taxa de mortalidade natural da populacao e aK representa a natalidade da populagao,
com K = Sy + I.

A diferenca entre o PVI (3.1) e o PVI do modelo SIS da referéncia [4] estd na fracao
que surge nos termos SSI7/(S% +17) e —5S1°/(S7 + 17). Mais adiante, detalhamos o
significado deste termo com fracao para o modelo, assim como explicamos como este termo

remonta as hipdteses que assumimos previamente.

Observe que pela hipétese Hs temos que as mortes que ocorrem nesta populacao
sao por causas naturais, isto é, ndo sao em decorréncia especifica da doenca. Dessa forma,
a cada instante de tempo devemos contabilizar um decréscimo (se existir), correspondente
aos individuos que morreram naquele instante, sobre S e I. Naturalmente, quanto maior
a populacao, maior serd o nimero de mortos por unidade de tempo. Portanto, a variacao
da populacdo N* deve ser proporcional a ‘saida’ da quantidade de mortos, ‘saida’ que

podemos supor ser proporcional ao niimero total de individuos na populacao.
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Assim, os termos —al na segunda equacao e —aS na primeira equacao, estao
contabilizando o nimero de individuos infectados e suscetiveis, respectivamente, que estao
saindo das suas respectivas categorias por conta da mortalidade natural. Observe que a

taxa de mortalidade natural recebe como unidade 7~!, onde 7" é a unidade de tempo de T.

Ainda, esperamos que quanto menor a expectativa de vida desta populagdao, maior
sera o numero de mortos por unidade de tempo. Analogamente, quanto maior a expectativa
de vida, menor devera ser a quantidade de mortos por unidade de tempo. Isso nos induz
a pensar que a taxa de mortalidade é inversamente proporcional a expectativa de vida.
Logo, interpretamos a taxa de mortalidade a como a = 1/T,,, em que T,, é o tempo médio

que um individuo leva para morrer.

Pela hipotese Hs temos que, com a recuperacao dos infectados, o ntimero de
recuperados 017 deve decrescer da populacao de infectados e somar na populagao de
suscetiveis. Ainda, note que 0I7(t) é o niimero de infectados que se recuperaram no
instante de tempo t € T, e que este niimero é proporcional a quantidade total de infectados.
E, quanto mais infectados, maior deve ser o niimero de infectados recuperados por unidade

de tempo.

Note que 6, a taxa de recuperacao, recebe como unidade 7!, em que T é a unidade
de tempo de T, e de forma semelhante a interpretacdo que damos a taxa a, temos que
d =1/T,, em que T, é o tempo médio que um individuo infectado leva para se recuperar
da doenga. Desse modo, quanto maior o tempo que uma populacao leva para se recuperar,
menor serda o niumero de recuperados por unidade de tempo. Analogamente, quanto menor

o tempo de infeccdo, maior devera ser o numero de recuperados por unidade de tempo.

Da hipétese Hs temos que, como a populagao esta homogeneamente distribuida
entre suscetiveis e infectados, a probabilidade P de um individuo suscetivel encontrar um
infectado é dada por P = I /N. Assim, o nimero de individuos suscetiveis que encontraram
um infectado é dado por S - I/N. Observe que pela hipdtese Hy o ntimero S(t) - I(t)/N(t)
nao representa o nimero de suscetiveis que se infectaram, pois nao garantimos que este
encontro ocorreu com um infectado que permaneceu infectado no préximo instante de
tempo o (t).

Para corrigirmos este problema, no lugar de considerarmos a probabilidade P,
consideraremos P? = [7/N°. Veja, a probabilidade de um individuo suscetivel no tempo ¢

de encontrar alguém que estara infectado no tempo o(t) é dado por

S—1 17 1 I°

P=Nya vt v_1 v_1

em que P, = (S —1)/(N —1) e P, = I/(N — 1) representam, respectivamente, as
probabilidades de, escolhido um individuo suscetivel no tempo t € T, escolhermos outro

individuo que seja suscetivel ou infectado neste mesmo instante; e P3 = I7/(N? — 1)
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representa a probabilidade de escolhermos um individuo no tempo o(t) que seja infectado.

Observe que P ~ P° quando N, a populacio total, é grande o suficiente. Deste
modo, podemos interpretar P? como a probabilidade de um individuo suscetivel encontrar-

se no tempo t com outro individuo que se tornard infectado no préximo instante o(t).

Pela hipotese Hy, isto é o mesmo que dizer que P? é a probabilidade de que ocorra
a transmissao da doenga e, portanto, S(t) - I7(t)/N?(t) representa o nimero de suscetiveis

que expuseram-se ao contagio pela doenca no instante ¢t € T.

Ainda, como pela hipdétese H; a populacao total permanece constante, entao
devemos ter N(t) = N(o(t)) para todo t € T. O ntimero de novos individuos infectados
criados no tempo t deve ser proporcional ao niimero de suscetiveis que tiveram contagio
com individuos que estardo, no préximo instante, infectados. Além disso, o nimero
de novos individuos infectados criados no tempo t também deve ser proporcional a
taxa de transmissao da doenca, pois, quanto maior a taxa de transmissao, maior é o
potencial da doenca em se espalhar pela populagao. Assim, como a populagdo permanece
constante no tempo, a probabilidade P? se reduz a forma P° = S - I?/N,, em que
Ny = Sy + Iy, e a quantidade de individuos infectados criados no tempo ¢t fica dado por
BP? = pS(t) - I(o(t))/No.

Observe que a taxa de infeccdo S também recebe como unidade 77!, em que T'
¢ a unidade de tempo da escala temporal e, de forma semelhante aos outros parametros
descritos anteriormente, interpretamos 5 como 5 = 1/Tp, em que T3 é o tempo médio que

um individuo suscetivel leva para se tornar infectado.

Note que estamos considerando, até entdao, apenas a mortalidade natural da
populacdo. Para que a populagao total permaneca constante no tempo conforme a
hip6tese Hy, devemos ao somar a primeira equagdo com a segunda equagao de (3.1) obter
N&(t) = S%(t)+ I*(t) = 0 para todo t € T. Dessa forma, precisamos considerar uma taxa
de natalidade nessa populacgdo afim de que o niimero de nascimentos seja igual ao niimero
de mortes. Como pela hipotese Hy temos que todos os individuos nascem suscetiveis,

consideramos o termo a /K na primeira equacao como a taxa de natalidade dessa populagao.

No diagrama a seguir representamos todos os fluxos de individuos infectados e

suscetiveis considerados neste modelo.

Consideramos para o PVI (3.1) que > 0 e §,a > 0. Essas consideragoes significam
que vamos tratar de uma doenca em que ha de fato contaminacao e recuperagao na
populacao, uma vez que 3 > 0. De fato, caso § = 0, entao estamos dizendo que a doenca
nao ¢é transmissivel, o que ¢é ilégico para qualquer doenca epidemiolédgica, ja que a sua

permanéncia numa populagdo depende da existéncia de contagio entre as pessoas.

Por outro lado, a taxa de recuperagao 0 nao precisa ser necessariamente maior

que zero, uma vez que podemos considerar uma doenga insanavel. Ainda, as taxas de
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Figura 2 — Diagrama do Modelo SIS. As setas representam o sentido do fluxo de individuos
entrando ou saindo das subpopulagoes de suscetiveis ou infectados.

natalidade e mortalidade sdo tomadas de forma que a populagao total seja constante,
independente se ocorrem novos nascimentos por periodo de tempo, donde a > 0, ou nao

ocorrem, donde a = 0.

Uma vez que definimos as hipoteses bésicas para o modelo e para os seus pardme-
tros (3,9, a e discutimos as especificidades da modelagem em escalas temporais, estamos
preparados para procurar solugoes unicas para o PVI (3.1) e interpreté-las. Claro, antes

de procurarmos estas solugoes, precisamos garantir que elas existem.

Assim, como trataremos no préximo capitulo sobre um modelo SIS nao-auténomo
que generaliza o PVI descrito em (3.1), deixaremos as demonstragoes que garantem
unicidade das solugoes deste modelo para um segundo momento. Agora nos concentraremos
na analise das solugoes de (3.1) a partir do indice de reprodutibilidade basal da doenga
modelada. Esta andlise é apenas possivel uma vez que as equagoes dinamicas que compoe

(3.1) sao autonomas e as suas solugoes possuem um perfil assintotico.

De fato, para a versao nao-autonoma deste modelo nao conseguimos fazer este
mesmo tipo de andlise uma vez que, ao generalizarmos as equagoes dinamicas em (3.1),
podemos obter uma gama maior de comportamento das solugdes para além do assintético.
Além disso, ao trabalharmos com este caso mais especifico e ja explorado na literatura

biomatematica em escalas temporais [4], obtemos resultados igualmente interessantes.

3.3 OS PRINCIPAIS RESULTADOS

A seguir, trataremos de alguns resultados que nos permitem encontrar a solucao

unica do PVI (3.1). Comegaremos tratando de um caso especifico quando Iy = 0 e
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So > 0. Note que esta condigao inicial esté fora das condigbes que propusemos para (3.1),
entretanto a sua analise tem alguma relevancia biologica para justificar a boa adequacao

das equagoes dindmicas escolhidas no PVI (3.1).

Teorema 3.3.1. O PVI dado pelas equagoes dinamicas de (3.1) e a mova condi¢io inicial
So >0, Iy = 0 possui solugao dada por S(t) =Sy e I(t) =0 para todo t € T.

Demonstracio. A demonstragao deste resultado sera deixada para o Capitulo 4. ]

Como esperado, quando I, = 0 nao existem doentes espalhados na populacao,
portanto a doenca nao pode mais ser transmitida, uma vez que ela se mantém através do

contagio. No Teorema 3.3.2, tratamos da solugao unica do PVI (3.1).

Teorema 3.3.2. Se —a,0 — € R ea+0— [ #0, entao o PVI (3.1) possui solugdo
unica dada para todo t € T por

Ct[o
e-go(-a)(t, to) (a+ Io) — Io

I(t) =

S(t) = So+ Io — I(t).

em que o := No(a + 0 — 3)/B. Ainda, I(t) > 0 para todo t € T.

Demonstragio. De fato, segue do Teorema 4.1.1 do Capitulo 4 que o PVI (3.1) possui
solucao (S, 1) tnica, definida para todo t € T e estritamente positiva em todo o seu
dominio. Note que o Teorema 4.1.1 pede apenas que —a,d — 3 € R' e que K seja
nao-decrescente, hipdteses aqui satisfeitas. Usaremos a existéncia e unicidade desta solucao

para verificarmos que (3.2) ¢ de fato tnica solugdo de (3.1).

Veja, somando as equacoes de (3.1) e resolvendo o PVI linear para N = S + I dado

por

NA(t) = a(K — N(1))

N(to) = So+ 1y

como —a € Rt ¢ K € C4(T), segue do Teorema 2.1.13 que
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N(t) = (So+Io)e_alt,to) + / e_a(t,o(s))aK As

— (So+ Io)e_alt,to) + aKe_a(t, to) / Coea(0(5), to) As

to

t
a
= (SO + IO)e—a(t>t0) + aKe_a(t,to)t/eg(a)(“;?to) (1 + M(S)l_,u(s>a> AS
L a
= (Sp+ Ip)e_q(t, to) +Ke_a(t,t0)/e@(a)(s,t0)1_mz As

to
t

= (So+ Io)e_alt,to) + Ke_alt, to) / Co(—a) (5, t0) - (&(—a)) As
to

t

= (So+ In)e—a(t, to) + Ke_o(t, to)es(—a)(s, o)

to
= (So+ In)e—a(t, to) + Ke_q(t, to)(es(-a)(t, to) — es(—a)(to, o))

= (So+ lo)e—a(t, to) + K — Keg(—a)(t, o)
= So+ 1o

para todo t € T, donde N é constante e, portanto, S(t) = Ny — I(t) para todo t € T.
Seja também wu : T — R definida por u(t) = 1/1(t) para todo t € T. Veja que u

estd bem definida uma vez que I(t) # 0 para todo ¢t € T e que u é diferenciavel.

Tome Ny = Sy + Iy. Derivando u e substituindo I* pela segunda equagao de (3.1)
e S(t) = Ny — I(t), obtemos

A
= I.;’
_ _1.110 (5(%—1)]1;;—@1—510)
_ _1.1]0 (510 - 2601.1” —al - 51")
= allaJr((S—ﬁ)[Jr]\éO
= au"—l—(é—ﬁ)u—l—]eo

em que utilizando a identidade u” = u + pu®, temos

W) = (atd— But ]ﬁ T ap(tyul (1)
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donde, como —a € R, temos que u satisfaz o seguinte PVI linear

o GFO=B 3
L—p(t)a No(l—p(t)a)

(3.3)
Tomando p : T — R dado por p(t) = (a+6 — )/(1 — p(t)a) para todo t € T, segue
que p(t) = (6 — B) © (—a)(t). Ainda, como —a,d — 3 € R, segue que p € R*.

Assim, como p € R" e §/(No(1 — pa)) € Cua(T), entdo u é dado unicamente para
cada t € T por

ult) = ;Oep(t,to)—l— / ep(t, 0(5)) " As (3.4)

%) le Le t€ oS T aa2F
=1 »(t,t0) + ([@+0—B)N, p(t7t0)/ (o, o( ))1_M(8)CLA

1 s
= Toep(t, to) + mep(t, to)to/ep(to, o(s))p(s)As
— [10€p(t,to) + (a—i-(sbiﬁ)]\foep(t’ to) (ep(to,to) _ Bp(to,t))

_ B 154
= altt) <10+ N0<a+5—6)> " Nola+0—7)

em que (a) é verdadeiro uma vez que a + 0 — 3 # 0.

Substituindo I = 1/u, obtemos

) = i 5 g
e(t to) (10 + No(a+5—ﬁ)> " Nola+0—7)
— IO
B B B
ep(t, to) (1 + IO_ZVO(CL—|—5—5)> — [Om

Oé][)
ep(t, to) (Oé + I()) — ]0

para todo t € T, em que o = Ny(a+ 6 — 3)/P.
Portanto, (3.2) é solugao tunica de (3.1). O
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Pelo resultado obtido em (3.2) podemos perceber pela presenga da exponencial da
escala e_,(-,t9) que o nimero de infectados nesta populagao varia de forma assintética.
Mais adiante, verificaremos este comportamento analisando o nimero de reprodutibilidade

basal desta doenca.

No préximo capitulo discutiremos qual interpretagdo podemos extrair das hipoteses
sobre —a e 6 — [ serem regressivamente positivas. Vale aqui comentar que estas hipdteses
implicam em uma boa definicdo do modelo. A grosso modo, elas garantem que a informagao
da dindmica desta doenca que acontece nos intervalos de tempo que ‘desconsideramos’,
ou seja, nos intervalos de tempo (7,0(7)) com 7 € T discreto a direita, ndo atrapalham a
dindmica a partir de o(7).

Desse modo, é reforcada a ideia de que podemos fazer a modelagem de uma doenca
em uma escala temporal com pontos discretos a direita, sem perdermos o comportamento
essencial da doenca. Esta ¢é a principal preocupacao que surge ao desconsiderarmos os
intervalos (7,0(7)), onde a dindmica da doenga continua a acontecer no mundo real mas

nao nas equagoes dinamicas.

Todavia, a modelagem ¢é possivel desde que os pontos discretos a direita escolhidos
sejam tomados cuidadosamente, de modo que nos intervalos ‘perdidos’ (7,0(7)) nao
aconteca nada impactante para o resto da dinamica. Neste modelo, dizer que os pontos
discretos a direita foram cuidadosamente escolhidos significa dizer, através do Teorema

3.3.2, que foram tomados de forma que —a,d — € R™".

J& a hipotese de que a + § — [ # 0 esta relacionada diretamente com a obtencao
do nimero de reprodutibilidade basal desta doenca. No Teorema 3.5, cobriremos o caso
quando a + 6 — 5 = 0.

Teorema 3.3.3. Se —a,0 — 5 € RT ea+ 0 — [ =0, entao (3.1) possui solu¢io inica
dada para todo t € T por

aly

I(t) =

]0 t a
a+ / As
So+ 1o Jto 1 — pu(s)a (3.5)

S(t) =S+ 1y — I(t).
em que & = a/f. Ainda, I(t) > 0 para todo t € T.

Demonstracio. Na notagao do Teorema 3.3.2, considere novamente v : T — R dada

unicamente pela equagao (3.4) por

t

u@:%%@m+/%@ﬂw

to

B

No(l— a(s)a) "
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em que p(t) = (a+ 0 — 5)/(1 — p(t)a) = 0 para todo ¢t € T. Logo,

6 /t a 1 /8 ¢ a
u(t) uoeo(t, o) + a.Ny eo( ’0(3))1 _ 5 Iy * a.No Jio 1 — p(s)a ’

para todo t € T, donde I = 1/u > 0 fica dado por

al
I(t) = T tO a ’
A A
a+So+[0/t01—/L(S)a °

]

Com estes resultados, mostramos que para toda condigao inicial (S, In) € RT x R™,

a solugdo referente ao PVI (3.1) permanece no conjunto R x R*.

Munidos da solugao explicita de (3.1), podemos nos perguntar qual comportamento
ao longo do tempo sua solucao tera. No préximo resultado, estudamos os pontos de
equilibrio de (3.1) em func¢ao do seu ndmero de reprodutibilidade basal, comumente

denotado por Rj.

O Numero de Reprodutibilidade Basal Ry

O nimero de reprodutibilidade basal é definido como a média do nimero de novos
infectados gerados por um tnico individuo infectado em uma populacao completamente
suscetivel (a excegao deste unico individuo infectado), isto é, Ry é nada mais do que a
média de casos secundérios de infecgdo causados por um tnico agente. Assim, esse niimero
nos mostra o potencial infeccioso da doenca ao quantificarmos quantos novos doentes um

unico doente pode gerar.

O interessante em se analisar o comportamento das solugoes de um modelo epide-
mioldgico a partir do Ry é que, de antemao, este nimero condensa o comportamento do
numero de infectados pelo tempo. Isso acontece pois, para uma doenga com Ry menor do
que 1, podemos dizer a partir da definicao do Ry que em média cada infectado transmitira a
doenga para menos de uma pessoa suscetivel. Ou seja, podemos dizer que alguns infectados
podem transmitir a doencga para mais de uma pessoa suscetivel, mas no geral a maioria
dos infectados nao passara a doenga adiante. Isso nos mostra que o nimero de novos
infectados deve ser decrescente no tempo, pois para cada instante de tempo o niimero de
novos infectados devera ser menor que o numero de infectados do instante anterior. Assim,

para Ry < 1, espera-se que a doenga nao seja prospera na populagao.

Por outro lado, se Ry > 1, podemos dizer que em média cada infectado transmite

a doenga para mais de uma pessoa suscetivel. Logo, o nimero de novos infectados deve
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aumentar a cada instante de tempo quando comparado com o nimero de infectados num
instante anterior. Isso mostra que a doencga se espalha de forma eficiente e, dependendo

da velocidade com que as transmissoes acontecem, existe o risco de uma epidemia.

Nos modelos epidemiolégicos dentro da teoria classica de andlise existe uma vasta
bibliografia sobre o nimero de reprodutibilidade basal de cada modelo classico como o SI,
SIS ou SIR [13]. Mesmo para modelos novos, existe uma forma analitica de se determinar
quem ¢ seu Ry. Todavia, para os modelos epidemioldgicos em escalas temporais ainda nao
existe tal recurso. Assim, estaremos preocupados aqui em encontrar um ntmero Ry que
satisfaga o que discutimos nos paragrafos anteriores, este nimero, cuja interpretacao no

modelo é equivalente a de Ry, sera denotado por F.

Na Definic¢ao 3.3.4, descrevemos uma definicao que serd utilizada no Teorema 3.3.5.

Definigao 3.3.4. Seja uma equagao dinamica de primeira ordem da forma z* = f(x,x%),
em que f:U XU — R" com U C R". Dizemos que x* € U é um ponto de equilibrio

desta equagdo dinamica quando f(z*,z*) = 0.

Observe que a no¢ao de ponto de equilibrio para as equagoes dindmicas estd bem

definido apenas para as equagoes dindmicas autonomas.

Teorema 3.3.5. Seja T uma escala temporal de granulagao limitada, —a,d — € R e

a+ 06— #0. Tomando Py =1 — a/Ny, com a dado como no Teorema 3.3.2, temos

(i) Se Py < 1, entdao x1 = (Sy,0) € assintoticamente estdvel para todas as solugoes
de (3.1) com condigao inicial (Sy, Iy) € RT x RT.

a;(sa(so-Ffo)B_g_é

estavel para todas as solugoes de (3.1) com condigao inicial (So, Iy) € RT x RT.

(i) Se Py > 1, entdo x5 = ((So + 1y) ) € assintoticamente

em que x1 € Ty $G0 0 Unicos pontos de equilibrio de (3.1) obtidos resolvendo-se o sistema

homogéneo associado d (3.1).

Demonstracao. Para simplificarmos a notacao, considere Ny = Iy + Sy. Primeiro vejamos
que 1 = (Sy, ly) e zo2 = (No(a + 0)/8, No(5 —a — 0)/) sdo pontos de equilibrio de (3.1).

Com efeito, substituindo ;1 no PVI do modelo SIS, obtemos

55 = —p 50-0 — 4.8y +6.0+aK =0
No
7% :580'0 —a.0-60=0

No
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em que —a.Sy + aK = —a.Sy + a(Sy + 0) = 0. Portanto, x; é ponto de equilibrio de (3.1).
Substituindo xs = (No(a + 0)/8, No(8 —a — 9)/5) = (S*, I*), obtemos

SAz—ﬁS*I*—aS*+(5I*+aK:0

No

5 B
N < * x| ook —
I —NOS] al ol I <NOS a—90 0

donde, pela segunda equagao, como Iy > 0, entdo I* # 0, e, portanto, S* = Ny(a + ) /.
Substituindo S* na primeira equagao, ou igualando S* + I* = Ny, obtemos I* = Ny(f —
a —d)/f. Portanto, xo é ponto de equilibrio de (3.1).

(i) Seja Py < 1. Vamos mostrar que p : T — R dado por p(t) = (a+ 0 — 5)/(1 —
p(t)a) < 0 para todo t € T. Com efeito, como a+d — 5 #0e —a,0 — f € RT, entdo
segue pelo Teorema 3.3.2 que [ : T — R ¢é dado para todo t € T por

Oé]()

I(t) =
) e-p)o(-a)(t to)(a + Io) — Io

em que o = No(a+ 0 — 5)/5.
Como Py =1—a/Nye Py <1, entdo oo/ Ny > 0, e como Ny = Sy + Iy > 0, segue

que a > 0. Pelo Lema 2.1.17, segue que para todo t € T vale a desigualdade

ta+0—p
— T PAs < eppmoralt,to) = et to).
T e S cometalti) = 6t i)

Como a > 0 e u(s) > 0 para todo s € T, segue que 1 > 1 — p(s)a para todo s € T.
Logo, como —a € R*, donde 1 — pu(s)a > 0 para todo s € T, segue que 1/(1 — p(s)a) > 1
para todo s € T. Assim,

OO T PN S (a5 ) [(1As =14 (at b B)(t to)

t,tg) > 1
epltsto) 2 +t01—u(s)a to

para todo t € T.

Portanto, como a +§ — = af/Ny > 0, segue que lim;_, €,(t,ty) = +o00. Logo,

Ozl[)
Iim I(¢t) = 1
i) = et o) = &

= 0.

Como S(t) + I(t) = Sp+ Iy para todo t € T, entdo lim; o, S(t) = Sp+ Iy. Observe
que, caso Iy = 0, ainda temos lim;_,, I(t) = 0 e limy_,o, S(t) = Sy + Ip. Entao para toda

condicdo inicial (Sp, In) € RT x R§ temos que (S, I)(t) converge para ;.
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(ii) Seja Py > 1. Como Py = 1 — a/Np, com Ny > 0, segue que a < 0. Como
a= No(a+3d—)/8, com B >0, segue que a+ 3 — < 0 e p(s) < 0 para todo s € T.

Pelo Lema 2.1.17, para todo t € T vale a desigualdade

ta+d—p
ep(tito) = e@-po(-a)(l,to) < exp </to 1—,u(5)aA8>'

Como T é uma escala de granulacdo limitada, tome |[|pt]|cc = sup,er p(t), donde

1(s) < ||p]|eo para todo s € T. Dai, temos 1 — ||p]|ooa < 1 — p(s)a para todo s € T.

Ainda, por hipdtese temos que 1 —||pt]|co@ > 0, donde 1/(1—p(s)a) < 1/(1—||p]|c0ca)
para todo s € T e, portanto,

t o — ¢
6p(t7t0) S P </t0 WAS> S P <<a " 6 N ﬁ) /tO ]'_HlllLHaAS)
a+d6—p
exp (- m (t — to))

para todo t € T. Portanto, lim;_, €,(,%y) = 0. Lembre-se que e,(-,ty) > 0.

Assim, concluimos

Oé]o
lim I(t) = 1
A ) = i e+ 1) = Io
_ o
= -7
b—a—9§
= (So+ IO)T
e ainda, lim; o, S(t) = Nog — No(8 —a —0)/8 = No(a + §)/5. Logo para toda condigao
inicial (Sy, Iy) € Ry x R temos que (S, I)(t) converge para xs. O

Observe que a hipdtese sobre a + 9 — f # 0 garante que existe outro ponto
de equilibrio além do trivial x;, que representa a populacao livre da doenca. Quando
adicionamos esta hipdtese, abrimos a possibilidade de que a doencga persista nessa populacao,

tendo convergéncia para um ponto fixo com infectados e suscetiveis coexistindo.

Claro, para que esta coexisténcia exista, a doenga deve ter uma taxa de transmissao
maior do que a soma das taxas de recuperagao e mortalidade natural da populagao, caso
contrario ou mais pessoas se recuperariam da doenca do que seriam infectadas, donde a
doencga se erradicaria naturalmente, ou mais pessoas morreriam do que seriam infectadas,

donde a doenca também se erradicaria naturalmente.

No Teorema 3.3.6, mostraremos que para o caso a + 0 = [3, existe apenas um unico

ponto fixo que é assintoticamente estavel.
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Teorema 3.3.6. Sejam —a,0—03 € RT ea+d—F = 0. Entdo x1 = (Sp,0), unico ponto de

equilibrio de (3.1), € assintoticamente estdvel para toda condi¢ao inicial (Sy, Iy) € RT x RT.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.3.5 verificamos que de fato x; é tinico ponto de equilibrio

de (3.1). Pelo Teorema 3.3.3 temos que para todo t € T vale que
aly

I(t) = T - o :
A A
a+50+]0/t01—,u(3)a °

em que & = a/f3.

Assim, como 0 < 1 — pu(s)a < 1 para todo s € T, entdao 1/(1 — u(s)a) > 1 para
todo s € T. Dessa forma,

t a t
—As > 1As = t—1
/to 1 —pu(s)a =0 to ° al 0)

donde lim;_,« [{, a/(1 — p(s)a)As = +oo.

Portanto,
o7l
lim I(t) = Rl
t—o00 &4 [0 / a As
So+ 1o Jio 1 — p(s)a
= 0.

Como S(t) + I(t) = Sy + Iy para todo t € T, segue que lim;_,o, S(t) = Sy + Ip.
Portanto (.S, I)(t) converge para o ponto de equilibrio ;. O

Em geral, quando estamos analisando o comportamento a longo prazo de uma
doenca através do seu indice de reprodutibilidade basal, nao conseguimos determinar o
que acontecera com a populacdo modelada quando Ry = 1. Isso pois, se em média cada
pessoa infectada consegue infectar apenas outra pessoa, qualquer flutuagao nesta média,
para cima ou para baixo, mudaria completamente a interpretacao do que acontece com

esta dindmica ao longo do tempo.

Aqui, quando olhamos para a hipdétese a + § = 3, nada mais do que estamos
analisando este caso patologico. Neste modelo, se a taxa de transmissao é tao eficiente
quanto as taxas de recuperacao e mortalidades juntas, a tendéncia ainda ¢é de que a doenca

se extingua com o tempo.

Na Secao 3.4, trataremos de uma aplicagao do modelo SIS (3.1).
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3.4 UM MODELO PARA O SURTO DE GASTROENTERITE EM ITATIATA

No ano de 2002, no municipio de Itatiaia no estado do Rio de Janeiro (veja
a Figura 3), ocorreu um surto de gastroenterite aguda devido a infecgao causada pelo
Astrovirus. Este virus, que hoje sabe-se abranger ao menos oito tipos diferentes de sorotipos
humanos, é comumente implicado em casos de gastroenterite marcadas por sintomas como
nausea, vomitos, dor abdominal, febre e diarreia aquosa com duragao média entre 2 a
3 dias. Pacientes imunodeprimidos, ou seja, pacientes com o seu sistema imunolégico

comprometido, podem desenvolver maiores complicagoes em decorréncia destes sintomas.

aa
e

Figura 3 — Em laranja vemos o municipio de Itatiaia, Rio de Janeiro. Fonte: IBGE.

O surto, que durante 6 dias do més de agosto registrou mais de 615 casos, foi
marcado por um aumento por cerca de 60 vezes o nimero médio semanal de casos de
gastroenterite no ano de 2002 no municipio (veja a Figura 4). Os principais sintomas
relatados foram: (54%) vomito, diarreia aquosa (49%), dor abdominal (23%) e febre (9%).

Nao houve registro de 6bito em decorréncia da doenca.

A partir deste acontecimento, o Centro Nacional de Epidemiologia, que atualmente
recebe o nome de Secretaria de Vigilancia a Saude, foi notificado do surto e entao
estabeleceu-se, posteriormente, um estudo caso-controle em Itatiaia em que tentou-se
confirmar a existéncia do surto, assim como a provavel fonte de infeccao e fatores de risco,
descrevendo a evolugao da doenga durante aquele ano, e propondo medidas profilaticas e

de controle da infeccao.

O municipio de Itatiaia é abastecido pelo sistema de captagao Campo Belo, que
recebe dgua principalmente do manancial do rio Campo Belo. Anélises da potabilidade
da agua desta rede de abastecimento, promovidas pela equipe técnica de saneamento

na Funasa/CORE/RJ e colaboradores, demonstraram que a dgua destinada ao consumo
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Figura 4 — Grafico do niimero de casos reportados de gastroenterite aguda no municipio
de Itatiaia por semana epidemioldgica no ano de 2002 entre Abril e Setembro. Fonte: [10]

humano estava fora dos padroes potabilidade. O manancial que abastece o sistema
de captacao de Campo Belo é protegido por vegetacao natural, ndo é monitorado e
provavelmente recebe descarte de esgoto oriundos dos hotéis ao longo do manancial. Além
disso, o reservatorio recebe provavelmente contaminacao por animais silvestres e nao
mantém-se registro do historico de limpeza do mesmo, a exce¢ao, conforme foi relatado
pelos entao gestores do municipio, pela limpeza que procedeu-se por volta de trés dias
antes do surto de gastroenterite aguda que ocorreu na décima nona semana epidemiologica

do ano de 2002.

Assim, surgiu a hipétese de que o surto foi gerado pela limpeza do reservatorio que,
como os testes realizados também pelos 6rgaos: Companhia de Tecnologia de Saneamento
Ambiental (Setesb), Companhia de Abastecimento de Agua de Campinas (Sanasa) e
pelo Departamento de Parasitologia da Universidade Estadual de Campinas (Unicamp),
demonstraram que a qualidade da agua destinada ao consumo humano ja nao era ideal e,
portanto, com a utilizacao da dgua que passou pelo processo de limpeza do reservatoério,
um nivel patogénico acima do usual provavelmente desencadeou o surto na populagao ao

consumir esta agua.

Além disso, a rede de distribuicao de dgua deste reservatério divide-se em dois
reservatorios de distribuicao: um em Vila Pinheiro e outro no Centro. Em ambos nao
héa ponto de coleta de amostras para controle de qualidade e nao ha histérico de limpeza.
O método de difusao de cloro gasoso é utilizado para desinfeccao da agua, mas testes
confirmaram pelo nivel de cloro residual livre que nao ha tempo o suficiente para a acao
do cloro. Mesmo apds o ponto de cloragao, existe uma injecao de agua bruta, provinda de

outro manancial, que nao recebe tratamento antes da distribuicao.

Resultados laboratoriais feitos sobre amostras de fezes de pessoas que apresentaram

os sintomas durante o surto, demonstraram a presenca do Astrovirus do sorotipo 1, o
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sorotipo humano de Astrovirus com maior prevaléncia mundial em casos de surto de
gastroenterite. Das 34 amostras recolhidas, 24 (61,5 % das amostras) atestaram presenga
do Astrovirus do sorotipo 1 e negaram a presenca de parasitas e micro-organismos, além

de virus como o Adenovirus e Rotavirus, possivelmente associados com o surto.

Dessa forma, concluiu-se que a presenca do Astrovirus do sorotipo 1 nas amostras
de fezes de pessoas que apresentaram os sintomas de gastroenterite aguda durante o
surto, juntamente com o manejo inadequado do tratamento de agua que o sistema de
abastecimento de Campo Belo recebe: em que a cloracao da dgua ocorre com turbidez
elevada e em pouco tempo efetivo para a desinfeccao e injecao de dgua bruta de outro
manancial apods a cloracao da dgua a ser distribuida, fazem com que o sistema de distribuicao
esteja vulneravel a falhas e a dispersao, conforme foram verificados em teses, de patogenos

comumente associados a problemas de saneamento.

A principal referéncia para o estudo feito sobre o surto de gastroenterite aguda de

Itatiaia no ano de 2002 é o boletim eletronico epidemiolégico [10].

3.4.1 A Modelagem do Surto

Para modelarmos o surto de gastroenterite de Itatiaia, utilizaremos como base
todos os resultados e conceitos que desenvolvemos para o modelo SIS, adaptando-o
conforme a nossa necessidade especifica em contemplar algumas particularidades que nao

sao consideradas naquele modelo.

Observe que a infecgao gastrica causada pelo Astrovirus divide a populagao de
Itatiaia em dois grupos: os suscetiveis e os infectados. Claramente, ao modelarmos a
evolucao da quantidade de suscetiveis e infectados neste municipio durante o ano de 2002,
o ano para o qual o boletim [10] nos fornece dados, podemos considerar que a populagao
permaneceu constante, uma vez que o crescimento médio percentual da populacao brasileira
no ano de 2002, segundo o Banco Mundial, foi de apenas 1,3%. Ainda, desconsideramos
os fluxos imigratorios e emigratorios da cidade, passando a considerar, para o modelo, a

sua populacao fechada e constante durante aquele ano.

Quanto a dindmica interna da populacio, salientamos que os individuos nascidos
durante aquele ano, sendo a gastroenterite causada por virus, nasceram livres da doenca
e, portanto, suscetiveis. Dessa forma, para que ocorra a contaminagao existe duas vias:
A primeira delas é a transmissao de individuo infectado para individuo suscetivel, uma
vez que a Astrovirose é transmitida via oral-fecal, entdao o preparo de alimentos, aliado a
baixa precaucao com hébitos higiénicos, propicia a passagem do virus entre individuos.
A segunda via, que fica clara pelo estudo feito em [10], se d& pela dgua contaminada
abastecida pelo sistema de abastecimento de Campo Belo. Logo, a infec¢do por parte
deste patdgeno se justifica nao sé pelo contato entre suscetivel e infectado, como também

pela rede de abastecimento.
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Pelos dados recolhidos ao longo do ano de 2002, conforme exposto na Figura 4,
conclui-se que a populagao de Itatiaia convivia com aproximadamente uma média de 9
casos de diarreia aguda notificados por semana epidemiolégica. Isso evidencia, pela baixa
variancia dos dados, que a populacao convivia de forma relativamente estavel com os casos
de gastroenterite. Fato que, na modelagem, seria justificado por um ponto de equilibrio

assintoticamente estavel em que ha coexisténcia entre suscetiveis e infectados.

Entretanto, durante a décima nona semana epidemiologica, a partir da limpeza
feita nos reservatorios, ocorreu o surto no municipio. Assim, consideramos que a limpeza
do reservatoério, fato que, conforme relatado, sugere que nao era uma pratica comum,
representou um evento atipico na dinamica que se estabelecia na doenca naquela cidade.
Antes da décima nona semana, existe um estado de equilibrio no niimero de infectados e
entao, a partir da lavagem do reservatorio, uma quantidade maior de Astrovirus é lancada
na rede de abastecimento, fazendo o nimero de individuos infectados aumentarem em

cerca de 60 vezes.

A grande vantagem em utilizarmos a teoria de escalas temporais para fazer estes
modelos esta na mudanga ostensiva de magnitude entre os dados colhidos sobre o niimero
de infectados durante, principalmente, as duas primeiras semanas epidemiolégicas a partir
do surto (evidenciando-se a primeira semana de surto) para as demais semanas. H&
um salto de 615 casos registrados na décima nona semana epidemioldgica para 5 casos

registrados na vigésima segunda semana epidemiologica.

Logo, uma escala temporal que contemple uma pequena granulagao nas primeiras
semanas de surto e possua uma granulacao maior para o estagio final do surto, corresponde
melhor a mudanca dos dados observados no estudo. Assim, tomamos T uma escala

temporal com unidade tempo referente a dias, dada por
T=1[0,7U{7+7/2" :neN}uU{l14, 14+7/2, 21,214+ 7/2,...}

em que o intervalo fechado [0, 7] representa a primeira semana de surto, em que hd um
grande nimero de infectados; o intervalo {14, 14 + 7/2,21,21 + 7/2, ...} representa, apds
as duas primeiras semanas de surto, os dias marcando o inicio e meio de cada semana
epidemioldgica subsequente, na qual o nimero de infectados se aproxima da média de
casos pré-surto; e o conjunto {7 + 7/2" : n € N} representa a segunda semana de surto,
em que ha uma queda significativa no nimero de infectados. Observe que T ¢ uma escala

temporal ilimitada superiormente e de granulacao limitada.
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Dessa forma, propomos o seguinte PVI para modelar o surto de gastroenterite

SI°
b _p3_~—"= I° + aK —nl°
S BSU+[U aS+0l7+a n
SI7 (3.6)
I*=p———al —01° +nl°
Vorit —° o
S()>0, Iy >0,

em que os parametros a, 3,0 e n representam, respectivamente, a taxa de mortalidade do
municipio de Itatiaia; a taxa de transmissao da gastroenterite causada pelo Astrovirus
do sorotipo 1; a taxa de recuperacao da gastroenterite; e a taxa de contaminagao pelo

Astrovirus por meio do sistema de abastecimento da cidade.

Ainda, consideramos t5 = 0 € T como o inicio da décima nona semana epidemio-
logica, além de Iy = 615, conforme o ntimero de casos notificados, e Sy = 28 783 — 615
(em que 28 783 representa a o numero de habitantes do municipio de Itatiaia estimado
pelo IBGE no censo de 2010 e 615 representa o nimero de casos registrados de individuos

infectados durante a primeira semana do surto).

O termo n/? na segunda equacao de (3.6) representa a quantidade de individuos
que se tornam infectados através da contaminacgao pelo Astrovirus por meio do sistema
de abastecimento de Campo Belo. De fato, a quantidade de individuos infectados desta
forma é proporcional a populagao total da cidade, uma vez que quanto maior o niimero de
individuos na cidade, maior serdo as taxas de contaminagao do manancial que abastece os
reservatorios que distribuem agua para a populacao. Isso nos induz a introduzir o termo
n(S + I) na segunda equacao, todavia, um nimero maior de individuos suscetiveis nao
deve contribuir para a contaminag¢ao do manancial, uma vez que estes estao livres da

doencga.

Portanto, a quantidade de individuos infectados deve ser proporcional apenas ao
numero de infectados. Assim, intuimos que o termo acrescido deve ser n/, mas, como uma
ultima observacao, gostariamos de garantir que o niimero de infectados causados pela dgua
contaminada tenha se devido a individuos plenamente capazes de transmitir a doenca.
Logo, alteramos o termo acrescido para n/?. Na primeira equacao, para que a populacao

total permaneca constante, introduzimos o termo —nI°.
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Esta alteracdo nos permite modelar este problema que nao se enquadra perfeita-
mente no modelo SIS que descrevemos neste capitulo, uma vez que, pela hipétese Hy, o
contagio ocorre apenas de pessoa para pessoa, € aqui incluimos a agao da agua por conta

da contaminacao. Entretanto, reescrevendo o PVI (3.6) sob a forma

SI?
A= _ . — ) + aK
S BSO+[U aS+ (0 —n)1°+a
SI° (3.7)
A _ _ _ g
It = ﬁiso_ T al — (6 —n)I
Sy > 0, Iy >0,

fica evidente que podemos utilizar os teoremas desenvolvidos para o modelo SIS para
a analise deste modelo. Em particular, podemos resgatar os Teoremas 3.3.3 e 3.3.5 da

seguinte forma:

Teorema 3.4.1. Se —a, 0 —n—F € R ea+3d #n+ B, entdo (3.7) possui solugdo inica
dada para todo t € T por

1o

I(t) =
) e-—n-pye(—a)(t to) (v + Io) — 1o

S(t) = So + Io — I(t).

em que vy := No(a+ 6 —n — B)/B. Ainda, 1(t) > 0 para todo t € T.

Teorema 3.4.2. Se —a,0 —n—F € Rt ea+0 # n+ (. Definindo Py =1—/Ny, temos

(i) Se Py < 1, entdo y3 = (So + Io,0) € assintoticamente estdvel para todas as
solugdes de (3.7) quando (Sy, Ip) € RT x RY.

a+g—77’(50+]0)6+775a—5

ticamente estdvel para todas as solugoes de (3.7) quando (S, Iy) € RT x RT.

¢ assinto-

(i) Se Py > 1, entdo y, = ((SO + 1)

em que Yy, € Yo sGo 0s pontos de equilibrio de (3.7).

3.4.2  Simulagoes Numéricas para o Modelo da Gastroenterite

Conforme descrito em [6] e [10], os principais sintomas da gastroenterite, como a

diarreia aquosa, duram entre 2 a 3 dias. O periodo de incubacao do Astrovirus é descrito
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como variando entre 1 a 4 dias [6], o que estd de acordo com a nossa expectativa, uma vez
que apoés 3 dias da limpeza do reservatério de Campo Belo, observou-se o inicio do surto
de gastroenterite. Ainda, de acordo com Banco Mundial, a expectativa de vida no Brasil,

no ano de 2002, era de 70,9 anos.

Dessa forma, estimamos que T, a expectativa de vida média de um individuo, é dado
por T, ~ 25878, 5 dias, donde a taxa de mortalidade fica dada por a = 3,8642 x 10~°
(dia)™'. Como esta ¢ uma taxa com ordem de magnitude muito inferior as demais,
consideraremos a = 0. O tempo médio que um individuo suscetivel leva para se tornar
infectado, T, corresponde ao tempo de incubacao do Astrovirus. Considerando que o surto
aconteceu 3 dias apds a contaminacao da dgua, temos T € {t dia :t € [3,4]} e, portanto,
estimamos 3 € {t (dia)~! : ¢ € [1/4,1/3]}. Interpretamos o tempo médio que um individuo
leva para se recuperar da doencga, Ts, como correspondente ao tempo sob os sintomas da
gastroenterite, donde Ty € {t dia :t € [2,3]} e, portanto, § € {t (dia)™' : ¢ € [1/3,1/2]}.

Para estimarmos o valor do parametro n consideramos que o periodo de tempo dado
desde a primeira até a décima nona semana epidemiolégica do ano de 2002 foi caracterizado,
nesta modelagem, por um periodo de estabilidade entre o nimero de individuos suscetiveis
e infectados, portanto, a média de 9 casos notificados semanais, ou, aproximadamente 1,28
casos notificados por dia, representam o nimero de infectados do ponto de equilibrio de
(3.7) que corresponde a coexisténcia entre suscetiveis e infectados. Assim, pelo Teorema
3.4.2, temos (adimensionalmente) que 1,28 =~ Ny(5 +n —a — 9)/f3, donde

1,28
~ o — <1— 7 )
n=a+ 6] No

em que Ny representa a populagao total do municipio de Itatiaia em 2002, que pelo ultimo
censo, de acordo com o IBGE, constavam 28 783 habitantes. Assim, a partir das regides
que consideradas para § e 3, temos n € {t (dia)™': 0 <t <0,25}.

Logo, definimos R = [1/4,1/3] x [1/3,1/2] x [0,1/4] como a regido admissivel
dos parametros (3, d,n). Para estimarmos qual subregiao de R corresponde a escolha de
parametros que melhor descreve o comportamento de queda do nimero de infectados visto

na Figura 5, definimos uma funcio “erro” £ : R — R{ tal que

para todo (3,9,n) € R, em que M; = sup I(t) representa para i = 1,2, 3,4, o maior niimero
de casos de infectados na primeira (equivalente & i = 1), segunda (i = 2), terceira (i = 3)
ou quarta (i = 4) semanas apos o surto. Ainda, I é obtido a partir da solu¢ao do PVI

(3.7), utilizando-se os pardmetros 3,9 e 7.

Para julgarmos melhor o efeito que os parametros (3, 9,7) € R possuem em relacao
a reproduzir o comportamento dos dados da Figura 4, e possamos também verificar

qualitativamente, a partir de E, quais escolhas de parametros se aproximam mais dos
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615
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3 =0,25 (dia)
3=0,5 (dia)”
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z
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Tempo em dias ap6s o inicio do surto de gastroenterite

Figura 5 — Em preto, o gréifico do niimero de infectados I obtido da solugao do PVI (3.7)

para os parametros 3 = 0,25 (dia)™!, 6 = 0,5 (dia)~™*, n = 0,01 (dia)™! e a = 0 (dia)~?;

Em vermelho, os dados referentes ao ntimero reportado de infectados em cada uma das
quatro primeiras semanas apoés o inicio do surto.

Tabela 2 — Alguns dos valores de F para os quais F(3,0,n) < 50.
B0 B (da) T 6 (da) ! g (da) !

41,95 0,25 0,47 0
28,74 0,25 0,48 0
41,81 0,26 0,48 0
16,63 0,25 0,49 0
5,52 0,25 0,5 0
16,51 0,26 0,5 0
16,62 0,25 0,5 0,01
41,81 0,26 0,5 0,02
28,73 0,25 0,5 0,02
41,94 0,25 0,5 0,03

dados reais, langamos mao da Tabela 2. Nesta tabela estao presentes alguns dos valores de
E sobre R tais que o valor desta funcao que mede a diferenca entre os dados do niimero
de infectados nas quatro primeiras semanas do surto em relagdo ao niimero maximo do

numero de infectados do modelo em cada uma destas semanas.

De fato, os valores na Tabela 2 sugerem que a escolha de pardmetros (,6,7n) =
(0,5, 0,25, 0) minimizam E ou estd préximo do minimo de E sobre R. Ainda, pela tabela
percebemos que a taxa de contaminacao proveniente da rede de abastecimento 7 possui

ordem de grandeza menor em relacao aos demais parametros quando o “erro” E é pequeno.
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3.4.3 Conclusoes

Podemos observar que o comportamento da solucao para a escolha de parametros,
conforme a Figura 5, corresponde a queda, semanal, no nimero de infectados apo6s o inicio
do surto de gastroenterite aguda em Itatiaia. Fica claro pela Figura 5 e Tabela 2 que a
baixa diferenca entre os resultados da modelagem pelo PVI (3.6) e os dados reais verificam
a aplicabilidade do modelo e, por consequéncia, do modelo SIS, assim como a aplicabilidade

da teoria de escalas temporais como ferramenta da modelagem biomatematica.

Em particular, ressaltamos que os dados obtidos através de E sugerem que a taxa
de contaminagao por gastroenterite por meio da agua oriunda do sistema de abastecimento
de Itatiaia é muito baixa, sendo virtualmente nula. Veja que esta conclusao nao entra em
conflito com o boletim epidemiol6gico [10], uma vez que a quantidade média de infectados
semanais neste municipio que apresentavam sintomas em comum a gastroenterite causada
pelo Astrovirus ja era muito baixa, o que sugere, em retrospecto, que estes casos nao estao

necessariamente vinculados a qualidade da agua da regiao.

Isso nao significa que a origem do surto nao foi causada pela lavagem dos reservato-
rios e a subsequente utilizacao desta agua para consumo. O que podemos inferir baseado
no modelo é que a taxa de contaminagao pela agua, imediatamente apos esta lavagem,
era provavelmente muito alta devido a presenca do Astrovirus recém diluido, mas como
o fluxo de agua para abastecimento é continuo e a lavagem do reservatério ocorreu uma
vez, a quantidade de Astrovirus presente na agua do reservatério caiu exponencialmente,
assumindo uma assintota horizontal proxima a 0. Essa assintota é o que nos permitiu
trabalhar com 7 constante uma vez determinados os primeiros casos de gastroenterite, e
esta mesma assintota remonta ao valor fixo que 7 possuia antes do inicio do surto. Além
disso, podemos perceber que o surgimento de novos casos da doenga apds a primeira
semana de surto ocorreram, muito provavelmente, devido a transmissao entre pessoas
e nao pela rede de abastecimento de dgua, uma vez que neste estagio o valor 7 ja era

novamente muito baixo.

No Capitulo 4 trataremos de uma generalizacao ao modelo SIS aqui proposto em

que, agora, os parametros a, 5,0 e K sao fungoes da escala temporal T.
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4 UM MODELO SIS NAO-AUTONOMO EM ESCALAS TEMPORAIS

No Capitulo 3, trabalhamos o modelo SIS dado pelo PVI auténomo (3.1). Agora, nos
perguntamos o que acontece com o PVI (3.1) quando as taxas de mortalidade, transmissao
e recuperagao, além da entrada correspondente a natalidade, dadas respectivamente a, 3,0

e aK, nao sao constantes.

Essa pergunta surge com o interesse em modelarmos dindmicas de doengas em que
ao menos algumas destas taxas possui um perfil sazonal. Por exemplo, a gripe é uma das
doencas que podemos tratar pelo modelo SIS, uma vez que as hipdteses para este modelo
sao satisfeitas. Entretanto, quando consideramos o PVI (3.1), acabamos considerando que
as taxas de transmissao e infeccao desta doenga como constantes no tempo, o que vai de

encontro com a nossa percepc¢ao sobre a dinamica da doenca.

Veja, nos periodos mais frios e secos do ano, as pessoas tendem a ficarem mais
proximas e em locais mais fechados para abrigarem-se do frio, o que faz com que a taxa
de transmissdo aumente, uma vez que hd mais contato entre os individuos (donde a
probabilidade de ocorrer a transmissao entre um individuo infectado para um suscetivel
aumenta). Por outro lado, nos periodos mais quentes e chuvosos do ano, a tendéncia é que
nao aconteca aglomeragoes em locais fechados. Além disso, o regime de chuvas aliado com
ambientes mais arejados, aumentam a qualidade do ar, o que impacta em um aumento
da taxa de recuperacao da doenca. Fica claro entao, que as doencas com perfis sazonais
precisam de uma modelagem mais flexivel, mais abrangente, que contemple a variagao

sazonal dos seus parametros.

Essa necessidade também fica clara quando olhamos em retrospecto para toda a
analise do modelo SIS autonomo que fizemos. Naquele caso, independente dos parametros
(constantes) tomados, o comportamento da solugdo é sempre assintotico. E, de fato, os
principais resultados que estabelecemos para o modelo SIS auténomo sao em busca do
valor limite da solugao de (3.1), uma vez que pela solugdo sempre ter comportamento

assintotico, este limite sempre existe.

Agora, quando considerarmos os parametros a, (3, d, assim como o termoa X, ndo
constantes, ganhamos uma gama maior de possibilidades de comportamento da sua solucgao
em relagdo ao modelo nado-auténomo. Aqui, nem sempre conseguiremos encontrar qual o
valor limite da sua solucao, pois este pode até mesmo nao existir. Por vezes estaremos
interessados em apenas verificar se a populacao de infectados se extingue com o passar do
tempo, donde podemos discutir se a doenca se extingue ou se permanece indefinidamente
na populagao.

Dessa forma, assumiremos todas as hipéteses sobre o modelo SIS trabalhadas na
Se¢ao 4.1, com excegao da primeira, considerando ainda que T = [ty, 00)r, tg € T. Observe

que, a quantidade de individuos infectados (respectivamente suscetiveis) que morreram
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no instante de tempo t € T é dada por a(t)I(t) (respectivamente a(t)S(t)), pois a(t)

representa a taxa de mortalidade naquela populagao para o tempo t.

De forma andaloga, a quantidade de individuos recuperados e a quantidade de
individuos infectados no instante ¢ sdo dadas por 0(¢)I(t) e B(t)S(¢)I°(t)/(S°(t) + I°(t)),
respectivamente. Uma vez que as taxas de recuperacao e transmissao da doenca no instante

t € T, tempo quando ocorre a recuperacao ou contagio, respectivamente, 6(t) e 5(t).

Observe que o diagrama da Figura 2 também representa o fluxo de individuos
entre os compartimentos das subpopulagoes de infectados e suscetiveis no modelo SIS
nao-autoénomo, isto é, que a popopulacao total seja constante. Aqui, nao fixaremos o valor
do termo K, motivo pelo qual nao consideramos a primeira hipotese sobre o modelo SIS
autonomo. Essa mudanga se d4 para que possamos considerar uma possivel migracao de

individuos suscetiveis para a populacgdo modelada.

Dessa forma, o termo aK, que no modelo ndo-auténomo passa a ser a(t)K(t),
representa o surgimento de novos individuos suscetiveis na populacao total. Estes individuos
tanto contemplam os oriundos do nascidos a partir da procriagao entre individuos que
pertencem a populacao total prévia ao nascimento, assim como contempla os imigrantes,
que aqui também consideramos sempre suscetiveis. Assim, a(t)K (t) representa a soma

entre a taxa de natalidade e a taxa de migracao no instante ¢t € T.

Esclarecida as nossas motivagoes, além das nossas hipoteses e interpretacoes sobre

o fluxo de individuos, considere o seguinte PVI

St = —6(75)5;6137 —a(t)S 4+ 6(t)I7 + a(t) K (1)
It = Blt) gt — alt)] — 5017 (4.1)
S(to) = SO > 0, I(to) =1, >0

em que [ e § sao, respectivamente, as taxas de transmissao e recuperacao da doencga, a é
taxa de mortalidade natural da populagao e aK representa a soma entre a natalidade e a
imigracao da populacao.

Na versao auténoma do modelo SIS, convencionamos K = Sy + Iy = N, o que
significa dizer que a cada instante de tempo o ntimero de individuo que adentravam a
populacao era igual ao nimero de individuos daquela populagao que morriam de forma
natural, donde a populagao total N permanecia constante. Assim, como agora passamos
a considerar K uma funcao no tempo, precisamos nos atentar a uma situagao especifica:
O que acontece se no instante de tempo inicial t; tivermos mais pessoas morrendo

naturalmente do que surgindo na populac¢ao?

Claramente a populacao total diminui. Em particular, e aqui mora o problema, a
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populacao inicial, onde a doenca esta presente, pode se extinguir, e com ela a doenca. Caso
isso aconteca, como a partir do momento inicial ¢y apenas restarao individuos suscetiveis
criados pelo fluxo gerado por aK, a dindmica da doenca se extingue. Para evitarmos esta

situagao, consideramos K (tg) > Sy + 1.

Assim, assumimos que a, 3,0 e K sdo fungoes limitadas tais que 5,0, K € C,q(T,R™)
e a € Cq(T,RY). A importancia desta condicio sobre os pardmetros, além da apli-
cabilidade dentro dos resultados sobre o PVI (4.1) que se seguem, estd em dizermos

implicitamente que os parametros deste modelo possuem certa ‘regularidade’.

Faz sentido olharmos para uma classe mais estrita de parametros, pedindo que estes
sejam rd-continuos. Veja, se algum destes parametros nao fosse rd-continuo, poderiamos
estar lidando com alguma taxa que varia de forma muito erratica no tempo. Assim, uma
vez que as solucgoes deste modelo SIS dependem destes pardmetros, estes parametros
poderiam induzir na solu¢ao o mesmo tipo de variagao erratica no tempo. Entretanto,
como a soluc¢ao do modelo SIS é a solucao de um PVI, entdo ela é diferenciavel e, portanto,

muito “suave”. Dessa forma, deve existir algumas restri¢des sobre os parametros.

Além do mais, é natural que os parametros que muitas vezes dependem das
condigoes ambientais sazonais variem de forma suave no tempo. Assim, estas condig¢oes

nao nos fazem perder a generalidade na modelagem.

4.1 OS PRINCIPAIS RESULTADOS

No Teorema 4.1.1, mostraremos que o PVI (4.1) possui solugao tnica e explicitare-

mos a sua forma.

Teorema 4.1.1. Sejam —a, § — 5 € RT e K fungiao nao-decrescente. Entao o PVI (4.1)
possui solugao unica (S,I): T — RTx RT dada para todo t € T por

S(t) = N(t)—I(t)

1066p<t7t0> (42)

5
No(1 — pa)

(s) As

t
L Iy [ ecplo(s),to)
to

em que N,B,p: T — R sdo dados por
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t

N(t) = (So+ Ip)e_alt,to) + / e_o(t,o(s))a(s)K(s) As (4.3)
B = B0 = B0 (0 (4.4
p) = G-Aean = P (1.5

para todot € T.

Demonstracao. Dividiremos a demonstracao deste teorema em duas partes. Na primeira,
mostraremos que o PVI (4.1) possui solu¢ao tnica maximal em = R*x R* quando
—a,d — f € RT e K é ndo-decrescente, e que esta solucao é dada por (4.2).

Na segunda parte desta demonstracao, mostraremos que o sistema de identidades
(4.2) é solucao do PVI (4.1).

I) O PVI (4.1) possui solu¢ao tnica maximal em (2.

Seja f: T x Q x Q — R? dada por f(t,z,y) = (fi(t,z,y), fo(t,z,y)) para todo
teTex,yeQ,emque f, fo: T xQxQ — R sao dados por

filtey) = =B(t)- P — alt)a +6(t)y + oK (1)
_ T1Y2 — alt)e —
fatsry) = )=~ alt)a = 60y,

para todot € T e z = (21, 22),y = (y1,92) € 2.

Como f; e fo sdo fungoes racionais em relagdo a x e y, e como as fungoes a, 8 e § sao
limitadas, segue que f; e fo quando restritas aos conjuntos I; x Blxg, b] X B[z, b] C Dom(f)
(tomados conforme o Teorema 2.2.11) sao fungoes rd-continuas, lipschitzianas em x e y,

além de limitadas. Logo, f| £, % Blag bl Blag ] também cumpre estas propriedades.

Assim, para aplicarmos o Teorema 2.2.11 & f, para mostrarmos que o PVI (4.1)
possui solucdo tnica maximal em (), basta checarmos que de fato f é solivel na terceira

variavel.

LI) f é solivel na terceira variavel.

Para mostrarmos que f é solivel na terceira varidvel, precisamos verificar os itens (i)
e (ii) da Definigao 2.2.2. Aqui, verificaremos apenas o item (ii), uma vez que a verificagdo

do item (i) segue anéloga.
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Assim, seja ¢ : [to, T]r — € uma solucao do PVI (4.1) no intervalo [to, 7]r, tal que
7 € T é discreto a direita. Observe que o(7) € T e que, como supomos ¢ solugao local de
(4.1), entdo ¢(t) € 2 para todo t € [to, T|1.

Primeiro, mostremos que a equagao algébrica

Z:(%):<Mﬂ¢“”wﬂ+uv»a
22 fa(r, ¢(1), &(1) + p(r) - 2)

possui solucio tinica z = (21, 22) € R? e esta satisfaz (¢(7) + u(7) - 2) € Q.

LLI) Existe z € R? que resolve a equacdo algébrica (4.6).

Para trabalharmos com uma notac¢ao mais familiar, considere ¢(t) = (S(t), (t))

para todo t € [to, T|r. Utilizando as defini¢oes de f; e fa, temos

fﬁ _ (ﬁv,wwxuﬂ»cﬂﬂ+uvya,uﬂ+u@y@»)
fi(r, (S(),1(7)), (S(7) + ) - 21, 1(7) + p(7) - 2))

donde z; e z, ficam dados pelas equacoes

gy SOU@ ) ) . -
D= B ) e S s~ S ) ) ) + (K ()
(4.7)
g SOU@ ) )
2= B ) st S T s~ ) U () + () 2
(4.8)

Somando estas duas identidades, obtemos

21420 = —a(r)(S(7)+ 1(7)) +a(r)K (1)
= a(7)(K(r) = S(7) — I(1)). (4.9)

Denotando N9(7) := S(7) 4+ I(7) + p(7) - (21 + 22) e substituindo N7(7) em (4.7)
e (4.8) temos

A= BT —alnS() + S (T) + k(7)) + (K (7)

2 = BT — D) = SI(7) + alr) - 22).



84

Note que para as equagoes (4.10) e (4.11) estarem bem definidas, precisamos
verificar que N?(7) # 0. Faremos essa verificacdo mais adiante. Ainda, pela equagao
(4.11), temos

@-Q—Mﬂ(Mﬂﬁﬁ%—an>=ma%§ﬁ?—MﬂHﬂ—&ﬂHﬂ (112)

Observe que para resolvermos a equacao anterior, precisamos que o fator que
multiplica 2z, no lado esquerdo desta igualdade seja ndo nulo. Como este fator ndo depende
de z; ou zy (pois, pela equagao (4.9), temos que N?(7) nao depende de z; ou 29) assim
como o lado esquerdo da igualdade anterior, podemos obter z5 e, novamente pela equacao

(4.9), podemos obter z;.
Nesse intuito, vamos agora mostrar que o fator 1 — u(7)(8(7)S(7)/N?(7) — 0(7))

é nao nulo, ou equivalentemente, que 6(7) — 5(7)S(7)/N°(7) € R. Lembre-se que por
hip6tese temos § — 3 € R, donde para todo t € T vale que 1+ u(t)(d(t) — 5(t)) > 0.

Lembre-se também que ¢ : [tg, T]r — 2 é dado como solugao de (4.1). Logo, pelo
PVI (4.1) temos que S®(t) + I%(t) = a(t)(K(t) — S(t) — I(t)) para todo t € [to, 7|5, em
que ¢ = (S,I). Tomando N : [tg, 7]t — R por N(t) = S(t) + I(t) para todo t € [to, ],
segue que N satisfaz o seguinte PVI

(4.13)
N(to) :So+]0 >0

em que, por hipétese, —a € R™ e aK € C,4(T). Logo, segue do Teorema 2.1.13 que o PVI

anterior possui solucao tnica dada por

N(t) = (So+ In)e_a(t, to) + /e,a(t,a(s))&(s)K(s) As (4.14)

para todo t € [ty, T|T. Observe que N é estritamente positivo em todo o seu dominio.

Além disso, note que

No(r) = S(r)+I(r)+p(r) - (21 + 22)
N ) (a4 2)
(49) N(7) + p(r)(a(t) - (K(7) — N(1)))
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uma vez que —a € RY, a, K € Cq(T,Ry) e N € C.q([to, 7]r, RT). Logo os denominadores
nas equagoes (4.7), (4.8) estao bem definidos.

Ainda, pela equagao (4.14), como N(ty) = So + Iy < K(tp) e K é fungao nao-

decrescente por hipotese, entao

N(t) = (So+ Io)e—a(t, to) + t e_q(t,o(s))a(s)K(s)As

(So + Io)e_a(t, to) + K(¢) /tz e_a(t,o(s))a(s)As
(So + Io)e—a(t, to) + K(t)(1 — e_a(t, t0))
(So + 1o — K (t))e-a(t, to) + K(1)

—
S
N

< K() (4.15)

para todo t € [to, 7], em que (a) é verdade pois —a € R, donde e_,(¢,ty) > 0 para todo
t € T. Além disso temos K (t) > K(to) > So + Iy, donde Sy + Iy — K(t) < 0 para todo
t € [to, T]T-

Portanto, da equagao (4.9) e (4.15) temos que z; + 22 = a(7)(K (1) — N(71)) > 0.

Dessa forma, finalmente segue que

em que (b) é verdadeiro pois I(7) > 0, uma vez que ¢(7) € 2, e como vimos z; + 2o > 0;
(c) é verdadeiro pois § — € R, donde 1+ u(7)(4(7) — (7)) > 0. Logo,

1) (5(0) ars = 6)) > 0

Portanto, a equagao (4.12) possui unica solucao em z», e pela equacao (4.9), obtemos

um tinico z;. Isso mostra que existe um tnico z € R? que resolve a equacao algébrica (4.6).

LILID) z satisfaz (o(7) + p(7) - 2) € Q.

Para verificarmos esta propriedade, precisamos mostrar que S(7) + u(7)- 21 >0 e
I(T) 4+ p(7) - 29 > 0.
Pela equacgao (4.12), obtemos



36

e, portanto,

Hr) +pu(r) -z =

Além disso,

B s~ alr)I () = 817
1(7) + () o
L4 () (87) = Br) e
S(I()

L+ p(7) | 0(r) = B(7)
S(r)I(r)

MﬂﬁU)N%ﬂ — () I(7)(a(r) + (7))

1+Mﬂ<ﬂﬂ—ﬁﬁ)

S(7)
Ne(7)

)
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v

v

v

Portanto, ¢(7) 4+ u(7) - 2 = (S + pu(7) - 21, I+ p(7) - 22) € 2, donde f ¢é soluvel na

terceira varidvel.

L.IT) A solugao (4.2) é tnica.

Com efeito, f satisfaz todas as hipdteses do Teorema 2.2.11, portanto existe uma
tnica solugdo maximal ¢ : [tg,w)r — Q de (4.1). Além disso, veja que substituindo as
identidades (4.2) no PVI (4.1), estas satisfazem o PVI (estas verifica¢es serao detalhadas
na segunda parte deste teorema), donde a fungao ¢ : T — R? dada por ¢(t) = (I(t), S(t))
para todo t € T (em que S e I sao dados conforme (4.2)) é solugdo do PVI (4.1).

Vamos mostrar que ¢ = ¢. Para isso, vejamos que Im(p) C 2, donde ¢ é solucao

maximal do PVI (4.1) em €, e como ¢ ¢ solugdo tinica maximal deste PVI em (2, entao

¢ =¢.

LILI) I(t) > 0 para todo t € T.
Obs: A funcdo N = S + [ esta definida para todo t € T, e a sua férmula explicita pode

ser obtida através da resolugao do PVI (4.3) no contexto da escala temporal T. N é uma

funcao estritamente positiva e diferenciavel com N* = a - (K — N). Estas verificagbes
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podem ser feitas da mesma forma como foram feitas no item I.I. Ainda, temos N (t) < K (t)
para todo t € T, donde N* é ndo-negativa.
Seja (3 : T — R dado por 3(t) = B(t)N(t)/N°(t) para todo t € T. Note que J3 esté
bem definido pois N(t) > 0 para todo ¢t € T, donde N7(t) = N(o(t)) > 0 para todo t € T.
Agora, vejamos que p = (6 — 3) © (—a) € R*. Com efeito, como —a € R+, basta

mostrarmos que § — 5 € Rt. Com isto em mente, note
5 N(t) N(t)
t) = [t
0= 00806 = PN @ uoN
para todo t € T. Logo 5(t) — () < B(t) —6(t) < 1/u(t) para todo t € T discreto a direito,
donde § — 3 € R*.

Dessa forma, pela férmula de I em (4.2), como Iy > 0; —a,d — 3 e R, donde
p € R e N =5+ 1T é estritamente positivo, entdao I(t) > 0 para todo t € T.

= B(t) < B(t)

LILIT) S(t) > 0 para todo t € T.
Defina v : T — R dada por v(t) = S(t)/I(t) para todo t € T. Como I(t) > 0 para

todo t € T, segue que v estd bem definida. Note que para v temos

)

1 sre , s

— 5 (1B s — a8+ 017 4 ak) = S(3 g — 817 — al) )
1 3

= (5= B)SI° + 011 +aK.1)

= 6—B)§+6+aK/I“

I
5 — B+ (6 +aK/I%).

—~ o~

Logo, como 6 — 3 € RT, § + aK/I7 € Cyq(T) e v(ty) = So/1p, segue do Teorema
2.1.13 que para cada t € T temos

t

v(t) = i?eég(t,to) + /6575(7570'(8))(5 +aK/17)(s) As

em que 6 +akK /17 > 0, e, portanto, v(t) > 0 para todo t € T. Entao S(t) = v(t)-I(t) >0
para todo t € T.

Assim, ¢ : T — Q é solugdo maximal de (4.1) em €2, e temos que este PVI possui
solugao maximal tnica ¢ em ). Entao ¢ = ¢, o que implica que a solucao dada pelas

identidades (4.2) ¢ tnica.

IT) A fungao dada pelo sistema (4.2) é uma solugao de (4.1).
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Sabemos do item anterior que, se —a,d — 3 € R™', I, Sy > 0 e K nao-decrescente,
entdo o PVI (4.1) possui solugao tnica maximal ¢ em ). Esta solugdo esté definida em
um intervalo maximal [ty,w)r que, a priori, ndo podemos afirmar que cobre toda a escala

temporal T.

No item L.IT mostramos que de fato a solugao ¢ dada por (4.2) é a unica solugao
maximal de (4.1). Todavia, o leitor pode ter a divida sobre como as féormulas em (4.2)
foram obtidas. De fato, ao garantirmos que o PVI (4.1) possui solugao tnica ¢ em €2,
mesmo sem saber a sua forma explicita, podemos, através de alguns métodos convenientes,

encontrar a forma explicita de ¢.

Claro, a férmula que obtemos para ¢, através destes métodos, também esta definida
para o intervalo [ty,w)r, diferentemente de (4.2) que esté definida para toda a escala T.
Felizmente, ao obtermos a formula explicita para ¢ em [ty,w)t, estendé-la para toda a
escala T, sem perdermos a propriedade mais importante desta que é resolver o PVI (4.1),
ocorre naturalmente.

Portanto, a partir da garantia de existéncia de ¢ obtemos as férmulas em (4.2). Ob-
serve que todos os calculos que faremos adiante sdo embasados na existéncia e propriedades
de ¢.

Assim, seja ¢ = (.5, I) solugao tnica maximal de (4.1) em 2, com S, I : [to,w)r — R.
O processo que descreveremos a seguir remonta ao processo natural para obtermos as for-
mulas para S e I. Ao final, quanto obtivermos estas formulas, verificaremos imediatamente

que estas podem ser definidas para todo t € T.

IL.T) Uma féormula para N.
Defina N : [ty,w)r — R dada por N(t) = (S+1)(t) para todo t € [ty,w)r. Veremos

que N satisfaz um PVI linear de primeira ordem. Primeiramente, note que N* = S + %,

Somando as equagoes de (4.1), obtemos:

N® = S§84171°

SI° 3 SI° i
= <_6SU—|—IU_GS+5I +CLK>+<BSU—|—]U_5] —CLI>
= —a(S+1I)+aK
= —alN +aK
= a(K —N).

Logo N satisfaz o seguinte PVI

(4.16)

N® = —aN +aK
N(to) = SO +IO
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Como —a € R e aK € C4(T), segue do Teorema 2.1.13 que N é dado por

N(t) = (So + Ip)e_a(t, to) + /e_a(t, o(s))a(s)K(s)As. (4.17)

to

para todo t € [ty,w)r.

IL.IT) Uma férmula para I.
Seja a fungao auxiliar u : [ty,w)r — R dada por u(t) = 1/1(t) para todo t € [tg,w)T.
Veja que u estd bem definido uma vez que (S, I)(t) € Q para todo t € [tg, w)r.

De (4.17), tomamos a igualdade S = N — I e substituindo na segunda equagao de
(4.1), obtemos

"t = BS;S’:I]_U]U — 017 —al
= ﬁi/{:-é["—a]
= ﬁ(N—[)j{;—é[”—a[
= f\ig[" - ]50].]” — 017 —al
= _]5(7[.["4—(?\[]5—5)[”—&].

Dividindo ambos os lados por —1/(I.17), temos

A (@N 5)1 1

I.I°  N¢

NO'

I I
Veja que u® = —I1%/(1.17). Dessa forma, substituindo os valores de u e u* na
igualdade acima, obtemos
ut = — — (B = O)u+ au’ (4.18)

em que § = NS/N°.

Utilizando a identidade u” = u + pu®, reescrevemos a equagao (4.18)

ut = Afg—(ﬁ—(S)U%—@(u—l—uuA),
donde
(1 - pa)u’ = =+ (a+0 - B
NO’
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Como —a € R, temos o PVI

(4.19)

u(ty) = up = 1/1y.

Vamos mostrar que p := (a + 0 — 3)/(1 — pa) = (6 — ) © (—a) € RT, uma vez
que § — 3 € R*. Veja que para todo t € [tg,w)r discreto a direita temos

N()
Ne(t)

N()
N(t) + pu(t)NA(t)

p(t) —0(t) = B(t) —0(t) < B(t) —o(t) < 1/u(t)

Logo 1+ u(t)(8(t) — B(t)) > 0 para todo t € [ty,w)r, donde § — 3 € R*.
Além de p € R, claramente 3/N?(1 — pa) € Cq(T). Dessa forma, o PVI (4.19)

possui solucao unica dada por

t

u(t) = e, (t, to) + / enlt 0 (5)) Ny =y (5 (4.20)
para todo t € [tg,w)r.
Fazendo u = 1/I e ug = 1/Iy em (9), obtemos
I(t) = ! g
(1/T)eplt10) + [ en(t:0(9) 37 —ar (9125

to

Como p € R, podemos tomar eg,(t,tr). Multiplicando a identidade acima pelo
fator lpecy(t,to)/loesp(t, to) = 1, obtemos

() = Toeep(t, to) (4.21)

14 I, / eep(a(s),to)NU(f_ua)(s)As

to

para todo t € [to,w)r, em que egy(t, to) = e,p(to, t) € ey(to, t)e,(t, a(s)) = ey(to, o(s)).

Note que I estd bem definida para todo t € T (assim como N) uma vez que a
integral no denominador de (4.21) é sempre niao negativa, uma vez que —a,p € R* e

N > 0em T. Ainda, como S = N — I, segue a boa defini¢ao das férmulas em (4.2). O



92

Uma das motivagoes para estabelecermos modelos na teoria de escalas temporais
estd na possibilidade de apenas considerarmos os instantes de tempo que julgamos serem
vitais a dinamica em questao. Mesmo que possamos optar pela modelagem usando T = R
ou T = [ty, 00), nem sempre a escolha destas escalas temporais “completas no tempo” é

necessaria para uma boa modelagem.

De fato, quando estamos modelando sobre uma escala T arbitraria, temos a
preocupacao de nos seus pontos 7 discretos a direita tomarmos a granulagdo u(7), que
mede a distancia entre 7 e o préximo ponto da escala o(7), de forma que ela seja “pequena”
quando a solugao deste modelo varia “muito” e, analogamente, gostariamos de tomar p(7)

“grande” quando esta solugao varia “pouco”.

Claro, esta nocao é apenas qualitativa e a nossa escolha de T, ao menos dentro
da modelagem epidemioldgica, se baseia principalmente no que ja conhecemos do com-
portamento da doenca em questao, de modo que possamos escolher uma escala temporal

adequada ao perfil da doenca.

A importéancia de se fazer esta consideragao sobre o tamanho de p(7) vem da
ideia de que nés “perdemos” informagao sobre a dinamica do modelo ao desconsiderar o
intervalo de tempo real (7,0(7)), ou seja, como o modelo nao se preocupa em capturar
a dindmica que acontece nos instantes de tempo dentro do intervalo (7,0(7)), ele ndo é
capaz de processar estas novas informagoes que podem afetar a solugao. Mas, de fato,
esta desconsideracao nao é algo negativo caso o que aconteca com a solugdo dentro deste

intervalo de tempo nao seja relevante para a dindmica a partir dali.

Dessa forma, quando sabemos que a solu¢cao do modelo deve permanecer aproxi-
madamente constante em um intervalo, consideramos tratar este intervalo com pontos
discretos a direita. Por outro lado, quando sabemos que a solucao deve apresentar uma
variagao relevante em um intervalo, é natural este esteja cravejado por pontos densos a

direita.

Uma vez que estas preocupacoes existem sobre a modelagem dentro da teoria de
escalas temporais, nao é surpreendente que dado um modelo existam outras hipdteses que
adéquem os seus parametros ao regime temporal estabelecido pela escala temporal tomada.
Em particular, os parametros de um modelo epidemiol6gico, como estao intimamente
ligados ao fluxo de individuos entre categorias em uma populagdo, precisam satisfazer

algumas hipéteses de modo que estes fluxos estejam bem definidos.

Podemos ver algumas destas hipdteses adicionais feitas sobre a, 5 e 6 no Teorema
4.1.1 quando pedimos que —a,0 — 3 € R* e K seja funcao nao-decrescente. Comecemos
analisando a hipétese sobre K : T — R{ ser ndo-decrescente. Com efeito, suponha que K
é decrescente e que K (tg) > So + Iy, como N* = a(K — N), sabemos que enquanto K
for maior que N a tendéncia é que N cresca. Isto significa que a populacao total tende

a aumentar enquanto a diferenca entre o nimero de mortes naturais nao ultrapassa o
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numero de suscetiveis gerados pela natalidade e pela migracao.

Todavia, se K é decrescente e N cresce enquanto ¢ menor que K, existe a real
possibilidade de a partir de algum momento ¢ a situacao se inverter, em que agora temos
K(t) < N(t). Deste ponto em diante o nimero de individuos que morrem naturalmente
supera o numero de novos suscetiveis gerados. Portanto, a tendéncia é que a populacao
total evolua para a extin¢ao. Logo, a hipdtese sobre K ser nao-decrescente significa que a

populagao total também serd nao-decrescente.

Para os parametros a, 5 e 6 um outro tipo de hipdtese surge, agora relacionado a
ser positivamente regressivo. Para o primeiro parametro, pedimos que —a € R, ou seja,
para todo t € T temos 1 + u(t)(—a(t)) > 0.

Um primeiro olhar nesta desigualdade nao nos fornece uma visao melhor sobre o que
esta hipétese representa ao modelo. Todavia, ao rearranjarmos sob a forma p(t) - a(t) < 1
para todo t € T, e ao lembrarmos que a unidade que é dada a p é referente ao tempo,
enquanto a unidade referente a a é o inverso do tempo, podemos perceber o seguinte: Se 7
um ponto discreto a direita, quanto maior for p(7) menor deve ser a(7) e vice-versa, isto
é, ao “desconsiderarmos” & dindmica do modelo no intervalo real (7, (7)), precisamos da

garantia que a taxa de mortalidade seja adequada ao tamanho deste intervalo.

Veja, quanto maior for o intervalo desconsiderado, menor deve ser a taxa de
mortalidade, enquanto que, quanto menor for este intervalo, maior a taxa de mortalidade
poderd ser. Essa condigdo remonta a ideia de que na passagem de tempo de 7 para o(7)
menos do que um individuo que estava vivo no instante 7 vai morrer. Note que isso nao
significa que a populagdo nao varia neste intervalo. Estamos dizendo que a informacao

sobre a mortalidade natural nao foi perdida ao “desconsiderarmos” o intervalo (7, 0(7)).

De forma semelhante, a hipdtese sobre § — 3 € R™, ou seja, para todo ¢t € T temos
w(t) - (B(t) —d(t)) < 1, representa que um individuo infectado que se recuperou no tempo
7 discreto a direita nao se tornara infectado novamente dentro do intervalo de tempo
(1,0(7)). Caso isso acontecesse, contradiria a hipdtese sobre os individuos recuperados no
instante ¢ tornarem-se suscetiveis no instante o(t), uma vez que dentro deste intervalo de

tempo poderia haver a recontaminagao pela doenca.

Lembre-se que as taxas [ e 0 representam um sobre o tempo médio que um
individuo suscetivel leva para se contaminar pela doenca e um sobre o tempo médio que
um individuo infectado leva para se recuperar, respectivamente. Dessa forma, podemos

interpretar 1/(8 — §) como o tempo médio que um individuo passa sendo suscetivel.

Veja, em geral ao modelarmos temos que § < 3, uma vez que § > [ representa uma
doenca que deve erradicar-se naturalmente. Assim, se § — 0 é ‘grande’, entao 1/(8 — 0) é
‘pequeno’, e devemos ter § muito maior do que . Nessa situagao, estamos trabalhando
com uma doenga que é altamente contagiosa e presente na populacio (pois a taxa de

recuperagao ¢ ‘baixa’), entao o tempo que um individuo passa sendo suscetivel corresponde
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ao tempo médio que um individuo suscetivel leva para se infectar, pois apds a primeira

infeccao a tendéncia é que este individuo permaneca infectado.

Por outro lado, se § — § é ‘pequeno’, entao devemos ter S muito proximo de 9.
Aqui, a doenca possui um perfil contagioso porém de facil recuperacao. Portanto, o tempo

médio que um individuo passa sendo suscetivel é grande, correspondentemente a 1/(/5 — ).

Desse modo, ao pedirmos que u(7) - (5(7) — d(7)) < 1 para 7 € T discreto a
direita, dizemos que o intervalo de tempo (7,0(7)) é menor do que o tempo médio que um
individuo passa sendo suscetivel. Logo, um individuo que se recuperou no instante 7 deve

permanecer suscetivel até o instante o (7).

Observe que esta hipotese dialoga com uma das hipéteses sobre o modelo SIS em
que estabelecemos que um individuo recuperado no tempo 7 € T discreto a direita torna-se
suscetivel no instante o(7). De fato, estamos dizendo que a informagao desta dindmica
para os individuos recuperados nao é perdida no intervalo (7,0(7)), evitando que estes

tornem-se infectados novamente antes de o (7).

Corolario 4.1.1.1. Nas hipdteses do Teorema 4.1.1, a solug¢io de (4.1) permanece para
todo instante de tempo t € T em RTx RT.

Uma das primeiras preocupagoes que surgem apoés a construcao de um modelo
epidemiologico como o SIS ¢ se dada uma condigao inicial com entradas nao negativas
entao a solucao do PVI dado por esta condicao permanece nao negativa quando o tempo
evolui. Quando a modelagem ¢é feita na teoria classica, nos preocupamos apenas em fazer
esta verificagdo para os instantes de tempo apds o tempo inicial to. Aqui, como a nossa

escala comecga em tg, verificamos esta propriedade para toda a escala T.

A importéancia desta verificacao esta em testar a admissibilidade do modelo. Veja,
ao comecarmos com uma condi¢ao inicial nao negativa, dizemos que cada populagao
considerada pelo modelo é nula ou positiva no tempo inicial, o que faz completo sentido
uma vez que seria um absurdo tomarmos alguma destas populacoes negativa. Mas nao
basta que a condigao inicial seja admissivel, precisamos que a solucao maximal que surge

através dela também seja nao negativa para todo ponto da escala.

Observe que ao mostrar a solu¢ao de (4.1) é invariante em R*x RT ndo provamos
que este modelo é um bom retrato das dindmicas que ocorrem entre suscetiveis e infectados,
no lugar disso, apenas verificamos que as solugoes refletem o que é esperado da modelagem
de populagdes que nunca ficam negativas. Além disso, podemos testar continuar testando
a admissibilidade do modelo ao verificarmos as solugoes de (4.1) para algumas condigoes

iniciais especificas.

E intuitivo pensarmos que se em um populacao dada, em algum momento o nimero

de infectados chega a zero, entao a partir daquele momento a doenca se extingue. Assim,
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ao considerarmos o PVI (4.1) com as novas condigoes iniciais Sy > 0 e Iy = 0, devemos
ter que I(t) = 0 para todo t € T. E, de fato, para este novo PVI temos como solugao
(S(t),1(t)) = (N(t),0) para todo t € T, o que nos mostra que uma populagdo sem doentes
deve permanecer desta forma. Lembre-se que o fluxo imigratério que consideramos é

constituido por apenas individuos suscetiveis.

Proposicao 4.1.2. Nas hipdteses do Teorema 4.1.1, entio N =S +1:T — R* € uma
fungao nao-decrescente que satisfaz N(t) < K(t) para todo t € T. Ainda, se

[e.o]

/ a(s) As = 4o, (4.22)

to

entao tliglo N(t) = tliglo K(t).
Demonstracao. De fato, na demonstracao do Teorema 4.1.1 mostramos que K nao-
decrescente e que satisfaz K (tg) > So+Io implica que N é ndo-decrescente com N (t) < K (t)
para todo t € T.

Vamos entao mostrar que [ a(s) As = oo implica que lim;_,oc N (t) = limy_,oc K (£).
Com efeito, como a € Cyq(T,R7) paratodot € Te —a € RT, entao pelo Lema 2.1.17 segue
que e_,(t,t9) < exp (— ftto a(s) As) para todo t € T. Disso, segue que lim;_,o, €_4(t,t5) =0
e limy_,o0 e5(—a)(t, to) = +00.

Tome F' : T — R dada por F(t) = N(t) — (So + lo)e_a(t,to) para todo t € T.
Observe que pela identidade (4.17) temos que F' é nao negativa. Ainda, pelo Teorema

A.2.7, como eg(—q)(t,to), [es(—a)(t, 0)]* > 0 para todo t € T, segue que

)
lim F(t) = lim =©
i F() = lim o (1)
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em que (a) é verdadeiro pelo Teorema A.2.7, uma vez que limy;_,, K (t) existe ja que K é

mondtono e limitado.

Por fim, basta vermos que

hm N(t) = tli)l?@(SO + [0)€,a(t, to) + tli)l?Q F(t) = tli)lglo K(t)

t—o00

]

Na Proposigao 4.1.2, verificamos que uma taxa de mortalidade natural alta nao é
suficiente para que a populacao descrita por este modelo tenda a zero. De fato, por maior
que seja esta taxa (que nas hipéteses ¢ “medida” através da integral [;°a(s) As > 0,
representando uma “acumulagao” de a ao longo de T), temos que o fluxo imigratério
combinado com a natalidade natural (que a cada instante t € T injeta a(t) K (t) novos
individuos nesta populagdo) é capaz de suplantar as mortes naturais mantendo a populagao
total crescendo ou estabilizada. Isso pois esta introdugao de novos individuos é nao-

decrescente.
No Teorema 4.1.3, discutimos algumas hipdteses que garantem que o ntimero de

infectados dado pela solugéo (4.2) fica controlado no tempo.

Teorema 4.1.3. Nas hipéteses do Teorema 4.1.1, se p(t) > 0 para todo t € T, entao
I:T — R, dado em (4.2) é uma fungdo nao-crescente. Ainda mais, tomando P, B € R

dados por
P = /p(s) As e B:= /Hu(ﬁé—ﬁ)(s) As,

temos os sequintes resultados:

(i) Se P = oo, entao tli)m I(t) =0.

(ii) Se P < oo, entao Jim I(t)=0< B = oc.

Demonstragdo. Primeiro vejamos que se p > 0, entdo [ é funcao nao-crescente. Com

efeito, tome as funcoes u,v : T — R dadas por

u(t) = Ipeep(t,to),
t

o(t) = 141 / ecp(0(5), to)

to

s

Noll— ) (s)As.

Pelas identidades em (4.2), temos que I(t) = u(t)/v(t) para todo ¢t € T. Note que

t)
u e v sao fungdes diferencidveis em que u”(t) = In(Sp)(t) - ecp(t, to) < 0 para todo t € T
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e v2(t) = lpecp(a(t),to)B(t)/[N(a(t))(1 — w(t)a(t))] > 0 para todo t € T. Logo u é uma
fun¢ao nao-crescente e v é uma fungao nao-decrescente, donde I = u/v é uma funcao

nao-decrescente.

Como [(ty) = Iy, I(t) > 0 para todo t € T e I é uma fungao nao-decrescente,
entao limy_, I(t) existe e temos limyeq () = I* € [0, I]. Desse modo, tomando P e B

conforme o enunciado, vamos demonstrar os resultados (i) e (ii).

i) Seja P = oco. Primeiro, mostremos que lim; o, e,(t,ty) = co. Com efeito, como
) P

p € Cq(T,RT), entdo segue do Lema 2.1.17 que

1+ /p(s)As < ey(t,tp) < exp (/p(s)As) . (4.23)

to to
para todo t € T.
Logo, fazendo t — o0, segue que lim;_, €,(,ty) = co. Ainda, como egy(-,tp) =
1/e,(-, to), segue imediatamente que lim;_, ecy(t, to) = 0.
Por fim, vejamos que pela identidade para I em (4.2) temos que para todo t € T
I(t) = Iocep(t, to) < Ipeey(t. to),

1 +IO/69p(U(S)’tO)NU( p (s)As

P 1 — pa)

donde segue que lim; ., I(t) = 0.

(ii) Seja P < oo. Lembre-se que pela Proposi¢ao 4.1.2 temos que 0 < Sy + Iy <
N(t) < K(t) < M, em que M é alguma cota superior para a funcao K.

Observe que as fungoes u e v sao ambas fungoes positivas e, em particular, u é

limitada e mondtona, donde lim; ., u(t) existe.

Caso v seja limitada, entao lim, ., v(t) existe, por outro lado, se v é ilimitada,

entdo como v é nao-decrescente, segue que lim; ., v(t) = co.

Assim, se v é limitada, entao lim; ., 1(t) = lim;_, o u(t)/lim;_,o v(t), caso v seja
ilimitada, entao lim; ,, I(t) = 0. Logo, temos que lim; ., I(t) = 0 se, e somente se, v é
ilimitada.

Dessa forma, para demonstrarmos o resultado (ii) basta checarmos que v é ilimitada
se, e somente se, B = co. Para isso, é necessario e suficiente demonstrarmos que existem

constantes positivas ¢y e ¢y tais que

8 [ B
CI/HM_B)(S) As<o(t) —1< CQZHM(M(S) As,
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para todo t € T.

Desse modo, para v temos

o(t) = 1+Io/e@p(a(s),t0)Ng(ﬁ

1= ) (s) As

to
t

— 1+%/£@@¢@<Lﬂm+ﬂ/—p>($N%5 (s) As

J 14 pp 14 pp 1 — pa)
t B
~ 1 1/ . A
+_Ome@xSO)NW1—+MM1+um(Q ’
t B
= 1+IO/69p<S,t0) (s) As
to NU(l—,ua)<1 pa+ua+(5 ﬁ)
1 —pa 1 —pa
t
s

= 1+ Io/eep(s,to) (s) As

to

No(1+4 p(6 = B))

%) 1+Io/teXp <_ /t:p(T)AT) NU(1+5(5_5))(8) As

to

Ve

1+ Ipexp (_/tooop(T)AT)tO/N”(1+5(5—5))(8) As

1+ ]—E exp (— /t:Op(T)AT> to/t Hﬁb(‘;—ﬁ)(s> As

S

para todo t € T, em que (a) e (b) sdo verdadeiras pois eg,(t,ty) > exp (— It p(s)As) >
exp (— I p(s)As) para todo t € T por (4.23); e (c) é verdade pois N(t) < M para todo
t € T, donde 1/N(o(t)) > 1/M para todo t € T.

Logo, basta tomar ¢; = Iye™¥ /M. Por outro lado, veja que

t

U(t) = 1+]0/e@p(57t0)

to

B
No(14 pu(6 = 5))

(s) As

/ 3
1“20/ No(1+ 16— B))

t
Iy g
+50+10Z1+H(5_5)

,\
IN=

(s) As

A
IN

1 (s) As

para todo t € T, em que (d) é verdadeiro pois egy(-,tp) < 1 para todo t € T; e (e) é
verdadeiro pois 1/N9(t) < 1/(Sy + Ip) para todo t € T.
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Logo, basta tomar c; = Iy/(Sy + Io). O

No Teorema 4.1.3, quando pedimos que p : T — R, dada conforme o Teorema 4.1.1,
seja nao-negativa, estamos dizendo que para todo t € T temos a(t) + d(t) > S(t). Isso
significa que a cada instante de tempo existem mais individuos morrendo ou recuperando-se
da doenca do que tornando-se infectados. Nao surge como uma surpresa, entao, quando

esta hipdtese implica no nimero de infectados pelo tempo ser uma fun¢do nao-decrescente.

No Capitulo 3, quando discutimos o modelo SIS auténomo, nés introduzimos a
ideia sobre o nimero de reprodutibilidade basal, denotado por Ry. Esse nimero (que em
geral é definido para modelos epidemiolégicos auténomos) resume em si o comportamento
assintdtico a longo prazo que uma doenca tratada por este modelo possui. Todavia, por
mais que para o modelo SIS ndo-autéonomo nés nao possamos utilizar a mesma ideia, ainda

podemos revisita-la para ajudar-nos a interpretar as outras hipoteses do Teorema 4.1.3.

De fato, previamente definimos Py = 1 — a/Ny, em que a = Ny(a+ 6 — 3)/5. Note
que, neste caso, temos Fy < 1 se, e 80 se, a > 0, e analogamente, Py > 1 se, e s6 se, a < 0,
em que Py é um ntmero que, se nao ¢ o nimero de reprodutibilidade basal da doenca em
questao, entao ¢ analogo no sentido de que Ry > 1 se, e s6 se, Py > 1, além de que, Ry < 1
se, e s0 se, Py < 1. Interpretacao, esta, que vem da analise dos pontos de equilibrio do

modelo SIS autoénomo.

Agora, consideraremos F, como uma fungao da escala temporal, assim como fizemos

com os parametros a,d, 3 e K ao montarmos o modelo SIS nao-auténomo.

Naturalmente, definimos Py, : T — R por Py(t) = 1 — a(t)/No, com «(t) =
No(a(t) +0(t) — B(t))/5(t) para todo t € T. Aqui, entendemos Py(t) como a média de
individuos infectados gerados por um tnico individuo infectado no tempo ¢ € T. Ou seja,
se no tempo t € T recolhéssemos um tunico infectado e o colocassemos em uma populagao
com apenas suscetiveis, apos a interagao entre essas pessoas, esperariamos o surgimento de
Py(t) novos casos de infecgao. Portanto, a média do niimero de casos secundarios causados
por um unico individuo infectado no tempo ¢ serd menor ou igual & Py(t), dependendo do

numero de suscetiveis no tempo ¢.

Com isso em mente, veja que p(t) > 0 para todo t € T se, e somente se, Py(t) <1
para todo t € T. Logo, sob a hipdtese do Teorema 4.1.3 de p(t) > 0 para todo t € T,
temos que para qualquer instante de tempo a média de individuos infectados secundarios
gerados por um unico individuo infectado é no maximo 1. Isso mostra que esta doenca

pode, no maximo de sua eficiéncia, manter seu niimero de infectados constante.

Veja que se Py(t) < 1 para todo t € T, entdo é razoavel dizer que esta doenga deve
erradicar-se com o tempo e, de fato, neste caso temos que a(t) + 0(t) < 5(t) para t € T, o
que nos mostra que existem menos pessoas tornando-se infectadas do que recuperando-se

ou morrendo naturalmente.
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Uma vez esclarecidas estas ideias, podemos entender melhor o significado de P a

partir do Fy. Para isso, podemos reescrever p : T — R como

N
= p(t)a(t)

para todo t € T, e observarmos que para uma escala de granulagao limitada tal que

p(t) = (1= Fo(t))

b = infier B(t) > 0, ||a|lo = supser a(t) < 0o e [|f]lee = sup,er B(t) < 00, vale a seguinte

“equivaléncia” de integrais

bNO 00 00
1 - Py(s)As < P < ||6HOON0/ 1 — Py(s) As.
1= {[lpllo - lalle Jto to

Note que sob estas hipoteses, que estao longe de serem muito especificas, temos
que P = oo se, e s6 se, [ 1 — Py(s) As = oo, e analogamente, P < oo se, e s se,
Jib 1= Py(s) As < oo. Dessa forma, sabemos que a interpretagao de P estd intimamente

conectada com a interpretacao da integral envolvendo F.

Observe que, como FPy(t) € [0, 1] para todo t € T, podemos entender 1—Fy(t) € [0, 1]
como a defasagem entre a média de individuos suscetiveis que, ao entrarem em contato
com um unico infectado no tempo t € T, tornam-se infectados no préximo instante de
tempo, e a maior média desses casos de infeccao secundarios que pode haver quando
p(t) > 0 para t € T. Isto é 1 — Py(t) representa o nimero médio de casos de infecgao
secundarios que, caso fossem acrescidos ao nimero médio de casos de infecgao secundarios
real, dariam ao nimero de infectados a possibilidade de manter-se constante, contribuindo

com a sobrevida da doenga.

Logo, neste caso 1 — Py(t) mede o quao “distante” uma doenga estd, no tempo t,
de continuar presente na populacao. Como esta interpretacao sobre 1 — Fy s6 nos fornece
uma estimativa imediata de como o niimero de infectados deve variar com o surgimento de
novos infectados, precisamos de uma ferramenta que analise globalmente a funcao 1 — F,
a fim de extrairmos, igualmente, uma conclusao global. E, uma forma de fazermos isto é a

partir da integral [° 1 — Fy(s) As, que mede a “acumulagao” de 1 — Fy sobre T.

Assim, munidos destas interpretacoes e apoiados nas inequagoes anteriores, podemos
dizer que: (i) P < oo se, somente se, o numero médio de individuos suscetiveis que
entraram em contato com um unico individuo infectado e tornaram-se infectados tende
a 1 “rapidamente” com o passar do tempo, o que significa que esta doenc¢a nao demora
a apresentar o perfil de uma doenca em que cada infectado consegue infectar alguém,

mantendo esta subpopulacao constante.

Neste contexto, P < oo demonstra que a doencga possui potencial para manter-se
presente na populacao, em que esta presenca ocorre com o nimero de infectados mantendo-

se constante. Por outro lado, (ii) P = oo se, e somente se, o nimero de casos secundarios
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de infecgdo ou nao tende a 1 (o que demonstra que esta é uma doenga em que dificilmente
um individuo infectado consegue passar adiante a doenca e, portanto, perpetua-la na
populagdo) ou o nimero de casos secundarios de fato tende & 1, mas mesmo isso ocorrendo,
o seu crescimento a 1 é tao “lento” que, por mais que o potencial de criar-se novos infectados
com o passar do tempo cresca, o numero de infectados decresce exponencialmente nesse

meio tempo, o que impede a manutencao do nimero de infectados.

Logo P esta relacionado com a incapacidade de geracao de novos infectados desta
doenca, afim de perpetua-la. Portanto, se estamos lidando com uma doenca em que cada
infectado produz, em geral, menos de um novo individuo infectado, entao esperamos que
P = co. Se cada infectado produz, no maximo, um novo infectado, mas esta geracao

ocorre lentamente, ou seja, muito tempo apds o contagio, entao também esperamos que
P = .

Por outro lado, se estamos lidando com uma doenga em que cada individuo infectado
produz, em geral, um novo individuo infectado, e esta geracao ocorre rapidamente, ou
seja, em curto espago de tempo apds o contagio, entdo esperamos que P < oco. Nessa
situacao especifica nao podemos afirmar nada além de que a doenca possui potencial para
perpetuar-se, pois, por mais que haja uma criacao rapida de novos infectados, mantendo o
numero de infectados aproximadamente constante, o que sera crucial para a continuidade
da doenca sera o perfil da sua taxa de transmissao. Perfil este que, semelhante a outras
analises, pode-se ser feita sobre a integral B = [ 8(s)/(1 — p(s)(d — B)(s)) As.

Em resumo, nas situagoes em que P = oo, fica claro que o ntimero de novos
infectados deve decrescer com o tempo e, de fato, pela demonstracao do teorema anterior,
sabemos que [ decai a 0 de forma exponencial. Por outro lado, se P < oo, como cada
individuo infectado produz, aproximadamente, um novo individuo infectado, e esta geracao
é rapida apos o contagio, entao o que determina se esta populagao de infectados se mantém
ou se decai a 0, é se a taxa de transmissao é “globalmente significativa” para a manutencao
da transmissao da doenga. Isso pois, se a taxa de transmissao ¢ “globalmente significativa”,
entao em um curto periodo de tempo um individuo infectado pode gerar outro. Todavia,
se a taxa de transmissao é “globalmente insignificante”, entao por mais que a geracao de
um novo infectado a partir do contagio seja rapida, o propria taxa de transmissao pode

ser muito baixa, fazendo o contagio ser menos provavel de acontecer.

Assim, quando P < oo, os infectados tém a chance de manter sua subpopulacao
constante, mas isso depende tnica e exclusivamente de o quao “eficiente” ou “significativa”
[ é globalmente. E, para medirmos esta “eficiéncia global” da taxa de transmissao, usamos
a integral definida por B que é diretamente proporcional a 5 e surge como uma forma de

mensurarmos esta taxa em T.

No Teorema 4.1.4 exploraremos o caso quando p(t) < 0 para todo t € T.
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Teorema 4.1.4. Nas hipteses do Teorema 4.1.1, seja p(t) < 0 para todo t € T. Tomando
P, B € R dados por

P ::/@p(s)As e B:/HM:;_B)(S)AS,

temos os sequintes resultados

)
(i) Se P =0 ¢ Jim i(t) — 1‘ =0, entao lim I(t) = 0.

6 t—o00

a+o

(ii) Se P =00 ¢ lig(i):glf (t) — 1| > 0, entao lig(i)glf[(t) > 0.

(iii) Se P5 < o0 e B = o0, entao tli}m I(t) =0.
(iv) Se P5 < o0 e B < 00, entao li{ginf I(t) > 0.

Demonstragio. Seja p : T — R, dada conforme o Teorema 4.1.1, tal que p(t) < 0 para
todo t € T. Veja que seu inverso ©p dado por (&p)(t) = —p(t)/(1 + p(t)p(t)) para todo
t € T é estritamente positivo, uma vez que p € R*. Dessa forma, pelo Lema 2.1.17,

ficamos munido das seguintes desigualdades

1+ /Gp(s)As <egp(t,ty) < exp (/ @p(s)As) < exp (/ @p(s)As) (4.24)

que valem para todo t € T, em que a tltima desigualdade faz sentido em R.

Considere novamente u,v : T — R, dados conforme a demonstragao do Teorema
4.1.3, tais que I = u/v. Vejamos que B = oo implica que lim; o, v(t) = co. De fato,
como (©p)(t) > 0 para todo t € T, entdo egp(-, ty) ¢ uma funcdo nao-decrescente, e como
ecp(to, to) = 1, segue entdo que egy(t,tp) > 1 para todo t € T. Dessa forma, vale a
identidade

t

1+ ]o/e@p(s,to)

to

B
No(1+ p(d = B))

c
~~
~~
~—
S
~

(s)As (4.25)

para todo t € T.

Lembre-se que I : T — R é uma funcao limitada, pois 0 < I(t) < M para todo
t € T, em que M > 0 é uma cota superior de K. Assim, se tivermos lim; ., u(t) = oo,

entao lim; ., v(f) = 0o, mas nao necessariamente a reciproca é verdadeira.
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Com estas ideias em mente, demonstraremos os itens (i),(ii),(iii) e (iv).

(iii) Sejam P < 0o e B = 00. Logo, por (4.24) temos que u ¢ limitado, enquanto
que pela desigualdade (4.25) temos que lim; o v(t) = oco. Portanto lim; . I(t) =
limy o0 (u/v)(t) = 0.

(ii) Sejam Ps = oo e liminf; o |a(t) + () — B(t)|/B(t) > 0. Veja que a hipdtese
sobre Po = oo implica que lim; , u(t) = oo, pela desigualdade (4.24). Ainda, como
limy o u(t) = 00, entao limy_,o, v(t) = co. Logo, como v(t),v*(t) > 0 para todo t € T,

podemos aplicar o Teorema A.2.7 da seguinte forma

hggf I(t) > htII_l)(l)glf o5 (D)

(©p)(t)esy(t, to)

t—o00 6

ot 0) T T u G = 7))
— liminf op- (1+pu(6—B))(t)

(1)

t—o0 5
oo N —P
= ot (1+MﬁQ (14 us — D))
a+d6—p
O S PR ey L (t) - (1 + (6 — B))(t)
1 — pa
a+90—p
L N7 1 — pua
= h{gg}lf?- 11— pa+ pa+ p(s —p) () - (14 p(d = B))()
1 —pa

g

..o N
= hggf?-|a+5—6|

@ ja+6- 5]

> (So+Io) - limnf ; > 0.

em que (a) é verdadeiro pela Proposi¢ao 4.1.2. Portanto, lim inf; ,., I(t) > 0.

(i) Sejam Po = 0o e limy_,o |a(t) + 6(t) — 5(£)|/B(t) = 0. Analogamente ao que foi

feito no item anterior, podemos utilizar o Teorema A.2.7 para encontrarmos a desigualdade

la+ 6 — f]

5 (1) <liminfI(t) <limsup I(t) < M - lim sup la+d—pl

t—o0 t—o0 6

(So + Io) - lim inf

donde, como limy_, |a(t) + 6(t) — B(t)|/F(t) = 0, entao lim;_,, I(t) = 0.
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(iv) Sejam P, < 0o e B < 0o. Note que por (4.24) temos

t

o(t) = 1+Io/e@p(s,tg)NU(

to

B
1+ pu(6 = B))

(s)As

I r B
< 1+ 5 +j_OtO/eXp (to/ @p(s)As) m(s)As

[0€P6
So+ Iy

¢
[0€P9 ﬁ
< 1+ / s)As < 1+ B
S e trae— gt S
0

(0 —-5)

para todo t € T. Note também que pela férmula de I dada em (4.2) e pela desigualdade
(4.24), temos que

1
litminfl(t) = liminf 0€ep(t; to)

—00 t—o00 t ﬁ
1—1—1/6 s, t
o e ) N s )
o doesy(t, to)
o =P

So + 1o

¢
liminL (1 —i—/@p(S)As)
B

t—00 I Py
- 1+ 0¢ to
So + I

(s)As

v

B

v

Portanto lim inf, ., 1(¢) > 0. O

De forma semelhante a ideia que desenvolvemos para P, B € R definidos no Teorema
4.1.3, aqui entendemos que a interpretacao de P segue andloga a interpretacao de P, uma

vez que ambos podem ser vistos como integrais “equivalentes” a integral do médulo de p

sobre T.

Observe que a maior diferenga entre P e P esta no denominador 1+ u - p que surge
na expressao de P-. Todavia, como a parte “dimensional” desta expressao, isto é, tudo

aquilo dentro da integral que representa uma grandeza fisica real, estd ligada a |p| e ndo a
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14 - p, entao a interpretacdo de Ps estd intimamente ligada a da funcao p : T — R, assim
como a integral P. As informacoes que estes denominadores adimensionais encodificam,

devem, portanto, agregar a interpretacao que ja desenvolvemos para estas expressoes.

Assim, trataremos aqui Ps, assim como P, como uma grandeza intimamente ligada
a incapacidade de uma doenca perpetuar-se na populacao através da geragao de novos

infectados.

Desse modo, os resultados (iii) e (iv) do Teorema 4.1.4 surgem como uma releitura
do item (ii) do Teorema 4.1.3, com a diferenca de que, para p(t) < 0 para todo t € T, o
comportamento de I pode nao ser assintotico, logo nao podemos afirmar que a populacgao
de infectados estabiliza-se em algum valor. Dessa forma, se queremos saber se a doenca
persiste na populagdo, no lugar de nos perguntarmos se lim;_,, I(t) = I* > 0, precisamos
perguntar se liminf, ., I(¢) = I* > 0, uma vez que esta doenga pode variar de forma

sazonal na populacao mantendo-se sempre presente.

O que surge como novidade entdao em relagao ao Teorema 4.1.3 sao os resultados
(i) e (ii) do Teorema 4.1.4. Neste caso, quando P < 0o, quem determina a persisténcia
da doenca na populacdo sao as taxas a,d e 5. Aqui, se lim;,o [(a +0)(t)/B(t) — 1| =0,
entdo por mais que em média o mesmo numero de pessoas tornando-se suscetiveis ou
morrendo se iguale ao niimero de novos infectados, a geragao de novos infectados ocorre

mais lentamente, uma vez que P~ < 00, e, portanto, o numero de infectados deve cair a 0.

Por outro lado, mesmo quando a geracao de novos infetados é lenta, isto é, Py < oo,
se a taxa de transmissao é (a partir de certo tempo) maior do que as taxas combinadas
a + 0, entao os novos infectados criados sdo criados em quantidade o suficiente para serem
capazes de compensar a lentidao em que sao criados, mantendo assim um niimero minimo

de infectados na populacao.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, estudamos e elaboramos alguns resultados da teoria de escalas
temporais a fim de concretizarmos uma modelagem epidemiologica nesta area. O objetivo
deste trabalho, entao, é de lancar mao dos resultados e técnicas basicas que podem ser
utilizadas na modelagem de algum problema biologico, sobretudo dentro da epidemiologia,
utilizando-se a teoria de escalas temporais. Como a literatura biomatematica nesta area é
escassa, trazemos com este trabalho algumas ideias que, além de incentivar a modelagem,

também fornecem alguns resultados que fundamentam a implementacao de tais modelos.

O modelo epidemiolégico que desenvolvemos aqui, o modelo SIS, ja possui uma
versao na literatura de escalas temporais [4], todavia nds revisitamos este modelo com duas
algumas intengoes: a primeira intengao é propormos uma nova versao do modelo SIS de [4],
em que as equagoes do seu PVI (3.1) estejam biologicamente fundamentadas; a segunda
intengao é de, uma vez proposto este novo modelo SIS (3.1), queremos generaliza-lo de
modo a considerar os seus parametros como fungoes de uma escala temporal, donde esta
generalizacdo passa a ser ndao-autdénoma (4.1); e a terceira intenc¢ao é a de aplicar este

modelo em algum contexto real.

Assim, neste trabalho ndés propomos um novo modelo SIS, embasando a sua
modelagem com argumentos biologicos, desenvolvemos os resultados teéricos suficientes
para demonstrarmos que este modelo estd bem definido e ainda desenvolvemos outros
resultados para a analise deste modelo. Além disso, aplicamos a versao auténoma deste
modelo a um surto de gastroenterite aguda que ocorreu no municipio de Itatiaia, no estado
do Rio de Janeiro, em 2002 [10].

Dessa forma, no Capitulo 4 ndés propomos um modelo SIS nao-auténomo (4.1).
As justificativas bioldgicas para esta modelagem estdo presentes no Capitulo 3, onde
estudamos, primeiramente, este mesmo modelo na sua versao auténoma. Os resultados
tedricos que precisamos lancar mao para demonstrarmos que o modelo do Capitulo 4
(4.1), assim como a sua versao auténoma no Capitulo 3 (3.1), estao bem definidos estao
presentes na Secao 2.2 no Capitulo 2. Ainda, como para este modelo nds conseguimos
determinar a sua solucao explicita via solugao de PVIs lineares de primeira ordem, no
Capitulo 2, na Se¢ao 2.1, nés estudamos os PVIs lineares lineares de primeira ordem em

escalas temporais.

DESAFIOS E TRABALHOS FUTUROS

Algumas questoes acerca do uso da teoria de escalas temporais e algumas parti-
cularidades no seu uso ainda nao estao totalmente claras. A primeira dificuldade que
encontramos quando modelamos uma dindmica (seja epidemioldgica ou nao) é em relagao

a qual escala temporal iremos utilizar. A principio, ndo existe um critério tinico e exato
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na escolha de tal escala.

O que nos fizemos, entdao, no modelo para o surto de gastroenterite em Itatiaia, foi
justificar a escolha da escala temporal trabalhada de acordo com a variacdo dos dados
(veja a Figura 3) que ja estavam disponiveis. E, de fato, esta nao pode ser a 4nica forma
de se definir uma escala temporal para um modelo. Afinal, essa abordagem sé funciona ao
modelarmos a evolu¢ao de uma epidemia que ja ocorreu e para a qual possuimos os dados

da sua evolucao catalogados, o que nem sempre € o caso.

Por outro lado, apesar da falta de um critério claro, entendemos que a granulagao
da escala esta intimamente ligada com a magnitude da variacao da solucao. De modo que,
se a solucao varia muito em um curto periodo de tempo, entao o ideal é que a granulacao
neste periodo seja pequena, uma vez que isso implica em um melhor acompanhamento da

evolucao da solucao.

Para exemplificar essa necessidade, podemos considerar o seguinte exemplo ingénuo:
Suponha que a fungio ¢(t) = cos(t?), veja a Figura 6, seja uma solugdo de uma equagio
dinamica. Suponha também que independente da escala temporal tomada para esta

equacao dinamica, ¢ é sempre uma de suas solucoes.

Figura 6 — Em preto, temos o grafico de ¢ para alguns valores de t € R.

Observe entao que, se tomassemos a escala temporal T; dada pela projecao em
R dos pontos vermelhos da Figura 6, teriamos que ¢(t) = —1 para todo t € Ty. Se
tomassemos a escala temporal Ty dada pela projecdo em R dos pontos azuis da Figura 6,
terfamos (t) = 1 para todo t € Ty. Aqui fica claro que, por mais que uma escala tenha
infinitos pontos, ou seja compacta, ou seja de granulagao limitada, ou tenha periodicidade
(basta pensarmos em ¢(t) = cos(t), por exemplo), nada disso garante que, quando olharmos
para o grafico da solugdo de uma equagao dindmica, estamos observando toda a variacao

que aquela solucao pode ter.
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O leitor, agora, pode achar um pouco estranho termos assumido no exemplo
anterior que ¢ possui a mesma férmula independente da escolha da escala temporal da
sua equacao dinamica. Por isso vale comentar que, existem sim exemplos, ainda que
ingénuos, de solucoes que se comportam dessa maneira. Por exemplo, se tomarmos a
equacao dindmica x® = 0, o seu conjunto de solugoes é dado pelas fung¢oes constantes e
isso acontece independentemente da escala temporal tomada. Ainda, além desse exemplo
trivial, ndo é um absurdo completo supor tal ¢. Isso pois, por mais que (em geral) a
cara explicita de uma solugao de uma equacado dindmica mude de escala temporal para
escala temporal (basta pensarmos, por exemplo, nas solugoes das PVIs de primeira ordem,
que dependem, na sua forma, diretamente da integral da escala em que estao definidos),
se as escalas sao “parecidas”, entao as solu¢oes para uma mesma equacao também sao

parecidas.

Veja também que nao ha grande problema em pensarmos que uma equac¢ao dindmica
x® = f(t,z) pode ser resolvida para diversas escalas temporais, uma vez que o que prende
uma equacao desta a uma escala é apenas o dominio temporal de f(t,-). Entao, se f(¢,-)
pode ser definida, por exemplo, em mais de uma escala temporal, a equagao z* = f(t,x)

também pode.

Estas consideracoes nos sugerem que ha a necessidade de um critério claro, baseado
na equacao dinamica, que nos permita determinar se uma escala temporal é adequada
para aquela equacao. Assim, como um trabalho futuro, fica tanto o amadurecimento na

discussao desse tema quando, de fato, o estabelecimento deste critério.
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ANEXO A - ALGUNS RESULTADOS DA TEORIA DE ESCALAS
TEMPORAIS

Apresentaremos aqui os principais resultados e defini¢oes da teoria basica de escalas
temporais que sao necessarios para trabalharmos com as equacoes dinamicas. Todos estes
resultados e definigdes podem ser encontrados nas referéncias [2] e [3], assim como também

podem ser encontrados, com outra abordagem, na referéncia [9].
A.1 PRELIMINARES

Definigao A.1.1. Um conjunto T C R € uma escala temporal se, e somente se, T # ()

e T € um conjunto fechado.

Ainda, dados a,b € T, denotamos o conjunto [a,b] N'T, que por vezes nos referimos

como um intervalo de T, por [a, b].

Definicao A.1.2. Seja T uma escala temporal. Definimos p,o : T — T como respectiva-

mente 0s operadores recuo ¢ avango de T. Para cadat € T temos que
(i) o(t) =inf{s € T:s >t}
(ii) p(t) =sup{s € T:s <t}

em que convencionamos inf ) :=supT e sup () := inf T. Ainda, se t < o(t), dizemos que t
¢ discreto a direita, set = o(t), dizemos que t é denso a direita; se p(t) < t, dizemos que

t é discreto a esquerda e se p(t) =t, entao dizemos que t é denso a esquerda.

Definigao A.1.3. Seja T uma escala temporal. Definimos u: T — R§ como a fungdio

granulagdo de T dada para cada t € T por u(t) = o(t) —t.
A.2 DERIVADA DE HILGER

Definicao A.2.1. Seja T uma escala temporal. Definimos T* C T por T# =T, se T é

ilimitado superiormente, ou por T% =T \ {max T}, se T € limitado superiormente.

Definigao A.2.2. Sejam f: T — R et € T". Dizemos que f é diferencidvel, ou A-
diferencidvel, em t € T* se existe f*(t) € R tal que para todo € > 0 existe uma vizinhanga
U det tal que, para todo s € UNT, temos

[f(a(t)) = f(s) = [2 () [o(t) — s]| < elo(t) — s].
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Teorema A.2.3. Sejam f: T — R et € T®. Entao valem os sequintes resultados:

(i) Se f € diferencidvel em t, entao f é continua em t.

(i) Se f € continua em t um ponto discreto a direita, entdo f € diferencidvel em t

com
pey _ o) = 1(0)
p(t)
(iii) Seja t um ponto denso d direita. Entao f é diferencidvel em t se, e somente se,
o limite
()~ ()

existe, e neste caso

(iv) Se f € diferencidvel em t, entao f(o(t)) = f(t) + p(t)f4(t).

Demonstragio. Veja [3], pagina 5. ]

Teorema A.2.4. Sejam f,g: T — R diferencidveis, t € T" e a € R. Entao valem os

sequintes resultados:
(i) f+9g:T =R é diferencidvel em t com (f + g)*(t) = f4(t) + g*(t).
(i) af : T — R € diferencidvel em t com (af)*(t) = af?(t).
(iii) f-¢g: T — R ¢ diferencidvel em t com
(f-9)"(t) = f(D)g" (1) + [ (D)g(o(t)) = fo(£)g™(t) + [*(t)g(t).
(iv) Se f(t)f(o(t)) # 0, entao 1/f é diferencidvel em t com
e G

(3) O 75w

(v) Se g(t)g(a(t)) # 0, entdo f/g é diferencidvel em t com

A e — F0e ()
<g> O = s g)

Demonstragio. Veja [3], pagina 8. ]




115

Teorema A.2.5. (Principio da Indugao em Escalas Temporais) Seja to € T e A uma
afirmagao indexada em [tg, 00)T, ou seja, A = {A(t) : t € [tg,00)r}, em que cada A(t) é

uma afirmacao. Se A satisfaz as sequintes hipoteses:

(i) A(to) € verdadeira.

(ii) Set € [ty, 00)T € discreto a direita e A(t) € verdadeiro, entao A(o(t)) também é

verdadeiro.

(iii) Se t € [tg,00)1 € denso a direita e A(t) € verdadeiro, entdo existe U uma

vizinhanga de t tal que A(s) é verdadeiro para todo s € U N [t,00)r.

(iv) Set € (tg,00) € denso d esquerda e A(s) € verdadeiro para todo s € [tg, 00)T

tal que s < t, entao A(t) também é verdadeiro.

entdo a afirmagao A € verdadeira, ou seja, A(t) € verdadeiro para todo t € [ty, 00)r.

Demonstragio. Veja [3], pagina 4. ]

Teorema A.2.6. (Teorema da Desigualdade do Valor Médio) Sejam f,g: T — R fungées
diferencidveis. Se |f*(t)| < g*(t) para todo t € T*, entdio

lf(t)— f(s)] < g(t)—g(s) para todo s,t € T, com s < t.

Demonstracio. Veja [3], pagina 23. ]

Corolario A.2.6.1. Sejam f,g: T — R fungoes diferencidveis e s,t € T. Entao valem

0s sequintes resultados:

(@) () = f(s)] S K - |t —s|, em que K = sup [f2(7)].

TE [svt)T

(i) Se f2(t) =0 para todo t € T*, entao f é uma fungao constante.

(iii) Se f2(t) = g*(t) para todo t € T*, entdo existe ¢ € R tal que f(t) = g(t) + ¢
para todo t € T.

Demonstracio. Veja [3], pagina 25. O]
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Teorema A.2.7. Sejam f,g: T — R fungoes diferencidveis. Se lim;_,, g(t) = o0 € g, g*

sao estritamente positivas em algum raio [ty,00)r, com tg € T, entdo

A
lim inf @ > liminf / <t>,
t—o00 g(t) t—o00 gA (t)
A
lim sup @ < limsup / (t)
t—o0 g(t) t=o0 g4(t)
Demonstragio. Veja [3], pagina 48. ]

A.3 INTEGRAL DE HILGER

Definicao A.3.1. Uma funcgio f: T — R é dita regrada quando para todo ponto s € T
denso a direita e todo ponto T € T denso a esquerda temos que os limites lim;_, o+ f(t) e

lim; ..~ f(t) existem (e portanto sao finitos).

Definicao A.3.2. Uma funcio f : T — R regrada que é continua em todos os pontos
densos a direita de T é dita rd-continua. Denotamos o conjunto de todas as fungoes

rd-continuas por Cyq(T,R), Ciq(T) ou simplesmente C,q.

Teorema A.3.3. Sejam f: T —-Reg:T — g(T) CT, entdo vale que

(i) Se f € continua, entio f é rd-continua.
(i) Se f € rd-continua, entio f é continua pela direita e regrada.

(iii) Se f € regrada (respec. rd-continua), entio f7 : T — R dada por f(t) = f(o(t))
para todo t € T também é regrada (respec. rd-continua).

s

(iv) Se f é continua e g € regrada (respec. rd-continua), entio fog: T — R é

regrada (respec. rd-continua)

(v) O operador avango o : T — T é rd-continuo.

Demonstragio. Veja [3], pagina 22. O
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Defini¢ao A.3.4. Dado |a,blyr C T, dizemos que o conjunto P = {to,t1,....,t,} € uma
particdo do intervalo [a,bly se P C [a,bly com ty = a e t, =b. Denotamos por P(a,b)

como o conjunto formado por todas as parti¢oes P de [a,b]t.

Defini¢ao A.3.5. Dada f : [a,b]r — R uma funcao limitada, com a < b, definimos
M(f) =M = SUDye(a,b)y f(t) e m(f) = m = inficupy), f(t). Ainda, dada wma particao
P e P(a,b), com P={a=tyty,..,t, =b}, definimos M;(f) = M; = SUDelt; 1 t)r f(t) e
m;(f) = m; = infiep, | 1, f(E) para todo i € {1,...,n}.

Defini¢ao A.3.6. Dados f : [a, bl — R uma fungao limitada, com a < b, e P € P(a,b),
definimos a A-soma superior de Darboux de f em relacio a P como o niumero real
U(f,P) dado por

U(f P) = 32 Mt — ti1),

Analogamente, definimos a A-soma inferior de Darboux de f em relagio a P como

o nimero real L(f, P) dado por

Defini¢ao A.3.7. Dada f : [a,blr — R, com a < b, uma fungio limitada, dizemos que
f € Darboux A-integrdvel no intervalo |a,blr (ou simplesmente, integrdvel), quando
U(f) = L(f), em que definimos

U(f) = panf , UL, P)

L(f) = sup L(fP).
PeP(a,b)

Neste caso, dizemos que a integral de f em [a,blr, denotada por [° f(T)AT, vale U(f).

Proposicdo A.3.8. Sejam f : [a,blr — R uma fungio limitada, M = sup,c,y. (1),
m = infycpo ), f(t) e P,Q € P(a,b). Entao,

(i) m(b—a) < L(f, P) < U(f. P) < M(a—b).

(i) L(f, P) < L(f. PUQ) < U(f, PUQ) < U(/, P).
(iii) L/, P) < U(/,Q).

(iv) L(f) < U(f).
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Demonstragio. Veja [2], pagina 119. ]

Teorema A.3.9. (Critério de Integrabilidade I) Seja f : [a,b]r — R uma fungao limitada.
Entao f € integravel se, e somente se, para todo € > 0 existe uma particio P € P(a,b) tal
que

U(f,P)—L(f,P) <e.

Demonstragio. Veja [2], pagina 120. O

Corolério A.3.9.1. Seja f : [a,blr — R uma fungdo limitada. Se para algum P € P(a,b)
vale que L(f, P) = U(f, P), entdo f ¢é integrdvel.

Demonstracio. Veja [2], pagina 120. ]

Proposicao A.3.10. Se f : [a,blr — R € regrada, entao f é limitada.

Demonstragio. Veja [3], pagina 23. ]

Teorema A.3.11. Toda funcgdo regrada ¢ integrdvel.

Demonstragio. Veja [2], pagina 129. ]

Corolario A.3.11.1. Seja f : [a,blr — R uma fungdo limitada.
(i) Se f € mondtona, entao f é integrdvel.
(i) Se f € rd-continua, entao f é integrdvel.

Demonstragio. Veja [2], pagina 129. ]

Definicao A.3.12. Sejam f : T — R wma fungao limitada e a,b € T. Definimos
f;f(T)AT =0sea=0b, e[ f(T)AT = —fff(T)Ar sea<b.
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Proposicao A.3.13. Sejam f : [a,b]r — R e ¢ € [a,b]r. Se f € integrdvel nos intervalos

la, c]T e [c,b]r, entao f é integrdvel em [a,blt e vale que

/abf(T)AT = /acf(T)AT + /cb f(r)AT.

Demonstragio. Veja [2], pagina 134. O]

Definicdo A.3.14. Seja f : [a,blr — R uma fungao limitada e P € P(a,b), com a < b.
Definimos a variagdo de f em [a,blr como o mimero w(f) € Ry dado por w(f) =
w = sup{|f(z) — f(y)| : z,y € [a,b)1}. Analogamente, para P = {a = to,t1,...,t, = b},
definimos w;(f) = w; = sup{|f(z) — f(y)| : z,y € [ti,tix1)r} como a varia¢io de f em
[ti,tit1)T, para todo i € {1,...,n}.

Proposigdao A.3.15. (Critério de Integrabilidade II) Seja f : [a,b]r — R uma fungdao
limitada. Entao f € integrdvel se, e somente se, para todo € > 0 existe uma particio
P € P(a,b) tal que X0 wi(f)(t; —tic1) < e.

Demonstracio. Veja [2], pagina 132. ]

Proposicao A.3.16. Sejam f, g : |a,blr — R integraveis e o € R. Entao,
(1) (f-g): T — R € integrdvel e se g = a for uma fungao constante, entio vale que
b b
/ (a- f)(r)Ar = a/ f(r)AT.

(i) f+g: T — R € integrdvel com ff(f +g9)(1)AT = f;f(T)AT + f,f g(T)AT.

Demonstragio. Veja [3], pagina 28. O

Proposicao A.3.17. Sejam f,g : [a,blr — R fungoes integraveis. Se f(t) < g(t) para
todo t € [a,b)r, entdo

/abf(T)AT < /abg(T)AT.

Demonstragio. Veja [3], pagina 28. ]
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Corolario A.3.17.1. Seja f : [a,blr — R integrdvel. Entao |f| é integrivel e vale que

[ 100ae) < [(rmlar

Demonstragio. Veja [3], pagina 28. ]

Proposicao A.3.18. Seja f : [a,b]r — R integrdvel. Entao para todo t € [a,b)T temos

[ smar = un s

Demonstragio. Veja [3], pagina 28. ]

Teorema A.3.19. (Teorema Fundamental do Célculo I) Seja f : [a, bl — R uma fungao
integrdvel. Entdo a fungio F : [a,blr — R dada por F(t) = [' f(T)AT para todo t € |a,b]r
¢ uniformemente continua. Além disso, se f é continua em s € [a,b)r, entdo F ¢

diferencidvel em s com F*(s) = f(s).

Demonstragio. Veja [2], pagina 137. ]

Teorema A.3.20. (Teorema Fundamental do Célculo II) Seja g : [a,blr — R uma fungao

diferencidvel com derivada g* integrdvel em [a,b|r. Entdo vale que

Demonstracio. Veja [2], pagina 138. ]

Corolario A.3.20.1. (Integracao por Partes) Sejam f, g : [a,b]lr — R fungoes diferencid-

veis com derivadas f*, g* : [a,b)r — R integrdveis, entdo

[ e mar+ [ aler)ar = fb0) - f@gla)

Demonstracio. Veja [2], pagina 138. O



121

Definicao A.3.21. Dado f : [a,b]y — R limitada e P = {a = tg,...,t, = b} € P(a,b)
uma particdo, dizemos que a soma

S = Zn:f(fz')(tz‘ —ti-1)

=1

onde & € [ti—1,t;)r para todo i € {1,...,n} é a A-soma de Riemann de f em relagio d
P.

Defini¢ao A.3.22. Dada f : [a,blr — R limitada, dizemos que f é A-Riemann inte-
grdvel (respect. Riemann A-integrdvel, ou simplesmente Riemann integrdavel) se existe um
numero I € R tal que para todo € > 0 existe uma particio P € P(a,b) tal que |S — I| < ¢,
em que S é tomado conforme a definicio anterior e a majoracao é independente da escolha

dos &is. Caso tal niumero exista dizemos que a integral de Riemann de f em [a,bly vale I.

Teorema A.3.23. Uma funcdao é Riemann integrdvel se, e somente se, € Darboux inte-
gravel. Ainda, se [ € integrdvel, entdo as integrais de Riemann e Darbouzr tem o mesmo

valor.

Demonstracio. Veja [2], pagina 125. ]

A4 A TRANSFORMACAO CILINDRICA

Definicao A.4.1. Seja h > 0. Definimos o conjunto dos nimeros complexos de

Hilger, denotado por C,,, dado por

Ch:{ZGC:z%—flL}

quando h > 0, e Cy = C, quando h = 0.

Definicao A.4.2. Seja h > 0. Definimos o conjunto Zy C C dado por
Zh:{ZGC:—Z<Im(z)§Z}

quando h > 0, e Zog = C, quando h = 0.
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Proposicao A.4.3. As operagoes @ : C, x C,, — Cy, e + : Zy, x Zy, — Zy, definidas por

() z@y:=x+y+ hzy

r+vy, quandoh =0
(i) v+ v :=
271
k, emquek€Zyek=u+v (rnodh>, quando h > 0

tornam (Cyp, ®) € (Zn,+) grupos abelianos.

Demonstracao. Veja [2], pagina 54. O

Teorema A.4.4. A transformagao cilindrica &, : C,, — Zy, dada por

z, quando h =0

W= e
M, quando h > 0
h
para todo z € Cy, € um homomorfismo entre os grupos (Cp, ®) e (Zy,+). Ainda, a inversa

&1 Zy, — Cy, € dada por

z, quando h =0

1
,  quando h >0
h
para todo z € Zy,.

Demonstragio. Veja [2], pagina 58. ]
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