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RESUMO

Neste trabalho, trataremos sobre a existéncia de solucoes positivas para problemas

de valor de fonteira nao-locais do tipo Kirchhoff

-M (/|Vu|2dx> Au = f(z,u) em £,
0

u =0 sobre 01,

(1)

em que, {2 ¢ um dominio limitado de R™ com fronteira suave, M é uma fung¢ao continua

positiva e f é uma funcdo continua que possui crescimento subcritico.
Este trabalho estda baseado no artigo [2].

Palavras-chave: Equacao de Kirchhoff, Espagos de Sobolev, Problemas nao locais,

Métodos Variacionais.






ABSTRACT

This work is concerned with the existence of positive solutions for a class of nonlocal

boundary value problems of Kirchhoff type

-M (/|Vu|2da:> Au= f(z,u) in Q,
0

u=0 on 0f),

(2)

where, ) is a smooth bounded domain of R™, M is a positive function, and f has subcritical

growth.
This work is based on the article [2].

Keywords: Kirchhoff equation, Sobolev Spaces, Nonlocal problems, Variational
methods.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho foi inspirado principalmente pelos resultados de C. O. Alves, F. J. S.
A. Corréa, T. F. Ma no artigo [2].

Consideramos uma classe de problemas nao-locais do tipo

| MO A= ) em 9
u =0 sobre 0f),

em que £ C R" é um dominio limitado suave, f: Q@ x R - R e M : Rt — R sdo funcoes

continuas e A é operador laplaciano.

Consideramos a norma usual || - [z no espago de Sobolev H} () dada por

%
lallg = ( [ [Va?ldz)"

A equagao (P) é conhecida como um problema do tipo Kirchhoff, pois esté relacionada a

versao estacionaria da equacao de Kirchhoff
(K) M (/ V,uf? daz) Agu = f(z,1),
Q

em que M(s) =as+ b, com a,b > 0, a qual foi proposta por Kirchhoff [18] em 1883. Esta
equacao estende o problema classico da onda de D’Alambert, considerando os efeitos da

mudanga no comprimento da corda durante as vibragoes transversais.

A equacao (K) recebeu mais atengdo somente apés a publicagdo do artigo de J.

Lions [19], onde uma abordagem abstrata foi proposta para esse problema.

O interesse sobre tais tipos de problema ¢é devido ao fato de que eles modelam
varios sistemas fisicos e biologicos, onde u descreve um processo que depende de si mesmo
(na média), como por exemplo a densidade populacional (veja [7], [20] e [21] para trabalhos
relacionados). Além disso, a equagao (P), também tem chamado a atengado dos matemaéticos
por ser um tipo de problema nao-local devido a presenga do termo M <||u||fqé> fazendo

com que a equagao em questao nao seja uma igualdade pontual.

O objetivo principal desse trabalho ¢é, usando ferramentas variacionais, mostrar a
existéncia de solugoes positivas para o problema (P) para certas classes de fungdes M e
f. Esse resultado foi obtido em 2005, por C. O. Alves, F. J. S. A. Corréa e T. F. Ma no

interessante artigo [2].
Dividimos a apresentagao dessa dissertacao da seguinte forma:

No Capitulo 2 (Perturbagoes Homogéneas), consideramos o problema

(1.1)

—M(|lul*)Au = f(z) em €,
u =0 sobre 012,
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em que €2 é um dominio limitado suave de R™.
Considerando f : 2 — R como uma fungao em L?(§2) que satisfaz:
(f1) f é ndo-negativa e
M :R* — R é uma funcao continua satisfazendo:
(M) Existe mg > 0 tal que M (t) > my, para todo ¢ > 0.

No teorema 2.0.1, mostramos que o problema (1.1) tem o mesmo niimero de solugoes
que uma equagao algébrica. A mesma conclusao é obtida, no teorema 2.0.2, quando a nao

linearidade é p-homogénea do tipo f(x,u) = uP.

No Capitulo 3 (Solugoes para uma classe de equagoes envolvendo o termo Kirchhoff

nao crescente), consideramos o problema (P) com f: Q x R — R satisfazendo:

(f1) A condicao de crescimento subcritico, isto é, f satisfaz
|f(x,8)] <C(1+]s]P), VreQ, VseR,
emque C'>0,1<p<2*—1seN>3el<p<ooseN=1,2.
(f2) f(z,t) =o(t), quando ¢t — 0.
(f3) Existem p > 2e R > 0 tais que

0 < pF(x,t) < f(x,t)t, |t| > R.
M : Rt — R é uma funcdo continua satisfazendo:

(My) M(t) > my, para todo t > 0 e para algum mg > 0.

A

(Ms) M(t) > M(t)t para todo t > 0.

Nessas condigoes, usando o Teorema do Passo da Montanha, mostramos o seguinte

resultado:

Teorema 1.0.1. Se f € C(Q xR, R) é uma fungio localmente Lipschitziana, satisfazendo
as condigoes descritas acima, entdo, o problema (P) possui pelo menos uma solugdo cldssica

positiva.

No Capitulo 4 (Uma classe de problemas envolvendo um termo de Kirchhoff limitado
que se torna constante), estudamos o problema (P) substituindo a condigao (M) pela

hipotese
(M) existe m; > myq e existe to > 0 tais que M (t) = my, para todo t > tg.

Neste caso, mostramos o seguinte teorema:
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Teorema 1.0.2. Se f € C(Q x R) é uma fungio localmente Lipschitziana satisfazendo
(f1), (f2) e (f3) e M : RY — R é uma funcio que satisfaz (M,) e (M), com
Mo Ty

Mo My
2 L ’

entao, o problema (P) possui uma solugdo (cldssica) positiva.

No Capitulo 5 (Solugdes para um problema envolvendo uma fung¢ao de Kirchhoff
com crescimento controlado préximo da origem), estudamos o problema (P) com o objetivo
de estender o Teorema 1.0.2 para uma classe maior de fungdes M, incluida as fungoes
lineares crescente. Isso foi feito usando argumentos de truncamento combinado com uma

estimativa a priori do tipo Gidas e Spruck (veja [16]).
Mais precisamente, consideramos o problema (P), com as seguintes hipdteses:

f:Q xR — R éuma funcio continua e localmente Lipschitziana que satisfaz (fs),

(f3) e a condigao

3 1 f(z,1)
(fl) hmt—)oo tp

Q.

= h(z), uniformemente em © para alguma funcio continua h > 0 em

Além disso, M : RT — R é uma funcio continua satisfazendo (M) e as seguintes hipGteses

(M,) Existe a > 0 tal que M(a) < @,

(M3) maX{M(a)%piq,M(a)pzl} < %, onde 0 <g<pef>0.

Nestas condigoes provamos o seguinte teorema:

Teorema 1.0.3. Se f: Q xR = R é uma funcdo continua e localmente Lipschitziana
que satisfaz (f1), (f2), (fs) e M : RT — R é uma fungio continua que satisfaz (M, ), (M)

e (M3), entdao o problema (P) possui solugio (cldssica) positiva.

Finalmente, considerando as mesmas hipoteses do teorema 1.0.3 e adicionando a
condicao 0 < ¢ < 1, pelo Teorema do Passo da Montanha e pelo Principio Variacional de

Ekeland, mostramos que o problema

—M(||u||?{&)Au = Mu? + f(x,u) em ©,
u = 0 sobre 012,

(P)

possui pelo menos duas solugoes positivas. Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.0.4. Se f e M sio fungdes continuas que satisfazem (f,), (f2), (f3), (M),
(My) e (M3), entdo dado 0 < q < 1, existe A\, > 0 tal que para cada X € (0, \.), o problema

(Py) possui pelo menos duas solugoes positivas uy e uy satisfazendo I(uy) < 0 < I(ug).



26



27

2 PERTURBACOES HOMOGENEAS

Neste capitulo, vamos estudar equagoes do tipo Kirchhoff

{ =M (Jlullfyy) Au = f(2) em @, 1)
u =0 sobre 01,
em que €2 é um dominio limitado suave de R™ com n > 1.
Vamos supor as seguintes condicoes sobre as fungoes f e M:
f:Q — R é uma fungao em L?(2) que satisfaz:
(f1) f é ndo negativa e
M : Rt — R é uma funcdo continua satisfazendo

(M) Existe mg > 0 tal que M(t) > mg,Vt > 0.

Com essas hipéteses, no teorema 2.0.1, mostramos que problema (2.1), tem o

mesmo numero de solugoes que uma equacao algébrica.

A mesma conclusdo é obtida, no teorema 2.0.2, quando a nao linearidade é p-

homogénea do tipo f(x,u) = uP.

Para iniciarmos o nosso estudo, mostraremos que o problema linear nao homogéneo

(2.2)

—Au = f(x), em Q,
u = 0, sobre 012,

possui uma tnica solugdo. Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

Lema 2.0.1. Seja Q um dominio limitado suave em R™ comn > 1. Se f € L*(2), entdo

o problema (2.2) possui solugio unica.

Demonstragdo: Considere o espago HJ(f2) e a aplicacdo af.,.) definida por
a(v,w) = /QVva dz, Yv,w € Hy(Q).

Note que a é bilinear e além disso, veja que
|a(u, w)| < [|Vull2[[Vwllz < fJullg lw]m,

ou seja, a é continua.

Por outro lado, pela desigualdade de Poincaré (Ver Apéndice A.1.8), obtemos que
la(v,v)] = [[Voll3 > c||v]l3,

em que ¢ é uma constante positiva.

Portanto, a é coerciva. Além disso, identificando L?(2) com seu dual temos,

Hy(Q) C L*(Q) c HY(Q).
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Assim, f € H'(Q) e como (f,v) = / fvdzx, entao pelo Teorema de Lax-Milgran (A.1.9 ),
Q

o problema (2.2) possui uma tnica solugdo u € H}(Q) tal que

/QVquda: = /vadx,Vv € Hy(Q).

Observagao 2.0.1. Tomando v € C3°(Q2) temos que —/ Auvdr = / fudz.
Q Q
Logo
/(—Au — flude =0, Yv e C(Q).
Q

Portanto, no sentido das distribuicoes
—Au=f

e como u € H} (), entdo u satisfaz a condigio de contorno e consequentemente u € solugio

cldssica para o problema (2.2).

O préximo teorema foi motivado por alguns argumentos de [7] e [8], dedicados a

a (/udm) Au = f(x), em €,

O
u =0, sobre Of).

Nesse teorema, faremos uma andlise do nimero de solugoes de uma equagao do tipo

equacgao do tipo

Kirchhoff em relacao ao niimero de solu¢oes de uma equacao algébrica relacionada a um

problema linear. Assim, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.0.1. Sejam M : RT™ — R uma fungio continua que satisfaz (M) e f € L*(Q)
uma fungdo que satisfaz (fl), entdo o problema (2.1) tem o mesmo nimero de solugoes
quanto a equagdo algébrica M (t)t'/? = [wl[zy (com respeito a t), em que w € a tnica

solucao positiva de

{ —Aw = f(x) em (2.3)

w =0 sobre 0f).

Demonstracgao: Pelo Lema 2.0.1 e pelo principio do maximo considere w > 0 a tinica

solugdo da equagdo (2.3) e seja u = yw||w| 71, com v > 0, entdo u > 0 e
0

Ml = M (ol ) 5 (ellelz)),
v
= MO gt
— M('y2) i f

0] g

Assim, u é solugao positiva de (2.1) se, e somente se, u satisfaz —M (||ul|%,)Au =
0

f(x), ou seja, M (7?) B
||l 222

¢ igual a 1.
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Portanto, u é solugao positiva de (2.1) se, e somente se, v resolve a equacao
M)y = l|lwll -

Agora, fazendo t = 7% > 0, temos que, u é solugdo positiva de (2.1) se, e somente

se, t satisfaz a equacao algébrica. O

Observagao 2.0.2. A equacgdo algébrica M(t)t% = ||W||H3; em que w # 0 € uma funcao
conhecida e M : Rt — R € uma fungao continua, satisfazendo (My) tem solugao real pois,

pela continuidade de M,

lim M (t) = M(0) > mgy > 0.

t—0+
Assim, obtemos que,
lim M (t)tz = 0.

t—0t

Por outro lado, como M(t)t% > mot?, seque que

lim M(t)t? = +oc.

t——+o00
Agora, definimos a fungio g : [0,00] — R por g(t) = M(t)t%.
> i = i = .
Temos que g(t) > 0, tlir(%g(t) 0 e tilgloog(t) +o0
Logo, pelo teorema do valor intermedidrio, existe to € [0,400) tal que g(to) = [|wl| gy,

1
ou seja M(to)t§ = HW”H(} e assim, a equagdo algébrica tem solugdo.

Agora, aplicaremos os resultados acima para estudar a existéncia de solugoes

positivas do problema subcritico

{ ~M(ullfy) Au = wem Q. 2.4

u =0 sobre 0f2,

em que () C R” é um conjunto aberto e limitado. Faremos isso comparando o problema

(2.4) com o problema semilinear

—Aw =wP em (),
(2.5)

w =0 sobre 012,

que é conhecido por ter solugoes positivas. Este problema foi estudado e generalizado em

diferentes diregoes e pode ser encontrado em [12] (veja também [10],[6],[5]).

Teorema 2.0.2. Se M : R™ — R ¢ uma fungao continua satisfazendo (M), entdo o
problema (2.4) possui tantas solugoes positivas quanto a equagdo

M(t)
Ho—1)/2

= llwllyy” (2.6)
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com respeito a t, em que w € uma solugdo positiva de (2.5). Além disso, se

M(t)

o -1/

—0, (2.7)

entdo o problema (2.4) possui pelo menos uma solugao positiva.

Demonstragao:
Sejam ¢ > 0 solugdo da equagdo algébrica (2.6) e v = t'/2||w|| ;1 > 0, em que w é
0
solugdo positiva de (2.5).
Defina a fungdo positiva u = yw. Mostraremos que u é solucao positiva de (2.4).
De fato, note que t = Hyw”% e portanto,
M(wlzy) = M)
=
— —1\—
= ()
(Rl )
= (v )7
= f}/pfl
Agora, como u = yw, M(H’yw\ﬁ{é) = ~P~! e w é solugdo positiva de (2.5), temos
que
—M(lullf)Au = —M(|lywllF)vAw
= —Pyp’lfyAw
= (W)’

= uP.

Portanto, u = yw ¢é solugdo positiva de (2.4).
Reciprocamente, seja u uma solugao positiva de (2.4).
Defina a funcao 1

w=M (Jullz;)" " u
Temos que w é solucao positiva de (2.5), pois

Aw— —M<||u||H1> " Au

-1

up

= — 1 (luliy)
(el

—1
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Notando que
ol = M (el ) Nl
nos temos que t = HuH?{é > 0 é solugdo da equagao algébrica (2.6).
Finalmente, mostraremos que se

M (t)
A o =0
entdo o problema (2.4) possui pelo menos uma solugao positiva.

De fato, como o nimero de solugoes positivas da equagao algébrica e da equacao
diferencial coincidem, basta mostrar que a equagao (2.6) possui solugao. Assim, note que,
como M(t) > mg>0,Vt>0ep> 1, temos que

M)

A emn2 T

Logo, fixado w uma solugao positiva de (2.5), pela continuidade da funcao

M(t)
h(t) o2 t>0
e pelo teorema do valor intermedidrio, a equagao oyl ||w||11q_1p tem uma solugao ty e
0
consequentemente o problema (2.4) tem solugao. O
Observacao 2.0.3. e O argumento acima € baseado nas propriedades de p-homogeneidade

de f(x,u) = uP, e pode ser facilmente estendido para nao linearidade dependente de x
como f(x,u) = c(x)uP. Se a homogeneidade for descartada, os métodos variacionais

ainda poderiam ser aplicadas conforme discutido no proximo capitulo.

e Notemos que o problema (2.4) com 0 < p < 1 foi considerado em [10] em que 0s
resultados da existéncia foram obtidos usando o método de sub e super solugoes e

assumindo outras hipoteses para M.
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3 SOLUCOES PARA UMA CLASSE DE EQUACOES ENVOLVENDO O
TERMO KIRCHHOFF NAO CRESCENTE

Neste capitulo, vamos considerar o seguinte problema:

-M (HUH%@) Au= f(z,u) em Q, 3.1)
u =0 sobre 01,

em que f:Q x R — R satisfaz:
(f1) A condicao de crescimento subcritico, isto é, f satisfaz
|f(z,8)| < C(1+s|P), Vee, VseR,
emque C>0,1<p<2*—1se N>3el<p<ooseN=1,2
(f2) f(x,t) =o(t), quando t — 0.
(f3) Existem p > 2e R > 0 tais que

0 < uF(e,t) < f(e.00, |t > R,
t
em que F(x,t) = /f(x, s) ds,
0

e M : Rt — R é uma funcao continua que satisfaz:

(My) M(t) > myg, para todo t > 0 e para algum mgy > 0.

A

t
(M,) M(t) > M(t)t, para todo t > 0, em que M(t) = /M(s) ds.
0

Observagao 3.0.1. Se M : Rt — R € uma fungio estritamente crescente, como por

exemplo, o termo classico de Kirchhoff, M(t) = at +b com a,b > 0, entao a fungdio

A ~ t ~

M : RT — R definida por M(t) = / M (s)ds satisfaz M (u) < M(u)u. De fato, se M é
0

estritamente crescente, entao M(s) < M(u), para todo 0 < s < u assim,
VI(u) = / M(s)ds < / M(u)ds = M(u)u.

0 0
Portanto, neste caso, a condigao (Ms) nao € satisfeita.

Definigao 3.0.1. Uma fungio u € H}(S)) € chamada solugio fraca de (3.1), se

Ml ), 0) s — [ flw,w)é de =0, Vo € Hy(Q), (3.2)
Q

em que (u,q§>HO1 = /Vquﬁ dx.
Q
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Para demonstrar o principal teorema deste capitulo, usaremos um resultado classico
conhecido como o Teorema do Passo da Montanha (ver Apéndice A.1.11) devido a A.
Ambrosetti e a P. H. Rabinowitz (1973), para o qual precisamos de algumas defini¢oes

prévias.

Defini¢ao 3.0.2. Dizemos que uma sequéncia (u,) € uma sequéncia de Palais-Smale

para o funcional I, quando I(uy,) é limitada e |I'(u,)| — 0, quando n — oo, em que

[I'(w)] = sup{(I'(u), d) : |9l 3y = 1}-

Defini¢ao 3.0.3. O funcional I satisfaz a condigio de Palais-Smale (PS), quando toda

sequéncia de Palais-Smale de I possui uma subsequéncia fortemente convergente.

TEOREMA DO PASSO DA MONTANHA (Ambrosetti-Rabinowitz [3])

Sejam X um espago de Banach e I € C'(X,R) satisfazendo a condi¢io (PS).

Além disso, suponha que

o existem «, p > 0 tais que ]|aBp(0) > oy
o cziste e € X tal que |le|]| > p e I(e) < 0.
Entdao I possui um valor critico
c=inf{ max [I(u)},
’YGF{UG’Y([OJD] (W}

em que I' = {7 :[0,1] — X continuos : v(0) =0 e (1) = e}.

R

Geometria do Passo da Montanha

Vamos considerar a funcdo f localmente Lipschitziana em € x R. Assim, pela

teoria de regularidade para EDP (ver [1]), toda solucao fraca serda também solugao classica.
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Considere o seguinte funcional energia associado ao problema 3.1,

I:Hj(Q) =R
definido por
1.
1(w) = S3(lulfy) = [ Fla,u®) da. (3.3)
Q
em que
t t
:/M )ds e F(z,t) /fxs . (3.4)
0 0

De (3.3), temos

I'(we = M(Jullyy) [ VaVe de— [ fz,ut)o de.
Q Q

Logo, u é ponto critico do funcional I (isto é, I'(u)¢ = 0) se, e somente se,

M(Jul?) [ VuVo de= [ f(e,w)e dv, Vo€ HYQ),
Q Q

isto é, u é solucdo fraca de (3.1). Dado que M é continua e que f tem crescimento
subcritico, o funcional I definido em Hj(f2) é de classe C' (ver [9]) e combinado aos
crescimentos de M e f, podemos obter resultados de existéncia via métodos minimax.
Para usar a teoria dos pontos criticos, mostraremos a condi¢ao de compacidade para o
funcional I (condigao (PS)) e em seguida, enunciaremos um resultado fundamental para

a aplicagao do Teorema do Passo da Montanha.

Proposigao 3.0.1. Seja f: QxR — R uma fungao que satisfaz (f2), (f3) e M : RT - R
uma fungao que satisfaz (M) e (Msy). Entdo o funcional I definido por (3.3) satisfaz a
condi¢ao (PS).

Demonstragao. Mostraremos primeiro que toda sequéncia (P.S) do funcional I é limitada
em H}(Q). De fato, seja (u,) uma sequéncia (PS) do funcional I, ou seja |I(u,)| < C e
I'(u,) — 0, quando n — oo, entao |I'(u,)| < K, Vn € N. Assim,

1 1
Iun) = =1 (un)tn < 1 (un)| 4 = |1 () ||t |
M M
1
< O+ = Kljunlm
u 0

< O+ cllunll g, (3.5)

1
onde ¢ = max {C’, K}.
1



36

Por outro lado,

1 1 1
Iuy) — —I'(up)un = I(uy,) — —M(||un||12qé)/VunVun dr + f/f(x,u:)un dx
m " J wl

1 1
= () = - M(lnlld)lanllfy + [ f(@, 0y de
7 w)
JR 2 1 2 2 +
= T(ualiy) — Ay — [ F o)
L
Q
1
+ —/f(m,u:)un dr.
"
Como M satisfaz (M,), segue que

1
M (a3 a2y = — M () e

—I—Q/ (;f(x, u ), — F(z, uj{)) dx

N

1
I(u,) — ;I/(un)un >

1 1 1
_ <2_> M(HunH?{é)H“nH?{& +/<f(x,u:)un—F(x,u:f)> dz.
I o

Seja A, = {x € Q: |u,(z)| > R}, entdo AS = {z € Q: |up(x)] < R} e Q = A, UAS.

1
Agora vamos estimar a integral / <f(:v, uu, — F(z, u,f)) dx.
w
)

Note que
1 + + 1 + +
/ —f(z,u) )u, — F(z,u,) | de = / —flz,u) )u, — F(z,u,)) | de
o M i, \F
1
+ / (f(x,u:)un — F(z,u,f)) dz,
de \H
Considere o caso em que u,, < 0, entdo u,) =0 e u, = —u,, .
Logo,
1 1
fu Il
. oS )] : _
Como f satisfaz (f2), ou seja, lim = 0 e consequentemente, lim |f(z,t)| = 0.
t—0 ’t t—0+
Por outro lado, f é continua, entdo lilgl+ |f(z,t)| = |f(z,0)| e assim, pela unicidade
t—

do limite, temos que f(z,0) = 0.

Agora, como F(x,0) = 0, pela equagao (3.6), nés obtemos
1
= fz,uhu, — F(z,ul) = 0.
1

Note que em A,,, temos que u,(x) > R ou u,(x) < —R.
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e Se uy(x) < —R < 0, temos que u,;7 = 0 e pelos cdlculos feitos anteriormente

1
U
e Se u,(z) > R >0, entdo u,(z) = u} (z) > R, entdo por (f3),

o) = 1 > (5= 1) M) [ (ot = Pl ) o
An

1
Agora nosso objetivo é estimar / (f(x, w ) u, — F(x, u,ﬂ[)) dz.
[
Ag

1 _
Seja g(x,t) = ’f(a:‘,ﬁ)t — F(x,t")|, definida em Q x [—R, R].
0

Note que se —R <t <0, entdo f(z,t7) =0e F(x,tt) =0, donde g(x,t) = 0.
Agora, se 0 < t < R, segue que g é continua em Q x [0, R], logo ¢ é limitada em

_ 1
Q2 x [0, R]. Assim, existe ¢ > 0 tal que g(z,t) < ¢, ou seja, |—f(z,t7)t — F(x, t*)‘ < ¢, em
1

Q x [0, R] e consequentemente

1
—e< ~flz,t)t — F(z,t7) <é.

=

Logo,
1
/ (f(x,u:[)un - F(m,uj{)) dx > / —¢ dx = —¢ med(AS) > —¢ med(Q)) =: —c.
i M Ag
Portanto, por (M) e (f3),

1 1 1
I(uy) — =I"(up)un > [ = = = ) M(lun %)%
(1, M(uﬁt_<2 M) i 2 2

—l—A{ (if(x, uu, — F(z, uZ)) dx — ¢

1 1

> <2 — M) mOHunleqé —c. (3.7)

Assim, por (3.5) e (3.7), segue que

1 1
(2-M>mﬂ%m%—cék+mww%-

Ou equivalentemente,

1 1
(5= 3 ) mollly = lunllag < c.
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em que myg, k e C sdo constantes positivas.
1 1
Portanto, (u,) ¢ limitada em H} (), pois 5> 0.
1
Afirmacao: Supondo que (f1) e (M;) ocorrem, toda sequéncia (PS) limitada de I, possui
uma subsequéncia que converge forte.

De fato, como (u,) é uma sequéncia (PS) qualquer e mostramos acima que é

limitada em H} (), passando a uma subsequéncia se necessdrio, podemos admitir que:
1. u, — uem Hy(Q);
2. up(x) = u(x) q.t.p. em
3. u, — uem LI(Q), para q € [1,2%).

em que os itens 2. e 3., seguem das imersoes de Sobolev.
Como I'(u,) — 0, quando n — oo entdo I'(u,)(u, —u) — 0, quando n — oc.
Logo,

M(||un||§{é) /VunV(un —u) dr — /f(x, Un)(uy, —u) de — 0 quando n — oco.  (3.8)
0 0

Do crescimento subcritico de f e da imersao de Sobolev Hg () — L*(2), temos

que

/f(x,un)(un —u) dx

Q

< [ 1f( )l = w)] da
Q

< e Jun(@)[P)[un(2) — u(e)] de

clun(x) —u(z)| de + /c|un(x)|p|un(x) —u(x)| dx

1/r

<c (/ 1" dx) (/ |, (7) — u(x) [P dx)
1/r

e ( / ()P dq:) ( / () — () P+ dx)

1
< c(med(2))7 [[un = ullprr + cllunllZllun = ullpra

_1
p+1

1

PHI

< lun — ullpr1 + CHUanp”un — ullps1,

+1

onde e assim rp = p + 1.

1
+ — =1, o que implica que r =
p+ r
Por outro lado, como u,, é limitada em H}(Q) e Hy — LP™ entao ||un|lpr1 <

K||un| 2, 10go [[un ||y é limitada e consequentemente segue que

/f(:r, Up ) (un, — u) dz — 0, quando n — oo, (3.9)
0
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pois 2 <p+1<2*eu, —uem LPT(Q).
Agora, por (3.8) e (3.9) em M(||un|]%%) / Vu,V(u,—u) dr — 0 e como M(Hquq&) >
Q

mg, segue que

/VunV(un —u) dx — 0,quando n — 0.
Q

ou seja,
/|Vun|2 dx — /VunVu dx = o0,(1), (3.10)
) Q

em que 0,(1) — 0, quando n — 0.

Como u, converge fracamente a u em H} (), obtemos:

/VunVu dx — / |Vul? dz, quando n — oo.
Q 0

Assim,

/VunVu dr = / |Vul? dz + 0, (1), (3.11)
0 0

em que o0,(1) — 0, quando n — oc.

Agora, por (3.10) e (3.11)
2 2
ln = ullfy = [ 19 (0 = w)? do
0
:/|Vun|2 dr — Z/VunVu dx+/|Vu|2 dx
Q 0 Q

= / Vu,Vu dx + o,(1) — 2/ |Vul? dz + 0,(1) +/ Vul? dz,
0 Q Q
nés obtemos que [|u, — uf g2 — 0, quando n — oo. O

Teorema 3.0.1. Seja f € C(Q xR, R) uma fungdo localmente Lipschitziana satisfazendo
a condig¢do de crescimento subcritico (f1) e as condigoes (f2) e (fs). Além disso, suponha
que M € uma funcao que satisfaz (M) e (Msy). Entdo, o problema (3.1) possui solugao

positiva.

Demostragao: Temos da proposi¢ao 3.0.1, que o funcional I satisfaz a condicao
(PS). Agora somente nos resta provar as condigdes geométricas do Teorema do Passo da
Montanha A.1.11 . Vejamos:

1 A
(i) Como I(u) = §M(||u||§{é) —/QF(.r,qu)dx, entao

1 -
1(0) = 5N1(0) - /QF(I,O) dz =0,
pois,

Mm):/OOM(s):o e F(:c,O):/OOf(a:,s)zo.
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(ii) Provaremos que existem o, p > 0 tais que I|sp,p) > .
Pela hipétese (f2), dado € > 0, existe § > 0 tal que

|fz,s)] <els|, se |s| <.

Por (f1), temos que,

(3.12)

|f(x,8)] <c(1+]s]?), paratodo x € 2, paratodos€ R, em que 1 <p<2°—1.

Caso 1: Para |s| > 1, temos que

[f (@, s)| < e[| + |s]”) < e(|s]” + [s[7) = 2¢[s[".

(3.13)

Caso 2: Para 0 < |s| < 1 ep > 1, temos que 0 < |s|? < 1, o que implica que

[f (@, s)| < c+clsl” < |’ + cfs]” = kls]",
onde, 5:3 ek=c+c.
oP
Assim, por (3.12), (3.13) e (3.14), temos que
|f(z,5)] <e|s| +k|s]P, VseR, Vae.
Logo,

t t - t
g/ ]f(a:,s)|ds§e/ ys|ds+k/ Is|Pds,
0 0 0

‘ /Otf(x,s)ds

dai que,
|F(z,t)] < et® +eftfP™, Vt € R, Vo € Q.

Portanto, por (M),

1 _
I(u) = M (lullz)llullz — /Q(E(u+)2 +elut ) dz
1
> Smolluldy — e [ (@h)? —e [ (wh)da.

Por outro lado, como
] =t < Ju] =t

segue que

/|u+|2dx§/ lul®dz e /]u+]p+1dx§/ |ulP*d.
Q Q Q Q

- 1
mollullz — erllullz; — 2 7llully)

mo = er ) Nl — Tlaly,

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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onde r e T sdo constantes positivas. Seja € = ¢y > 0 suficientemente pequeno tal que
1

—mgy — €or > 0.

50 ~ €0

Portanto, se |ul|z; = p ¢ suficientemente pequeno, nés temos que I(u) > a, onde
1

a= (2m0 — eor) p? —ecrpPtt > 0.

Mostremos que existe e € Hg(Q) tal que |[e]| ;1 > p e I(e) < 0.

De fato, sejam ug € C5°(£2), com ug(x) > 0 em Q et > 0. Assim, segue que,
Ituo) = 5 ¥ ((ltwolly) — [ F(e, (tuo) )
- ;M(utuougol) _ /QF(x,tuo)dx. (3.17)
Agora vamos estimar a seguinte integral,
/ﬂ F(z, tug) da. (3.18)
Pela hipétese (f3), existem p > 2 e R > 0 tais que
0 < pF(z,s) < f(x,s)s, para todo |s| > R.

Caso 1: Se s > R > 0, entao

f(x’s), Vs> R, VrcQ.
(s, 2)

0<=<

w =
T

Integrando de R a s temos,
o< [ Lar< [ J.0) gy
Rt r F(z,t)

S

., Vs>R, VYreQ,
R

Logo,

S

plin®)]|

e consequentemente,

< In|F(z,1)|

p(ln(s) — in(R)) < In|F(z,s)| — In|F(x, R)|, Vs> R, Vx€cQ.

Portanto,

I _
ln(s) <zn<F<“”3)>, Vs> R, Veed,

e dai segue que

(S)MSF(QC"S) Vs> R, Ve

Assim,

Vs> R, VzeQ.
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Seja k = min{F(z, R) : x € Q}, entdo
k _
F(z,s) > ﬁs“ =8, Vs>R, Vrel

Caso 2: Se s < —R < 0, temos da hipétese (f3) que:

f(z,s)

., Vs< —R, Vzeq.
(z, )

<

» =

T
w

Logo
R flz, 1)
s F(l’, t)

Analogamente ao primeiro caso, obtemos

F(z,s) > cols|*, Vs< —R, Vxe.
Seja A = min{cy, c2}, entdo, pelos dois casos tratados acima,
F(z,s) > Als|*, VreQeV|s|>R
Por outro lado,
F(z,s) >m, ¥(z,s) € Qx [-R, R].

onde m = min{F(z,s) : (z,s) € Q x [-R, R]}.

dtg/ Lt Vs<-R, VreQ

(3.19)

(3.20)

Seja B > 0 tal que B > ARM — m, entdo B > A|s|* — m, para todo |s| <

R, para todo z € Q.

Logo

m > Als|"* — B, para todo s € [-R, R], para todo z € Q.

Assim, por (3.19), (3.20) e (3.21), temos
F(x,8) > Als|* — B, VseR, Vze.

Por outro lado, como M(s) > M(s)s para todo s > 1, segue que

(s
(s)

=

~

1
— para todo s > 1,
s

=

e consequentemente,

t M t]
/ A(S)dsg/ —ds, Vs>1.
1 M(s) 18

Assim,
t

In|M(s)|| < lIn|s|
1

t
)
1

donde,

M .
n < R (8)> <In(t),pois M(t) > 0, para todo t > 1.
M(1)

(3.21)

(3.22)
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Logo, obtemos que M(t) < tM(1).
Agora, por (3.22), obtemos
1.
I(tuo) = 5 ([t ) - /Q F(x, tug)dz
1 .
< 5 tuo 3 (1) / (A(tuo)dz — B) dr
Q
1.
= S (1) o3y — t“A/ng dz +/QB dz

< 0, para t > 0 suficientemente grande, pois p > 2.

Ou seja, existe to > 0 suficientemente grande, tal que I(e) < 0 e [z > p, em que
e = toug € Hy(€2). Assim, pelo Teorema do Passo da Montanha (ver Apéndice A.1.11),

existe uma solugao fraca nao nula do problema (3.1).

Como f:Q x R — R é uma funcio localmente Lipschitziana, entdo pela teoria de

regularidade (ver [9]), temos que essa solugdo é classica.

Observacgao 3.0.2. (Positividade da solugdo fraca).

Suponha que ug € solugio fraca do problema (3.1), entao
I'(ug) ¢ =0, Vo € Hy(Q).
Em particular, para ¢ = —u, temos,
0=—I'"(up)ug
=M (Jluoll3,) [ (Vi = Vg ) (=Vug)do + [ f,u ug do.
Por outro lado, de (3.15), obtemos que,
/Qf(x,uar)uadx =0.
Assim, como M (||ug||3;,) = mo >0 e
0 = M(llusliy,) [ (Vui = Vug) (=Yg )da
= M (|luollFi, ) llug 17,
seque que ug = 0 e consequentemente u = ug > 0.

Observagao 3.0.3. Como M(t) > mg > 0, para todo t € [0,00), temos que a equagdo

(5.1) pode ser reescrita como

—Au = f(@,u) ) = g(z,u).

M ({ful| g

Como f(z,u) < C(1+ |u|P), para todo x € 2, para todo u € R, em que C € uma constante
positiva, 1 <p<2*—1se N>3el<p<ooseN=1,2, seque que

C
9(@,u) < —(1+ [uf’) = k(1 + [uf?),
mo
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com K = —. Logo, g também possui crescimento subcritico. Além disso, como f €
m

0
localmente Lipschitziana, entao o mesmo ocorre com g, e consequentemente, por argumentos

de regularidade, a solugio fraca do problema (3.1) é uma solugio cldssica (Ver [17]).
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4 UMA CLASSE DE PROBLEMAS ENVOLVENDO UM TERMO DE
KIRCHHOFF LIMITADO QUE SE TORNA CONSTANTE

Neste capitulo, vamos considerar o problema

—M(Jull)Au = fla,u) em
u=0, sobre 0f2,

(4.1)

em que, f € C(2 x R) é uma fungdo localmente lipschitziana que satisfaz:
(f1) |f(z,s)] < e(l+]sP), para todo x € 2, para todo s € R, onde,
l<p<2*—=1, N >3,
l<p<oo, N=1,2,
(f2) f(x,t) = o(t), quando t — 0,
(f3) Existem p > 2 e R > 0 tais que
0 < pF(x,t) < f(z,t)t, paratodo |t| > R,
em que F(x,t) = /t f(z,s)ds.
Além disso Zuponha que M : RT — R seja uma funcao continua satisfazendo:
(M) existe mgy > 0 tal que M (t) > mg, para todot > 0,

(M) existe my > my e existe ty > 0 tais que M(t) = my, para todo t > to.

Observacgao 4.0.1. A classe de funcoes M : RT — R deste capitulo, engloba as funcoes

crescentes e as fungoes nao-crescentes, desde que elas estabilizam para t >ty > 0.

0 to

Classes de fungao M

O resultado principal deste capitulo é:

Teorema 4.0.1. Sejam f € C(Q x R) uma funcdo localmente Lipschitziana satisfazendo
(f1), (f2) e (f3) e M(RT,R) uma funcdo que satisfaz (M) e (Ms), com
mo mi
— ——>0. 4.2
> " (4.2)

Entdo, o problema (4.1) possui uma solugdo (cldssica) positiva.
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Demonstracao. De fato, mostraremos que o funcional I definido por

1

1(w) = 53 (fulfy) = | Fle,w)de (43)

satisfaz as condigoes geométricas do Teorema do Passo da Montanha e a condigao (PS5).
A geometria do Passo da Montanha

As provas dos items (i) e (i7) das condi¢oes geométricas do Teorema do Passo da Montanha,

sao exatamente iguais as provas feitas no terceiro capitulo.

(iii) Agora provaremos que existe e € H} () tal que lellgg > pe I(e) <O.

De fato, por (M;) temos que:

t t
— / M(s)ds > / mods = mgt,
0 0
ou seja,
M(t) > mgt, para todo t > 0. (4.4)

Por outro lado, por (My),

t
:/Msds

_/to s+ [ M(s)ds

to

to
= / s)ds + mlds

to

_/ (s)ds + ma (t — to),
to

=myt + </ M(s)ds — m1t0> ,
0

< mqt +mg, Vt > 0,

t
onde my = / ’ M (s)ds — mqto|.
0

Portanto,

M(t) < myt +my,Vt > 0. (4.5)

Sejam ¢ € C§°(2), com ¢(x) > 0, para quaisquer x € 2 et > 0. Por (4.5) temos,

—_

1(t9) = SH1(tl13y) — [ Fla, (t6)")do
§§m1(||t¢||H1 72 | Flato)d
- | Fla.to)da

— DN |

= 7ol + 2
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A estimativa da integral, / F(z,t¢)dx é exatamente a mesma do capitulo 3. Logo,
Q

I(tp) < t2—||gb\|H1 + = —t“A/ gb“dx—l—/ Bdx

S Clt — Cgt'u + Cs,

em que c¢; e ¢y sao constantes positivas.

Como p > 2, para t suficientemente grande, temos I(t¢) < 0, e consequentemente,
existe to > 0, tal que I(e) < 0, em que e = ty¢ com ||6HH§ > p.

Portanto, I satisfaz as condi¢bes geométricas do Teorema do Passo da Montanha.
A condicao de Palais-Smale

Seja (u,) uma sequéncia (PS) de I e assuma por contradi¢do que [|un|[ 1 — +o0,
quando n — oo.
Assim,
() =+ 1)ty = Tu) = M () [ Vs + = [ e
un) — —I'(up)un = I(u,) — —M(||uy, u,Vu, + — z,u Jupde
7 p Ho? Jo p o
1 1
= I{un) = Ml ) ually + o, [ £y

1. 1
= M (flwnlliy) - ;M(Ilunﬂil)llunl\?{g

—/QF( Ndx + — /f Pupdz.

Como |uy|/gy — +00, quando n — oo, existe ny € N, tal que para n > no, tem-se
||un|\12qé > 1.

Logo, por (M) e (4.4), obtemos

—_

1 1 1
o) = 1) > f%WMm—mﬂ%mg+/<f@ﬂﬁ%—F@WD>W

< . > a2 +/ ( — F(z,u )) dz.

1
A estimativa para a integral / ~f(z,uu, — F(z,u )) dx é feita da mesma forma
o\ p

aquela do capitulo 3. Assim, obtemos

[(un)—/if’(un)unz (—) | n”Hl —l—/ < un, — F(z,u )) dr — C,

onde A, = {z € Q: |u,(x)| > R}. Por (f3), isto implica que

mo ma

I(u,) — ;I/(un)un > <2 - M) HunH?{g —C. (4.6)
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Por outro lado, como (u,) é uma sequéncia (PS), temos que existe C' > 0 tal que
1I(u,)| < C, paratodo n € N e existe K > 0 tal que |I'(u,)| < K, para todo n € N pois
I'(u,) = 0 quando n — oo.

1 1
Logo, I(un) — =I"(un)un < [I(un)| + —[I"(un)|[tnll gz, 0 que implica que
m 7

1 O
I(up) — —1'(up)uy, < C+ =K ||ty - (4.7)
Il # 0
Assim,
1
I(un) — ;['(un)un < K A+ Kljunlmy, (4.8)
1.
onde, K = max {C, K}.
W
Logo, de (4.6) e (4.8), temos que
myo my
(52 =) funlly € < & + Kifual (19)
ou equivalentemente,
mo mi
(5= ™) Ny = Kl < K+ C (.10

Portanto por (4.3), como % Sy 0, segue que (u,) é limitado em H}(Q), o
que é uma contradigao, pois ||u,|] ml — +00. Passando a subsequéncia se for necessério,
temos que, (u,) converge fracamente em Hg (), isto ¢, existe u € H{ (), tal que u,, — u
em Hj(Q), u,(z) = u(z) q.t.p em Q e u, — v em LI(Q), para 1 < ¢ < 2* — 1. Agora,
argumentando como na proposigao 3.0.1, segue que u,, — u em H}(2) e assim, a condigio
(PS) é satisfeita.

Consequentemente, pelo Teorema do Passo da Montanha, temos que o problema
(4.1) possui solugao fraca (positiva), e pela observagao (3.0.3), temos que tal solucao é

classica. O
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5 SOLUCOES PARA UM PROBLEMA ENVOLVENDO UMA FUNCAO
DE KIRCHHOFF COM CRESCIMENTO CONTROLADO PROXIMO
DA ORIGEM

Neste capitulo, nosso objetivo é estender o Teorema 4.0.1 para uma classe maior de
fungoes M, que inclua as fungoes lineares crescente. Isso sera feito usando argumentos de

truncamento e uma estimativa a priori do tipo Gidas e Spruck A.1.10 (veja [16]), que diz

f(z,1)
tp

entao toda solucao classica positiva de

que se limy_,, = h(x) uniformemente em €2, para alguma funcao continua h > 0,

{ —Au = f(z,u), em Q, (5.1)

u = 0, sobre 0f).

satisfaz u(x) < C4, em que C, é uma constante positiva que depende de p, h, e (.

Antes de provar os resultados principais desde capitulo, precisaremos do seguinte lema.

Lema 5.0.1. Seja f: Q x R — R wma funcdo continua, tal que
|f(z,s)| < cols|?+ cu]s|P, para todo x € Q, para todo s € R,

em que cog = 0,c0 >0,0<qg<pe

l<p<2*—1,N >3
l<p<oo,N=1,2

fla,t)
tr
satisfazendo M (t) = mg, para todot > 0 e para algum mg > 0, entdo existe § > 0 (que

Se limy_, h(x) uniformemente em Q e M : RT — R é uma fungdo continua,

nao depende de M), tal que

2-p+tq 2
< ma {ar (1ulzy) " a1 () o

para toda solugdo cldssica positiva de

—M (||u||?:) Au = f(z,u) em €,
(luliyy) Au = £, ) 52)
u =0 sobre 01,
Demonstragio. Seja u solugao clssica positiva do problema (5.2), entao
u
w= ——
2 p—1
M (Jlull3,)
¢é solucao classica positiva de
—Aw = g(z,w) em €, (5.3)
w =0 sobre 012,
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em que
£ (M (i)™ s)
g(z,s) =
M (Jlul%,)"
De fato,
B —Au
M(Jul2y)77
[z, u) 1
M(Hu|lifé)M(\|u|y§Ié)p%’
f(z,u)

= —p .

Ml 75
Como u = wM(||u||Hl)p11 se que

_ fla oM ([lully))

M([Jully) 7T

= g(z,w), em €.

Além disso, como u = 0 sobre 0f2, entao w = 0 sobre 2 por definicdo de w, mostrando

assim que w satizfaz (5.3). Agora, como

f(z, M(||ul]]?, g
lim g(x,s) — im ( (ll HHOp) )7
SR TR T M () e

f (, M(|Jul|2,)77s)
(M

e (lJuell )Pls)

_ f(IL‘,S) _ 2 %
= Jim =2 onde s = M(|lully,)7 s
=h(z),

uniformemente em ) e independente de M > 0, em que a tltima igualdade foi obtida.
usando uma das hipéteses sobre f. Pela estimativa de Gidas-Spruck [16] (w é solucao de
(5.3)), existe C, > 0 (independente de M) tal que ||w||e < C, ou seja,

e, <o
M) 7
Assim,
1
[ulloo < M([Jull7p)7C.. (5.4)

Por outro lado, u satisfaz a Equacao (5.2), ou seja, —M(Hu||§{é)Au = f(z,u) em Q e,
portanto,

/Q—M(HuH?{&)Auudx:/f(:c,u)uda:.
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Como u = 0 sobre 052, aplicando o Teorema de Divergéncia, obtemos

M(||u||§{é)/QVuVudx:/ﬂf(x,u)udx,

ou seja,
M(JulEplully = | o, u)uda.
Consequentemente,
lully =M laly) ™ [ F (@, w)ud
Q

<M ()™ | 1£Gw)lulda

<M(Jullfy)™ [ (eolul? + erful)uldz

=M(lullfy) ™ [ (colul™™ + eaful*)do

<M(ulify) ™ [ (ollull! + erllull2f)da

=M (lullZ) " collull 2 + 1 [[ul| 2 ymed ().
Assim, por (5.4)

_ g+l ptl

lullZs <M (fullZ) ™ (oM (full3s) 7 CT 4 e M([lul3) 57 CPFymed(€)

q—p+2

=(coM([|ullfn) 7 CI + er M ([ul[3p ) 77 CTH ) med ()

+4q

2 =2
< max { M(|lulfy) 7

; M(’|“H%}3)p21}(0003+1 + 0P Ymed(9).

Consequentemente,

2—p+gq 2

a3y < mae { M () 55, M(lull3) 7T heoCT™ + e Crmed(@),

que podemos escrever como

2—p+g 2
July < e { M Jalg) 755, Ml )7 o

em que 0 = (c,CT + ¢;CP 1 Ymed(Q). O

5.1 SOLUCOES PARA UM PROBLEMA VIA ARGUMENTOS DE TRUNCAMENTO
COMBINADO COM UMA ESTIMATIVA A PRIORI DO TIPO GUIDAS-SPRUCK

Nesta secao, vamos considerar as seguintes hipdteses sobre f e M.

f: QxR — R éuma funcio continua e localmente Lipschitziana que satisfaz:

(?1) limy o0 f(:; t)

Q.

= h(z), uniformemente em € para alguma funcio continua h > 0 em
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(f3) existem p > 2e R > 0 tais que 0 < puF(x,t) < f(z,t)t, V|t > R,

Além disso, M : R™ — R é uma func¢ao continua satisfazendo:

(M;) Existe mg > 0 tal que M(t) > mg, para todo t > 0,

(M) Existe o > 0 tal que M () < %7

2—p+gq

(M3) max {M(a) = ,M(Oé)l’gl} < %, em que 0 < g < p sdo dados como no Lema 5.0.1.

Nas condi¢oes acima, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 5.1.1. Se f: QxR — R é uma funcdo continua, localmente Lipschitziana que
satisfaz (f1), (f2), (f3) e M : RT — R é uma funcgio continua satisfazendo (M), (Ms) e

(Ms), entdo o problema (5.2) possui solugio cldssica positiva.

t
Demonstragio. Dado € > 0, como f satisfaz (f3), isto é, lim;_g f(xt, )‘ =0, existe § > 0
t
tal que se |t| < 0, entdo f(i’)’ < €, 0 que implica
|f(z, )] < elt] <elt]?+ e, (5.5)

para |t| < § e para alguma constante ¢; > 0.

Por outro lado, como f satisfaz (f,), entdo existe A > 1 tal que |t| > A implica

t _
‘f(:v, ) _ h(z)| <€, Vzell
tp
. f(z,t) :
Assim h(z) — e < < h(x) + €, e como —(h(z) +¢€) < h(z) — €, pois h > 0,
entao

f(z,t) < <C < s ¢ P O
p x) + €< C+ €< ¢y, pois h é continua em (.

Logo, como |t| > A > 1, temos que ¢;[t|P > ¢;, entdo
1f(2,1)] < @t < et + 1 < eoltP + |t = CJtP. (5.6)

Agora, para 0 < § < [t| < A, temos que, como f é uma fungdo continua no conjunto

compacto Q x [, A],

’f(x,t)

e ‘ < K, paratodo z € R,

assim,
|f(z,t)] < KJt|*, paratodo z € R. (5.7)

Logo, de (5.5), (5.6) e (5.7) temos:

|f(z,1)] < es|t|? 4+ C|t|P + K|t|*, para todo z € 2, para todo t € R.
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Escolhendo z = p (ou z = ¢), temos
|f(z,0)] < c|t]P + k|t|?, para todo x € Q, para todo t € R, (5.8)

que é o crescimento da func¢ao f exigido no lema 5.0.1 e consequentemente existe 6 dado

por tal lema.

Seja a dado na hipdtese (M3) e defina M, : R — R uma fungao truncada dada
por:
M(t), t<a,
Ma(t) = (5.9)
M(a), t>a.

M, é a funcao truncada de M

SV3 KMo

Por (M3), temos que M («) < . Entao

mo  M(«)
3 0. (5.10)

Assim, M, satisfaz (4.2) e (M3y) com m; = M(«a). De fato, como M(t) >
mg, para todot > 0 temos que m; = M(a) > mg e tomando ty = « > 0, segue

que M, (t) = my = M(«), para todo t > a.

Por outro lado, como |f(z,t)| < ¢3|t|P para t suficientemente grande, entao
[ (2, )] < e+ [2]7), (5.11)

para [t| suficientemente grande.

Agora para t suficientemente pequeno, estimando como em (5.5), temos que
|[f (@, 8)] < st + ca.
Raciocinando como no caso anterior, como f ¢ uma funcao continua,
|f (@, 8)] < K|t
em um conjunto compacto. Assim,

[f(z, )] < C(A+[i"), Yt € R, (5.12)
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onde C' = max{cy, c3, K}.

Portanto, por (5.10) e (5.12) podemos aplicar o Teorema 4.0.1, com ¢, = «, para

obter uma solucao classica positiva para o problema truncado

~Ma(lul3)du = flz,u) em
u=0 sobre Of.

(5.13)

Logo, pelo lema 5.0.1, temos que a soluc¢ao u, de (5.13) satisfaz

2—p+g 2
Jually < max { Mt 3) 75, M (lal )77 6.
O que implica que se ||ua||§{é > «, entao por (5.9),
a < max{M(a)QZpqu7M(a)le}9

o que contradiz a hipétese (Ms).

Portanto, ||ua||§{& < . Isso mostra que u, é de fato uma solugdo cléssica positiva
para o problema nao truncado (5.2), pois Ma(||ua|]12qé) = M(||uaH?{3), ja que HuaH?{é <
. [

Exemplo 5.1.1.

Seja f : Q2 x R — R uma fungdo que satisfaz (f;), (f3) e
(f2) |f(z,u)] < k|ulP, para todo z € Q, para todo u € R.
Note que a expressao (f;) nada mais é do que a expressao
|f(x,u)] < colul? + ¢1|u|?, para todo x € Q, para todo u € R,

quando p = q.
De (f4), para u # 0 temos que se p > 1,

lim f(z,w)] < klim |ulP~t = 0.
u—0 |u| u—0

Por outro lado, dado que p > 2 na hipdtese (f3) e 6 > 0 obtida pelo Lema 5.0.1, existem

1
k 2
my < () < Hm(),

mgo > 0 e k > 0 tais que

0 2

pois, como i > 2, entdo my < gmo e consequentemente podemos escolher k > 0 tal que

B\ o+ g
2 )
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ou seja, podemos escolher

k— (m‘)(’f 2)>‘721 0.

Agora, definimos a fungdo afim M (s) = ms + mg, com coeficiente angular

(T ),

Dai resulta que M satisfaz M (k) < gmo, pois

() om
o

e consequentemente M satisfaz a hipotese (M) para o = k.

Por outro lado, quando p = ¢

assim,

Logo,

e consequentemente, M satisfaz a hipétese (M3) quando « = k.

Uma funcdo de Kirchhoff M que satisfaz (M), (M,) e (Ms)

A M(s)=ms+mg:

K\ 7 1
M onde m = ((5) —m0> z

Funcao M satisfazendo as condi¢oes técnicas.

Logo, se f € C(Q x R) é localmente Lipschitz e satisfaz (f;), (f3) e (f1), entdo

pelo Teorema 5.1.1, o problema (5.2), possui uma solugao classica positiva.
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5.2 MULTIPLICIDADE DE SOLUCOES PARA UM PROBLEMA DE KIRCHHOFF
Nesta se¢ao, vamos considerar o problema

—M(HuH%%)Au = Au? + f(z,u) em €,
u = 0 sobre 0f,

(5.14)

em que M € C(RT,R) e f € C(Q x R,R) é superlinear, 0 < ¢ < 1 e A é um parametro
positivo. Sob certas hipoteses, mostraremos um resultado de multiplicidade de solugoes

para o problema (5.14).

Mais precisamente, suponha que a funcao f seja localmente Lipschitziana e satisfaz:

23 T f(z,1)
(fl) hmt—>oo P

(f2) f(z,t) = o(t), quando t — 0,

= h(z), uniformemente em Q) para alguma fungao continua h > 0.

(f3) existem u > 2e R > 0 tais que 0 < uF(z,t) < f(z,t)t, V|t| > R,
Além disso, assuma que a funcao continua M : Rt — R, satisfaz:

(M) Existe mg > 0 tal que M (t) > my, ¥Vt > 0,

(M,) Existe a > 0 tal que M(a) < %,

2—p+tgq

(M3) max {M(a) p—1 ,M(a)zﬁl} < %, onde p, q e # sao dados como no Lema 5.0.1.

Definigao 5.2.1. Dizemos que uma fungio u € H}(Q)) é uma solugio fraca do problema
truncado,
— M (JJul|2p) Au = Mu? + f(z,u) em €,
0
u =0 sobre 052,

(5.15)

quando,
2 _ +\q — + 1
Ma(HuHH&)/QVquodx )\/Q(u )lpdx /Qf(x,u Yodz, Yo € Hy(). (5.16)

O principal resultado desta segao é:

Teorema 5.2.1. Assuma que as fungoes continuas f e M satisfazem (f), (f2), (f3), (M),
(My) e (M3). Entdo, dado 0 < q < 1, existe A\, > 0 tal que para cada X € (0, )\,), o problema

(5.2) possui pelo menos duas solugoes positivas uy e uy satisfazendo I(uy) < 0 < I(us).

Demonstrag¢io. Primeiro, truncamos M como em (5.9) e consideramos o funcional energia
I: H}(Q) — R associado ao problema (5.15) dado por

J N A
1) = 5 Malllulfy) = 2 ) e = [P utyde, (5.17)
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onde
t

(1) :/DtMa(s)dseF(:v,t) = [ s )ds.
Temos que, I € C*(H}(2),R) e

! — 21 . +\q - + 1 )
I'w)e = Ma(llully) | VuVeds = [ (@*)ipde = | fla.ut)ede, Yo € HY(Q)

Primeira solugao: Via o Teorema do Passo da Montanha

Vamos analizar as condigoes geométricas do Teorema do Passo da Montanha:

(i) I(0) =0, é imediata da defini¢do do funcional I, dado em (5.17).

(ii) Como no Teorema 3.0.1, a seguinte estimativa ¢ valida

|F(z,t)] < et? +¢[t|P™!, paratodo t € R, para todo z € €. (5.18)
Logo,
1) = S (llly) — 2 [yt — [ Rt
o MITIH, + 1 o
1
> SMafulfy) = 5 [ s = [ ot
1 .

= S (ullfy) = Al = [ Fle,u)da
1 -
> SMa(lulidy) = Aclully — e [ uttde e [ ju* s,

Por outro lado, como M (t) > mg, para todo ¢t > 0, temos
R t
M, (t) = / M, (s)ds > myt. (5.19)
0

Logo MQ(HUH%) > m0||u||fqé, consequentemente

1
I(u) = Jmollulldy = Acllullgii — ¢ [ ut'de — [ utph

e como HE(Q) = LITY(Q), entdo |jul|i1] < él|u ||q+1.
Assim,

I(w) > cillulfy — exAllullfy — eallull7’s Yu € Hy(€), (5.20)
em que c1, co € c3 sao constantes positivas.

Seja r > 0 tal que r = ||ul| g1, ou seja, u € IB(0, 7).
Por (5.20),

I(u) > cyr? — epAr?™ — cgrP ™t

=1r%(c; — At — carPTh),
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gostariamos de mostrar que,
co Tt er?T < . (5.21)
Como por hipdtese ¢ < 1 < p, temos que para A suficientemente pequeno
o ™t < eqrP L,
Portanto, existe A, > 0 tal que se A € (0, \.), entao
oA r?™h < gL
Assim, para que a equagao (5.21) seja verificada, é suficiente que

2e57P 71 < ¢y.

1

C —
Logo, tomando r € (0, <1> ' 1) , temos que para A € (0, \,), existe p > 0, tal que

2c3
I(u) > p.
(iii) Sejam wug > 0 em HJ(Q2) e t > 0.
Temos que,
Hm@:;M@mwﬂ%)—A(/W@“Wx—/F@Jwa
qg+1Ja Q

1 .~
g#@w%mp—AF@wmm

A integral / F(x,tug)dz ja foi estimada no capitulo 3 (Veja 3.18).
Q
Por outro lado, note que ||tuol|3,: = t*||uo||3;: > o, para ¢ suficientemente grande.
0 0
Assim,

l[tuoll?,,
HO

Ma(lltuoly) = [ Ma(s)ds

0

o ltuoll?,,
:/A@@@+/ § M (s)ds
0 a

<k+ /IltuonHé M,(s)ds
=k + M(a)(|[tuollFp — @)
— -+ dtuo}

= c+d\|u0]|%[5t2

= ¢+ ét?
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Consequentemente,

1~
I(tuo) < S Ma(lltusly) = | Fla.tuo)de
<c+eét? —t“A/ updr + D
Q
= ét2 — Cltﬂ + ¢

< 0,

para t suficientemente grande, pois pu > 2.

Tomando e = tug, vemos que a terceira condi¢cao geométrica do Teorema do Passo
da Montanha A.1.11 é satisfeita.

Segunda solugao: Via o Principio Variacional de Ekeland

A expressao (5.20) nos diz que:

I(u) > cl||u|]fqé — >\02||u||‘§g1 — Cg”U”ZEl, para todo u € H&(Q),

em que ¢; denota varias constantes positivas.

Assim, fixe 7 > 0 tal que [lul[z3 = r. Logo, obtemos

I(u) > cr? — Aepr?™ — cgrP ™,

Escolhemos r suficientemente pequeno, de forma que

c1r? — cgrPT > %rQ. (5.22)

Logo,

Observando que,

c c
Zl — Aol >0 Zl > Aeord™!

C
S0< )< Lplma,
462

Escolhendo A\, = 46—17“1*‘1, segue que para todo A € (0, \,).
&)

I(u) > p>0 para |Jul|g = (5.23)

Assim, I é limitada inferiormente na bola B,(0) e consequentemente, existe
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Agora, considere o espago métrico completo (B,(0), ||.|| Hg)-

Pelo Principio Variacional de Ekeland, existe (u,) C B,(0) tal que

I(u,) — inf I, quando n — oo,

B.(0)

1 _
](Un) < ](U) + EHU - unHHé: Vu € Br<0)a Uu 7é Up,-

Além disso,

I'(uy) — 0, quando n — oc.

(5.24)

(5.25)

Note que o funcional I satisfaz a condi¢ao (P.S), pois por (5.24) e (5.25), (u,) é

uma sequéncia (PS) limitada (pois, (u,) C B,(0)). Assim, como h;(x,u) = Mu? + f(x,u)

satisfaz (f1) da proposigao 3.0.1 (veja a estimativa 5.12), argumentando como na afirmacao

dessa mesma proposigao, segue que [ satisfaz (P.S).

Mostramos que

inf I < 0.
B (0)

De fato, fixe ¢ € C§°(Q2), com ¢ > 0 e seja t > 0.

Assim,

1 rlitell?
I(t9) = 5 /O M (5)ds —

Note que para 0 <t < «, temos

ltellzzy = [lllpllzzy < allpllag,

It o?|lell?
/ M, (s)sds < / M ((s)sds,
0 0

Pela continuidade de M, existe k& > 0 tal que

pois M (s) = M(s).

mo < M(s) <k, para todo s € [0,0”||¢]7,].

Portanto,

Assim,

S — —— T — T T
; | ¢ | Flate

A
_ 7 4q+l q+1 _
%) H1 . 1t /cp dx /F(x,tgo)dx.

° 1tq+1/ oy — Pt — ¢,
q Q

A
q+1 q+1
. 1t /ng dx /QF(x,tgp)dx
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com ¢ >0.Como1l<qg+1<2<p+1ecomoty € B.(0), para t suficientemente
pequeno, nés temos que:

dnf I < I(ty) < 0.
B:-(0)

Note que, como I(u,) — infg, o) I, existem ng € N e ¢; > 0 tais que
I(u,) < —c4 <0, Vn>ng

e consequentemente (u,) ¢ 0B,(0), pois, se (u,) € 0B,(0) segue que I(u,) > p > 0,

contradizendo infg o 1 <O0.
Assim, (u,,) C B,.(0).
Por outro lado, como I € C'(Hy(Q),R), I(u,) — infg o I = ce I'(u,) — 0, segue

que (u,) é uma sequéncia (PS).,

Afirmagao: A sequéncia (u,) possui uma subsequéncia que converge forte em
H}(Q) (isto segue da Proposicao 3.0.1).

Assim, u,, — u; em Hj(Q).

Como [ é continuo, obtemos,
I(u,) — I(uy).

Mas,

I(u,) — inf I,
B,(0)

e pela unicidade do limite

I(uy) :§in((f))[ < 0.

Além disso, como I’ é continuo, temos que
I'(up) — I'(uy).

Usando o fato que

I'(u,) — 0,
novamente pela unicidade do limite, segue que

II(U1> = O,
ou seja, uj é ponto critico de I e consequentemente solugdo fraca do problema (5.14) com
I('Uq) < 0.

Portanto, u; € B,(0) e u; # 0.

Ja mostramos que I(0) = 0, existem p e r tais que /(u) > p, para todo u € 0B, (0)
e existe e € (B,(0))¢ tal que I(e) < 0. Assim, pelo Teorema do Passo da Montanha, existe

uy € HY (), ponto critico de I e, consequentemente, solugao fraca para o problema (5.14)
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com [(ug) > p > 0. Logo, como I(u;) < 0, segue que u; # ug. Além disso, u; e us sdo
positivas, pois o nosso funcional é definido com a parte positiva ut = max{0,u} (basta

olhar para o funcional com parte positiva).

Agora, usando o lema 5.0.1, deduzimos que [ju;[|7 < a e |lus|/3: < a e assim, uy
0 0

e uy sdo solugoes classicas do problema original (5.14). O
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APENDICE A - DEFINICOES E RESULTADOS

Definicao A.0.1. Seja ¢ : M — R uma fungdo, definimos a parte positiva e negativa de
@ por pt(z) = max{p(x),0} e v~ (x) = max{—yp(x),0}, respectivamente.

Além disso, note que ¢ (x) > 0e ¢~ (x) >0, paratodoz e M e

p(x) = ¢ (x) — ¢ (z) e [p(x)] = ¢ (z) + ¢~ (2).

Definicao A.0.2. Considere a funcao f:R™ — R. Dizemos que f é homogénea de grau
p quando
f Az, Azg, .., Axy) = NP f (21,29, ..., 2y)

para todo A € R.

Teorema A.0.1 (Desigualdade de Héder). Sejam f € LP(Q2) e g € LU(Q) com

1 1
—+ — =1. Entdo, fge L'(Q) e
p q
19l < [1fllplgllq-
Demonstragio. Ver [15]. O

Teorema A.0.2 ( Banach Alaouglu). A bola fechada unitaria Bg: é compacta na

topologia fraca estrela.

Demonstragio. Ver [4]. O

A1 ESPACOS DE SOBOLEV

Nesta secao, apresentaremos os resultados mais usados sobre Espacos de Sobolev.
Sejam p € [1,+0c], m € N e Q C RY um aberto.

Definimos o espago W"?(2) como sendo
WmP(R) = {u € LP(Q); Du € LP(Q),Va € NY com |a| < m}
cuja norma é definida por:
1/p
[ullwmr@) = ( > HD“UIlﬁ) ,1<p< oo,
0<|a|<m

e para p = oo ¢é dada por

J— (3
[[w][wm.o (o) = [max | D%ul| -

Chamamos os espagos normados WP () de espagos de Sobolev.
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Proposicao A.1.1. O espaco de Sobolev W™P(§2) é um espago de Banach.
Demonstragio. Ver [22]. O

No caso p = 2, denotamos o espago de Sobolev W™P(Q) por H™ ().

O espago H™(2) é um espago de Hilbert com o produto interno dado por:

(W)= > (D%u, D) 2

0<|a|<m

para todo u,v € H™(Q2) e é denominado espaco de Sobolev de ordem m.
Definicao A.1.1. O espago Wi"P(Q2) € o fecho de CI"(2) em W™P(Q), isto é
WP (Q) = CT({))”'HW"L»P.

o

Quando p = 2, escrevemos H(Q) em lugar de W (Q).

A.1.1 Imersoes de Sobolev
Apresentaremos os teoremas de imersoes dos espacos de Sobolev.

Defini¢ao A.1.2 (Imersao Continua). Dizemos que o espago normado (X, ||.||x) estd

imerso continuamente no espago (Y, ||.|ly) e escrevemos X — Y quando,

(i) X for subespago vetorial de Y,
(ii) A aplicagio inclusao
1: X =Y
r—i(x) =z
¢ continua, isto €, existe M > 0 tal que ||i(z)||y < M||z||x, para todo z € X.
Definicao A.1.3 ( Operador Linear Compacto). Um operador linear T : X — Y ¢

dito compacto, se toda sequéncia limitada (x,) C X € levada em uma sequéncia T (z,,) que

admite uma sequéncia convergente em Y.

Definigao A.1.4 ( Imersao Compacta). Dizemos que o espago normado (X, ||.|x)

estd imerso compactamente no espago (Y, |.|ly) e escrevemos X —<— Y quando,
1 X =Y
r—i(r) ==z
¢ um operador linear compacto.

Teorema A.1.1 ( Teorema das Imersées Continuas). Sejam Q C RY um dominio
limitado com fronteira suave, m > 0 el < p < co. Entao, para qualquer j > 0 as imersoes

abairo sao continuas:
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. N j+m, i, Np .
(i) Sem < X, Witmn(Q) o Wia(Q),p < g < b

(ii) Sem = T, WIitme(Q) — Wi4(Q),p < ¢ < oo;

(iii) Sem > 5 Witme(Q) — Cp(Q);

(iv) Sem —1< % <m, WItmP(Q) — C*(Q),0 < a <m — %.

Demonstragio. Ver [22]. O

Observacgio A.1.1. C4(Q) ¢ o espago das funges u € C9(Q) tais que D*u, para |a| < j

¢ limitada em €Y, cuja norma €

o) = D~ .
||u||C‘JB(Q) Ogﬁ}éj 2lelg| u(z)|

Teorema A.1.2 (Teorema de Rellich-Kondrachov). Seja Q um dominio reqular

limitado, 7 >0, m>1 el < p < oo. Entao, as imersoes abaizo sio compactas:

. N j+m, i, Np .
(i) Sem < 5, WItmP(Q) — WHi(Q),1 < ¢ < 522
(i) Sem = %,Wﬂm’p(Q) — W(Q),1 < q < oo;
(iii) Sem > X WItme(Q) — Cp(Q) e WITme(Q) — W9(Q),1 < ¢ < oo;

(iv) Sem —1 < T <m,W/HP(Q) — C+(Q),0 <a<m— 7.

Demonstragdo. Ver [22]. O

Teorema A.1.3 ( Identidades de Green). Seja €2 C R™ um dominio onde vale o

teorema da divergéncia e sejam u,v € C*(Q2). Entdo valem as sequintes identidades:

(i) Primeira Identidade de Green

ou
/Q(vAu + VoVu)dzdy = /89 va—nds,

(ii) Segunda Identidade de Green

/Q(UAU — uAv)dzdy = /asz (Uan - u377> ds,
0

em que é a derivada direcional na diregaéo da normal unitdria exterior 0.

Demonstragio. Ver [14]. O
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Teorema A.1.4 (Principio do Maximo). Seja u € H} () solugdo de

—Au+Au=h em¢,
u=0 sobre 0L,

em que h € L* (), X um pardmetro real ndo-negativo e h > 0 em €. Entio u > 0 em Q.

Além disso, se h > 0 em um conjunto de medida positiva, entdo u > 0 em Q.

0
Se u € C*(Q), entio a derivada normal exterior —u(x) < 0, para todo x € Q.

on
Demonstragio. Ver [14]. O

Teorema A.1.5 (Principio do Maximo Forte). Sejam Q@ C RY um aberto e u €

C*(Q)NC%Q) com Au > 0(Au < 0) em Q e suponha que existe um ponto y € ) tal que
u(y) = supu (inf u) .
Q Q
Entao u € constante.

Demonstragio. Ver [? ]. O

Teorema A.1.6 (Principio do Maximo Fraco). Sejam Q C RN um aberto e u €

C*()NC%Q) com Au > 0(Au < 0) em Q. Entdo
Sup u = sup u <infu = inf u) .
Q 80 Q o0

Demonstragio. Ver [? ]. O

Teorema A.1.7. (Teorema de Lions Stampachia) Seja V. um espagco de Hilbert
com norma || - ||y e denotemos por K um subconjunto convexo de V. Seja a(-,-) uma

aplicacao bilinear simétrica satisfazendo,
a(v,v) > aollv]7, a(v,w) < aqlfvllv[lwlly
e seja f € V*. Entao existe uma unica solugdo do problema

a(u,v —u) > (f,v—u), Yv € K.

Demonstragao: Ver [23].

Teorema A.1.8. (Desigualdade de Poincaré)
Se Q C R™ é um conjunto aberto, conexo e limitado, entdo existe uma constante ¢ (que

depende de n e Q) tal que

|ull 20 < al|Vul| L)z, para todo u € Hé(Q).
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Demonstragio. Seja Q = (0,a)” um cubo em R™ que contém ().

Dado v € W'2(Q), temos uma extensao @ de u por zero no cubo Q. Logo,
_ 2 _ _
1€ Wo (), Nullz@ = lallzw e [Vl = IVillaw) -

Assim, para qualquer funcao u € C§°(£2), temos
u (T, Tay 0, Ty) = / ' Ug, (1, ,Tp_1,t)dt.
0

Logo,

2

Tn
/0 Uy, (l’l,l'g,“' 7xn717t)dt
2

Tn
— (/0 s, (21,22, - Tner, E) ||1|dt> .
Consequentemente, pela desigualdade de Holder, nds temos que
Tn Tn
u(z)|? < / (g, (1, T2, - ,xn_l,t)|2dt/ 12dt
0 0
Tn
- |xn‘A |an(l'1,1'2,"‘ axn—17t)|2dt
a
Sa/(] ’an(xl,iﬁg,"' 7$n—17t)‘2dt'
Consequentemente, pelo teorema de Fubini, temos
a
/ Ju(z)Pdr < / a/ g, (21, T2, -+, Tp1,t)|*dtdx
Q o Jo
<a? /Q g, (21,20, Tp1,t)[Pda
< a2/ |Vul*dz.
Q

Portanto,

w20 < al|Vul|Lq)2, para todo u € C5°(£2).

Consequentemente, pela densidade de C°(2) em H} (), temos que

||u||L2(Q) < CLHVUHL(Q)Z, Yu € Hé(Q)

Coroléario A.1.1. As normas || - ||g1 de Hy(Q) e || - [|z2 de L*(Q) sdo equivalentes.

Demonstragio. Ver [22]. O

Proposicao A.1.2. Seja H um espago de Hilbert. Uma aplicagao bilinear B : Hx H — R
¢ continua se, e somente, se existe M > 0 tal que |B(z,y)| < M|z||||y||, para todo z,y €
M.

Demonstragio. Ver [11]. O
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Proposicao A.1.3. Seja H um espaco de Hilbert. A aplicacao bilinear B: Hx H — R é
continua se, somente se, existe A € B(H) tal que B(x,y) = (x, Ay), para quaisquer x,y €
M.

Demonstragio. Ver [11]. O

Teorema A.1.9. (Teorema de Lax-Milgram) Seja B uma forma sesquilinear, con-
tinua e coeciva com constante de coecividade ¢ sobre o espago de Hilbert H, entdo dado

w € H, existe um tunico elemento x € H tal que B(u,x) = (u,w), para todo u € H e para

1
tal z, temos ||z|| < —||w|| -
c

Demonstracido: Como B é continua, entdo existe A € B(H) que representa B, ou seja,
B(a,b) = (a, Ab), para quaisquer a,b € H.
Provaremos que A é inversivel e que X = A~'w é tnica.
Como
cllz|]* < B(z,2) = (2, Av) < ||=|||Az].

Entao c||z|| < ||Az||, para todoz € H e portanto, A ¢é injetiva ¢ o I'm(A) é fechado
em H. Suponha por absurdo que existe z € H — {0} tal que z L Im(A). Entao
0 < c||z]|* = B(z,2) = (2,Az) = 0, 0 que ¢ uma contradigao.

Logo A é sobrejetiva e, portanto, A é inversivel.

Por 1ltimo, para provar a unicidade, suponha que
B(xz,y) = (w,y) = B(Z,y),
entdo B(x — Z,y) = 0, para todo y € H. Tomando y = x — &, temos
B(x — %,z — ) =0.
Portanto, x = .

Teorema A.1.10 (Estimativa de Guidas-Spruck). Suponha que u € C?(2) N C°(Q)
seja uma solugdo positiva do problema de valor de fronteira
0 ou ou
oz, <ai,j($)axi> + bj(x)@ch + f(z,u) =0, em Q,
u = ¢ sobre €,

e além disso, suponha que,

i) a;; sdo funcdes continuas em Q, b; sdo funcoes limitadas em Q, ¢ é uma funcdo
J j 12
limitada sobre 05) e

n+2
n—2’

(ii) f é uma fungio continua em x € Q0 e para algum 1 < a <
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uniformemente em ), em que h é uma fungdo continua e estritamente positiva em
Q.

Entao u(z) < C, para alguma contante C, que depende de o e €).

Demonstragio. Ver [16]. O

Lema A.1.1. (Lema de Deformacgdo) Sejam X um espago de Banach e o € C*(X,R).
Suponha que ¢ satisfaz a condigio (PS). Se ¢ € R nao é um valor critico de @, entio para
todo € > 0 suficientemente pequeno, eziste n € C([0,1] x X, X) tal que, para quaisquer
ue X etel0,1], tem-se:

1. 1(0,u) = u;
2. n(t,u) =u, seu & p ([c — 2¢,c+ 2¢);
3. n(1,pte) C ¢°¢, em que se k € R, definimos o = {u € X;o(u) < k};

4. n(1,:): X = X é um homeomorfismo.

/\ C+€

I I

C— €

\ c— 2¢

Werererri/d

Deformacao

Demonstragio. Ver [14]. O

Agora usaremos o Lema de Deformacao para provarmos o famoso resultado de
Ambrosetti-Rabinowitz (1973) que garante a existéncia de pontos criticos do tipo sela, mas

antes daremos algumas definigoes.

Definicao A.1.5. Seja X um espaco de Banach e seja I : X — R um funcional de
classe C* Um ponto u € X tal que I'(u) = 0 € X' € dito ponto critico do funcional I, e

um ndmero real ¢ é dito ser um valor critico de I se ¢ = I(u) para algum v € X tal que

I'(u) = 0.
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O conjunto de todos os pontos criticos sobre o nivel ¢ é denotado por
K.={ue X :I'(u)=0,1(u) =c},
e o conjunto (subnivel) dos pontos de X em que I ndo supera o nivel ¢ é denotado por
IF'={ue X :I(u) <c}

Teorema A.1.11. TEOREMA DO PASSO DA MONTANHA
Sejam X um espaco de Banach e I € C*(X,R) satisfazendo a condi¢ao (PS). Além disso,

suponha que

(a) 1(0) = 0;
(b) existem o, p > 0 tais que I|pp,©0) > a;

(c) existe e € X tal que ||e]| > p e I(e) < 0.
Entao I possui wm valor critico

— inf I
¢ = Inf{, max, W

em que I' = {7 :[0,1] — X continua :v(0) =0 e~y(1) =u}.

Demonstracao.

Primeiro: ¢ > a. Mostraremos que para todo v € T, nés temos ([0, 1]) N 9B,(0) # 0.
De fato, defina a fungao h : [0, 1] — R dada por A(t) = ||v(t)||.

Observe que h é continua,

h(0) = Iy (O)[ = [0 =0 < p

h(1) = Iy (DI = llell > p.

Assim, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe tq = to(y) € (0,1) tal que
h(to) = [|7 (to)ll = p.
Logo, pela condicao (b),

E%UW@HZIW%»Ea

e, consequentemente, ¢ > «.

Segundo: ¢ é um valor critico de I.

Suponha que ¢ nao seja um valor critico, ou seja K, = ().
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Tome 0 < e < 9.
Por (b) e (¢), temos que ¢ > o > 2e.
Pelo lema de deforma existe uma deformagao n € C([0,1] x X, X) satisfazendo:
(i) n(t,u) = n(u) = u, para todo u & I"'([c — 2¢,c + 2¢]) e para todo t € [0, 1];
(iv) m (I°7) € I
ou seja, u € I°T¢, o que implica que n;(u) € I°¢.
Como
o= nf {max 162}

existe y € I' tal que

< 1(7
c < trél[(% (¥(t)) < c+e,

consequentemente,
F(t) € It vt € [0,1] ... (x)
Seja 0 = 0 7.

E f4cil ver que o € T', pois, note que I(e) < 0 = I(0) < ¢ — 2¢ implica que
ed I [c—2¢,c+2€¢]) e0& [ [c— 2€,c+ 2€)

Além disso, por (ii), o(0) = 71(7(0)) = m(0) = 0 e o(1) = n(7(1)) = m(e) =e.

Por outro lado, usando (x) e (iv), o(t) = m(7(t)) € I°~¢ consequentemente,

< c—
tem[%f(a(t))_c 3

assim,

c<c—eg,

o que é uma contradicao. O]

Geometria do Passo da Montanha
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Teorema A.1.12 (Variacional de Ekeland). Sejam V um espagco métrico completo
e F: V= RU{+4+00} uma fun¢io semicontinua inferiormente e limitada inferiormente.

Entao, para todo € > 0 existe v € V tal que:

Fv)<inf Flv)+e e F(w)> F(v)—ed(v,w), YweV.

veV

Demonstragio. Ver [13]. O
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