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RESUMO

O presente trabalho inicia propondo uma reflexdo acerca das caracteristicas de uma boa
docéncia matematica. Assim, considerando fundamentalmente o pensamento de Elon Lages
Lima e Ubiratan D’ Ambrosio, aspectos técnicos - de natureza epistémica - sdo firmados numa
integracao dialética com aspectos metatécnicos para, em seguida, sobre a 6tica da componente
da Conceituacao, desenvolver uma digressao acerca do conceito de nimero. Nesse viés, parte-se
dos niimeros naturais e importantes teoremas e resultados estruturais sao firmados. Em seguida,
e sempre num espirito de continuo ganho progressivo de complexidade dialética, discorre-se
sobre os inteiros. Ato continuo, a via da comensurabilidade, ou da incomensurabilidade, entre
segmentos de reta € a chave conceitual para visualizar-se os reais: sendo o Teorema Fundamental
da Aritmética um motor para tal chave e, dessa forma, alimenta-se um espirito de coesao entre os
conceitos de nlimeros. Infinitos exemplos de nlimeros irracionais sdo fornecidos. Dois irracionais
famosos, e e m, sdo analiticamente considerados. Por fim, discorre-se brevemente sobre nimeros

algébricos e transcendentes e cita-se o poderoso Teorema sobre Constru¢des Geométricas.

Palavras-chave: Educacdo. Docéncia. Conceituagdo. Numeros.



ABSTRACT

The present work begins proposing a reflection about the characteristics of a good mathe-
matical teaching. Thus, considering fundamentally the thought of Elon Lages Lima and Ubiratan
D ’Ambrosio, technical aspects - of epistemic nature - are secured in a dialectic integration
with metaepistemic aspects. Then, on the optics of the component one of the “Conceituagao”,
we develop a digression about the concept of number. So, we start from natural numbers and
some of its important theorems and structural results are signed. Then, and always in a spirit of
continuous progressive gain of dialectical complexity, we talk about the integers. Therefore, the
path of commensurability, or incommensurability, between line segments is the conceptual key
used to visualize the real numbers: the Fundamental Theorem of Arithmetic being an engine
for such key and, in this way, it fosters a spirit of cohesion between the concepts of numbers.
The work provides infinite examples of irrational numbers. Two famous irrationals, e and 7,
are analytically considered. Finally, we briefly discuss algebraic and transcendent numbers and

mention the powerful Theorem on Geometric Constructions.

Keywords: Education. Teaching. Evaluation. Numbers.
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1 INTRODUCAO

A Educagao brasileira ndo ¢ adequada. A Educagdo Basica esta em profunda desarmonia

com o desejavel.

Tais afirmacgdes categdricas sdo tao triviais, legitimos fatos notdrios, para qualquer brasi-
leiro da contemporaneidade, que constituem-se em premissas erga omnes acerca da apreensao do
ethos educacional brasileiro. Apesar de nossos historicos avangos no sentido da universalizacao
do acesso ao ensino, os desafios atuais sdo essencialmente de natureza qualitativa. Evidente-
mente, a Matematica, enquanto um especifico ramo do saber, insere-se dentro desse contexto
de caos qualitativo generalizado da realidade educacional. Tal caos ¢ de natureza complexa,
com multiplas varidveis, que vao desde raizes sdcio-politicas (qual e como tem sido a relagdo
do Estado brasileiro para com a Educacao?) até raizes técnicas, relativas aos objetos de ensino.
A seara do presente trabalho, a delimitagdo aqui, portanto, serd a de refletir sobre aspectos
“técnicos”.

Nesse viés, inicia-se, no capitulo 2, a reflexdo sobre o significado da boa docéncia
matematica e seus conexos predicados desejaveis. Valendo-se fundamentalmente da intelligentsia
nacional, concepgdes de Elon Lages Lima e Ubiratan D’ Ambroésio sdo invocadas como lentes
fundamentais para visualizar-se as caracteristicas genéricas desejaveis num bom professor de
matematica. Mais que isso: as caracteristicas gerais de um bom Educador, conceito que extrapola

o de professor, sdo expostas.

Armado com tais consideragdes gerais, o trabalho encorpa delimitagdo mais técnica, no
sentido de focar a digressao sobre objetos matematicos e inicia-se, no capitulo 3, a reflexao sobre

o conceito de “numero”.

No capitulo 4, o conceito de “nimero natural” é desenvolvido. “Pérolas” desse campo, tais
como o Teorema Fundamental da Aritmética e o Teorema da Divisao Euclidiana sdo detidamente

analisados.

O capitulo 5, dedicado aos “numeros inteiros”, generaliza algumas de tais “pérolas” dos
naturais para os inteiros dando uma nog¢do de didatica expansdo conceitual, e progressivo ganho

de complexidade dialética, do “conceito de nimero”.

Nesse espirito, do progressivo ganho de complexidade, chega-se ao capitulo 6: dedicado
aos numeros racionais, a via da comensurabilidade entre segmentos de reta ¢ a chave concei-
tual utilizada. Valendo-se dessa poderosa no¢do geométrica, a “numerizagdo” dos racionais ¢

justificada, assim como suas canOnicas operacdes aritméticas.

Mantendo sempre o espirito de progressivo ganho de complexidade, chega-se, no capitulo
7, a nogao de “numero irracional” enquanto antitese dos numeros racionais: ou seja, pela via da
secular no¢@o de incomensurabilidade entre segmentos de reta. Por fim, apds infinitos exemplos
de ntimeros irracionais, foca-se em dois irracionais famosos mas mal compreendidos no ensino:

o numero de Euler (e) e o nimero Pi (7). Seus conceitos e irracionalidade, tao banalizados no
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ensino nacional, sdo considerados detida e analiticamente. Termina-se tal capitulo expondo uma
interessante demonstracdo para a irracionalidade de 7, proporcionada pelo matematico canadense
Ivan Niven (NIVEN, 1947).

O capitulo 8, trata brevemente de uma proficua categorizagdo para os nimeros: a divisdo
em numeros algébricos e transcendentes. O classico argumento de Georg Cantor para a “altura”
das equacdes algébricas, chave para a prova da existéncia ndo enumeravel de nimeros transcen-
dentes, ¢ adaptado para a moderna linguagem da Analise Real. O objetivo dessa digressao ¢
citar o profundo, e altamente sofisticado, “Teorema sobre Constru¢cdes Geométricas”. Assim,
sinaliza-se a “chave de ouro” para a moderna resolugdo dos trés classicos € milenares problemas
gregos de construtibilidade com régua e compasso (quais sejam, a trissec¢cao de um angulo; a

duplicagdo do volume do cubo e a quadratura do circulo).
Por fim, duas consideracdes gerais acerca desse trabalho sdo essenciais.

A primeira consideracdo ¢ sobre o estilo de escrita. Conforme dizia o célebre escritor
francés George-Louis Leclerc, o conde de Buffon: “o estilo ¢ o proprio homem”. O estilo do pre-
sente trabalho, profundamente dissertativo, ¢ uma escolha consciente e reflete, como nao poderia
deixar de ser, inspiragdes e vivéncias do autor. Nessa linha, cita-se o classico “What is mathe-
matics?”’(COURANT; ROBBINS, 2000) de Richard Courant e Herbert Robbins: um classico
internacional de divulgagdo matematica, com um formato profundamente dissertativo. Tal obra
tem teor paradigmatico para o autor da presente dissertacao e, por isso, a busca pela conformacgao
da natureza dissertativa. Notas de rodapé¢, para além da mera especificacao bibliografica, sao

estrategicamente utilizadas para complementar materialmente assuntos desenvolvidos.

A segunda consideragdo € quanto ao contexto de aplicacao e receptor imaginado para
o presente trabalho. Quanto ao teor matematico aqui desenvolvido - o conceito de niamero -
acredita-se que ele ¢ adequado, com os devidos filtros, para alunos do Ensino Médio. Mais
especificamente, para alunos do primeiro ano do Ensino Médio, porquanto esse seja 0 momento
em que tradicionalmente reflete-se sobre “conjuntos numéricos” antes de adentrar-se no terreno
das fungdes. Porém, em hipdtese alguma, o presente trabalho recomenda aplicacao ipsis litteris
do que desenvolve: cada sala de aula é organica. Qualquer normatizagao rigida de curso a priori
s6 pode resultar em fracasso, uma vez que o organicismo dos contextos discentes invoque distintos
interesses, vivéncias, habilidades e necessidades. O professor de matematica, do respectivo
contexto discente em analise, ¢, e deve ser, a autoridade competente no caso concreto para sentir
e analisar o ambiente discente, suas especificidades e necessidades. Assim, o receptor ideal,
que o presente trabalho imagina, ¢ o docente que lida com o ensino basico. Portanto, o docente,
ao lidar com seus especificos alunos, ¢ a autoridade competente para refletir o quanto e como

aplicar das ideias aqui desenvolvidas.



12
2 REFLEXOES SOBRE UMA IDEAL DOCENCIA MATEMATICA

Nesse capitulo, sera feita uma reflexao acerca de aspectos genericamente entendidos,
conforme alguns autores, como necessarios para o bom processo de ensino e aprendizagem

matematica.

Nao ha a pretensdo de exaurir-se tais aspectos, mas sim a de expor - com lastro em
pensadores consagrados nacionalmente - necessidades, o que ndo implica em suficiéncia, para a

boa docéncia e discéncia matematica.

Nesse diapasdo, inicia-se estabelecendo as consideragdes do matematico brasileiro Elon
Lages Lima'. Continuamente, considera-se, numa perspectiva talvez um tanto quanto “dialética”,
ponderagdes educacionais do educador matemético brasileiro Ubiratan D’ Ambrosio®. Ade-
mais, agregou-se, pontualmente, uma perspectiva critica do educador matematico europeu Ole

Skovsmose>.

Os pensamentos de Elon Lages Lima e de Ubiratan D’ Ambroésio, constituem a esséncia
do marco tedrico pedagdgico para o presente trabalho e tais pensadores foram selecionados pela

reputacao académica que gozam perante a intelligentsia matematica e educacional brasileira.

Por fim, faz-se uma breve reflexao sobre o fendmeno da avaliacdo, conforme o pensa-

mento do professor Mauro Rabelo®.

2.1 MATEMATICA E ENSINO: PERSPECTIVAS DE ELON LAGES LIMA

Na obra “Matematica e Ensino”(LIMA,2007), temos uma proficua sintese da subjetiva
perspectiva do matematico e professor Elon Lages Lima acerca dos aspectos necessarios para

um ensino ideal da Matematica.

Em que pese o grau de subjetivismo de tal perspectiva, expressa pelo qualificador ideal, o
fato € que as ponderagdes do professor Elon buscam identificar aspectos tecnicamente necessarios,
mas sem pretensao de suficiéncia, para a boa docéncia matematica. Tal modus operandi dessas
ponderagdes, evidencia-se reiteradamente ndo s6 ao longo da leitura sistematica e integrada
da obra “Matematica e Ensino”(LIMA,2007), mas também por colocagdes expressas do autor

' Renomado matematico e pesquisador brasileiro. Dentre seus inimeros feitos, nota-se seus esfor¢os

pessoais para consolidar, em parceria com a Sociedade Brasileira de Matematica, uma ampla e robusta
bibliografia matematica nacional. Disponivel em: https://pt.wikipedia.org/wiki/ElonLagesLima.
Renomado educador matematico e pesquisador brasileiro, destaca-se, dentre outros feitos, por suas
contribui¢des a Etnomatematica. Disponivel em: https://pt.wikipedia.org/wiki/UbiratanD%27Am-
brosio.

Pesquisador dinamarqués com renomadas contribui¢des na constru¢éo do pensamento de uma Educagéo
Matematica Critica.

Disponivel em: https://en.wikipedia.org/wiki/Critical_mathematics_pedagogy.

Professor brasileiro com extensa experiéncia(RABELO,2013) em avaliagdes de larga escala, tais
como ENEM e ENADE, e na coordenagdo e capacitagdo de elaboradores e revisores de itens para tais
avaliagdes.
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quando, por exemplo, faz-se uma cisdo paradigmatica entre os bindmios “planejamento de curso”
e “didatica das aulas”.

Quando se pensa em ensinar Matematica, dois aspectos que se comple-
mentam precisam ser considerados separadamente. Poderiamos chama-
los o global e o local, o genérico e o especifico, 0 macro ¢ o micro, a
estratégia e a tatica, o planejamento e a execugao, a estrutura do curso
e a didatica das aulas. De didatica ndo trataremos aqui.(LIMA, 2007,
p-139)

Portanto, uma vez que o pensamento do professor Elon Lages Lima esta deliberadamente
focado em aspectos necessarios - mais precisamente, aspectos matematicamente necessarios
- para o bom processo de ensino e aprendizagem matematica, qualquer critica no sentido de
incompletude para com uma “macro visdo educacional”, ndo seria logicamente razoavel: pois nao
ha pretensao, no pensamento de Elon Lages Lima(LIMA,2007), de exaurimento na delimitagdo

dos condicionantes da boa aprendizagem.

Para os que vivenciam - ou ja vivenciaram - o ambito das ciéncias exatas na docéncia do
Ensino Basico, as considerac¢des do professor Elon Lages Lima ndo causam nenhuma aversao®:
a bem da verdade, as consideragdes soam perfeitamente razodveis e sedutoras ao bom senso do

educador médio e, portanto, demonstram-se dignas de apreensdo e integragcdo na praxis docente.

Na perspetiva do professor Elon Lages Lima (LIMA,2007), o ensino ideal da Matematica
deve ser desenvolvido numa integragdo adequada de trés “componentes”, as quais ele denomina
de: “Conceituagdo”, “Manipulacio” e “Aplicagdes”.

O que se entende precisamente por cada uma dessas trés componentes, ¢ bem delimitado

e estabelecido pelo autor. A seguir, expde-se o sentido de cada uma dessas componentes.

2.1.1 A componente da conceituagao

Para a componente “conceituag¢do”, o professor Elon Lages Lima estabelece:

A conceituagdo compreende a formulagao correta e objetiva das defi-
ni¢des matematicas, o enunciado preciso das proposigdes, a pratica do
raciocinio dedutivo, a nitida conscientizagdo de que conclusdes sempre
sdo provenientes de hipdteses que se admitem, a distingdo entre uma
afirmac@o e sua reciproca, o estabelecimento de conexdes entre conceitos
diversos, bem como a interpretacdo e a reformulagdo de ideias e fatos
sob diferentes formas e termos. E importante ter em mente e destacar
que a conceituagdo ¢ indispensavel para o bom resultado das aplicagdes.
(LIMA, 2007, p.140)

5 E necessario destacar que,nesse ponto do trabalho, estamos na mesma vibragio mental do professor
Elon: interessados em pensar na boa aprendizagem matematica somente pela perspectiva do objeto de
ensino, da Matematica. O trabalho caminhara para uma “macro visdo educacional” quando considerar
os educadores matematicos ja citados.
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Nota-se portanto, que no pensamento de Elon Lages Lima, a componente “conceitua¢ao”
abrange diversos aspectos, possuindo um teor polissemantico: mais do que defini¢des precisas dos
objetos matematicos, por “conceituagcdo” também entende-se a pratica do raciocinio dedutivo com
seus aspectos interpretativos correlatos, a diferenciagdo entre hipotese e tese numa proposicao
matematica etc. Ademais, enfatiza-se que a “conceituag@o” ¢ indispensavel para o bom resultado

das “aplicagdes”.

Mais especificamente, podemos afirmar que o professor Elon Lages Lima explicita
aspectos da “Conceituagdo” que julga mais pertinentes: “A formulagdo correta e objetiva das
defini¢des matematicas”(LIMA, 2007, p.178); “O emprego bem dosado do raciocinio dedutivo,
deixando clara a distingao entre o que supde (hipdtese) e o que se quer provar (tese), diferenciando
uma proposicao de sua reciproca (...)”"(LIMA, 2007, p.180) e “O entendimento e a percepcao de
que algumas nogdes e certas proposicdes podem ser reformuladas ou interpretadas de diferentes
formas ou em diferentes termos, reconhecendo assim situagdes equivalentes (...)”(LIMA, 2007,
p.180).

Aquele que ja vivenciou o magistério brasileiro na Educacao Bésica, rapida e flagrante-
mente apreende o quao sistematica, reiterada e intensa ¢ a caréncia do aspecto Conceituagcdo no

processo de Ensino e Aprendizagem Matematica.

Constitui fato puiblico e notorio - e o pensamento do professor Elon Lages Lima ratifica
(LIMA,2007) - que no cotidiano da Educagao Basica brasileira foca-se muito em “Manipulagdes”
e eventualmente tenta-se “Aplicagdes” - essas duas componentes serdo melhor significadas ao
longo do trabalho - sem um devido cuidado com o aspecto conceitual: manipula-se e aplica-se,
portanto, num vacuo ou fragilidade de ideias, conceitos. Compreensivel, portanto, que o ensino

matematico nacional, regra geral, ndo poderia ser tecnicamente prospero.

Aquele que vivencia o Ensino Basico, trivialmente sabe que se selecionarmos aleatoria-
mente e perguntarmos para um estudante do Ensino Basico, do Fundamental ou Médio, qual seria
o conceito matematico de “area” - o que € “area”? - possivelmente, se alguma resposta vier para
além de um atdnito siléncio, tender-se-a a observar, na melhor das hipoteses, respostas do tipo
“para retangulos, area ¢ base vezes altura”. Dificilmente existe a apreensao abstrata, genérica,
da “area” enquanto uma medida da “extensdo de uma superficie”. O aluno que supostamente
“aprendeu” sobre areas, tende a pensar tal conceito em conexao restrita com formas geométricas
e manipulagdes especificas. Tal tendéncia discente de responder ja denuncia, por si, 0 quanto
que a “Matematica” ensinada tende a ser focada em manipulacdes. Mais do que uma trivialidade
empirica para Educadores do Ensino Basico, essa obsessao pelas Manipulagdes - e caréncia de
Conceituacgdo - ¢ uma premissa diagnostica do pensamento de Elon Lages Lima (LIMA,2007)

acerca do ensino nacional de matematica.

A caréncia conceitual fica evidente mesmo diante dos objetos matematicos mais elemen-
tares possiveis: O que € nimero? O que ¢ um nimero racional? O que ¢ um numero irracional?

Focos conceituais desse tipo, tendem a ser substituidos por obsessdes algoritmizadas do tipo
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“como se opera aritmeticamente esses nimeros” (ainda que nao haja produgao significativa de

sentido para o que sejam os objetos a serem operados).

Porém, a vivéncia no Ensino Bésico demonstra - ¢ o pensamento do professor Elon Lages
Lima ratifica (LIMA,2007) - o qudo nociva ¢ a auséncia de uma precisa conceituagao dos objetos
matematicos nas mentalidades discentes: gera inseguranga, por vezes confusao mental, vacuo de
ideias matemadticas significativas e a incongruente crenca de que matematica se resume a um
amontoado de regras, de algoritmos a serem esterilmente memorizados. Nesse viés, por exemplo,
frequentemente alunos concluem o Ensino Médio sem sequer saber operar corretamente fragoes.
Alguns poderiam ficar perplexos com tamanho “fracasso” do sistema educacional. Porém, parece
uma tragédia bem coerente com a lei da causalidade: como se operar significativamente objetos
que ndo se apreenderam a esséncia? Como manipular e aplicar satisfatoriamente sob vacuos de

conceitos?

A crenga no ensino “matematico” enquanto memorizagao estéril de um “amontoado de
regras”, formulas e algoritmos expressa o auge de sua tragédia nessas situagdes frustrantes onde
o estudante, futuro cidadao, depara-se com dificuldades humilhantes em executar operacdes
matematicas elementares necessarias ao pleno exercicio da cidadania. A tragédia pode ser maior
se o estudante se aperceber do grau de atrofiamento intelectual, das potencialidades cognitivas,

ao qual tal “matematica” estéril lhe submeteu.

A caréncia conceitual, para além dos conceitos matematicos individualizados, também ¢
flagrante, como seria logicamente de se esperar, na seara da conexao entre os conceitos. Nessa
linha, temos os teoremas matematicos que, no Ensino Basico, tendem a ser tratados como

“legitimos axiomas” de validade sustentavel tdo somente pelo argumento de autoridade docente.

Consideremos, por exemplo, o Teorema de Pitdgoras. Pergunte para um aluno, preferenci-
almente que saiba manipular o teorema de Pitagoras, o “porqué” de sua validade. Provavelmente,
0 “porque” sera uma crenga a priori na validade do teorema. Assim, o fundamento do teorema jaz
na mente discente como um “axioma”, distorcendo a proposi¢do num mero algoritmo lastreado

tao somente na autoridade docente.

Por que ndo se ensina uma fundamentac¢ao para o Teorema de Pitagoras que va além
da crenga no argumento de autoridade? Existem diversas demonstragdes para o Teorema de
Pitagoras fundadas na nocdo de area®, com forte apelo visual portanto, que sio muito mais

acessiveis e atraentes do que as fundadas no teorema de Tales.

Nao ¢ necessario, inclusive ¢ inadequado, o rigoroso formalismo do matematico profissi-
onal no Ensino Basico. Mas combater a caréncia da “conceituagdo” ndo consiste em preenché-la
com tal formalismo, mas sim driblar as crengas no mero argumento de autoridade. As diversas
demonstracdes do Teorema de Pitdgoras, fundadas na nogao area, ndo sao formalmente as mais

rigorosas, porém sao muito proficuas porquanto estimulem a criatividade e permitam um honesto

¢ Muitas dessas demonstragdes, para o Teorema de Pitagoras, estdo bem registradas nas obras do
professor Elon Lages Lima. Nessa linha, vide (LIMA,2006) ¢ (LIMA,2007).
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convencimento discente para além do mero argumento de autoridade docente: tais estimulos sdo

salutares para sanar no Ensino Bésico a caréncia da conceituagao!

Seria entdo a “Conceituagdo’ a solugdo para todos os males técnicos no ensino da matema-
tica? Em hipodtese alguma! Elon Lages Lima, jamais trata a componente da “Conceituagdo” como
uma panaceia para o ensino. De fato, o autor (LIMA,2007) sempre reitera que a conceituagao
deve ser apreendida numa integragio com as manipulacdes e aplica¢des. E justamente nesse viés,
por exemplo, que Elon Lages Lima pondera acerca do fracasso pedagogico do “Movimento da
Matematica Moderna” no Brasil como um exemplo paradigmatico de um excesso destemperado
e estéril da Conceituagdo, o qual deve ser evitado:

Durante o periodo da chamada Matematica Moderna (décadas de 60 ¢
70), ocorreu no ensino uma forte predominancia da conceituagdo em
detrimento das duas outras componentes. Quase ndo havia lugar para
as manipulagdes e muito menos para as aplicagdes. Por um lado, a
Matematica que entdo se estudava nas escolas era pouco mais do que um
vago e inttil exercicio de generalidades, incapaz de suprir as necessidades
das demais disciplinas cientificas e mesmo do uso pratico do dia-a-dia.
(...) Um exemplo flagrante da falta de objetividade (...) ¢ a definigdo
de fungdo como um conjunto de pares ordenados. (...) Os usuarios da
Matematica e os proprios matematicos costumam pensar numa fungao
de modo dinadmico, em contraste com essa concepg¢ao estatica. (LIMA,
2007, p.141)

Estabelecida a importancia e extensao semantica da componente “Conceituagdo”, e
salvaguardada a tal integracao com as “Manipulacdes” e “Aplicacdes”, estaria Elon Lages Lima
recomendando a aplicagdo do rigoroso método dedutivo axiomatico - o modus operandi dos
matematicos profissionais - para o Ensino Basico? Definitivamente, ndo! Tal compreensao
estaria profundamente equivocada, uma vez que o proprio autor explicitamente defende uma
aplicagdo moderada de tal o modus operandi, do rigor matematico:

Evidentemente as demonstragdes pertencem a componente Conceituagao.
Elas devem ser apresentadas por serem parte essencial da natureza da
Matematica e por seu valor educativo. A nivel escolar, demonstrar é
uma forma de convencer com base na razao, em vez da autoridade. Por
esse motivo, ndo se deve demonstrar o que ¢ intuitivamente evidente,
o que todos aceitam sem hesitagdo. (Exemplo: que uma reta tem no
maximo dois pontos em comum com uma circunferéncia dada.) Se
demonstrar ¢ uma forma de convencer por meio da razdo, para que perder
tempo provando algo do qual todos ja estdo convencidos? Também nao
se devem provar resultados que, embora nao sejam de forma alguma
obvios, necessitam, para serem demonstrados, de argumentos e técnicas
dificeis, fora do alcance dos alunos, como o Teorema Fundamental
da Algebra (...). Por outro lado, certos fatos matematicos importantes
ndo sdo intuitivamente evidentes mas possuem demonstracdes faceis
e elegantes. Sem duvida, o exemplo mais conhecido ¢ o Teorema de
Pitagoras, do qual devem ser dadas pelos menos duas das inumeras
demonstragdes conhecidas. (LIMA,2007,p.143)
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Foquemos no seguinte trecho: “A nivel escolar, demonstrar ¢ uma forma de convencer
com base na razdo, em vez da autoridade”(LIMA, 2007, p.143). Eis a esséncia da concepcao do
professor Elon Lages Lima acerca do “rigor” razoavel para o Ensino Basico. Tal concepgao sera
uma das premissas fundamentais do presente trabalho. Portanto, quanto ao rigor matematico, o
que Elon Lages Lima defende expressamente ¢ justamente a vedagdo ao simples “argumento
de autoridade” como fundamento de validade para proposigdes, para ideias matematicas. Nao
se trata, definitivamente, de uma nostalgia para com o rigor metodolégico do Movimento da
Matematica Moderna. Qualquer compreensao critica ao professor Elon Lages Lima nesse sentido,

nao ¢, portanto, razoavel.

A seguir, pensemos em algumas situagdes para melhor explicitar o que o presente trabalho
- lastreado no pensamento de Elon Lages Lima (LIMA,2007)- entende por “rigor moderado”,

rigor adequado ao Ensino Basico.
Partamos do conceito de “4rea”.

O que ha de “matematicamente rigoroso” - no sentido do matematico profissional - em
se dizer que “area ¢ uma medida da extensdo de uma superficie”? Tecnicamente, nada. Mas para
fins de Ensino Basico, uma conceituagdo nestes termos ¢ perfeitamente salutar e pragmaticamente
adequada: infinitamente superior a uma argumentagao fundada na simples autoridade. Tenhamos
sempre em mente que “A nivel escolar, demonstrar ¢ uma forma de convencer com base na razdo,
em vez da autoridade” (LIMA, 2007, p.143).

E o conceito de numero racional? Seria pertinente no Ensino Basico desenvolver - tal
como os matematicos profissionais - as adequadas nog¢oes de relagdes e classes de equivaléncia,
sobre conjuntos dos inteiros, para chegar-se ao conceito purista de nimero racional? Nao! Evi-
dente que isto ¢ absolutamente inadequado para o Ensino Bésico: a no¢ao de comensurabilidade
entre segmentos, de forte apelo geométrico, ¢ uma via conceitualmente adequada - a qual sera

tratada em momento oportuno neste trabalho.

E o conceito de ntimero irracional? Um exposic¢ao intelectualmente honesta para o Ensino
Basico necessita dos tais “cortes de Dedekind” ou das “sequéncias de Cauchy””? Novamente,
evidente que ndo! Tais vias seriam absolutamente inadequadas. O famoso e secular problema
grego classico da incomensurabilidade entre lado e diagonal de um quadrado ¢ um ponto de
partida honesto e adequado para a conceituacdo dos niimeros irracionais, a nivel do Ensino

Bésico. Isso também sera tratado oportunamente no presente trabalho.

Por fim, e o Teorema de Pitdgoras? Porque insistir nas cansativas e enfadonhas tradicio-
nais demonstragoes, via Teorema de Tales, se existem tantas outras vias, com profundo apelo
visual, geométrico, mais simples e elegantes? Vale a pena salvaguardar uma via cansativa e
enfadonha em nome de uma pretensao de formalismo artificial? Penso que ndo. Mas o que, defi-
nitivamente, ndo tem valor algum ¢ a fundamentacdo de verdades matematicas em “argumentos

de autoridade”.

Por vezes, existirdo algumas situagdes nas quais o convencimento de algum resultado



18

matematico possa ser um tanto quanto tecnicamente “inacessivel” pelas mais diversas vias
imaginaveis, no nivel elementar - nesse sentido, o professor Elon (LIMA, 2007) cita o Teorema
Fundamental da Algebra como um exemplo. Para esses casos extremos e pontuais, o uso da

autoridade, como ultimo recurso, pode ser “irresistivel™”.

O que deve ser tido como inaceitavel, e isso deve ser interiorizado pelo bom educador
matematico, ¢ fazer do “argumento de autoridade” uma metodologia, um modus operandi
de ensino, um recurso sistematico: pois isso perverte profundamente o carater dedutivo da
Matematica, distorcendo-a num amontoado de algoritmos estéreis de significancia oca, vazia de

sustentagio epistémica e embrutecedora da cogni¢do matematica discente®.

2.1.2 A componente da manipulagdo

Com relacdo a componente da “Manipulagdo”, Elon Lages Lima conceitua:

A manipulagdo, de carater principalmente (mas ndo exclusivamente)
algébrico esta para o ensino e o aprendizado da Matematica assim como
a pratica dos exercicios e escalas musicais esta para a musica (ou mesmo
como o repetido treinamento dos chamados “fundamentos”esta para cer-
tos esportes, como o ténis ¢ o voleibol). A habilidade e a destreza no
manuseio das equacgdes, formulas e construgdes geométricas elementa-
res, o desenvolvimentos de atitudes mentais automaticas, verdadeiros
reflexos condicionados, permite ao usuario da Matematica concentrar
sua aten¢do consciente nos pontos realmente cruciais, poupando-lhe de
perda de tempo e energia com detalhes secundarios.(LIMA,2007,p.140)

Certamente, conforme cirurgicamente identificado pelo professor Elon Lages Lima, o
desenvolvimento dessas “reflexos condicionados” constituem num dos aspectos necessarios para
a boa aprendizagem Matematica, porquanto esteja intimamente ligado com um dos atributos
fundamentais da inteligéncia: a capacidade de distinguir o essencial do acessoério, o “crucial”

versus o “secundario”.

Ademais, o aspecto da manipulagdo, por constituir-se numa exigéncia de observancia
a regramentos especificos, consubstanciando a “destreza”, estimula bons habitos mentais tais
como a concentrac¢do, o foco, essenciais para a consecu¢ao de regramentos especificos.

Conforme ja discorrido, aquele que vivencia o contexto do Ensino Basico, provavelmente,
ha de convir que a manipulagao € o aspecto mais difundido no cotidiano do ensino e aprendizagem

7 Mesmo assim, convém a busca por argumentar-se pela plausabilidade, ao menos, do resultado utilizado.

No caso do Teorema Fundamental da Algebra, por exemplo, hé bibliografia nesse sentido (LIMA, et
al, 2006), onde elegantemente, a nivel elementar, ¢ feita uma argumentacao pela plausibilidade da
validade do Teorema Fundamental da Algebra.

Tal percepgao de Elon Lages Lima acerca do conceito de rigor para o ensino matematico ¢ analoga a
de muitos matematicos com projec¢do internacional, inclusive. Como exemplo, t€ém-se 0 matematico
russo Vladimir Igorevich Arnold. Em 1997, Arnold proferiu, no Palais de la découverte - Palacio da
Descoberta, Paris - um cléssico discurso acerca de aspectos conceituais e de rigor pertinentes ao ensino
da matematica. Disponivel em: https://www.uni-muenster.de/Physik. TP/ munsteg/arnold.html.
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matematica. Nesse sentido, harmonicas sdo as palavras do professor Elon Lages Lima ao afirmar
que “A manipulacdo &, das trés, a componente mais difundida nos livros-textos adotados em
nossas escolas”(LIMA, 2007, p.142). Porém, tal constatacao deve ser feita com pesar. Pois
as manipulacdes, apesar de essenciais, podem se tornar toxicas, para o bom ensino matema-
tico, se usadas de forma desequilibrada para com as outras duas componentes (Conceituagdo e
Aplicagoes). Nesse viés, alerta o professor Elon Lages Lima:

abundam nas salas de aula, nas listas de exercicios e nos exames as ope-
ragdes com elaboradas fracdes numéricas ou algébricas, os calculos de
radicais, as equagdes com uma ou mais incdgnitas, as identidades trigono-
métricas e varios outros tipos de questdes que, embora necessarias para o
adestramento dos alunos, nao sdo motivadas, ndo provém de problemas
reais, nao estdo relacionadas com a vida atual, nem como as demais cién-
cias e nem mesmo com outras areas da Matematica. (LIMA,2007,p.142)

Para aquele que vivencia o cotidiano do magistério basico, as colocacdes do professor Elon
firmam-se com altissimo grau de lucidez e pertinéncia. Infelizmente, o excesso de “Manipulagao”,
as manipulagdes estéreis, ainda ¢ a componente mais difundida no cotidiano escolar: basta abrir
um tipico livro didatico, qualquer que esteja disponivel numa biblioteca escolar, para se verificar
centenas e centenas de exercicios matematicos repetitivos, que exigem pouca ou nenhuma
criatividade, que flagrantemente “exercitam” tdo somente uma operacionalizagdo simbdlica
algoritmizada dos conceitos matematicos. Conceitos os quais, frequentemente, os alunos nao
apreenderam de forma significativa. Conceitos os quais, frequentemente, estdo lastreados no

“argumento de autoridade” docente.

A presenca do excesso de manipulacdes ¢ tao flagrante na realidade do magistério que,
para além de sua materializacdo em exercicios repetitivos dos livros didaticos, ela também
expressa-se no senso comum da consciéncia coletiva. Que educador matematico nunca ouviu
assertivas populares do tipo “Se Fulano ¢ bom em matematica, entdo fulano ¢ bom em fazer
contas”?. Talvez, essa seja a evidéncia trivial mais cabal do excesso de manipulagdes na realidade

nacional do ensino matematico.

A consciéncia coletiva, o senso comum, tende a associar habilidades matematicas a
destreza na consecucao de algoritmos. E isso diz muito sobre o tipo de ensino matematico que
temos. Nesse viés, as consideragdes do professor Elon sdo, mais uma vez, harmonicas com a
realidade:

A presenca da manipulagdo € tdo marcante em nosso ensino que, para
o publico em geral (e até mesmo para muitos professores e alunos), é
como se a Matematica se resumisse a ela. Isto tem bastante a ver com
o fato de que o manuseio eficiente de expressdes numéricas e simbolos
algébricos impde a formacgdo de habitos mentais de aten¢do, ordem e
exatiddo porém ndo exige criatividade, imaginacdo ou capacidade de
raciocinar abstratamente. (LIMA, 2007, p.142)
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Por fim, é necessario enfatizar que o teor critico aqui discorrido ndo se trata, definiti-
vamente, de estigmatizar as “manipulacdes em si”. Trata-se, a bem da verdade, de uma critica
quanto ao excesso, uma critica as “manipulacdes demais”. O professor Elon Lages Lima ex-
plicita isso quando afirma que “Deve ficar bem claro que os exercicios de manipulagdo sao
imprescindiveis mas precisam ser comedidos, simples, elegantes e, sempre que possivel, uteis

para o emprego posterior”’(LIMA,2007,p.143).

2.1.3 A componente das aplicagdes

Por fim, chegamos na terceira componente necessaria para o bom processo de ensino e
aprendizagem Matematica conforme o pensamento do professor ELon Lages Lima: Aplicagoes.
A componente das “Aplicagdes” também ¢ explicitamente bem definida pelo autor:

As aplicagoes sdo empregos das nogoes e teorias da Matematica para
obter resultados, conclusdes e previsdes em situacdes que vao desde
problemas triviais do dia-a-dia a questdes mais sutis que surgem noutras
areas, quer cientificas, quer tecnologicas, quer mesmo sociais. As apli-
cagdes constituem a principal razdo pela qual o ensino da Matemadtica
¢ tdo difundido e necessario, desde os primordios da civilizagdo até os
dias de hoje e certamente cada vez mais no futuro.(LIMA, 2007, p.140)

Portanto, as aplicagdes seriam empregos de conceitos e técnicas - manipulagdes - mate-
maticas. Sendo tal emprego sempre marcado por uma finalidade de resolucdo de problemas:

seja de natureza pragmatica, seja de natureza cientifica.

O habito da resolugao de problemas matematicos extrapola a conquista imediatista da
solucdo e possui significancia pedagdgica complexa, porquanto estimule a criatividade e auto-
estima. Nesse sentido, afirma o professor Elon Lages Lima:

Como as entendemos, as aplicagdes do conhecimento matematico in-
cluem a resolugdo de problemas, essa arte intrigante que, por meio de
desafios, desenvolve a criatividade, nutre a auto-estima, estimula a ima-
ginacdo e recompensa o esfor¢o de aprender. (LIMA, 2007, p.140)

Assim como nas outras componentes, as “Aplicacdes” devem ser calibradas numa inte-
gracao trinomial equilibrada com as “Conceituacdes” e “Manipulagdes”. Evidentemente, a busca
por tal equilibrio, constitui-se num legitimo desafio docente cujo o especifico balanceamento,
inevitavelmente, deve ser dado em funcao do contexto discente subjetivo em analise, depende do
caso concreto. E sempre importante salientar que, no pensamento de Elon Lages Lima, nenhuma
dessas trés componentes sera, por si, uma panaceia pro ensino de matematica. Nesse sentido,
temos o conceito de “aplicagdes significativas”, ou “aplicacdes adequadas”, do professor Elon:

As aplicagOes constituem para muitos alunos de nossas escolas, a parte
mais atraente (ou menos cansativa) da Matematica que estudam. (...)
Encontrar aplicagdes significativas para a matéria que esta expondo é
um desafio e deveria ser uma preocupacao constante do professor (...)
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Cada novo capitulo do curso deveria comecar com um problema cuja
solugio requeresse o uso da matéria que vai comegar a ser ensinada. E
muito importante que o enunciado do problema ndo contenha palavras
que digam respeito ao assunto que vai ser estudado naquele capitulo.
(LIMA, 2007, p.144)

Foquemos a reflex@o sobre a diretiva que estipula que “Cada novo capitulo do curso
deveria comegar com um problema cuja solugdo requeresse o uso da matéria que vai comegar a
ser ensinada”(LIMA, 2007, p.144).

Quantos docentes da matematica, considerando a realidade do magistério nacional,
exercitam tal conduncio, tal modus operandi? E fato notorio, para aquele que lida com a
Educagdo Basica, que, infelizmente, a realidade contemporanea ainda ¢ a de se tratar o ensino
matematico como uma tentativa de mera transmissao de informacgdes, de conhecimento. Mais
grave ainda: tentativa de mera transmissao desmotivada de informagdes, porquanto nao haja o

exercicio generalizado do modus operandi supracitado.

Nesse sentido, interpretando tal realidade do magistério com base no pensamento de
Elon Lages Lima, ela ganha contornos mais tragicos: qual o tipo de conhecimento que se busca
transmitir? Em geral, a manipulacdo de objetos matemaéticos, de algoritmos, tudo imerso em

muita pobreza conceitual e uma auséncia sistémica de aplicagdes significativas.

A priori, ndo causa espanto a auséncia sistémica de aplicacdes significativas no ensino
basico, porquanto exista uma caréncia sistémica da componente conceituagao: afinal, como se
aplica o que ndo se apreende?

Ha uma nitida relagdo de causalidade entre a caréncia sistémica das aplicagdes para com
a caréncia das conceituagdes. Nessa linha, aduz o professor Elon Lages Lima ao ponderar sobre
aplicacdes significativas:

Para resolver problemas dessa natureza ¢ preciso estar bem familiarizado
com a conceituacao dos objetos matematicos (além, naturalmente, de
saber fazer as contas pertinentes). Por isso ¢ que dissemos no inicio
que a conceituagdo ¢ fundamental nas aplicagdes. A falta de aplicagdes
para os temas estudados em classe ¢ o defeito mais gritante do ensino da
Matematica em todas as séries escolares. Ele ndo podera ser sanado sem
que a conceituagdo seja bem reforgada. (LIMA, 2007, p.144)

Foquemos na assertiva de que “A falta de aplicagdes para os temas estudados em classe
¢ o defeito mais gritante do ensino da Matematica em todas as séries escolares.”(LIMA, 2007,
p.144). Isoladamente, tal assertiva pode causar alguma perplexidade uma vez que, numa lei-
tura sistematica e global da obra do professor Elon Lages Lima (LIMA,2007), a caréncia da

componente “conceituagdo’ pareceria ser o “defeito mais gritante” do Ensino Basico.

O presente trabalho, com a devida vénia ao ilustre professor Elon Lages Lima, alinha-
se com a premissa - induzida na leitura sistémica do autor(LIMA,2007)- de que a falta de

conceituacoes, € nao a de aplicagdes, ¢ o defeito “mais gritante” do ensino da Matemadtica em
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todas as séries: pois a pobreza das aplicagdes possui conexdo, uma certa relagdo de causalidade,
para com pobreza das conceituagdes. Mais especificamente, a pobreza das conceituagdes implica

numa pobreza das aplicagdes.

Nao ha como existir aplicagdes significativas, sem as devidas conceituacdes. Mas a
reciproca, nao ¢ necessariamente verdadeira: € possivel existir conceituagdo adequada, sem
aplicagoes significativas (basta considerar, por exemplo, o proprio movimento da Matematica
Moderna).

2.2 UBIRATAN D’AMBROSIO: DO PROFESSOR AO EDUCADOR

A obra “Educa¢do Matematica: da teoria a pratica” (D’AMBROSIO,2007) ¢ um cléassico
da literatura nacional em Educacao Matematica. Fundado num viés critico, ressignifica ultrapas-
sadas concepcdes educacionais - apesar de muitas dessas ainda serem fortemente presentes no
senso comum - questionando o desgastado paradigma do ensino-aprendizagem fundado numa

simples relagdo técnica de causalidade.

Isso significa, mais especificamente, a exata apreensdo de que, numa perspectiva global,
o fendmeno do “ensino-aprendizagem” possui condicionantes metatécnicos, condicionantes
extracurriculares: aulas, cursos tecnicamente “perfeitos” ndo sdo suficientes, por si, para uma

relacdo de “ensino-aprendizagem” significativa, agregadora, bem-sucedida.

No complexo fendmeno de Ensino e Aprendizagem, numa perspectiva global, existem
variaveis de ordens psiquicas, afetivas, sociais, politicas... e, inclusive, as técnicas. Ademais,
a “intensidade” de cada uma dessas varidveis € absolutamente subjetiva, o que confere imensa

complexidade e organicismo a apreensao do fendmeno de ensino-aprendizagem.

Nesse diapasdo, temos no pensamento de Ubiratan D’ Ambrosio o conceito de "Educador”,
que expande a nogao de “professor”’: um bom educador ¢ necessariamente um bom professor,

mas a reciproca nao ¢ necessariamente verdadeira.

No pensamento de Ubiratan D’ Ambrosio (D’AMBROSIO,2007), conforme veremos
adiante, o conceito de “Educador” esta fundado na integragdo equilibrada de trés categorias de vir-
tudes: afetiva, politica e epistemoldgica. Nota-se, portanto, que o aspecto técnico (epistemologia)

¢ apenas um dos eixos de um “tripé” de virtudes.

Ao bom educador ¢ necessaria essa perspectiva organica, global, multifacetada do fend-
meno de ensino-aprendizagem, reconhecendo ndo s6 seus condicionantes epistemoldgicos, mas
também seus condicionantes politicos e afetivos. Pois, caso se feche para essa visdo maior
das naturezas das forcas envolvidas, um eventual fracasso numa pratica educativa podera ser
equivocadamente entendido apenas como uma limitagdo circunscrita num universo totalmente

técnico, cognitivo.
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2.2.1 A importancia da motivacao

Ao ponderar sobre a natureza da Matematica e seu ensino, o educador Ubiratan D’ Am-
brosio (D’AMBROSIO,2007), tem como um dos enfoques primarios o aspecto motivacional que
permeia a relagdo de ensino e aprendizagem:

E muito dificil motivar com fatos e situagdes do mundo atual uma ciéncia
que foi criada e desenvolvida em outros tempos em virtude dos problemas
de entdo, de uma realidade, de percepcdes, necessidades e urgéncias que
nos sdo estranhas. Do ponto de vista de motivagdo contextualizada,
a matematica que se ensina hoje nas escolas ¢ morta. (...) Interessa
a crianga, ao jovem e ao aprendiz em geral aquilo que tem apelo as
suas percepgdes materiais e intelectuais mais imediatas. Por isso é que
proponho um enfoque ligado a situagdes imediatas. (D’AMBROSIO,
2007, p.31)

Reiteradamente, conforme sustenta o educador Ubiratan D’ Ambrosio, aquele que vi-
vencia o magistério rapidamente apreende que a motivacao ¢, de fato, um elemento subjetivo
critico para um bom processo de ensino e aprendizagem. Quem lida com o Ensino Basico, por
vezes ¢ surpreendido, em especial os professores iniciantes, com demonstragdes profundas de
apatia intelectual dos alunos, mesmo perante a crenga docente das aulas terem sido técnica e

didaticamente bem estruturadas.

Por vezes, tais professores ficam perplexos com tal apatia e, buscando apreender seus
significados e suas origens, desenvolvem perspectivas estigmatizadoras, levias, opacas que se
resumem em polémicas méximas tais como: “o aluno ndo tem interesse por ser preguicoso”, “o
aluno ndo tem interesse por ndo valorizar a educag@o” ou entdo, o classico olhar estigmatizante

do “o aluno nao tem interesse por lhe faltar capacidade cognitiva, por ser burro”.

Frequentemente, numa analise mais criteriosa(D’AMBROSIO,2007), tais perspectivas
estigmatizadoras demonstram-se precoces, levianas e opacas porquanto estejam alinhadas com
um desejo, por vezes inconsciente, da manutengdo de uma certa zona de conforto do docente.

Adiante, sera melhor explicitado o sentido dessa ultima assertiva.

Quando um professor vai para uma sala de aula, mesmo aquele professor que pouco
reflete sobre sua prdxis, ele carrega uma expectativa do qué deve ser apreendido, interiorizado e

assimilado.

Tal expectativa, constitui-se num modelo ideal de aluno: aqueles que se enquadram nesse
modelo sdo rotulados de “bons” alunos. Por outro lado, os que ndo se enquadram no modelo

seriam os “maus” alunos.

Dessa forma, qual postura ¢ mais “comoda” para o professor diante de um “mau” aluno?
Estigmatiza-lo com seus rétulos classificatorios absolutistas e seguir adiante com sua pedagogia
ou refletir criticamente sobre a propria praxis, estando sempre sensivel para a possibilidade de
revisitar metodologias, pressupostos e considerar no caso concreto os diversos condicionantes

do processo de ensino e aprendizagem?
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A segunda postura ¢ flagrantemente mais desgastante, menos confortavel: exige mais
energias do docente, energias mentais inclusive, requisitando o constante exercicio das virtudes
da humildade e empatia. Adotando tal postura, o processo de ensino e aprendizagem se torna

mais rico, complexo e, portanto, trata-se de postura necessaria ao Educador.

Ademais, a segunda postura ¢ certamente uma via para ampliar o efeito docente signifi-
cativo nas mentalidades em formagao e rastrear com mais sabedoria, e acuracia, os eventuais
bloqueios discentes num especifico caso concreto. Definitivamente, estar alerta aos fatores
motivacionais ndo se trata de uma panaceia pedagogica, mas sim da necessidade de evitar crengas
estigmatizantes a priori e de estar sensivel ao processo de ensino e aprendizagem como um todo:
isso implica em abandonar veementemente zonas de conforto e refletir constantemente sobre a
propria praxis.

A apatia intelectual pode ter causas que vao desde um ambiente familiar desestruturado
e de uma vida de poucas perspectivas - afinal, quem tem que pensar na sobrevivéncia diaria,
sobrevivéncia psicoldgica inclusive, possui prioridades pragmaticas - até mesmo a um desestimulo

pela auséncia de verdadeiros desafios intelectuais nas aulas.

A auséncia sistémica de verdadeiros desafios intelectuais nas aulas ja ¢ deduzivel do
diagndstico contido no pensamento do professor Elon Lages Lima (LIMA,2007), acerca do
ensino de Matematica que predomina na realidade nacional: afinal, que estimulo intelectual
pode proporcionar uma ambiente conceitualmente pobre, focado em manipulagdes simbolicas de

algoritmos (que nao se apreendem) e, portanto, de aplicacdes significativas inexistentes?

O professor ndo precisa € nem deve - a bem da verdade, nem seria possivel - ser um
messias solucionador de todos os problemas socioecondmicos e psico afetivos do estudante: a

esfera de agdo individual ¢ sempre de eficacia limitada.

Porém, no que diz respeito a auséncia de verdadeiros desafios intelectuais nas aulas...
a resolugdo desse problema esta plenamente no alcance da esfera de agdo docente! Nessa
perspectiva, harmonicas sdos as palavras de Ubiratan D’ Ambrdsio:

Por isso € que proponho um enfoque ligado a situagdes mais imediatas. A
ultima senten¢a deve ter causado estranheza a muitos. Aten¢do! Quando
digo “mais imediatas” ndo estou ,e referindo apenas ao utilitario. Mas,
igualmente, e acho isso importante, ao desafio intelectual. Mas, desafio
intelectual para o intelecto de hoje — que para alguns até pode significar
uma visao do passado. (D’AMBROSIO,2007,p.31)

Desse modo, no pensamento do educador Ubiratan D’ Ambrosio a atengao ao aspecto
motivacional discente, ao longo do processo de ensino e aprendizagem matematica, consiste pri-
oritariamente em identificar desafios intelectuais pertinentes para o especifico contexto subjetivo
em analise. Nesse sentido, ¢ fundamental observar que “desafio intelectual” nao € aqui tratado
como um termo de conteudo estatico, padronizado, universal. Tal olhar estaria profundamente
equivocado. Devemos entender “desafio intelectual” como um conceito organico, cujo teor ¢
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dinamicamente estabelecido em fun¢do de um contexto especifico, sobre mentalidades discentes
especificas. Nesse diapasdo, o educador Ubiratan D’ Ambrosio ¢ categorico:

Para um aprendiz com vistas numa tarefa, um enfoque imediatista ¢
essencial. Mas obviamente a educa¢do matematica ndo se esgota ai.
E quando se apela para o historico, cultural que provavelmente no
interessara ao aprendiz com objetivos mais imediatos. Assim como a
matematica utilitaria ndo interessara ao aprendiz com desafio intelectual.
Esta claro que ¢ fundamental tal equilibrio entre esses dois aspectos.
Esse equilibrio ndo significa metade de um e metade do outro para todos
os alunos. Serd, sim, a respostas ao tipo de aluno -o individuo com
quem estamos lidando. E possivel individualizar a instru¢io e essa é
uma das melhores estratégias para recuperar a importancia e o interesse
na educa¢do matematica. (D’ AMBROSIO, 2007, p.31-32)

Preparar aulas motivacionais, instigantes, desafiadoras intelectualmente e que atendam
idealmente a totalidade de subjetividades individuais em sala de aula soa altamente complexo e
até um tanto quanto utépico. Eis um dos desafios do Educador em sala de aula: bem temperar
um nucleo comum motivacional, desafiador intelectualmente, que maximize a conexao para com
as diversas individualidades presentes em sala. Isso ¢ muito desafiador! Por vezes, se torna uma
tarefa herculea! Dificilmente obtenho, em minha vivéncia no magistério, tal tempero conforme
idealmente gostaria. Porém, estou absolutamente convencido pela pratica que, somente por
verdadeiramente tentar tal tempero, obtenho mais almas motivadas do que obteria por outros

meios.

Mas em termos praticos, como o professor de matematica pode gerar aulas desafiadoras
intelectualmente? “Qué” fazer, na pratica? Utilizar-se de puzzels matematicos em sala de
aula? Valer-se de jogos matematicos? Valer-se da informatica? temperar aulas com Historia
da Matemética? Estimular participagdo, treinos em olimpiadas matematicas? Depende. E

impossivel uma resposta taxativa, uma solugao a priori.

E necessario sempre lembrar: o significado de “desafio intelectual” nio ¢ estatico, mas
sim dinamico, organico e ¢ dado em fun¢ao de um contexto discente. O significado depende
de individuos especificos, imersos em contextos especificos. Penso que devemos, enquanto
educadores matematicos, oferecer o maximo de oportunidades de auto conhecimento possivel
para os alunos. O tempero das aulas, os meios motivacionais a serem recorridos, se calibram
na caminhada pedagdgica, através de uma relacdo dialdgica de muatuo auto-conhecimento. No
entanto, em que pese as multiplas formas de se desafiar intelectualmente, penso que a minima a
ser utilizada, e que pode estar presente em todas as incursdes educacionais, ja foi bem elucidada
pelo professor Elon Lages Lima, ao discorrer sobre a componente das “Aplicagdes” no ensino de

Matematica.

A propésito, € interessante notar a convergéncia entre o professor Elon Lages Lima e
o educador Ubiratan D’ Ambrosio quanto a relevancia atribuida ao aspecto das “Aplicagdes”.

Evidentemente, ambos pensadores possuem seus respectivos marcos tedricos, enfoques tedrico-
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metodologicos e especificas “gramaticas” para seus conceitos. Porém, analisando o conteudo
material das assertivas expressas em suas obras, a convergéncia quanto a dignidade das “Aplica-

¢oes”, como possivel mecanismo de estimulo intelectual, € notavel.

De fato, ao refletir sobre a pratica em sala de aula e matematica experimental, o educador
Ubiratan D’ Ambrosio afirma:

Praticamente tudo o que se nota na realidade da oportunidade de ser tra-
tado criticamente com um instrumental matematico. Como um exemplo
temos os jornais, que todos os dias trazem muitos assuntos que podem
ser explorados matematicamente. o que se pede aos professores € que
tenham coragem de enveredar por projetos. Um projeto favorito com as
primeiras séries do 1° grau € contar as folhinhas em um gramado. Outro
projeto interessante comec¢a com um estudo comparativo de alturas e
tamanhos de pé numa classe. Serd que quem € mais alto tem pé maior?
Correlacionar dimensdes € muito importante(...)Outro projeto é fazer um
mapa do trajeto de casa para a escola (...)Depende de como o professor
v€ a motivagao da classe. (D’AMBROSIO,2007,p.98-99)

Explicita, portanto, ¢ a congruéncia dos pensamentos entre Elon Lages Lima e Ubiratan
D’ Ambrosio, quanto a atribui¢do de importancia para a componente “Aplicagdes”, conforme
linguagem do professor Elon, para com a execucdo do que o professor Ubiratan denomina de
“projetos”, na seara da matematica experimental: em esséncia, as “Aplicacdes” do professor Elon
constituem-se como metodologia de “desafio intelectual” assim como, como a mesma fung¢ao, os

“projetos” do professor Ubiratan D’ Ambrosio.

Ademais, importante salientar que os exemplos de projetos do professor Ubiratan sdo

meramente exemplificativos, nao se tratando de rol taxativo.

2.2.2  Modelo do bom professor: o educador

Ao refletir sobre o significado de um “bom” professor, um professor “completo” - o qual
¢ denominado genericamente de “Educador” - Ubiratan D’ Ambrosio estabelece trés categorias
de virtudes essenciais que integram o conceito de “Educador”: afetiva, politica e epistemologica.

Para se dizer se um professor ¢ bom, ha testes, critérios, regras e tanto
mais. Tem havido muita pesquisa sobre isso. Eu sintetizo as qualidades
de um professor em trés categorias: 1. emocional/afetiva; 2. politica; 3.
conhecimentos (D’AMBROSIO, 2007, p.84)

Preliminarmente, ¢ interessante notar a compatibilidade para com as ideias ja expostas
pelo professor Elon Lages Lima (LIMA, 2007) de modo que, num certo sentido, pode-se dizer

que a visao do educador Ubiratan complementa a perspectiva do professor Elon.

De fato, e valendo-se da “gramatica” do educador Ubiratan D’ Ambrosio - da linguagem
- pode-se inferir que o professor Elon Lages Lima, ao analisar as virtudes necessarias de um

“bom” professor, discorreu focadamente sobre o campo do conhecimento. Tal foco do professor
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Elon Lages Lima, apds leitura sistémica das obras, ndo poderia ser apreendido no sentido de uma
perspectiva educacional qualitativamente inferior, porquanto tratou-se de foco pontual expressa-
mente consciente: ponderar sobre aspectos necessarios para a boa aprendizagem (logicamente,

isto ndo implica num dever por completude, ndo implica em necessidade e suficiéncia).

Nesse diapasao, verifica-se que os professores Elon Lages Lima e Ubiratan D’ Ambrosio
possuem estreita harmonia quanto a elei¢do do “conhecimento” enquanto virtude necessaria para
o bom professor. A diferenciacdo entres esses pensadores ndo estd, portanto, num conflito de

teses: mas sim, num grau de extensao das reflexdes.

O pensamento do educador Ubiratan D” Ambrosio possui a pretensdo expressa de reflexdo
sobre condicionantes do processo educativo para além da seara estritamente epistemologica.
Nesse sentido, podemos afirmar que sua analise ¢ mais complexa e, portanto, complementa a

perspectiva do professor Elon Lages Lima.

Assim sendo, foquemos, portanto, nas virtudes “afetivas” e “politicas” fundamentais

para o “bom” professor, segundo pensamento do educador Ubiratan D’ Ambrosio.

A qualidade afetiva esté relacionada ao necessario exercicio da empatia, da alteridade, no
exercicio do magistério. Isso significa ndo somente estar sensivel para a apreensdo das tensoes
educacionais inerentes ao sujeito do processo educativo, mas também para o contexto psicossocial
em que este sujeito estd imerso. Esse exercicio amplo da empatia, genericamente entendido -
no pensamento de Ubiratan D’ Ambrosio - como amor, inegavelmente constitui numa virtude
essencial.

Ninguém podera ser um bom professor sem dedicagdo, preocupagao
com o proximo, sem amor num sentido amplo. O professor passa ao
proximo aquilo que ninguém pode tirar de alguém, que € o conhecimento.
Conhecimento s6 pode ser passado adiante por meio de uma doagao.
O verdadeiro professor passa o que sabe ndo em troca de um salario
(pois se assim fosse melhor seria ficar calado 49 minutos!), mas somente
porque quer ensinar, quer mostrar os truques e macetes que conhece.
(D’AMBROSIO, 2007, p.84)

Essa virtude do amor no exercicio do magistério, ndo se trata de uma postura altruistica
ou de uma Etica missionéria. Infelizmente, por vezes, aquele que vivencia o magistério sabe
que alguns sujeitos empreendem criticas nesse tom depreciativo as virtudes afetivas. Nao se
trata de um agir ético messianico, definitivamente. Mas sim, trata-se da busca de apreensao dos
condicionantes psiquicos mais profundos do processo de aprendizagem e, sob tal perspectiva, a

virtude afetiva reluz sua significancia.

Quem ndo conhece o esteredtipo da “burrice” para aquele que ndo aprende determinado

assunto? Quem nao conhece o esteredtipo do “fulano é capaz, mas preguigoso” para aprender?

Novamente, urge salientar, nenhum aspecto necessario para a boa aprendizagem deve
ser entendido, por si, como uma panaceia. Assim ha de ser, portanto, para com a virtude afetiva,

inclusive. Porém, aquele que vivencia o magistério na Educacdo Basica e busca constantemente
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tal exercicio de alteridade, certamente maximiza seu efeito educador e sua visao para com o0s
inimeros condicionantes psicossociais discentes que inevitavelmente desdguam em sala de
aula: que motivacado pode se esperar de um estudante, para refletir sobre objetos abstratos da
matematica, quando esse luta pela sobrevivéncia psiquica e material imediata? Que motivacao se
pode esperar de um estudante marginalizado e de periferia que esta imerso num contexto familiar
- se ¢ que tem familia! - toxico, abusivo e destrutivo?

2% e

Por vezes, o aluno “ndo aprende”, “ndo esta motivado” por existir sobre ele um jugo
deletério: de origem material, psiquica, familiar. Ao bom professor, cabe estar sensivel aos
sinais de tais influéncias para, além de ponderar sobre encaminhamento necessario - pedagdgico,
assisténcia social etc- buscar maximizar a influéncia de suas aulas sobre os estudantes, conforme
especificidades do caso concreto. O caminho docente para isso, passa pela pavimentacdo da
virtude afetiva. Eventualmente, ha de existir aqueles que, mesmo diante da mais sincera virtude
afetiva no magistério, ndo se permitirdo influenciar conforme gostariamos... Porém, inclusive
pela empiria de minha vivéncia docente, estou absolutamente convencido que se obtém melhor

adesdo de almas com o exercicio do amor, do que sem tal virtude.

Vivenciar o milagroso fendmeno de um estudante reconhecer, autonomamente, que seus
estigmas para com a Matematica foram superados ¢ de uma satisfacao impar e, eventualmente, o

exercicio do amor nos presenteia com tal recompensa.

O professor que cultiva a virtude do amor, estara sempre aberto ao dialogo; para mudancas
de estratégias metodologicas e adequagdes curriculares. Nesse sentido, surge a conexao com a
virtude politica do professor: estar atento ao curriculo, estar atento as metodologias matematicas
possui conexao direta com a “educacdo matematica critica”, sobre a qual se refletira adiante. Por

hora, foquemos aten¢do na virtude politica do “bom™ professor.
Existe conexao entre Matematica e Politica?

Mais especificamente, entre Educacdo Matematica e Politica? Frequentemente, o senso
comum tende a considerar a Educagdo, em especial na seara da Ciéncias Exatas, como desconexa

das influéncias politicas.

Alguns, com um veemente preconceito, brandam firmes de que no ensino das exatas nada
ha de politico ou, por outra perspectiva preconceituosa, porém equivalente, que uma educagao
“neutra”, puramente técnica, seria possivel e um dever da escola. Nesse viés, hd aqueles que, e
isso € fato notério da contemporaneidade, tem repudiado a dimensao politica associando-a como

doutrinagdo ideoldgica. Nao ¢ disso que se trata aqui, ao ponderar-se sobre “politica”.

No pensamento do educador Ubiratan D’ Ambrosio (D’AMBROSIO,2007), a virtude
politica consiste na percepcao docente clara de que a boa educagio, inclusive a educagdo ma-
tematica, serd aquela que pavimente um pleno exercicio da cidadania. De fato, salutar sdo as
consideragdes do educador Ubiratan D’ Ambrosio:

Educagdo € um ato politico. Se algum professor julga que sua acdo
¢ politicamente neutra, ndo entendeu nada de sua profissdo. Tudo o



29

que fazemos, 0 nosso comportamento, as nossas opinides ¢ atitudes sao
registrados e gravados pelos alunos e entrardo naquele caldeirdo que
fara a sopa de sua consciéncia. Maior ou menor tempero politico é
nossa responsabilidade. Dai se falar tanto em educagdo para a cidadania.
(D’AMBROSIO, 2007, p.85)

A conexao entre Politica e Matemadtica fica mais translucida quando considera-se a
chamada “Educacdo Matemadtica Critica” (SKOVSMOSE, 2004). O professor Marcelo C. Borba,
ao prefaciar a obra do notavel educador Ole Skovsmose (SKOVSMOSE,2004), bem sintetiza o
espirito de tal corrente:

Na década de 1980, surge na educagdo matematica o movimento da
educacdo matematica critica. Esse movimento se preocupa fundamen-
talmente com os aspectos politicos da educagdo matematica. Em outras
palavras, traz para o centro do debate da educagdo matematica ques-
tdes ligadas ao tema poder. Perguntas como: a quem interessa que a
educacdo matematica seja organizada dessa maneira? Para quem a edu-
cagdo matematica deve estar voltada? Como evitar preconceitos nos
processos analisados pela educagdo matematica que sejam nefastos para
grupos de oprimidos como trabalhadores, negros “indios” e mulheres?
(SKOVSMOSE, 2004, p.7)

Nessa perspectiva, o professor Ole Skovsmose (SKOVSMOSE, 2004) pondera sobre
processos educacionais numa perspectiva critica, sendo isso entendido pela consideragao critica
dos contetidos, conexamente aos sujeitos envolvidos, € seus condicionantes externos, de natureza
politica. Esse viés esta sintetizado no rol exemplificativos de questionamentos que, todo curriculo,
com pretensdo de ser critico, deve exercitar reflexa e continuamente:

Questdes relacionadas com um curriculo critico ligam-se ao seguinte:
1) A aplicabilidade do assunto: quem o usa? Onde ¢ usado? Que tipo
de qualificacdo sdo desenvolvidas na Educacdo Matematica?; 2) Os
interesses por detras do assunto: que interesses formadores de conheci-
mento estdo conectados a esse assunto? 3) Os pressupostos por detras
do assunto: que questdes e que problemas geraram os conceitos € 0s
resultados na matematica? Que contextos tém promovido e controlado
o desenvolvimento?; 4) As fungdes do assunto: que possiveis fungdes
sociais poderia ter o assunto? Essa questdo ndo se remete primariamente
as aplicagdes possiveis, mas a fungdo implicita de uma Educagdo Mate-
matica nas atitudes relacionadas a questdes tecnologicas, nas atitudes dos
estudantes em relacdo a suas proprias capacidades etc. e 5) As limitagdes
do assunto: em quais areas e em relacdo a que questdes esse assunto nao
tem qualquer relevancia? (SKOVSMOSE, 2004, p.19)

Somente nessa visao organica dos condicionantes dos processos educacionais, politicos
inclusive, € que o professor, elevado na qualidade de Educador, podera melhor contribuir para a
formacao cidada dos discentes. Nesse sentido, temos o valor da “educagdo para a cidania”, de
teor politico, que na visao do professor Ubiratan D’ Ambrosio ¢ um dos grandes objetivos da
Educacao:
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A educagdo para cidadania, que ¢ um dos grandes objetivos da educacao
de hoje, exige uma “apreciacdo” do conhecimento moderno, impregnado
de ciéncia e tecnologia. Assim, o papel do professor de matematica
¢ particularmente importante para ajudar o aluno nessa apreciacao, as-
sim como para destacar alguns dos importantes principios éticos a ela
associados. (D’AMBROSIO, 2007, p.87)

O professor que integra essas trés virtudes - afetiva, politica e epistemologica - ¢ elevado,

na visdo do professor Ubiratan, a condi¢ao de Educador: um professor mais completo e desejavel.
Mais completo por transcender o mero campo epistemoldgico.

Desejavel pois, na medida em que transcende afetiva e politicamente o campo epistemo-
l6gico, maior a apreensdo dos condicionantes da aprendizagem ¢ adquirida, gerando maior valor

agregado para a pratica docente.

O bom professor, portanto, ¢ aquele que eleva-se para a condi¢ao de Educador.

2.3 PROCESSO AVALIATIVO: COMPLEXIDADE E LIMITES

Aquele que exerce o magistério na Educag¢do Bésica, certamente se defronta com a
necessidade de integrar sua pratica com certos mecanismos, institucionais inclusive, que possuem

as polémicas pretensoes de diagnosticar, mensurar ¢ modular a aprendizagem: as avaliagdes.

Trata-se de tema polémico, muito complexo e que pode ser explorado sobre diversas

perspectivas: pedagogicas, filosoficas, sociologicas etc.

Assim sendo, para fixar um horizonte de perspectiva, o presente trabalho estabelece -
como marco tedrico para o fenomeno do processo avaliativo - as reflexdes do professor Mauro
Rabelo (RABELO,2013), com o objetivo de fazer uma breve digressao acerca da complexidade

inerente ao ato de avaliar.

A exata apreensdo dessa complexidade inerente ao ato de avaliar, constitui-se numa

habilidade essencial para o bom professor, ou seja, para o Educador.

A complexidade do ato de avaliar, possui conexao direta para com os valores e perspecti-
vas pedagodgicas do avaliador acerca do que constitui, € como deve se desenvolver, o processo

educacional.

Dessa forma, ¢ na dialogicidade dessa pluralidade de valores e perspectivas pedagogicas
que compreende-se a polémica da tematica, assim como suas conexas conflituosidades. Nesse
sentido, harmonicas sdo as consideragdes do professor Mauro Rabelo:

A tarefa que ¢ deixada ao professor, o qual, muitas vezes acaba assumindo
o papel de juiz, com o poder de absolver ou de condenar, de aprovar ou
reprovar, de posse de um instrumento poderoso - a prova -, traz em si
uma série de contradi¢cdes. Essas decorrem, principalmente, de visdes
diferentes do que seja o ato de ensinar. (RABELO, 2013, p.224)
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Com relagdo as diferentes visoes do que seja o ato de ensinar, o professor Mauro Rabelo
didaticamente mapeia e elenca algumas dessas visdes em quatro grandes categorias: a tecnicista;

a afetiva; a politica e a socioconstrutivista.

Tal esquema tipoldgico do professor Mauro Rabelo possui a lucidez de abarcar razoavel-
mente todas as perspectivas avaliativas que observamos, em especial, no cenario nacional. De
fato, vejamos o significado especifico de cada categoria:

Para muitos, o ensino € concebido como uma técnica: ¢ suficiente com-
binar, de modo eficaz, os meios e os fins, sendo estes considerados
evidentes e naturais. Outros destacam muito mais os componentes afeti-
vos, assimilando o ensino a um processo de desenvolvimento pessoal
ou mesmo a uma terapia. Alguns privilegiam uma visdo do ensino
como uma agao ética ou politica. O ensino também ¢ definido como
uma interagdo social e necessita, por exemplo, de um processo de co-
construcao da realidade pelos professores e alunos - trata-se do enfoque
socioconstrutivista. (RABELO, 2013, p.224)

Sobre a natureza do ensino, e o significado do ato de ensinar, o presente trabalho ja
ponderou no sentido de refutar o ato de ensinar enquanto mera técnica. Nesse sentido, ao
considerar-se o trabalho do professor Ubiratan D” Ambrosio (D’AMBROSIO,2007) demonstrou-
se que, para além dos conhecimentos, o aspecto afetivo e politico também seriam duas outras

categorias essenciais ao bom professor e, conexamente, ao bom ato de ensinar.

Infelizmente, aquele que vivencia o magistério na educagdo matematica basica ha de
convir que - e isso ¢ um fato notdrio - a presenga da visdo estritamente tecnicista ainda ¢ intensa

no meio docente contemporaneo.

Evidentemente, como nao poderia deixar de ser, tal perfil ideoldgico acaba se refletindo
no estilo das avalia¢des escolares, constituindo um padrao do ato de avaliar. Nessa linha, precisas
sao as colocagdes do professor Mauro Rabelo:

Além disso, ndo é exagero dizer que, em geral, os instrumentos de verifi-
cagdo da aprendizagem apresentam uma diversidade de insuficiéncias
e problemas. A maioria encoraja a aprendizagem mecanica e superfi-
cial, estimulando a repeti¢do de procedimentos rotineiros e algoritmicos,
apesar de muitos professores acreditarem que seus testes avaliam apren-
dizagens profundas. O que se observa, de fato, é que, muitas vezes, nao
ha clareza sobre o que de fato se pretende com o instrumento de avaliagao
utilizado, além de as questdes e métodos utilizados ndo serem critica-
mente analisados em relagdo ao que realmente avaliam. (RABELO,
2013, p.226)

E interessante notar a conexao entre a “aprendizagem mecanica e superficial”, estimu-
lando a repeticdo de procedimentos “rotineiros e algoritimizados” presente na generalidade dos
instrumentos avaliativos, segundo o professor Mauro Rabelo, para com o diagndstico critico do

professor Elon Lages Lima (LIMA,2007) acerca do excesso de “manipulagdes” na educagao
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matematica basica: conforme ja visto, o professor Elon Lages Lima critica veementemente tal

ensino algoritmizado.

Ademais, também ha de se notar a conexao entre tal percep¢do do professor Mauro
Rabelo para com as consideragdes epistemoldgicas do educador Ubiratan D’ Ambrosio (D’ AM-
BROSIO,2007): no pensamento do educador Ubiratan D’ Ambrosio, ndo ¢ digno um ensino sem

“desafios intelectuais”.

Dessa forma, conjugando o pensamento de todos os autores ja citados, pode-se afirmar
que ndo ha como existir “aprendizagem profunda”, significativa, num ensino algoritmizado. Tal
“aprendizagem profunda”, conforme visao do professor Elon Lages Lima (LIMA,2007), s6 pode
ocorrer numa adequada integragdo entre a triade “Conceituagdo”, “Manipulagdo” e “Aplicacao”.
Ja no pensamento do professor Ubiratan D’ Ambrosio (D’AMBROSIO,2007), para além do
adequado tempero do eixo epistemologico, hd de se considerar os eixos afetivos e politicos para

uma aprendizagem significativa.

Assim sendo, integrando dialeticamente as ponderacdes de Mauro Rabelo com as de
Elon Lages Lima e Ubiratan D’ Ambrosio, estabelece-se o seguinte questionamento: o qué, no
geral, os instrumentos avaliativos comuns “avaliam” para além do campo das “manipulagdes” no
ensino matematico? Regra geral, nada. Eis a pobreza de um ensino matematico “algoritmizado” -
sem desafios intelectuais - e essa pobreza pedagdgica, como nao poderia deixar de ser, reflete-se

nas conexas avaliagoes.

Definitivamente, ha de se convir que esse quadro tragico ¢ ofensivo para os anseios
dos progressistas educadores matematicos e, até mesmo, para os matematicos: afinal, pouca

matematica ha na reproducao mecanica de um algoritmo de fundamento misterioso.

O corolario dessa tragica visao do ato de ensinar enquanto “aprendizagem algoritmizada”,
e da tragica visdo de se avaliar lastreando-se em tal concepg@o educacional, expressa-se também
na obsessdo pelo conceito de “nota”.

Na avaliac¢do tradicional, ha uma énfase na atribuicdo de notas em detri-
mento da orientagdo para a aprendizagem, os alunos sdo comparados uns
com os outros, gerando mais competi¢ao do que desenvolvimento indi-
vidual, e ndo se favorece a aprendizagem colaborativa. O feedback para
os alunos de baixo rendimento € que lhes falta capacidade de aprender.
(RABELO,2013,p.227)

Pelas ponderagdes feitas, o feedback integro que o baixo rendimento, em tais avaliacdes,
deveria dar era o de lhes faltar a capacidade de “reproduzir mecanicamente algoritmos de
fundamentacdo acritica”. A principio, isso, em si, ndo parece tdo ruim. Num viés progressista,
poderia ser inclusive uma virtude.

As avaliacdes tradicionais deveria ser banidas? Um alerta deve ser feito. O presente

trabalho ndo esta fazendo uma apologia veemente pela exclusdo da avaliagdo tradicional da

praxis docente. Trata-se, na verdade, de uma apologia pela necessidade de compreensao das
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limita¢des pedagdgicas inerentes de tal instrumento; da necessidade de ter-se a ciéncia dos fins
almejados e da necessidade de exata percep¢ao do contexto discente sobre o qual ocupa-se o ato
de avaliar. Tal alerta ¢ expressivo no pensamento do professor Mauro Rabelo (RABELO,2013).

Certamente existem contextos, no qual a mecanizagao de algoritmos pode ter um valor

expressivo. Basta considerar, por exemplo, o ambiente de “cursinhos para concursos”.

Ademais, uma vez que as “Manipulacdes” constituem-se num dos eixos do bom ensino
matematica - conforme pensamento de Elon Lages Lima(LIMA,2007)- infere-se que hé de existir

sempre alguma pertinéncia para as avaliagdes tradicionais no ambiente escolar.

No entanto, ¢ isto deve se destacado, ao refletirmos criticamente sobre a natureza do
ato de ensinar - conforme pensamentos de Ubiratan D’ Ambrosio (D’AMBROSIO,2007) e Ole
Skovsmose (SKOVSMOSE,2004) - problematiza-se complexamente as for¢as que permeiam
o ambiente escolar, integrando na formacao técnica o aspecto afetivo e politico (esse ultimo, ¢

bom enfatizar, no sentido da necessaria criticidade para o pleno exercicio da cidadania).

Portanto, considerada essa complexidade do ato de ensinar, conexamente ha sempre de
se considerar - como um natural desdobramento - a complexidade inerente no ato de avaliar
e, nesse sentido, a estrita avaliagdo tradicional demonstra-se insuficiente porquanto fundada

exclusivamente no eixo tecnicista da aprendizagem.

Tal insuficiéncia, ainda que consideremos tao somente o eixo tecnicista da aprendizagem,
tende a ser mais critica ainda no ensino matematico nacional: afinal, tradicionalmente, avalia-se
“manipulagdes”, a reproducao de algoritmos. Porém, lembremos que - conforme pensamento do
professor Elon Lages Lima(LIMA,2007) - o eixo tecnicista da aprendizagem s6 pode ser bem
sucedido numa integracao dialética 6tima entre “Conceituagdo”, “Manipulagdo” e “Aplicacdes”.
Portanto, o foco em somente uma dessas componentes ¢ insustentavel até mesmo para uma

perspectiva pedagodgica estritamente tecnicista.

Concentremos mais um pouco nessa ultima reflexdao. As avalia¢des tradicionais consi-
deram de forma pertinente os campos “Conceituacao” e “Aplicacdo”? Considerando as obras
do professor Elon(LIMA,2007) e do professor Mauro Rabello(RABELO,2013), a resposta s6
pode ser negativa. Dessa forma, tradicionalmente, o aluno com “boa” formagao técnica, com
boas notas segundo as avaliacoes tradicionais, tende a ser tdo somente um bom reprodutor de
algoritmos. Certamente ndo ¢ essa e educacdo matematica que nenhum Educador aspira. A bem
da verdade, reitera-se, nem os matematicos profissionais dignificariam tal formacao: o que ha de
genuinamente matematico na reproducdo acritica de algoritmos, cuja apreensao e validade sao

fundamentalmente obscuras?

Essas sdo, portanto, as criticas as avaliacdes tradicionais com as quais o presente trabalho
se alinha.

Nao se trata de uma apologia para a absoluta negacao do tradicional: mas tdo somente

de uma reflex@o quanto a suas limitagdes e possiveis inadequacdes contextuais. Isso posto, a



34

duvida mais natural que se segue seria: “como” avaliar entdo?

O professor Mauro Rabelo fornece sugestdes metodoldgicas, exemplos para o “como”
avaliar. Antes, refor¢a que o ato de avaliar - quando empreendido de forma adequada - ¢ capaz de
dar importante feedbacks ao docente e, visando futura exposicao das exposi¢cdes metodologicas,
o professor Mauro Rabelo explicita o que um “bom” instrumento avaliativo deve ser capaz de
aferir:

No que tange especificamente a matematica, além de fornecer aos pro-
fessores informacgdes sobre como estd ocorrendo a aprendizagem dos
estudantes em relacdo a aquisi¢ao de saberes, ao desenvolvimento do
raciocinio e ao dominio de certas estratégias, a avaliagdo deve também
dar pistas acerca do grau de envolvimento do aluno no processo de reso-
lugdo de problemas, considerando as estratégias utilizadas, a capacidade
de critica sobre as respostas obtidas, a clareza na exposi¢ao das ideias e
a capacidade de fazer questionamentos. (RABELO,2013,p.229)

Nesse espirito, e buscando responder a questdo do “como” avaliar, temos o basilar
conceito de “reinvencao da avaliagdo formativa™ da avaliagdo do professor Mauro Rabello, no
qual estabelece-se que “Reinventar a avaliagdo formativa significa entender a que ela se destina,
a que tipo de trabalho pedagogico se vincula e, a partir disso, formular como ela pode ser posta
em pratica.” (RABELO,2013,p.229).

Desse modo, considerado o conceito de “reinven¢ao da avaliagdo formativa” chegamos
na resposta do “como” avaliar: ndo existe forma tnica, a priori, porquanto diversos possam ser o

perfil discente; o contexto discente; os fins do trabalho pedagogico em tela etc

Isso posto, t€ém-se que as mais diversas estratégias metodoldgicas podem ser adequadas,
uma vez que haja ciéncia do proposito do “qué” estd se avaliando e das limitagdes inerentes as
mais diversas metodologias - tais como resolugdo de problemas, diario de bordo, autoavaliagdo
etc. O presente trabalho, ndo adentrara especificamente numa digressao acerca de como sao tais
metodologias, pois isto fugiria do escopo do trabalho. O leitor interessado em maiores detalhes

metodologicos especificos, pode consultar a obra do professor Mauro Rabelo (RABELO,2013).

Dessa forma, reitera-se, que para o presente trabalho, o objetivo essencial sobre o tema
avaliativo € tdo somente o de apreender a complexidade do ato de avaliar e a inexisténcia de um
caminho metodologico avaliativo universal, que possa ser bem definido a priori, em desconexado
com um contexto discente especifico. Toda metodologia avaliativa, quando ha ciéncia acerca
de seus fins e limitagdes, constitui-se numa ferramenta que, a depender do contexto, pode bem
servir ao docente. Cabe ao educador, no caso concreto, escolher as melhores ferramentas. Nesse
sentido, harmonicas sao as reflexdes do professor Mauro Rabelo:

Sejam quais forem as escolhas de instrumentos ou estratégias avaliativas
feitas pelo docente, isso deve ser sempre feito com intencionalidade na
acdo, pois mostra comprometimento ¢ conhecimento das influéncias que
a avaliagdo pode exercer no processo de desenvolvimento humano dos
estudantes. Para que utilizar determinado instrumento? Para classificar
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e excluir ou para intervir e mudar? Que perfil de estudante queremos for-
mar, de acordo com o projeto pedagdgico da escola? Assim, o olhar avali-
ativo deve ser reflexivo, subentendendo a verdadeira intencéo de colocar
em duvida parametros fixos de julgamento, refletindo constantemente
sobre o que se observa e tomando decisdes. (RABELO,2013,p.232)

E necessario ratificar: toda metodologia avaliativa, inclusive as tradicionais avaliagdes,
constituem-se em ferramentas disponiveis ao docente. Portanto, toda metodologia ha de ter o
seu valor, a depender do contexto. O que ndo ¢ razoavel, e deve ser veementemente combatido
pelos Educadores, ¢ o uso inadequado das metodologias avaliativas: seja pelo desconhecimento
das limitagdes inerentes a cada método, seja pelo desconhecimento docente do que o “olhar

avaliativo”, conforme palavras do professor Mauro, deseja aferir.
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3 O CONCEITO DE NUMERO SOB DUAS DIRETRIZES

Inicia-se, agora, a segunda parte do trabalho. Sera feito uma digressao acerca do conceito
de “nimero” no ensino basico. Porém, antes dessa exposi¢do matemadtica, convém destacar

algumas diretrizes pedagogicas, as quais guiarao toda a exposigao.

Nesse sentido, destaca-se que tal digressao estara fortemente fundada em duas premissas
de Elon Lages Lima, duas diretrizes, para o ensino da matematica: a necessidade da conceituagao

e a necessidade de rigor adequado.

Preliminarmente, convém destacar a perspectiva essencial de Elon Lages Lima (LIMA,
2007) acerca do “bom” ensino de matematica: ¢ fundamental encontrar uma integragdo otima
entre “Conceituacao”, “Manipulacao” e “Aplicacdo”. Nesse viés, o professor Elon Lages Lima,
ao ponderar acerca da realidade do ensino matematico nacional, explicita que o ensino matematico
¢ marcado por uma énfase obsessiva nas “Manipula¢des” baseada, conexamente, numa pobreza
sist€émica para com a “Conceituacao” e “Aplicagdes”.

A presente dissertacdo alinha-se com a premissa de que, em tal pobreza sistémica do
ensino matematico nacional, seria mais critica a componente da “Conceituacao”. Afinal, as

“Aplicagdes” dependem de conceitos bem estabelecidos (LIMA, 2007).

Dessa forma, o presente trabalho adota e ratifica a tal primeira premissa de Elon Lages
Lima: de agora em diante, quando tratarmos de algum objeto matematico, nosso enfoque estara
na componente da “Conceituagdo”. Justamente, por acolher-se a tese de que essa ¢ componente

institucionalmente mais critica no ensino basico.

Em seguia, igualmente reitera-se e ratifica-se a segunda premissa, qual seja, a da necessi-
dade de rigor adequado. Tal perspetiva estara presente em especial quando refletir-se acerca de
uma demonstracdo matematica. Conforme assevera Elon Lages Lima, € necessario lembrar que
“A nivel escolar, demonstrar ¢ uma forma de convencer com base na razido, em vez da autori-
dade”’(LIMA, 2007, p.143). Portanto, eventualmente, uma demonstragao matematica podera,
no presente trabalho, ndo ter todo o rigor purista que um matematico formalista esperaria. No

ensino basico, ¢ necessario calibrar honestidade intelectual com conveniéncia pedagogica.

Bem estabelecido o alerta acerca das diretrizes pedagodgicas, inicia-se as consideragdes

acerca do conceito de “namero”.

Os niimeros, objetos fundamentais da Matematica, permeiam todo o ensino basico. Porém,
para aquele que possui alguma vivéncia no magistério nacional, ha de se convir o quanto que a
“conceituacdo” desses objetos tende a ser duvidosa nas mentalidades discentes, ao longo de todo

o processo educativo basico.

A apreensdo conceitual dos nimeros naturais, fundamentalmente associada a nogdo de
“contagem”, nao tende a ser problematica. Mais geralmente, os inteiros também sao tradicional-

mente bem apreendidos. No entanto, teoremas “elementares” acerca dos inteiros ndo sao vistos
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ou, quando muito, tendem a ser apresentados como regras validas a priori de modo a focar-se na

manipulagao.

A nebulosidade conceitual comega a densificar-se com os nimeros racionais, sendo a
incompreensdo dos numeros irracionais um corolario da sistémica desarticulagdao de produgao

conceitual significativa.

Considerando as perspectivas pedagogicas do professor Elon (LIMA,2007) uma primeira
aproximacgao conceitual para o objeto “ntimero” pode ser ser encontrada no primeiro volume da
obra ”A Matematica do Ensino Médio”:

Numeros sdo entes abstratos, desenvolvidos pelo homem como modelos
que permitem contar e medir, portanto avaliar as diferentes quantidades
de uma grandeza. Os compéndios tradicionais dizem o seguinte:“N1-
mero ¢ o resultado da comparagdo entre uma grandeza ¢ a unidade. Se
a grandeza ¢ discreta, essa comparacdo chama-se uma contagem € o
resultado € um numero inteiro; se a grandeza ¢ continua, a comparagao
chama-se uma medig¢do e o resultado € um numero real”. Nos padrdes
atuais de rigor matematico, o trecho acima nao pode ser considerado
como uma definicdo matematica (...) Entretanto, todas as palavras que
nela aparecem possuem um sentido bastante claro na linguagem do dia-
a-dia (...) tem o grande mérito de nos revelar para que servem e por qual
motivo foram inventados os numeros. (LIMA et al, 2006, p.25)

Nota-se, portanto, que quando pensa-se em “nimero”, estamos refletindo acerca de um
objeto abstrato que possui, em esséncia, a fun¢do de contar (afinal, a nogdo de medida, conforme
sera visto, ¢ reduzida a nogao de contagem). Essa mesma perspectiva também esta presente em
autores de classicos internacionais:

Os numeros sao a base da Matematica moderna. Mas, o que é nimero?(...)
Aprendemos na escola a mecanica de lidar com fragdes e numeros nega-
tivos; mas para uma verdadeira compreensdo do sistema numérico, deve-
mos retornar a elementos mais simples.(...) Criados pela mente humana
para contar objetos em colegoes diversas, os nimeros nao contém qual-
quer referéncias as caracteristicas individuais dos objetos contados(...)
Felizmente, os matematicos ndo tém que se ocupar com a natureza filoso-
fica envolvendo a transi¢do de objetos concretos ao conceito de nimero
abstrato. Devemos, portanto, aceitar os nimeros naturais como dados,
juntamente com as duas operacdes fundamentais -adi¢do e multiplicaggo
- por meio das quais podem ser combinados (COURANT;ROBBINS,
2000, p.1)

Dessa forma, para uma digressao conceitual dos nimeros, serd adotado como ponto de
partida a perspectiva de Richard Courant e Herbert Robbins (COURANT;ROBBINS, 2000).
Ou seja: aceita-se a existéncia dos numeros naturais e suas operacdes fundamentais de adicao e
multiplicagdo. E um ponto de partida intelectualmente honesto, uma vez que tal conhecimento

ndo ¢ problematico no ensino basico.
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Por fim, o presente trabalho destaca que a digressdo matematica a ser feita é coerente,
com os devidos filtros do docente conforme caso concreto, com o contexto discente a partir
do primeiro ano do ensino médio. Tradicionalmente, no ensino nacional, estuda-se “teoria dos
conjuntos” no primeiro ano do ensino médio, antes de adentrar-se no conceito de “fungdes”. O

presente trabalho estabelece, portanto, sua adequagdo na seara dos “conjuntos numéricos”.
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4 NUMEROS NATURAIS: A ESSENCIALIDADE CONCEITUAL

Os nimeros naturais, também chamados de inteiros positivos, constituem a classe mais
primitiva de nimeros e estdo fundados, conforme ja explicitado, na imemoriavel necessidade
pragmatica de contagem. Ao longo da histéria da civilizagdo humana, consolidou-se o sistema
numérico “hindu-aradbico”: uma sofisticada metodologia de contagem que, valendo-se de apenas
10 simbolos, permite representar qualquer grandeza contavel necessitando, para tanto, enfileirar
“convenientemente” tais simbolos. E por isso que, a bem da verdade, tal sistema numérico
também ¢ conhecido por sistema numeral decimal posicional. Nao ¢ interesse do presente
trabalho tecer maior comentarios acerca desses fatos historicos de modo que, para o leitor

interessado, recomenda-se considerar a obra de Howard Eves (EVES,2011).

Assim, os numeros naturais seriam os seguintes:
1,2,3,4,5,6,7,8,9, etc.

Um interessante questionamento ingénuo, que volta e meia aparece no ensino basico
sob diferentes formas, €: se os simbolos acima isoladamente representam niimeros naturais e,
juntamente com o 0 (leia-se: “zero”, simbolo para quantidade nula), compdem-se todo tipo de

namero natural... Seria o zero um numero natural?

Matematicamente, conforme ird se explicitar melhor ao final deste tdpico, esta discussao
¢ irrelevante e de solugdo arbitraria. Zero poderia ser considerado como um “natural”. Porém,
historicamente (EVES,2011), apreende-se que o surgimento do simbolo “0” foi mais tardio na
humanidade. O sentido disso ¢ bem razoavel: sendo os nimeros naturais objetos fundados na
necessidade pragmatica de contagem, somente num posterior estagio de maturagdo intelectual ¢
que existe a pertinéncia de contar-se uma ‘“nao quantidade”, uma “quantidade nula”. Portanto,
historica e pedagogicamente, o presente trabalho alinha-se com a conveniéncia de deixar o zero

para os inteiros.

Superada a conceituacao historica dos objetos, o presente trabalho adota a perspetiva
de Richard Courant e Herbert Robbins (COURANT;ROBBINS, 2000) para uma maior digres-
sdo acerca dos naturais. Dessa forma, convém expor as leis essenciais que a “adicdo” e a

“multipliacao” respeitam, as leis fundamentais da Aritmética.

Sejam a, b e ¢ nimeros naturais. A adig@o e a multiplicagdo respeitam as seguintes leis:
Lei comutativa da adi¢do (a + b = b + a); Lei comutativa da multiplicag@o (ab = ba); Elemento
neutro multiplicativo (a x 1 = a); Lei associativa da adi¢@o: (a + (b + ¢) = (a + b) + ¢); Lei
associativa da multiplica¢o (a(bc) = (ab)c) e Lei distributiva: (a(b + ¢) = ab + ac).

O teor dessas leis € bem aceito no ensino basico, embora nem sempre a consciéncia da
nomenclatura exista (essencialmente, isso € irrelevante). Geralmente, os alunos sdo convencidos
dessas leis mediante verificagdo de muitos exemplos particulares. Tem-se, portanto, o desafio

pedagdgico de convencer os discentes acerca da generalidade dessas leis. Evidentemente, ndo
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seria adequado para o ensino basico uma exposicao purista que suprimisse casos particulares como
ponto de partida. Na improvavel hipotese de dificuldade discente na apreensdo de algumas dessas
“leis essenciais da Aritmética”, Richard Courant e Herbert Robbins discorrem no primeiro capitulo
de sua obra (COURANT;ROBBINS, 2000), acerca de um interessante modelo geométrico
para a verificacdo dessas leis. Tal modelo ndo serd tratado aqui pois, no fundo, ndo difere
essencialmente dos exemplos algébricos particulares tendo como diferencial, tdo somente, um
certo apelo geométrico. Para o leitor interessado nessa metodologia, convém a consulta da citada
obra.

Bem entendida a adi¢do nos naturais, define-se a relagdo de desigualdade. Dados dois
naturais “a” e “b”, define-se a < b (leia-se, ’a ¢ menor que b”) ou, equivalentemente, b > a
(leia-se, b maior que a”’), quando o nimero “b” puder ser obtido do nimero “a” mediante adi¢ao
de um terceiro natural “c”, de modo que b = a + ¢ . E pela nogdo da desigualdade, fundada na
idéia de adigdo, que define-se a nog¢do de “subtragdo”. Nos termos acima, dados tais “a” e “b”,

com b>a, podemos escrever:
¢ = b — a (leia-se, ’b menos a”)

Essa simbologia, b — a, estaria tdo somente indicando o natural c tal que b = a + c.
Nota-se, portanto, que a operagao de subtracao ¢ derivada da operagao de soma. Mais que isso:
também diz-se que a subtracdo e adi¢do sdo operagoes inversas. O sentido disso € o seguinte: se
do natural “a”, somar-se o natural “b” e, em seguida, subtrair-se o natural “b”, o resultado sera

[TPEER

a”:
(a+b)—b=a

De fato, a+b €, evidentemente, maior que b. Portanto, conforme definido nos naturais,
faz sentido pensar no natural (a+b)-b. Tal natural seria, por defini¢do, aquele que, somado com
b, resultaria em a+b. Esse natural s6 pode ser o a, ponto de partida de todo o processo. Dai a

Inversao.

A nocgao da subtragdo como consequéncia da operagdo de adi¢do, e como operagao
inversa dessa, ¢ anadloga em todos os conjuntos numéricos. Hé ajustes e adequagdes meramente
pontuais, sem afetar a essencialidade das ideias. Portanto, essa conexao nao serd mais objeto
de apreciacdo nesse trabalho. O leitor interessado em maiores detalhes, pode consultar a obra
(COURANT;ROBBINS, 2000) ou (HEFEZ,2016).

Acerca da divis@o nos naturais, convém destacar a nocao geral de tal operacao que, por
defini¢ao, pode ser compreendida como uma derivacao da nog¢ao de “multiplicacao”. De fato,
dados “a” e “b” dois numeros naturais quaisquer; se existir um terceiro numero natural c, tal
que b=ac, entdo diz-se que “a” divide “b”. Simbolicamente, expressa-se tal fato por a | b. Por
outro lado, se ndo existir um natural c tal que b=ac, entdo “anao divide “b” e, simbolicamente

b b b b

expressa-se isso por a 1 b.
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Quando ocorre a | b, também ¢ comum, na linguagem usual, dizer-se que “a” é um
divisor de “b” ou, analogamente, que “a” ¢ um fator de “b”. Equivalentemente, também diz-se

que, quando a | b, “b” ¢ um miltiplo de “a”. Enfim, ha varios recursos linguisticos para expressar

uma mesma ideia.

Dessa forma, assim como a subtracao ¢ definida como uma derivacao da nog¢ao de adicao,
constituindo operacado inversa dessa; algo analogo ocorre com no¢ao da divisdo: divisdo pode ser
compreendida como uma derivacao da no¢do de multiplicagdo. Ademais, divisdo e multiplicagao
também sao operagdes inversas (no sentido analogo de quando discorreu-se sobre inversao da
subtracao e adi¢do). Essa conexdo entre as noc¢des de divisdo e multiplicagdo, também ¢ analoga
em todos os conjuntos numéricos. Também ha ajustes e adequagdes meramente pontuais, sem
afetar a essencialidade das ideias. Portanto, essa conex@o ndo sera mais objeto de maiores
apreciagoes nesse trabalho. O leitor interessado em maiores detalhes formalistas, deve sempre
consultar Richard Courant e Herbert Robbins (COURANT;ROBBINS, 2000) ou a obra de
Abramo Hefez (HEFEZ,2016).

Portanto, sdo as consideragdes do ultimo paragrafo que explicitam a legitimidade de se

considerar tdo somente a “adicao” e a “multiplicacdo” como “operacdes fundamentais”.

Convém destacar um comentario acerca das operacdes aritméticas. Notemos que da
nocao de adi¢do, derivamos a nogdo de desigualdade e de subtra¢do. Da nogdo de multiplicagdo,
derivou-se a no¢ao de divisdo. Essas relacoes matematicas gozam de diversas propriedades
operatdrias, Uteis nas mecanicas dos calculos, que sdo derivadas diretamente de suas respectivas
conceituacdes (por exemplo, dados a,b e ¢ naturais, com a > b, tem-se sempre que a + ¢ > b+ ¢).
Nao iremos expor todas essas propriedades operatdrias, para nao se fazer deste trabalho uma
tediosa exposicdo formal acerca de fatos que nao sdo problematicos no ensino basico. Quer-
se concentrar em verdadeiros nds conceituais, em pontos realmente relevantes. Lembremos
sempre da perspectiva de Elon Lages Lima quanto ao tipo de rigor pertinente para o ensino
basico. O leitor interessado em esmiucar maiores detalhes formalistas, deve sempre consultar
Richard Courant ¢ Herbert Robbins (COURANT;ROBBINS, 2000) ou a obra de Abramo Hefez
(HEFEZ,2016).

Por fim, a titulo de complemento para o docente, seguem algumas relevantes e pertinentes
consideragdes formais acerca da natureza nimeros naturais. Na digressao feita adotou-se, con-
forme supracitado, a perspectiva de Richard Courant ¢ Herbert Robbins (COURANT;ROBBINS,
2000) de modo a aceitar, como ponto de partida, os nimeros naturais e suas operagdes funda-
mentais como objetos dados. O presente trabalho alinha-se com essa perspectiva pedagogica,
para fins de ensino basico. Porém, tal perspectiva ndo ¢ a mais usual entre os matematicos.
Usualmente, a perspectiva matematica ¢ feita por algumas regras conhecidas como “axiomas de
Peano™:

N é um conjunto, cujos elementos sdo chamados numeros naturais. A
esséncia da caracterizagdo de N reside na palavra “sucessor”. Intuitiva-
mente, quando n,n’ € N, dizer que n’ é o sucessor de n significa que n’
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vem logo depois de n, ndo havendo outros nimeros naturais entre n e n'.
Evidentemente, esta explicacdo apenas substitui “sucessor” por “logo
depois”, portanto ndo é uma defini¢do. O termo primitivo “sucessor”
ndo ¢ definido explicitamente. Seu uso e suas propriedades sdo regidos
por algumas regras, abaixo enumeradas:

a) Todo nimero natural tem um Unico sucessor;
b)Numeros naturais diferentes tém sucessores diferentes;

¢)Existe um unico nimero natural, chamado um e representado pelo
simbolo 1, que ndo ¢ sucessor de nenhum outro;

d) Seja X um conjunto de nimeros naturais (isto ¢, X C N). Se1 € X
e se, além disso, o sucessor de todo elemento de X ainda pertence a X,
entdo X = N.

As afirmagodes a), b), ¢) e d) acima sdo conhecidas como os axiomas
de Peano. Tudo o que se sabe sobre os nimeros naturais pode ser
demonstrado como consequéncia desses axiomas. (LIMA et al, 2006,
p.30)

Nessa metodologia formal, as operacdes de “adicdo” e “multiplicagdo” sdo adequada-
mente construidas encima da noc¢ao de “fun¢do sucessor”. Nao se explicitard isso aqui, por fugir
do escopo do presente trabalho. O leitor interessado em tais detalhes, pode consultar a obra
(LIMA et al, 2006). Porém, convém destacar a “regra ¢)”” dos axiomas supracitados: € justamente
ela que, formalmente, estabelece quem ¢ o “primeiro nimero natural” e, portanto, formalmente

responde aquele questionamento inicial se o zero seria, ou ndo, um numero natural.

Por se tratar de um “axioma”, a “regra c” € arbitraria e, tem sua significancia em aspectos
de conveniéncia. Portanto, zero poderia ser estabelecido como o “Unico natural que ndo € sucessor
de nenhum outro”. Porém, surge uma questdo: isso seria conveniente? Depende da perspectiva
teorica. Nesse sentido, hé interessantes consideragdes do professor Elon Lages Lima em sua
obra “Meu Professor de Matematica e outras historias”:

(...)Incluir ou ndo o nimero 0 no conjunto N dos numeros naturais €
uma questdo de preferéncia pessoal ou, mais objetivamente, de conveni-
éncia.(...)Consultemos um tratado de Algebra. Praticamente em todos
eles encontramos N = {0, 1,2, ..}. Vejamos um livro de Analise. L4
acharemos quase sempre N = {1,2,3,...}.

Por que essas preferéncias? E natural que o autor de um livro de Algebra,
cujo interesse € o estudo das operagdes, considere zero como um niimero
natural pois isto lhe dard um elemento neutro para a adi¢do de numeros
naturais e permitira que a diferenca x-y seja uma opera¢do com valores
em N ndo somente quanto x>y mas também se x=y. Assim, quando o
algebrista considera zero como nimero natural, esta facilitando a sua
vida, eliminando algumas excegoes.

Por outro lado, em Analise, os nimeros naturais ocorrem muito frequen-
temente como indices de termos numa sequencia.(...) mais conveniente
tomar o conjunto dos nimeros naturais como N = {1,2, 3, ...} (LIMA,
2006, p.150-151)
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Enfim, é necessario reiterar que o presente trabalho milita pela inconveniéncia de se
considerar “zero” como um nimero natural, no ensino basico, devido a aspectos historicos e
pedagdgicos. Porém, formalmente, tal escolha ou sua negacao € arbitraria e artificiosa, conforme

buscou-se explanar.

Convém destacar, também em especial para o docente, o “axioma d” dentre os “axiomas
de peano”. Tal axioma, conhecido como ‘““axioma da indugdo”, ¢ certamente o mais relevante.
Constituindo-se num poderoso método de demonstracdo acerca de proposi¢des envolvendo
numeros naturais, conhecido como “principio da indugdo matematica”. A esséncia de tal método

serd exposta.

De fato, seja P(n) qualquer tipo de proposicao matematica acerca do natural “n” (uma
sentencga, desigualdade, formula... enfim, qualquer tipo de proposi¢do matematica). Considere X
o conjunto dos nlimeros naturais tais que P(n) ¢ verdadeiro. Caso P(1) seja verdadeiro, teremos
1 € X e, portanto, X serd um subconjunto ndo vazio dos nimeros naturais. Em seguida, vem o
passo mais crucial da indugdo, conhecido como “hipétese de indugdo™: se da hipotese de supor-se
P(n) verdadeiro, puder ser deduzivel que P(n+1) devera ser igualmente verdadeiro entdo, em
termos de conjuntos, estard sendo estabelecido que n € X = n + 1 € X. Assim, pelo “axioma
da indugdo”, configura-se que X = N e, portanto, P(n) serd verdadeiro para qualquer numero

natural.

Diversos exemplos concretos e aplicagdes interessantes da indugao matematica podem
ser obtidos nas obras (LIMA et al, 2006); (COURANT;ROBBINS,2000) e (HEFEZ,2016).
Ademais, consultando igualmente tais obras, verifica-se que o “axioma da indu¢do matematica” é

o equivalente 16gico do “Principio da Boa Ordenagao”(PBO), sobre o qual se falara mais adiante.

A apreensao dos nlimeros naturais enquanto objetos para contagem, e a de suas operacdes
aritméticas fundamentais, nao ¢ pedagogicamente problematica no ensino basico. Porém, tende
a ser polémico o que se constroi (ou melhor dizendo, ndo se constrdi) depois dessa apreensao
inicial dos nimeros naturais. Nesse sentido, importantes propriedades dos nimeros naturais
tendem a ser “esquecidas” ou, quando muito, deficientemente apresentadas por, e isso ¢ grave,
ndo existir uma devida preocupacao conceitual. Nessa linha tem-se,por exemplo, teoremas de
“validade” estabelecida mediante a verificacdo de alguns casos particulares ou, o que talvez
seja pior, mediante tdo somente o argumento de autoridade docente. Nesse sentido, pode-se
citar o “Teorema Fundamental da Aritmética” e o “Teorema da Divisdo Euclidiana” como duas
pérolas teodricas acerca dos naturais que, infelizmente, nao tendem a ser adequadamente tratadas

no ensino basico. Tais pérolas serdo expostas.

Antes, porém, convém fazer uma digressao sobre o conceito de “niimeros primos”.
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4.1 NUMEROS PRIMOS: OS “ATOMOS” NATURAIS.

O conceito de nimero primo pressupde a nogdo de divisibilidade, sendo, portanto, uma
extensdao do desenvolvimento conceitual das nogdes de operacdes fundamentais sobre os naturais.
A dignidade imediata do conceito de nimero primo ¢ sentida quando estuda-se o Teorema
Fundamental da Aritmética (TFA), que sera visto adiante. Pelo TFA, verifica-se que, num certo
sentido que sera visto, todo niimero natural pode ser expresso como produto de primos e, portanto,

tais nameros seriam, metaforicamente falando, os “atomos” constitutivos dos niimeros naturais.

Foquemos, portanto, no conceito de nimero primo.

€C_ %

Um niimero primo ¢ um natural “p”, diferente de um, que tem como tnicos fatores ele
mesmo (o proprio p) e a unidade (Lembre-se que um inteiro a ¢ um fator ou divisor de um
inteiro b, se houver algum inteiro c, tal que b=ac). Quando um certo numero natural ndo ¢ primo,

também diz-se que ele ¢ um nimero composto.

Desse modo, segue que um niimero A sera composto (ndo primo), se puder ser escrito na
forma A = p;po, onde p; e p, sdo naturais tais que 1<p;<A e 1<py<A. Isso ¢é tdo somente uma

implicagdo logica da condi¢do de um natural “ndo ser nlimero primo”.

Apos esse conceito, uma duvida comum para as mentalidades discentes ¢é: existem
numeros primos? E facil verificar experimentalmente a “primalidade” para nimeros naturais
“pequenos”. Rapidamente, as mentalidades discentes constatam experimentalmente que “2”, “3”,

“57, <77, “11”... sdo nameros primos.

Quando as mentalidades discentes apreendem a existéncia de diversos numeros primos,
uma posterior indagacao natural seria: quantos nimeros primos existem? Seriam poucos? Seriam
muitos? Como se sabe, desde os tempos de Euclides, a resposta ¢: existem infinitos niimeros

primos.

A demonstragdo desse fato € um classico exemplo de uma poderosa técnica de demons-
tracdo de teoremas conhecida por “reducdo ao absurdo” e, tradicionalmente, pressupde o uso do
TFA:

A prova da infinidade da classe dos primos conforme fornecida por Eucli-
des, permanece como um modelo de raciocinio matematico. Ela utiliza
o “método indireto”. Partimos da hipodtese de que o teorema ¢ falso. Isto
significa que haveria apenas um numero finito de primos, talvez uma
quantidade muito grande - cerca de um bilhdo - ou, expresso de um modo
geral e vago, n. Utilizando a notagdo de subscrito, podemos representar
estes primos por p1, P2, ..., pn. Qualquer outro nimero serd composto,
e deve ser divisivel por pelo menos um dos primos p1, p2, ..., Prn. Che-
garemos agora a uma contradi¢cdo construindo um niimero A que difere
de cada um dos primos p1, p2, ..., pr, por ser maior do que qualquer um
deles, e que no entanto nao ¢ divisivel por qualquer deles. Este niimero
é: A = pips...pn + 1 (...) A é maior do que qualquer dos p e, por-
tanto, deve ser composto. Porém, A dividido por p; ou por ps, etc.,
sempre deixara o resto 1; portanto, A ndo tem qualquer dos p como
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divisor. Uma vez que nossa hipdtese inicial de que existe apenas um
numero de primos leva a essa contradi¢do, percebemos que a hipdtese
¢ absurda, e portanto seu contrario deve ser verdadeiro. Isto prova o
teorema. (COURANT;ROBBINS, 2000, p.26-27)

A bem da verdade,a belissima prova anterior possui uma leve incoeréncia com a linha
adotada no presente texto. Nao se falou ainda sobre “divisao com resto”. Portanto, o que seria
“A deixar resto 1?7 Ademais, note que a demonstracao parece pressupor o TFA, sobre o qual

ainda ndo se analisou. Isso ¢ mais “grave” com a linha discursiva aqui adotada.

Felizmente, a belissima prova acima pode ser levemente adaptada para harmonizar com
a linha discursiva do presente trabalho, ficando imaculada. De fato, basta observar que apos a
conclusdo de A = pyps...p, + 1 como um numero composto... Afirmou-se que existiria algum
fator py, de A, tal que py, € {p1,p2, ..., Pn}. Ora, ndo analisou-se ainda 0 TFA. Assim, vamos nos

convencer da existéncia de tal fator primo py, sem falar no Teorema Fundamental da Aritmética.

Se A é composto, entdo A = pipo, com 1<py<A. Se p, for primo, entdo achamos um
fator primo. Se p, ndo for primo, repete-se a definicio de composto sobre p, e tem-se, que:
P2 = P21DP22, com 1< poy < po < A=p1po1Paa. Se€ pao for primo, entdo achamos um fator primo. Se
Pao N0 for primo, repete-se a definicao de composto sobre pyy € tem-se, que: poo = PaoiPaoo,
com 1<p99o< pog < po < A=p1P21P221P222. Agora reflete-se sobre a primalidade de poos €... Ora,
em algum momento, esse algoritmo ird retornar um fator primo. Pois, caso contrario, obteriamos
uma sequéncia infinita de desigualdades encaixadas da forma 1<...<ps 99<...<P22o< pos < pg <
A. Isso seria um absurdo porque, entre 1 e A, existe uma quantidade finita,um nimero fixo,
de numeros naturais. Portanto, se A for composto, entdo A deve ter algum fator primo py.
Portanto, py, | A, ou seja, A = pyc. (Um sutil alerta deve ser feito. A principio, se o raciocinio
desse paragrafo fosse reproduzido para todo fator composto de A, isso pareceria levar ao TFA.
Trata-se de uma sutil cilada! De fato, ¢ possivel demonstrar que o uso reiterado desse raciocinio
sob 0s sucessivos ﬁ’ onde cada p; ¢ um fator primo de A, levam a alguma fatoracao de A
em primos. Mas a unicidade da fatoracao nao ¢ garantida por esse procedimento, forgando-nos a
recair nas demonstracdes classicas do TFA. A unicidade da decomposi¢do €, conforme sera visto

ao tratar-se dos irracionais, a caracteristica mais relevante do TFA).
Voltando na construcao de A, tem-se que:

PiP2.--Pn + 1 = prc = prc — p1pa..pn = 1 = pr(c — j) = 1, onde j seria o inteiro
“p1pa...p, dividido por pg. Ou seja, py, | 1. Dessa forma, obtém-se um absurdo com o conceito de
primo. Qual foi a causa desse absurdo? Supor a finitude de nimeros primos. Esta definitivamente

estabelecido, portanto, que numeros primos sao infinitos.

Uma observacdo merece ser feita. A prova euclidiana da infinitude de primos, conforme
(COURANT;ROBBINS, 2000) alerta, faz mais do que demonstrar a infinitude. Sutilmente, a
argumentagao esconde mais: ela fornece um método para obter-se numeros primos. De fato,

suponhamos que somente n nimeros primos sejam conhecidos. Em seguida, monte a lista
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{p1,p2, ...,Pn} que contenha todos os n niimeros primos conhecidos. Construido o natural
A = pipo...pn + 1, pergunta-se: tal nimero poderia ser composto? Se fosse composto, ele
deveria ter um fator primo. Porém, tal fator primo ndo poderia ser um dos “primos conhecidos”
(pois, se fosse, algum “primo conhecido” deveria dividir a unidade. Um absurdo.). Portanto,
no caso de A ser composto, ele devera ter algum fator primo distinto dos “primos inicialmente
conhecidos” ou ser, ele mesmo, um novo numero primo. De qualquer forma, tém-se a certeza

que, buscando-se os fatores de A, sempre se obtera pelo menos um “novo niamero primo”.

Mas conforme se pode verificar na pratica, tal procedimento para se obter primos ¢
pouquissimo eficiente conforme se aumenta a quantidade de nimeros primos “conhecidos”. De
fato, conforme tal quantidade aumenta, o ntimero construtivel A = pyps...p, + 1 torna-se “muito

grande”, dificultando a fatoragao.

Existiria, portanto, outra forma sistematica para se obter nimeros primos? O método
mais rudimentar e famoso, € o bem divulgado “crivo de Eratostenes”, também um legado dos
antigos gregos:

Uma lista de todos os primos até qualquer inteiro N dado pode ser ela-
borada escrevendo-se na ordem todos os inteiros menores do que N,
assinalando todos os multiplos de 2, depois todos os restantes multiplos
de 3, e assim por diante até que todos os multiplos tenham sido elimina-
dos. Este processo, conhecido como “crivo de Eratostenes” retera em
suas malhas os primos até N. (COURANT; ROBBINS, 2000, p.30)

Nesse ponto, eis uma questao que nio costuma ser debatida no ensino bésico: por que o
“crivo de Erastdstenes” funciona? A validade ¢ usualmente apreendida diretamente pelo Teorema
Fundamental da Aritmética(TFA), sobre o qual se falara na proxima se¢ao. Somente a titulo de
curiosidade, serd exposto rapidamente como fazer tal conexao. Uma consequéncia do TFA ¢ que
todo nimero composto possui algum fator primo (a bem da verdade, conforme demonstrou-se,
nao ¢ necessario o TFA para extrair tdo somente um fator primo). Pela defini¢ao da relagdo
de divisao, tal fator primo sempre serd, evidentemente, menor que o proprio nimero composto.
Esses fatos bastam pra entender a validade do Crivo de Eratostenes. De fato, suponhamos que,
apos a correta execugao do procedimento de Eratdstenes, restasse algum niimero composto P na
malha, ndo assinalado. Logo, P teria algum fator primo menor que P. Digamos que tal fator seja
“a”. Como 1<a<P<N, segue que “a” estaria na lista inicial dos naturais entre 1 e N e, portanto, ja
era pro “P ter sido assinalado”, quando se executou o algoritmo de Eratdstenes para o natural “a”
(Pois P ¢ multiplo de a). Logo, ndo ¢ possivel supor a existéncia de tal P composto, retido na
malha (ou seja, ndo assinalado), apds execucdo correta do crivo de Eratostenes. Isso garante a

funcionalidade do algoritmo de Eratostenes.

O Crivo de Eratdstenes, embora seja um elementar método para obter-se sistematicamente
numeros primos, torna-se cansativo e progressivamente pouco eficiente conforme o natural N
aumenta. Na busca por numeros primos, outra natural indagacao pode surgir: existiria alguma
formula matematica simples que desse como resultado todos os numeros primos? Até hoje,
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nao ha resposta para tal indagagdo. Na histéria da Matematica, tal duvida constituiu-se numa
verdadeira obsessao. Muitas mentes de primeira grandeza buscaram resolver tal problema. Porém,
sem sucesso. O grande matematico Carl Friedrich Gauss estabeleceu, por volta do século XVIII,
uma importante ruptura de paradigma para com tal obsessao:

Na busca de uma lei que governasse a distribuigdo dos primos, 0 passo
decisivo foi dado quando os matematicos desistiram das tentativas intteis
de encontrar uma férmula matematica simples que produzisse todos os
primos ou fornecesse o numero exato de primos contidos entre 0s n
primeiros inteiros, e procurassem ao invés disso informagdes relativas a
distribui¢do média dos primos entre os inteiros. (COURANT;ROBBINS,
2000, p.32)

Essa mudanga de paradigma conduziu Gauss ao “teorema dos nimeros primos”, sobre o
qual faremos apenas uma breve citago a titulo de curiosidade (em especial, curiosidade docente)

pois, seu teor, extrapola em muito o foco pedagdgico do presente trabalho.

Para qualquer natural n, chamamos de A,, a quantidade exata de numeros primos que

existem entre os inteiros 1,2,3,...,n. Assim, a titulo de exemplo, temos que A; =0, Ay = 1¢
Ag == A4 == 2

Em seguida, Gauss comegou a ponderar acerca dos nimeros % (a “densidade dos
primos”). Dessa forma, através de estudos essencialmente empiricos, observando padrdes, e

considerando o conceito de “logaritmo natural”, Carl Friedrich Gauss observou que:
An

~ ﬁ, a medida que n aumenta. Ou seja, quanto maior for o n, mais a razdo -4 fica

Inn

cada vez mais proxima do nimero 1. Dessa forma, para valores grandes de n, podemos, por

An
n

exemplo, ter excelentes estimativas para A,,.

Pois, 42 ~ L = A ~ 2

n ~ n Inn
Somente no final do século XIX que a conjectura de Gauss foi rigorosamente validada,
fazendo do “teorema” dos niimeros primos um genuino teorema. Apesar de modernas sim-
plificacdes em demonstragdes desse teorema, ainda assim elas persistem como extremamente
complexas e sofisticadas. Para o leitor interessado em maiores detalhes, convém consultar o
trabalho de Richard Courant e Herbert Robbins (COURANT; ROBBINS, 2000).

42 TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

Esse topico versara detalhadamente sobre uma importante pérola da Teoria dos Numeros:
o basilar Teorema Fundamental da Aritmética (TFA). Para fins do presente trabalho, a dignidade
do TFA sera especialmente sentida quando discorrer-se acerca da incomensurabilidade entre
certos segmentos de reta: o Teorema Fundamental da Aritmética sera a chave para a conceituagao

dos numeros irracionais.

Preliminarmente, o presente trabalho destaca que a classica demonstragao do TFA, a

qual serd feita, pressupde essencialmente a no¢do do “Principio da Boa Ordenac¢ao(PBO)”. Tal
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principio, vinculado ao conceito dos numeros naturais, afirma que todo subconjunto ndo vazio
de numeros naturais admite um menor elemento. Isso ecoa como uma tediosa trivialidade para
o discente do ensino bésico e, portanto, o presente trabalho ira utilizar o PBO sem maiores
pudores formalistas. Nao deseja-se recair num formalismo estéril para o ensino basico. O leitor
interessado em detalhes formais, podera constatar que o PBO ¢ equivalente ao axioma da indugao,
dentre os axiomas de Peano, consultando as obras “Aritmética” (HEFEZ, 2006) e o primeiro
volume da “Matemaética do Ensino Médio”(LIMA et al, 2006).

ApOs essa observagao preliminar, pertinente para a docéncia, parte-se para uma clas-
sica demonstracao do TFA. A exposicao sera essencialmente conforme as classicas obras de
Ivan Niven (NIVEN, 2012) e, em especial, a de Richard Courant e Herbert Robbins (COU-
RANT;ROBBINS, 2000). Porém, sera feito, pelo presente trabalho, uma sutil proposta de

acréscimo argumentativo nessas classicas demonstracoes.

O Teorema Fundamental da Aritmética(TFA) afirma que: “Todo niimero natural,
diferente de 1, pode ser escrito como um produto de nimeros primos de modo tinico, exceto
pela ordem dos fatores. (Ou seja, pode ser decomposto em fatores primos de modo tinico,
a menos da ordem dos fatores).”

Quando esse enunciado ¢ apresentado para as mentalidades discentes, convém estabelecer
duas consideragdes. A primeira ¢ que, dado um nimero primo, subtende-se que ele ja esta
“decomposto em fatores primos”. Assim, por exemplo, dado o natural 11, subentende-se que
tal nimero ja esta decomposto em ‘“fatores primos”. A segunda consideracdo seria quanto a
unicidade da decomposicao: através de exemplos particulares de decomposicdo em fatores e
relembrando a comutatividade e associatividade da multiplicagdo, convém destacar que a “ordem
dos fatores ndo altera o produto”. E nesse sentido que entende-se decomposigdo de “modo {inico”,
decomposicao em primos “essencialmente unica”. O docente deve explorar muitos exemplos

particulares nesse linha.

ApoOs a exposicao de muitos casos particulares de validade do TFA, deve-se iniciar o
pensamento generalista e, portanto, a demonstra¢ao do teorema. A prova sera feita por redugao
ao absurdo. Nega-se o TFA e obtém-se alguma contradi¢cdo. O que significa, pelo método da
reducdo ao absurdo, negar a validade do TFA?

Negar a validade do TFA, significa que deve ocorrer o “caso i” ou 0 “caso ii”:
1) Deveria existir algum natural que ndo admitisse decomposi¢cao em primos;

i1) Deveria existir algum natural capaz de duas decomposi¢des em primos essencialmente

diferentes (ou seja, duas decomposi¢des com primos distintos ou quantidade de primos distinta).

Interessante notar que as obras classicas de Richard Courant e Herbert Robbins (COU-
RANT;ROBBINS, 2000) e Ivan Niven (NIVEN,2012) somente desenvolvem o caso “ii”, aparen-

[13%2]
1

temente pressupondo o caso “1” como uma trivialidade (ou serd que nao observou-se a sutileza

da existéncia do caso “1”?):
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Ofereceremos uma prova mais atualizada, até certo ponto mais abreviada
e talvez mais sofisticada que a de Euclides. E um exemplo tipico de
prova indireta. Devemos supor a existéncia de um inteiro capaz de duas
decomposi¢des em primos essencialmente diferentes, e a partir dessa
hipotese deduzir uma contradigdo. Esta contradi¢do mostrara que a hi-
potese de que existe um inteiro com duas decomposi¢des em primos
essencialmente diferentes é insustentavel, e portanto, de que a decompo-
si¢do em primos de qualquer inteiro ¢ inica. (COURANT;ROBBINS,
2000, p.27-28)

E nessa linha, verifica-se que Richard Courant e Herbert Robbins desenvolvem, tao
somente, o caso “ii”. Quanto ao classico de Ivan Niven, t€m-se a mesma perspectiva. Apds
consideracdo de casos particulares de validade do TFA, estabelece-se a estratégia andloga:

Precisaremos recorrer a um argumento matematico. Fizemos uma lista
dos numeros de 2 até 10, cada um com sua decomposi¢do Unica em
fatores primos. Ou essa lista pode ser estendida indefinidamente de
modo que, para todo nimero natural, haja uma decomposi¢do tnica em
fatores primos, ou entdo, em algum lugar da listagem, a propriedade da
decomposi¢ao Unica ira falhar. Essas sdo as duas unicas possibilidades.
Queremos demonstrar a primeira dessas duas possibilidades e vamos
fazé-lo usando um argumento indireto. (NIVEN, 2010, p.144)

Na literatura nacional, o matematico brasileiro Abramo Hefez (HEFEZ,2016) demostra
explicita preocupacdo com o “caso i” e, a bem da verdade, aproximadamente metade de sua
demonstracao para o TFA estd focada em estabelecer que, para todo inteiro, existe alguma
decomposicao em primos. Em seguida, demonstra-se a unicidade da escrita. Porém, a via
adotada por Abramo Hefez ¢ a de se utilizar integralmente a “segunda forma do Principio
da Inducao” (uma equivaléncia do axioma da inducdo de Peano). Nota-se, portanto, que o
recurso ¢ inadequado para o ensino basico. Porém, conclui-se pela plausibilidade da dignidade
de preocupacdo para com o “caso i”. Afinal, o insigne matematico brasileiro Abramo Hefez
(HEFEZ, 2016) considera a pertinéncia do “caso i”.

A presente dissertagdo propde uma demonstragdo para “caso i” pela via do PBO, coerente
com o ensino basico. De fato, suponha a existéncia de algum natural que ndo admita nenhuma
decomposi¢ao em primos. Considere o conjunto que contenha todos nimeros que nao admitam
decomposicdo em primos. Assim, pelo PBO, seja n o menor natural que ndo admita decomposi¢ao
em primos. Logo, tal natural deve ser um niimero composto (lembre-se que convencionou-se “ser
primo” como “estar decomposto em fatores primos”). Dessa forma, sendo n composto, teremos
que n = ning, com 1<n;<n e 1<ny<n. Assim, pelo PBO em n, temos que tanto n;, quanto
ny admitem decomposi¢do em primos e, portanto, substituindo tais decomposi¢des na equagao
n = ninsy, chega-se numa decomposi¢ao em primos para n. Contradi¢ao com a defini¢do de n.

Logo, ¢ inaceitavel supor a ocorréncia do “caso 1”.

Assim, qualquer que seja o numero natural, existira uma decomposi¢do em primos

para tal nimero. Resta agora resolver o seguinte dilema: algum ntimero natural poderia ter
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duas decomposigdes distintas em primos, excetuando-se a ordem dos fatores? Isso leva ao
enfrentamento do caso “ii”. Para tal, serd reproduzida a demonstracdo de Richard Courant e
Herbert Robbins (COURANT; ROBBINS, 2000).

Suponhamos a existéncia de um natural capaz de duas decomposi¢des em primos essen-
cialmente distintas. Logo, pelo PBO, existira o menor natural com tal propriedade. Seja m tal

inteiro. Logo, tem-se que:
(1) m = pips...pr € M = q1G2...qs, onde 0s p € 0s q SA0 Primos.

Reordenando os p e os q se necessario, podemos estabelecer que: p1 < po < ... < p,,
71 < q2 < ... < ¢s. Ademais, observemos que nao € possivel ter-se p; = ¢;. Pois, se ocorresse tal
igualdade, substituindo p; = ¢; = ¢ na equagdo (1), teriamos que pml = P9...pr = (2...4s COM pml
sendo, portanto, um inteiro menor que m e com duas decomposi¢des em primos essencialmente

distintas (contradicdo com a definicao de m pelo PBO!).

Logo, deve-se ter ou p; < g1, ou p; > q;. Podemos supor, sem perda de generalidade, que

p1 < q1 (0 outro caso serd exatamente analogo).

Em seguida, constroi-se o seguinte natural:

(2)m' =m — (p1g25--.4s)-
Substituindo em m as duas expressoes da equagdo (1) podemos obter mais duas equagdes

para a escrita de m/:
(3) m' = (pip2-..pr) — (P12---95) = P1(P2--.Dr — G2---Gs)
A m' = (q1¢2---9s) — (P142---q5) = (1 — p1)(q2-.-q5)

Agora, basta interpretar as novas equagoes. Extrair todas as implicagdes pertinentes.

Como p; < ¢, seque-se por (4) que m’ ¢ um niimero natural, pois (¢; —p;) > 0. Ademais,
pela equacgdo (2), tem-se que m’ é menor que m. Portanto, pela defini¢do de m, segue que a

decomposi¢do em primos de m’ deve ser essencialmente uinica.

Por outro lado, a equagdo (3) demonstra claramente que p; € fator primo de m/. Portanto,
sendo a decomposi¢do em primos de m’ essencialmente nica, tém-se, pela equagao (4), que p;
¢ fator (q; — p1) oude (gz...qs). (isso é decorréncia da unicidade de decomposi¢do em primos
de m’). Porém, note que ¢ impossivel p; ser fator primo de (gs...qs), pois todos os fatores q sdo
maiores do que p;. Portanto, p; deve ser fator de (¢; — p1). Ou seja, existe um inteiro a tal que
(¢1 — p1) = ap;. Equivalentemente, a ltima equagdo significa que ¢; = p;(a + 1). Ou seja, p;

seria deveria ser um fator de ¢;. Absurdo! Pois ¢; foi suposto primo.
Esta completa a classica demonstragdao do TFA.

Esse importante teorema, conforme ja dito, serd a “chave de ouro” para reconhecer a
existéncia de nimeros irracionais. Em termos pragmaticos, existem diversas aplicagdes imediatas
interessantes do TFA tais como, por exemplo, calculo de MDC e MMC entre inteiros € a

determinacdo da quantidade de divisores de um inteiro. O leitor interessado nesses aspectos,
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deve consultar (COURRANT; ROBBINS, 2000) ou (HEFEZ,2016).

4.3 TEOREMA DA DIVISAO EUCLIDIANA

A demonstracdo que sera feita utilizara fundamentalmente o Principio da Boa Ordenacao
(PBO), sobre a qual ja se discorreu, e uma propriedade das desigualdades nos inteiros conhecida

como “Propriedade Arquimediana”.

Sobre a Propriedade Arquimediana, para os nimeros naturais, trata-se do seguinte: dados
dois naturais “c” e “d”, existiria algum natural “n” tal que nc > d. De fato, basta tomar n como

sendo igual a d.

O Teorema da Divisdo Euclidiana para nimeros naturais afirma o seguinte: Sejam “a”
e “b” numeros naturais. Entdo, existirdo unicos naturais q e r tais que a = bg + r, onde r

satisfaz a desigualdade 0 < r<b.

Preliminarmente, deve-se estimular as mentalidades discentes a apreender que somente o
caso a>b ¢ interessante. Sendo os outros, triviais. Trata-se de focar no caso mais interessantes.

Em seguida, seguem duas observagdes.

A primeira observagdo ¢ somente para os docentes. A rigor, considerando a linha
discursiva adotada nesse trabalho, ndo se falou do nimero zero como natural e, mais ainda,
a relacdo de desigualdade foi definida tdo somente entre os naturais. Isso ¢ um problema
para puristas. Mantendo a linha discursiva do trabalho, isso pode ser facilmente contornado
reescrevendo o Teorema como “(...) Entdo, ou a sera multiplo de b ou existirdo tnicos q e r tais
que a = bq + r, com r satisfazendo a desigualdade 1 < r<b.”. Evidentemente, essa celeuma
¢, a0 menos num primeiro momento, completamente descabida no ensino basico. O zero sera

usado sem maiores pudores.

A segunda observacgdo ¢ sobre a estratégia a ser adotada para a demonstracao do teorema.
Trata-se de um teorema de existéncia e unicidade. Ou seja, convém primeiro demonstrar
a existéncia e, em seguida, a unicidade dos nimeros “q” e “r””. Para demonstrar a existéncia,
a intuicdo geométrica ¢ um poderoso farol, se imaginamos os numeros naturais sobre a reta

numérica. Nessa linha, temos a leitura estratégica de Richard Courant e Herbert Robbins:

(...)precisamos apenas observar que qualquer inteiro a ¢ um multiplo de b,
a=bq, ou esta situado entre dois multiplos sucessivos de b, bq<a<b(q+1)=bq+b.
No primeiro caso, a equagao (...) ¢ valida com r=0. No segundo caso
temos, a partir da primeira das desigualdades acima, a — bg = r > 0,
enquanto que a partir da segunda desigualdade temos a — bg = r < r,

de modo que 0<r<b conforme requirido(...). (COURRANT;ROBBINS,
2000, p.50-51)

Nesse sentido estratégico, pode ser didaticamente interessante o docente trabalhar preli-
minarmente muitos casos geométricos particulares da divisdo euclidiana e, inclusive, valendo-se

para tal de softwares tais como o Geogebra. Tudo isso para bem convencer as mentalidades
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discentes acerca da conveniéncia estratégica a ser adotada no pensamento generalista, que esta-
belecera o teorema. Afinal, uma das maiores tragédias pedagogicas, na demonstracdo de um
Teorema, € passar para o receptor a impressao de “inspiragao obscura”. Isso empobrece muito
0 pensamento matematico e estimula visdes distorcidas acerca da natureza da Matematica. O

docente deve evitar ao maximo tal obscuridade.

Foquemos, enfim, na demonstragao.

4.3.1 Componente da existéncia

Preliminarmente, considerando a relagao entre “a” e “b”, vamos eliminar os casos triviais.
Note que se a=b, entdo temos q=1 e r=0. Ademais, se fosse a < b, entdo teriamos a = Ob + a.
Assim, g=0 e 0<a=r<b. Portanto, deve-se focar no caso mais interessante, qual seja, aquele em

que a>b.

Dessa forma, temos duas possibilidades 16gicas mutuamente exclusivas: ou “a” ¢ multiplo
de “b” (caso 1), ou “a” NAO é multiplo de “b” (caso ii).

Caso 1) =

Sendo a multiplo de b, existira, por defini¢dao “multiplo”, um natural q tal que a = bq. Nesse

caso, basta tomar r=0. Isso finaliza, para o caso i, a parte da existéncia do Teorema.

Caso il) =

Pela Propriedade Arquimediana, existird algum natural “n” tal que bn > a. Ou seja, existe algum
multiplo de b maior que a. Pelo PBO, pensando no conjunto de todos os multiplos de b maiores
que a, existira um menor numero com tal propriedade. Seja bk tal nimero. Logo, pela
construgdo via PBO, o nimero natural b(k-1) deve ser menor ou igual a “a”. A igualdade esta
descartada, pois recairia-se no “caso i”.

Assim, tem-se:

b(k — 1) < a < bk. Definindo g=(k-1), segue que existe um natural q tal que bg < a < b(q + 1)
(Note que certamente q ¢ natural. Pois, se fosse nulo, k seria 1. De modo que teriamos, pela

construgdo via PBO, bk=b.1>a. Absurdo com a hipdtese inicial de a>b).
Basta concentrar-se agora na desigualdade bg < a < b(q + 1) (1).

De fato, por bg < a segue que, pela defini¢do de relacdo de desigualdade, existe um natural r tal
quea =bqg+r.(2)
Suponhamos, por reducdo ao absurdo, que r > b.

O caso r = b esta imediatamente descartado, pois implicariaem a = bg + b = b(q + 1) e,

portanto, recair-se-ia no “caso i”.

Se fosse r > b, seguiria, pela defini¢ao da relagao de desigualdade, que existiria “c” natural tal

que r = b + c. Portanto, substituindo na equagao (2), seguiria que
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a=bg+ (b+c)=bg+1)+c= a>b(qg+ 1). Mas isso seria uma contradi¢do com a
segunda parte da desigualdade em (1).

Portanto, € insustentavel supor r > b e, desse modo, o r da equagdo (2) deve ser tal que
0<r<hb.

Isso finaliza, para o caso ii, a parte da existéncia do Teorema e, portanto, tudo acerca da

existéncia dos naturais q e r desejados.

4.3.2 Componente da unicidade

(7PN IR}
T

Deseja-se agora mostrar que os nimeros “q” e “r”, de existéncia demonstrada anterior-

mente, sdo Unicos para a escrita a = bg + r, com 0 < r < b. A estratégia sera a de supor duas
escritas e demonstrar que, na realidade, elas devem ser iguais entre si. Havera, portanto, somente

uma escrita.

Suponha a existéncia de duas escritas. Ou seja:

(Ha=bg+r,com0<r<b

2)a=bqg+r,com0<r <b

Igualando (1) e (2), segue que:

bq + r = bq' + ', onde podemos supor r # 7’. Pois, caso tivéssemos r = 77, isso
implicaria em bq = bq’ e, portanto, que ¢ = ¢, finalizando a prova.

Admita, sem perda de generalidade, que 7’ > r (0 caso contrario ¢ analogo, simétrico).

Assim, tém-se que:

bg+r=0+1r =bqg—q¢)=r"—r=>0| (0" —r)= (r' —r) = bk, para algum
natural £ > 1.= ' = bk +r = ' > b, pois k > 1. Mas a conclusdo ' > b é uma contradigao
com a equagao (2). Qual foi a causa dessa conclusdo contraditoria? Supor que r # . Deve-se

ter, portanto, sempre = r’ e assim, conforme ja analisado, isso implicard em ¢ = ¢’. [J
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5 NUMEROS INTEIROS

Os nimeros inteiros, que atual e formalmente sdo vistos como a primeira extensao “obvia”
dos ntimeros naturais, possuem, a bem da verdade, na histéria do pensamento matematico, uma
existéncia mais recente até mesmo que a dos nimeros racionais. Nesse sentido, alinha-se o
matematico Ivan Niven (NIVEN, 2012) quando identifica o surgimento consistente dos inteiros

negativos com pragmaticas necessidades modernas de algebristas italianos.

O professor Abramo Hefez também expressa tal perspectiva, ressaltando o aspecto
pragmatico na génese do conceito de “niimero negativo™:

O conceito de numero inteiro originou-se do conceito bem mais antigo de
numero natural, cuja criagdo objetivava resolver problemas de contagem.
Os ntimeros negativos tém sido considerados esporadicamente desde a
antiguidade, mas sempre com muita desconfianca por parte dos matema-
ticos até que, a partir do desenvolvimento das atividades mercantis que
ocorriam na Europa no final da Idade Média, sentiu-se a necessidade de
considerar os inteiros relativos e com eles efetuar operagdes. O mate-
matico da Bolonha, Rafael Bombelli (...) A evolugdo da nogao intuitiva
de nimero inteiro para um conceito mais elaborado foi muito lenta. So6
no final do século XIX, quando os fundamentos de toda a matematica
foram questionados ¢ intensamente repensados, ¢ que a no¢ao de niumero
passou a ser baseada em conceitos da teoria dos conjuntos, considerados
mais primitivos. (HEFEZ, 2016, p.2)

N3o serdo feitos maiores comentarios historicos acerca dos inteiros. O leitor interessado

em mais detalhes nessa perspectiva, pode sempre consultar a obra de Howard Eves (EVES,2011).

Tal como no caso dos niumeros naturais, uma premissa adotada pelo presente trabalho ¢
que a existéncia dos numeros inteiros e a de suas duas operacgdes aritméticas fundamentais - a
adicao e multiplicagdo - ndo sdo, por si, aspectos problematicos no ensino basico brasileiro. A
problematica estaria, portanto, no que se faz com tais no¢des fundamentais e, assim sendo, tais
nog¢des fundamentais serdo estabelecidas como marco inicial da digressao sobre inteiros, sem

maiores pudores. Assim sendo, os nimeros inteiros sao os seguintes:
w4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4...

Tais nimeros gozam de duas operacdes aritméticas fundamentais trivialmente conhecidas
por “adi¢ao” e “multiplicacao”. Tais operagdes sobre os Inteiros, assim como nos naturais,
gozam de uma série de regras fundamentais. Trata-se das “leis fundamentais da aritmética”, as
quais as mentalidades discentes pacificamente apreendem mediante verificagdo de muitos casos
particulares. Porém, nem sempre ha a ciéncia da nomenclatura de tais regras (isso €, por si, algo

completamente irrelevante. O essencial ¢ a apreensao material das ideias).

Sejam a, b e ¢ numeros inteiros. A adi¢ao e a multiplicacao respeitam as seguintes leis:

Lei comutativa da adi¢do (a + b = b + a); Lei comutativa da multiplicagdo (ab = ba); Elemento
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neutro multiplicativo (a * 1 = a); Lei associativa da adi¢do (a + (b + ¢) = (a + b) + ¢); Lei
associativa da multiplicagdo (a(bc) = (ab)c); Lei distributiva (a(b + ¢) = ab + ac); Existéncia
de elemento neutro aditivo (a + 0 = a); Existéncia de elementos simétricos para a adi¢do ( ou
seja, para todo a € Z, existe inteiro d = —a tal que a + d = 0) e Tricotomia (que significa o
seguinte: Uma, e apenas uma, das seguintes possibilidades sempre ¢ verificada: i) a = b; ii)
b—a€Nouiii) —(b—a) =a—b€N)

Embora a listagem de regras acima possa parecer um tanto quanto tediosa, em especial
para as mentalidades discentes, fato é que as seis primeiras sao absolutamente idénticas as dos

numeros naturais. Poder-se-ia focar, portanto, tdo somente nos regramentos 7, 8 € 9.

Na constru¢ao de conceitos matematicos, o firme estabelecimento dos marcos iniciais
¢ de fundamental relevancia. Nesse sentido, sempre convém relembrar a perspectiva de Elon
Lages Lima: “(...)Nao se pode demonstrar algo a partir do nada. Para provar um resultado, ¢
preciso admitir uns tantos outros fatos conhecidos. Esta ¢ a natureza da Matematica(...)”’(LIMA,
2006, p. 152).

Conceitualmente, conforme sera visto, a nogao de “Tricotomia” nos inteiros tem signifi-
cancia para desenvolver-se a nocao de “ordem”, ou seja, a relagdo de desigualdade. A Tricotomia,
tal como foi expressa, ¢ uma genérica versao de Abramo Hefez (HEFEZ, 2016). A via mais usual
¢ expressar a noc¢ao de tricotomia quando, dado um inteiro “b”, considera-se o “a” como sendo
nulo. Assim, utilizando a versao de Hefez, seguiria que: ou b seria zero, ou b seria positivo ou b
seria negativo (onde ‘““ser negativo” €, tdo somente, uma nomenclatura para expressar a situagao

de “-b” ser um niimero natural).

O interesse do presente trabalho estd no uso inteligente desses marcos iniciais que
legitimam, por exemplo, a famosa “regra dos sinais” na operacao aritmética da multiplicacao.
Aquele que perguntar, para a mentalidade discente média, a causa de “menos vezes menos ser
mais”... Possivelmente obterd um “ensurdecedor siléncio”. Sdo em problematicas dessa natureza

que o presente trabalho esta focado.

Enfim, a essencialidade conceitual das nogdes de subtracdo, ordem e divisao serao
brevemente explicitadas e, para o leitor interessado em maiores detalhes, serd indicada bibliografia
para o aprofundamento.

b

Bem apreendida a nocao de “adi¢@0” e a regra da existéncia de “elementos simétricos’
para a adigdo, surge a formal nogado de subtragcdo em Z: subtrair ¢ somar o inverso aditivo. Ou
seja, dados inteiros “a” e “b”, define-se o numero a menos b, denotado por a — b, como sendo

(P2

a” somado com “—b”. Portanto, a — b = a + (—b).

Quanto a nocao de ordenagdo nos Inteiros, a relagao de desigualdade, ela € construida,
conforme ja explicitou-se, pela via da nogdo de tricotomia. De fato, dados “a” e “b” inteiros,
pode ocorrer, pela nocao de tricotomia, que b — a € N. Quando isso ocorrer, define-se a<b
(leia-se, “a € menor do que b” ou, equivalentemente, “b € maior que a”). Interessante notar que

somente 1ss0 basta para bem definir a relacdo de ordem. Pois, sendo “a” e “b” distintos, caso
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fosse b —a ¢ N, necessariamente ter-se-ia —(b—a) = a — b € N. Portanto, pela no¢do de ordem
jé estabelecida, seguiria que b<a. A relagdo de desigualdade, goza de uma série propriedades
manipulatorias que sdo bem conhecidas na cotidiana mecanica aritmética escolar. Por exemplo,
tal relacdo € transitiva; compativel e cancelativa com a adicao etc. Todas essas propriedades
sdo provadas considerando as leis fundamentais da aritméticas dos inteiros e, em especial, a
tricotomia. O presente trabalho ndo fard maiores consideragdes acerca disso. O leitor interessado

em maiores detalhes demonstrativos, pode consultar (HEFEZ,2016).

Por fim, considera-se brevemente a essencialidade conceitual da no¢ao de divisibili-
dade nos inteiros. Trata-se de nocdo andloga a dos naturais. Porém, conforme Ivan Niven
(NIVEN,2012) destaca, deve-se pedir unicidade na defini¢do do quociente da divisdo, tendo em
vista a existéncia do elemento neutro aditivo. De fato, sejam “a” e “b” dois numeros inteiros
quaisquer. Se existir um #nico nimero inteiro “c”, tal que b=ac, entdo diz-se que “a” divide “b”.
Simbolicamente, expressa-se tal fato por a | b. Por outro lado, se ndo existir um tnico c tal que

b=ac, entdo “a”’ndo divide “b” e, simbolicamente, expressa-se isso por a 1 b.

Essa forma de conceber a divisdo nos inteiros, possibilita “blindagem” para certas situa-
¢oes formais potencialmente “desconcertantes”. Vejamos uma cléssica situacao dessa: porque
nao ¢ possivel dividir-se por zero? Ora, pela defini¢do de dividibilidade nos inteiros, se fosse
possivel 0 | a, para algum inteiro “a”, entdo existiria um tnico inteiro ¢ tal que a = ¢.0. Anali-
sando a tltima equacdo, percebe-se que a igualdade fica prejudicada caso “a” seja ndo nulo, pois
c.0 sempre sera nulo, qualquer que seja “c”. Mas e se “a” fosse zero? Nesse caso, a igualdade
seguiria para qualquer inteiro “c”, ndo existiria unicidade de tal inteiro. Portanto, de qualquer
forma, compreende-se a impossibilidade da divisdo por zero. Mais que isso: a argumentacao
feita no paragrafo anterior, quando analisou-se o caso “a=0”, também explicitou o fato de “0/0”

ser uma “indeterminac¢ao” (pois 0 = c.0, para qualquer inteiro c).

5.1 PBO E PROPRIEDADE ARQUIMEDIANA

Tal como nos naturais, nos inteiros continua valendo o PBO (Principio da Boa Ordenagao).
Porém, devido a existéncia dos nimeros negativos, ¢ necessario fazer uma leve adequagao nas

hipdteses do PBO: exigir que os os conjuntos sejam limitados inferiormente.

E o qué significa um conjunto de inteiros ser limitado inferiormente? Formalmente, um

subconjunto X de Z ¢ limitado inferiormente, se existir a € Z tal que a < x, para todo x €X.

A bem da verdade, uma vez que os naturais estdo contidos nos inteiros, uma perspetiva
sagaz acerca do PBO consiste em vé-lo como uma propriedade distintiva dos inteiros. Nessa
linha, temos as ponderagdes de Abramo Hefez que, além de revelarem o que se entende por
PBO, demonstram sua significancia nos inteiros:

As propriedades dos niimeros inteiores e de suas operacdes que descre-
vemos até o momento ndo bastam para caracteriza-los. (...) had uma pro-
priedade adicional que s6 os inteiros possuem, que ¢ o Principio da Boa
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Ordenagdo, que passamos a descrever(...) Principio da Boa Ordenagdo:
Se S € um subconjunto ndo vazio de Z e limitado inferiormente, entao
S possui um menor elemento.(...) Na realidade, este é o Gnico axioma
que faltava para caracterizar os nimeros inteiros. Qualquer propriedade
dos niimeros inteiros pode ser deduzida por meio desses(...)axiomas.
(HEFEZ, 2016, p.10)

Dessa forma, Abramo Hefez (HEFEZ,2016) demonstra a importancia do PBO ao utiliza-
lo para demonstrar a inexisténcia de nimeros inteiros maiores que zero € menores que um.
Um corolario disso ¢, de forma mais geral, a inexisténcia de nimeros inteiros entre um inteiro
qualquer e seu respectivo sucessor. Ademais, conforme o professor Abramo Hefez (HEFEZ,
2016) sustenta, tal propriedade ¢ o seguro fundamento para a propriedade arquimediana nos

inteiros.

Mas a importancia do PBO vai além e,nesse trabalho, serd ressaltada inclusive quando
se tratar da irracionalidade de alguns nimeros. De fato, algumas demonstra¢des sobre irraci-
onalidade de certos nimeros possuem, conforme sera visto, a seguinte mecanica: supde-se,
por redugdo ao absurdo, que o numero seja racional. Entdo, apds uma série de implicagdes
logicas legitimas, obtém-se um inteiro maior que zero € menor que a unidade. Ora, como o
PBO garante a impossibilidade da existéncia de tal inteiro, conclui-se pelo absurdo e,portanto,
pela irracionalidade do niimero em questdo. Vejamos, portanto, as duas aplica¢cdes imediatas do
PBO nos inteiros segundo o professor Abramo Hefez (HEFEZ, 2016). As demonstragdes serdo
essencialmente uma breve reproducao da argumentagdo desse insigne professor e, para o leitor

interessado em maiores detalhes, recomenda-se consultar a obra (HEFEZ,2016).

1) Nao existe nenhum nimero inteiro n tal que 0<n<l. Ademais, dado um inteiro a

qualquer, nio existe nenhum numero inteiro m tal que a<m<a+1

Suponha, por redug@o ao absurdo, que exista n inteiro tal que 0<n<1. Defina X como o
conjunto que contenha todos os inteiros maiores que zero € menores que um. Segue que n €X e,
pela construgdo de X, tal conjunto ¢ limitado inferiormente por zero. Logo, pelo PBO, existe
¢ €X de modo que ¢ ¢ o menor elemento. Note que 0<c<1 e, pelas propriedades operatérias da
relagdo de desigualdade, tém-se que 0<c?<c<1. Ou seja: obteu-se um inteiro (c¢*) maior que zero,
menor que um e menor que o ¢. Absurdo, uma vez que c, pelo PBO, deveria ser o menor inteiro
maior que zero € menor que a unidade.

Portanto, ndo existe inteiro n tal que 0<n<I. Isso demonstra a primeira parte. Agora, dado
um inteiro a, suponhamos por redugdo ao absurdo, que exista m tal que a<m<a+1. Logo, pelas
propriedades operatorias da relagdo desigualdade, segue que 0=a-a<m-a<(a+1)-a=1 e, portanto,

obtém-se um inteiro da forma (m-a) maior que zero € menor que um. Absurdo.

2) PROPRIEDADE ARQUIMEDIANA: Sejam a,b € Z, com b # 0. Entfo existe n € Z
tal que nb>a.
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Preliminarmente, para facilitar o algebrismo da demonstragio, convém usar o conceito
de médulo. Dado a € Z, define-se |a| (leia-se, “modulo de a”) como sedo o proprio “a”, caso
tenhamos a > 0. Caso a < 0, entdo, define-se |a| = —a. Duas consequéncias imediatas da

defini¢do de modulo é que |a| > a e |a| > 0, para todo a€ Z. Isso sera usado.

Foquemos, agora, na propriedade arquimediana. Como b # 0, tém-se que |b| > 1 (pois,
|b| € um inteiro maior que zero e, conforme demonstrou-se pelo PBO, ndo ha inteiro maior que
zero e menor que a unidade). Logo, pelas propriedades operatorias da relagdo de desigualdade,

tém-se:
b > 1= (lal + 1)Jbl 2 (lal +1) > |a] = a = (Ja| + 1)[b| > a.

E a propriedade arquimediana segue da ultima desigualdade acima. Basta tomar n =
la| + 1, se b>0 e n = —(|a] + 1), se b<0.

5.2 A REGRA DOS SINAIS NA MULTIPLICACAO

Se fosse estabelecido uma lista com conceitos de fundamentagao obscura no ensino
basico, provavelmente a “regra dos sinais” deveria constar nela. Mecanicamente, as mentalidades
discentes sdo estimuladas e memorizar verdadeiros “mantras” tais como: “menos vezes menos

99, 99,

da mais”; “menos vezes mais da menos”; “mais vezes menos da menos” ou “mais vezes mais da

mais”. Ou entdo, memoriza-se mantras como “sinais contrarios da menos; sinais iguais da mais”.

Qual a significancia pedagdgica dessa perspectiva arbitraria acerca das “regras dos
sinais”? Nao seria melhor, até mesmo para a formagao das mentalidades discentes, justificar tais
regras ao invés de estabelecé-las arbitrariamente? Nessa linha de ponderagdo, ha a excelente
obra do professor Elon Lages Lima (LIMA, 2006) no qual dedica-se um topico para tratar de
uma honesta fundamentacdo para a “regra dos sinais”. Assim, serd usada a perspectiva de Elon

Lages Lima (LIMA, 2006) para a “regra dos sinais”.

A regra dos sinais ¢ implicagdo logica das “leis fundamentais da aritmética” dos inteiros:
em especial, implicagdo da Lei distributiva, a qual conecta as operagdes de multiplicagdo com a

da adigao.

Preliminarmente, lembremos que dado a€ Z, tem-se que (—a) é,por defini¢do, o simé-
trico aditivo de a, ou seja, a + (—a) = 0. O uso do artigo definido “0” em “o simétrico aditivo”

¢ semanticamente adequado: pois o simétrico aditivo é sempre inico’.

Isso posto, deve-se observar primeiramente que, para qualquer inteiro “a”, t€ém-se:
—(—a) = a. De fato, pela lei do simétrico aditivo:

A €69

—a+a=0= a= —(—a). Ou seja, o simétrico de “-a” ¢ “a

Em seguida, deve-se estabelecer que a.0 = 0 para todo inteiro a. Isso pode soar como

uma evidente trivialidade para as mentalidades discentes. Se for o caso, convém ndo demonstrar

% De fato, sejam x,y dois simétricos aditivos para o inteiro a. Logo, a + x = 0 = a + y. Somando —a

em ambos os lados e valendo-se da associatividade e simetria aditiva, segue que = = y.
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isso. Porém, a titulo de completude, sera feita a demonstragdo. Trata-se, em especial, de uma

consequéncia da lei distributiva. De fato, tém-se, pelas leis fundamentais da aritmética em Z:

a+al0=al+al0=a(l140)=al=a=a+0=a+al0=a+0=a

Ou seja, a + a.0 = a. Agora, usando a lei do simétrico, comutatividade e associatividade
temos!:

(a+a0l)=a= (a+a0)+(—a)=a+(—a) = (a.0+a)+ (—a) = a+ (—a) =
a0+ (a+(—a))=0=a0+0=0=0a0=0

E qual a importancia da apreensdo de a.0 = 0? A importancia ¢ que tal assertiva €
fundamental para estabelecer que (—1)a = —a, para todo a € Z. Com efeito, pela lei do

elemento neutro multiplicativo e lei distributiva, segue que:

a+(—1).a=1la+(-1)a=[14(-1)].a=0.a = 0. Ouseja, a + (—1).a = 0. Assim,
usando a unicidade do simétrico aditivo, segue que o resultado da operagdo (—1)a deve ser
necessariamente igual “—a”, o simétrico aditivo de a. Esse fato ¢ a essencialidade da regra dos
sinais.

Em particular, para a=-1, tém-se que (-1)(-1)=-(-1)=1.

Assim, revisitando os quatro casos classicos dos “mantras” supracitados, tém-se:

1) “menos vezes menos da mais”(ou seja, (—a)(—b) = (ab)): De fato, (—a)(—b) =
(=1).a.(-1).b=(-1).(=1).a.b = 1l.a.b=ab

2) “menos vezes mais da menos”(ou seja, (—a)(+b) = (—ab)): De fato, (—a)(+b) =
(=1).a.b=(—1).a.b = (—ab)

3) “mais vezes menos da menos”(ou seja, (a)(—b) = (—ab)): De fato, (a)(—b) =
a.(—=1).b=(-1).a.b = (—ab)

4) “menos vezes menos da mais”(ou seja, (—a)(—b) = (ab)): De fato, (—a)(—b) =
(—1).a.(=1).b=(-1).(-1).a.b = (+1).a.b = ab

5.3 TFA E TEOREMA DA DIVISAO EUCLIDIANA

O Teorema Fundamental da Aritmética (TFA) também permanece valido em Z. Trata-se
de assertiva bem trivial de ser verificada. Em termos pragmaticos, basta trabalhar com o mddulo

de numeros inteiros e, dessa forma, aproveitar o TFA ja desenvolvido sobre N.

De fato, tendo cuidado quanto ao zero, pode-se enunciar que: “Todo niimero inteiro,nao
nulo,pode ser decomposto em produto de primos essencialmente Ginico”. Assim, seja a € Z.
Como a # 0, pela propriedade da tricotomia segue que: ou a > 0 ou a < 0. O primeiro caso,

ndo interessa: pois € tdo somente a reducdo do problema a N. No caso a < 0, basta observar que,

10" Note, que o resultado desejado seria imediato se contassemos com a unicidade do elemento neutro
aditivo. Sutilmente, € isso que esta sendo estabelecido: suponha que x seja um elemento neutro aditivo.
Logo, por argumentagdo analoga para a.0, seguird = = 0.



60

pelo conceito de modulo, a = —|al, tal que |a| > 0 e, portanto, |a| € N. Novamente, portanto,
reduz-se o problema a N seguindo que |a| admite decomposi¢do em primos essencialmente tnica
e, uma vez que existe a igualdade a = —|a|, segue que “a” admite decomposigdo em primos

essencialmente Unica.

Questao mais interessante € a de discorrer-se sobre o Teorema da Divisdao Euclidiana em
Z. Com as devidas adaptacdes, a validade da Divisao Euclidiana em Z pode ser logicamente
estabelecida pela validade da Divisdo Euclidiana em N. Para tal, conforme serd demonstrado,
basta um simples algebrismo e, portanto, a divisdo euclidiana em N, a qual ja esta bem definida,
implica na divisdo euclidiana em Z.

DIVISAO EUCLIDIANA EM Z: Sejam a,b inteiros com b # 0. Existem tinicos
inteiros q e r tais que a=bq+r, com 0 < r < |b|

Com relacdo aos inteiros “a” e “b”, podemos estabelecer o seguinte roteiro estratégico:

Casoi)a>0eb > 0;

Cassoil)a < 0eb > 0;

Casoiil)a>0eb<0e

Casoiv)a < 0eb < 0.
EXISTENCIA

Caso 1) = Imediato. Mera reducdo dos inteiros ao conjunto N.

Caso i1) = -a e b sdo numeros naturais. Logo, pela divisdo euclidiana em N, segue que:
—a =bg+r,com0 < r < b. Se fosse r=0, entdo teriamos que —a = bg = a = b(—q) +0eo

resultado segue.

Caso fosse 0 < r < b, entdo teria-se que —a = bg+7r,0 <r <b=a =b(—q)—71,—b <
—r<0=a=b(—q—1)+(b—r),0 < b—r < be, portanto, o resultado segue com quociente
igual a (-g-1) e resto igual (b-r). Ambos inteiros que satisfazem o buscado.

Caso iil) = a e -b sd@o niimeros naturais. Logo, pela divisdo euclidiana em N, segue que:
a = —bq+r,com0 <r < b. Se fosse r=0, entdo teriamos que a = —bq = a = b(—q) + 0eo
resultado segue.

Caso fosse 0 < r < b, entdo teria-se que a = —bg + 1,0 < r < —b = [b| = a =
b(—q) +r,0 <r < —b=|b|] = e, portanto, o resultado segue com quociente igual a (-q) e resto

igual (r). Ambos inteiros que satisfazem o buscado.

Caso iv) = -a e -b s3o niimeros naturais. Logo, pela divisdo euclidiana em N, segue que:
—a = —bg+r,com0 < r < —b = |b|. Se fosse r=0, entdo teriamos que —a = —bq = a = bg+0
e o resultado segue.

Caso fosse 0 < r < —b, entdo teria-se que —a = —bg +r,0 < r < —=b = |b| =
a=0bg—r,—b] < —r <0=a=>bg—1b]+ b+ (-r),0 <[b] =7 < |b] = a =
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bg — (=b) + 10| + (=r),0 < |b] =7 < |b]| = a=blg+ 1)+ (|o| = 7),0 < |b| =7 < |b] e,
portanto, o resultado segue com quociente igual a (q+1) e resto igual (|b| — ). Ambos inteiros

que satisfazem o buscado.
UNICIDADE

Nota-se que a unicidade do quociente e do resto estd bem estabelecida na divisao euclidi-
ana em N. Portanto, uma via para a unicidade de tais nimeros em Z, acerca dos quais ja provou-se
a existéncia, seria a de, em cada caso acima(i ao iv), supor, por redu¢do ao absurdo, auséncia
da unicidade dos quocientes ou resto em Z e, fazendo o adequando algebrismo, contrariar a
unicidade dos quocientes e do resto em N e, desse modo, obter contradi¢des. Essa seria uma
via adequada. Porém, serd dado um argumento geral para a unicidade que esta fundado no PBO
sobre Z.

Suponhamos, por redu¢do ao absurdo, as seguintes escritas:
(I)a:bql+T1,0 <n< ’b‘
(Il) @ = bga + 12,0 < ry < [b|

Logo, igualando (I) e (I) segue que: bg; + 71 = bgs + 12 = b(q1 — q2) = 19 — r1. Mas
note que 0 <7 < [b| = —|b| < —r; <0 = —|b] <1y — 1 < |b|. Portanto, pode-se escrever:

—1b] < b(g1 — ¢q2) < |b]. “Dividindo” toda a desigualdade por |b|, segue que: —1 <
W < 1, onde b(’“T_"D) € Z (Pois, % sera, tdo somente, 1 ou -1). Lembremos que o PBO nao
permite inteiro n tal que 0 < n < 1. Analogamente, ndo existe inteiro m tal que —1 <m < 0
(Pois, se tal inteiro existisse, teria-se 0 < —m < 1, com -m inteiro). Portanto, uma vez que
% €eZe—-1< % < 1 segue que, pelo PBO, necessariamente deve-se ter W =0.
Como b # 0, isso implica em g; = g9 € portanto, por (I) e (II), segue que r; = 5.

Assim, fica estabelecida a unicidade uma vez que duas escritas para uma divisao euclidi-

ana em Z deverdo ser, na realidade, idénticas entre si.
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6 NUMEROS RACIONAIS

No ensino basico, os nimeros racionais tendem a ser apresentados numa perspectiva

Cég

b bl
sdo definidas,

algébrica. Nessa linha, nimero racional ¢ estabelecido como um “ente” da forma “%, sendoae b

«as

b
via argumento de autoridade, como “legitimos nimeros” que possuiriam tal formato. Essa ¢

inteiros. Porém, com b # 0”. Assim, conceitualmente tais entidades da forma

uma via conceitual algébrica e, dentro da Matematica Moderna, possui toda uma significancia
propriall.
Porém, tal moderna perspectiva para nimero racional ¢ historicamente desconexa com

sua génese conceitual, a qual esta intimamente associada a pragmatica nogdo de medida. Nesse
sentido, tem-se a proficua sintese:

Os inteiros sdo abstra¢des do processo de contar colegbes finitas de
objetos. Porém, na vida diaria, precisamos nao apenas contar objetos
individuais, mas também medir quantidades tais como comprimentos,
areas, pesos e tempos. Se desejamos operar liviemente com as medi-
das destas quantidades, que sdo capazes de subdivisdes arbitrariamente
pequenas, € necessario ampliar o dominio da Aritmética para além dos
numeros inteiros. O primeiro passo consiste em reduzir o problema de
medir ao problema de contar. (COURANT, ROBBINS, 2000, p.62)

Portanto, o presente trabalho alinha-se com a premissa de que a salutar exposi¢do concei-
tual para os racionais,no ensino basico, deve ser aquela que alicerca-se pela nocao de medida
reduzida a contagem: dessa forma, para as mentalidades discentes, a conexdo entre inteiros e
racionais fica mais palpavel e,portanto, mais robusta torna-se a produgdo de significado para
fracdes, para niumeros racionais. Nessa linha de exposi¢ao conceitual, sdo as obras: (LIMA et al,
2006); (NIVEN,2012) e (COURANT;ROBBINS,2000). Para o leitor especialmente interessado
em aspectos histéricos dessa perspectiva, também podera consultar Howard Eves(EVES,2011).

Em especial, destaca-se que o teor do presente capitulo estard fundamentalmente alinhado
ao trabalho de Richard Courant e Herbert Robbins (COURANT;ROBBINS, 2000), o qual desen-
volve de forma primorosa e matematicamente completa a discussdo acerca da comensurabilidade
e incomensurabilidade entre segmentos de retas. Tal discussdo, fundada justamente na nogdo de
medida reduzida a contagem, ¢ a perspectiva historicamente coerente com a génese conceitual

dos nimeros reais e serd desenvolvida no presente trabalho.

6.1 A NOCAO DE COMENSURABILIDADE: MEDIR “E” CONTAR

Como o problema de medir € reduzido ao problema de contar?

! Tal significincia esta bem sintetizada na discussdo algébrica acerca da “necessidade intrinseca dos
numeros racionais”, feita por Richard Courant ¢ Herbert Robbins(COURANT;ROBBINS,2000) no
capitulo referente ao “sistema numérico da Matematica”.
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Em esséncia, isso ¢ feito da seguinte forma: dada uma grandeza (comprimento, massa,
tempo etc), estabelece-se a priori,e de forma arbitrdaria, uma magnitude que € parametrizada

como “a unidade” da respectiva grandeza e, portanto, convencionada com o “valor 1”.

Em seguida, verifica-se “quantas vezes” um ente, que € o objeto do procedimento de
medida, comporta, em si, a “unidade”. Tal “quantidade de vezes” ¢ a “medida”: que origina-se

sempre na compara¢ao com a unidade e estd intimamente associada a no¢do de contagem.

Para melhor explicitar tal procedimento, que leva ao conceito de niumero racional, a
via cléssica ¢ considerar a nocao de distancia, ou seja, a grandeza fisica “comprimento”. Mais

especificamente, para fins matematicos, foca-se em comprimentos de segmentos de reta.

Deve-se enfatizar que a natureza da grandeza fisica em si €, para fins matematicos,
completamente irrelevante. Tudo o que serd explicitado com relagdo ao “comprimento” poderia

ser analogamente reproduzido com qualquer outra grandeza fisica (tempo ou massa, por exemplo).

Assim sendo, foquemos na nogio de “comprimento” de segmentos de reta'?. O que é o

comprimento de um segmento de reta? Ou seja: o qué significa medir um segmento de reta?

Sempre que falar-se em “medir”, deve-se, em primeiro lugar, estabelecer uma unidade de
medida (ou entdo, tal unidade ja esta subentendida no contexto). Dessa forma, preliminarmente,
observar-se que hd um segmento de reta, digamos “u”, cujo comprimento foi convencionado,
arbitraria e convenientemente, como “a unidade”, ou seja, o comprimento do segmento “u” ¢
unitario (u=1). Portanto, medir um dado segmento de reta “a” significa verificar “quantas vezes”

€ .9

o segmento “u” cabe, de forma justaposta, no segmento “a”.

Figura 1 — O significado de medir

a=777?

d

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

[1P2)

Nesse procedimento de medida, poderia acontecer, a principio, do segmento “a” ter
comprimento igual a uma quantidade inteira, digamos k, de segmentos unitarios justapostos “u”
€, nesse caso, escreveriamos a equacao a=k.u e, como u=1, seguiria que a=k.1=k e, portanto, o

segmento “a” teria medida igual a k.

12° Neste capitulo € no seguinte, serd adotada a seguinte convengdo: para um “segmento de reta a”, o
objeto geométrico, sera usada a notagao “a”. Para o comprimento de “a”, sera usada a notagdo a. Ou
seja, a=comprimento do segmento “a”.
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Figura 2 — Exemplo para k=3

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Porém, conforme nota-se pelo empirismo das medigdes, pode ocorrer de nao caber uma
quantidade inteira de segmentos unitarios num dado segmento “b”, ou seja, pode ocorrer de
“b” ndo ter um comprimento que seja um multiplo inteiro da unidade. De fato, nesse caso,
verifica-se que o comprimento buscado situa-se entre dois inteiros sucessivos (Digamos, k e k+1,

por exemplo. Ou seja, k<b<k+1).

Figura 3 — Exemplo em “b” para k=2

2.u<b<3.u

:
1
I
@

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Buscando maior precisio no procedimento de mensuracio, esse fendmeno nos leva

a subdividir a unidade de medida em porcées menores. Dessa forma, suponhamos que o

(Y4 e 99,

segmento “u” seja particionado em n subsegmentos congruentes € justapostos “v’’: assim, como

“v” existe, ele ha de ter um comprimento e, matematicamente, simboliza-se'? tal comprimento

1

por .

Ou seja, v==1.
n

13" Essa simbologia ¢ bem significativa. Ela vem do fato que, por defini¢do, n.v=1. Ou seja, v seria o
inverso multiplicativo de n. No contexto dos racionais, conforme serd melhor explicitado ao falar-se
sobre operag¢des, tal nimero € justamente a “n-ésima parte” da unidade.
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Figura 4 — Ampliacdo em “u” e n=6

6.v=u
o ! —rt j ! 0
I I ] N
1 1 . ]
: ! : ! : :
O o e o O o &
v v v v v v

! | ; I : !
n I " 1

._‘u” 1

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Pode ocorrer que, apds uma conveniente subdivisao da unidade e construgdao do segmento

“v”, tenhamos que “v” “caiba” uma quantidade inteira de m vezes no segmento “b”.!

Logo, se “v” “cabe” uma quantidade inteira de m vezes no segmento “b”, ter-se-ia que:
b=m.v e, portanto, b=m.%. Simbolicamente, também expressa-se tal situagdo dizendo que a
medida do segmento “b” seria ** e tal simbolo significaria, reitera-se, que o comprimento de “b”
¢ igual a m vezes o comprimento do segmento “v”, o qual, por sua vez, tem por comprimento a

“n-ésima parte” da unidade.'.

Figura 5 — Caso n=2 e m=5

- =
o

T

i

6 n+'u1"u+

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Em termos de nomenclatura, sempre que existir um segmento “v”’ que “caiba” um numero

inteiro de vezes no segmento unitario “u” e um numero inteiro de vezes num segmento dado “b”,
diz-se que o segmento unitario “u” e o segmento “b” sdo “comensuraveis”.!®.

14 Quando isso ndo ocorre, para nenhum valor de n, somos levados ao conceito de incomensurabilidade.
Isso s0 sera analisado na secdo seguinte.

15 Ha uma sutileza conceitual aqui. Note que, a principio, ndo ha nada que autorize pensar que a “barra’
que esta entre m e n seja o simbolo de divisdo entre tais numeros. De fato, poderiamos desenvolver
tudo o que foi dito usando outras simbologias tais como, por exemplo, “*=F(m,n). A barra entre m e n
remetera a ideia de divisdo quando definir-se a multiplicagdo candnica nos racionais e que a/a=1. Isso
sera melhor explicitado no topico sobre operagdes nos racionais.

16 A etimologia desse termo ¢ muito apropriada. Ela significa algo como “mensuraveis em companhia, em

B
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De uma forma mais geral, e uma vez que o estabelecimento da unidade de medida ¢
arbitrario, podemos entender a comensurabilidade entre segmentos da seguinte forma: dados
dois segmentos de reta “a” e “b”, diz-se que tais segmentos sdo comensuraveis se, ¢ somente
se, bZ%a.17 Note que, tal nog¢do genérica de comensurabilidade, reduz-se a anterior quando

€69 ({2

considera-se 0 segmento “a” como o segmento unitario “u”.

O presente trabalho alinha-se, portanto, com as obras ja citadas para militar, em algum
momento, com essa produgdo de significado nas mentalidades discentes para o simbolo **, com
m e n inteiros, € o qual batiza-se de “numero racional”. Nessa perspectiva, portanto, nimero
racional seria a medida do comprimento de um segmento comensuravel com o segmento
unitario. Mais geralmente, niimero racional seria a medida de uma grandeza comensuravel

com sua respectiva unidade.

A proposito, a etimologia “racional” também ¢ bem significativa. Conforme Ivan Niven
(NIVEN,2012), Elon (LIMA et al, 2006) e Richard Courant (COURANT; ROBBINS, 2000)
asseveram, os antigos gregos nao viam os “racionais” como ‘“legitimos nimeros” mas, tao
somente, como a razao (dai o termo “racional”) entre dois inteiros: o inteiro “n” expressando a
quantidade de vezes em que subdividiu-se a unidade para constituir a subunidade de medida e, o
outro, o inteiro “m”, expressando a quantidade de vezes quantidade de vezes que a subunidade

cabe na grandeza que ¢ objeto do procedimento de medida.

Tal percepcao para os racionais nos leva a no¢ao de “forma fracionaria” dos racionais.
Tal representacdo serd o foco de analise do presente trabalho. O leitor interessado numa analise
da “representacdo decimal”, para os racionais, pode consultar (NIVEN, 2012); (COURANT;
ROBBINS, 2000) ou (LIMA et al, 20006).

6.2 0OS RACIONAIS COMO “LEGITIMOS” NUMEROS.

A “numerizacao” dos racionais foi um processo historicamente lento que materializou-se
com o desenvolvimento de uma aritmética propria. Trata-se de um consideravel salto conceitual,

repleto de sutilizas significativas, o qual sera desenvolvido nesse topico.

Nesse sentido, destaca-se a seguinte consideragao:

O passo seguinte e decisivo foi dado conscientemente somente apos
séculos de tentativas: o simbolo 7 foi despojado de sua referéncia
concreta ao processo de medir e as quantidades medidas e, ao invés
disso, considerado como um puro numero, uma entidade em si propria,
no mesmo nivel dos nimeros naturais. Quando m e n sao numeros
naturais, o simbolo 7" € denominado de niimero racional. A utilizagdo
da palavra niimero (originariamente significando apenas ntimero natural)

concomitancia, em simultaneidade. E ¢ justamente disso que se trata: dois segmentos sdo comensuraveis
se existe um terceiro segmento que “cabe” uma quantidade inteira de vezes em ambos
Ou seja, se e somente se, apos subdividir-se o segmento “a” em n subsegmentos congruentes justapostos

“27 tal subsegmento couber m vezes no segmento “b”.

17



67

para estes novos simbolos ¢ justificada pelo fato de que a adicdo e a
multiplicagdo destes simbolos obedecem as mesmas leis que orientam
as operagdes com numeros naturais. Para que isto possa ser mostrado,
deve-se primeiro definir adi¢do, multiplicagdo e igualdade de nimeros
racionais. (COURANT;ROBBINS, 2000, p.63)

Desse modo, somos naturalmente levados para as classicas definigdes fundamentais

acerca das operacdes sobre racionais. De fato, dados a, b, c € d niimeros inteiros quaisquer,

define-se: & = 1; ¢ = ¢ se, e somente se, ad = cb (Defini¢do de igualdade entre nimeros

ad+cb
bd

multiplica¢do entre racionais).

racionais); ¥ + § (Defini¢do de soma entre racionais) e 7.5 = 73 (Definigdo de

Essas defini¢gdes merecem detidas reflexoes.

Primeiramente, deve-se ponderar acerca da legitimidade e conveniéncia de utilizar-se tais
defini¢des as quais, num primeiro contato, podem soar bem esotéricas no aspecto motivacional,
para as mentalidades discentes: Por que define-se as operacoes sobre os racionais como feito

acima? Qual a motivacdo de fazer-se dessa forma e nao de outra?

A resposta para tais indagagdes, essencialmente repousa num certo utilitarismo o qual
Richard Courant e Hebert Robbins elucidam magistralmente o caminho a ser perquirido:

Precisamente estas defini¢cdes sdo impostas a nds se quisermos utilizar
os numeros racionais como medidas de comprimento, area etc. Porém,
estritamente falando, estas regras para a adicao, multiplicagado e igual-
dade de nossos simbolos sdo estabelecidas por nossa propria definigéo,
e ndo nos sdo impostas por outras necessidades que ndo sejam as de
consisténcia e utilidade para as aplicagdes.(...) deve-se enfatizar mais
uma vez (...) as regras sdo impostas por nossa vontade. Podemos, por

: f X a ¢ __ atc
capricho, decretar uma outra regra para a adigdo, como ¢ + g = 77,

que, em particular,forneceria % + % = %, um resultado absurdo do ponto

de vista de medida. Regras desse tipo, embora logicamente permitidas,
tornariam a aritmética de nossos simbolos um jogo sem sentido. O livre
exercicio do intelecto é orientado aqui pela necessidade de criar um
instrumento adequado para lidar com medidas.

(COURANT;ROBBINS, 2000, p.64-65)

Porém, curioso notar que apesar de Richard Courant e Herbert Robbins bem ressaltarem
a motivagao pragmatica para as defini¢des canonicas das operagdes sobre os racionais, os autores
nao explicitam que, a bem da verdade, a nocao de racional pela via da comensurabilidade inspira
tais defini¢des operatorias canonicas. Mais que isso: no caso de m e n naturais, tais defini¢des
operatdrias sao uma implicacio logica da nocdo de comensurabilidade. Portanto, o nexo entre
tais defini¢des e o conceito de racional ¢ bem mais do que meramente pragmatico. Ha conexdes

logicas e, sobre isso, dedica-se a subsecao seguinte.
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6.2.1 Sobre a razoabilidade das defini¢des operatorias

De fato, analisemos a necessidade e razoabilidade das defini¢des, na ordem em que cada
uma foi feita.

a

Comega-se, portanto, por: ¢ = 1. Trata-se da defini¢do mais imediatamente inspirada
pela nogdo de comensurabilidade. Quando a € N, £ significaria, pela nogdo de comensurabili-
dade, que subdividiu-se a unidade em “a subsegmentos unitarios” e, em seguida, enfileirou-se,
de forma justaposta, “a vezes” tais subsegmentos. Evidentemente, tal procedimento resulta no
segmento unitario. Portanto, quando a € N, a nogdo de comensurabilidade implica que ¢ = 1.

Razoéavel, portanto, estender isso para os inteiros, por for¢a de definigao.

Foca-se agora na defini¢do da igualdade entre racionais. Ou seja, ; = ¢ se, € somente

se, ad = cb. Por que disso? Qual seria a motivagao disso pela nogdo de comensurabilidade?

a

Novamente, pensemos com nimeros naturais. Nessa linha, { € < representam medidas de

SHISEESH e}

segmentos comensuraveis com a unidade. Portanto, € natural definir = £ se, somente se, § € 5

c

sdo medidas para um mesmo segmento de reta. Mas § € <

de reta se, e somente se, a.3= €.+

Assim, a.3=c¢.2 & b.a.j=b.c. & d.b.a;=db.c.: & da(b.;)=b.c(d.}) & da(l)=
b.c.(1) & d.a. = b.c.

sao0 medidas de um mesmo segmento

Portanto, a definicdo de igualdade entre racionais, que ¢ uma implica¢ao logica quando
lidamos com naturais, € perfeitamente razoavel e natural para o contexto mais amplo, ou seja,
quando a,b,c e d sdo inteiros (reitera-se que, quando tais nimeros sdo naturais, a defini¢do de
igualdade ¢, conforme demonstrou-se, uma implicagao légica do conceito de comensurabili-
dade).

Ademais, convém destacar que a definicao de igualdade entre os racionais ¢ a responsavel

pela nogdo de “fracdes equivalentes”. De fato, dados a,b e k inteiros t€ém-se que a.k.b =b.k.ae,

a.k

portanto, pela definicdo de igualdade, £ = ¢ ¢ diz-se, por convengdo de nomenclatura, que T

bk b
R a
¢ equivalente a 3.

A nogdo de fragdo equivalente, também leva ao conceito de “fragdo irredutivel”. De fato,

dado 3 pode correr que, pelo TFA, a e b tenham algum fator primo em comum: digamos que

k seja tal fator. Logo, a = k.a; € b = k.b; ¢, pela nogdo de fragdo equivalente, ; = 2—2‘11 = 3.

Novamente, pelo TFA, investiga-se os fatores primos comuns entre a; € b; e aplicando-se,

reiteradamente, o procedimento descrito, t€ém-se: § = IZ% = % = .. = 3*, onde a, € b,
ndo possuem mais fatores primos em comum. Nesses termos, = € dito, por convengédo de

nomenclatura, a forma irredutivel, ou a “fracdo irredutivel” de 7.

Foca-se agora na razoabilidade da defini¢ao da soma de racionais. No primeiro contato
formal, a definicao de soma nos racionais tende a soar, nas mentalidades discentes, como uma

formula altamente esotérica, obscura. Qual seria o estimulo para definir-se 7 + ¢ como sendo
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exatamente “d“b‘? Na maioria das vezes, responde-se isso pela via do argumento de autoridade.'®

Para alcancgar a compreensao da motivagado para a defini¢ao da soma, também parte-se
de a,b,c e d como sendo numeros naturais ¢ da nogao de comensurabilidade. Nesse sentido, o
passo crucial ¢ trabalhar com “fragdes equivalentes”. De fato, dados 3 € ¢, tem-se, pela nogdo
de equivaléncia (a qual foi introduzida pela nogao de igualdade entre fragdes) que:

a _ ad c _ ¢cb _ cb dcb

b~ bd®d T @ — bd
comensurabilidade, o qué elas significam?

Basta focar, portanto, nas fragdes 5 : pela nogdo de

—d - significa a medida de um segmento que tem, por comprimento, “a.d vezes” o compri-

“13’

mento do subsegmento “;5”. Por sua vez b significa a medida de um outro segmento que tem,

b
por comprimento, “c.b vezes” o comprimento do subsegmento “; 1 ”. Portanto, € natural associar
a soma dessas fragdes a soma dos comprimentos de seus respectlvos segmentos e,nesse sentido,

“1”

teremos, justapondo os dois segmentos, “a.d + ¢.b” vezes o comprimento do subsegmento “;-”.
Logo, para niimeros naturais e considerando o conceito de comensurabilidade,§ + § = %
¢ uma implicac¢ao légica da no¢ao de comensurabilidade. Assim, é razoavel a defini¢do para

extensdo em a,b,c e d numeros inteiros.

Por fim, foca-se na razoabilidade da definicdo de multiplicacdo. Trata-se de apreensao
mais sutil e que estende a no¢ao de comensurabilidade para duas dimensdes. Vejamos: Qual

seria a inspiragdo para definir-se ¢ * £ como sendo igual a 757

Tal como no caso da adi¢ao, parte-se das fragf)es equivalentes sobre um mesmo deno-

minador: ¢ = %4 ¢ ¢ = £ Portanto, ¢ * 5 = %4 x £ E, pela no¢do de comensurabilidade, o
qué deveria significar Z—j * m, para a, b ced naturals‘7 Conforme o professor Elon Lages Lima

(LIMA,2009) demonstra, a multiplicagdo entre dois comprimentos remente, geometricamente, a

nocdo de area.

Portanto, a comensurabilidade, deve ser pensada num contexto maior de duas dimensoes.

Isso pode ser feito da seguinte forma: dados os segmentos de medidas 75 e podemos associar

a:
o primeiro a base de um retangulo e o segundo, a altura do conforme esquema adiante (vide
Figura 6).

Dessa forma, %< 5 * @ seria a area do retangulo a seguir. Porém, a drea do retangulo acima
13 1 29

pode ser compreendida como a soma da area de “ad.cb” quadrados de lados .

No entanto, conforme o professor Elon Lages Lima (LIMA,2009) demonstra, a area de
um quadrado de lado ;5 deve ser a “(bd)? ésima parte” da 4rea de um quadrado de lado unitario,
a qual ¢, na grandeza fiswa area” deﬁmda como a unidade de medida. Ou seja, a area de um
quadrado de lado ; deve ser igual a

ad cb ad(cb) _ ac.(bd)

er 40 * o = aE — bd.(bd)

wa)? d) Logo, para a,b,c e d naturais, deve-se necessariamente

18 Evidente que estimulos reiterados dessa natureza ndo poderia alimentar outro cenario, sendo o da
pobreza intelectual no ensino e o desprazer generalizado pela Matematica.

19 A leitura de tal obra (LIMA,2009), inspirou o autor da presente dissertagdo na correta apreensdo da
razoabilidade para a definigfo, tal como feita, de multiplicacdo de racionais.
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Mas, pela nogdo de “fracdo equivalente”, segue que:

ac.(bd) __ ac ad , cb _ ac _ a4 ¢ ] ica
bd.(bd) = bd" Logo, 15 * {5 = 15 = ¢ * 5 sendo, portanto, razoavel a defini¢do para a

extensdo de a,b,c e d inteiros.

Figura 6 — Geometria da multiplicacao

*—9 9 ¢ -—-p—0—0—9 T
LN I ]
© i 9
© L O
c.d vezes
. a ! ' v e 1 2 e ’.‘ segmentos
e | 1 [ | ! 1 & que medem
I' . ' 8 ] ; ' 'I 1/bd
® i Q
o --- o--|--
*0. luhd
[ Q Q e---p—0—ao—=ee:.-:1...
I 1
1 1
l,f'bdl

a.d vezes segmentos que medem 1/bd

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

6.2.2 Implicacdes das definigdes operatdrias

Justificada a razoabilidade das defini¢cdes operatorias, urge refletir sobre algumas signifi-
cativas implicacdes.

A implicacdo mais imediata, e trivial, ¢ que tais definigdes resultam em “operagdes
fechadas” sobre os racionais: com isso, quer-se dizer que somar ou multiplicar racionais sempre

resultara em racionais.

A implicag@o mais sutil foi a responsavel pela “numerizagdo” dos racionais e sera o foco
dessa secdo. Conforme ja mencionado, as defini¢des das operagdes nos racionais sdo feitas de tal
forma que todas as leis fundamentais da Aritmética validas para os inteiros continuam validas,
com excecao do PBO, no campo dos numeros racionais (comutatividade e associatividade da
soma e multiplicagdo; existéncia de elementos neutros para adi¢ao e multiplicagdo; existéncia
de simétrico aditivo e lei distributiva). Para verificar tais fatos imediatos, basta aplicar con-
venientemente as defini¢oes e utilizar-se das leis fundamentais da Aritmética dos inteiros. O

leitor que tiver alguma dificuldade nesse sentido e quiser maiores detalhes, pode consultar a obra
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(COURANT; ROBBINS, 2000). Tao somente a titulo de exemplo, sera explicitada a validade da

“lei distributiva” (o caso mais interessante).

Quanto a Lei distributiva, parte-se de §(§ + ?). O qué significa isso? Pela defini¢do de

soma nos racionais, segue que: (j+ 7 = %). Logo, utilizando defini¢ao de multiplicagdo dos
racionais, segue que: 4(§ 4 %) = ¢(<Lred) = 9L porém, pela distributividade dos inteiros,

a(cf+ed) __ acftaed e) __ acf+aed

. Ouseja, $(5+ %

temos que a(cf + ed) = acf + aed. Assim,

bdf bdf 7T T e
Foca-se, agora, no sentido de (§ * §) + (§ * 7). O que seria tal expressdo? Aplicando-se
primeiramente a definicdo de multiplicacao e, em seguida, a soma tem-se que:
o _ac(bf)+ae(bd) __ blacf+aed) blacf+aed) _ acf+aed .
(5%q) + (5= ?) =0 T o T odeh = bwdn - Mas T = T Pois

sdo fragdes equivalentes.

Logo, &(5 + <) = acltacd — (4

7 b )+ (§ * ?) e, portanto, vale nos racionais a “lei

c
d
distributiva”.

Portanto, uma vez que as leis fundamentais da Aritmética dos inteiros continuam validas
nos racionais, esses podem ser operados analogamente a aqueles e, conforme ja dito, foi esse fato
o responsavel pela “numerizagdo” dos racionais ao longo da evolu¢io do pensamento matematico:
os racionais, inicialmente pensados tdo somente como razao entre inteiros(comensurabilidade
entre segmentos), foram progressivamente abstraidos para a condi¢do de “legitimos” niimeros
(Assim, por exemplo, vale nos racionais, por argumentos totalmente analogos, a tal “regra dos
sinais”, vista para inteiros. Mais geralmente, toda propriedade operatdria dos inteiros que seja

consequéncia de suas “leis fundamentais da aritmética”, continuam validas nos racionais.).
9

Ademais, pela forma como definiu-se a multiplicagdo, surge também, nos racionais nao
nulos, uma novidade: a existéncia de simétrico multiplicativo (Pois, ™* # 0 = ™ # 0. Logo,
m n mn

ooy L =T — ] e, portanto, — ¢ o simétrico multiplicativo, também conhecido como inverso
n m nm m

multiplicativo, de ™).

Quanto a nao validade do PBO nos racionais, basta considerar, como contra exemplo,
o conjuntos dos racionais positivos da forma %: ¢ ndo vazio, limitado inferiormente por zero e
ndo admite menor elemento pois, se tal elemento existisse, seria possivel obter um ntimero da
forma % menor ainda, bastando considerar n suficientemente grande. Eis o motivo de nao termos
analogos ao TFA e ao Teorema da Divisdo Euclidiana nos racionais: tais resultados necessitam

essencialmente do PBO, conforme demonstrou-se.

Por fim, mas ndo menos importante, convém explicitar o sentido que as defini¢cdes
operatorias produzem para racionais da forma =, - ou =" com m € n naturais: trata-se de um
sentido algébrico, fundado nas leis fundamentais da aritmética que os racionais gozam. Vejamos

tal “sentido algébrico”.

As fragdes —* e - necessariamente devem ser compreendidas como o simétrico aditivo

de ™. Pois, pela definigdo de soma, tem-se:

m oy —m _ mntmn) 0 _ gem 4 om _ mn)dmn) 0

o n(—n

nn nn n —n n(—mn) ) = 0. Porem,
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ocorre que as leis fundamentais da aritmética implicam que o simétrico aditivo deve ser tinico.?

Portanto, segue que —* = - = —() = —™. Onde —™ ¢ um simbolo, amplamente utilizado,

—n n
para exprimir a ideia do simétrico aditivo de **, o qual € tnico.
E quanto a expressdo —? Trata-se de simbolo que deve ser, necessariamente, entendido

como o simétrico aditivo de —2. Pois:

n '

ER e e R R

Porém, conforme explicitado, o simétrico aditivo € sempre unico. Logo, como ™* € o

. .. m .. Cmom
simétrico aditivo de —"*, segue pela unicidade que: = = .

20" De fato, suponha que § = v e G = v’ sdo simétricos aditivos de § = u. Logo, u +v =0 =u+v =
v+ (u+v)=v+(u+v)=>wW4+u) +v=w+u)+v=04+v=0+v =>v="1".
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7 NUMEROS IRRACIONAIS: UM SALTO PARADIGMATICO.

Inicia-se e desenvolve-se o presente capitulo, reforcando a analise do procedimento de
medir, de forma essencialmente analoga a Richard Courant e Herbert Robbins (COURANT;
ROBBINS, 2000).

Independentemente da natureza da grandeza fisica a ser medida, a abstragdo matematica
reduz o problema de medir ao seguinte problema equivalente: Dados um arbitrario segmento
de reta - o segmento “x” - € um segmento unitario, - o segmento “u” - qual seria a medida de
“x”? Ou seja, como encontrar o valor x?

O procedimento de medir, conforme ja desenvolvido, ¢ o seguinte: particiona-se o

U

segmento unitario em n subsegmentos congruentes - os subsegmentos “*

- e, em seguida, alinha-
se, de forma justaposta, tantos desses subsegmentos quanto for necessario para exprimir-se a
magnitude do segmento “x”.

Nessa linha, seria plausivel, intuitivamente, conjecturar o seguinte: se n for suficiente-

“E’ﬁ
n

mente grande, o subsegmento pode ser tdo “pequeno” que seria razoavel, a priori, imaginar

e,

que ele caberia uma quantidade inteira, m vezes, em “x”.

Essa conjectura, que ¢ perfeitamente coerente com a intui¢do geométrica, ¢ equivalente a
intuir que qualquer segmento de reta seria comensuravel com a unidade. Ou seja, de forma mais
abstrata, qualquer grandeza (tempo, massa, area etc) seria comensuravel com sua respectiva
unidade: bastaria tdo somente “refinar” convenientemente a particao da respectiva unidade,

fazendo n “suficientemente grande”.

Considerando a reta numérica, tal intuicdo da “eterna comensurabilidade”, ¢ matematica-
mente equivalente ao seguinte: dado um ponto da reta, o ponto X, o segmento com extremidades
na origem e no ponto X ¢ tal que seria comensuravel com o segmento unitario. Logo, todo

ponto da reta real estaria associado a um unico nimero racional.

Essa intuicao ¢, num primeiro momento, tao plausivel que justamente a antiga matematica
grega (EVES,2011) trabalhou com ela. Em especial, os Pitagoricos. Porém, trata-se de uma
intuicdo invalida! A apreensido dessa invalidade, é a via para a compreensio do conceito
de niimero “irracional”: por mais nao intuitivo que possa parecer, existem segmentos de reta
que ndo sdo comensuraveis com a unidade!?! Em termos de reta numérica, isso € equivalente
ao fato de que, se considerarmos somente a existéncia dos nimeros racionais, entdo existirdo
pontos da reta que nao estardo associados a nenhum numero: ou seja, a reta numérica teria
“furos™!.

Na evolucdo do pensamento matematico, conforme Howard Eves exprime (EVES,2011),

a descoberta da existéncia de segmentos incomensuraveis e, portanto, de medidas que ndo
poderiam ser expressas por niumeros racionais, constituiu-se num profundo conflito paradigmatico

2" Mais genericamente, uma vez que a unidade de medida ¢ arbitraria, existem segmentos de reta que ndo

sdo comensuraveis entre si.
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€ numa grave crise a ser superada:

A descoberta da irracionalidade (...) provocou alguma consternagio nos
meios pitagoricos. Pois ndo so6 ela parecia perturbar a suposi¢ao bésica da
escola, de que tudo dependia dos niimeros inteiros, como também porque
a definicdo pitagdrica de propor¢ao, assumindo como comensuraveis
duas grandezas quaisquer similares, fazia com que todas as proposi¢des
da teoria pitagdrica das propor¢des se limitassem a grandezas comensu-
raveis, invalidando sua teoria geral das figuras semelhantes. Tao grande
foi o “escandalo logico” que por algum tempo se fizeram esforcos para
manter a questdo em sigilo(...) (EVES, 2011, p.106-107)

Por que a intuigdo pitagorica - a de que dois segmentos de reta quaisquer seriam sempre
comensuraveis - ndo esta correta? O argumento classico, conforme Howard Eves (EVES,2011)

demonstra, passa pela reflexdo sobre a diagonal e o lado de um quadrado.

De fato, dado o quadrado ABCD abaixo, com lado unitario, suponhamos, por reducao ao

absurdo, que a diagonal AC seja comensuravel com o lado AB.

Figura 7 — Uma suposic¢ao absurda

A B

D

L

Suposicio de ac =M ab => ac=1.1=M
n n n

L

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Logo, tém-se que:
(1) ac="rab="".1="2
Porém, pelo teorema do Pitdgoras aplicado no triangulo ACB, segue que:

(2) (ac)? = (ab)? + (ab)? = (1)2 + (1)2 =2
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Assim, substituindo (1) em (2), segue:

(3) ()% = 2, ou seja, o suposto racional 2 deveria ser um namero tal que, ao quadrado,
n n

resultaria em dois.?

Pelas leis da aritmética sobre os racionais, a equagao (3) € equivalente a:

(4) (m)? = 2(n)?, onde m e n sdo inteiros.

Porém, a equagdo (4) expressa uma relacdo insustentavel com o Teorema Fundamental
da Aritmética. De fato, uma vez que 2 € primo, basta refletir na decomposi¢cao em primos dos

Inteiros m € n.

Preliminarmente, note que, se “a” € um inteiro qualquer, entdo ou “a” possui “fatores 2”
na decomposi¢do ou “a” ndo possui “fatores 2”” na decomposicao. De qualquer forma, pelo TFA,
poderemos sempre escrever a = 2¥c onde k expressa a quantidade maxima de fatores primos
“2”, com k > 0 (k=0 se, e somente se, “a” ndo possuir fator primo 2 na decomposi¢do). Assim,
sempre, teremos que (a)? = 22%¢? ¢, portanto, (a?) sempre possuira uma quantidade par de
“fatores primos 2” em sua decomposi¢dao em primos (Lembre-se que 0 € par, para o caso k=0).

Isso ¢ suficiente para bem compreender a inconsisténcia da equagao (4).

De fato, pela argumentagio anterior, sabe-se que, pelo TFA, (m)? e (n)? devem ter uma

quantidade par de fatores “primos 2” em suas fatoragdes.

Porém, arelagdo (m)? = 2(n)? implica que, devido ao fator 2 que multiplica o termo (n)?,
a quantidade maxima de fatores “primos 2” em (m)? seria uma unidade maior que a quantidade
méxima de fatores “primos 2” em (n)2. Ou seja, teriamos um quantidade impar de fatores
“primos 2” em (m)? . Isso é um absurdo para com o TFA. Qual foi a origem desse absurdo?
Supor que a diagonal do quadrado - o segmento “ac” - seria comensuravel com seu lado, o

segmento “ab”.

Podemos transportar o segmento “ac” para a reta numérica, de forma que o ponto A
coincida com a origem da reta numérica e o ponto C esteja “a direita” da origem, na reta numérica.
23

Assim, existira um ponto da reta numérica - o ponto C’ - de modo que o comprimento do
segmento OC’ ndo serd comensuravel com o segmento unitario. Portanto, considerando somente
os racionais, o ponto C’, a principio, levaria a um “buraco” na reta numérica: no sentido de que

tal ponto C’, pensado enquanto objeto geométrico, ndo pode ser associado a nenhum racional.

Desejamos uma reta numérica “completa”. Sem “buracos”. Associa-se, portanto, o ponto
C’ a0 “ntmero” /2 entendendo-se por isso que v/2 expressa o comprimento de um segmento

que nao ¢ comensuravel com a unidade.

22 Simbolicamente, expressa-se isso pelo simbolo V2 e, 16-se, “raiz quadrada de dois”: ou seja, V2 seria
o ntimero tal que (1/2)? = 2

23 Concretamente, na Geometria Euclidiana, isso € feito pelas classicas construgdes com régua e compasso.
Em termos abstratos, tais construgdes sdo tdo somente “isometrias” no plano. Ou seja, transformagdes
que preservam distancias.
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Nosso conceito de nimero irracional, portanto, ird expressar comprimentos - distancias
- que ndo comensuraveis com a unidade. Mais geralmente, niimero irracional expressa a

medida de uma grandeza nao comensuravel com sua respectiva unidade.

Figura 8 — Um irracional classico
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Classica construgdo de \’2 sobre a reta real

Fonte: Elaborado pelo autor (2020), inspirado em (NIVEN,2012).

Com a inclusdo da nogao de “irracional”, nossa reta numérica torna-se “completa”. Sem
nenhum “furo”. Vejamos. Dada uma reta, estabelecemos um ponto para ser a “origem”. Tal
ponto, esta associado, conforme ja vimos, ao nimero 0. A direita da origem, escolhemos um
ponto para ser associado ao nimero 1. Isso estabelece uma unidade de medida, o segmento
unitario “u”. Agora, tome um ponto qualquer da reta - o ponto X - que esteja a direita®* da
origem e reflita sobre o comprimento cujas extremidades sao a origem e o ponto X (o segmento
“x’): So existem duas possibilidade 16gicas mutualmente excludentes. Ou o segmento “x”
serd comensuravel com a unidade ou o segmento x ndo sera comensuravel com a unidade. No
primeiro caso, associamos o ponto X ao racional que expressa o comprimento do segmento “x”.
No segundo caso, associamos o ponto X a um niimero irracional, entendo por isso o comprimento

N1

do segmento “x”. Nao ha mais furos na reta numérica: ela esta “completa”.

Por fim, convém fazer uma observagdo muito pertinente para fins pragmaticos da utiliza-
¢do dos numeros: qualquer irracional pode ser aproximado por racionais no nivel de precisdo

que desejar-se.

De fato, consideremos, por exemplo, o irracional v/2. Uma vez que os racionais sao
densos na reta, isso implica que se tomarmos um intervalo aberto na reta que contenha /2,
teremos racionais nesse intervalo e, portanto, tomando comprimentos “tao pequenos quanto se
queira” para tais intervalos, obteremos niimeros racionais tdo proximos de v/2 quando o desejado.

Geometricamente, na reta numérica, isso significa que: dado um segmento incomensuravel com

24 Assim como na reta numérica dos racionais, pontos “a esquerda” da origem sio entendidos algebrica-

\

mente: simétricos aditivos dos pontos que estdo a “direita” da origem.
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a unidade, podemos sempre obter segmentos comensuraveis com a unidade que tenham compri-
mentos “tdo proximos quanto o desejado” quanto do segmento incomensuravel. E justamente
por isso que os nimeros racionais sao suficientes para os fins pragmaticos das medigoes. O leitor
que desejar maiores detalhes acerca da aproximagdo de irracionais por racionais, pode consultar
(NIVEN, 2012); (COURANT;ROBBINS, 2000) ou (LIMA et al, 2006).

7.1 EXEMPLOS DE IRRACIONAIS E O CONJUNTO DOS REAIS

Na se¢do anterior, fora dito que caso considerassemos somente 0s nimeros racionais na
reta numérica, entdo essa teria diversos “furos”: sendo cada “furo”, por sua vez, entendido como

um ‘“namero irracional”.

Porém, demonstrou-se como exemplo de niimero irracional, tio somente /2. Ou seja,
demonstrou-se, a priori, apenas “um furo” na reta numérica racional. Onde estariam os “potenciais
furos”? Convém observar que, uma vez que os racionais sao algebricamente fechados, um

exemplo de irracional basta para deduzir a existéncia de diversos irracionais.

De fato, no caso de v/2, podemos pensar geometricamente na reta numérica da seguinte
forma: dado o seguimento de reta com comprimento v/2, divida-o em n partes iguais e, em
seguida, enfileire, de forma justaposta, m de tais subsegmentos. Tal procedimento, resultaria no
segmento com comprimento %\/5 Um nimero dessa forma s6 pode ser irracional. Pois, se ndo
fosse, ao multiplica-lo por ;- obteriamos, pelo fato dos racionais serem algebricamente fechados,
a contradi¢do de que /2 seria um niimero racional.

Uma vez que %\/5 possui significado para quaisquer m e n inteiros, segue que existem

infinitos irracionais.®

O conjunto de todos os racionais (Q) unido com o conjunto de todos os irracionais (I) é
denominado de conjunto dos nimeros reais R. O modelo geométrico do conjunto dos reais ¢ a
reta numérica “sem furos”, ou seja, a reta numérica que considera a existéncia de comprimentos

incomensuraveis com a unidade, os nimeros irracionais.?®

Foca-se, agora, em obter exemplos de irracionais para além dos “gerados por v/2”. Nesse
ponto, uma questdo interessante para as mentalidades discentes ¢ lembrar que 2 ¢ primo e

conjecturar se /p, com p primo, seria igualmente um namero irracional’’. A demonstra¢do

25

13

A bem da verdade, a infinitude dos irracionais ¢ “maior” que a infinitude dos racionais uma vez que esses
sd0 enumeraveis e, aqueles, ndo enumeraveis. Para uma apreensao do conceito de enumerabilidade, o
leitor pode consultar (COURANT; ROBBINS,2000) ou qualquer livro de Analise Real.

Em R, valem todas as leis fundamentais da aritmética em Q assim como a relagdo de ordem e
suas propriedades. Isso ndo sera desenvolvido para ndo torna-lo uma exposicdo de formalidades
impertinentes com o fim do trabalho. Ao leitor interessado, basta consultar qualquer livro de Analise
Real.

O qué garante a existéncia do numero real ,/p? A garantia esta na sobrejetividade da fungdo quadritica.
Nessa linha, remete-se o leitor para (LIMA et al, 2006). Para uma perspectiva geométrica, observa-se
que ,/p € um comprimento construtivel com régua e compasso e, nesse sentido, o leitor interessado
pode consultar (COURANT; ROBBINS, 2000).

26

27
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dessa questio, nada mais ¢ do que a generalizagio do argumento para a irracionalidade de v/2.
I) Dado um nimero primo p, ,/p € irracional.

Suponhamos, por redugdo ao absurdo, que ,/p seja racional. Ou seja, \/p = 7, onde tal
fragdo ¢ irredutivel. Logo, pelas leis da aritmética sobre os racionais, segue que: (m)? = p(n)?,

onde m e n sdo inteiros.

No entanto, sabe-se pelo TFA que os inteiros (m)? e (n)? devem ter uma quantidade par

de fatores “primos p”’ em suas fatoragdes.

Porém, arelagdo (m)? = p(n)? implica que, devido ao fator p que multiplica o termo (n)?,
a quantidade maxima de fatores “primos p” em (m)? seria uma unidade maior que a quantidade
méxima de fatores “primos p” em (n)2. Ou seja, terlamos um quantidade impar de fatores

“primos p” em (m)? . Absurdo para com o TFA.

Portanto, € insustentavel imaginar que ,/p, com p primo, possa ser um numero racional. []

Fica estabelecido, portanto, e pelo fechamento aritmético de Q, que nimeros da forma a

+b,/p, com p primo e a,b racionais sdo nameros irracionais.

Podemos continuar usando a for¢ca do TFA para obter, via argumentos de inspiragao

analoga, mais exemplos interessantes de numeros irracionais. Vejamos:

IT) Dado um conjunto com n nimeros primos, a raiz quadrada do produto de tais primos

(\/P1---prn) € um nimeros irracional.

Suponha, por reducao ao absurdo, que \/p1...p, = =.

n

Logo, tém-se equacio m? = (p;...p,)n.

Pelo TFA, a quantidade maxima de cada fator primo p;, com 1 < k < n, deve ser par
nos inteiros m? e n? (lembre que 0 € par). No entanto, a equagdo acima implica que a quantidade
maxima de qualquer fator primo p;, com 1 < k < n, em m? sera uma unidade maior que a
quantidade méaxima desses respectivos fatores em n?. Portanto, m? teria uma quantidade impar

de fatores primos p; em sua decomposicao.

Absurdo com o TFA. O

Fica estabelecido, portanto, e pelo fechamento aritmético de Q, que nimeros da forma a

+b,/p1---pn, cOom py, ... , p, n primos distintos entre si € a,b racionais sao numeros irracionais.

Por fim, questdo interessante para desenvolver com os discentes ¢ ponderar se, tal como
os racionais, ocorreria “fechamento aritmético” para [: ou seja, somar e/ou multiplicar irracionais

resulta sempre em irracionais? A resposta € negativa. Ou seja, somar e/ou multiplicar irracionais
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podera ora resultar em irracionais, ora em racionais. Vejamos alguns exemplos, aproveitando o

que desenvolveu-se.

De fato, comecemos pela soma. /5 e /7 seriam, pelo caso I acima, numeros irracionais.

Poderia v/5 + /7 ser racional? Se tal soma fosse racional, teriamos:

VBT =2 = (VB+VT)2 = (2)2 = 5+ Vb.74+7=(2)? = VBT = ()2 —5-T.
Ou seja, uma vez que o lado direito da Ultima equagdo € claramente racional, isso implicaria
que /5.7 deveria ser racional. Absurdo, uma vez que trata-se de raiz quadrada do produto de
primos distintos (caso II) visto acima. Logo, /5 + /7 seria um exemplo de dois irracionais que,

quando somados, resultam num irracional.

E quanto a soma dos irracionais (2-v/2) e (2+1/2)? Claramente, tal soma resultaria no

inteiro 4. Trata-se, portanto, de exemplo de irracionais cuja soma resulta em racional.

Quanto a multiplicacdo, cita-se os triviais exemplos pontuais: V2.4/3=v2.3=V6 (Pro-
duto de irracionais resultando em nimero irracional) e v/2.1/2=2 (produto de irracionais resul-

tando em numero racional).

Bem estabelecidos e compreendidos esses diversos exemplos de numeros irracionais
“imediatos”, o presente trabalho passa a se concentrar em dois nimeros irracionais “famosos”: o

“nimero de Euler” (simbolizado por ¢€) e o “nimero pi” (simbolizado por 7).

7.2 NUMERO DE EULER: IMPORTANCIA E IRRACIONALIDADE

No ensino bésico, o “niimero de Euler” (e) tradicionalmente surge no estudo dos logarit-
mos e tende a ser, junto com o 7, uma espécie de nimero “mistico” para os discentes: pois sua
importancia e irracionalidade sdo estabelecidas via argumentos de autoridade, via “axiomas”.

Desse modo, as mentalidades discentes sdo estimuladas a nutrirem um certo sentimento

de “esoterismo” para com tal niimero®®.

Os logaritmos que possuem o “obscuro numero de Euler” como base tendem a ser, no
ensino basico, denominados como “logaritmos neperianos”. E a “importancia” de e tende a
ndo ir muito além dessa banal denominagao, dessa imposi¢ao semantica. Porém, conforme o
professor Elon Lages Lima (LIMA, 2006) demonstra, até essa denominacao ¢ inadequada. Mais
precisamente, a denominacao ¢ equivocada e desprovida de conteudo significativo:

Os logaritmos que tém bases e sdo as vezes impropriamente chamados
de “logaritmos neperianos”. Na realidade, os logaritmos originalmente
introduzidos por Napier tinham por base o niimero a = (1 — 1077)".
Aliés, para sermos mais exatos, o verdadeiro “logaritmo neperiano” do
namero x era igual a 107loga1i07 (LIMA,2006,p.175)

A verdade ¢ que o “numero de Euler” ¢ resultado de uma longa maturagao intelectual na

28 Ainda mais porque e = 2, 718281... (o impacto nas mentalidades discentes € inevitidvel: como pode
um nimero tao “esquisito”, ser importante?).



80

historia do pensamento matematico (MAOR, 1994) e, talvez justamente por isso, seu significativo

teor tenda a ser evitado no ensino basico.

Portanto, o objetivo da presente se¢do € fazer uma breve digressao acerca da importancia
de e, conceituando-o pela via de significativos problemas elementares - e dando, portanto, um
honesto vislumbre de sua real importancia - conforme as obras do professor Elon Lages Lima
(LIMA, 2010); (LIMA, 2006) e de Richard Courant e Herbert Robbins (COURANT; ROBBINS,
2000). Em seguida, sera demonstrada a irracionalidade de e conforme o livro do professor Djairo
Guedes de Figueiredo (FIGUEIREDO, 2002).

Para o leitor interessado numa analitica digressdo acerca de e, sugere-se a obra “e: The
story of a number” de Eli Maor (MAOR, 1994), a qual pode ser compreendida, metaforicamente

falando, como uma densa “biografia” do numero e.

Na busca por uma curta resposta acerca da importancia de e, a percepgdo do professor
Elon Lages Lima ¢ digna de destaque:

Talvez a resposta mais concisa seja que o namero e ¢ importante porque
¢ inevitavel. Surge espontaneamente em varias questdes basicas. Uma
das razdes pelas quais a Matematica ¢ til as Ciéncias em geral esta no
Calculo (Diferencial e Integral), que estuda a variacdo das grandezas.
E um tipo de variagdo dos mais simples e comumente encontrados é
aquele em que o crescimento (ou decrescimento) da grandeza em cada
instante é proporcional ao valor da grandeza naquele instante. Este tipo
de variagdo ocorre, por exemplo, em questdes de juros, crescimento
populacional (de pessoas ou bactérias), desintegragao radioativa, etc.
Em todos os fendmenos dessa natureza, o nimero e aparece de modo
natural e insubstituivel. (LIMA, 2006, p.174)

Assim, apreende-se, por ora via autoridade, que o niimero e seria importante por ser
inevitavel no tratamento de grandezas cuja variacao seja, em cada instante, proporcional a
quantidade da gradeza no mesmo instante. Isso ¢ um fato trivial nos cursos de Célculo Diferencial
e, mais especificamente, na resolu¢do das mais simples equacdes diferenciais de 1* Ordem
(GUIDORIZZI, 2019). Porém, como tratar o e de forma intelectualmente honesta, no ensino
basico? Para essa celeuma, o professor Elon (LIMA, 2006) desenvolve uma elegante via elementar

para tratar-se de e, via o conceito de juros continuos.

O presente trabalho reproduzird tal via, com algumas adaptacdes, e alinha-se com o
professor Elon Lages Lima ao entender que tal forma de proceder, na exposi¢do de e, ¢ a
ideal para o ensino basico: o problema dos “juros continuos” € uma interessante via docente
para introduzir, nas mentalidades discentes, o conceito de e e, a0 mesmo tempo, demonstrar a

dignidade de tal numero.

Para tal empreitada, os conceitos basicos da Matematica Financeira - Montante, Capital,
Juros, Capitalizacdo em periodos distintos do periodo nominal da taxa de juros etc - serdo

utilizados sem maiores formalidades. Para o leitor que desejar uma analise de tais conceitos,
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sugere-se a obra “Progressoes e Matematica Financeira” (MORGADO;WAGNER;ZANI, 2001).

7.2.1 O problema dos juros continuos e da desintegragao radioativa.

O PROBLEMA DOS JUROS CONTINUOS.

Suponhamos que um sujeito aplique 1 real a juros de 100% ao ano. Ap6s um ano, ao capitalizar
a taxa de juros, o montante seria: (1 + (100%)(1)) = 1 + (1)(1) = 2 reais. Nesse ponto, ¢

necessario destacar que a capitalizacdo dos juros foi anual.

Agora, langa-se a seguinte questdo: qual seria 0 montante se, ao invés de capitalizacao
anual, a taxa nominal de 100% ao ano fosse capitalizada semestralmente? Ou seja: qual seria
0 montante se a capitalizagdo fosse semestral? Nesse caso, dividiu-se a ano em duas partes iguais
de modo que, embora a taxa de juros anual seja de 100% = 1, a taxa de juros a ser capitalizada
semestralmente devera ser (MORGADO;WAGNER;ZANI, 2001) de %0% = %

Assim, no primeiro semestre, teria-se (1 + (3)(1)) = (1 + 3) e, no segundo semestre,
teria-se 0 montante obtido ao término do primeiro semestre mais % de juros sobre tal quantia. Ou
seja (1+3) +(3)(1+3) =1+ 31+ )] =0+3)?

Ato continuo, lanca-se a seguinte questdo: qual seria 0 montante se, ao invés de capita-
lizagdo semestral, a taxa nominal de 100% ao ano fosse capitalizada quadrimestralmente?.
Nesse caso, dividiu-se a ano em trés partes iguais de modo que, embora a taxa de juros anual
seja de 100% = 1, a taxa de juros a ser capitalizada quadrimestralmente devera ser (MOR-
GADO;WAGNER;ZANI, 2001) de 1%0% = 1.

Portanto, no primeira terga parte do ano, teria-se (1 + (3)(1)) = (1 + 3). Na segunda
terca parte do ano, teria-se o montante obtido ao término da primeira parte mais % de juros sobre
tal quantia. Ouseja: (1+ %)+ (3)(1+3) = (14 3)[1+ (3)] = (1 + 1) Por fim, na terceira e
ultima parte do ano, teria-se o montante até entao obtido mais % de juros sobre tal quantia. Ou
sejar (1+ 32+ ()1 + 3 =0+ 1+ 3] =0+ 35>

Enfim, generalizando os procedimentos acima, foca-se na questdo de real interesse: qual
seria 0 montante se o ano fosse dividido em n partes iguais e, portanto,a taxa nominal de 100%
ao ano fosse capitalizada a cada n-ésimo intervalo do ano?. Nesse caso, dividiu-se a ano em
n partes iguais de modo que, embora a taxa de juros anual seja de 100% = 1, a taxa de juros a ser
capitalizada em cada intervalo devera ser (MORGADO;WAGNER;ZANI, 2001) de %0% = %

Dessa forma, na primeira n-ésima parte do ano, teria-se (1 + (+)(1)) = (1+ +). Na
segunda n-ésima parte do ano, teria-se o montante obtido ao término da primeira parte mais
L de juros sobre tal quantia. Ou seja: (1+ 1)+ (2)(1+ 1) = (14 H[1+ (3)] = (1+1)2
Avangando nos procedimentos de capitalizagdo ao longo dos n-ésimos intervalos, conclui-se que,
por fim, na ultima n-ésima parte do ano, teria-se 0 montante até entdo obtido mais % de juros

sobre tal quantia. Ou seja: (1 + 2)" '+ (1)(1+ 2)" ' = (14 L))" 114 ()] = (14 1)~
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Nesse ponto, uma detida reflexdo deve ser feita. Convém observar a sutileza de que, nesse
procedimento de ir capitalizando ao longo dos n-ésimos intervalos, sempre quando passa-se de
um intervalo k (dentre os n-ésimos intervalos), para a capitalizacao no intervalo k+1, ocorrera que
a variagdo do montante a ser obtido em k+1 dependera da quantidade ja desenvolvida no intervalo
k. Desse modo, pensando-se num intervalo k “infinitesimalmente pequeno”(o que corresponde a
n “suficientemente grande”), intui-se que a variacao da grandeza (Montante) sera proporcional
a quantidade presente da grandeza num dado instante (Montante até entdo capitalizado). Essa
reflexdo ¢ interessante pois, tal caracteristica das variagdes, conforme explicitado por Elon

(LIMA, 2006), tem conexao estrita com e a qual sera exposta a seguir.

Chegou-se, enfim, no problema dos juros continuos: dado um capital inicial de 1 real
e uma taxa de juros nominal de 100% ao ano, qual seria o montante a obter-se, apds 1 ano, se 0s

juros forem capitalizados continuamente?.

Por “capitaliza¢do continua”, entende-se tomar (1 + %)" e considerar n “indefinidamente
grande”. Recai-se, portanto, inevitavelmente no conceito de limite de sequéncias ¢ t€ém-se ai,
inclusive, uma salutar via docente para trabalhar-se tal conceito com as mentalidades discentes.
Para tal, recomenda-se duas obras as quais, com os devidos filtros pedagdgicos docentes, sdo
suficientes para uma exata no¢ao do conceito de limite: Richard Courant e Herbert Robbins
(COURANT;ROBBINS, 2000) e Hamilton Luiz Guidorizzi (GUIDORIZZI,2019). Para um
estudo mais profundo acerca do conceito de limites de fungdes reais recai-se, inevitavelmente,
na Analise Real e, nessa linha, recomenda-se o “Introdu¢ao a Analise Matematica na Reta” do
professor Claus I. Doering (DOERING,2017).

Ocorre que li_>m (1 + %)n existe?’ e, conforme bibliografia supracitada, trata-se justa-
n oo

mente do “ntimero de Euler” (e). Ou seja: e = le (1 + %)n Portanto, em nosso problema dos
n oo

juros continuos, 0 montante ap6s um ano devera ser de e reais.

A titulo de curiosidade, observa-se que o problema dos juros continuos pode ser facilmente
generalizado para qualquer capital inicial “C” e taxa anual de juros de “b%=a” ao ano. De
fato, por argumentos inteiramente anélogos, e utilizando-se das propriedades operatorias dos
limites(DOERING,2017), apds subdividirmos o ano em n partes iguais € pensarmos no limite,

obteriamos, apos t anos, o seguinte montante:

n

lim € (1+2)" =C lim (1+%)" =C lim (1 .\ }L)auat) _

n—00 n—00 n—00 at

2 Basta notar que a sequéncia (1 + %)n ¢ limitada superiormente e ¢é crescente. Todas sequéncias
nesses termos, conforme bibliografia citada, convergem. Para ver a limitag@o superior e o crescimento
monotono, uma via ¢ utilizar-se convenientemente o binomio de Newton e progressoes geométricas,
conforme ¢ feito pelo professor Guidorizzi (GUIDORIZZI,2019). Uma vez que tal sequéncia ¢ limitada
superiormente, ela admitird supremo. O limite sera tal supremo(DOERING,2017). De fato, tomando
um aberto em torno de tal supremo segue que, pela defini¢ao de supremo, algum elemento da sequéncia
deverd estar em tal aberto. Uma vez que a sequéncia ¢ crescente, todos os termos seguintes da sequéncia
também estardo contidos em tal aberto: isso prova rigorosamente que o limite da sequéncia existe e é
justamente o supremo.
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(Z)\ @ 2\ at
C(lim <1+£> ) :C’(lim (1+1)()> — Cle).
n— 00 at T—00 €z
O PROBLEMA DA DESINTEGRACAO RADIOATIVA.

O problema dos juros continuos ¢ um exemplo de crescimento continuo, portanto varia¢ao
continua, de uma grandeza de modo que, a cada instante, a taxa de variacdo da grandeza ¢
proporcional ao valor dessa grandeza no mesmo instante (LIMA,2010). Bem entendido o
problema dos juros continuos, podemos, de forma absolutamente andloga, partir para problemas

semelhantes de perdas continuas e, portanto, de decrescimento continuo.

Nessa linha, seleciona-se classico modelo para a “desintegracdo radioativa”, conforme a
perspectiva do professor Elon Lages Lima:

Os atomos de uma substancia radioativa (como o radio ou o uranio)
possuem uma tendéncia natural a se desintegrarem, emitindo particulas
e transformando-se em outra substancia ndo radioativa. Assim sendo,
com o passar do tempo, a quantidade de substancia original diminui(au-
mentando, consequentemente, a massa da nova substancia transformada).
Isto € feito de tal maneira que, num determinado instante, a quantidade de
matéria que se desintegra de um corpo radioativo é proporcional & massa
de substancia original presente no corpo naquele instante. A constante de
proporcionalidade « é determinada experimentalmente. Cada substancia
radioativa tem sua constante ¢ desintegragdo . Consideremos um corpo
de massa My, formado por uma substancia radioativa cuja taxa de de-
sintegracdo ¢ a. Se a desintegracdo se processasse instantaneamente(...)
(LIMA, 2010, p.120)

Desse modo, dado um intervalo de tempo t, podemos subdividi-lo em n pates iguais, de
modo que, depois de transcorrido a primeira fragao % de tempo, a massa do corpo se reduziria
a My — (Y2)My = My(1 — ). Por argumentagio analogo ao caso dos juros continuos, ao
fim dos n intervalos de tempo, teriamos de massa restante M, ( — %")n Ou seja, M(t) =
M, ( — %‘)n Porém, estamos interessados num processo continuo, logo, devemos pensar em
valores “indefinidamente grandes” para n. Em termos matematicos, isso significa refletir-se sobre:

lim M, ( 1— %)n Sera que tal limite existe? Teria relacdo com o niumero de Euler? Convém

n—oo

fazer alguns ajustes algébricos, utilizando-se das propriedades dos limites (DOERING,2017).
Notemos que:
a(4%)

ti Mo (1 )" = iy (1 )" =3 i (1- 1)

ta

e\ " . @)\t
=Mo<JLf20(1—i) ) =y (i (1-2)7)

A questdo essencial, portanto, esta no calculo do limite zll_>I£lo (1 — %) (x). Tal limite pode
ser obtido sabendo-se que e = :}Lrgo (1 + %) (JC).

De fato, basta observar que:
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(=37 ()7 = (-1 () = (- 2)"

Ou seja, tém-se que:

(1 _ %)(r) - (ILQ)M Onde, claramente”,xli_{lgO (1 — %)(m) =1lee= lim (1 + i)ﬁd-

<1+i>(m) T—00

Dessa forma, pelas propriedades operatérias de limites(DOERING,2017), segue que:
. 1 (=) 1
Jm (1-3)7 =2

Portanto, tém-se finalmente que:

M(t) = lim My (1—1@)" = Mye—te

n

7.2.2 Relevancia na teoria dos logaritmos

O numero de Euler (e) também possui um certo destaque conceitual (MAOR,1994) na
teoria dos logaritmos. Porém, a nitidez de tal destaque depende da forma como aborda-se a teoria
dos logaritmos (LIMA,2010).

De fato, no ensino basico, tende-se a expor o conceito de logaritmo - mais geralmente, o
conceito de funcao logaritmica - pensando-se na inversibilidade da fungdo exponencial. Tal via
possui uma série de inconvenientes, bem compilados e expostos pelo professor Elon Lages Lima
(LIMA,2010), mas, no contexto da digressdo aqui feita, o inconveniente mais relevante seria: a
dificuldade de apreender-se o significado de e na teoria de logaritmos, conforme vulgarmente
exposta no ensino basico. Tradicionalmente, no ensino basico, o significado de e seria tao
somente o de ser a base de certos tipos de logaritmos semantica e arbitrariamente definidos como

“logaritmos naturais™'.

Por outro lado, a relevancia de e nos logaritmos torna-se mais “natural” quando desenvolve-
se a teoria de logaritmos via a nogao de areas sob faixas de hipérbole equilatera(MAOR,1994).
Tal forma procedimental, mais do que representar explicita significancia para e, resulta em outros
notaveis ganhos tedricos(LIMA,2010): imensa facilidade para demonstrar-se certas desigual-
dades (como, por exemplo, ;7 < In(1+ x) < z); contorno da dificuldade de estabelecer o
significado de poténcias com expoentes irracionais (pois, quando o logaritmo € pensado pela via
da inversibilidade da fun¢do exponencial, pressupde-se o exaurimento do estudo de poténcias)

etc.

De fato, pensar nos logaritmos pela via da area sob hipérbole ¢ uma perspectiva tdo
proficua que, a bem da verdade, ninguém menos que Leonhard Euler cultivava tal perspectiva

denominando os tais “logaritmos naturais” de “logaritmos hiperbolicos”’(LIMA,2006). A génese

30" De fato, note que % — 0, para x suficientemente grande. Logo, 33—12 — 0, para x grande e, assim, (1 —
1y 51 de. D do, multiplicando limites reiterad 8 1— 1) 50
— , para x grande. Desse modo, multiplicando limites reiteradas vezes, t€m-se — —

31" Talvez, a nomenclatura mais honesta deveria ser “logaritmos obscuros” ou, conforme sugestio de um
certo aluno, “logaritmos bizarros”: afinal, qual seria a relevancia de pensar-se numa base tio “esquisita”
para logaritmos? Isso so estimula confusdo mental nos discentes e o sentimento de esoterismo para
com e, alimentando uma visdo profundamente irracional da Matematica. Poderia um ensino assim ir
bem? Evidente que nao.
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conceitual de tal perspectiva ¢ a seguinte: dada a fungdo f(x) = %, definida no dominio dos
reais positivos, define-se, também no dominio dos reais positivos, a fungdo F'(u) = [{* f(z)dx.
Ou seja, F(u) = [ 2du.

Geometricamente, portanto, F'(u) expressa a nogdo da area da faixa de hipérbole compre-
endida entre as abscissas 1 e u. Mais especificamente, expressa uma nog¢ao de “area orientada”
uma vez que tém-se F'(u) < Opara0 < u < 1 e F(u) = 0, quando v = 1: tudo isso deriva
imediatamente das propriedades da Integral de Riemann(GUIDORIZZI,2019) presentes em £,
por construcao. Convém ratificar: aquele que quiser uma exposi¢ao a nivel de matematica ele-
mentar para tais fatos, pode consultar Elon Lages Lima (LIMA,2010). Em termos de docéncia no
ensino basico ¢ evidente que a via do professor Elon (LIMA, 2010) ¢ a mais adequada: no fundo,
trata-se de falar de areas sob faixas de hipérbole sem recorrer-se explicitamente ao arcabougo
tedrico do Calculo Diferencial e Integral. Isso € possivel, mas resulta, como ndo poderia deixar

de ser, num caminho mais longo. A figura a seguir expressa a interpretacdo geométrica de £

Figura 9 — Logaritmos hiperbolicos

2.5

Interpretagdo geométrica para fungédo
F: "heranca" da integral de Riemann.

1.5+

0.5

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

O mais interessante, e talvez surpreendente, ¢ que a fungdo F acima possui a propriedade
de transformar produtos em somas(COURANT; ROBBINS, 2000), ou seja, F'(zy) = F(x) +
F(y) sinalizando, portanto, ser uma via adequada para uma teoria dos logaritmos. Ndo ha o
objetivo de desenvolver-se aqui a teoria dos logaritmos via areas, pois isso nos afastaria do escopo
do presente trabalho. O leitor interessado nas especificidades de tal desenvolvimento, e nas suas
proficuas implicagdes, pode consultar, a nivel de matematica elementar, a obra “Logaritmos”
(LIMA,2010) ou, a nivel do Célculo Diferencial e Integral, a obra (COURANT;ROBBINS,2000).

Assim, nessa perspectiva tedrica dos logaritmos, a fun¢@o F ¢ definida como “o logaritmo
natural” (ou hiperbolico, segundo Euler). A relevancia de e, nessa perspectiva, surge quando

reflete-se sobre a base de F: ou seja, qual seria o valor u tal que F(u)=1? Como F ¢ sobrejetiva
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(COURANT; ROBBINS,2000), tal valor existe’?. Digamos que “a” seja esse valor. Assim,
F(a)=1. Nesses termos, usando-se do Célculo Diferencial e da no¢ao de fungdo exponencial
¢ possivel demonstrar (COURANT; ROBBINS, 2000) que tal contexto implicara em: a® =

lim (1 + %)n, sendo x qualquer real.

n—oo

Assim, quando x = 1, segue que a = T}gr& (1 + %)n = e. Portanto, a base do “logaritmo

natural”(definido pela nogdo de 4reas), seria justamente o nimero de euler’®! Ademais, uma

lim (1 + %)n essa relacio é poderosa, voltaremos

vez que a = e, note que seguird que e” = dim

nela no proximo topico do trabalho.

Nesse ponto, portanto, uma vez que entende-se a base de F' como e, pode-se fazer a

134

readequagdo para a notagdo usual’* do logaritmo natural, ou seja: In(z) = F(z).

Feitas todas essas consideracdes, estamos aptos para expor o destaque que os logaritmos
na base e possuem. Nessa linha, analisa-se uma célebre frase atribuida a Leonhard Euler, segundo
leitura do professor Elon Lages Lima: “O logaritmo hiperbdlico pode ser caracterizado
pela igualdade log(1+x)=x, para todo numero infinitamente pequeno x. Esta frase é de
Euler.”(LIMA, 2006, p.176). Uma observagdo deve ser feita: o contexto dessa citagdo ¢
considerar log(x) como o F(x) definido acima ou, usando nota¢des mais usuais, log(x)=In(x). O
professor Elon Lages Lima, também oferece uma anélise para tal citagdo, a qual esta sintetizada
a seguir:

Evidentemente, na teoria habitual dos nimeros reais, ndo ha nimeros
infinitamente pequenos. O que Euler quis dizer ¢ que log(1+x) e x sdo
“infinitésimos equivalentes” ou, de modo mais preciso, que

. log(1

lim lg(+z) _ 1
z—0 x
Esta igualdade s6 ¢ verdadeira quando a base do sistema de logaritmos ¢
o numero e. Se tomarmos logaritmos numa base a teremos

. log(1
lim leg(+a) _ c,
z—0 x

onde c ¢ o logaritmo natural de a.

Na verdade, esta formula ¢ um caso particular do fato de que a derivada
da fungdo log(x) € igual a 7. Aqui tomamos log(x) numa base a qualquer.
Se a base for e entdo a derivada de log(x) sera % (No caso geral, c=log.a.)
(LIMA, 2006, p.176)

De fato, basta observar que a analise feita pelo professor Elon Lages Lima interpreta o
limite lim 2o(1+2)

im como a derivada de log(x) no ponto x=1..

32 Intuitivamente, pela interpretagdo geométrica de F, isso é bem razoavel de ser aceito: assim como a

continuidade de F.
3 Por questdes didaticas, tal conexao foi feita no sentido inverso da Histéria. A bem da verdade, Euler
definia(COURANT; ROBBINS, 2000), a priori, e como sendo a base de F. Em seguida, desse fato,

concluia que e = lim (1 + %)n

n—oo
Também esta sendo pressuposto que F € inversivel com inversa dada por e*. Conforme ja dito, esses

detalhes tedricos estdo bem desenvolvidos em (COURANT; ROBBINS, 2000).

34
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7.2.3 Irracionalidade

Bem entendida a existéncia e significado de e, é natural refletir sobre sua categorizacao
dentro dos nlimeros reais: seria e um nimero racional ou irracional? Nesse topico, sera reprodu-
zida uma classica demonstragao para a irracionalidade de e. O pré-requisito € a aceitacao de uma

certa série para e, Sobre isso, vamos refletir preliminarmente.

No topico anterior, argumentou-se pela relacao e” = nh_)nolo (1 + %)n, valida para todo x
real. Apos demonstrar essa relagcdo, Richard Courant e Herbert Robbins (COURANT; ROB-
BINS, 2000) explicitam como ela “inspira” uma famosa série para e”. De fato, basta utilizar
convenientemente o bindmio de Newton para a expansao de (1 + %)n e, em seguida, repensar o

limite para n — oo. Vejamos.

Pelo bindmio de Newton, tém-se:

4o

n3 nn

Reescrevendo convenientemente cada termo da soma, segue:

(1+2) =142+ 2 (0-L)+ 2 (1-1)(1-2)+ .+ (1-1)(1-2).. (1-2=2) (1-2=2)

Assim, considerando “n suficientemente grande”, tém-se (1 — %) — 1, para todo k natural
tal que £ < n. Dessa forma, considerando propriedades operatorias dos limites (DOERING,
2017), é razoavel considerar que:

=1+ 4Dy g

De fato, tal série, classica e canonica na teoria do Calculo Diferencial e Integral, esta
correta e detalhes rigorosos podem ser obtidos em (DOERING,2017); (COURANT; ROBBINS,
2000) e (GRUIDORIZZI, 2019).

No caso de x=1, segue que:

e=1l+gf+g+g+.+a+..

Esse sera nosso ponto de partida para argumentar-se pela irracionalidade de e. O argu-
mento sera totalmente analogo ao que consta na obra do professor Djairo Guedes Figueiredo

(FIGUEIREDO, 2002). A prova consiste numa redu¢do ao absurdo que conflite com o PBO nos

inteiros.

Suponha, por redugao ao absurdo, que e seja um numero racional. Logo, podemos

escrever e = %, de modo que tal fracdo seja irredutivel.
Considerando e = 14 & + o + 5 + ... + & + ...,

segue que:

M- (I+h+5+5+-+3) =S
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0 1 _1(.1 1 1(1 1
Mas, S22 = 3 (7 + e + ) <7 (G T @ )
No entanto, note que a expressao entre parénteses no ultimo membro ¢ uma progressao

geométrica da forma ) 2, 7", sendo 0 < r = qurl < 1. Tais progressodes, bem conhecidas do

1
ensino elementar, possuem soma igual a (12—7”) == 1 Assim, segue que:
a+1

(2) 2Rl 1 % < %%. Substituindo tal informagdo em (1), resulta que:
1,01, 1 1 11
Multiplicando por ¢!, toda a desigualdade:
0<g(B-1+i+i+5+..+4)<?
Chegou-se no absurdo. De fato, basta notar que o termo do meio, na desigualdade anterior,
certamente ¢ um nimero inteiro (pois ¢! cancela todos os denominadores de fragdes ali presentes).

Porém, tal inteiro seria maior que zero € menor que %: ou seja, construiu-se um inteiro entre 0
e 1. Absurdo com o PBO!

Logo, e certamente ¢ irracional.

7.3 O NUMERO Pi: CONCEITO E BOA DEFINICAO.

A significancia do nimero 7, no ensino basico, tende a ser tdo obscura quanto a do nimero
de Euler (e). Assim, o conceito e natureza irracional de m também tendem a ser estabelecidos

“esquizofrénicamente”, fundado-se em argumentos de autoridade.

Tradicionalmente, e isso ¢ um fato notorio, 7 ¢ definido como a razdo entre o perimetro
de uma circunferéncia por seu diametro. O que nao ¢ bem estabelecido, porém, ¢ a questao da
invariancia de tal defini¢do: o qué garante, na Geometria Euclidiana, que 7 estara bem definido?
Ou seja, o qué sustenta, na Geometria Euclidiana, que ao modificarmos as circunferéncias (e,
portanto, seus respectivos perimetros ¢ didmetros), obteremos sempre um mesmo nimero, uma

constante?

Tal reflexao € o problema da “boa defini¢cao” de 7. Evidente que, por uma questao logica,
¢ fundamental a certeza de tal invariancia pois, caso contrario, “existiriam tantos Pi’s, quantos

[P

distintos circulos” nao podendo-se falar em “o” nimero 7.

Seguramente, a humanidade comecou apreender-se dessa invariancia pela via experimen-
tal (BECKMANN, 1971) debrugando-se sobre muitos exemplos concretos de circunferéncias.
Assim, pela via experimental, muitas culturas conjecturaram tal invariancia e, a depender do
nivel de precisdo de seus métodos de medida e de calculo numérico, distintos valores para m
foram expressos ao longo da Historia. O leitor que desejar fazer tal imersdo acerca da evolucao
histdrica e matematica de 7, pode consultar a obra de Petr Beckmann (BECKMANN, 1971).
Sem duvidas, inferéncias empiricas, conjecturas, possuem alto potencial de valor agregado
matematico: mas nao podem constituir precisas definicdes matematicas, na acepcao moderna do

termo, desenvolvida, por exemplo, ao longo da reformulagdo do rigor matematico no século XIX
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(EVES, 2011).

Foquemos entdo na abstrata questao da “boa definicao” de 7: que resultados, da Geometria
Euclidiana, garantem a invariancia do resultado ao dividir-se perimetro de circunferéncia por
seu diametro? A garantia estd na no¢do de semelhanga, fundada na nog¢ao de congruéncia
(LIMA,2009). De fato, uma moderna e rigorosa exposicao dessa questdo da invariancia, nos
remete ao estudo das Homotetias. Nao € pertinente desenvolver tal teoria aqui, pois fugiria
do escopo do presente trabalho. O leitor interessado na apreensdo analitica dessa teoria, deve
consultar (LIMA, 2009). Objetiva-se aqui, tdo somente, mostrar como a solugao da questao da
invariancia ocorre pela via das homotetias. Em seguida, pensando-se nas mentalidades discentes,

sera dado um argumento mais elementar ainda para tal questao.

Para a Geometria Euclidiana Plana, Homotetias sao fun¢des do plano euclidiano para
o plano euclidiano, ou seja, transformacdes no Plano Euclidiano que sdo definidas da seguinte
forma (LIMA, 2009): dados um ponto O do plano e um numero real positivo k, a Homotetia
Ho i, € a fungdo que associa o vetor W’ ao vetor k.O?, onde P ¢ um ponto qualquer do
plano euclidiano. Ou seja: Hp (P) = kO? No fundo, a homotetia no plano corresponde a
formaliza¢do matematica da nogdo de “ampliacdo”(quando k > 1) ou “redu¢@o”(quando k < 1) de
figuras; corresponde a formalizagdo da ideia intuitiva de “zoom”. Um poderoso resultado da
teoria das homotetias, é que Homotetias aplicadas sobre “figuras” resultam em “figuras”
semelhantes, e o fundamento disso ¢ a no¢do de semelhanga entre tridngulos(LIMA, 2009).
Assim, dadas duas circunferéncias distintas, C; e Cs, com r; < 19, nota-se que existira uma
homotetia trivial entre tais figuras. De fato, basta centra-las num mesmo ponto O e, em seguida,
considerar a Homotetia Ho y com k = 72. A figura a seguir expressa tal procedimento, de modo
que P’ = Hp (P) e os vetores O? e O—ﬁ sdo colineares, uma vez que O—>P’ = kO? Porém,
para fins estéticos de visualizagdo grafica, destacou-se os vetores com distintas cores e diregdes

ligeiramente distintas:

Figura 10 — Uma Homotetia trivial

C

Fonte: Elaborado pelo autor (2020),
conforme (ELON,2009).
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Dessa forma, segue que “Dois circulos quaisquer sdo figuras semelhantes e a razao de
semelhanga ¢ a razdo entre seus raios.” (LIMA, 2009, p.46). Desse fato segue imediatamente

que &2 = Y ¢, portanto, a boa definigdo, a invariancia, para 7.
ro r1

A argumentagdo da boa defini¢do de 7 pela via das homotetias, tem o valor de bem
estabelecer tal nimero. Porém, ha o evidente “custo” de desenvolver-se o conceito de tais
transformacgdes no plano euclidiano: em si, isso € pertinente no Ensino Basico e pode ser uma
interessante oportunidade docente para desenvolver-se aplicagdes da Geometria Analitica Plana
nas mentalidades discentes. Nesse sentido, conforme ja sinalizado, remete-se o leitor para a obra
de Elon Lages Lima (LIMA, 2009).

Porém, uma argumento mais elementar para a semelhanca de circunferéncias pode ser
extraido da simples no¢ao de semelhancgas de tridngulos: na realidade, esse ¢ o ponto de partida
para a justificagdo de muitas propriedades homotéticas (LIMA, 2009).

Usemos, portanto, explicitamente a semelhanga entre tridngulos para dar uma rapida e

plausivel argumentacao plea semelhanca de circunferéncias.

Dadas duas circunferéncias distintas, centramos ambas numa mesma origem; em seguida,
inscreve-se um poligono regular na circunferéncia(C'; ) de menor raio e, prolongando tal raio(r),
obtém-se um poligono regular “andlogo” inscrito na circunferéncia(C5) de raio maior(ry). A
figura a seguir expressa tal procedimento, porém, ela explicita apenas um dos lados desses tais

poligonos regulares (pois € o essencialmente relevante):

Figura 11 — Invariancia de 7

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Dessa forma, pelo classico caso de semelhanca Lado-Angulo-Lado(LAL) os tridngulos

~ M / 14 ~ 14 M
AOB e A’OB’ sdo semelhantes. Assim, ?—” oA _ :—f Porém, a fragao % ¢ equivalente

OA
v n(Ln , , . . . "
’;((l )) = If—", onde P, expressa o perimetro do poligono regular inscrito na circunferéncia
n n

maior e p,, expressa o perimetro do poligono regular inscrito na circunferéncia menor. Portanto,

seguird que 5—” = 12. Agora, imaginando n “suficientemente grande”, ¢ razoavel considerar que
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P, — Cyep, — (. Assim, chegamos em g—f = :—f ou, equivalentemente, que %2 = %1 e,
C _ O _
portanto, 5y = oy =

7.3.1 Uma interessante demonstracao da irracionalidade de Pi

Uma vez que 7 ¢ um numero real bem definido, surge uma natural davida: seria 7

racional ou irracional??’

A resposta para tal indagacao necessitou de séculos de reflexdo e resistiuBECKMANN,
1971), inclusive, a investidas de matematicos do calibre de Carl Friedrich Gauss ¢ Leonhard
Euler. Apesar desses gigantes da matematica nao resolverem a questao, desenvolveram, em
especial Euler, técnicas que futuramente serviriam para certas provas da irracionalidade de 7
(BECKMANN, 1971).

Pra historica da Matematica (EVES, 2011), a primeira demonstragao para a irraciona-
lidade de 7 esta no século XVIII, sob o mérito do matematico Johann Heinrich Lambert. De
fato, Lambert conseguiu tal proeza utilizando-se da técnica das “fragdes continuas™. Porém,
a argumentacao tinha algumas brechas as quais, posteriormente, foram melhor blindadas por
Legendre (BECKMANN, 1971). Desde entdo, outras demonstragdes surgiram, em especial
pela via do conceito de transcendéncia®®. Nessa linha, destacam-se, conforme demonstra Petr
Beckmann (BECKMANN, 1971), os matematicos Charles Hermite e F. Lindemann os quais,
e valendo-se das contribui¢des de Euler, criaram todo um arcabougo tedrico que bem fixou a
transcendéncia de 7 e, portanto, a irracionalidade de 7. Assim, nota-se que demonstra¢des para a
irracionalidade de 7 sdo, tradicionalmente, complexas e sofisticadas. O leitor interessado numa
imersao nesse sentido, pode consultar Beckmann (BECKMANN, 1971).

E no minimo notavel, portanto, a contribui¢ao de Ivan Niven, matematico canadense,
dada em seu surpreendente artigo “a simple proof that 7 is irrational” (NIVEN, 1947): uma

elegante demonstragao para a irracionalidade de 7, em apenas uma pagina!

Da leitura do professor Djairo Figueiredo(FIGUEIREDO, 2002), descobrimos a inspira-
cao de Ivan Niven: Niven percebeu que um método desenvolvido por Hermite, para provar a

transcendéncia de e, poderia ser adaptado para provar a irracionalidade de 7. Evidentemente,

35 Qutra questdo natural, mais preliminar, seria: quanto “vale” o 72 Que nimero seria esse? O valor
de tal constante pode ser recursivamente estimando por distintos métodos (COURANT; ROBBINS,
2000). Talvez, o método mais famoso, e bem difundido, para o calculo de 7 seja o milenar “método
da exaustdo” de Arquimedes: a ideia essencial ¢ inscrever, e circunscrever, poligonos regulares
numa circunferéncia. Assim, imaginando uma circunferéncia com didmetro unitario, seguird que
pp < C=1lm< P, = p, <7< P, onde P, expressa o perimetro do poligono circunscrito de n
lados e p,, expressa o perimetro do poligono inscrito de n lados. Tais perimetros sdo faceis de calcular
em funcdo dos lados de seus respectivos poligonos e, portanto, fazendo-se n “suficientemente grande”,
7 € obtido com quantas casas decimais exatas forem desejadas. Para maiores informagdes acerca desse
método, remete-se o leitor para (COURANT; ROBBINS, 2000).

36O 1ltimo capitulo da presente dissertagdo explicita brevemente o significado dos nimeros transcenden-
tes. Todo niimero transcendente ¢ irracional.
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isso ndo reduz nem um pouco o brilho da originalidade de Niven, mas nos lembra o quanto que o

conhecimento matematico ¢ colaborativo, desenvolvendo-se dialeticamente ao longo da histdria.
Vamos expor a elegante demonstracdo de Niven (NIVEN, 1947), exatamente como feita.

Antes, porém, algumas observagdes preliminares: visando maior “democratizacao” na
apreensdo da demonstragdo, notas de rodapé serdo inseridas para melhor explicitar algumas
passagens; em termos de pré-requisitos, a demonstragdo de Niven ¢ uma elegante aplica¢do do
Célculo Diferencial e Integral para fungdes de uma variavel real ( mais especificamente, utiliza-se
do conceito de derivagdo e o Teorema Fundamental do Célculo); a estratégia da demonstragao
¢ pela via da redugdo ao absurdo. Supde-se que 7 seja racional e mostra-se que derivacao e
integracdo, convenientemente aplicadas sobre certas fungdes, resultardo na existéncia de um
inteiro entre 0 e 1. Mas isso ¢ um absurdo com o PBO e, portanto, ¢ inaceitdvel imaginar

racionalidade para 7.
A elegante demonstracio de Niven para irracionalidade de 7

Suponhamos, por redugdo ao absurdo, que 7 seja racional.

Logo, podemos escrever m = £, sendo tal fracdo irredutivel. Em seguida, define-se’” os
b

seguintes polindmios:

(1) f(w) = =
() F(z) = f(2)— fA(2)+ f@(2)—...4+(=1)"™ fC)(z), sendo o inteiro n especificado
depois.8

Notemos que n!f(x) é uma soma de mondmios com coeficientes inteiros em x, de grau

ndo menor que n.>’,

Portanto, f () e suas derivadas f()(z) geram valores inteiros para v = 0.** O mesmo

37 Conforme ja dito, isso € inspirado no trabalho de Hermite (FIGUEIREDO, 2002).

38 Conforme sera visto, o argumento ¢ invariante para n. Ao final, notar-se-a que, para n suficientemente
grande, serd possivel extrair um inteiro entre 0 e 1, resultando no absurdo. Note que f(x) é, por
constru¢do, um polindmio de grau 2n e que o menor mondmio de f tem grau n. Ademais, reitera-se que
a notagio f(*) (x), que aparece na construgdo de F(x), significa a k-ésima derivada de f em x: sempre
existira, pois funcdo polinomial sempre é diferenciavel tantas vezes quanto desejar-se (GUIDORIZZI,
2019).

Basta considerar a expansdo de (a — bz)", sendo o bindmio de Newton uma via, e notar que ao
multiplicar tal expansao por £, o grau de cada mondmio aumentara em n. Desse modo, obter-se-a4 um
polindmio de grau 2n cujo mondmio de menor grau tera poténcia n em x.

Imediato para f(0). No caso das derivadas de f, basta observar que, pelas regras de diferenciabilidade,
(n!f(z)) = n!f'(z) e que, aplicando isso recursivamente, tém-se (n!f(z))*) = nlf®)(z) =

39

40

f (k)(ac) = Ww_ﬂw Assim, pensar na derivacao de f ¢, essencialmente, pensar na derivagao
k-ésima de (2" (a — bz)™)*¥). Como z™(a — bz)"™ é um polindmio de grau 2n, com n sendo o grau
do monémio de menor grau, evidente que para 1<k<n e k>2n teremos o anulamento de f*)(0). Pois,
para 1<k<n f*) sempre tera termos em x e, para k>2n, f) é 0 polinémio nulo. A delicadeza recai no
caso n < k < 2n. Nesse contexto, usando o Bindmio de Newton, nota-se que o (k-n+1) ésimo termo

de (z™(a — bz)™)*) serd multiplo de n! e, portanto, w = £()(0) resultara em algum inteiro.
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ocorrerd para x = m = . Pois, f(z) = f(% — z). *' Ouseja, f(7) e f@(r) geram niimeros
inteiros.

Utilizando-se das regras do Calculo Diferencial, temos a seguinte relacdo:

L(F'(x)sen(x) — F(z)cos(z)) = L(F'(z)sen(z)) — L (F(z)cos(x)) =

F"(z)sen(x) + F'(x)cos(x) — F'(x)cos(x) + F(x)sen(z) =

F"(z)sen(x) + F(x)sen(x) = f(x)sen(z) (Onde a ultima igualdade foi obtida pela
aplicacao de (2) e de sua derivagao dupla).

Portanto, uma vez que - (F'(z)sen(z) — F(z)cos(z)) = f(x)sen(z), seguira, pelo
Teorema Fundamental do Calculo, que:

Iy f(x)sen(x)dx = (F'(m)sen(m) — F(mw)cos(m)) — (F'(0)sen(0) — F(0)cos(0)) =

=(0+ F(m)) — (0= F(0)) = F(m) + F(0).

Note que, pela definicdo de (2), seguirda que F'(7) + F(0) serd um nimero inteiro,
pois f(x), e suas derivadas f)(z), geram valores inteiros para x+ = 0 e z = 7. Portanto,
Jo f(x)sen(x)dx é um numero inteiro.

No entanto, observemos que:

0 < f(z)sen(z) < ™4 ¢ uma relagdo véalida** para todo 0 < z < . Portanto, inte-

n!

grando ao longo da desigualdade anterior, observamos que a integral definida [ f(x)sen(z)dz,

um inteiro positivo, é arbitrariamente pequena para n suficientemente grande.*’

Desse modo, para n suficientemente grande, todo o raciocinio aqui feito implica na na
existéncia de inteiros positivos entre 0 e 1. Isso € um absurdo para com o PBO e a origem de tal

vicio foi supor que 7 pudesse ser racional.

Portanto, seguramente, 7 ¢ um numero irracional.

41 Essa igualdade nota-se por mera manipulagdo algébrica em (1)

# Defato,0 <z <m=§=>br<a=—a<-br=0<a—br<a= (a—>br)"<a". Ademais,
notemos como 0 < x <m, segue que 2" < 7. Logo, 2" (a — bx)™ < n"a™ e, portanto, f(x) < ”jﬁn
Uma vez que, para 0 <x <, tem-se 0 < sen(x) < 1, seguira a desigualdade buscada.

43 Isso segue do fato, bem conhecido da Analise Rea(DOERING,2017), de que a fungdo n! cresce muito
mais rapido do que a fungdo exponencial ¢”, onde c>1. Ou seja, c% vai para “mais infinito”, pra n
suficientemente grande e, portanto, % converge para zero.
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8 NUMEROS ALGEBRICOS E TRANSCENDENTES

Quando refletiu-se sobre o conceito do conjunto dos “numeros reais”, entendeu-se tal
conjunto como uma unido disjunta entre “niimeros racionais” e ‘“numeros irracionais”. Tal
categorizagdo, na perspectiva desenvolvida nesse trabalho, estd fundada no fato de que um
numero real ou € “comensuravel com a unidade” ou “ndo é comensuravel com a unidade”. Mais
especificamente, em termos de l6gica matematica(FILHO,2002), o que sustenta isso ¢ o fato de
usarmos uma logica “binaria” - e fundada no “principio do terceiro excluido” - quando pensa-se
na proposi¢ao “ser comensuravel com unidade”(racional). Dessa forma, a negagdo de “ser
comensuravel com a unidade” automaticamente estabelece uma classe disjunta - os irracionais -
a qual nos permite particionar os reais numa unido disjunta: um numero real ou sera racional ou

sera “ndo racional”(ou seja, irracional).

Ocorre que podemos categorizar, particionar, os reais de muitas outras formas. No
presente capitulo, uma interessante categorizacao dos reais sera brevemente considerada: niimeros

algébricos e numeros transcendentes(‘“nao algébricos”).

Para o conceito de numeros algébricos, t€m-se: ”um niimero algébrico ¢ qualquer niimero,
(...), que satisfaz alguma equac¢do algébrica da forma a,z" + a,_12" ' + ...+ a1z +ag = 0
(n > 1ea, # 0) onde os coeficientes a; sdo inteiros.”(COURANT; ROBBINS, 2000, p.124).

Desse modo, por negagdo ldgica, nimero “ndo algébrico” ¢ denominado de “transcendente”.

Assim, com o conceito de nimero algébrico, rapidamente reconhece-se a existéncia de
diversos “reais algébricos™: os racionais, por exemplo. Todo racional, nimero irredutivel g,
¢ evidentemente raiz de gz — p = 0 e, portanto, um niimero algébrico. Por mera tentativa e
erro, também verifica-se “muitos” irracionais que sdo algébricos: nimeros da forma ,/p, com p
primo, sdo irracionais* algébricos. Pois sdo, evidentemente, raizes das equagdes algébricas da

forma 2% — p = 0.
Sera que todo numero real seria algébrico?

Ou seja, equivalentemente, seria o conjunto dos nimeros transcendentes vazio? A
resposta € negativa e, a fundamentagdo aqui exposta, pressupde essencialmente o conceito de
enumerabilidade da Andlise Real (DOERING, 2017).

De fato, uma elegante prova para a existéncia de nimeros transcendentes foi fornecida
pelo proprio Georg Cantor (COURANT; ROBBINS, 2000), valendo-se do seu conceito de

enumerabilidade®.

# Sobre a irracionalidade de ,/p, com p primo, ja demonstrou-se em topico apropriado com base no
TFA.

4 Um conjunto é enumeravel, ou listavel, quando existe uma fungdo bijetora entre tal conjunto € o
conjunto dos naturais. Trata-se da formalizagao matematica da ideia de “poder listar os elementos de
um conjunto infinito” (DOERING, 2017). O conceito de enumerabilidade revolucionou o pensamento
matematico acerca da natureza do “infinito”, ao expor que existem infinitudes “maiores” que a dos
naturais. Uma exposi¢do elementar completa e elegante acerca da enumerabilidade também pode ser
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Usando de sua elegante e bem difundida técnica da diagonalizacido (COURANT; ROB-
BINS, 2000) Cantor demonstrou que o conjunto dos niimeros reais ndo ¢ enumeravel. Por
outro lado, Cantor, desenvolveu o conceito de altura de equacdes algébricas e, valendo-se do
Teorema Fundamental da Algebra, demonstrou (COURANT; ROBBINS, 2000) que o conjunto
dos numeros algébricos deve ser enumeravel. Logo, uma vez que os reais, ndo enumeraveis,
podem ser compreendidos como a unido disjunta de “algébricos”, enumeraveis, com os “trans-
cendentes”... segue que o conjunto dos numeros transcendentes deve ser “nao enumeravel” e,
portanto, ndo pode ser vazio. Dessa forma, a demonstra¢cdo de Cantor resulta numa surpresa:
sendo o conjunto dos numeros transcendentes “ndo enumeravel” e os algébricos enumeraveis...

Existem “muito mais” nimeros transcendentes do que algébricos!

Todas essas conclusdes, conforme ja dito, dependem essencialmente do fato do conjunto
dos niimeros algébricos ser enumeravel. Vamos esmiugar isso, atualizando a prova de Cantor,
conforme exposta por Richard Courant e Herbert Robbins (COURANT; ROBBINS, 2000), para
a moderna linguagem da Analise Real (DOERING, 2017).

Seja E'A,, o conjunto de todas as equacdes algébricas de grau n. Note que existe uma
bijegdo trivial entre EA,, e Z"™! (O produto cartesiano de Z por ele mesmo, n+1 vezes). Basta
associar a cada a, 2" +a, 12" + ... + a1z + ag a (n+1)-upla (a,, an_1, ..., ay, ag).No entanto, o
produto cartesiano de uma quantidade finita de conjuntos enumeraveis ¢ enumeravel (DOERING,
2017). Logo, uma vez que Z é enumeravel(DOERING, 2017), seguird que Z"*! serd enumeravel
e, pela bijecdo trivial aludida, F'A, é um conjunto enumeravel. Sendo FA, um conjunto

enumeravel, seus elementos sdo /istaveis.

Listemos, portanto, os elementos de £ A,,. Tomando o primeiro elemento de F A, ¢
igualando a zero obteremos, pelo Teorema Fundamental da Algebra, um conjunto finito de solu-
¢Oes para tal equagdo algébrica (no maximo n solugdes); Repete-se recursivamente o raciocinio
anterior para o segundo, terceiro, quarto... n-ésimo elemento de F'A,,: este procedimento gera,
assim, uma unido enumeravel de conjuntos finitos que contém “todos os possiveis nimeros
algébricos de grau n”, ou seja, “todos os possiveis nimeros algébricos que sdo solugdo de algum

elemento de £'A,,”.

Ocorre que uma unido enumeravel de conjuntos finitos, resulta num conjunto enumeravel
(DOERING, 2017). Assim, denotando por S FE A,, o conjunto de todos os “nimeros algébricos de
grau n”, tém-se que J;°, SE A, ¢ uma unido enumeravel de conjuntos enumeraveis e, portanto,
enumeravel (DOERING, 2017). Porém, note que |J;°; SEA,, expressa justamente a totalidade

de todos os nimeros algébricos possiveis.

Logo, o conjunto de nimeros algébricos ¢ enumeravel. Portanto, reitera-se, uma vez
que o conjunto dos numeros reais ¢ ndo enumeravel, seguira que o conjunto dos numeros
transcendentes é nao enumeravel.. Fica, portanto, o conjunto dos nimeros reais bem particio-

nado numa unido disjunta do “conjunto dos nimeros algébricos” com o “conjunto dos nlimeros

encontrada em Richard Courant ¢ Herbert Robbins (COURANT; ROBBINS, 2000).
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transcendetes”, ambos ndo vazios.

Dois exemplos particulares de nimeros transcendentes famosos sdo: e e 7. Tais nimeros,
portanto, mais do que irracionais, sdo transcendentes. Nao ¢ objetivo do presente trabalho
demonstrar isso. O leitor interessado em tais demonstragdes, podera encontra-las plenamente no
livro do professor Djairo Guedes de Figueiredo (FIGUEIREDO,2002).

Qual a relevancia da categorizacdo em niimeros algébricos ou transcendentes?

A nivel de matematica elementar, a teoria dos niimeros algébricos e transcendentes possui
uma interessante e maravilhosa aplica¢do: ¢ a chave para resolver os trés seculares e classicos
problemas gregos da construtibilidade com régua e compasso (quais sejam, a quadratura do
circulo; duplicacao do cubo e trisseccdo do angulo). Para uma exposicdo acerca desses trés
famosos problemas, que estamos supondo plenamente conhecidos, remetemos o leitor as obras
(COURANT; ROBBINS, 2000); (NIVEN, 2012) e (EVES, 2011).

Nesse contexto de reflexdo, hé algo de “especial” nos nimeros nao algébricos de modo
que, até mesmo a etimologia, foi bem considerada por Leonhard Euler: “estes nimeros sao
chamados de transcendentes, porque, como afirmou Euler, eles transcendem o poder dos métodos
algebricos” (COURANT; ROBBINS, 2000,p.124). Nessa linha, o poder dos métodos algébricos
¢ expresso pelo robusto, e profundo, Teorema sobre Constru¢oes Geométricas:

“Comegando com um segmento de comprimento unitdrio, qualquer com-
primento que possa ser construido com régua e compasso ¢ um nimero
algébrico de grau 1, ou 2, ou 4, ou 8,..., isto ¢, um nimero algébrico de
grau igual a uma poténcia de 2.”(NIVEN, 2012, p.93).

Refletir sobre a validade de tal teorema extrapolaria o escopo do presente trabalho e,
portanto, o leitor interessado nessa reflexao deve consultar (NIVEN, 2012). O interesse ¢ em
algumas de suas implicacdes. Nesse sentido, temos a impossibilidade da quadratura do circulo:

Dado um circulo qualquer, podemos considerar seu raio como unidade
de comprimento. Com essa unidade, a area do circulo sera 7 unidades
de area. Um quadrado de mesmo tamanho teria lado de comprimento
/7. Portanto, o problema da quadratura do circulo consiste em construir
um segmento de comprimento /7 a partir de um comprimento unitario
dado. Na teoria das constru¢des geométricas ¢ bem conhecido que se
pode construir um segmento de comprimento a? a partir do segmento de
comprimento 1 e a. Portanto, se fosse possivel construir um segmento
de comprimento /7 também seria possivel construir um segmento de
comprimento 7(...) O Teorema Sobre Constru¢des Geométricas diz ser
impossivel a constru¢do de um segmento de comprimento 7. Portanto,
a construgdo necessaria para a “quadratura do circulo” é impossivel.
(NIVEN, 2012, p.95)

Para a analise dos outros dois problemas gregos classicos, remete-se o leitor a (NIVEN,
2012) e (COURRANT; ROBBINS, 2000). A esséncia, a chave de ouro, igualmente ¢ o Teorema

sobre Constru¢des Geométricas e analise da algebricidade, ou ndo, de certos numeros.
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9 CONCLUSAO

As conclusdes do presente trabalho estdo fundadas num preciso desenho para uma boa
docéncia matematica. Valendo-se fundamentalmente do pensamento de Elon Lages Lima e de
Ubiratan D’ Ambrosio, relembrou-se o conceito de Educador entendendo-o numa conjungao de

virtudes técnicas e metatécnicas.

Quanto ao aspecto técnico, objeto do presente trabalho, desenvolveu-se que a boa docéncia
matematica deve fundamentalmente considerar uma integracdo adequada entre as componentes

da Conceituagdo, Manipulacao e Aplicagoes.

Dessa forma, considerou-se uma caréncia especial para a componente da Conceituacao
e, nesse viés, selecionou-se o “conceito de nimero” como um contexto de reflexdo, o qual
foi desenvolvido abstratamente, mas fundado numa reconhecida bibliografia que, fato notorio,

expressa um respeitdvel conjunto de autores dentro da intelligentsia matematica.

Nesse diapasdo, desenvolveu-se analitica e dialeticamente o “conceito de nimero”: dos
naturais, para os inteiros. Dos inteiros, para os racionais e, desses, para os irracionais. Por fim,
discutiu-se brevemente acerca da categorizacao dos reais em algébricos versus transcendentes,

objetivando expor o Teorema sobre Construcdes Geométricas.

Todo esse movimento conceitual dialético, desenvolveu-se nao s6 expondo as precisas
delimitacdes semanticas e ontoldgicas para os objetos em si, mas também alguns importantes
resultados, teoremas essenciais, conexos aos respectivos objetos numéricos mas que, infelizmente,
tendem a nao ser tratados no ensino basico ou, quando tratados, tendem a ser feitos de forma

banalizada, ou seja, fundada em imprecisdes técnicas ou em argumentos de autoridade.

Hé4 um antigo provérbio de autoria incerta, mas frequente atribuido a Confucio, de
que “a palavra convence, mas o exemplo arrasta”. Num sentido abstrato, isso foi uma diretriz
Etica implicita no presente trabalho ao longo de todo seu desenvolvimento: ao concretamente
desenvolver-se, de forma exemplificada, analitica e dialética o “conceito de numero”, o presente
trabalho almeja arrastar a esperanca, para a superficie do cognoscivel, de que a educagao brasileira
tem solucdo; de que podemos concluir, ainda que o problema educacional seja complexo e com
multiplas variaveis metatécnicas, que € possivel atingir os niveis qualitativos que nosso povo

tanto merece, deseja e necessita.
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