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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos uma exposi¢ao detalhada sobre a dindmica de uma familia
de fungdes quadraticas indexada por um parametro p. Mais especificamente, nosso objeto de
estudo ¢ a familia de fungdes f,(z) = px(l —x) com p € (1,3) U (4, +00). Abordaremos
conceitos basicos da Teoria de Sistemas Dindmicos, como: ponto fixo, atrator ou repulsor, pontos
periddicos e orbitas de um ponto. O estudo sera dividido em trés casos, de acordo com a varia¢ao
do parametro p: (CasoI) 1 < p < 2, (Caso Il) 2 < pu < 3 e (Caso III) u > 4. Veremos
a influéncia do pardmetro sobre o comportamento das drbitas que permanecem no intervalo
[0, 1]. Isto nos levara a concluir quao ricas e complexas podem ser as fun¢des quadraticas na
perspectiva dos Sistemas Dindmicos. Por fim, trazemos como proposta pedagogica um Caderno
de Atividades, direcionado ao estudante do 1¢ ano do Ensino Médio, que tem como objetivo

abordar de forma investigativa essa familia de fungdes quadraticas sob o olhar da dindmica.

Palavras-chave: Familia de Funcdes Quadraticas. Ponto Fixo Atrator. Ponto Fixo Repulsor.

Caos.



ABSTRACT

In this work, we present a detailed exposition about the dynamics of a family of quadratic
functions indexed by a parameter . More specifically, our object of study is the family of
functions f,(xz) = px(1l — x) with g € (1,3) U (4, +00). We will cover basic concepts of
Dynamic Systems Theory, such as: fixed point, attractor or repulsor, periodic points and orbit
of a point. The study will be divided into three cases, according to the variation of parameter
p:(Casel) 1 < pu <2, (Casell) 2 < o < 3 and (Case 1ll) 4 > 4. We will see the influence of
the parameter on the behavior of the orbits that remain in the range [0.1]. This will lead us to
conclude how rich and complex quadratic functions can be from the perspective of Dynamic
Systems. Finally, we bring as a pedagogical proposal a Notebook of Activities, aimed at the
student of first year of High School, which aims to approach this family of quadratic functions in

an investigative way from the perspective of dynamics.

Keywords: Family of Quadratic Functions. Attracting Fixed Point. Repelling Fixed Point.
Chaos.
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1 INTRODUCAO

A Matematica esta por toda parte. Seja na arte, na arquitetura, na musica ou na natureza,
ndo importa para onde se olhe a Matematica estara la. E ainda ¢ uma ferramenta fundamental
para diversas areas como Economia, Fisica, Engenharia, Arquitetura e tantos outros ramos do

conhecimento. Compreender a Matematica ¢ compreender o mundo que nos rodeia.

Em termos educacionais fazer com que os alunos entendam o meio que nos cerca através
da Matematica ¢ um desafio diario para o professor, visto que muitos alunos nao compreendem

conceitos basicos da matematica que sdo importantes para essa visao mais agucada.

Lamentavelmente, ndo faltam evidéncias que comprovem o resultado insatisfatorio da
educagao brasileira nos ultimos anos. Em 2018 o Nivel de Proficiéncia em Matematica no Brasil
foi avaliado pelo Programa Internacional de Avaliagcdo de Estudantes (PISA) e o resultado foi
preocupante. O Brasil caiu no Ranking e esta entre os 10 piores desempenhos de Matematica do

mundo.

Especificamente, observa-se que grande parte dos alunos do Ensino Médio apresentam
dificuldades em abstrair conteudos referentes ao estudo de fungdes e se sentem desconfortaveis
com a linguagem algébrica das mesmas. Segundo Ponte, Branco e Matos (2009, p.122) “os alunos
mostram dificuldade em lidar eficazmente com a simbologia x, y, f (x). Por vezes, compreendem
perfeitamente do que se esta a falar quando se diz que ”a imagem de 5 é 3’mas ndo conseguem

entender a expressao f (5) =3".

Diversos fatores contribuem pra este cenario, como a falta de interesse dos alunos, a
falta de estrutura adequada nas escolas, a familia que ndo acompanha a vida escolar do aluno, a
desvalorizagdo do professor. Diante disso muitos professores entram na sala de aula desmotivados

e ndo conseguem despertar o interesse dos alunos para o conteudo.

Muitas vezes, as dificuldades presentes no Ensino Bésico se estendem ao Ensino Superior
gerando um processo de aprendizagem descompassado com muitas adversidades. Pensando em
contribuir para um melhor preparo dos alunos no conteudo de Fungdes do 22 grau, este trabalho ¢
direcionado a Caracterizagao de Fungdes Quadraticas via Sistemas Dinamicos. Trata-se de uma
dissertacdo constituida por um Material Teorico, que tem como publico alvo alunos do Ensino
Superior e principalmente professores de Matematica da Educagao Basica, e um Caderno de
Atividades que pode servir como motivacao ao Professor de Matematica para abordagem do

estudo de tais fungdes de maneira diferenciada e atrativa aos seus alunos.

O Capitulo 2 traz alguns conteudos basicos de Analise como Teorema do Valor Médio e

o Teorema do Valor Intermediario que serdo fundamentais para o entendimento do Capitulo 4.

No capitulo seguinte serd relatado o desenvolvimento conceitual de fung¢do desde tempos

remotos até a atualidade, assim como um pouco da histéria dos Sistemas Dinamicos.

No capitulo 4 apresentamos o embasamento tedrico, com detalhes da dinamica de uma



familia de func¢des quadraticas, direcionado aos professores do Ensino Basico e aos alunos do
Ensino Superior.

Finalmente, no Capitulo 5 trazemos uma proposta metodoldgica através de um Caderno
de Atividades de cunho investigativo. E por fim, as consideragdes finais encerram todo trabalho

desenvolvido.



2 PRELIMINARES

Neste capitulo relembraremos alguns conceitos e resultados de Analise Real e Espagos
Métricos que serao utilizados no Capitulo 4. Para demonstragdes e maior aprofundamento
consulte (LIMA, 2015) e (LIMA, 2019).

2.1 SUPREMO E INFIMO

Definicdo 2.1 Diz-se que um conjunto ndo vazio X C R ¢ limitado superiormente se existir um
numero real A tal que v < A para todo v € X. Neste caso, dizemos que A é uma cota superior

para X.

Definicdo 2.2 Um conjunto ndo vazio X C R é limitado inferiormente se existir um numero

real a tal que a < x para todo x € X. Neste caso, dizemos que a é uma cota inferior para X.

Definicao 2.3 Um conjunto ndo vazio X C R é limitado se for limitado superiormente e limitado

inferiormente.

Proposicao 2.1 Um conjunto ndo vazio X C R é limitado se, e somente se, existem a, A € R
tais que X C [a, A].

Prova. (=) Se X C R ¢ limitado, ento, pelas Defini¢des 2.1 ¢ 2.2 existem a, A € R, tais que
r<Aea<zVre X.Dai,a<z <A VreX,istoé, X C [a, Al
(<) Se existem a, A € R tais que X C [a, Al entdo x < Aea < zVr € X. Logo, X ¢é

limitado superiormente por A e inferiormente por a. Portanto X ¢ limitado.

Axioma 2.1 Se X C R é ndo vazio e limitado superiormente, entdo X possui uma menor cota

superior.

Definicdo 2.4 Seja X C R um conjunto ndo vazio e limitado superiormente. Diz-se que A € R

¢é o supremo do conjunto X se A for a menor das cotas superiores. Denotamos

A =sup X.
Naio ¢ dificil provar que A é supremo de X se, e somente se, as seguintes condi¢des sao satisfeitas:
(i) Paratodoz € X, = < A;
(i) Paratodo e > 0, existex € X talque x > A — .

Definicao 2.5 Seja X C R um conjunto ndo vazio e limitado inferiormente. Diz-se que a € R é

o infimo do conjunto X se a for a maior das cotas inferiores. Denotamos

a = inf X.
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Da mesma forma, a ¢ infimo de X se, e somente se, as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

(i) Paratodoz € X, a < z;

(i) Paratodoe > 0, existe x € X talque x < a + €.

2.2 SEQUENCIAS

Definicdo 2.6 Uma sequéncia de numeros reais é uma fung¢do r : N — R, que associa cadan €
N a um nimero real designado por x,,. Sdo usadas as notagées (x,,)nen, (To, T1, Ta, ..., Tp,...)

ou (x,,) para indicar a sequéncia .

Defini¢do 2.7 Dizemos que uma sequéncia (x,,)nen converge para um numero real L, ou tem

limite L se, dado qualquer r > 0 existe ny € N tal que

n>ny= |z, — L] <.

Nesse caso diz-se que a sequéncia (z,,),en € convergente e que L ¢ o limite da sequéncia. Escre-

veremos lim =z, = L.
n—-+00

E um fato conhecido e importante que uma sequéncia ndo pode possuir dois limites distin-
tos.

Teorema 2.1 (Unicidade do limite) Se lim x, =ae lim =z, =bentdoa ="0.
n—-+oo n—-+oo

Prova. Veja (LIMA, 2019).

Definicdo 2.8 Uma sequéncia de niimeros reais (,)nen € dita

(i) limitada quando o conjunto dos seus termos {x,;n € N} é limitado,

(i) limitada superiormente quando o conjunto dos seus termos {x,;n € N} é limitado

superiormente e

(iii) limitada inferiormente quando o conjunto dos seus termos {x,;n € N} é limitado inferi-

ormente.

Definicdo 2.9 Diremos que uma sequéncia de niimeros reais (,,)nen €

(i) monotona crescente quando x,, < x,1 para todon € N;
(i) monotona decrescente quando x, . < x, para todon € N;
(iii) mondtona ndo decrescente quando x,, < x, 1 para todon € N e

(iv) mondtona ndo crescente quando x,,1 < x, para todon € N.
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Outro resultado classico que sera bastante utilizado neste trabalho ¢

Teorema 2.2 Toda sequéncia monotona limitada é convergente. Além disso,

(i) 11111 z, = sup{z,;n € N}, se (z,)nen for mondtona crescente ou monétona ndo
n—-—+0o0

decrescente e

(ii) 11111 z, = inf{x,;n € N}, se (x,)nen for mondtona decrescente ou mondtona ndo
n—-—+0o0

crescente.

Prova. Veja (LIMA, 2019).

2.3 FUNCOES
Consideraremos / um subconjunto ndo vazio de R.
Definicao 2.10 Diremos que f : I — R é continua em a € I se para todo ¢ > 0 existe r > 0
tal que
rel |lx—al<r=|f(zr)— fla)| <e

Além disso, f ¢ dita continua quando for continua em todos os pontos de /.

Como consequéncia da teoria de limite de fun¢des temos

Proposicao 2.2 Para que f : I — R seja continua em a € I é necessario e suficiente que

lim /(z) = f(a).
Prova. Veja (LIMA, 2019).

Exemplo 2.1 4 fungdo quadrdtica f : I — R dada por f(x) = ax® + bx + ¢, com a,b,c € R,

a # 0, é continua.

Proposi¢ido 2.3 Sejam [ : [ - Reg:J — R tais que f(I) C J. Se f é continuaema e g é

continua em f(a) entdo g o f é continua em a.
Prova. Veja (LIMA, 2019).

Teorema 2.3 (Teorema do Valor Intermedidrio) Seja f : [a,b] — R uma fun¢do continua. Se
f(a) < d < f(b) entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.

Prova. Veja (LIMA, 2019).

Definicdo 2.11 Seja X C R. Um numero a € R chama-se ponto de acumulagdo do conjunto X

se para todo € > 0, existe x € X tal que 0 < |z — a| < €.
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Definicdo 2.12 Diremos que f : [ — R ¢ derivavel em a € I, a ponto de acumulagdo de I,

quando existir o limite

o) -ty F@) = T @)

r—a xr — Q

Além disso, f ¢ dita derivavel quando for derivavel em todos os pontos de acumulagdo de 1.

Exemplo 2.2 4 fun¢do quadrdtica f : R — R dada por f(x) = az* + bx + ¢, com a,b,c € R,
a # 0, éderivavel e f'(z) = 2ax + b, Vx € R.

Teorema 2.4 (Regra da Cadeia) Sejam f : [ — Reg:J — R tais que f(I) C J. Se f e g sdo
derivaveis entdo g o f também o é. Além disso, (go f) (z) = ¢'(f(z)).f (x).

Prova. Veja (LIMA, 2019).

Teorema 2.5 (Teorema do Valor Médio) Seja f : [a,b] — R continua. Se f é derivavel em
(a,b), existe c € (a,b), tal que

Prova. Veja (LIMA, 2019).

Definicdo 2.13 Uma fungdo f : I — R chama-se
(i) monotona crescente quando para todo x,y € 1
r<y= flz) <[y
(i) monotona decrescente quando para todo z,y € [
r<y= flz)> fy).
Uma consequéncia classica do Teorema do Valor Médio que utilizaremos € o seguinte
Corolario 2.1 Seja f : I — R derivavel no intervalo I. Tem-se

(i) Se f'(x) > 0 para todo x € I entdo f é mondtona crescente em I.

(ii) Se f'(x) < 0 para todo x € I entdo [ é monétona decrescente em I.

Prova. Veja (LIMA, 2019).

Definicao 2.14 Uma fungao f : [ — R possui
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(i) um maximo local em a € I quando existe r > 0 tal que

zeln(a—rya+r)= f(x) < f(a).

(ii) um minimo local em a € I quando existe r > 0 tal que

zeln(a—rya+r)= fla) < f(z).

Finalmente, encerramos nosso apanhado sobre func¢des reais com o seguinte resultado

Proposiciao 2.4 Se f : I — R é derivavel num ponto a € I e possui maximo ou minimo local

nesse ponto entdo f'(a) = 0.

Prova. Veja (LIMA, 2019).

2.4 TOPOLOGIA DOS ESPACOS METRICOS

Os conceitos e resultados a seguir sdo essenciais para o estudo detalhado da dindmica

das funcdes quadraticas abordadas no Caso III do Capitulo 4.
Definicao 2.15 Sejam M um conjunto ndo vazio e d : M x M — R uma fungdo tal que
(i) d(z,y) > 0Va,y € M;
(ii) d(z,y) =0z =y;
(iii) d(z,y) = d(y,x) Vx,y € M;
(iv) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) Vx,y,z € M.

Nestas condigdes, diremos que d é uma métricaem M. Além disso, para cada par (x,y) € M x M,

o niimero real d(x,y) é chamado de distancia de x a y.
Definicao 2.16 Um espaco métrico é um conjunto ndo vazio M munido de uma métrica d.

Exemplo 2.3 O conjunto dos numeros reais R munido da métrica d : R x R — R dada por

d(z,y) = |x —y|, Vx,y € R é um espaco métrico. Tal métrica d é conhecida como métrica
usual de R.

Neste trabalho, R serd visto como um espago métrico munido da métrica usual.

Defini¢ao 2.17 Considere M um espa¢o métrico munido de uma métrica d e A C M. O

conjunto A é dito aberto quando para cada a € A existe r > 0 tal que

{r € M;d(z,a) <7} C A.
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Observacdo. Costuma-se utilizar a seguinte notagdo B(a,r) = {z € M;d(x,a) < r}.

Exemplo 2.4 Os intervalos da forma (c,d), (—o00,d) e (¢,4+00), ¢,d € R sdo exemplos de

conjuntos abertos em R.

Proposicio 2.5 Se (Ay), é uma familia qualquer de conjuntos abertos, a reunido Uy Ay é um

conjunto aberto.
Prova. Veja (LIMA, 2015).

Definicao 2.18 Sejam M um espago métrico e F' C M. O conjunto F' é dito fechado quando

seu complementar M — F' é aberto.

Exemplo 2.5 Os intervalos da forma [c,d], (—o00,d] e [c,+0), ¢,d € R sdo exemplos de

conjuntos fechados em R.

Proposicio 2.6 Se (F)), é uma familia qualquer de conjuntos fechados, a intersec¢do N\F)y é

um conjunto fechado.
Prova. Veja (LIMA, 2015).

Definicdo 2.19 Sejam M um espago métrico e C' C M. O conjunto C' é dito compacto quando

é fechado e limitado.

Exemplo 2.6 Os intervalos da forma [c, d)], ¢, d € R sdo exemplos de conjuntos compactos em
R.

Teorema 2.6 Dada uma sequéncia decrescente X1 D Xy D X3 D ... D X,, D ... de conjuntos

compactos ndo vazios em R, existe pelo menos um numero real que pertence a todos os X,,.
Prova. Veja (LIMA, 2015).

Proposi¢ao 2.7 Sejam X C R compacto e g : X — R uma fungdo continua. Entdo, existem
xo, x1 € X tais que g(xg) < g(x) < g(x1) para todo x € X.

Prova. Veja (LIMA, 2015).

Definicao 2.20 Diremos que um subconjunto X C R é totalmente desconexo quandoNx,y € X,
[z, 9l £ X

Definicao 2.21 Considere M um espa¢o métrico, X C M e p € X. Diremos que p é um ponto

isolado de X se existir r > 0 tal que

Bp,r)NnX = @.
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Definicao 2.22 Num espago métrico M, conjunto D C M é denso em M se para todo x € M
eparacadar > 0

B(z,r)ND # @.

Finalmente, o conceito de fun¢do continua entre espagos métricos ¢ uma generalizagdo do

conceito de fungdes reais continuas, conforme veremos a seguir.

Definicao 2.23 Sejam M, e M, espagos métricos munidos das métricas d; e dy respectivamente
e a € M. Diremos que a fungdo f : My — My é continua em a quando Ye > 0 existe r > 0 tal
que

x € My, di(x,a) <r=dy(f(x), f(a)) <e.

No caso em que f for continua em cada a € M;, diremos que f € continua.

Além disso, se f for uma fung¢io bijetora, continua e com inversa f~! continua, chamamos

f de homeomorfismo.
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3 ASPECTOS HISTORICOS

3.1 UM BREVE HISTORICO SOBRE FUNCOES

O conceito de fungdo € um dos mais importantes da matematica, nasceu da necessidade de
filosofos e cientistas em buscar ferramentas que explicassem e previssem fenomenos da natureza.
Tal conceito teve contribui¢des de diversas pessoas ligadas & Matematica e passou por evolugcdes

e aperfeigoamentos até chegar no formato que conhecemos hoje.

Nao se sabe ao certo onde e quando surgiu o conceito de fun¢do. Mas sabe-se que nogdes

primitivas ja eram usadas desde tempos remotos. Segundo S4, Souza e Silva (2003, p. 125):

A ideia de funcionalidade de uma certa maneira nao € recente na mente
humana, por exemplo, quando o homem levado pela necessidade, passou
a associar uma pedra a cada animal visando ao controle de seu rebanho,
poderiamos encarar essa relagdo de dependéncia entre as pedras e os
animais como uma relacao funcional.

Muitas civilizagdes antigas usavam, mesmo de forma intuitiva, conceitos de funcionali-
dade. Por exemplo, sao conhecidas as tdbuas de argilas construidas pelos Babilonios por volta
de 2000 a.C., com tabelas sexagesimais de quadrados e raizes quadradas, normalmente usadas
na astronomia pelo povo daquele tempo. Podemos entender que essas tabelas representavam, de

forma vaga, nogdes de fungdes pois associavam grandezas de forma biunivoca.

Outra civilizag@o que contribuiu de forma significativa com o desenvolvimento da Mate-
matica foram os Egipcios. Em registros deixados por escribas, em documentos como o famoso
papiro de Rhind, haviam problemas do cotidiano que envolviam calculos de areas de terras e
volumes de graos. Na resolucao de tais problemas ja haviam evidéncias de funcionalidade, que

recaiam em fungdes polinomiais de 1° grau.

Dentre os Gregos, destacaram-se as contribui¢des dos Pitagoricos e de Ptolomeu. Pi-
tdgoras desenvolveu estudos relacionados a acustica, comparando a altura dos sons com o
comprimento das cordas vibratorias. Ja Ptolomeu, fez descobertas relacionadas a astronomia,
construiu tabelas para os comprimentos de cordas de arco x de um circulo. Em ambos os casos

podemos notar uma relagdo de dependéncia entre grandezas.

Embora a definicao de fun¢do nao tenha sido percebida pelos povos da antiguidade, eles
a usavam nos estudos das ciéncias, nos casos em que ocorriam dependéncia entre duas grandezas.
Ja na Idade Média, percebe-se, com frequéncia, no¢des de fungdes em representagdes graficas
ou verbais. Destacamos os estudos realizados pelo Bispo Nicolau de Oresme (1323 - 1382) e por
Galilei Galileu (1564 - 1642).

Segundo Oliveira, Rosa e Viana (2014, p. 53), ”para Oresme, a mensurabilidade podia

ser representada de maneira continua, tragando um grafico de velocidade versus tempo, caso a
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aceleracao fosse mantida constante”. Para Boyer (1996), Oresme foi pioneiro ao fazer uso de tal
representacdo grafica que ficou conhecida como Latitude das Formas.

Oresme descreveu graficamente a dependéncia entre a velocidade e o tempo da seguinte
forma:

Ao longo de uma reta horizontal ele marcou pontos representando ins-
tantes de tempo (ou longitudes), e para cada instante ele tragou perpen-
dicularmente a reta de longitudes um segmento de reta (latitude) cujo
comprimento representava a velocidade (BOYER, 1996, p. 181).

Os termos designados por Oresme, Longitude e Latitude correspondem, respectivamente,
a abcissas e ordenadas que usamos atualmente. Ainda de acordo com Boyer (1996, p. 181),
”Parece que ele percebeu o principio fundamental de se poder representar uma fun¢ao de uma
variavel como uma curva, mas nao soube usar eficazmente essa observacao a nao ser no caso de

funcdo linear”.

Figura 1 — Representacdo grafica usada por
Oresme

Latitudes

-Longifudés

Fonte: Elaborada pela autora (2020)

Galileu Galilei, mesmo sem ter usado explicitamente a palavra fungdo, também fez uso
de conceitos relacionados as fungdes, em seus trabalhos sobre a queda dos corpos. Galileu
conhecia as obras de Oresme, e por diversas vezes fez uso de diagramas semelhantes aos graficos

de Oresme.

Percebe-se que os estudos relacionados ao movimento possibilitou o surgimento do
conceito de fun¢do ou a relacdo entre duas grandezas. Porém, ainda faltavam ferramentas
algébricas adequadas que auxiliariam na defini¢do formal do conceito de fun¢do. No século
XVI o matematico francés Francois Viete contribuiu de forma significativa para o avanco da
simbologia algébrica.

Viéte fez a distingdo entre aritmética e algebra e, segundo Elves (2004), introduziu a
pratica de usar vogais para representar incognitas e consoantes para representar constantes. Mas a

pratica de usar as ultimas letras do alfabeto para indicar incognitas e as primeiras para constantes
originou-se de René Descartes (1596 - 1650).
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A maior contribui¢do de Descartes para a matematica foi o desenvolvimento da geometria
analitica. Ele associou curvas as equagdes algébricas e fez uso de um sistema de coordenadas
para relacionar as variaveis. Segundo Baumgart (1992, p.83), citado por S4, Souza e Silva (2003),

Descartes chegou a definir fun¢do como qualquer potencia de x, como 22, 23, ...

Em 1673, Gottfried Leibniz (1642 - 1727) utilizou o termo Fungdo pela primeira vez, para
designar quantidades que dependiam uma da outra, em sua obra intitulada Methodus tangentium

inversa, seu de functionibus.

Ha divergéncias sobre quem foi o primeiro matematico a utilizar a notacdo f para
denominar uma fun¢do. Para Cajori (1993), citado por Oliveira, Rosa e Viana (2014), Leibniz
foi o primeiro a utilizar a termologia f(x). Segundo as palavras de Sa, Souza e Silva (2003),
Leonhard Euler (1707 - 1783) foi quem introduziu o simbolo f(z) e definiu fun¢do no sentido

analitico, no qual uma fun¢ao ndo necessitava unicamente de uma expressao para representa-la.

3.1.1 Conceito de Func¢ao

De acordo com Oliveira, Rosa e Viana (2014), Johann Bernoulli iniciou a tentativa de
encontrar uma defini¢do académica para o conceito de funcao, definindo-a da seguinte forma:
”fun¢do de uma magnitude variavel a quantidade composta de alguma forma por esta magnitude
variavel por constantes”(SA, SOUZA e SILVA, 2003, p. 128). A partir deste momento, vérios
matematicos definiram o conceito de fung¢ao. Dentre eles destacaremos as contribuigdes dadas

por Lagrange, Fourier, Cauchy e Dirichlet, que ¢ a mais proxima da utilizada atualmente.

Alguns problemas impulsionaram o estudo de fung¢des e levaram a reformulagdo da
defini¢do. Por exemplo, o problema da corda vibrante que consistia em determinar uma func¢ao
que descrevia o formato de uma corda elastica em qualquer instante de tempo, considerando seus
extremos fixos. Tal problema demorou anos para ser resolvido e desafiou varios matematicos
entre eles Joseph - Louis Lagrange (1736 - 1813) que encontrou uma solugao para o problema e

definiu funcao da seguinte forma:

Chama-se fungdo de uma ou vdrias quantidades a toda expressdo de
calculo na qual essas quantidades entrem de alguma maneira, combinadas
ou ndo com outras quantidades cujos valores sdo dados e invaridveis,
enquanto que as quantidades da fungdo podem receber todos os valores
possiveis. Assim, nas fungdes sdo consideradas apenas as quantidades
assumidas como variaveis e ndo as constantes que aparecem combinadas
a elas. (MENDES, 1994, p. 37).

Outro problema importante que também contribuiu com o estudo de fung¢des foi o estudo
de séries trigonométricas feitas por Jean Joseph Fourier (1768 - 1830). Fourier ao estudar a pro-
pagacao do calor afirmou que qualquer fun¢do poderia ser expressa por uma série trigonométrica
infinita da seguinte forma:

aop nmx nmx

fl@)=—+> [ancos+bn sen ——
o X z I
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onde
nmt
l / ) cos —dt eb, l / ) sen —dt

Este estudo levou Fourier a estudar a integrabilidade das funcdes e devido isso deu uma definigdo
mais abrangente para funcao. Eis a defini¢ao dada por ele

Acima de tudo deve ser destacado que a fungdo f(z), para a qual esta
prova se aplica, ¢ inteiramente arbitraria, € ndo sujeita a uma lei de
continuidade... Em geral, a fungdo f(x) representa uma sucessdo de
valores que s3o dados a abcissa x, ¢ existe um numero igual de ordenada
f(z)... Nos ndo supomos estas ordenadas sujeitas a uma lei comum; elas
se sucedem de qualquer maneira que seja, e cada uma delas ¢ dada como
se fosse uma quantidade inica. (MENDES, 1994, p. 40).

As ideias de Fourier ndo foram bem aceitas na época, pois eram confusas ¢ ndo havia uma
formalizagdo matematica. Mesmo assim seu trabalho foi reconhecido. Em 1821, Cauchy
também deu sua contribui¢do para a formaliza¢ao do conceito de fungao:

Quando quantidades variaveis estao ligadas entre si de tal forma que, o
valor de uma delas sendo dado, pode-se determinar o valor das demais,
diz-se usualmente que estas quantidades sdo expressas por meio de uma
delas, que toma o nome de variavel independente; e as outras quantidades
expressas por meio da variavel independente sdo o que chamamos de
funcdes dessa variavel. (SA; SOUZA; SILVA, 2013, p. 133).

As defini¢des de fungdes ainda eram restritas, até que Gustav Lejune Dirichlet (1805 -
1859), ao estudar as Série de Fourier, surpreendeu a todos com uma defini¢do muito improvavel.
Em 1829, Dirichlet definiu uma fungao descontinua em todos os seus pontos, nao integravel e

que nao tinha representacao grafica . Essa funcao ficou conhecida como “fun¢ao de Dirichlet”

c, sex ractonal
flx) =

d, sex irracional

Dirichlet conhecia os estudos de Cauchy e segundo Sa, Souza e Silva (2003), Dirichlet
demonstrou que nem toda fungdo poderia ser escrita pela série de Fourier, apenas as que possuiam
algumas caracteristica especificas. Citando Boyer (1996), Dirichlet definiu fun¢do de uma forma
bem mais ampla:

Se uma varidvel y esta relacionada com uma variavel = de modo que,
sempre que um valor numérico ¢ atribuido a x, existe uma regra de
acordo com a qual é determinado um unico valor de y, entdo se diz que
y € funcdo da variavel independente z. (BOYER, 1996, p. 352).
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Com Dirichlet o conceito de fun¢do evoluiu de forma significativa e é a que mais se
aproxima da defini¢ao usada hoje. Dirichlet trocou o conceito de grandezas por nimeros e a
ideia de que toda func¢do precisava ser escrita de forma analitica. Ele acreditava que sua fungao
ndo poderia ser escrita de tal forma, posteriormente os matematicos provaram o contrario e

escreveram sua funcdo de forma analitica.

Percebe-se que o conceito de funcdo foi sendo construido ao longo de muitos anos.
Surgiram varias formalizag¢des para a definicdo de funcdo até chegar na que conhecemos hoje.
Muitas delas relacionavam variaveis dependentes e independentes. Oliveira (1997, p.22), citado
por Darronqui (2014), afirma que “€ necessario deixar claro na fun¢do as suas componentes de

variagdo, dependéncia e correspondéncia”.

3.2 BREVE HISTORICO DOS SISTEMAS DINAMICOS

Sistemas Dindmicos sdo sistemas caracterizados por mudarem de estado no decorrer
do tempo, ou seja, sistemas que evoluem segundo uma regra que relaciona o estado presente
aos estados futuros. Vivemos rodeados por tais sistemas: o mercado das agdes, as condigdes
climaticas, o crescimento de uma populagdo, o0 movimento das estrelas e planetas, o balango de
um péndulo, a formagao de uma nuvem, as reagdes quimicas e tantos outros exemplos. Por isso
a Teoria de Sistemas Dinamicos tem aplicagdes em diversas areas como Engenharia, Economia,

Fisica, Medicina e Ciéncias Sociais.

O que os cientistas se perguntam a respeito destes fenomenos € sobre qual seria seu estado
no futuro. Seria possivel prever com precisdo a precipitacao da chuva daqui a um més conhecendo
com exatiddo todos os agentes que influenciam a formag¢ao das nuvens como temperatura, ventos,
evaporacao da agua, umidade, pressao e tantos outros? E o valor das agdes na bolsa de valores
daqui uma semana? E a populagdo de um microrganismo, coronavirus, por exemplo, no decorrer

do tempo? Veremos que nem sempre € possivel.

Alguns sistemas dindmicos sao previsiveis e outros imprevisiveis. Inclusive sistemas que
possuem lei de evolu¢dao bem definida ou dependem de poucos fatores podem ser imprevisiveis.

Este ¢ o caso das fungdes quadraticas, objeto de estudo deste trabalho.

Vale ressaltar que a area de Sistemas Dinamicos € relativamente nova na matematica e
os trabalhos de Isaac Newton foram fundamentais para o desenvolvimento desta area. Newton
fez importantes estudos sobre Mecanica Celeste, provando que se desprezarmos a influencia
gravitacional entre os planetas, os mesmos se moveriam em Orbitas elipticas com o sol sendo
um dos focos. Ao modelar este sistema Newton usou equagoes diferenciais nao lineares, porém,

grande maioria das equagdes nao podiam ser resolvidas analiticamente.

O matematico francés Henri Poincaré ¢ considerado um dos criadores da teoria moderna
dos sistemas dindmicos. Poincaré ndo se preocupou em encontrar solugdes analiticas de certas

equacdes diferenciais ndo lineares, e sim com o estudo qualitativo das solugdes.
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Poincaré estudou o movimento dos planetas. Ele queria entender matematicamente o
que acontecia ao acrescentar um corpo de massa gravitacional a um sistema com dois corpos.
Este problema ficou conhecido como problema restrito dos trés corpos. Ao fazer um estudo
qualitativo Poincaré descobriu que ao invés de existirem Orbitas regulares e equilibradas ocorriam
oOrbitas irregulares, desequilibradas e imprevisiveis. Poincaré ficou assustado com o resultado e

mesmo sem saber acabava de descobrir o que hoje chamamos de dindmica cadtica.

A Teoria do Caos estuda sistemas que possuem sensibilidade as condig¢des iniciais, ou
seja, pequenas alteracdes nas condig¢des iniciais podem ocasionar consequéncias enormes €
imprevisiveis. E o que acontece, por exemplo, com e evoluc¢ao do clima e o Problema dos Trés

Corpos.

O matematico Verhulst, em 1845, fez estudos para entender o crescimento populacional
de sistemas ecologicos. Para compreender melhor tal estudo, considere uma populagdo de espécie
que habita determinado territorio. Suponha F, o numero inicial desta populagdo, F,, o nimero
da populagdo n anos depois e k£ a taxa de crescimento da populacao, dada por
P — P,

P,
Desta forma, € possivel calcular a quantidade da populacdo de cada ano conhecendo a populacao

k= = P,y = P,(1+k).

inicial e a taxa de crescimento. Assim,

By =
P2:(1+/€>P1:(1+k)2pg

P, = Py(1+ k)"

Porém, ha um problema. O modelo acima sugere que a populagdo cresca infinitamente,
0 que nao ¢ coerente a realidade, pois se uma populagao cresce indiscriminadamente entao os
alimentos tendem a escassez e a populagdo comeca a diminuir. Para tornar seu modelo mais

realistico Verhulst precisou usar o seguinte modelo
P,i1=AP,(1—-PF,) + P,.
Neste caso, 0 < P, < 1e A ¢ um valor que depende das condi¢des de cada sistema ecoldgico.

Verhulst variou os valores de \ para simular diferentes tipos de ecossistemas. Mas algo
improvavel aconteceu! O matematico observou que se A = 1, 5, a populacdo estabilizava em
1,000, enquanto para A = 2, 2 haveria uma oscilagdo ente 0,74624 ¢ 1,16284. Mas o que mais
surpreendeu foi quando A\ = 3. Para este caso foi verificado o caos no crescimento da populagdo
e a auséncia de qualquer padrao ou equilibrio. Desta forma, para que o modelo representasse a
realidade, A ndo poderia assumir qualquer valor. A fungdo f(z) = Az(1 — x) ficou conhecida

como funcao logistica e neste trabalho faremos um estudo detalhado de sua dindmica.
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4 CARACTERIZACAO E DINAMICA DAS FUNCOES QUADRATICAS

H4 varias defini¢des do que € um sistema dindmico. Neste capitulo abordaremos um
modelo de dinamica com tempo discreto. Assim, um sistema dindmico discreto € uma fungao
f: M — M em algum espago métrico M. Neste caso, a cada estado x € M do sistema ¢

associado o estado f(x) € M em que z se encontrara uma unidade de tempo depois.

Sistemas dindmicos cadticos sdo objeto de estudo em varios ramos das Ciéncias Exatas.
Muitos problemas da Biologia, Economia, Engenharia, Fisica entre outras sdo referenciados
como de comportamento cadtico, muitas vezes de uma maneira informal, baseado em alguma
propriedade manifestada pelo sistema. A seguir veremos um estudo de uma familia de func¢des
quadraticas na perspectiva dos sistemas dinamicos e apresentaremos conceitos e propriedades

que envolvem a defini¢do de aplicagdo cadtica dada por Devaney.

Definicao 4.1 Sejam f: M — M e x € M. Considere

) ==, fi(x) = f(x), F2(x) = f(f'(@)), s f(@) = f(f"(2)), VR EN
A sequéncia (" (x))nen é chamada de orbita de x por f.

Um dos objetos do estudo de sistemas dinamicos ¢ descrever o comportamento das orbitas,

analisar se cada drbita tem limite, ou descrever seus pontos de acumulagao.

Exemplo 4.1 Considere f(x) = 2x(1 — x).
A orbita de xo = 0,2 por f é

(0,2, 0,32, 0,4352, 0,4916, 0,4998, 0,4999, ...).

A orbita de x1 = 0 por f é

(0, 0, 0, 0, 0, 0, ...).
A orbita de x5 = 1 por f é

(1, 0,0,0,0,0, ..).

Podemos observar que para z, =1, z2 € [0, 1] distintos obtemos Orbitas com comportamentos

diferenciados.

No caso das fun¢des quadraticas podemos recorrer a sua representagdo grafica para melhor

compreender o comportamento das drbitas.

Com os graficos das fungdes y = z e y = f,,(x), a Orbita de cada x, pode ser representada no

eixo X através da projec¢ao dos pontos:

(0, 20), (0, fu(0)), (ful@o), fulwo)), (fulwo), fi(w0)), (fi(xo), fr(xo)), -
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Figura 2 — Orbita de

Fonte: Elaborada pela autora (2020)

4.1 PONTOS FIXOS

Definicdo 4.2 Um ponto x é dito ponto fixo de [ se satisfaz a igualdade f(xq) = xo.

Observe que neste caso tem-se f (o) = o, f2(x0) = o, f3(x0) = To,..., ["(x0) = zo. E

portanto, a orbita do ponto fixo ¢ a sequéncia (zy, =g, T, ...).

Proposi¢iio 4.1 Seja f,: R = R, f,(x) = px(1 — x). Entdo, f, possui dois pontos fixos.

De fato,

fu(x) = T
sSur(l—z) = =z
sSur(l—z)—z = 0
szpl-—2)—1 = 0
cr=0 ou pu(l—2)—1 = 0
Sr=0 ou p—pr—1 = 0

—1

Sr=0 ou z = L=

W

Sendo assim, f, tem dois pontos fixo: 0 e p, = “7_1

Graficamente, os pontos fixos de uma funcao sdo obtidos da intersec¢do do grafico da

funcdo com o grafico de y = x. A Figura 3 ilustra o caso u = 2.
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Figura 3 — Pontos fixos de f5

by

¥

e

Fonte: Elaborada pela autora (2020)

Note que os pontos de intersec¢do dos graficos ocorrememz = 0ex = p, = el —

I
2—1 __ 1

2 T2
Definicdo 4.3 Um ponto x, é dito periddico de periodo n da fungdo [ se f"(xo) = zo e

f¥(xg) # 20 V 0 < k < n. Neste caso, a érbita de x é a sequéncia

(I07 f(l‘O)’ f2<x0),...7fn_1($0), Zo, f(x0)7 fQ(I‘J)?"'afn_l(xO)a $07"')'

Definicdo 4.4 Sejam M C R, f : M — M uma fung¢do derivavel e p um ponto fixo de f.
f'(p)| # 1. Se |f'(p)| < 1dizemos que p é um

Dizemos que p é um ponto fixo hiperbolico se,

ponto fixo atrator; se |f'(p)| > 1, p é um ponto fixo repulsor.

Proposi¢io 4.2 Sejam f,(z) = px(1 —z), Vo € R, 0 e p, seus pontos fixos. Entdo,

(a) 0 ¢ ponto fixo atrator se, e somente se, —1 < p < 1.
(b) p, é ponto fixo atrator se, e somente se, 1 < j1 < 3.
(c) 0 é ponto fixo repulsor se, e somente se, it < —1 ou pp > 1.

(d) p, é ponto fixo repulsor se, e somente se, i > 3 ou pu < 1.
Prova. A derivada de f, ¢ dada por f/,(z) = pu — 2uz, Vx € R. Assim,

(a) 0 ¢ ponto fixo atrator < | f/(0)| = [u| <1 & -1 <p < 1.

(b) Como f,(p.) = p — 2up, = p — 2p (“T_l) = —u + 2, p, ¢ um ponto fixo atrator
Sl =l-p+2f<le-1<-—p+2<le -3<—pu<-1s
1< p<3.
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(c) 0 ¢ um ponto fixo repulsor < |f,,(0)| = [u[ > 1 & p < —loup > 1.

(d) p, € um ponto fixo repulsor < [f(p,)| = | —p+2| > 1 & —p+2 < —lou
—pu+2>1p>3 ou p<l.

Proposi¢cao 4.3 Sejam M C R, f : M — M derivavel com fungdo derivada continua e p

um ponto fixo atrator de f. Entdo existe um intervalo aberto I contendo p tal que se v € I,
lim f*(z) =p.

n—-+o0o

Prova. Como p é um ponto fixo atrator, existe A > 0, tal que | f'(p)| < A < 1. Além disso, pela

continuidade de f’, existe r > 0 tal que
[f'(z)| <A<LVze(p—rp+tr).
Afirmacdo. LHP f(z)=p, YV e(p—r,p+r).

De fato, seja zo € (p —r, p+r). Pelo Teorema do Valor Médio, existe pg € (p —r,p+ 1) tal que

To — P To—p

Assim,
|f(zo) — pl = |f'(po)l|0 — p| < Alzo — p|
= |f(20) — p| < Alzo — p| < |zo —p| <7
Em particular, f(x¢) € (p —r,p+ 7).

Repetindo o processo para f(z), temos
£ (f(w0)) = p| < Alf(w0) — p| < A%|zo —p| <7

= |f*(wo) = pl < A’|zo —p| <7 = f*(w0) € (p—1p+7).

Por inducgao, obtemos,
| f" (o) —p| < A"z —p[,Vn € N= f"(z0) € (p—71,p+7),Vn N,

Além disso, como A < 1, hIil A" = 0, e consequentemente,
n—-+0oo

lim |f"(xg) —p|=0= lim [f"(zq) = p.

n—-+00 n—-+o0o

Portanto [ = (p — r,p + r) é o intervalo que satisfaz a proposi¢ao.
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42 ADINAMICA DAS FUNCOES QUADRATICAS

Nesta se¢do iremos estudar os sistemas dinamicos f,(z) = px(1 — x) para os diferentes

valores do parametro .
Proposicio 4.4 Seja f,(v) = pr(l —x) Vo € R Sep € (1,4], entdo f,(]0,1]) C [0,1].

Prova. Como f;(x) = —2zp+ pu = pu(—2x + 1) para todo = € R,

1
!/
Assim, z = 1 & ponto critico de f,.
Além disso, 1
f..(z) > 0 para todo = € (—oo0, 5)
c 1
fi.(x) < 0 para todo z € (5, +00).
Consequentemente,
1
/.. ¢ monotona crescente em (—oo, 5)
e

. . 1
[, ¢ monotona decrescente em ( 2 +00),

e portanto, f,, assume valor maximo em x = 3

Assim, se z € [0, 1] entdo = € [0, 1] U (3, 1], e portanto,

refo]=0=ro <n@s<hn(y)=4<

xe (;1} = 0=f,(1) < fulz) < fu <) :%g 1.
Logo, f,.([0,1]) C [0, 1].

|
A partir de agora estudaremos os sistemas dinamicos f, : [0,1] — [0, 1] para p € (1, 3).

421 Casol-1<pu<2

Proposi¢iio 4.5 Sejam 1 < p < 2 e f,(v) = px(l — x) para todo x € [0,1]. Sex € (0,1)

~ nioN
entdo HEIEM fi(w) = py.

Prova. Para facilitar a compreensdo desmembramos a demonstracao nas etapas a seguir.
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(i)

(iii)

(iv)

(v)
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pu < 3.
De fato, p, = f.(pu) < fu (%) =t<2_1
f. ¢ monoétona crescente em (0, p,,).

Vimos que f, ¢ monotona crescente em (—oo, 3). Por (i), (—o0, p,) C (—o0, ). Além
disso, p, = “771 > 0, pois 1 < p < 2. Logo, f,, ¢ monotona crescente em (0, p,,).
A fungdo g(z) = f,(z) —x étalque g(z) > 0V z € (0,p,).
Com efeito, note que ¢'(z) = (—2p)z + (n — 1).
Assim,
g/(a:):0<:>—2,ux+,u—1:0(:);p:7:fpu_

Estudando o sinal de ¢’ obtemos

1
¢'(x) > 0 para todo x € (0, 517#)

e
1
g () < 0 paratodo z € (ipu,pu)-
Dai, 1
g € mondtona crescente em (0, §p“)
e

g € mondtona decrescente em (§p’“ Pu)-
Como g ¢ continua e g(0) = g(p,) = 0, concluimos que g(z) > 0, Vz € (0,p,).
Sex € (Oap,u) entao f#(x) € (0,])#)
Sejaz € (0,p,). De (iii), 0 < z < f,(z). Como f, ¢ mondtona crescente em (0, p,,),
x < p, implicaem f,(z) < fu.(p,) = pu. Logo, 0 <z < f.(x) < p.
A sequéncia (f!(z))nen € mondtona crescente V z € (0,py).
Seja x € (0,p,). Por (iv), f1(x) € (0,p,) Vn € N.
Por (ii1),
fulz) =2 >0=2 < f,(x).

Como f,, ¢ monotona crescente em (0, p,,),

fulr) < fal@).

Suponhamos fi(z) < f¥*!(x) para k inteiro positivo. Como f, ¢ monotona crescente

em (0, p,.), segue que f,(fi(x)) < fu(fiT(x)), isto &, fiH!(z) < fi*?(x). Logo, pelo
Principio de Indug@o Finita, para todo = € (0, p,) a sequéncia (f}(z))nen € mondtona

crescente, isto €,

0 << fulz) < filz) < filx) <..< fi(x) < fi*'(z) <..<pu VneN



(vi)

(vii)

lim f}'(z) = p, paracadaz € (0,p,).

n—-+00
Sejax € (0,p,).
A sequéncia (f}/())nen € limitada superiormente pois f}(z) €

Uy
(v), ¢ mondtona crescente. Assim, existe ¢ € [0, p,], ¢ = sup,en(f/(2)) €

lim fl(x)=c

n—-+00 H

Como f, : R — R, f,(z) = pz(1l — x) ¢ uma fungdo continua,

lim £, (f}/(x)) = fu(c)

n—-+o0o
isto é,
n+1
Tim £ () = fu(c).

Pela unicidade do limite

c= lim_fi(z)= lim_ fi*(z) = fu(c),

n—+00 n——+0o0o
e portanto, ¢ ¢ um ponto fixo de f,,.

Visto que 0 e p,, sdo os Unicos pontos fixos de f, e que
0<z<..<flMz)<[fiz)<..<pu, VneN,

temos ¢ = py,.
Logo,
n

lim f7'(z) =p,.

n—-+4o0o H

A fungdo g(z) = fu(z) —z étalque g(z) <0V € (pu, 1)

Como ¢'(z) = (—2p)z + (1 — 1),

u—1 1

") =0 1="——==p,.
g (:C) xr 2/ 2p/‘
Assim, 1
¢'(z) > 0 para todo = € (—o0, §pu)
© 1
¢'(x) < 0 para todo x € (5P +00).
Dai, 1
¢ € monotona crescente em (—oo, §pu)
€

1
g ¢ monotona decrescente em (ip’“ +00).

28

)V n €N, e, por
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Em particular,

1
3)

Como g ¢ continua e g(p,) = 0, concluimos que g(z) < 0, V z € (p,, 3)-

g ¢ mondtona decrescente em (p,,,

(vii) Se z € (p,,, 1) entdo f, () € (pu, ).

Seja & € (p,, 3). Entdo, por (vii), f,(z) < z.
Vimos que f,, ¢ mondtona crescente em (—oo, 3), ¢ portanto

0= fu(o) < fu(pu> < fu(x) <z

1
:>0<pu<fﬂ(x)<:c<§

1

f)'

= fu(z) € (Pp, 5

(ix) A sequéncia (f}'(z))nen ¢ mondtona decrescente para todo z € (py, ).

Seja z € (py, 3)- De (viid), f/(z) € (pu, 5) Vn € N,

Utilizando (vii) sucessivamente,
fulz) <z

fi(x) < ful@).
Suponhamos (f,,)*1(z) < (f,)*(x) para k inteiro positivo. Segue de (vii) que (f,.)((f.)* ! (z)) <
(fu)* (@), isto &, (f,.)*

todo z € (py, 3), (f/())nen € monodtona decrescente.

2(x) < (fu)**!(x). Logo, pelo Principio de Indugdo Finita, para

(x) lim fI(z) = p, paracadax € (s 3)-

n—+0o00

Seja x € (py, 3).

A sequéncia (f}())nen € limitada inferiormente pois f}(x) € (py, 1) Vn €N, e, por
(ix), ¢ mondtona decrescente. Assim existe d € [p,, 3], d = infen( fi(x))e

lim fl(x)=d.

n—-+00 H

Visto que f, : R =+ R, f,(x) = pz(l — ) é uma funcgdo continua,

lim f,(f (%)) = fu(d)

n—-+00
isto é,
n+1
Tim [ (a) = fu(d).
Pela unicidade do limite

d= lim fi(z)= lim fi*'(z) = fu.(d),

n—-4o0o n—-4o00
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e portanto, d ¢ um ponto fixo de f,.

Como 0 e p, sdo os Unicos pontos fixos de f, €

1
Pu < < [N z) < fil(z) < . <x < 3 Vn €N,

temos d = p,.

Logo,

lim "
n—-+4oo f“

(‘T) = Pu-

(xi) lim f7(x) = p, para cada z € (0, ).

n—-+00 2
Por (vi) e (x), 1_1£1 [ (x) = p,, para cada x € (0,p,) U (py, 3)-
Além disso, para x = p, temos

fi(r)=p,Vn € N= lim f(x)=p,.

n—-+0o
Logo,
1
lim f}'(z) = p, paracadaz € (0, 2> :

n——+o00

(xii) Sex € (3,1) entdo lim f1'(z) = p,.

n—-+o0o
Sejaz € (3,1).

Como f,, ¢ monotona decrescente em (%, +00),

1 w1
0= £, < f@) <5 (5) =5 <5
Por (x1),
. n 1
nl_l)rfoo fi/(2) = p, para todo 2 € (O, 2) )
Consequentemente,

lim f,?(fu(x)) =Pu = lim f,’f(ﬂf) = Pu-

n—-+0o n—-+o00

422 Casoll-2<p<3

Proposicio 4.6 Sejam 2 < ;1 < 3 e f,(v) = px(l — z) para todo x € (0,1). Sex € (0,1)

entdo lim fl'(z) = p,.
n—+oo f'u ( ) Py
Prova. Para facilitar a compreensao desmembraremos novamente a demonstragao.

(i) Paracada2 < pu <3, p, € (5,1).

Com efeito, p,, = ”;1 =1-

==



Assim,
2 < <3:1<1<1
a 3 u 2
= 1< 1< 1:>1 1<1 1<1 L
2 W 3 2 W 3
:>1< <2<1
g SPhs3g =t
(i) Existe g, € (0, 3) tal que f,(q,) = py.
Tome g, = 1 —p,.
Como 1 <p, <1,temosl—1<1—p, <1—1o0queimplicaem0 < g, < 1.

Além disso,
fulan) = pgu(1 = qu) = p(1 = pu)(1 = (1 = pyu)) = ppu(l

(iii) Se x € (qu,py) entdo fu(x) € (pu, §].

Observe que (qu, pu) = (G, 5] U [, 0u)-

—pu) = fulpu) = Dy

(_007 %)9

Suponhamos que = € (g, 3]. J4 que f, é mondtona crescente em
1 1 7
qﬂ<x§2:>pu<fu(x)§fu<2) =7

; p 1 1 ~
Como f,, ¢ mondtona decrescente em (3, +00), se = € [5,p,) entdo

< bl < fu(3) =4

Logo,
L
fulz) € (p;u 4] para todo x € (qy, py)-

(iv) Se x € (q,, p,) entdo flf(x) € (qusPp)-

De fato, se € (qu, pu)s

pu < fula) < 5

Como f, ¢ mondtona decrescente em (%, +00),
% 2 .
£ (5) < 120 < fup) =

Por outro lado, 2 < p < 3 implica

(n—2)(u* =2 —4) <0

Portanto,

31



(v)

(vi)

(vii)

32

Os unicos pontos fixos de fﬁ sdo 0 € p,.

Com efeito, x € ponto fixo de f,f se, € somente se,

fule) ==
& pfu(r)(1 = fulz)) ==
& — it + 2030 + (—p? — )2 + (P - D)o =0
& a(—p’a® + 20°0% + (—p — )z + (u* = 1)) = 0
sr=00u — 2’ + 20 + (—p? — P+ (p* —1)=0
s r=00ux=p,.

A fungdo h(x) = f7(z) — x é tal que h(z) > 0V € (qu, pyu)-
Em (iv), temos

1
5 < fi(:v) <pu VT € (qu,pu)-

1 1 1

Suponha que exista zy € (g, p,) tal que h(zo) < 0.

Qu <

Em particular,

Sem perda de generalidade, considere xy < % Entao, pelo Teorema do Valor Intermediario,
existe z1 € (zo, %) tal que h(x1) = 0, isto &, fﬁ(a:l) = x1. Absurdo pois 0 < zp < 1 < p,

e 0s unicos pontos fixos de fj sdo O e p,.
Logo, h(x) > 0 para todo x € (q,, p,)-
A sequéncia ((f2)"())nen € mondtona crescente Va € (g, py)-

Por (vi),
v < f2(x), Vi € (g ).

Além disso, por (iv), para cada = € (g, p,),

()" (x) € (qu:pu), Yn € N

Assim,
(f™(x) < (f2)"H(x), ¥n e N.

Iz %

Logo, para todo = € (qﬂ, pu) temos

qu<z< fz(x) < f;‘(a:) <. < fﬁ"(az) <..<p,VneN.
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(viii) lim f2*(x) = p, para cada = € (qy,p,)-

n—+o0o
Seja x € (qu, Py)-

A sequéncia (f7"(z))nen € limitada superiormente pois f2"(x) € (g, pu) ¥n € N, e por

(vii), ¢ monodtona crescente. Assim, existe ¢ € [¢,, Py, ¢ = sup,en(f2" (7)) €

lim f7"(z) = c.

n——+o00

Como f/f ¢ uma fungdo continua,

lim f;(f2" () = f.(c)

n—-+o0o
isto é,
2n+4-2 _ r2
Tim {2 () = f(c).

Pela unicidade do limite

c= lim fi"(x) = lim [i""(z) = fi(c),

n—-+o0o n—+o0o

e portanto, ¢ € um ponto fixo de fﬁ.

Visto que 0 e p,, sdo os tnicos pontos fixos de fﬁ e que
2n 2n+2
O<z<..<fl(z)<f"(x) <..<pu YneN,

temos ¢ = py,.

Logo,
2n .
i f(z) = py.
(%) lim [ (@) = pu, Vo € (4 p,)-

Vimos que, se = € (¢, py),

; < fiz) < fj(a:) << fiMx) <. <pyVneN.

Como fu((%,pu>) C (pu, ) e f, € decrescente em (35, +00),

(%) Py < e < [ (2) < < f3 () < fx) < %,\m eN.

Assim, (2" (x ¢ limitada inferiormente e decrescente, e consequentemente, existe
s o neN ’ s

lim f2"+1(m) =d.

n—-+oo

Pela continuidade de f7,

fﬁ(d): lim f3n+3(33): lim f2n+1(37):d

n—+o0o n—-+o0o

Logo,d =0oud = p,, e por (x)

lim f2n+1( ) = Py, Vr € (qNap,u)-

n—-+00



(x)

(xi)

(xii)

(xiii)

34
i 3(5) =¥ € (0

E consequéncia direta de (viii) e (ix).
Sex € (Oa q,u) entao fﬂ(:p) € (Ovpu)

Seja x € (0,¢,). Como g, < % e f, ¢ mondtona crescente em (—oo, %),

0= fu(0) < fu(z) < fulqu) = ppu-
Logo, f.(x) € (0,p,).

Vo € (0,q,), fulz) > .

Considere g(z) = f,(z) — x e suponha que existe =, € (0, g,) tal que g(z) < 0. Como
9(q.) = pu — g, > 0, pelo Teorema do Valor Intermediario, 3 z; € (zo,q,) C (0,p,) tal

que g(x1) = 0, isto &, f,,(z1) = x1. Absurdo, pois 0 e p, sdo os tinicos pontos fixos de f,,.

Para x € (0, g,) existe k inteiro positivo tal que f[j (x) € [gu,pyu) e, portanto,

lim f}(z) =p,.

n—-+00 H

Seja x € (0, ¢,). Entdo,
fu(@) € (0,p) = (0, ) U [g, Pu)

= fu(x) € (quu) ou fu(l’) € [quu)~
Suponha fF(x) € (0, q,) para todo k € N.
Por (xii),

0<z< fulz) < filz) <..<fi(z)< it (z) <..<q

isto €, a sequéncia (f())nen € crescente e limitada superiormente, e portanto, converge
para L € (0, q,].
Pela continuidade de f,,,

L= lim fi(x)= fu(L)= lim fi*(z)= fu(L)=L=L=p,€(0,q,).

n—-+00 n—-+o0o
Absurdo, pois g, < p,,.
Logo, existe k inteiro positivo tal que f5(x) € [gy, py)-
Consequentemente, por (X),

lim fr(z) = lim f2(f5(2)) = pu Vo € (0,4,).

n—-+o0o n—-+o00

(xiv) Sez € (p,, 1) entdo f,(z) € (0,p,). Logo, para todo x € (p,, 1),

lim f'(z) = py.

n—-+0o0o
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Seja x € (py, 1). Como f,, ¢ monodtona decrescente em (%, +00), temos

0= fu(1) < fulz) < fulpp) = Ppu-
Logo, f.(x) € (0,p,) para todo = € (p,, 1). Sabendo que f,(q,) = p,, por (x) e (xiii),

lim f7(z) = p, paratodo = € (p,, 1).

n—-400

Concluimos que para 1 < p < 3, f, tem apenas dois pontos fixos no intervalo [0, 1]: O e
py- Pela Proposic¢do 4.2, p,, € um ponto fixo atrator € 0 ¢ um ponto fixo repulsor. Além disso,

para qualquer z € (0, 1), sua orbita converge para p,,.

423 Casolll-p >4

Nosso proximo passo € apresentar um sistema dindmico com caracteristicas mais ricas
e diferente dos casos estudados anteriormente. A seguir, faremos uma exposi¢ao dos sistemas

dindmicos f,, com parametro ;o > 4.
Proposicio 4.7 Se j1 > 4 entdo f,((0,1)) = (0, %]. Além disso, f,, assume valor maximo & > 1.

Prova. Vimos na demonstra¢io da Proposi¢do 4.4 que f,((0,1)) C (0, £]. Além disso, f, assume

valor maximo em = = % com fu(%) = &
Por outro lado, seja z € (0, &). Entdo, f,(0) =0 < z < & = f,(35). Como f, ¢ continua, pelo
Teorema do Valor Intermediario, existe = € (0, 5) tal que f,(z) = z. Logo, z € f,((0,1)).

Portanto, f,,((0,1)) = (0, §].

Proposicio 4.8 Considere Ay = {z € (0,1); f,(x) > 1}. Entdo, Ay é um intervalo aberto

centrado em %
Prova. Temos = € Ay se, e somente se, —ux? + px — 1 > 0. Porém,

1 1
—/w2+,ux—120<:>x:§—roux:§+r

— 2
comr = Néz 4),u>4.Notequer< ‘éE:%
Como —p < 0,

1 1
—pritpur—1>0s2c (2—7’,2—|—r>.

Logo, Ag = (5 — 7,5+ 7).
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Proposicio 4.9 Se x € Ag entdo 1_1}111 fi(r) = —oo0.

Prova. Desmembraremos a demonstragao nas etapas a seguir:

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

Se z € Ay entdo f2(z) < 0.

De fato, f(x) < 0 se, e somente se, /f,,(x)(1 — fu(z)) < 0. Assim, se z € Ay temos
fu(z) > 1, e portanto, (1 — f,(x)) < 0. Logo, f(z) < 0.

Se z € (—00,0) entdo f,(z) € (—o0,0).

Sabemos que as raizes da fungdo quadratica f,(z) = pa(l —z) sdox; =0exp = 1.
Como p > 0, segue que
fu(z) >0Vr € (0,1)

fulz) <O0Vz € (—00,0)U (1, +00).
Logo, f,(z) <0V x € (—00,0).
A fungdo g(z) = fu(x) — x é tal que g(x) < 0 paratodo = € (—o0,0).

Temos 1 1
g/(g,;):O<:>—2ux+ﬂ—1:0<:>x:“2;:§pw
1

Estudando o sinal de ¢’ obtemos

1
g'(x) > O paratodo x € (—oo, 2pu>

e
1
g'(x) < 0 paratodo z € <2p,“ —I—oo) :
Dai, 1
g € monotona crescente em (—oo, 2p“)
€

1
g € mondtona decrescente em <2pu, —|—oo) :

Em particular, g ¢ mondtona crescente em (—o0,0). Como g ¢ continua e ¢g(0) = 0,
concluimos que g(z) < 0, Vz € (—00,0).

A sequéncia (f}(z))nen € mondtona decrescente para todo z € (—oc,0).
Seja x € (—0o0,0). De (i), f/!(z) € (—00,0) ¥n € N,

Utilizando (iii),
(f)" (@) < (f)" ().
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Logo, para todo = € (—0o0,0) a sequéncia (f}(z))nen € mondtona decrescente, isto €,

0> x> fu(z) > fi(x) > ... > fil(z) > fitl(z) > ..

(v) nl_lgoo fii(z) = —oc para cada x € (—00,0).

Seja x € (—00,0). Note que (f}}(7))nen € ilimitada inferiormente. Caso contrario, como
(f1(%))nen € decrescente, teriamos z € (—00,0), 2 = nl—lgloo fi/(z). E por continuidade
de f,,

fu(z) = lim f[[“(:c) = lim f}(z) =z,

n—-+o0o n—-+00
ou seja, z seria um ponto fixo de f, em (—oo, 0). Absurdo, pois os inicos pontos fixos de

fusao0ep, > 0.

Como (f}'())nen € ilimitada inferiormente, dado M > 0, existe ny € N tal que

Ii° (x) < =M.
Consequentemente,
fi(w) < fio(x) < =M, ¥ n > ny.
Logo, nEToo fi(z) = —oc.

Finalmente, se z € A entdo f2(x) < 0. Assim, por (v),

lim fi'(z) = lim fi(f3(z)) = —o0.

n—-+o0o n—-+4o0o

[
Proposi¢iio 4.10 Considere A1 = {x € (0,1); f.(x) € Ap}. Sex € A, entdo
AINACEES
Prova. Se x € A;, entdo f,(z) € A. E portanto, ¢ consequéncia direta da Proposi¢ao 4.9.
[

A fim de generalizar o raciocinio considere o conjunto
Ap={z €(0,1); f/(x) € Ao}
Proposicao 4.11 A, é abertoV k=0,1,2,3,4, ....

Prova. De fato, pela Proposigdo 4.8, Ay € um intervalo aberto. Para cada k = 1,2,3,4, ..., fl’f
¢ continua, e consequentemente, (fy;)~"(Ao) ¢ aberto. Note que A, = {z € (0,1); fi(z) €
Ao} = (f5)"(Ao) N (0,1), e portanto, A, & aberto V k = 1,2,3,4, ...
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|
Proposicio 4.12 Se x € Ay, entdao 1_131 fii(r) = —oo0.
Prova. De fato, se 2 € Ay, fF(x) € Ag. Assim, pela Proposigdo 4.9,
: n( rk o
: n+k _
= A i) = e
= ngﬁloo fi(r) = —oo.
|

Proposiciio 4.13 A, = {x € [0,1]; fi(z) € [0,1] Vn < k, fl(z) & [0,1],Vn > k}, ou seja,
Ay, é o conjunto dos pontos em [0, 1], cujos k primeiros iterados permanecem em [0, 1] e cujos

iterados maiores do que k ndo pertencem a |0, 1].

Prova. Considere Cy, = {z € [0,1]; f;(x) € [0,1] Vn < k, f(z) ¢ [0,1],Yn > k}.

(Ax € Cy)

Seja € Ay. Entio z € (0,1) e fi*'(x) > 1. Além disso, pela Proposigdo 4.9, (i) e (ii),
i (z) <Oe fit?t(z) <0VneN.

Logo, fi(x) ¢ I,Yn > k.

Por outro, se f;'(x) ¢ [0, 1], para algum n < k, entdo f}'(x) < 0 ou f(x) > 1.

Neste caso, pela Proposi¢ao 4.9,

fi(x) <0ou fi(x) > 1= fit'(z) <0= fi™(x) <0< 1. Absurdo, pois z € Ay.
Logo, f(x) € [0,1] Vn < k.

Portanto, x € C}.

(Cx C Ay)
Seja z € CY. Entao,

z €[0,1], fi(x) € [0,1]Vn < ke f](z) € [0,1] Vn > k.

Dai,z #0ex # 1,isto &,z € (0,1).

Afirmagdo. f}(z) € Ao.

fi(@) € (0.1) :

Sabemos que f}(x) € [0,1]. Como f}(x) ¢ [0,1]¥n > ke f(0) = f(1) = 0Yn > 1,

fi(@) € (0,1).
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it (z) > 1:
Por hipotese, f7(x) ¢ [0,1] Vn > k. Dai,
it (@) <0ou fit(x) > 1.
Se fi*!(x) < 0 entdo, uma vez que f,(z) < 0 somente quando z € (—0c0,0) U (1, +00),
f;f(x) < 0Oou fl’f(x) > 1.

Visto que f,,(x) € [0,1], concluimos fF*!(x) > 1.
Portanto, f[f (x) € Ao, e consequentemente, = € Ay.
Logo, Ak = Ck

Até o momento, sobre a dindmica de f, : R — R, para u > 4, concluimos que

I) Sex € (—00,0) entdo sua orbita (f}/()),en tem um comportamento decrescente e tende

a —0oQ.

I) Se x € (1,+00) entdo f,(x) < 0, e portanto, sua orbita (f;'(x))nen tem um comporta-

mento decrescente e tende a —oo.
IIT) Se z = 0 entdo f,(x) = 0, ou seja, 0 & um ponto fixo.
IV) Se x = 1 entdo f,(z) = 0, e portanto, sua orbita ¢ (1,0,0,0,0,0, ...).
V) Se x € Ay, para algum k, sua orbita (f}}()),en tende a —oo.
Para concluirmos nossa analise sobre a dindmica de f,, : R — R resta-nos estudar o comporta-
mento das orbitas dos pontos do conjunto A = {z € [0, 1]; () € [0,1] Vn € N}, dos pontos

em [0, 1] cujas orbitas permanecem em [0, 1]. Note que A = [0, 1] — [ J 4;.
i=0

Pela Proposigdo 4.8, Ay = (% — r,% +r) C [0,1], e portanto, Ay = [0,1] — Ay = [, U I;

sendo Iy = [0, 3 — r] e I, = [ + r, 1] intervalos fechados a esquerda e a direita de A, respecti-

vamente.

Figura 4 — Intervalos Ay, Iy e [,

Iy Ay I

Fonte: Elaborada pela autora (2020)
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Na prova da Proposigdo 4.4 vimos que f, ¢ crescente em (—oo, %) e decrescente em (%, +00).
Além disso, pela demonstragdo da Proposic¢ao 4.8, fu(% —r)= f“(% + r) = 1. Consequente-
mente, f,(ly) = f.(L1) = [0, 1].

Assim, existem By, B, intervalos abertos tais que:

1. By C I
II. By C L
HL f.(Bo) = Ao e fu(B1) = Ag

IV. BpuB; = A,

Portanto, A; = [0, 1] — (Ag U A;) consiste da unido de 2% intervalos fechados disjuntos, I, I,
14, Iy C [0, 1] tais que:
V. fullz2) = Toe fu(ls) = Iy
VI fu(ls) =TLe fu(ls) = L1
VIL f2(I;) = [0,1],k = 2,3,4,5
VIIL. f2 ¢ crescente em I e I

IX. f2 ¢ decrescente em I3 e I,

Figura 5 — Intervalos I, I3, I, e I5

Fonte: Elaborada pela autora (2020)

Proposicio 4.14 Sejam I = [a,b], J = [c, d] intervalos em R tais que [ C Jeg:J — R uma

Sfungdo continua. Se g(I) D J entdo g tem um ponto fixo em 1.
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Prova. Trata-se de uma consequéncia direta do Teorema do Valor Intermediario. Vide (MEN-
DONCA, 1999).

Corolario 4.1 fi tem pelo menos 2? pontos fixos. Em particular, f, tem pelo menos 2 pontos

periodicos de periodo 2.

Repetindo o processo sucessivamente, concluimos que A, = [0,1] — (AU A U...UA,)¢éa
unido de 2"*" intervalos fechados que por f*" tem imagem [0, 1]. Além disso, f;}*" restrita a
cada intervalo ¢ crescente ou decrescente, levando em consideragao os intervalos de crescimento

e decrescimento de f,,. Consequentemente, temos os seguintes resultados:
Proposicio 4.15 A, = [0,1] — (Ao U Ay U ... U A,,) é um conjunto fechado.

Proposicio 4.16 f/*" tem pelos menos 2" pontos fixos.

Proposicdo 4.17 A = [0,1] — | J A; é um conjunto fechado.
i=0

(o] (o]
Prova. De fato, como A; é aberto Vi, entdo U A; é aberto, e portanto, R — U A; ¢é fechado.
i=0 i=0

Logo, A =[0,1] — [ J 4, = [0,1] N (R — | A4;) ¢ fechado.
i=0

i=0
|
Proposicio 4.18 A = [0,1] — | J 4; é um conjunto compacto.
i=0

Prova. Como A C [0,1], A é um conjunto limitado. Portanto, visto que A ¢ fechado, A ¢é

compacto.

p(p —4)

Proposicio 4.19 Para > 2+ V/5er = 5
,u

,sex € (0,% - r) entdo f(x) > 1.

Prova. Se z € (0, z— r) entdo

1
0<x<§—r:>

0<J;<}_M:>
2 21

—pu+/p(p—4) < —2pxr < 0=

plp—4) <p—2px < p=
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Vil —4) < fi(z) < p

Além disso, para > 2 + V5,

1< u(p—4) < f(2).

e portanto,

p(p —4)

Proposicio 4.20 Para i > 2+ V5er = 5
L

,8ex € (% + 7, 1) entdo f, () < —1.

Prova. Se x € (% + 7, 1) entao

1
§+r<x<1$

1 y/ulp—4)
— A <zz< 1l =
SRV v

=20 < =2ux < —p —/p(p—4) =
—p < fu@) < —\Julp —4).
Além disso, para 1 > 2 + /5,
/’L(:u - 4) > 17

fule) < —/p(p—4) < -1

e portanto,

Proposi¢do 4.21 Para ji > 2+ /5, se & € A entdo | f) ()] > 1.

Prova. De fato, se x € Ay = [0, 1] — A entdo = € {0, % — r] U [% + 1].

Como f(r) = pu — 2ux, temos

£0)=p>2+v5>1,
f(y-r)=n-2m(3-r) = Vulu-0>1,
f;(;+r>=u—2u<;+r>=—m<—1e

ful) = —p<—L

Assim, juntamente com as Proposi¢des 4.19 e 4.20, concluimos

£2(x)] > 1,V € Ag.
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Proposicio 4.22 Para ;1 > 2 + /5, existe A > 1 tal que |fL(@)] > A >1,Va € A,.

Prova. Como Ag é um conjunto fechado contido em [0, 1], A é compacto. Além disso, a fungdo
gu(r) = |f,(x)| é continua, e portanto, existe vy € Ay tal que |f,(z)| > [f/.(zo)], Yz € Ao.
Tome A tal que | f;,(v0)| > A > 1. Logo, |f,(¥)] > A > 1,Vx € A,.

Proposicdo 4.23 Para ji > 2 + /5, existe A > 1 tal que |fL(x)] > A >1,Ve € A

Prova.Visto que A C A, o resultado ¢ aplicagdo direta da Proposigdo 4.22.

Proposiciio 4.24 Para ;i > 2 + /5, existe \ > 1 tal que [(fp) (z)] > A" > 1,Vz € A,

Prova. Pela Proposicao 4.23, garantimos a existéncia de A no caso n = 1. Suponhamos que a de-
sigualdade seja verdadeira para n = k. Pela Regra da Cadeia, (f)*') (x) = (f5)' (fu(2)).f}(2).
Assim, como f,(z) € A, Vz € A,

Y @) =100 fu@)-Fi@)] = 1) (Fu@) - (@)] > AR = A

Logo, pelo Principio de Indugdo Finita, |(f})'(z)] > A" > 1,Vx € A.
|
Proposi¢do 4.25 Para pn > 2+ /5, A = [0,1] — U2, A; é um conjunto totalmente desconexo.

Prova. Sejam z,y € A. Suponhamos que [z, y] € A. Entdo, |(f])'(2)] > \",Vz € [z, y].

Tome n € N tal que A"|z — y| > 1. Pelo Teorema do Valor Médio, 3 2 € [z, y] tal que

(@) = fi W) = (£ (20)-(z =) = [(f2) (20) ||z — y[ > A"|z —y[ > 1.

Absurdo, pois f; (), flI(y) € A C [0, 1], para quaisquer z,y € A. Logo, [x,y] ¢ A eportando,
A ¢ totalmente desconexo.

Proposicdo 4.26 A = [0,1] — ] A; ndo tem pontos isolados.
i=0

Prova. Suponhamos que existe p € A, ponto isolado. Analisaremos primeiro o caso em que

p € (0,1). Neste caso, existe 0 > 0 tal que

[p—6,p+d] C[0,1]e
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([p=dp+dl={p))NA =2, isto¢, ([p—d,p+9] - {p}) C UZeA:

Sabemos que, por constru¢do, A; N A; = & sempre que ¢ # j. Entdo,
p— 0 € A; para um Unico k.

Afirmagdo. [p — §,p) C Ay.

De fato, como Ay € aberto, existe » > 0 tal que [p — d,p — d + r) C Ai. Lembrando que
Ay, C [0,1], tome s = sup{r > 0; [p—d,p — 6 +r) C Ax}. Note que s > 4. Caso contrario,

p—6p—0+4+s)Clp—0p),p—0+scU Aep—0+s¢ A

Assim, p — 0 + s € A; para algum [ # k. Novamente, como A; ¢é aberto, existe ¢ > 0 tal que
(p—d+s—e,p—3+s+e€) CA. Dai,

A N A; # @. Absurdo. Logo, s > §, e portanto [p — §,p) C Ay.

Analogamente, p + § € A,, para um unico m, ¢ consequentemente, (p,p + 0| C A,,.

Assim, temos duas possibilidades:

(i) k # m.

Tome ny = max{k,m}. Sabemos que p é um ponto de acumulagdo de A,,. Dai,

[t (p) <0.
Comop € A, foF(p) =0e f}(p) = 0, ¥n > ng + 2. Por continuidade de f;*?, existe
dp < 0 tal que

1
fﬁOJrQ(l') < 5 Va € (p— do,p + o).

Visto que

f;70+2(x) <0, Vz € (p—do,p + do) — {p}-
Dai, f}** assume maximo local em p, e por isso (f;;"**)'(p) = 0. Pela Regra da Ca-

deia, f/,(f.(p)) = 0 para algum i < ng + 2, e portanto f;(p) = 5, fi*'(p) ¢ [0,1] e
lim f}'(p) = —oo. Contradi¢o, pois f;}(p) = 0, Vn > ng + 2.

n——+o00

(i) k = m.

Neste caso, p ¢ um ponto de acumulagdo de Ay. Dai, f*?(p) < 0. Comop € A, fi*3(p) =
Oe f(p) =0, Vn > k + 2. Por continuidade de f*?, existe dy < 4 tal que

1
it (e) < 3 Vo € (p— do,p + o).
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Visto que (p — do, p + o) — {p} C (p — 0, p+6) — {p} C Ay,

f;f“(iv) <0, Vo € (p— do,p + o) — {p}.
Dai, f;f*z assume maximo local em p, e por isso (f/’f“)’(p) = 0. Pela Regra da Ca-

deia, f/,(f.(p)) = O para algum i < k + 2, e portanto f;(p) = 5, fi''(p) ¢ [0,1]e
nl_l)I_{loo I'(p) = —oc. Contradigdo, pois f;'(p) =0, Vn > k + 2.
No caso p = 0, tome § > 0 tal que [0, 6] C [0, 1], (0,] N A = &. Assim,

(0,0] C U2yA; = 6 € Ay para um tUnico k.

Afirmagdo. (0, 9] C Ay.
De fato, A;, € aberto, e por isso, existe 0 < r < ¢ tal que (§ — r, 0] C Ay. Tome

s=sup{r; 0 <r <4,(6 —rd C Ax}.

Note que s < 6, (0 — 5,0] C Aped — s & Ag. Se s < J, entdo 6 — s € A; para um Gnico
[ # k. Lembrando que A, ¢é aberto, existe ¢ > 0 tal que (§ — s,d — s 4+ ¢€) C A;. Assim,
ArNA #@.

Absurdo. Logo, s = d e (0,0] C A.

Como consequéncia da afirmagao,
fit?(x) < 0Vz e (—6,6) — {0}

Como fF*2(0) = 0, f;** assume valor maximo em 0, e portanto, (f;*?)'(0) = 0. Pela
Regra da Cadeia, f/,(f}(0)) = 0 para algum i < k + 2, e portanto f/(0) = 3. Absurdo,
pois f1(0) = 0 Vn.

O caso p = 1 ¢ analogo.

Definicao 4.5 Um conjunto K é dito um conjunto de Cantor se, e somente se, K satisfaz as

seguintes condigoes:
(i) K é compacto.
(ii) K é totalmente desconexo.
(iii) K ndo tem pontos isolados.
Proposi¢do 4.27 Se ju > 2 + /5, entdo A = [0, 1] — UL, A; é um conjunto de Cantor:

Prova. De fato, ¢ consequéncia imediata das Proposi¢des 4.18, 4.25 ¢ 4.26.
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Nesta se¢do damos uma breve apresentagdo da rica dindmica de f, em A.

Definicdo 4.6 Denotaremos por S o conjunto das sequéncias com termos 0 ou 1,
S={s=(sps15253...);8%=00us;=1Vi=0,1,2,...}.

Considere s = (sg $1 52 83...), t = (to t1 ta ts...) € Sed: S X S — Rdada por

-y

1=0

Proposicao 4.28 d esta bem definida.

i — b ..
Prova. De fato, |5 5 | < o5 Vi=0,1,2,...

Como a série > ;2 21 converge para 2, entdo, pelo Critério de Comparagao, a série ) ;>

converge.

Logo, d esta bem definida.

Proposicao 4.29 d é uma métrica.
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|5i_ti|

21

Prova. Consideraremos s = (sg $1 Sg S3...), t = (to t1 ta t3...), u = (up uy ug ugz...) € S.

(1) d(s,t) > 0 para quaisquer s,t € S.
|si — i
20

n

Com efeito, seja d,, = 3.7

Como d,, > 0, entdo lim d,, > 0. Logo, d(s,t) > 0.

n——+oo

(2) d(s,t) = 0 se, e somente se, s = t.

(<) Se s =t ¢ imediato que d(s,t) = 0.
(=) Se s # t entdo existe ng tal que |s,, — t,,,| = 1 > 0. Assim,

no

nO : :

1=

>O e portanto, d,, > 0V n > ny.

_ti|

2i

Além disso, d,, = >;"
2. Portanto,
d(s,t) = lim d,, = sup,>od, > dp, > 0.

n—+oo

Logo, d(s,t) # 0.

¢ uma sequéncia crescente e limitada superiormente por



(3) d(s,t) = d(t, s) para quaisquer s,t € S.
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A igualdade ¢ consequéncia direta da igualdade |Sl il = sl 51' paratodo: =0,1,2,.

(4) d(s,t) < d(s,u)+ d(u,t) para quaisquer s,t,u € S.
Pela desigualdade triangular, para cada i,

lsi — | Jsi —ug|  |up — 14
S TN T

Assim,
ti]

Isl— |sl—i |u; —
pltley ol s s

i=0 1=0
Portanto, tomando o limite quando n — 400,

d(s,t) < d(s,u)+ d(u,t).

Como consequéncia da proposi¢ao anterior temos

Proposicio 4.30 (S, d) é um espago métrico.

Definicdo 4.7 Chamaremos de aplicacado shift a fungcdo x : S — S dada por
z((So 51 S2 53 ...)) = (51 S2 83 ...).

Proposicao 4.31 z é uma fungdo continua.

Prova. Sejam s = (sg 51 2 S3...) € See > 0. Tome § = €. Assim, parat = (to ¢y to l3 ...

[t — sl

d(st)<5=>2|t |<6:>supn>oz <46

1=0 =0

n

t _
g | SZ < supp>od, < €
i=0

= [t — s
i < dn < Supnzodn <€

t. —_ .
= lim ) |1218Z| < suppsod, < €

= d(z(t),x(s)) < e.

Logo, = ¢ continua em s para todo s € S.
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Proposicao 4.32 z" tem 2" pontos fixos, para cadan € N.

Prova. De fato, para n = 1, as sequéncias constantes (00 00...)e (1111 ...) € S sdo os pontos

fixos de z. Logo, x tem 2 pontos fixos.

Sejam n € N qualquer e s = (s¢ 1 S2 83 ...) € S ponto fixo de z™.
Entao,
z"(s) = s.
Note que
z"(s) = 8 < (Sp Sna1 Snt2 Snas o) = (So $1 S2 83 ...)
&5 =8 Vi=0,1,2,3, ...

Consequentemente, s ¢ uma sequéncia periddica de periodo n com termos 0 ou 1, isto €, s € uma
sequéncia formada por um bloco inicial com n termos, s S So ... S,_1, tais que s; = O ou 1, que

S€ repete sucessivamente.
Assim, como s é da forma
S = (80 S1 82 ... Sp—1 S0 S1 S2 ... Sp—1 So S1 S2 ... Sp—1 S0 S1 S2 ... Sp—1 )7

basta analisarmos as possibilidades de sy s1 S5 ... 5,1 para concluirmos quantos sao os pontos

fixos de z".

Finalmente, visto que s; = 0 ou 1 Vi, temos 2 possibilidades para cada termo, e portanto, 2"

pontos fixos de x".

Proposicao 4.33 O conjunto dos pontos periodicos de x é denso em S.

. Considere

Prova. Sejam s = (sg $1 S2 S3 -..)
t = (S0 8182 .. Sp—1 S0 $1 52 --- Sp—1 S0 S1 2 -+ Sp—1 S0 51 52 - Sp—1 -..) € S.

Conforme visto na proposi¢@o anterior, ¢ ¢ um ponto periodico de = de periodo n. Além disso,

representando por ¢;_; 0 1 -ésimo termo da sequéncia ¢, temos

t>:Z’8Z2_Ztl_ Z‘Sz_i:hm <Z‘Sz_ Z‘Sz_i>
=0 i

k%Jroo k—+o0

|sz— i ko1 1\ !
= d(s,t) = lim Z < lim Z? = (2> <.

k’—>+oo k——+oo i

Logo, o conjunto dos pontos periddicos de = é denso em S.
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Proposicao 4.34 z tem uma orbita densa em S.

Prova. De fato, tome s € .S formada por todos os blocos de 0's e 1's de tamanho 1, seguidos por
todos os blocos de 0's e 1’s de tamanho 2, seguidos por todos os blocos de 0's e 1's de tamanho

3, ..., em seguida por todos os blocos de 0's e 1’s de tamanho n, ¢ assim sucessivamente,

s=(01 000 001 010 011 100 101 110 111 ...).

Afirmacao. A oOrbita de s ¢ densa em S.

Com efeito, sejam t = (tg t; ta t3...) € Ser > 0. Tome n € N tal que w%l < r. Visto que s
¢ formada por todos os blocos de (s e 1's de tamanho n, considere [ € N tal que x'(s) inicie
com o bloco de tamanho n (to t; ts ... t,_1). Assim, representando o i- ésimo termo de ! (s) por

2'(s);_1, temos

—t|

k:—>+oo

00 l 1.
t) = Z 7|:1c (8)22 til = lim Z (s
i=0

Logo, a orbita de s ¢ densa em .S.

Considere 1t > 2+ v/5e h: A — S dada por
h(p) = (so S1 82 S3 ...) onde s; = 0 se f;(p) €lpes; =1se fft(p) el.
Teorema 4.1 h é um homeomorfismo.

Prova.

(1) A é injetora.
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De fato, sejam z,y € A, x # y tais que h(z) = h(y). Entdo, paracadai = 0,1,2,3, ...

existe j € {0, 1} tal que
fulw) € Iie fuly) € 1.

Assim, para cada i = 0, 1,2, 3, ... existe um intervalo ;, j € {0, 1}, tal que

(*) [fi(@), fu(y)] € I; € [0,1] ou [£y(y), fi(2)] C I; C [0,1].
Assim, como f, ¢ mondtona em J; e mon6tona em [; temos

z € [z,y] = fu(2) € [fu(@), fu(y)] ou fu(2) € [fu(y), fu(z)]
= f(2) € [fi(x), fi(y)] ou f(2) € [f2(y), fi(2)]

= [u(2) € [fi (@), £l ()l ou fi(2) € [/ (y), [ ()] Vn = 0,1,2,3, ...

Dai, por (), paracadan =0,1,2,3,...,se z € [z,1],
fii(z) € I; C [0,1] para algum j € {0,1}.

Logo, [z, y] C A. Absurdo pois A ¢ totalmente desconexo.

Portanto, h(x) # h(y), e consequentemente, h é injetora.

h € sobrejetora.

Seja s = (89 1 S2 S3 ...) € S.
Para j,k =0, 1,2, ..., chamaremos de (k 4+ 1)— intersec¢do os conjuntos da forma

]sj5j+1‘..5j+k - IS]' N f;L_1<ISj+1) M..N f/:k(]sj+k)'

Note que
15051...5n - ]so N fp,_l(lm) Nn...N f/,L_n(‘[Sn)

Lyvsgeosn = 1oy N f (L) N0 f70(T,)

sdo (n + 1) e (n)— intersecgdes respectivamente.
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Aﬁmagéo 1. [sosl...sn == [so N fu_l([slsg...sn)-

Isosl..‘sn g Iso N fu_l(Islsz...sn) :

Se x € Ly, €ntdo x € I, N f7 (1) N0 f77 (1) Da,

x €l e fur) ey, fﬁ(m) € Loy, fi}(x) € I,

Assim,
x €Ly e fulx) € Iy N f (L) NN f 070,

isto &, 2 € Iy N f, ' (Lsys...5,)-

[so N fu_l([slsg...sn) g [sosl...sn :

Sejax € Iy, N f, ' (Is,s,...s,). Entdo,
velyexe [, (I ss,):
Dai,
z€lyefu(r) €Ly N f (Iy) NN £ (1))
=z € I, e fulr) € L, fi(x) € Iy, .., fii(x) € L,

= € Igs . s,

Afirmacgdo 2. Paracadan =0,1,2,3, ..., I, s, s, € um intervalo fechado ndo vazio.

De fato, paran = 0, I, = Iy ou I,, = I; é um intervalo fechado ndo vazio.

Suponha que o resultado seja verdadeiro para k— intersec¢des. Entdo [, s, 5, € um

intervalo fechado ndo vazio contido em [0, 1].

Lembrando que, paracadal € {0, 1}, fﬂm ¢mondtonae f,(1;) = [0, 1] temos f;l(lslsl“sk)ﬁ

I; é um intervalo fechado nio vazio.

Portanto, I, s, = L5, N f;l(]5152_,_5k) ¢ um intervalo fechado nao vazio. Logo, pelo
Principio de Indugdo, segue a afirmacao.

Afirmagdo 3. ([sys,. s, )nen € uma sequéncia de intervalos compactos ndo vazios en-
caixados.
Com efeito, para cadan, I, s, ¢ um intervalo fechado ndo vazio. Como I, s, C [0, 1],

Iss,..s, € um intervalo compacto nao vazio. Além disso,

(Lo N L) O (L, )N () © (L N L) O (U, )

= [so S1...5n C ]so S1...8n—1)



52

0 que conclui a prova da afirmagao.

Finalmente, pela Afirmacdo 3, N,,>0/ss,...s, € N30 vazio. Além disso,
T € mnzolsosl...sn ¢ tal que h(:L‘) = S.

Logo, h ¢ sobrejetora.

(3) h € continua.
Sejam zp € A e e > 0. Tome n € N tal que 5 < e. Considere h(z) = (s9 51 52 53 ...).
Assim, f!(xo) € I, paracadai =0,1,2,3,...,n.
Como f, € continua, existem 0y, 1, 02, ..., 0, > O tais que, paracadai = 0,1,2,3, ..., n,

e | —x| < = fi(x) €.

Escolha 0 = min{do, d1, da, ..., 8, }. Sejam z € A e h(z) = (to t1 t2 t3...).
Assim,
|z — 20| <6
= |z —xo| < d;parai =0,1,2,3,....,n
= fi(z) € I, parai =10,1,2,3,....,n
=t =s;parat=0,1,2,3,....n

— |ti — s ot s
= d(h(z), h(xg)) = Z | o | = lim Z | 5 |
i=0

k——+o0 =0

L d(h(2) h(r0)) = Tim (Z |ti;i3i|) < lim (_Z ;) :(;)n<e.

k——+o0 i—mt1

Logo, h € continua em x, € portanto, h ¢ continua.

(4) h~! é continua.
Sejam s = (S0 81 S2 83 ...) € See > 0. Vimos que b1 (s) = 2 € Ny>olsysy..s,-

Como (Isys,...s, )Jn>0 € uma sequéncia de intervalos compactos encaixados, tome m € N

tal que sup{|z — w|; z,w € I ys,. s, } < €. Escolha d = 5.

Assim, parat = (tg t1 ta t3 ...) € S,

1
d(t,s) <o =d(t,s) < om
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k

o
ti —si| . It; — si
j; 2i _kgrfoog 5 “om

) 2|t — sl Pt — sl 1
= lim A + 4 < —
f=roo (% 2 i:%:ﬂ 2! 2m
=t; = s; parat < m.
Além disso, h ™' (t) = y € Np>olyyt,..t, - Emparticular, y € Ly, v = Loysy.s,
Dai,

[h7H(t) = b7 (s)| = ly — 2] < sup{lz —wliz,w € Lipsysn} < €

Logo, h~! é continua em s, e portanto, h~! é continua.

|
Teorema 4.2 z(h(p)) = h(f.(p)) para todo p € A, em que x é a aplicagdo “shift”.
Prova. Sejam p € A e h(p) = (so $1 S2 S3...). Entdo,
€ Ly, fulp) € Iy, [ (p) € 1y, f1(p) € L, ...
= [u(p) € Ly, [2(p) € Lsy, [(D) € Ly, -
S B(fuD)) = (51 52 95.)
Por outro lado, z(h(p)) = x(so s1 S2 S3...) = (S1 S2 S3...).
Logo, z(h(p)) = h(f.(p)) paratodop € A.
]

Teorema 4.3 Para i > 2 + V5,

n n
e [\ tem 2" pontos fixos em A, para cadan € N.
o O conjunto dos pontos periddicos de f,, é denso em A.

o f, tem uma orbita densa em A.
Prova.

e /. tem 2" pontos fixos em A, para cadan € N.

Seja s € S ponto fixo de x". Entdo,

z"(s) = s.
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Tome p € A tal que h(p) = s. Assim, pelo teorema anterior,
fﬁ(p) =hloz"o h(p)

= fi(p) = h~ (2" (h(p)))
= f(p) = h~(2"(s))
= fi(p) =h"'(s) =p.

Logo, como 2™ tem 2" pontos fixos em S, para cadan € N, [ tem 2" pontos fixos em A.

Analogamente, pelo Teorema 4.2, a reciproca ¢ verdadeira, isto ¢, se f tem 2" pontos

fixos em A entdo x" tem 2" pontos fixos em S.
e O conjunto dos pontos periodicos de f, € denso em A.

Seja A um conjunto aberto em A. Como i ¢ um homeomorfismo de A em S, entdo h(A) é
um conjunto aberto em S. Pela Proposi¢ao 4.33, existe s = (sg 51 Sg S3 ...) € h(A) ponto
periodico de x. Note que h~1(s) € A. Além disso, pela prova do item anterior, h~!(s) é

um ponto periddico de f,,. Logo, o conjunto dos pontos periddicos de f,, € denso em A.
e f, tem uma Orbita densa em A.

De fato, pela Proposi¢do 4.34, x tem uma orbita densa em S. Suponha que a orbita de
s = (sg 51 S2 83 ...) € Sporx édensaem S.

Provaremos que a Orbita de h~!(s) por f, ¢ densa em A.

Seja A um conjunto aberto em A. Como h ¢ um homeomorfismo de A em S, entdo
h(A) é um conjunto aberto em S. Assim, existe n € N tal que 2"(s) € h(A). Dai,
h='(x"(s)) € A, e portanto, f//(h~"(s)) € A.

Logo, a Orbita de () por f, ¢ densa em A.
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5 PROPOSTA METODOLOGICA

Trazemos como proposta metodologica um Caderno de Atividades, apresentado no
Apéndice, com o fim de amenizar as dificuldades, incentivar o interesse pela investigacao e
melhorar o desempenho dos alunos em relagdo ao contetido de fungdes polinomiais do 2¢ grau.
Neste caderno, o professor encontrara 8 atividades, a maioria de cunho investigativo, a serem
aplicados em sala de aula. O nosso proposito ¢ familiarizar os alunos com as representagdes

algébricas e graficas, instigd-los a reconhecer padrdes e analisar diferentes situagdes.

No Caderno de Atividades, abordamos, a nivel de Ensino Médio, todo ferramental
matematico apresentado no Capitulo 4 dessa dissertacdo. As atividades, que trazemos no Caderno,
abordam os trés casos de sistemas dindmicos quadraticos estudados. Algumas atividades seguem
o direcionamento dado as demonstragdes de algumas proposigoes do Capitulo 4. Dessa forma, o
aluno tem a possibilidade de analisar e comparar as dinamicas conforme variacdo do parametro
1. Deste modo, desenvolvemos com o aluno do Ensino Médio conceitos basicos de Sistemas

Dinamicos de forma intuitiva.

Vale ressaltar que as atividades aqui apresentadas buscam atender a demanda expressa

na Base Nacional Curricular e no Curriculo Referéncia de Minas Gerais.
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6 CONCLUSAO

Nesta dissertagdo apresentamos um estudo detalhado sobre a dinamica da familia de

fungdes quadraticas f,(z) = px(1 — ) para p € (1,3) U (4, +00). Para cada parametro s,

encontramos os pontos fixos de f,, a saber, 0 e p, = ,%1 De posse dos pontos fixos, o estudo

foi dividido em trés casos:

e Casol: 1 < pu <2

e Casoll: 2 < pu <3

e Casolll: 4 < p

No primeiro caso, nos dedicamos a dindmica de f,, : [0,1] — [0,1]. Claramente, as

oOrbitas de 0 e 1 sdo, respectivamente, (0,0,0,0,...) e (1,0,0,0,...). Entretanto, para cada
x € (0,1),

>

€q, €

>

>

se x € (0,p,), sua orbita ¢ monodtona crescente e converge para p,,.

sex € (pu, %), sua orbita ¢ monotona decrescente e converge para p,,.

se & = p,,, sua orbita & (p,, Py, Dy, Py, ---), € claramente converge para p,,.

sex € (%, 1), fulz) € (0, %), e consequentemente sua Orbita também converge para p,,.

1 g
7 € sua oOrbita converge para p,.

No segundo caso, também trabalhamos com f,, : [0, 1] — [0, 1]. Neste caso, p,, € (%, 1)
(0, %) ¢ tal que f,,(q,) = p,. Assim, para cada z € (0, 1),
se € (qu, pu), sua orbita por ffb ¢ mondtona crescente € converge para p,,.

se & € (qu,pyu) entdo f,(x) > p,, a orbita de f, () por f7 ¢ mondtona decrescente e

converge para p,,.
se = € (qu, pu), sua orbita por f, converge para p,,.

se z € (0,q,), algum iterado f(x) € (., pu), € consequentemente sua Orbita converge

para p,,.
se T = gy, sua orbita & (g, Py, Py, Py, ---)» € claramente converge para p,,.
se = = p,,, sua orbita & (p,, P, Py, Py, ---)» € também claramente converge para p,,.

sex € (pu, 1), fu(z) € (0,p,), e consequentemente sua orbita converge para p,,.
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Portanto, nos dois primeiros casos, a orbita de cada = € (0, 1) permanece no intervalo (0, 1) e

converge para o ponto fixo atrator p,,.

Diferente dos Casos I e II, no terceiro caso, existem valores de x no intervalo (0, 1)
com algum iterado f;i(z) € (—0c0,0), e consequentemente com 6rbita divergindo a —oco. Ainda
neste caso, existem valores de x € (0, 1), cujas Orbitas permanecem no intervalo (0, 1). Mais
especificamente, tais orbitas permanecem num Conjunto de Cantor A C (0, 1), f, - invariante.

Além disso, a dinamica de f,, restrita a A ¢ o que chamamos de cadtica com propriedades como:

» a existéncia de pontos periddicos de todos os periodos e

» a existéncia de uma Orbita densa em A.

Nesta abordagem, apresentamos um referencial tedrico com o objetivo de contribuir com
a formacao do professor de Matematica do Ensino Médio e do aluno do Curso de Licenciatura
em Matematica. Na perspectiva dos sistemas dinamicos, propomos ao educador, através do
Caderno de Atividades, componente deste trabalho, um novo estimulo ao estudo de fungdes
quadraticas, direcionando o aluno do Ensino Médio na constru¢do do proprio conhecimento de

forma investigativa.
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APRESENTACAO

Este Caderno de Atividades surgiu a partir da dissertagdo de mestrado, intitulada
“Dinamica de Fun¢des Quadraticas: uma abordagem no Ensino Médio”. Na dissertagdo foi
realizado um estudo tedrico sobre uma familia de fun¢des quadraticas na perspectiva dos
sistemas dindmicos. Vimos o qudo ricas sdo as fun¢des quadraticas quando analisadas desta
forma. Foram realizados estudos sobre as Orbitas, os pontos periddicos e os pontos fixos, o que
contribuiu para a construgdo deste Produto Educacional. Ao leitor que se sentir atraido pelo

assunto sugiro a leitura da dissertacdo.

Este material visa propor atividades sobre fungdes polinomiais do 22 grau que poderdo
auxiliar a préatica pedagdgica de professores do 12 ano do Ensino Médio. As atividades
exploram, de forma indireta, conceitos relacionados a dindmica das fungdes quadraticas.
Algumas atividades sdo de cunho investigativo, o que faz com que a Matematica deixe de ser
uma disciplina de carater unicamente mecanico, composta de regras que muitas vezes nao

fazem sentido para o aprendiz. Segundo Braumann (2002) citado por Teodoro (2013, p.1)

Aprender Matematica sem forte intervengdo da sua faceta investigativa ¢ como tentar
aprender a andar de bicicleta vendo os outros andar recebendo informag&o sobre como
o conseguem. Isso nfo chega. Para verdadeiramente aprender é preciso montar a

bicicleta e andar, fazendo erros e aprendendo com eles (BRAUMANN, 2002, p.5).

De acordo com BRASIL (1998) a sociedade atual carece de cidaddos pensantes, pro-
ativos, com espirito investigativo e capazes de solucionar problemas, intervindo de forma
auténoma e critica em situagdes adversas. A investigagdo ¢ uma tendéncia no ensino de
matematica que vem ganhando espacgo justamente por contribuir para que tal caréncia seja

suprida.

As investigagcdes matematicas contribuem de forma significativa para a aprendizagem
dos alunos, pois os discentes se tornam os protagonistas no processo de aprendizagem. Citando

Teodoro (2013)
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Ao se considerar novas formas de pensamentos e envolvimentos com a matematica
em sala de aula, as investigagdes matematicas tem obtido destaque por
proporcionarem ao aluno uma oportunidade de criar e consolidar seu conhecimento
matematico, desenvolvendo sua capacidade, criatividade e tornando-o sujeito de sua

prépria aprendizagem. (TEODORO, 2013, p.1).

Vale salientar que as atividades aqui propostas levam em consideragdo a demanda
expressa na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e no Pardmetro Curricular Nacional

(PCN). Segundo o primeiro documento, até o 92 ano

Os estudantes tém também a oportunidade de desenvolver o pensamento algébrico,
tendo em vista as demandas para identificar a relacdo de dependéncia entre duas
grandezas em contextos significativos e comunicé-la utilizando diferentes escritas
algébricas, além de resolver situa¢des-problema por meio de equagdes e inequagdes.

(BRASIL, 2018, p.517).

Segundo a BNCC, a area da Matematica e suas Tecnologias no Ensino Médio tém a
responsabilidade de aproveitar todo o potencial ja adquirido pelos discentes, ampliar e
aprofundar as aprendizagens desenvolvidas até o 92 ano do Ensino Fundamental, e integrar a

Matematica a realidade dos alunos.

Para que esses propositos se concretizem nessa area, os estudantes devem desenvolver
habilidades relativas aos processos de investigagdo, de construcdo de modelos e de
resolucdo de problemas. Para tanto, eles devem mobilizar seu modo préprio de
raciocinar, representar, argumentar, comunicar e, com base em discussdes e
validagdes conjuntas, aprender conceitos e desenvolver representagdes e

procedimentos cada vez mais sofisticados (BRASIL, 2018, p.519).

O professor percebera que além das atividades contribuirem para o desenvolvimento do
espirito investigativo, elas também familiarizam os discentes com representagdes algébricas,
graficos de fungdes de segundo grau e o reconhecimento de padrdes. A BNCC define alguns
conjuntos de ideias que sdo importantes para o ensino matematico. Entre essas ideias
destacamos “Variagdo e constancia envolve observar, imaginar, abstrair, discernir e reconhecer
caracteristicas comuns e diferentes ou o que mudou e o que permaneceu invariante, expressar

e representar (ou descrever) padrdes, generalizando-os” (BRASIL, 2018, p.520).
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E notério o quanto atividades de cunho investigativo podem contribuir para o processo
de aprendizagem. Esperamos que este trabalho possa contribuir de forma significativa com o

processo de ensino-aprendizagem.
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Na elaborag¢do das atividades nosso foco foi desenvolver no aluno o interesse pelo
processo investigativo de fungdes. Através deste processo o aluno devera observar padrdes,

levantar conjecturas e tirar conclusdes sobre cada problema proposto.

Vale salientar que as atividades propostas servirdo de apoio para as aulas de matematica
€ ndo como recurso unico para aquisicdo de conhecimentos. Por este motivo, antes de aplicar
as atividades, o professor ja deve ter trabalhado com os alunos o conceito de fung¢do polinomial
do 22 grau. Destacaremos as habilidades presentes na BNCC que serdo desenvolvidas nas

atividades que propomos.

CODIGO DA HABILIDADE HABILIDADE

Converter representacdes algébricas de
fungdes polinomiais de 12 grau para
representagdes geométricas no plano
cartesiano, distinguindo os casos nos

EM13MAT401 quais comportamento ¢ proporcional,
recorrendo ou ndo a softwares ou
aplicativos de algebra e geometria
dinamica.

Investigar relagdes entre numeros
expressos em tabelas para representd-los
no plano cartesiano, identificando padrdes

EMI13MATS502 e criando conjecturas para generalizar e
expressar algebricamente essa
generalizagdo, reconhecendo quando essa
representacdo é de funcdo polinomial de
22 grau do tipo y = ax?.



EM13MAT402

EMI13MATS510

EMI13MAT302

Converter representagdes algébricas de
fungdes polinomiais de 22 grau para
representagdes geométricas no plano
cartesiano, distinguindo os casos nos
quais uma varidvel for diretamente
proporcional ao quadrado da outra,
recorrendo ou ndo a soffwares ou
aplicativos de algebra e geometria
dindmica.

Investigar conjuntos de dados relativos ao
comportamento de duas variaveis
numéricas, usando tecnologias da
informagdo, e, se apropriado, levar em
conta a variagdo e utilizar uma reta para
descrever a relagdo observada.

Resolver e elaborar problemas cujos
modelos sdo as fun¢des polinomiais de 12
e 292 graus, em contextos diversos,
incluindo ou néo tecnologias digitais.
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A seguir apresentamos o plano de cada atividade, com os objetivos, os contetidos que

serdo trabalhados e as habilidades segundo a BNCC.

OBJETIVOS

HABILIDADES

CONTEUDOS
EXPLORADOS

Identificar padrdes; Estimular a
capacidade investigativa;
Interpretar e utilizar representacdes
algébricas relacionadas a fungdes.

EM13MAT302; EM13MATS10.

Fungdes quadraticas com leis da
forma f(x) = —ax? + ax.
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Identificar padrdes; Estimular a
OBJETIVOS capacidade investigativa;

Interpretar e utilizar representagdes

algébricas relacionadas a fungdes.

HABILIDADES EM13MAT302; EMI3MATS510.

CONTEUDOS Fungdes quadraticas com leis da

EXPLORADOS forma f(x) = —ax? + ax;
Composi¢do de fungdes; Equacdes
do 22 grau.

Interpretar e utilizar representagdes
OBJETIVOS graficas e algébricas relacionadas a
fungdes; Relacionar o conceito de
ponto fixo de uma func¢do f com a
intersecdo entre o graficode f e a
reta y =x; Investigar iterados
sucessivos de pontos especiais.

HABILIDADES EMI13MAT401; EM13MATS510;
EM13MATS502; EMI3MAT402.

CONTEUDOS Fungdes quadraticas com leis da

EXPLORADOS forma f(x) = —ax? + ax;
Composigdo de fungdes; Equagdes
do 22 grau; Grafico de fungdes.



Interpretar e utilizar representacdes
OBJETIVOS graficas e algébricas relacionadas a
fungdes; Relacionar o conceito de
ponto fixo de uma fung¢do f com a
interse¢do entre o grafico de f e a
reta y = x; Investigar iterados
sucessivos de pontos especiais.

HABILIDADES EMI13MAT401; EM13MATS510;
EM13MATS502; EMI3MAT402.

CONTEUDOS Fungdes quadraticas com leis da

EXPLORADOS forma f(x) = —ax? + ax;
Composigdo de fungdes; Grafico de
fungdes.

Investigar iterados sucessivos de

OBJETIVOS pontos  especiais;  Identificar
padrdes; Interpretar e utilizar
representagdes algébricas

relacionadas a fungdes.

HABILIDADES EMI13MATS510; EM13MAT302.

CONTEUDOS Fungdes quadraticas com leis da
EXPLORADOS forma f(x) = —ax? + ax.



Investigar iterados sucessivos de

OBIJETIVOS pontos  especiais;  Identificar
padrdes; Interpretar e utilizar
representacdes algébricas

relacionadas a fungdes.

HABILIDADES EM13MATS510; EM13MAT302.
CONTEUDOS Fungdes quadraticas com leis da
EXPLORADOS forma f(x) = —ax? + ax.

Estimular a capacidade

OBJETIVOS investigativa; Interpretar e utilizar
representagdes graficas e algébricas
relacionadas a fungdes; Investigar
iterados sucessivos de pontos
especiais.

HABILIDADES EM13MAT401; EMI3MATS10;
EM13MAT302; EMI3MAT402.

CONTEUDOS Fungdes quadraticas com leis da
EXPLORADOS forma f(x) = — ax? + ax;

Composig¢ao de fungdes; Grafico de
fungdes.



OBJETIVOS

HABILIDADES

CONTEUDOS
EXPLORADOS

Estimular a capacidade
investigativa; Interpretar e utilizar
representacdes graficas e algébricas
relacionadas a fungdes; Investigar
iterados sucessivos de pontos
especiais.

EM13MAT401; EMI3MATS10;
EMI13MAT302; EM13MAT402.

Fungdes quadraticas com leis da
forma f(x) = — ax? + ax;
Composigdo de fungdes; Grafico de
fungdes.
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Seja f: R — R definida por f(x) = —2x? + 2x. Preencha a tabela abaixo de acordo com o

valor inicial x, dado.

xo=0,1 xo = —0,1
x1 = f(xo)
x2 = f(xq1)
x3 = f(xz)
x4 = f(x3)
x5 = f(x4)
x6 = f(xs)
x7 = f(xe)
xg = f(x7)

ATENCAO

Para essa atividade vocé ira precisar de
uma calculadora.

https://www.istockphoto.com/br/vetor/desenhos-com-
caneta-calculadora-e-observe-gm485097782-71870275

1. O que vocé observou sobre a sequéncia de valores encontrados a partir do valor inicial

Xog = 0,1‘?
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2. O que vocé observou sobre a sequéncia de valores encontrados a partir do valor inicial

xp = —0,1?

3. O valor inicial x4 influencia nos valores finais obtidos na tabela acima? Justifique sua

resposta.

4. Determine o valor de x;9o = f(xg9) sabendo que x, = 0,1. Justifique sua resposta.

hrtrtlage disponivel em:

otrecocerto.com/2015/09/25/donald-
no-Ipals-E]a-matematch
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Considere a func¢io f: R — R definida por f(x) = —3, 2x? + 3,2x . Preencha a tabela abaixo

considerando x, = 0,4.

x1 = f(xo)
x2 = f(x1)
x3 = f(x2)
x4 = f(x3)
x5 = f(x4)
xe = f(xs)
x7 = f(x6)
xg = f(x7)
xg = f(xs)
x10 = f(x9)
x11 = f(x10)
x12 = f(x11)
x13 = f(x12)

Marque os pontos Xx,, X3, X4,..., X13 no intervalo (0,1) abaixo.

Ty Ty Ty |

&
0 01 02 0.3 04 05 06 07 0.8 09 1

Agora responda as questdes abaixo.

1. Ha valores encontrados que se repetem? Hé cada quantos passos?




2. Qual é o valorde x45 = f(x4,)? Justifique sua resposta.

~ ’ N —
Tritageny disponivel em: =2
http://professorjbatista.com/meusite.html

3. Na Atividade 1 obtivemos duas sequéncias, uma iniciando por x; = 0,1 e outra

iniciando por x, = —0,1. Na Atividade 2 mudamos a fung¢do quadratica e obtivemos

uma sequéncia iniciando por x, = 0,4.

Compare as trés sequéncias no que diz respeito a repeti¢do de valores encontrados e os

periodos de repetigdo.

4. Encontre x, tal que

a) f(xo) =%
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b) f(x1) = xo

CURIOSIDADE

Dada uma funcdo f e um valor inicial x,
chamamos a  sequéncia x,,x;,X;,X3,X4, .. de
orbita de x, com vrespeito a funcdo f, ou

simplesmente, orbita de x,.

Imagem disponivel em:

5. Determine a dérbita de cada x, encontrado no exercicio 4.
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Considere f: R - R dada por f(x) = —%xz + %x.

(1) Determine as solugdes da equagdo f(x) = x.

(i)  Com o software/aplicativo Geogebra, faga no mesmo plano cartesiano o grafico da

funcdo f earetay = x.

DICA

Digite na Caixa de Entrada:

e f(x)=-(3/2) x\2 + (3/2)x e aperte Enter.
e Y =Xxeaperte Enter.

(iii)  Ainda com o Geogebra, use o comando

A
®

e marque os pontos de intersec¢do entre o grafico de f e areta y = x.

(iv)  Consulte a Janela de Algebra no Geogebra e determine a relagio entre as solugdes

encontradas no item (i) e os pontos de intersec¢do marcados no item (iii).




DICA

A Janela de Algebra costuma ser exibida no lado esquerdo
da tela. Caso ndo esteja visivel, basta selecionar o menu
Exibir na parte superior da tela e optar por exibi-la.

GeoGebra Clasic 5 - oEm

NOVIDADE

Dada uma funcdo f:R - R dizemos que

\
’

um pontop € R é ponto fixo de f

quando p for solucdo da equacdo f(x) = x.

https://www.pngwing.cpm/pt/free-

Imagem disponivel em:

png-nxurw

(v)  Quantos pontos fixos tem a fungdo f(x) = — %xz + %x?



(vi)

(vii)

(viii)
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Escolha um niimero real maior do que 0 e menor do que o ponto fixo de f

diferente de 0.

Xg =

Preencha a tabela abaixo

3 3
_ 2 2.,°
fx) = 2x +2x

a= f(xo) a=
b= f(a) b=
c= f(b) c=
d= f(c) d=
e= f(d) e=
h= f(e) h =
i= f(h) i=
j=f® j=
k= () k =
A sequéncia de valores, nessaordem,a —b—c—d—e—h—i—j—ké

( ) crescente.

( ) decrescente.

( ) constante.

Novamente com o Geogebra, num arquivo novo, faga o que se pede:

12 O grafico de f(x) = —%xz +§x.
22 Aretay = x.

39 Marque o ponto de intersec¢do entre o grafico de f e areta y = x, diferente do
(0,0).




77

42 Na Caixa de Entrada insira f(x;) e aperte Enter.
Lembre que x; € o nimero que vocé escolheu no item (vi).

52 O valor encontrado na Janela de Algebra é a =

62 Insira na Caixa de Entrada o comando (a, f (a)) e aperte Enter.
O que vocé obteve no plano cartesiano?

72 Na Caixa de Entrada insira f (a) e aperte Enter.
82 O valor encontrado na Janela de Algebra é b =

99 Insira na Caixa de Entrada o comando (b, f (b)) e aperte Enter.
O que vocé obteve no plano cartesiano?

102 Na Caixa de Entrada insira f(b) e aperte Enter.
112 O valor encontrado na Janela de Algebra é ¢ =

122 Insira na Caixa de Entrada o comando (c, f(c)) e aperte Enter.
O que vocé obteve no plano cartesiano?

132 Na Caixa de Entrada insira f(c) e aperte Enter.

142 O valor encontrado na Janela de Algebra é d =

152 Insira na Caixa de Entrada o comando (d, f(d)) e aperte Enter.

O que vocé obteve no plano cartesiano?

Repita o processo, seguindo a sequéncia para e, h, i, j, k.

Assim, finalmente,
Na Caixa de Entrada insira f (j) e aperte Enter.
O valor encontrado na Janela de Algebra é k =

Insira na Caixa de Entrada o comando (k, f (k)) e aperte Enter.
O que vocé obteve no plano cartesiano?
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Observe a sequéncia de valores obtida no item (vii)

a—b-c—d—e—h—i—j—k

e a sequéncia de pontos obtidos no grafico de f no item (viii).

Se continudssemos o processo do item (vii), a sequéncia de valores

a—b-c—d—e—h—i—j—k..

se aproxima de algum valor especifico? Qual?
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Nessa atividade continuaremos com nossos experimentos com

flx) = —Ex2 +§x.

2 2
(1) Escolha um niimero real maior do que o ponto fixo de f diferente de 0 e menor do
1
que .
Xg =

(i)  Preencha a tabela abaixo

flx) = —Exz +§x

2 2
L=
a= f(xop) a=
b= f(a) =
c= f(b) c=
d= f(c) =
e= f(d) e=
h= f(e) h =
i= f(h) i=
j=f® j=
k= () k=

A sequéncia de valores, nessaordem,a —b—c—d—e—h—i—j—k¢
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