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RESUMO

O ensino da matematica esta cada vez mais dificil para a maioria dos professores, princi-
palmente quando se trata de geometria. Os estudantes em grande parte ndo se interessam por esta
area, muitas vezes devido as varias abstracdes trazidas por ela ou por se sentirem “bloqueados”a
tentar. Afim de desmitificar e minimizar esse terror trazido pela matematica sobretudo pela
geometria, neste trabalho ¢ mostrado métodos para célculo de areas vistos frequentemente e
alguns abordados com menos assiduidade em sala de aula, com o intuito de trazer novidade para
professores e alunos, a Formula de Pick, Triangulacdes e o Planimetro sdo algumas das maneiras
de calcular areas que podem agugar a curiosidade e o interesse do estudante, uma vez que com
isso podemos sair da rotina e trazer algo novo que esta totalmente relacionado com o cotidiano.

Afinal, desde o principio medir sempre foi de interesse da humanidade.

Palavras-chave: Geometria. Areas. Planimetro.



ABSTRACT

Mathematics teaching is increasingly difficult for most teachers, especially when it comes
to geometry. Students are largely not interested in this area, often due to the various abstractions
brought by it or because they feel “blocked” in trying. In order to demystify and minimize this
terror brought by mathematics, especially by geometry, in this work methods for calculating
areas are shown, which are often seen and some of them approached with less attendance in the
classroom. In order to bring novelty to teachers and students, the Pick Formula, Triangulations
and Planimeter are some of the ways to calculate areas that can sharpen student curiosity and
interested, since with that we can get out of the routine and bring something new that is totally
related to everyday life. After all, from the beginning, measuring has always been in the interest
of humanity.

Keywords: Geometry. Areas. Planimeter.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho mostra diversos métodos para se calcular areas de regioes regulares
ou irregulares. Calculo este feito por formulas deduzidas, através de quadriculas, triangulagdes,
Formula de Pick e um processo mecanico através do Planimetro Polar de Compensacdo de
Amsler. Cada um desses métodos sendo aplicados e desenvolvidos com estudantes dos anos

finais do Ensino Fundamental 2.

Geralmente o ensino de geometria ¢ colocado como secundério em vérias escolas, com
1sso, as dificuldades e a ndo familiarizacdo com tal ramo da matematica fica cada vez maior. Tais
dificuldades também ganham for¢a com a falta de aulas praticas, segundo (13)

Os resultados de desempenho em matematica mostram um rendimento
geral insatisfatorio, pois os percentuais em sua maioria situam-se abaixo
de 50%. Ao indicarem um rendimento melhor nas questdes classificadas
como de compreensdo de conceitos do que nas de conhecimento de
procedimentos e resolugéo de problemas, os dados parecem confirmar o
que vem sendo amplamente debatido, ou seja, que o ensino da matematica
ainda ¢ feito sem levar em conta os aspectos que a vinculam com a pratica
cotidiana, tornando-a desprovida de significado para o aluno. Outro fato
que chama a aten¢do ¢ que o pior indice refere-se ao campo da geometria.

Buscando melhorar o ensino da geometria através da medig¢ao de areas de regides planas
quaisquer e ter a devida atencao dos alunos, aqui € apresentado artificios e propostas de aplicagao
fora e dentro do cotidiano dos estudantes, a fim de que eles sejam os protagonistas e consigam
pensar em qual estratégia usar nas diversas situagdes, ampliando claro, sua visao geral do mundo
e proporcionando uma formagao mais solida. Ja que, segundo (15)

As habilidades de visualizac¢do, desenho, argumentagao logica e de apli-
cacdo na busca de solugdes para problemas podem ser desenvolvidas
com um trabalho adequado de Geometria, para que o aluno possa usar
as formas e propriedades geométricas na representacao e visualizagdo
de partes do mundo que o cerca. Essas competéncias sdo importantes
na compreensdo e ampliacdo da percepgao de espago e construgdo de
modelos para interpretar questdes da Matematica e de outras areas do
conhecimento. De fato, perceber as relagdes entre as representagdes
planas nos desenhos, mapas e na tela do computador com os objetos que
lhes deram origem [...] sdo essenciais para a leitura do mundo.

Assim, ¢ apresentado na se¢do 2 a maneira como a geometria ¢ abordada nos anos finais
do Ensino Fundamental, na se¢do 3 temos varios métodos para o calculo de regides planas
limitadas, na se¢do 4 ¢ trazido algumas aplicagdes feitas em sala de aula com estudantes do 9°
ano da Escola Estadual Adalgisa de Paula Duque, por fim, temos na se¢do 5 as conclusdes do

trabalho como um todo em uma reflexdo p6s atividades realizadas em sala de aula.

Com isso, desejamos uma agradavel leitura.
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2 ESTUDO DE AREAS NO ENSINO FUNDAMENTAL 2

O ensino de geometria plana no Ensino Fundamental 2 se inicia ja no 6° ano e se estende
até o final do 9°. No entanto, o estudo de areas de figuras planas no Ensino Fundamental 2 deixa
uma pequena lacuna, ndo sendo apresentado ao estudante de 7° ano. O citado conteudo ¢ trazido
pela primeira vez aos alunos no final do primeiro ano do Ensino Fundamental 2, visto novamente
em parte do 8° ano, mas ¢ ao longo do 9° ano que areas de figuras planas e a nog¢ao de superficie ¢
abordada de uma de uma forma mais intensa. Essa pequena lacuna deixada no 7° ano talvez ndo
acarretasse em um bloqueio por parte do aluno ao se deparar com algumas situagdes envolvendo
areas no ultimo ano dessa fase do Ensino Fundamental regular, porém ¢ notado uma dificuldade
dos alunos em executar célculos basicos de areas simples e at¢ mesmo no reconhecimento do

que vem a ser uma superficie plana.

A escola publica, por exemplo, a cada quatro anos passa por um processo de escolha do
livro didatico. Nesse processo, as editoras visitam as escolas e fazem uma exposi¢do das suas
respectivas colecdes. Em comum acordo entre os professores e dire¢ao, uma dessas cole¢des
previamente aprovadas pelo MEC ¢ escolhida e utilizada juntamente com o CBC (Contetido
Bésico Comum) para a elabora¢do do planejamento anual do Ensino Fundamental 2, ano a
ano, procurando destacar habilidades e competéncias a cada topico de cada eixo tematico. Esse
planejamento geralmente coloca o estudo de areas como descrito no paragrafo acima, no 6°, 8° e
9° ano. Como nem sempre o professor do 6° ano consegue dar sequéncia em seu trabalho no ano
subsequente, ou seja, ndo d4 uma sequéncia na matematica iniciada no ano anterior, algumas
etapas na jornada geométrica do aluno na escola geralmente sao ’queimadas”ao longo dos quatro
anos do Ensino Fundamental 2. Isso acontece por varios motivos: o professor pode ndo trabalhar
com a mesma turma no ano posterior, o professor pode ndo fazer parte do quadro efetivo da
escola, os proprios anos podem sofrer uma reenturmagao (no caso de escolas onde existem mais
de uma turma por série), o aluno pode passar de uma turma para outra e perder a sequéncia dada
pelo professor, o professor pode ndo conseguir cumprir o programa anual (o que ¢ muito comum,
ja que em varias escolas publicas a maioria das turmas sao superlotadas e nunca homogéneas, o
que acarreta em algumas vezes o desempenho do professor), entre outro tantos fatores. Tudo isso,
somado a pequena lacuna deixada no 7° ano, pode gerar um grande déficit no estudo de areas para
alguns alunos. O planejamento anual ¢ elaborado em cima dos livros didaticos em comunhdo
com o CBC, com isso, fica evidente que o estudos de areas mediante ao planejamento e varios
pequenos imprevistos no decorrer dos anos letivos, ficam em parte incompletos, privando assim
o estudante de algumas estratégias para o reconhecimento e calculo de area de uma superficie

plana.

No entanto, mesmo com o planejamento sendo dessa forma, ¢ valido estabelecer uma
conexao no estudo de areas entre os anos pds 6° ano, seja indiretamente através de outros
conteudos ou em atividades extra classe, a fim de que o estudante ao iniciar o Gltimo ano desse

ciclo, seja capaz de explorar métodos alternativos para o célculo de areas, sejam esses métodos
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convencionais ou ndo e sejam essas areas regulares ou nao.

2.1 O ENSINO DE AREA NO 6° ANO

Ao iniciar o trabalho com figuras planas no 6° ano, deseja-se que o estudante ao longo
das aulas consiga reconhecer um triangulo, retangulo, trapézio, quadrado, losango, pentagono,
hexagono, circulo ou formas planas nao tradicionais, por exemplo, figuras planas formadas pela
unido desses varios poligonos citados acima. Além disso, espera-se que ao final dos encontros
do 6° ano os estudantes tenham atingido as competéncias e habilidades voltadas para o conceito
de superficie e o célculo de areas de figuras simples, seja por formulas, malhas quadriculadas
ou qualquer outro método apresentado pelo professor. O reconhecimento dessas figuras planas
simples ¢ fundamental para que o aluno consiga ao longo dos anos desenvolver estratégias para
o calculo de 4reas, tendo em vista que por mais que as dificuldades aumentem, os mecanismos e

estudos avancados de areas partiram dessas figuras.

Figura 1 — Figuras geométricas simples
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Fonte: educador.brasilescola.uol.com.br

2.2 O ENSINO DE AREA NO 8° ANO

Ja no 8° ano, temos um ano com o estudo de areas um pouco mais aprofundado do que no

6° ano. Como a parte de geometria do 7° ano ndo aborda o calculo de areas, ¢ feito uma revisao
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daquilo que foi visto no 6° ano introduzindo algumas situacdes mais complexas, ja que neste
ano os alunos estdo mais maduros. Ao apresentarmos uma regido poligonal simples, esperamos
que o estudante deste ano utilize os conhecimentos adquiridos até entdo e crie uma estratégia
para o calculo da area de tal superficie. Algumas regides podem nao ter sua formagao dada
por poligonais. Para a determinag@o de areas dessa forma, ¢ apresentado ao estudante métodos
através de quadriculas, nesses casos o aluno ¢ levado a pensar: “’se os quadradinhos tiverem area

menot, a aproximag¢ao ¢ melhor?”

Figura 2 — Superficie irregular na malha quadriculada
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Fonte: brasilescola.uol.com.br

Os métodos expostos para estudantes de 8° ano sdo limitados por conta da base tedrica
que esses alunos tem até o presente momento de suas respectivas vidas escolares. Por exemplo,
nao se apresenta algo voltado para trigonometria, j4 que a iniciagdo a trigonometria ¢ feita apenas
no 9° ano; ndo se apresenta calculo de areas por meio de um instrumento projetado para calculo
de areas quaisquer, ja que nao ¢ proposto no plano anual de ensino; ndo se fala na formula
de Pick, nem em vérios outros métodos que fogem da realidade do ensino basico regular em
geometria. Em geral, areas irregulares sdo calculadas por aproximagao no 8° ano através de

malhas quadriculadas (Figura 2).

2.3 O ENSINO DE AREA NO 9° ANO

Diferente do 6° ano, mas dando sequéncia no estudo de areas e poligonos regulares vistos
anteriormente no 8° ano, areas de figuras planas ¢ tratado ainda com mais intensidade no 9°

ano. Além de rever todo o contetido voltado para superficies abordado a anos atras no inicio
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do Ensino Fundamental 2 e no ano anterior, ¢ apresentado um estudo sobre areas ao estudante
tratando-se de poligonos regulares, porém, desta vez enfatizando que esses podem estar inscritos
ou circunscritos em uma circunferéncia. E apresentado também relagdes entre apotemas dos
poligonos regulares, raio da circunferéncia a qual o poligono esta inscrito ou circunscrito e
lado dos poligonos, tudo isso para que o estudante deste ano consiga desenvolver ainda mais
estratégias para calcular o espago ocupado por uma regido em uma superficie plana. Assim, com
um estudo mais completo de areas, explora-se também area de um circulo, de um setor circular e
de uma coroa circular. Areas de poligonos regulares em intersegdo com éreas circulares ddo uma

abertura para o estudo de areas nao tdo simples, como de uma pétala, por exemplo.

Figura 3 — Pétala
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Fonte: clubes.obmep.org.br

Nesses casos onde as areas nao sao calculadas diretamente, os alunos sao levados a pensar
primeiramente em estratégias voltadas para o calculo de areas das quais eles ja conhecem e de
uma certa forma a enxergar que a area em questdo ¢ dada por uma soma ou diferenca de areas
estudadas anteriormente. Na Figura 3, por exemplo, podemos denominar a cada regido amarela
por a e a regido vermelha por b, dessa forma basta escrevermos uma equagao para a area do
quadrado em fun¢do de a e b e uma equagdo para a quarta parte de uma circunferéncia de raio 4

também em fung¢do de a e b, com isso, basta resolver um sistema simples de equacdes do 1° grau.

Além do mais, ¢ no 9° ano que o estudante tem seu primeiro contato com trigonome-
tria, tendo de inicio uma exploracdo maior apenas em tridngulos retangulos. No entanto, com

estudantes desse ultimo ano do Ensino Fundamental € possivel que se explore um pouco mais
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de trigonometria dos triangulos, estendendo-se até as relagdes trigonométricas em triangulos
quaisquer. Com isso, € possivel por exemplo, tratar de regides triangulares em fun¢do de razdes

trigonomeétricas.

E fato que, como alguns alunos de 9° ano tem uma maturidade matematica e um conheci-
mento tedrico a mais, certamente se apresentado a eles métodos para calcular areas de regides
limitadas por curvas ou poligonais regulares ou irregulares, esses podem ser levados a pensar,
por exemplo, em qual método usar em determinada situagdo, em qual desses tera uma melhor
aproximagao ou exatidao, ou talvez, o melhor método seja usar um equipamento projetado para
esse fim e que pode muito bem ser introduzido em sala de aula. Alguns desses métodos serao

expostos ao longo da secao 3.

2.4 PLANEJAMENTO DO ENSINO DE GEOMETRIA NO ENSINO FUNDAMENTAL 2

Como forma de concretizar o que foi colocado nas se¢des anteriores, serd introduzido
parte do planejamento anual de geometria de 2019 (contetdo programatico) da Escola Estadual

Adalgisa de Paula Duque, localizada em Lima Duarte - MG.
1. 6°ano

a) Ponto, reta e plano

1. determinacdo de uma reta
ii. semirreta
iil. segmento de reta
1v. segmentos consecutivos

V. segmentos congruentes.
b) Angulos
i. Giros e angulos
ii. Angulo reto ou angulo de um quarto de volta

iii. Angulo agudo e angulo obtuso.
c¢) Contornos e regides

1. Retas paralelas e retas concorrentes
ii. Posigdes relativas de duas retas distintas contidas em um mesmo plano
ii1. Geometria e arte
iv. Contornos de regides planas
v. Linhas fechadas
vi. Construgdes com régua e esquadro

vii. Perpendiculares e paralelas



viii. Regides planas e contornos

ix. As regioes planas do tangram.
d) Poligonos
i. Elementos do poligono
i1. Classificagdo dos poligonos.
e) Triangulos
i. Construindo tridangulos
ii. Classificagdo de tridngulos.
f) Quadrilateros
1. Paralelogramos
ii. Trapézios.
g) Medida de comprimento

h) Medidas de superficie

i. Area do retangulo
ii. Area do quadrado
iii. Area do tridngulo
iv. Area do trapézio
v. Area do losango
vi. Area da circunferéncia

vii. Unidades agrarias.
1) Medidas de volume, capacidade e massa

i. Volume
i1. Volume do paralelepipedo e do cubo
iii. Capacidade

iv. Medida de Massa.

2. 7°ano

a) Angulos
1. Medindo angulos
ii. Classificagao de angulos
iii. Angulos congruentes e angulos adjacentes
iv. Bissetriz de um angulo
v. Angulos complementares e dngulos suplementares

vi. Angulos opostos pelo vértice — propriedades
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vii. Adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo de angulos.
b) Circunferéncia e construgdes geométricas

i. Circunferéncias
ii. Circulos, angulo central e setor circular
1i1. Gréaficos de setores
iv. Construgdes geométricas
v. Construgdo com régua e transferidor e com régua e esquadro
vi. Construgdo com régua e compasso

vii. Construgdo de angulos de 30°, 45°, 60° e 90°.
3. 8°ano

a) Angulos e tridngulos
i. Angulos opostos pelo vértice
ii. Angulos formados por retas paralelas cortadas por uma reta transversal
iii. Soma das medidas dos dngulos internos de um triangulo
iv. Congruéncia de triangulos

v. Casos de congruéncia de triangulos - 1° caso: LAL; 2° caso: LLL; 3° caso: ALA;
4° caso: LAA

vi. Mediana de um tridngulo
vii. Bissetriz de um triangulo
viii. Altura de um tridngulo

ix. Ortocentro de um tridngulo

X. Incentro de um tridngulo

xi. Baricentro de um tridngulo

xil. Circuncentro de um triangulo.
b) Poligonos

i. Poligonos convexos e ndo-convexos
ii. Nome dos poligonos quanto ao numero de lados
ii1. Soma das medidas dos angulo internos de um poligono convexo
iv. Soma das medidas dos angulos externos de um poligono convexo.
¢) Quadrilateros e circunferéncias:
i. Caracteristicas de um quadrilatero convexo Paralelogramos
i1. Losango
iii. Trapézios

iv. Areas de figuras simples
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v. Aproximagdo de areas de regides irregulares

Vi.
Vii.
Viil.
IX.
X.
X1.

Xil.

Xiii

Circunferéncia

Posicdes relativas de duas circunferéncias

Arco de circunferéncia e angulos

Angulo central

Angulo inscrito

Propriedade da reta tangente a circunferéncia

Angulos nio inscritos formado por secantes e tangentes

. Vértice como ponto interno a circunferéncia e distinto do centro

xiv. Vértice como ponto externo a circunferéncia

xv. Vértice como ponto da circunferéncia.

9° ano

a) Proporcionalidade em geometria

1.
ii.
1ii.
1v.
V.

Vi.

Segmentos proporcionais

Poligonos semelhantes

Triangulos semelhantes

Teorema de Tales

Feixe de retas paralelas cortadas por transversais

Outras atividades envolvendo proporcionalidade em geometria.

b) Relagdes métricas no tridngulo retdngulo e na circunferéncia

1.
ii.

1il.

1v.
\2

Vi.

Elementos de um tridngulo retangulo
Demonstracdo do Teorema de Pitagoras

Aplicacdes importantes do Teorema de Pitdgoras- Diagonal do quadrado e altura
do tridngulo equilatero

Triangulo inscrito numa semicircunferéncia
Os ternos pitagoricos

Relagdes métricas na circunferéncia.

c¢) Trigonometria dos tridngulos

1.
11.

iil.

1v.
V.

V.

Trigonometria no triangulo retangulo

Indice de subida

A idéia de tangente

A idéia de seno e de cosseno

Definicdo de seno, cosseno e tangente por meio de semelhanca de triangulos

Relagdes entre seno, cosseno e tangente
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Viii.
1X.

X.
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Seno, cosseno e tangente de 30°, 45° ¢ 60°
Relagdes trigonométricas em um tridngulo qualquer
Lei do seno e lei do cosseno

Area de um triangulo em funcao do seno.

d) Perimetros, areas e volume

1.
ii.
iii.
1v.

V.

V1.
vil.
Viii.

IX.

XI.
Xil.
Xiil.
X1V.

XV.

Perimetro do circulo (comprimento da circunferéncia)

Area do circulo, setor circular e coroa circular

Poligonos regulares inscritos e circunscritos em uma circunferéncia
Medidas do raio, do lado e do apdtema de um poligono regular.
Uso das relagdes trigonométricas em poligonos regulares inscritos na circunfe-
réncia

Area de poligonos regulares

Area de uma regido quadrada

Area de uma regido retangular

Area de uma regio limitada por um paralelogramo

Area de uma regido triangular

Area de uma regido limitada por um trapézio

Area de uma regido limitada por um losango

Area total da superficie de um s6lido geométrico

Volume do prisma e do cilindro

Volume da piramide e do cone.

Como o professor tem autonomia para elaborar o plano de ensino e os livro didaticos

sdo tidos como base para uma dire¢do, em comum acordo entre professores e coordenagao

pedagdgica sem ferir os tramites legais, seria interessante que estivesse presente no planejamento

do 7° ano um aprofundamento do estudos de areas visto no 6° ano bem como apresentagao de

situacdes problemas mais complexas como meio de introdu¢do de estratégias para o calculo de

areas, como as quadriculas e at¢ mesmo a Férmula de Pick, situagdes e estratégias estas que

seriam reforcadas ao longo do 8° ano. Com isso, a base do estudante seria mais solida para o

desenvolvimento de atividades complexas e desafiadoras no final do Ensino Fundamental 2.
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3 METODOS PARA CALCULAR AREAS DE FIGURAS PLANAS REGULARES E
IRREGULARES

Alguns métodos para o calculo de areas existem desde a propria origem da geometria. O
proprio significado da palavra € sugestivo ao célculo de espagos de superficies (medir terra). A
geometria surgiu de forma independente em varias civilizagdes antigas.

Afirmagdes sobre a origem da matematica, seja da aritmética seja da
geometria, s30 necessariamente arriscadas, pois os primordios do assunto
sd0 mais antigos que a arte de escrever. Foi somente nos ltimos seis
milénios, numa carreira que pode ter coberto milhares de milénios, que o
homem se mostrou capaz de colocar seus pensamentos em forma escrita.
Para informagdes sobre a pré-historia dependemos de interpretagdes
baseadas nos poucos artefatos que restaram, de evidéncia fornecida
pela moderna antropologia, e de extrapolagdo retroativa, conjectural, a
partir dos documentos que sobreviveram. Herddoto e Aristoteles nao
quiseram se arriscar a propor origens mais antigas que a civilizagao
egipcia, mas € claro que a geometria que tinham em mente tinha raizes
mais antigas. Her6doto mantinha que a geometria se originava no Egito,
pois acreditava que tinha surgido da necessidade pratica de fazer novas
medidas de terras ap6s cada inundac@o anual no vale do Rio. Aristoteles
achava que a existéncia no Egito de uma classe sacerdotal com lazeres
¢ que tinha conduzido ao estudo da geometria. Podemos considerar as
ideias de Herddoto e Aristoteles como representando duas teorias opostas
quanto as origens da matematica, um acreditando que fosse necessidade
pratica, outro que a origem estivesse no lazer sacerdotal e ritual. O
fato dos gedmetras egipcios serem as vezes chamados “estiradores de
corda”(ou agrimensores) pode ser tomado como apoio de qualquer das
duas teorias, pois cordas eram indubitavelmente usadas tantos para tragar
as bases de templos como para realinhar demarcacdes apagadas de terras.
Nao podemos contradizer com seguranga nem Herodoto nem Aristoteles
quanto a motivacdo que produziu a matematica, mas € claro que ambos
subestimaram a idade do assunto. (BOYER, 1974, P.4)

Registros antigos também destacam ideias de tais origens ligadas a agrimensura, drenagem

e construgdo civil, também na antiga Mesopotamia, regiao da Babilonia.

A geometria babilonica relaciona intimamente com a mensuragao pra-
tica. De numerosos exemplos concretos infere-se que os babilonicos
do periodo 2000 a.c. a 1600 a.c. deviam estar familiarizados com as
regras gerais da area do retangulo, da area do tridangulo retangulo e do
triangulo isosceles (e talvez da area de um tridngulo genérico), da area de
um trapézio retangulo, do volume de um paralelepipedo reto-retangulo
e, mais geralmente, do volume de um prisma reto de base trapezoidal.
Considerava-se uma circunferéncia como o triplo de seu diametro e a
area do circulo como o duodécimo da area do quadrado de lado igual
a circunferéncia respectiva (regras corretas para m = 3) e se obtinha o
volume de um cilindro circular reto como produto da base pela altura.
O volume de um tronco de cone e o de um tronco de pirdmide quadran-
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gular regular eram calculados erradamente como produto da altura pela
semi-soma das bases. (EVES, 2004, P.60-61)

Com isso, fica evidente que a matematica por meio da geometria deixa claro o quanto
algumas civilizagdes antigas eram avangadas, a medida que a necessidade aparece, métodos
independentes dos antigos ou baseados neles sdo desenvolvidos ao longo dos anos para uma
melhor exatidao daquilo que se venha a construir, no entanto

O desenvolvimento da geometria pode ter sido estimulado por necessi-
dades praticas de construcdo e demarcagdo de terras, ou por sentimentos
estéticos em rela¢do a configuragdes e ordem. Podemos fazer conjeturas
sobre o que levou os homens da Idade da Pedra a contar, medir e desenhar.
Que os comecgos da matematica s3o mais antigos que as mais antigas
civilizagdes ¢ claro. Ir além e identificar uma origem determinada no
espago e no tempo, no entanto, é confundir conjetura com histéria. E
melhor suspender o julgamento nessa questao e ir adiante, ao terreno
mais firme da historia da matematica encontrada em documentos escritos
que chegaram até nés. (BOYER, 1974, p.5)

O fato ¢ que a geometria vive, € assim como em milénios atras, hoje ela se faz necessaria.
Basta olhar para o mundo, praticamente tudo ¢ geometria, no nosso cotidiano o tempo todo
pensamos em medir coisas, seja para a compra de um terreno, construgao civil, ou o simples alocar
de objetos em determinados espagos como meio de organizacao, assim, seja um grao de arroz ou
a superficie de um pais, se apresenta no minimo duas dimensdes, pode ser medido. Baseado em
conhecimentos primordios e uma crescente de evolugdo, varias formulas para o calculo de areas
regulares e irregulares foram deduzidas ao longo dos séculos, entre estas varias sao mostradas e
exploradas ao longo do Ensino Fundamental 2 e médio. Ao se deparar com alguma area irregular,
onde ndo se ¢ possivel o célculo a partir de areas regulares, foram desenvolvidos ao longo da
historia alguns métodos para calcular a medida da area de tal superficie plana, métodos esses que
podem nos dar uma aproximagao muito boa da medida real ou at¢ mesmo uma exatidao. Esses
métodos ndo sdo explorados no ensino regular, mas podem perfeitamente ser inseridos em um

plano curricular a fim de enriquecer o estudo sobre éreas.

3.1 CALCULO DE AREAS POR FORMULAS DEDUZIDAS NO ENSINO FUNDAMEN-
TAL 2

Ao longo do ensino basico, tratamos do estudo de areas por meio de formulas deduzidas
e regides expressas pela diferenga ou soma de determinadas superficies planas, ou seja, uma
composicao de areas onde se chega ao resultado final a partir de areas conhecidas. A seguir
podemos ver algumas das figuras planas exploradas ao longo dos anos do Ensino Fundamental 2

e as dedugdes das formulas de suas respectivas areas.

1. Area de um retangulo
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Figura 4 — Retangulo na quadricula

Il CIn

i
1 cm

Fonte: mundoeducacao.bol.uol.com.br

Tomando como unidade o quadradinho de lado 1 cm, deduzimos a area coberta por essa
regido retangular como sendo o produto da medida da base pela medida da altura, assim
cobrindo toda a regido. Denotando por i a medida da altura e por b a medida da base,

temos a 4rea da regido retangular dada por A = b - h. Nesse caso, uma area de 24 cm?.

2. Area de um paralelogramo

Figura 5 — Paralelogramo

A B

h = altura

d

D H C
b = base

Fonte: alunosonline.uol.com.br

A area do paralelogramo também ¢é dada por A = b - h. Como o segmento de reta

AB ¢ paralelo ao segmento de reta DC, ao deslocarmos o tridngulo ADH formando
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primeiramente o tridngulo BC'H, temos consequentemente um retangulo de base e altura

iguais as do paralelogramo em questdo, ja que ADH = BCH.

3. Area de um triangulo

Figura 6 — Paralelogramo 2

A | B

C D

Fonte: matematicabasica.net

Ao tragarmos a diagonal A D no paralelogramo descrito na Figura 6, teremos dois triAngulos
congruentes, basta observar que ABD = ACD,AB=DC e AC = DB, logo, pelo caso

LAL os triangulos AC'D e ABD sao congruentes. Assim, como as medidas da altura do

paralelogramo e a base sdo iguais as do triangulo, temos a formula para o calculo da area

. b-h
de um triangulo qualquer dada por A = 5

4. Area de um quadrado

Figura 7 — Quadrado

E H

F G

Fonte: autor
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A deducdo da area de um quadrado de lado [ ¢ semelhante a dedugdo da area de um
retangulo, além de possuir todos os angulos retos, o quadrado tém os lados iguais. Assim,

sua 4rea é dadapor A =1-1 = [2.
5. Area de um losango

Figura 8 — Losango

A

D

Fonte: mundoeducacao.bol.uol.com.br

O losango ¢ da classe dos paralelogramos, poligonos que possuem lados paralelos dois
a dois, ainda com a particularidade de possuir todos os lados com medidas iguais ¢ as

diagonais além de se intersectarem no ponto médio, sdo perpendiculares. Temos na Figura

8 AM = MD e BM = MC'. Assim, pelo caso LAL temos quatro tridngulos congruentes

e com base nessas informacdes a area do losango ¢ dada por Sapcp = 4 - Sacn. Entdo,
MC-AM  2AM -2MC  D-d
2 N 2 B

Sipecp = 4 - ,onde D ¢ a diagonal maiore d ¢ a

diagonal menor.
6. Area de um trapézio

A partir da féormula da 4rea de um tridngulo qualquer, deduzimos a area de um trapézio.

Tomando por base o trapézio da Figura 9, temos que

B-h b-h B+b)-h
Acpre = Acer + Acpr = 5 + 5 :( 2) )

Onde B ¢é a base maior, b é a base menor € h € a altura.
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Figura 9 — Trapézio

b

B

Fonte: mundoeducacao.bol.uol.com.br

7. Area de um tridngulo qualquer: Férmula de Heron

Figura 10 — Triangulo 1

(L ol
A H C

Fonte: obaricentrodamente.com

A foérmula de Heron nos permite calcular a area de uma superficie triangular sem depender
da altura de tal triangulo. O algoritmo determina a area do triangulo em fun¢do de seus

trés lados. Para mostrar, vamos nos basear na Figura 10.
Seja AH =me HC = n.
\ /CQ _ h2

C

Temos, 2 = h2 +m? = m? = — h? = m = v/c2 — h2. Com isso, cosa =

Aplicando a lei dos cossenos, vem

a?=c?+b%—2cb- cosa
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assim
2 _ 2
a2:c2+b2—206-67
c

entao

=2+ —20-Vc2—h2
desta forma

4+ —a?>=2b-Vc2— h2,
obtendo

b? + ¢ — a?

— V22
2 ¢

Elevando ambos os membros ao quadrado,

<b2+cz—a2>2202_h2

2b

portanto
b2 2 2\ 2
2= (Jr;b“) . 3.1)
. A b-h
Sendo a area do tridngulo dada por S = < temos
b? - h?
S% = T (3.2)

Substituindo (3.1) em (3.2) temos a seguinte igualdade

(b2 +2 a2)2

2. |2
o L 1
a 4
o O+ —a’)
2 _ 4
= 5" = 7
40%c? — (b* + 2 — a?)?
2 _
= 5 = T
L gz [(2b)) = (° + & —a®)] - [(2be) + (U* + ¢ — 0]
N 16
Log2_ [a2 — (b2 — 2bc + )] - [(b% + 2bc + ¢2) — a”]
B 16
g @ (b= [+~
B 16

g lla=(®-o)lat+ (b C))]1'6[((b to)—a)((b+c)+a)
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que pode ser escrita como

SZ_(cH-c—b) (@a+b—c) b+c—a a+b+c
B 2 2 2 2
:>52_(a+b+c—2b) (a+b+c—2c) a+b+c—2a a+b+c
B 2 2 2 2
L2 a+b+c b at+b+c) at+b+c) a+b+c
- 2 2 ‘ 2 ¢ 2 '
a+b+c

Considerando o semiperimetro p do tridngulo em questdo, temos p = , logo

2

S=p-(p—a)-pP-b)-(p—c)

isto é

S=\p-(p—a)-(p—b)-(p—0)
8. Area de um triangulo qualquer usando trigonometria

Figura 11 — Triangulo 2

B

Fonte: repositorio.ufba.br

Conhecendo as medidas de dois lados de um triangulo e do angulo formado por esses
mesmos dois lados, € possivel calcular a area de tal regido. Para mostrar, vamos utilizar a

Figura 11. Seja AC = b, AB = c e aaltura h do tridngulo em relagdo ao lado AC = b.

b-h
Sabendo que a area do tridngulo ABC' ¢ dada por A = —5 esena =, relacionando as
c

duas equagdes temos que

. bC;m (3.3)
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Uma outra maneira de expressar a area desse tridngulo sem depender da altura, seria a

. ) a b c
partir da lei dos senos, onde = =
sena  senf3  senry

que circunscreve o tridngulo ABC. Com isso, temos a = 21 - sena.

= 2r e r € o raio da circunferéncia

= seno = i. 3.4)
2r

Substituindo a equagdo (3.4) em (3.3),temos

a-b-c
4r

A=

9. Area de um triangulo equilatero

Figura 12 — Triangulo 3

C

| T
-
| o

T
b

t
1

Fonte: clubes.obemp.org.br

No triangulo equilatero também € possivel expressar sua area apenas em funcao do lado
de medida [. Basta observar que o triangulo AC'D (Figura 12) ¢ retangulo em D e aplicar
o teorema de Pitagoras para se obter a altura h em fun¢do do lado. Sendo assim, temos

1\? 312 3
l2:h2 - h2:7 hzi
+(2) Sy T

A area A, pe, do triangulo ABC), Figura 12, ¢ dada por
l-h 1/3

Aapc = - = Aspe = 1
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10. Area de um poligono regular qualquer

Figura 13 — Octogonos regulares inscrito e circunscrito
em uma circunferéncia

7 | E
J
G h D
O M K
H C
N |4
N o8

Fonte: autor

Definicao 3.1 Apotema de um poligono regular é a designacdo dada ao segmento de reta
que tem por extremos o centro geométrico da figura e o ponto médio de um dos lados do

poligono. O apotema e o lado do poligono sdao perpendiculares entre si.

Na Figura 13 o poligono NOPIJKLQ tem 8 lados e esta inscrito em uma circunferéncia de
raio r, o que implica que este pode ser decomposto em 8§ triangulos iguais. A medida A
do apotema ¢ a medida da altura de cada um desses 8 tridngulos. Tomemos / a medida de

cada lado do poligono, assim, sua area pode ser calculada da seguinte maneira

Azg.ﬂzﬂ.h:y.h
2 2
Analogamente em um poligono regular com n lados temos,
B :
2 2

onde p ¢ o semiperimetro do poligono.

Aqui também mostramos uma dedugdo da area do circulo. (Figura 13)

1) Area de um poligono regular de n lados inscrito na circunferéncia de raio r

A medida do angulo IMRé igual a T Com isso, temos
n
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. A r 7T
entdo a medida da base de cada um desses tridngulos € dada por 2rsen— e a altura por
n

7 , A .
rcos—, logo a area A, de cada triangulo é
n

T T 9 21

2rsen— - rcos— - T rosen—

A, = n N — r2sen—cos— = ——1L
2 n n 2

Consequentemente, a drea A,, de um poligono regular inscrito na circunferéncia ¢ igual a

i1) Area de um poligono regular circunscrito na circunferéncia de raio r

Considere um poligono regular circunscrito na circunferéncia de raio . A medida do

~ . ™ .
angulo BM (@) é igual a —. Com isso, temos
n

5 BQ _BQ
gn—MQ_ r’

A r ﬂ- r r
entdo a base de cada um desses triangulos ¢ dada por 2rtg— e a altura € r, logo a area de
n

cada triangulo ¢
5, T
Ay =ritg—.
n

Consequentemente, a area A, de um poligono circunscrito em uma circunferéncia é

5 | T
Ay, =1 ntgﬁ.

Seja A a area da circunferéncia. A partir de (i) e (ii), aumentando indefinidamente o

, . o . senx
numero de lados de P, P e utilizando o limite fundamental hIT(l] = 1, temos
z—=0
A, <A<A,
9 2T
rensen— -
— < A< rPntg—
2 n
9 2 T
rémwsen— sen—
- n 2 n
= o <A<rin—;y
=27 coS—
n n
2w T
sen— sen— 1
— 27 7271 <A<rn—nL =
=27 — coS—
n n n
2 s
sen— sen— 1
:>limr27r-72n < A< lim r’*r 7rn'77r7
n—o0 l n— o0 o cos—

n n n
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2
Na desigualdade acima pela esquerda fazemos = = T pela direita x = T E observando
n n

que, se n — oo temos x — 0 e y — 0, concluimos que

27 T
sen— sen— 1
r’r - lim ——2% < A <7’z lim —L . lim =
n—oo 27'(' n—oo n—oo cos—
n n
2 s
sen— sen—
como, lim —-"% = lim = lim —= =1, temos
n—oo 2’/T n—oo o n—oo COS—
n n n

ar? < A < mr?,

logo pelo Teorema do Confronto concluimos que A = mr?.

Uma das maneiras de expor de forma intuitiva para os estudantes a formula para o calculo da
area de um circulo ¢ através da area de um poligono regular inscrito em uma circunferéncia
(Figura 13). Temos que n - € o perimetro de tal poligono, ao aumentarmos indefinidamente
o numero de lados seu perimetro se aproxima do de uma circunferéncia e o apdtema se
aproxima do raio da mesma circunscrita ao poligono. Com isso, temos

_2-p-h 2m-r-r

o2 27

A

logo, a area do circulo ¢ dada por

A= 7r?
11. Area do circulo, setor circular e segmento circular

Figura 14 — Circunferéncia

F 3
Y| R

Fonte: estudopratico.com.br
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A area de um circulo, regido limitada por uma circunferéncia, pode ser deduzida no Ensino
Fundamental 2 por meio da divisdo em varios setores, como visto no item 10 descrito
acima. Aqui, para uma leitura mais aprofundada do professor e enriquecimento de contetdo,
vamos fazer tal deducdo por meio de integrais. Para isso, vamos nos basear na Figura
14, uma circunferéncia de centro na origem do plano cartesiano e raio R. Além do mais,
trazemos ainda nesse item a dedug@o das formulas para regides limitadas por um setor

circular e segmento circular, respectivamente.

A equagdo dessa circunferéncia ¢ dada por
.I'2 4 y2 — R2

dai
y=+VR2— 22

Como vamos integrar uma fungao, tomemos y = v/ R? — x? ¢ a area referente ao primeiro

quadrante. Para obtermos a area da circunferéncia facamos entao,
R ‘R
4-/ f(:z:)d:v:4-/ VvV R? — 22dx,
0 0

fazendo a mudanca de variavel z = Rsen© obtemos dr = RcosOdO. Dai a integral

anterior transforma-se em

™

2 IR (R2een20) .
4/0 \/R (R%sen?0) - RcosO©dO

ou seja,
ﬁ
4. /2 \/R2(1 — sen?0) - Rcos©dO

0

isto é,
f T
4- /2 Rcos® - Rcos©dO = 4 - /2 R?c0s’©dO
0 0
T

T
/5 1+ cosZ@d@
0 2

=4-R? /5 c0s*0dO = 4 - R?
0

T T

2 Z = 2
4'R— /Qd@+/2cos2@d@ :4'R—-
2 0 0 2

e

Assim concluimos que a area do circulo é dada por A, = 7 - R?.

A partir da area do circulo deduz-se a area do setor circular. Faremos isso a seguir.
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Figura 15 — Setor circular

C

Fonte: clubes.obmep.org.br

. R . , ) .. «

Se temos a medida do angulo central «, basta multiplicar a 4rea da circunferéncia por 360°
. , ) , «

assim, a area do setor circular Ag¢c € dada por Age = 360 7w R?. Por outro lado, se temos

o comprimento ! do arco descrito por esse setor, obtemos sua area a partir de uma regra de
trés simples relacionando a area da circunferéncia com seu comprimento e a area do setor

com o comprimento do arco que o descreve, ou seja,

7TR2 o ASC’

2rR 1
entao IR

AAS = T

Figura 16 — Segmento circular

Fonte: clubes.obmep.org.br



35

No caso da area de um segmento circular, que ¢ a regido limitada por uma corda AB ¢
pelo arco 1@, Figura 16, para se obter a area de tal regido basta que se faca a diferenca

entre a area do setor AOB e a area do triangulo AOB.

3.2 CALCULO APROXIMADO DE AREAS IRREGULARES POR QUADRICULAS

Muitas vezes nos deparamos com algumas regides as quais precisamos determinar a
sua area, mas nao temos nenhuma féormula matematica que facilite determinado calculo, isso
ocorre ao lidarmos com 4reas irregulares. Por meio de integrais ou de um instrumento chamado
planimetro (planimetro polar, linear ou digital), por exemplo, conseguimos boa aproximacao ou
até mesmo uma exatiddo. No entanto, em algumas situa¢des, uma malha quadriculada nos fornece
uma aproximagao razoavel da area correspondente a determinada regido. Como esse método
consiste apenas em contar os quadradinhos que cobrem a regiao, pode ser facilmente introduzido
e explorado em qualquer um dos anos do Ensino Fundamental 2. Tomemos como exemplo a
Figura 2, nela podemos observar uma area por falta de 4u.a., ja que temos quatro quadradinhos
inteiros no interior da regido e uma area por excesso de 15u.a, ja que temos 15 quadradinhos
contendo pelo menos uma parte do contorno. Uma maneira de expor uma aproximacao da area
dessa regido ¢ fazer a média aritmética das areas por falta e por excesso, ja que a area real com

certeza ¢ um numero entre 4u.a. € 15u.a., sendo assim temos uma area aproximada de 9, 5u.a..

Esse processo pode ser perfeitamente utilizado para aproximagao de areas de superficies
continentais, por exemplo. Basta que se tenha uma escala e deixe claro o qudo proximo vocé
quer que sua area fique. Por exemplo, na Figura 17 podemos seguir o0 mesmo processo anterior,
porém, para uma aproximac¢ao melhor teriamos que ter o contorno do mapa do continente africano
exposto em uma malha quadriculada onde cada quadradinho tenha area menor, ja que quanto
menor for a area de cada quadradinho, melhor sera a aproximacao da area real. Tenha em
mente que se conseguir colocar quadradinhos tao pequenos no interior do contorno ao ponto
que tendessem a unido de varios pontos e conseguissemos conta-los, a area seria exata, mas
quanto menor o quadradinho e maior a regido de aproximagao, mais dificil de contar. Dai, cabe

ao professor decidir até que ponto o método por quadriculas € viavel.

Uma outra maneira de aproximar areas usando malhas quadriculadas ¢ contar os quadra-
dinhos inteiros no interior do contorno e somar a metade da soma dos quadradinhos nao inteiros

também do interior da figura. Por exemplo, seja P; partes inteiras e F,, partes ndo inteiras, entao

uma aproximagao para a area da regido é dada por A = P, + 771 Se aplicado na Figura 2, temos

quatro quadradinhos inteiros e onze ndo inteiros, logo, A = 4 + 5= 9,5u.a..
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Figura 17 — Regido irregular na malha quadricu-
lada

|
N

i
M

Fonte: cartografiaescolar.wordpress.com

3.3 AFORMULA DE PICK

Um pouco da histéria do matematico criador da férmula.

Georg Alexander Pick nasceu em uma familia judia no ano de 1859
em Viena. Sua mae era Josefa Schleisinger e seu pai foi Adolf Josef
Pick, diretor de uma institui¢ao privada. Georg foi educado em casa
por seu pai até os onze anos de idade, depois ele entrou na quarta classe
do Leopoldstaecdter Communal Gymsasium, ficando nesta escola até
1875, quando realizou exames de qualificagdo para universidade. Ele
entrou na Universidade de Viena em 1875. Ele publicou seu primeiro
artigo matematico, no ano seguinte, com apenas dezessete anos de idade.
Estudou matematica e fisica, graduando-se em 1879 com uma quali-
ficagdo que lhe permitiria ensinar ambas as disciplinas. Seu trabalho
foi extremamente amplo no campo da matematica, em sua gama de 67
artigos foram abordados muitos topicos, tais como Algebra Linear, An-
lise Funcional, Calculos de Integrais e Geometria. No entanto mais da
metade de seus artigos estavam em funcdo de uma variavel complexa,
equagdes diferenciais e geometria diferencial. Termos como Matrizes
Pick, Interpolagdo Pick-Nevanlinna ¢ o Lema Schwarz-Pick sao usados
até hoje. O seu artigo mais lembrado, no entanto, é o Teorema de Pick
— Pick’s Theorem - que apareceu no seu artigo de oito paginas Geome-
trisches zur Zahlenlehre publicado em Praga em 1899. O resultado de
seu trabalho ndo recebeu muita atencao inicialmente. Todavia, apds a
sua citagdo em 1969 pelo matematico H. Steinhaus, que o incluiu em um
de seus livros, este resultado atraiu muita atencao e admiracdo por ser
simples e elegante. Pick tinha sido eleito como membro da Academia das
Ciéncias e das Artes da Republica Tcheca, mas apds os nazistas assumi-
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rem, ele foi excluido da Academia. Pick foi enviado para Theresienstadt
em 13 de Julho de 1942, morrendo duas semanas mais tarde aos 82 anos.
(HERMES, 2015, P.204)

A Férmula de Pick nos permite calcular a drea de um poligono simples apenas contando

0s pontos que estdo no seu contorno € os que estdo no seu interior em uma malha quadriculada.

Definicao 3.2 Poligono simples é um poligono cujo bordo é uma poligonal fechada que pode

ser percorrida inteiramente sem passar duas vezes pelo mesmo vértice.

Lema 3.1 Todo poligono de n lados pode ser decomposto como a reunido de n — 2 triangulos

Jjustapostos, cujos vertices sdo do poligono dado.

Teorema 3.1 A area de um poligono simples cujos vértices sao pontos de uma rede é dada pela
formula
f

A=L471-1
2+

onde f é o numero de pontos da rede situados sobre o contorno do poligono e I é o numero de
pontos da rede situados no interior do poligono, que serdo chamados aqui respectivamente de

pontos da fronteira e pontos do interior.

As demonstragdes do Lema 3.1 e do Teorema 3.1 podem ser encontradas em (11). Aqui

mostraremos apenas a validade da Férmula de Pick. Para isso, tomemos como base a Figura 18.

Figura 18 — Retangulo R

Fonte: autor

Seja f o niumero de pontos do contorno de um dos tridngulos retdngulos na Figura
18 e I a quantidade de pontos no seu interior, podemos observar que o nimero de pontos no
interior de R ¢ dado pelo produto (b — 1)(c — 1), onde b e ¢ sdo as medidas dos lados do

retangulo R. Seja H; a quantidade de pontos da hipotenusa internos ao retdngulo, assim temos
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1
que [ = 3 [(b—1)(c—1)—H;]e f = b+ c+ H; + 1. Substituindo os valores de I e f na

equacdo do Teorema 3.1, temos que

b H,+1 1
A= D e—1) - H] -1
2 2
b+c+H;+1 bc—b—c+1—H,;
= A= + -1
2 2
b+c+H;+14+bc—b—c+1—H;
= A= —1
2
b
= A= C+2—1
2
bc
A= —.
= 2

Com isso, vemos que a formula ¢ valida para tridngulos retangulos, pelo Lema 3.1 todo
poligono de n lados pode ser decomposto em tridngulos e esses tridngulos podem ser decompostos

em dois tridngulos retangulos, sendo assim, a férmula ¢ valida para qualquer poligono simples.

Exemplo 3.1 Determine a area do triangulo retangulo da Figura 19.

Figura 19 — Triangulo retangulo

Fonte: obaricentrodamente.com

. : . 6-3
Podemos simplesmente fazer o semi-produto da base pela a altura, assim A = — = 9u.a., mas

vamos aplicar a Formula de Pick. Ento, sendo f = 12¢ [ = 4, temos A = 1 +4—1=9u.a.

A Férmula de Pick nos dé a area exata quando se trata de poligonos simples, no entanto,
nao nos fornece nenhuma exatidao ao se tratar de 4reas irregulares nao poligonais, mas podemos
fazer uso dela para obter uma aproximacao razoavel de uma determinada area irregular, basta que

se construa uma poligonal juntamente com a superficie irregular em uma malha quadriculada,



39

procurando tangenciar partes do contorno de tal superficie, a fim de se obter a melhor aproximagao

possivel através da poligonal. Por exemplo, na Figura 20.

Figura 20 — Aproximacao por poligono simples

Fonte: docplayer.com.br

34 APROXIMACAO DA AREA DE UMA REGIAO POR TRIANGULOS A PARTIR DE
UM PONTO FIXO

Nesse método, a partir de um ponto fixo interior ou exterior a uma determinada regido ¢
possivel se obter uma aproximacgao razoavel da area limitada por um contorno, mesmo que esse

contorno seja irregular, como por exemplo nas Figuras 21 e 22.

Figura 21 — Regido irregular com ponto fixo interno

A BCD

Fonte: autor
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Figura 22 — Regido irregular com ponto fixo externo

B

A C o

Fonte: autor

Na Figura 21, onde o ponto fixo estd interno a regido, conhecendo a medida por exemplo
dos segmentos de reta OA, OB e a medida do angulo ©, obtemos a 4rea da regido limitada
pelo triangulo AO B através da equagao (3.3). Dessa forma, podemos triangular todo o interior
da regido a partir do ponto fixo O, calculando as areas desses varios tridngulos, temos uma
aproximacao da area correspondente a essa regido irregular. Vale observar que os segmentos de
reta opostos aos angulos de vértice O formam uma poligonal, esta sera mais proxima da linha
que limita a regido irregular quanto se queira, basta que a quantidade de triangulos construidos

no interior da regido cresca indefinidamente.

No caso da Figura 22, onde o ponto fixo O estd externo a regido, o processo ¢ analogo
ao executado na Figura 21. Conhecendo as medidas dos segmentos de reta OA, OB, OF,
OF e a medida do angulo ©, ¢ possivel calcular a 4rea do quadrilatero ABFE através da
equagao (3.3), basta que se faga a diferencga entre as areas dos triangulos AOB ¢ EOF', com
isso, podemos triangular toda a figura e somar as areas desses varios quadrilateros, obtendo
assim, uma aproximacao da area irregular em questdo. Assim como na Figura 21, a area fica
mais proxima a medida que a quantidade de tridngulos construidos a partir desse ponto fixo
cresga. De fato, os segmentos de reta dos triangulos de maior e menor areas opostos ao angulo ©
formam uma poligonal que se aproxima da linha que limita a regido irregular, aproximagao essa

que melhora a cada tridngulo a mais construido.
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3.5 PLANIMETRO

O planimetro ¢ um instrumento mecanico utilizado por varios profissionais para o calculo
de areas de regides regulares ou irregulares, estdo entre esses profissionais os engenheiros,
agrimensores, arquitetos, topografos, etc. Existem varios tipos de planimetro, esses construidos
ao longo dos anos. Alguns desses planimetros como o polar, o digital ou o linear fornecem
na teoria o célculo exato da area de tais regides, no entanto, na pratica a exatiddo depende
do manuseio do aparelho, da superficie onde esta sendo feito a medicao, entre outros fatores.
Planimetros como o de Prytz fornecem areas aproximadas com possibilidade de minimizagao e

calculo do erro.

Figura 23 — Planimetro polar

Fonte: autor

Aqui trabalharemos com o Planimetro Polar inventado por Jakob Amsler em 1854, cuja
leitura ¢ mecanica do fabricante Koizumi KP-27 (Figura 23), este ¢ composto por dois bragos,
um deles é chamado de brago polar (em uma de suas extremidades hd um peso com uma agulha
para fixagdo na superficie, chamado de pdlo) e o outro ¢ denominado brago tragador (graduado
milimetricamente tendo em uma de suas extremidades uma lente com um ponto central, ponto
este que percorre o contorno da superficie que se deseja calcular a area), ambos sdo unidos
a um receptaculo (Figura 24) no qual estdo os elementos que nos fornecem os registros de
contagem: um tambor cilindrico graduado chamado de integrante, que gira perpendicular ao
brago tracador e um disco contador (graduado em 10 unidades) que gira indicando a quantidade
de voltas que o integrante da enquanto o ponto da extremidade do brago tragador se desloca sobre
o contorno da superficie plana. Além disso, o angulo formado pelos bragos varia de 0 a 180. Ao
percorrer o contorno da superficie plana fechada, o nimero registrado pelos elementos giratorios

do receptaculo nos permite calcular a area limitada por este contorno.
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Figura 24 — Receptaculo

ZERO SET DEVICE
JA, PAT. 481129

890067. 507065

A BAT - ana

Fonte: autor

Para se realizar a medida da area de uma regido fechada percorrendo o planimetro em
seu contorno, ¢ melhor que o material no qual se encontra a figura esteja fixado, ja que se houver
deslize e movimentos bruscos por parte do operador o erro pode facilmente ultrapassar o erro
relativo de 0,15% como dito em (1). Para realizarmos a medida da area de determinada regiao
escolhemos a constante de calibragem, esta varia de acordo com o fabricante e determina como
ficard o brago tragador (comprimento) no receptaculo, tal constante pode ser encontrada em uma
tabela localizada no estojo do aparelho (Figura 25), no entanto, podemos construir uma constante
propria sem depender do fabricante fazendo varias medidas, por exemplo, em poligonos de areas
conhecidas. Para realizagdo da leitura, basta que se escolha um ponto inicial no contorno da
regido e sobre este posicione o ponto da lente localizado na extremidade do brago tragador, com
o braco polar em uma posicao qualquer da superficie e o polo fixo, zeramos o contador pelo pino
localizado no receptaculo e percorremos o contorno da regido no sentido horario até retornar
com a lente no ponto inicial. Feito isso, realizamos a leitura baseada nos elementos de contagem
do receptéculo, tal leitura ¢ feita observando quatro digitos. Deve ser assumido em qualquer uma

das situagdes o menor valor entre os quais o marcador estiver.

1°) Digito observado diretamente no disco contador;
2°) Numero do tambor que coincide com o zero 0 da escala fixa;
3°) Numero referente a fracdo decimal do tambor que coincide com o 0 da escala fixa;

4°) Numero referente a fracdo decimal que coincide no integrante e na escala fixa.
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Figura 25 — Tabela de constantes e escalas

Fonte: autor

Por fim multiplicamos o numero do registro pelo fator de multiplicagdao indicado na
tabela do estojo (Figura 25) de acordo com a constante e escala escolhidas. Ao realizar a medi¢ao
de qualquer area, ¢ aconselhavel que se faga mais de uma vez, a fim de que a precisdo seja maior,
uma vez que, teoricamente os planimetros polares determinam areas exatas. Na pratica temos

pequenos erros mesmo quando bem manuseados.

Exemplo 3.2 Determinar a area de uma regido plana fechada leitura foi feita de acordo com a

Figura 26, brago tragador ajustado em 148.7mm na escala 1:200.

Figura 26 — Leitura planimétrica

T DEVICE
481120
507065

el B o o

Fonte: autor
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De acordo com a leitura feita nesse caso, o primeiro digito ¢ o nimero 4, ja que o ponteiro
do disco contador esta entre 3 e 4. O segundo ¢ o nimero 0, este porque o 0 da escala fixa se
encontra entre 0 e 1 do integrante. O terceiro digito ¢ o nimero 4, uma vez que o 0 da escala fixa
estd entre 4 e 5 da fracdo decimal do integrante e por tltimo o quarto € o numero 5, fracdo decimal
do integrante que coincide com a fragcdo decimal da escala fixa. Logo, temos como leitura final
4045. Assim, para calcular a area dessa regiao, basta que se observe o fator de multiplicagao
(0, 4m?) indicado na tabela do estojo para o brago tragador fixado em 148, 7mm na escala 1:200.

Portanto, a area ¢ dada por

A =14045-0,4m? = A = 1618m>.

Tratar do planimetro na teoria como sendo um instrumento que fornece areas exatas de
regides planas limitadas se deve ao fato de uma aplicacdo direta do Teorema de Green. Este
associa a integral de linha de uma curva C' com a integral dupla de uma regido R limitada por tal
curva. Aqui aplicaremos o planimetro no calculo de algumas areas, no entanto, deixamos a parte
teodrica como meio de objeto de estudo e aprofundamento do professor. Uma demonstracao do

teorema 3.2 pode ser encontrada em (10).

Teorema 3.2 Seja C uma curva fechada simples seccionalmente suave e R uma regido limitada
por C . Se f e g sdo fungoes reais de duas variaveis continuas com derivadas parciais primeiras

continuas em toda uma regido aberta D contendo R, entdo

0 0
?{C flx,y)dx + g(z,y)dy = //R <8i — a‘;) dxdy (3.5)

Figura 27 — Planimetro percorrendo uma curva

(a,b)
| e 4

Fonte: www.mathematik.com/planimeter/explanation.html
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Vamos agora determinar o campo vetorial de diregdes definido pelo planimetro. Sejam
as coordenadas x e y de um ponto pertencente a curva C' (Figura 27) e consideremos o polo
do aparelho coincidente com a origem de um plano ortogonal XOY, como o integrante gira
perpendicularmente ao brago tragador, o campo F'(x, y) definido pelo instrumento ¢ perpendicular
ao braco tragador.

Assim, seja U = (x — a,y — b) que representa o brago tragador e w = (—(y — b),z — a)
um vetor perpendicular ao brago, tomemos ainda um planimetro com os bragos de mesmo

comprimento 7. Com isso

[5]|= [[]|= \/(x —a)?+(y—0b2=r

entao

Pla,y) = -2 <_(y —b o= ) (3.6)

] r r
Consideremos ainda as circunferéncias que podem ser descritas com os bragos do planimetro.
Como o polo esta fixado na origem do plano a equagdo da circunferéncia refente ao brago polar
¢ dada por

a4 b2 = p2
e a equacdo da circunferéncia referente ao brago tragador ¢ dada por
(x —a)* + (y — b)* =2
Desenvolvendo a equagdo da circunferéncia referente ao brago tragador temos,
2 — 2ax + a® 4+ y* — 2by + b = r?

entao
22+ y? —2ax — 2by + a® + b =12

relacionando as duas equagdes das circunferéncias citadas acima, vem
2., 2 _
x*+ 1y —2ax —2by =0

dai
- 2% 4+ y? — 2ax
= %

substituindo b na equagdo da circunferéncia referente ao brago polar temos

2
o+ (xz +y* — 2a3:> 2
2y

Y

2 2 _ 9412
:aQ—i—@ +y ax) — 2
492

= 4a*y? + (2® +y* — 2ax)? = 4y*r?




s 4a? 1 (22 4 ?)? — da(a? + D) + daPa? = dyPr?
= 4(z* +yHa® — dx(2® +y?)a + (2* +y*)? — 4y*r* =0
4@ +y?)a®  dx(®+yt)a (@) Ay
4(z2? + y?) 42 +y?)  A2?+y?) 42?2+ y?)
(% + %)% — 4y

=0

— a® —ax +

4(z? + y?)
logo
2 2 2 2\2 o f,20.2
a2_m+<w) _(:r:> (22 + %) — dy*r?
2 2 4(x? 4+ y?)

Completando quadrados, vem

<a— x>2 _ (x>2 - (22 + y2)? — dy*r?

2 4(x? 4+ y?)

2 2 2)2 _ f,,2,2
:\,a_x:J@ (@4 4y

2 422 + y?)
2 0222 — (22 4 u2)2 - Ay2r2
IR (2? + y*)a? — (22 + y?)* + dy*r
2 422 + y?)
. \/(12 +y2)a? — (22 + y2)2 + dyr?
— a4 = — +
2 RN
T 0222 — 28 — 92202 — o2 I 40272
:>a:§+\/x+y:c x v?y? —yt 4+ dyPr
2 W
Py S P P RN Py
g T VoY 2y 4 Ay
2 2v/x? 4+ y?
r PP -2+ ar)
:}a:——'—
RN
x oy |[4r? —a? —q?
— = — —
a 2—1—2\] 2P
portanto
r oy | 4r?
=—-+= -1
C=o o\
2 .2
-2
como b = W e a esta definido, temos
Y
2 2
9 9 r vy 4r 9 9 9 4r
. ety 2(2—1—2 x2+y2_1>x T4yt —x —xy( x2+y2_1>x
a 2y B 2y
portanto
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Como temos os respectivos valores de a e b, podemos calcular o campo do planimetro.

Sendo F(z,y) = (f(z,y)i + g(x,y)j), por 3.6, vem

NS
N R
8
Sl
+13,
<

no

|

[a—y
N———

flz,y) = —i(y—b) = —i (y—

dai

entao

1 42
g(sc,w:r(;”—‘;’ - —1) (3:8)

fazendo as derivadas parciais primeiras das equacdes 3.7 ¢ 3.8 em relagdo a = e a y respectiva-

mente, temos que:

1
dg 1 1y 42 ] o [ —4r*2x
r—=—-——=-=|—-— YSCEIGIV]
or 2 22 \a2+y? (22 +y2)?)’
entao
dg 1 4r22xy
r—= -4+ .
ox 2 492 ) o
4 ey — 1(22 4+ y?)
E
1
af 1 1z 42 1 o [ —4r?2y
r-—=—-—=——=|—== - YRCEINGIY)
ay 2 292 \ 2+ y2 (332 + y2)2 !
dai
of 1 4r22zy
r——=—--+
0y 2 4r? 2 2)2
0 0
portanto, fazendo a subtracao r—f — r—g, temos
oy ox
of 99 _,
r——r— =
dy ox
ou seja,
of 99 _1
oy Oxr r

logo, aplicando o Teorema de Green, vem

f steis s ataas = [ (5 - ) away
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= %f(x,y)d:c—l—g(:c,y)dy: //R ida:dy

1
= 7{ f(@,y)dz + g(x,y)dy = *// drdy
C r R
portanto
1
fc f(@,y)dz + g(z,y)dy = ~ A,

sendo Ay a area da regido cercada por C, vemos que a constante de multiplicagdo no uso do

planimetro depende apenas do comprimento dos bracos do planimetro.

Tomando ! como o comprimento de C' dado por, | = ¢ f(z,y)dx + g(z, y)dy, temos
que
AR =1- r,

mas [ ¢ medido pelos instrumentos de contagem que compde o receptaculo, ou seja, tomando
como d o didmetro do integrante e k£ a quantidade de voltas que ele faz enquanto o brago tragador

percorre a curva (exibidas no contador) podemos dizer que a area cercada por C' ¢ dada por
Agr = kndr,

detalhes a mais podem ser vistos em (16).
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4 CALCULO DE AREAS EM SALA DE AULA: APLICACOES DOS METODOS

Em um primeiro momento foi mostrado em sala de aula para os alunos do 9° ano a parte
tedrica por tras de cada método, como se calcula areas por formulas deduzidas, como calcular
area de uma poligonal pela formula de Pick quando se tem a regido poligonal sobre uma malha
quadriculada, usar quadriculas, aproximacdes por triangulacdes com uso da area de tridangulos
por trigonometria e por fim, como usar o planimetro polar (método mecanico), instrumento este
que nos fornece de modo pratico a area de uma regido limitada, seja ela regular ou ndo. Para
compartilhar o conhecimento tedrico foram realizados dois encontros extra classe de cinquenta

minutos cada.

Ao falar de cada método, os estudantes foram levados a decidirem qual deles era o melhor
a ser usado nas diversas situagdes. Por exemplo, todos eles viram que ao se ter uma poligonal
podemos dividir em figuras conhecidas, usar quadriculas ou a Férmula de Pick (basta reproduzir
tal figura em uma malha quadriculada), se a regido ¢ irregular, podemos aproximar sua area por
poligonais, em seguida, fazer novamente o uso da Féormula de Pick ou qualquer método que
envolva uma poligonal fechada. Por outro lado também temos a alternativa de usar o ponto fixo
dentro ou fora da regido e aproximar pela triangulacado, claro que a aproximagao sera melhor a
medida que a quantidade de triangulos construidos aumente. No entanto, ao se deparar com as
areas irregulares, sem exce¢ao, todos preferiram fazer o uso do planimetro, talvez pela praticidade

do aparelho.

As aplicacdes feitas exploraram o senso critico dos estudantes, desenvolveram a nog¢ao
de espago e estimativa da 4rea de certas regides. Além disso, exploramos o uso das escalas
e proporgdes, sem contar as varias operagoes realizadas e o uso do transferidor. Ao utilizar o
planimetro adotamos a escala do aparelho quando possivel, ja em situacdes onde nao havia como
fazer uso de uma escala pronta fizemos a nossa medi¢ao a partir de proporcdes € criamos nossa
propria escala. Para as atividades praticas realizamos quatro encontros extraclasse, dois deles
com duragdo de noventa minutos aos sabados e os outros dois com duragdo de cinquenta minutos

pos aulas.

As atividades 1, 2, 3 e 4 descritas a seguir foram realizadas por todos os alunos, nelas
relatamos como foram feitas apresentando solu¢des com base naquilo que foi desenvolvido pelos
estudantes. Para as atividades 5, 6, 7 e 8 os alunos foram separados em grupos, um para cada
atividade. Como as curvas sdo as mesmas em ambas as atividades, os estudantes fizeram aquilo
que lhes foi proposto e ao final comparamos os resultados para que posteriormente em comunhao
com a base adquirida até¢ o 9° ano criassem por si s6 estratégias para a determinagdo da area
de uma regido plana fechada qualquer. Ja as atividades 8 e 9 foram feitas em conjunto com
divisodes de tarefas, alguns manipulando o planimetro, outros fazendo a leitura, um outro grupo
ficou por conta das operagdes e outros pelas transformagdes de escala. Foram atividades bem

desenvolvidas e sdo apresentadas abaixo.



Fonte: autor

Figura 28 — Aula tedrica parte 1

Figura 29 — Aula tedrica parte 2

Fonte: autor

50



51

Aqui apresentamos algumas atividades realizadas em sala de aula:

Atividade 1) Calcular as areas de cada regido poligonal apresentada na figura 30 por meio
das formulas deduzidas.

Figura 30 — Poligonos simples

Fonte: autor

Roteiro: Atividade 1.

1. Reconhecer cada poligono exposto na Figura 30.

2. Identificar cada componente de cada poligono e suas medidas (base, altura, etc.).

3. Utilizar a férmula adequada para o célculo da 4rea de cada poligono.

Solucao: Atividade 1) De acordo com as formulas para o calculo da area de um tridngulo

qualquer (1), de um quadrado (2) e um trapézio (3), temos que as respectivas areas sdo dadas por

4 7T+4)-4
A= — = 10u.a., Ay = 4> = 16u.a. e A3 = L = 22u.a..

2

Atividade 2) Calcular a area dos poligonos da Figura 30 pela Férmula de Pick.
Roteiro: Atividade 2.

1. Reconhecer cada poligono exposto na Figura 30.
2. Identificar a quantidade de pontos pertencentes a malha no contorno do poligono.
3. Identificar a quantidade de pontos pertencentes a malha no interior do poligono.

4. Utilizar a formula adequada para o calculo da area de cada poligono. (Formula de Pick)
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Solucio 2) Observamos que no triangulo temos 10 pontos no contorno e 6 pontos inter-

nos, dessa forma a area é dada por A = 5 + 6 — 1 = 10u.a.. No quadrado temos 16 pontos no
contorno ¢ 9 internos, logo A = — + 9 — 1 = 16u.a.. No trapézio vemos facilmente 14 pontos

no contorno e 16 internos, entdo A = 5 + 16 — 1 = 22u.a..

Ao final das atividades 1 e 2, espera-se que o estudante consiga entender que se tratando de
poligonos simples em malhas quadriculadas, conseguimos determinar suas areas exatas por

qualquer um dos métodos utilizados.

Atividade 3) Calcular a area de um quadrado de lado 10cm algebricamente e fazendo uso

do planimetro.

Roteiro: Atividade 3.

1. Calcular a area do quadrado algebricamente através da formula deduzida.
2. Calcular a area do quadrado pelo método mecanico fazendo uso do planimetro.

a) Fixar a folha sobre uma mesa pra melhor precisao na medida.

b) Escolher o tamanho do brago tragador, consequentemente vem a escolha da escala.
c¢) Fixar o polo do planimetro.

d) Escolher um ponto sobre o contorno e posicionar a lupa do brago tragador.

e) Percorrer no sentido horario com a lupa sobre o contorno até retornar no ponto inicial.
f) Fazer a leitura de acordo com a teoria.

g) Multiplicar o nimero registrado pelo contador pela constante de acordo com a escala

escolhida.

h) Fazer a transformacao de escala para o tamanho real.

Solucio 3) Como o quadrado tem lado 10cm sua area ¢ igual a 100cm?. As leituras
feitas pelos estudantes com planimetro em cima do quadrado foram 1003, 1006, 1008, 1100. A
escala utilizada foi de 1 : 200 com brago tragador ajustado para 148, 7mm, assim a constante de
multiplica¢do é 0, 4m?. Calculando a 4rea a partir da leitura de 1003 e transformando a escala

temos que,
1003 - 0,4 = 401, 2m?

no entanto, de acordo com a escala adotada devemos dividir o resultado por 4, ja que 1cm?

equivale a 4m?. Logo pela leitura do planimetro temos que a area do quadrado ¢ igual a

401,2 + 4 = 100, 3cm?
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. Para se obter as areas a partir das demais leituras, basta seguir o mesmo procedimento.

Atividade 4) Calcular algebricamente e fazendo uso do planimetro a area de uma pétala idéntica

a Figura 3.

Roteiro: Atividade 4.

1. Calcular a area da pétala algebricamente através de artificios baseados em formulas dedu-

zidas.

2. Item 2 da atividade 3.

Solucio 4) Para realizar o calculo algébrico da area da pétala (figura 3) chamemos de a
a parte amarela e b a parte vermelha (pétala). Assim temos as seguintes equagdes, 2a + b = 16
e a + b = 4, substituindo o valor de a da primeira equacao na segunda, temos b = 87 — 16.
Fazendo m = 3, 14 temos b = 9, 12cm?. As leituras feitas pelo planimetro sobre o contorno da
regido em questdo pelos estudantes foram 0091, 0098, 0100, 0101. Utilizando a mesma escala

do caso 1 juntamente com a primeira leitura temos que a area da pétala ¢ igual a
91-0,4+4=9,1cm?

Caso o calculo fosse realizado na escala 1 : 1000 com o brago tragador ajustado com mesmo
tamanho anterior, a drea também seria igual a 9, 1cm?, basta que se faga as conversdes adequadas.
Para qualquer outra leitura o processo ¢ o mesmo. Nada impede por exemplo, de que seja feita
uma média das leituras, ou caso encontre varias iguais, pode-se fazer a moda e a partir dai

determinar a area.

Ao final das atividades 3 e 4, espera-se que o estudante tenha em mente que o planimetro
ndo fornecerd na pratica a area exata. No entanto, as areas determinadas através de medi¢des

planimétricas tem boas aproximagdes das areas reais calculadas algebricamente.

Atividade 5) Calcule por meio de quadriculas as areas das Figuras 31 e 32. Sabendo que a
Figura 31 tem cada quadradinho com dimensdes (0, 6cm x 0,6cm) e a Figura 32 tem cada

quadradinho com dimensdes (1cm x 1em).

Roteiro: Atividade 5.

1. Expor a mesma regido irregular sobre malhas quadriculadas com quadradinhos de dimen-

sOes distintas.
2. Identificar a quantidade de quadradinho inteiros pertencentes a cada uma das regides.

3. Identificar a quantidade de quadradinhos ndo inteiros pertencentes a cada uma das regides.
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4. Utilizar o método teoérico exposto na parte de quadriculas e determinar a area aproximada

da regido em cada uma figuras.

Figura 31 — Regido em quadriculas 1

=

Fonte: autor

Solucio 5) Seguindo um dos procedimentos mostrados na método do calculo de areas
por quadriculas, aqui foram contados 79 quadradinhos inteiros e 49 ndo inteiros. Assim, a area
dessa regido é dada por A = 79 + (49 + 2) = 103, 5u.a.. Como cada quadradinho tem areas
igual a 0, 36cm?, temos que a area real da regido ¢ dada por A = 103,5 - 0, 36 = 37, 26cm?.

Figura 32 — Regido em quadriculas 2

e e

Fonte: autor
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De modo analogo ao raciocinio utilizado na Figura 31, temos agora 27 quadradinhos
inteiros e 26 ndo inteiros. Com isso, a area em questdo € igual a A = 27 + (26 + 2) = 40u.a..

Como cada quadradinho tem 1cm? de 4rea, temos que a 4rea da regido é igual a 40cm?.

Atividade 6) Calcular a area da regido descrita nas Figuras 31 e 32. Dessa vez, trace uma
poligonal de modo que a medida da area da curva fique bem proximo da area do poligono tragado

e use a Formula de Pick.

Roteiro: Atividade 6.

1. Tracar uma poligonal fechada em torno da curva exposta na Figura 31, de modo que a area

da poligonal seja o0 mais proxima possivel da area da curva.
2. Marcar os pontos da malha internos a poligonal tracada.
3. Marcar os pontos da malha pertencentes a poligonal tragada.

4. Identificar a quantidade de pontos do contorno da poligonal tracada pertencentes a malha

quadriculada.

5. Identificar a quantidade de pontos no interior da poligonal tracada pertencentes a malha

quadriculada.

6. Utilizar a Formula de Pick para determinar a area exata da poligonal e consequentemente

uma boa aproximagao da area da curva.

Figura 33 — Poligonal e curva na malha quadriculada

Fonte: autor

Solu¢iio 6) A poligonal foi feita em relagdo a curva onde os quadradinho tem 0, 36¢m?

cada. Ao tragar a poligonal vemos facilmente 17 pontos que pertencem ao contorno e 96 pontos
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17
internos. Logo, pela Férmula de Pick temos A = — + 96 — 1 = 103, 5. Assim, a area da regido
¢ dada por A = 103,5 -0, 36 = 37, 26cm?>.

Atividade 7) Calcule a area da regido descrita nas Figuras 31 e 32. Dessa vez, use aproxi-

magao por um ponto fixo e tridngulos.
Roteiro: Atividade 7.
1. Escolher um ponto fixo no interior da mesma curva das atividades 5 e 6.

2. Tragar segmentos de reta que tem por extremidade esse ponto fixo e algum ponto no
contorno da curva.

3. Compreender que a partir de dois desses segmentos e o angulo central formado por eles

podemos calcular a area de um tridngulo.
4. Com o auxilio de uma régua, medir dois lados explicitos de cada tridngulo.

5. Com o auxilio de um transferidor (ou qualquer ferramenta que mega angulo) determinar

as medidas dos angulos formados por esses lados dois a dois.
6. determinar o seno desses angulos.
7. Construir uma tabela com as medidas realizadas.

8. Utilizar a formula do calculo da area de um triangulo por trigonometria exposta na teoria

para calcular a 4rea de cada um desses triangulos formados.

9. Somar as areas desses triangulos para obter uma aproximagao da area real da regido em

questao.

Figura 34 — Curva triangulada

Fonte: autor
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Solugdo 7) Nesse caso, foram medidos: os lados de cada triangulo e os angulos forma-

dos pelos lados dos tridngulos; em seguida, determinamos o seno de cada um desses angulos.

Ly Ly )
Calculamos as areas dos tridngulos separadamente utilizando a férmula A,, = %.
2,5-3,4- 1 2,5-3,4- 4
A, = ,5-3,4 - senb _ ,5-3,4-0,87 _3.71
2 2
A2:2,5-3,5-sen29:2,5-3,5-0,484:2’12
2 2
ASZ3,5'4,7~sen22:3,5-4,7~0,374:37O8
2 2
4,7-4,3 - 22 4,7-4,3-0,374
A4: ) ) sen _ ) ) :3,78
2 2
4,3-2,7- 32 4,3-2,7-0,529
A5: ) ) SEN _ ) ) :3707
2 2
2.7. . 2.7. .
A = ,7-3,0 sen50: ,7-3,0 0,766:3’10
2 2
3,0-3,3- 55  3,0-3,3-0,819
A7— ) ) sen _ ) ) :4705
2 2
3,3-3,8- 21 3,3-3,8-0,358
ASZ ) ) Sen _ ) ) :2,83
2 2
4,0-4,8- 2 4,0-4,8-0,4
Ay = ,0-4,8- sen 8: ,0-4,8-0, 69:4750
2 2
4,0 - - send 4,0 - - 0,642
Ay = ,0 3,2 sen 0: ,0 3,2 0,6 462

Somando as areas dos triangulos calculados na tabela acima, temos que a area da regido

¢ igual a 34, 86cm?.

Atividade 8) Calcule a area da regido descrita nas Figuras 31 e 32 utilizando o planimetro.

Roteiro: Atividade 8.
1. Item 2 da atividade 3, com o objetivo de ter uma aproximagao da area real da regido.

Solugdo 8) Percorrendo a curva com o planimetro encontramos as seguintes leituras
0383, 0384, 0390, 0387, 0383 ¢ 0387. Como temos duas leituras 0383 e 0387, fizemos a média
entre esses nimeros para uma melhor aproximagdo, assim usamos a leitura 0385. Estando
o planimetro ajustado com brago tragador em 148, 7mm e utilizando a escala 1:1000, basta

fazermos (385 - 10) + 100. Assim, temos a area da regido igual a 38, 5em?.

Ao final das atividades 5, 6, 7, 8, espera-se que o estudante entenda que varios sdo os métodos
para calcular areas, em determinadas situagdes alguns nos fornecem aproximacgdes melhores,
uns sdo mais praticos e viaveis que outros. Espera-se que o aluno tenha em mente que com

a poligonal tragada proxima ao contorno da curva ou as vezes tangenciando, suas areas serao
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proximas. Com isso, vale observar também que com os quadradinhos cada vez menores, as
quadriculas também fornecem uma boa aproximacao. Nao descartando as triangulagdes e o
planimetro, quanto mais tridngulos construidos € melhor manuseio do aparelho, mais proximo

da area real sera a medida encontrada.

Atividade 9) Algumas vezes nos deparamos com superficies totalmente irregulares. O que
fazer por exemplo, para calcular a area do lago da Figura 357 Ou do Estado de Minas Gerais

exposto por um mapa na Figura 36?7 Qual estratégia usar?

Virias ideias foram levantadas para um boa aproximacgao dessas areas. No entanto, na busca de
um método mais pratico e menos trabalhoso, foi decidido para essa atividade o uso do planimetro,

uma vez que quadricular ou triangular tais regides seria um tanto desgastante.

Roteiro 9.

1. Calcular a area do lago.

a) Fixar a foto sobre uma mesa pra melhor precisao na medida.

b) Escolher o tamanho do brago tracador, consequentemente vem a escolha da escala.

¢) Fixar o polo do planimetro.

d) Escolher um ponto sobre o contorno do lago e posicionar a lupa do brago tracador.

e) Percorrer no sentido horario com a lupa sobre o contorno até retornar no ponto inicial.

f) Calcular a area de algo em tamanho real e fazer a leitura do mesmo na foto com o

planimetro.
g) Fazer a leitura do contorno lago com o planimetro.

h) Encontrar a 4area do lago através de uma regra de trés simples. Basta observar que
temos uma area de tamanho real, a leitura do contorno dessa area e a leitura do

contorno do lago. Logo, ¢ facil encontrar a area real do lago.
2. Calcular a area do Estado de Minas Gerais.

a) Fixar o mapa sobre uma mesa pra melhor precisdo na medida.

b) Escolher o tamanho do brago tracador, consequentemente vem a escolha da escala.
¢) Fixar o polo do planimetro.

d) Escolher um ponto sobre o contorno do mapa e posicionar a lupa do braco tracador.
e) Percorrer no sentido horario com a lupa sobre o contorno até retornar no ponto inicial.
f) Fazer a leitura do contorno do mapa no planimetro.

g) Pela escala escolhida do planimetro encontrar a area real do desenho do mapa.
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h) Pela area real do desenho do mapa e a escala nele contida, determinar a area do
Estado.

Solu¢ao 9) 1°) Primeiramente calculamos a area da regido correspondente ao contorno

que limita o Lago de Lima Duarte.

Figura 35 — Lago de Lima Duarte

Fonte: autor

Essa foto foi tirada de um drone a 166 metros de altura em uma posi¢ao centralizada
do lago, este pelo projeto disponivel na prefeitura de Lima Duarte mostra que o lago tem area
igual a 4350m?2. Como a foto ndo tem escala fizemos a leitura do contorno do teto de uma casa
retangular, sabendo a area real do teto, ficou facil calcular a area do lago. As leituras que os
estudantes fizeram com o planimetro referente ao teto da casa cuja area real é de 88m? foram
0010, 0009, 0010, 0011, 0011, 0011. Adotamos entdo a leitura 0011. As leituras referentes ao
contorno do lago foram 0549, 0547, 0538, 0548, 0548, 0569. Assim, para calcularmos a area
do lago foi feita uma regra de trés simples, utilizamos as leituras 0011 e 0548. Seja A a area do
lago, entdo

11 88

548 A
obtendo
A = 4384m?
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uma area muito proxima da real, com um erro de aproximadamente 0,78%.

2°) Agora calculamos a area do Estado de Minas Gerais.
Figura 36 — Mapa de Minas Gerais

TATHD DDE BATWAS GERATS

Fonte: autor

De acordo com a escala do mapa 1cm equivale a 50km, assim, 1cm? equivale a 2500km?.
Mantivemos o brago tragador ajustado em 148, 7mm e utilizamos novamente a escala de 1:200. As
leituras feitas pelo planimetro foram 2320, 2322, 2328, 2328, 2329, 2334. Com isso, encontramos
a area da seguinte maneira:

2328 - 0,4 = 931,2

= 931,2 + 4 = 232, 8cm?

assim, temos a area do mapa, como lcm? equivale a 2500km? a area de Minas ¢ igual a
232, 8 - 2500 = 582000km?, o que nos da uma 4rea razoavelmente proxima da area real que é de

586528km?. nesse caso, tivemos um erro de aproximadamente 0,77%.

Ao final da atividade 9, espera-se que o estudante tenha escolhido uma boa estratégia para
o calculo aproximado de areas baseando-se nas atividades realizadas anteriormente, levando
em conta uma boa aproximagao e praticidade, além de compreender conceitos de proporcao e
escala, operar com niimeros decimais e nogdes de espaco territorial. E valido observar que os
erros foram inferiores a 1%, levando em considera¢do que o aparelho ndo esta sendo manipulado

por profissionais, tivemos boas aproximagdes.
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Abaixo temos algumas fotos dos estudantes fazendo medi¢des em atividades com plani-
metro em sala de aula. (Figuras 37, 38, 39, 40).

Figura 37 — Estudantes
utilizando o planimetro

Fonte: autor

Figura 38 — Estudantes
utilizando o planimetro

< N

Fonte: autor
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Figura 39 — Estudantes utilizando o planimetro

Fonte: autor

Figura 40 — Estudantes utilizando o
planimetro

Fonte: autor
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5 CONCLUSAO

Trabalhar geometria em sala de aula tem sido um desafio cada vez maior, seja pela
falta de interesse da maioria dos alunos ou em algumas vezes pela resisténcia aos temas de tal
ramo da matematica por parte de alguns professores. No entanto, cabe a nos disseminadores
da matematica apresentar aos estudantes algo que lhes despertem a atencdo, instrumentos e
alternativas dentro das aulas diarias que ndo dependam exclusivamente de quadro e giz, € claro,
respeitando as etapas e os conteudos que sdo divididos por ano, sem deixar de cumprir as metas
anuais. Assim, estaremos dando um passo a frente na tentativa de despertar o lado curioso e

pesquisador que existe dentro de cada um que frequenta salas de aula.

Mesmo apresentando varios métodos aos alunos foi notavel que ao conhecerem a Férmula
de Pick e o Planimetro, as outras maneiras de calcular areas foram olhadas com menos atengao e
o desejo de usa-as foi menor. O novo realmente despertou interesse neles. Mesmo quando o uso
das quadriculas ou formulas deduzidas eram caminhos melhores, a vontade de usar o planimetro

polar era grande, tendo as vezes que levantar a questdo: “’sera esse o melhor método?”.

De fato ¢ perceptivel que o estudante em geral gosta de praticidade. Para qualquer outro
método a atencdo dos alunos € voltada para o assunto de maneiras distintas, alguns tem mais
afinidade com a matematica que outros. Esses com mais facilidade, seja tedrico ou pratico, estdao
sempre dispostos a tudo. No entanto, ao mostrar o método pratico através do planimetro até
mesmo aqueles alunos que nao mostraram muito interesse aprenderam a manipular e fazer as
contagens corretamente. Um aparelho novo aos olhos deles e que conseguiu despertar atengao
tanto dos estudantes mais interessados quanto dos menos interessados. Portanto, apresentar
novidades em sala de aula ¢ um bom artificio para trazer a atengdo dos estudantes até nos

professores € um incentivo aos alunos com mais dificuldade.

Com esse pensamento, este trabalho foi desenvolvido teoricamente em parte com os
estudantes de 9° ano da Escola Estadual Adalgisa de Paula Duque e as praticas totalmente
realizadas junto com os mesmos durante o segundo semestre de 2019. Ver no rosto de cada
um o espanto causado pela descoberta, sentir neles o prazer de manipular um aparelho novo e
me espantar com as perguntas ¢ indagacdes de onde esses matematicos retiram essas ideias foi
realmente sensacional, sem contar a satisfagdo de aprender e depois ver esse prazer aumentar ao

mostrar cada situacdo ao meu querido grupo de estudantes.

Mostrando ao longo do trabalho tedrico e nas praticas a utilidade do célculo de éreas,
espero que este trabalho sirva para professores dos anos finais do Ensino Fundamental como
minimizador de resisténcia a geometria, bem como material de estudos. Além disso que seja util

também nas aplicagdes em sala de aula.
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