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AQUIResumo

A obtenção da ação efetiva (AE) de vácuo é um dos principais objetivos da

gravitação quântica e, em particular, da abordagem semiclássica. Um dos métodos mais

e�cientes é a integração da anomalia conforme (anomalia do traço), a qual é su�ciente para

fornecer a base da teoria quântica de campos para fenômenos como a evaporação de buracos

negros (efeito Hawking) e a versão estendida da in�ação de Starobinsky. A AE induzida

por anomalia fornece informação su�ciente sobre os efeitos quânticos de vácuo no limite

de alta energia. Assumindo que no ultravioleta (UV) a teoria de campos original possui

simetria conforme local, pode-se derivar uma forma fechada e compacta da ação efetiva

de vácuo. Até recentemente, o processo de integração da anomalia no espaço curvo era

completamente conhecido apenas nos casos bidimensionais e quadridimensionais (D = 2

e D = 4). Na presente tese relatamos os detalhes da integração da anomalia em D = 6.

A anomalia em seis dimensões é dada pelos termos locais que possuem seis derivadas da

métrica. Encontramos a forma explícita de ação efetiva que é responsável pela anomalia.

O resultado é apresentado na forma covariante não local e também na forma covariante

local com dois campos escalares auxiliares. Pode-se mostrar que a mesma forma com dois

campos auxiliares se mantém em dimensões pares superiores do espaço-tempo.

Palavras chaves : Anomalia Conforme; Ação efetiva; Operador conforme de ordem su-

perior; Densidade de Euler modi�cada.

Áreas do conhecimento : Teoria quântica de campos em espaço-tempo curvo, Gravita-

ção quântica.
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AQUIAbstract

The evaluation of vacuum e�ective action (EA) is one of the main purposes in

quantum gravity and in particular in the semiclassical approach. One of the most e�cient

methods is the integration of conformal anomaly (trace anomaly), which is su�cient to

provide the quantum �eld theory basis for such phenomena as evaporation of black holes

(Hawking e�ect) and extended version of Starobinsky in�ation. The anomaly-induced

EA provides su�cient information about the vacuum quantum e�ects in the high energy

limit. Assuming that in ultraviolet (UV) the original �eld theory possesses local conformal

symmetry, one can derive a closed and compact form of e�ective action of vacuum. Until

recently the process of integration of anomaly in curved space has been completely known

only in the two and four-dimensional (D = 2 and D = 4) cases. In the present thesis we

report on the details of integrating anomaly in D = 6. The anomaly in six dimensions is

given by the local terms which have six derivatives of the metric. We �nd the explicit form

of e�ective action which is responsible for the anomaly. The result is presented in nonlocal

covariant form and also in the local covariant form with two auxiliary scalar �elds. It can

be shown that the same form with two auxiliary �elds holds in higher even dimensions of

the space-time.

Keywords : Conformal anomaly; E�ective action; Higher order conformal operator; Mo-

di�ed Euler density.

Knowledge areas : Quantum �eld theory in curved spacetime, Quantum gravity.
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Notações e convenções

Salvo menção em contrário, adotaremos sempre a convenção da soma de Einstein na qual

xµxµ ≡
∑
xµxµ.

Principais notações utilizadas:

• D: dimensão do espaço;

• diag : matriz diagonal;

• Aµνλ ... : tensor com componentes covariantes;

• Aµνλ ... : tensor com componentes contravariantes;

• Aµνλ ...Aµνλ ... = A2
µνλ ... : contração de todos os índices de um tensor consigo mesmo

ou �quadrado" do tensor.

• δµν : delta de Kronecker;

• gµν : tensor métrico;

• gµν : tensor métrico inverso;

• g = det ‖gµν‖ : determinante da métrica;

• ηµν = diag (1,−1,−1,−1, · · · ): métrica de um espaço de Minkowski em D dimen-

sões;

• η: tempo conforme;

• Γλµν : símbolo de Christo�el ou conexão a�m;

• Rµ
ναβ : tensor de Riemann;

• Rµν : tensor de Ricci;

ix
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• R : escalar de Ricci ou de curvatura;

• Cµ
ναβ : tensor de Weyl;

•
∫
x
≡
∫
dDx

√
−g(x);

• ∂µ ≡ ∂
∂xµ

: derivada parcial;

• ∇µ: derivada covariante;

• ∆D: operador escalar conforme na dimensão D (ordem D);

• ∆D(D′): operador escalar conforme de ordem D generalizado para D′ dimensões;

• gµν∇µ∇ν = ∇µ∇µ = � : operador d'Alembertiano generalizado;

• gµν(∇µσ)(∇νσ) = (∇µσ)(∇µσ) = (∇σ)2 : contração de duas derivadas covariantes

atuando sobre um escalar;

• [∇µ ,∇ν ] = ∇µ∇ν −∇ν∇µ : comutador de derivadas covariantes;

• ελ1...λD : tensor de Levi-Civita;

• ED: densidade de Euler em uma variedade D-dimensional;

• Sc: ação arbitrária conformalmente invariante;

• Γ: Ação Efetiva.
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AQUI Introdução

Em Teoria Quântica de Campos (TQC) em espaços curvos, a anomalia con-

forme (AC), também conhecida como anomalia de Weyl ou anomalia do traço, pode ser

entendida, em linhas gerais, como uma quebra da simetria conforme da teoria clássica. A

variação da ação em relação à métrica de fundo é proporcional ao tensor momento-energia

Tµν que, por sua vez, para teorias com simetria conforme (teorias conformes) possui traço

identicamente nulo. Entretanto, a simetria conforme, em dimensões pares, é violada no

nível quântico em correções de um laço (loop) na ação renormalizada, ou seja, o traço

do valor esperado de vácuo de Tµν é diferente de zero (ver, p. ex., [1�4] para um breve

histórico). Em dimensões ímpares, a anomalia conforme não aparece no nível de um laço

porque não há divergências logarítmicas e, por esta razão, é muito menos estudada; em

particular, nesta tese consideraremos somente dimensões D pares. Os objetos constituin-

tes da AC, numa forma mais geral, e sua classi�cação serão detalhados ao longo deste

trabalho e podem ser encontrados em [5�7]. A AC faz com que apareçam contribuições

quânticas que modi�cam a ação clássica, esta nova ação é denominada ação efetiva (AE).

Nesta abordagem da AE, compatível com a AC, ela é denominada ação efetiva induzida

por anomalia (AEIA) [8].

A AE é uma ferramenta de extrema importância de um modo geral e especi-

almente em espaços-tempos curvos. Sua obtenção é um dos principais objetivos da abor-

dagem semiclássica da gravitação quântica1 [9, 10]. Sua derivação completa, em geral, é

1Nesta abordagem, os campos de matéria são quantizados mas o fundo gravitacional é clássico.

1
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tarefa bastante árdua, sendo assim, o principal intento é desenvolver uma aproximação que

seja controlável no sentido em que possamos identi�car em quais situações físicas pode-se

aplicá-la. O exemplo mais importante de AE é a AEIA que é obtida integrando-se a AC

e, portanto, preservando as informações completas sobre efeitos quânticos de vácuo no

ultravioleta (UV). Quanto mais a teoria original possuir simetria conforme, mais a noção

de UV pode ser generalizada para a maioria dos problemas físicos relevantes. Em algumas

situações físicas, pode-se considerar a massa como pequena perturbação, estendendo-se a

área de aplicação da AC. Acrescente-se ainda que as ações induzidas por anomalias são

extremamente úteis para abordar efeitos quânticos de vácuo em Cosmologia e Física de

buracos negros. Em síntese, a AEIA é um objeto muito poderoso devido à sua forma

compacta e útil e também devido ao fato de ser utilizada em várias aplicações relevantes

(ver, p. ex., [4]).

A integração da anomalia é o método mais simples para se chegar à AEIA de

vácuo. Essa integração pode ser entendida como a obtenção do funcional da ação através

de sua derivada variacional em relação à métrica gµν cujo traço é proporcional à anomalia.

A AEIA permanece invariante por substituições do tipo Γ→ Γ +Sc, onde Sc[gµν ] é um in-

variante conforme [11�13]. Este funcional desempenha um papel análogo a uma constante

de integração na determinação da ação efetiva; entretanto, como veremos oportunamente,

em D = 2 ele é identicamente nulo. A AE é um objeto não local, no caso da AEIA, as não-

localidades estão relacionadas com funções de Green de operadores diferenciais conformes

∆D de ordem par2. Em D = 4, encontramos o mais notável destes operadores, o operador

conforme de quarta ordem ∆4 (operador de Paneitz) [15] de fundamental importância na

integração da anomalia conforme.

Na dimensão D = 2, a integração da anomalia gera a ação de Polyakov [16]

a qual se mostrou muito importante para o desenvolvimento da teoria de cordas. Uma

vez que o resultado em D = 2 é exato, ele também desempenha um papel de referência

para outras dimensões nas quais tem-se que utilizar certas aproximações. Três anos após

os resultados de Polyakov, a AE em D = 4 , análoga ao caso 2D, foi obtida por Rie-

gert [17] e simultaneamente por Fradkin e Tseytlin [18]. Este último resultado revelou-se

2Para um maior aprofundamento sobre operadores diferenciais conformes ver, p. ex., [14].
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extremamente útil para inúmeras aplicações [4, 9]. A AEIA em D = 4 é essencialmente

mais complicada que a ação de Polyakov principalmente devido ao já referido invariante

conforme Sc, o qual não pode ser determinado pela anomalia em 4D. Os problemas com as

identidades de Ward na ação de Riegert-Fradkin-Tseytlin [17, 18], os quais são discutidos

em uma série de artigos tais como [19,20], referem-se ao fato de que o funcional conforme

Sc permanece indeterminado. Entretanto, uma vez que Sc não está relacionado com o

setor UV da teoria, na maioria das aplicações conhecidas, esta indeterminação torna-se

irrelevante [9]. Outro aspecto complicador na AE em 4D, é o fato de haver um termo

super�cial na anomalia, �R; em 2D não há termos super�ciais. Em D = 4 há ainda uma

complicação a mais comparada com a anomalia em 2D: a presença do invariante conforme

C2
µναβ.

As circunstâncias mudam dramaticamente em 6D onde encontramos uma gama

muito maior de termos super�ciais (derivadas totais) que tornam a integração da anomalia

uma tarefa muito mais desa�adora. Como discutimos em nossas publicações [21, 22], o

número de possíveis termos super�ciais covariantes com a dimensão compatível com as

derivadas da métrica deve ser alto [19], mas pode ser reduzido a apenas oito num primeiro

momento [22]. Posteriormente, identi�camos que entre os oito elementos desta base de

partida há uma sutil dependência linear e, mostramos com isso, que o número pode ser

reduzido a sete termos linearmente independentes.

Junte-se a isto o fato de que os coe�cientes dos termos topológicos e conformes

mais relevantes possuem uma misteriosa universalidade de sinais os quais não dependem

da paridade de Grassmann mas somente do número de derivadas nos termos da ação dos

campos quânticos. Há uma crença muito interessante e frutífera de que esta universalidade

de sinais e propriedades relacionadas ao grupo de renormalização se mantém além do nível

de um laço. Esta ideia abriu recentemente uma nova área de pesquisa que é conhecida

como teoremas-c e -a (ver, p. ex., [23�25]).

Os teoremas-c e -a abrem uma janela para importantes desenvolvimentos ma-

temáticos relativos às propriedades gerais dos �uxos dos grupos de renormalização. No

que concerne a aplicações à Cosmologia e à Astrofísica, o principal objetivo é provar que

(e entender o por quê) o padrão de sinais na ação induzida por anomalia é preservado
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além da ordem de um laço, inclusive no nível não perturbativo. Com relação a este fato,

seria certamente interessante expandir nossa experiência com a universalidade de sinais

a teorias qualitativamente novas; teorias em altas dimensões representam uma grande

possibilidade nesse sentido. É sabido também que a estrutura geral da anomalia em um

laço não muda quando dimensões pares D > 6 são consideradas [5�7] e nossa experiência

prévia mostra que a análise consistente do problema só pode ser alcançada por meio da

AEIA [5,26], entretanto, uma expressão explícita para D > 4 não era conhecida até então.

Deve-se notar que a integração da anomalia em D = 6 sempre atraiu muita atenção, mas

até o presente havia somente resultados particulares [27�29] (ver também suas referências

e [30] para possível utilização em M5-branas), embora de muito interesse, os quais não

nos capacitavam à obtenção da AEIA em uma forma de�nitiva.

Nesta tese descrevemos um esquema completo de solução da integração da

anomalia conforme em 6D. Para tanto, o trabalho é organizado da seguinte forma. No

capítulo 1, apresentamos o esquema de integração da anomalia a qual é revisada em D = 2

e D = 4 mas é apenas esboçada para o caso mais complexo em D = 6. No capítulo 2,

descrevemos a forte relação entre as densidades de Euler - que são os termos topológicos

na dimensão correspondente - e os operadores conformes de ordem equivalente a dimen-

são par em questão. Neste capítulo são apresentadas duas conjecturas, uma das quais

a�rma que há de fato um objeto denominado termo topológico modi�cado3 de forma que

sua transformação conforme seja tal que somente sobrevivam termos de primeira ordem

em σ (parâmetro conforme da métrica). Esta última relação também será abordada en

passant no cap. 1 a �m de esquematizar a integração da anomalia. Os capítulos 3 e 4

são dedicados aos cálculos das transformações conformes dos candidatos a termos super-

�ciais 6D que devem ser adicionados ao termo topológico E6 gerando a transformação

do termo modi�cado prevista no capítulo 2. Como não havia garantias da existência do

termo modi�cado, a tentativa inicial (cap. 3) foi a de pesquisarmos um possível solução

em uma métrica muito particular denominada métrica conformalmente plana com o pa-

râmetro σ somente dependente do tempo conforme. O êxito obtido no cap. 3 permitiu a

generalização das transformações para uma métrica qualquer no cap. 4. Ainda no cap. 4,

3Termo topológico adicionado de uma combinação de termos super�ciais.
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derivamos uma importante relação entre os elementos da base de termos super�ciais pro-

posta, inicialmente com oito termos, reduzindo-a a sete termos linearmente independentes

como já mencionado. A eliminação de um elemento da base permitiu a obtenção do ope-

rador conforme ∆6 com duas indeterminações. O resultado obtido para este operador foi

idêntico ao obtido anteriormente em [29], entretanto, é importante enfatizar que somente

o conhecimento deste operador não é su�ciente para integrar anomalia. Para tal, neces-

sitamos da propriedade conforme do termo topológico adicionado de uma combinação de

derivadas totais a qual não fora obtido até o nosso trabalho [22]. As lagrangeanas locais,

último ingrediente na integração da anomalia 6D, são apresentadas no capítulo 5 junta-

mente com uma solução para um caso especial dos parâmetros encontrados no operador

∆6. Finalmente, na última sessão, apresentamos nossas conclusões e discutimos algumas

perspectivas de continuação de nosso trabalho.



Capítulo 1

Esquema geral de integração da

anomalia conforme

Neste capítulo faremos uma breve descrição do esquema de integração da ano-

malia o qual pode ser aplicado a qualquer dimensão par. Como veremos a seguir, os três

ingredientes necessários para integração da anomalia são os seguintes: o operador conforme

da dimensão par em questão ∆D, o termo topológico modi�cado ẼD e sua transformação

conforme e, �nalmente, a integração de termos super�ciais. A parte que demanda esforços

mais signi�cativos (principalmente para o caso em que D > 6) é a obtenção do invariante

topológico acrescido de uma combinação de termos super�ciais e cuja transformação con-

forme seja a mais simples possível1. A maior parte deste trabalho é dedicada a apresentar

os resultados inéditos obtidos, a saber, a solução do problema em D = 6. Para �ns de

maior compreensão, faremos uma apresentação do esquema geral de integração da anoma-

lia exempli�cando inicialmente os já conhecidos resultados em D = 2 e D = 4; no caso

6D, faremos preliminarmente uma abordagem mais super�cial deixando maiores detalhes

para os capítulos seguintes.

1Ver eqs. (1.4) e (1.6).

6
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1.1 Apresentação do esquema

Vamos expor em linhas gerais o esquema geral de integração da anomalia D-

dimensional em analogia ao que é descrito no artigo de revisão [9] para D = 4. As

modi�cações necessárias em dimensões superiores não são relevantes neste esquema exceto

pelo fato de que as di�culdades matemáticas são muito maiores.

O setor de vácuo da AC em dimensões pares pode ser escrito, para qualquer

teoria que possua simetria conforme no nível clássico, como [5�7]

〈T µµ 〉 = crW
r
D + aED + ΞD , (1.1)

com soma em r. Aqui os termos W r
D representam os invariantes conformes construídos

tipicamente a partir de tensores de Weyl compatíveis com a dimensão D. Em D = 2,

a métrica possui um único grau de liberdade σ e não há portanto termos conformes; em

D = 4, há somente um invariante conforme, o quadrado do tensor de Weyl. Entretanto,

em D = 6, há três destes termos (seção 1.4) tal como pode ser visto e discutido em detalhes

em [31] (ver também [32,33] e suas referências). O objeto ΞD na eq. (1.1) é a combinação

linear dos termos super�ciais, ΞD =
∑
γkΞk, na dimensão correspondente2. Finalmente,

ED é o integrando do termo topológico [34],

E(D=2n) =
1

2n
εα1β1 ... αnβnεγ1δ1 ... γnδnRα1β1γ1δ1 . . . Rαnβnγnδn . (1.2)

A classi�cação dos termos em (1.1) é uma simples consequência de que a AC

vem das divergências de um laço que, por sua vez, satisfazem a identidade de Noether con-

forme. É possível mostrar que os termos que satisfazem esta identidade devem pertencer

a uma das três categorias descritas em (1.1).

Os coe�cientes numéricos a, cr e γk na eq (1.1) dependem do número de campos

conformes sem massa de diferentes spins. Estas quantidades não requerem maiores preo-

cupações para nós, pois descreveremos uma solução geral válida para quaisquer valores de

a, cr e γk. Nosso objetivo é de fato encontrar a AEIA tal que

− 2√
−g

gµν
δΓind
δgµν

= 〈T µµ 〉 = T . (1.3)

2A relação dos termos relevantes Ξk em D = 6 pode ser encontrada em (3.1) no capítulo 3.
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Como já mencionado, a integração da anomalia requer um invariante topológico modi�-

cado,

ẼD = ED +
∑
k

αkΞk , (1.4)

em que os valores de αk sejam escolhidos de modo a fornecer uma transformação con-

forme especial e o mais simples possível deste novo termo topológico. Ou seja, mediante

transformação local conforme da métrica3,

gµν = ḡµν e
2σ(x) , (1.5)

o objeto que buscamos deve satisfazer4

√
−gẼD =

√
−ḡ
( ¯̃ED + κ∆̄Dσ

)
. (1.6)

Aqui, κ é uma constante e ∆D = �D/2 + . . . representa o operador conforme atuando em

um escalar conformalmente inerte. Vale citar como exemplo que em D = 4 a fórmula (1.6)

é bem conhecida, com ∆4 sendo denominado na literatura como operador de Paneitz5

[15,17,35,36], além disto, κ = 4 e o único termo super�cial em (1.4) é αkΞk = −(2/3)�R

(ver detalhes na seção 1.3). Fato curioso é que o coe�ciente −2/3 é um tanto quanto

enigmático pois ele somente pode ser obtido por cálculo direto. Maiores detalhes podem ser

encontrados em [37], onde pode-se observar que as transformações conformes de E4 e �R

são relativamente complicadas, contudo a transformação da combinação E4− 2
3
�R cancela

todos os temos de segunda ordem ou mais em σ restando apenas os termos de primeira

ordem sobres os quais atua o operador conforme ∆4. Outrossim, há uma expectativa de

que a simetria conforme do operador apresentado em (1.6) seja generalizada para qualquer

D par, ou seja,

√
−g∆Dϕ =

√
−ḡ∆̄Dϕ̄ . (1.7)

Na expressão acima, ϕ = ϕ̄ e todas as demais quantidades com barra, tais como ∆̄D,

são construídas com a métrica �duciária ḡµν . O operador ∆D apresenta ainda outra

3Maiores detalhes a respeito das transformações conformes podem ser encontrados no capítulo 2.
4Ver também seção 2.4 no capítulo 2.
5A forma explícita de ∆4 é dada na eq. (1.34).
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propriedade de suma importância que é o fato de ser auto-adjunto [12,17],∫
x

ψ∆Dϕ =

∫
x

ϕ∆Dψ . (1.8)

É necessário enfatizar que a eq. (1.7) representa uma conjectura baseada nos resultados

conhecidos na literatura em D = 2, 4. No desenvolvimento desta tese mostraremos que

sua validade estende-se também a D = 6 [21, 22].

Para completarmos o esquema de integração da anomalia precisamos de um

último elemento. A saber, deve haver um conjunto de lagrangeanas locais dependente da

métrica Li, as quais fornecerão, com coe�cientes cik adequados, as identidades

Ξk = − 2√
−g

gµν
δ

δgµν

∑
i

cki

∫
x

Li (1.9)

para cada um dos termos super�ciais em (1.1). Se o conjunto Li puder ser encontrado, o

problema de se resolver (1.3) é reduzido a integrar os dois primeiros termos em (1.1) o que

pode ser facilmente resolvido caso a identidade (1.6) seja encontrada. A �m de veri�car o

que foi dito - em analogia ao caso 4D [17] - vamos apresentar a função de Green conforme

do operador ∆D, a qual satisfaz

√
−g∆x

DG(x, x′) = δD(x, x′) , G = Ḡ . (1.10)

Esta propriedade é consequência da simetria conforme do operador ∆D, ver eq. (1.7).

A solução completa para a AE induzida pode ser apresentada na forma mais

geral D-dimensional como [22]

Γind = Sc +

∫∫
x y

εD

{
crW

r
D +

a

2
ẼD(x)

}
G(x, y) ẼD(y) +

+
∑
i,k

(
γk − aαk

)
cki

∫
x

Li , (1.11)

onde o coe�ciente εD depende da dimensão D (par)6,

εD = −(−1)
D
2

D
. (1.12)

Maiores detalhes sobre a derivação destas fórmulas são encontrados na seção 1.3. Em

(1.11), Sc = Sc[gµν ] é um funcional conforme indeterminado, o qual representa uma

6Como já mencionado, o interesse desta tese reside somente em dimensões pares.
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condição de contorno da equação variacional (1.3). Como frisamos na Introdução, esse

termo está presente em todas as dimensões pares, exceto D = 2, o que signi�ca que em

especial a AEIA tem uma não-unicidade. Outro fato a ser destacado é que a modi�cação

dos coe�cientes γk da anomalia (1.1) ocorre porque parte dos termos super�ciais foram

absorvidos em ẼD.

Façamos uma observação sobre a estrutura não local dos termos relacionados a

invariantes conformes de Weyl. É bem conhecido que o quadrado do tensor de Weyl na ação

induzida em 4D corresponde a inserção do objeto não local log(�/µ2) entre dois tensores

de Weyl (ver, p. ex., recente discussão sobre o signi�cado físico deste fato em [38]). A forma

da estrutura não local em (1.11) indica que as inserções de logaritmos não locais também

ocorrem em estruturas conformes em dimensões mais altas7 com coe�cientes proporcionais

às correspondentes funções-β. Por outro lado, a distribuição detalhada das inserções

logarítmicas não locais somente pode ser estabelecida através de cálculos diretos (ver, p.

ex., [39] para um exemplo similar dos fatores de forma em D = 4).

Escrevendo a parte não local da expressão (1.11) em uma forma simétrica,

podemos sempre representar a AE através de uma expressão covariante e local construída

com a ajuda de dois campos auxiliares ψ e ϕ, como foi sugerido em [11,40]

Γind = Sc +
∑
i,k

(
γk − aαk

)
cki

∫
x

Li

+
εD
2

∫
x

{1

2

[
ϕ∆Dϕ− ψ∆Dψ

]
+
√
−aϕ ẼD

+
1√
−a

(ϕ− ψ) crW
r
D

}
. (1.13)

Nestas fórmulas assumimos que a < 0, como no caso D = 4. Em outros casos, a expressão

pode ser modi�cada convenientemente de formar trivial para se adequar ao sinal de a.

A última observação é que pode-se também escrever a ação em termos de

campos auxiliares modi�cados [13, 40] ou numa forma mais simples não covariante em

termos de σ e ḡµν [17]. Uma vez que a transição para estas formas em dimensões mais

altas não é muito diferente em comparação com o caso D = 4, não as consideraremos neste

trabalho.
7Na seção 1.4 apresentamos as estruturas invariantes conofmes de Weyl em 6D, eq. (1.47).
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As expressões (1.11) e (1.13) são representações explícitas formais da AE, as

quais correspondem à estrutura geral da AC independente da dimensão par8. Vale ressaltar

que é notável que a AE de vácuo em dimensões pares arbitrárias possa ser escrita numa

forma tão simples e geral.

Levando-se em conta tudo que foi apresentado nesta seção, �ca claro que a

integração da anomalia necessita não somente da imprescindível eq. (1.6) mas também de

(1.9) para lidar com a parte local da ação induzida. Nas próximas seções deste capítulo,

apresentaremos toda estratégia de obtenção da AEIA em D = 2 e D = 4, assim como,

faremos uma breve introdução ao caso mais complexo 6D.

1.2 Integração da anomalia em 2D

O esquema de integração da anomalia em 2D nos fornece a famosa ação de

Polyakov e, por ser este o caso mais simples de anomalia, mas não menos importante e

didático, detalharemos a seguir todo o esquema para obtenção da AEIA no caso bidimen-

sional.

Em D = 2, as eqs. (1.2) e (1.4) geram simplesmente

Ẽ2 = E2 = R . (1.14)

Não há termos super�ciais (Ξ(D=2) ≡ 0 ) e, como consequência, a densidade de Euler modi-

�cada Ẽ2 equivale à própria densidade de Euler E2. Outra particularidade é a inexistência

de invariantes de Weyl,

W(D=2) ≡ 0 , (1.15)

e, assim sendo, a anomalia (1.1) torna-se simplesmente

〈T µµ 〉 = aR . (1.16)

O operador conforme é dado meramente por

∆2 = � (1.17)

8Como concebida por Deser e Schwimmer em [7].
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e a relação (1.6) �ca

√
−gR =

√
−ḡ
(
R̄− 2�̄σ

)
. (1.18)

Devido ao princípio de Hamilton, a variação total da ação deve ser nula, assim, se variarmos

Γ̄ind com dependência funcional de σ e de ḡµν , δΓ̄ind total é tal que

δΓ̄ind
δσ

δσ +
δΓ̄ind
δḡµν

δḡµν = 0

δΓ̄ind
δσ

+
δΓ̄ind
δḡµν

δḡµν
δσ

= 0 , (1.19)

o que nos conduz a

−2ḡµν
δΓ̄ind
δḡµν

= −δΓ̄ind
δσ

. (1.20)

Tomando o limite da expressão (1.20) em que σ → 0 e, consequentemente, ḡµν → gµν , o

primeiro membro de (1.3) pode ser reescrito como

− 2√
−g

gµν
δΓind[gµν ]

δgµν
= − 1√

−ḡ
δΓ̄ind[e

2σḡµν ]

δσ

∣∣∣∣ σ→0
ḡµν→gµν

(1.21)

e ainda comparando com (1.16), a anomalia pode ser integrada (lembrando que Sc ≡ 0

em 2D) de forma que

Γ̄ind = −a
∫
d2x
√
−ḡσ

(
R̄− 2�̄σ

)
. (1.22)

O resultado (1.22) não é explicitamente covariante pois não está expresso em função da

métrica física gµν . De modo a obtermos uma solução covariante, embora não local, proce-

deremos da seguinte forma.

Com base nas eqs.(1.7), (1.8) e (1.10),∫
d2y
√
−g(y)G(x, y)R(y) =

∫
d2y
√
−ḡ(y)Ḡ(x, y)

(
R̄(y)− 2∆̄2σ

)
= −2σ(x) + termos independentes de σ . (1.23)

O primeiro termo do integrando de (1.22), substituindo σ(x) de acordo com (1.23), torna-se∫
d2x
√
−ḡσR̄ = −1

2

∫
d2x
√
−ḡ(x)

∫
d2y
√
−g(y)R̄(x)G(x, y)R(y) (1.24)
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e o segundo termo pode ser desenvolvido, com um pouco mais de esforço, tal que

−2

∫
d2x
√
−ḡσ�̄σ =

∫
d2x
√
−ḡ(x)

∫
d2y
√
−g(y)�̄xσG(x, y)R(y)

=

∫
d2x
√
−g(x)

∫
d2y
√
−g(y)σ(x)

[
�xG(x, y)

]
R(y)

=

∫
d2x
√
−gσR , (1.25)

que é exatamente o primeiro membro de (1.24) exceto pelo fato de que ḡµν → gµν . Final-

mente podemos escrever a ação induzida na forma covariante não local

Γind = Γ̄ind (ḡµν→gµν) =
a

4

∫∫
x y

R(x)G(x, y)R(y) , (1.26)

ou ainda, tendo em vista a equação (1.10),

Γind =
a

4

∫
x

R
1

�
R , (1.27)

que é a ação não local de Polyakov. Levando em conta tudo o que foi descrito nesta seção,

podemos notar que o resultado é exatamente o mesmo da prescrição dada em (1.11).

1.3 Integração da anomalia em 4D

De forma análoga ao que foi feito na ação de Polyakov, resolveremos em 4D

uma equação semelhante porém com ingredientes extras.

O invariante de Weyl é dado pelo quadrado do tensor de Weyl

W(D=4) = C2
µναβ ≡ C2 (1.28)

e o único termo super�cial é

Ξ(D=4) = γ�R . (1.29)

A unicidade deste termo é consequência da dimensão de massa elevada à quarta potência

e da covariância, além das Identidades de Bianchi que fazem com que

∇µ∇νR
µν =

1

2
�R . (1.30)
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O termo topológico E4, conhecido como termo de Gauss-Bonnet, pode ser escrito como

E4 = R2
µναβ − 4R2

µν +R2 (1.31)

e sua forma modi�cada, compatível com (1.6) torna-se

Ẽ4 = E4 −
2

3
�R , (1.32)

de tal forma que (1.6) seja representada em D = 4 como

√
−gẼ4 =

√
−ḡ
( ¯̃E4 + 4∆̄4σ

)
. (1.33)

∆4 representa o já referido operador conforme e auto-adjunto em 4D, conhecido como

operador de Paneitz, dado por

∆4 = �2 + 2Rµν∇µ∇ν −
2

3
R�+

1

3
(∇µR)∇µ . (1.34)

Isto posto, a anomalia conforme em 4D pode ser resumida na expressão

〈T µµ 〉 = cC2 + aE4 + γ�R , (1.35)

mas que por conveniência será modi�cada, considerando a de�nição (1.32), para

〈T µµ 〉 = cC2 + aẼ4 +
(
γ +

2a

3

)
�R . (1.36)

Escrevamos, por praticidade, a ação induzida através das seguintes parcelas,

Γind = Sc + ΓC2 + ΓE4 + Γsup , (1.37)

onde cada termo do segundo membro de (1.37), exceto Sc, é responsável por um termo da

anomalia (1.36).

A parte mais simples deste procedimento é a integração de Γsup. A lagrangeana

com termo local do tipo L = R2 resolve (1.9) para o caso quadridimensional (ver, p.

ex., [21] e suas referências)9,

− 2√
−g

gµν
δ

δgµν

∫
x

R2 = 12�R . (1.38)

9Uma discussão mais aprofundada sobre o termo
∫
x
R2 pode ser encontrada em [41].
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A ação Γsup é dada assim por

Γsup =
1

12

(
γ +

2a

3

)∫
x

R2 . (1.39)

Por simplicidade de�niremos,

ΓC2+E4
≡ ΓC2 + ΓE4 , (1.40)

e com o auxílio de (1.21) e (1.36)

− 1√
−ḡ

δΓ̄C2+E4
[e2σḡµν ]

δσ

∣∣∣∣ σ→0
ḡµν→gµν

= cC2 + aẼ4 , (1.41)

o que resulta em

Γ̄C2+E4
= −

∫
d4x
√
−ḡσ

[
c C̄2 + (a ¯̃E4 + 4∆̄4σ)

]
. (1.42)

De forma análoga ao descrito na seção (1.23),

σ(x) =
1

4

∫
d4y
√
−g(y)G(x, y)Ẽ4(y) + termos independentes de σ , (1.43)

o que permite escrever

ΓC2+E4
= −

∫∫
x y

( c
4
C2 +

a

8
Ẽ4

)
x
G(x, y)Ẽ4 y . (1.44)

Γind é dada, �nalmente, por

Γind = Sc −
∫∫
x y

( c
4
C2 +

a

8
Ẽ4

)
x
G(x, y)Ẽ4 y +

1

12

(
γ +

2a

3

)∫
x

R2 . (1.45)

Novamente vale ressaltar que o resultado enquadra-se perfeitamente no formato de (1.11)

desde que

εD = −1

4
; αk = −2

3
; cki =

1

12
e Li = R2 . (1.46)

Em 4D os índices i e k acima somente assumem o valor unitário e naturalmente

a soma
∑
i,k

em (1.11) torna-se sem efeito, entretanto optamos por preservá-los a �m de

facilitar sua identi�cação nos moldes de (1.11).
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1.4 Integração da anomalia em 6D - Considerações ini-

ciais

O processo de integração da anomalia em 6D é de fato muito laborioso e, por-

tanto, apresentaremos inicialmente nesta seção as linhas gerais para seu desenvolvimento.

Preliminarmente descreveremos os componentes da eq. (1.1) separadamente uma vez que

sua estrutura é mais complexa.

Os invariantes de Weyl são compostos dos seguintes objetos [31�33,42]

W 1
6 = Cµνρσ C

µαβν C ρσ
α · ·β ,

W 2
6 = Cµνρσ C

ρσαβ C µν
αβ · · ,

W 3
6 = Cµρσλ

(
�δµν + 4Rµ

ν −
6

5
Rδµν

)
Cνρσλ + ∇µJ

µ , (1.47)

onde,

Jµ =
(
4R·λρσµ ∇ν + 3Rνλρσ∇µ

)
Rνλρσ +

(1

2
R∇µ −Rν

µ∇ν

)
R

+Rνλ
(
∇νRλµ − 5∇µRνλ

)
. (1.48)

Os invariantes W r
6 , por serem conformalmente inertes, não representam maiores di�culda-

des no processo de integração 6D e portanto não serão objetos de estudo no corpo desta

tese.

A maior di�culdade - e a que demandará maior interesse neste trabalho - é

a busca pelo objeto que de�nimos em (1.6) como termo topológico (densidade de Euler)

modi�cado. Uma vez que a integração requer a existência de uma combinação linear das

derivadas totais αkΞk adicionadas a este termo, ver (1.4), tal que

Ẽ6 = E6 +
∑
k

αkΞk (1.49)

e de modo que a relação (1.6), também exista em sua versão 6D10

√
−gẼ6 =

√
−ḡ
( ¯̃E6 + κ∆̄6σ

)
, (1.50)

torna-se mister investigar a existência (ou não) de um conjunto completo de derivadas

totais a serem adicionadas a E6 a�m de que (1.50) seja válida. Outro fator que aumenta o

10Ver detalhes sobre esta conjectura na seção 2.4.
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grau de di�culdade desta empreitada são os cálculos das transformações conformes de E6

(cap. 2) e das candidatas à base de derivadas totais Ξk (caps. 3 e 4). Dito isto, acrescente-

se que (1.50) deve con�rmar também os resultados obtidos para o operador conforme ∆6

em [27�29]11.

O epílogo da nossa receita 6D é a resolução de (1.9), ou seja, a obtenção de

cada um das derivadas totais Ξk como combinação do traço das equações de movimento

das lagrangeanas locais
∑
i

cki
∫
x
Li de forma análoga, porém mais geral, ao que foi obtido

em (1.38). A discussão destas lagrangeanas locais será abordada no capítulo 5.

11Ver também publicação anterior [43].



Capítulo 2

Densidades de Euler em D = 2n e sua

relação com operadores conformes

Faremos neste capítulo um estudo mais detalhado sobre as propriedades con-

formes das Densidades de Euler (termos topológicos) em dimensões pares, principalmente,

no que diz respeito à sua modi�cação proposta em (1.4) pela adição de derivadas totais

da curvatura (termos super�ciais) e que possui interessantes propriedades conformes com

intrínseca relação com o operador conforme da mesma dimensão. As relações já conheci-

das em D = 2 e D = 4 serão agora detalhadas e serão abordadas em uma única seção.

No caso da densidade de Euler modi�cada em 6D, daremos aqui apenas o primeiro passo

que é o cáluculo da transformação conforme de E6 generalizada para D-dimensões. Fato

é que a generalização nos permite con�rmar, pelo menos até D = 6 , uma nova modali-

dade de ação conformalmente invariante em dimensões ímpares uma unidade abaixo da

dimensão na qual a densidade de Euler é de fato topológica. Na seção �nal, apresentamos

duas conjecturas relacionadas a generalização de propriedades conformes da densidade de

Euler em dimensões pares quaisquer: a primeira, relacionada a este último fato o qual

acabamos de descrever, e a segunda, relacionada a eq. (1.6). Por último, ressaltamos que

os resultados aqui apresentados restringem-se a variedades sem torção e que atendam à

condição de metricidade1.

1Para maiores detalhes sobre variedades com torção, ver, p. ex., [8, 44].
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2.1 Transformações conformes

Uma maneira muito útil de modi�car o tensor métrico, visando facilitar muitos

cálculos, bem como revelar propriedades físicas de grande interesse [37], é a denominada

transformação conforme (1.5). Muitas das referidas propriedades físicas tornam-se mais

aparentes e fáceis de serem provadas se usarmos este tipo de transformação da métrica.

Entretanto, não se trata de uma transformação de coordenadas, a transformação conforme

pode ser vista como uma forma alternativa de parametrização da métrica através de novas

variáveis ḡµν e σ(x), onde σ representa o parâmetro escalar da transformação e depende

das coordenadas x ≡ xµ.

Em decorrência da de�nição (1.5), é facilmente veri�cado que para a métrica

inversa,

gµν = ḡµν e−2σ , (2.1)

de modo que

gµτg
ντ = ḡµτ ḡ

ντ = δνµ . (2.2)

Para o determinante da métrica vale a importante relação

g = det ‖gµν‖ = det ‖e2σḡµν ‖ = e2Dσḡ , (2.3)

que, como visto acima, depende explicitamente da dimensão do espaço em questão.

O símbolo de Christo�el Γαµν , os tensores de curvatura R
µ
ναβ, Rµν , o escalar de

Ricci R e as potências e/ou combinações da curvatura, em consequência de (1.5), sofrem

transformações que sempre se enquadram no modelo2

Aµ1µ2···ν1ν2··· = e−2kσ
(
Āµ1µ2···ν1ν2··· +O(σ)

)
, k ∈ Z , (2.4)

onde o termo O(σ) inclui tipicamente as derivadas covariantes do fator conforme local σ.

Neste trabalho, quando necessário, denominaremos a quantidade entre parêntesis acima

tal como

Āµ1µ2···ν1ν2··· +O(σ) ≡ Ā?µ1µ2···ν1ν2··· . (2.5)

2Para maiores detalhes sobre as transformações das quantidades relacionadas acima ver, p. ex., [37].
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Como exemplo, sabemos que a transformação do tensor de Riemann é [37]

Rα
βµν = R̄α

βµν + δαν ∇̄µ∇̄βσ − δαµ∇̄ν∇̄βσ + ḡµβ∇̄ν∇̄ασ − ḡνβ∇̄µ∇̄ασ + δαν ḡµβ(∇̄σ)2

−δαµ ḡνβ(∇̄σ)2 + δαµ∇̄νσ∇̄βσ − δαν ∇̄µσ∇̄βσ + ḡνβ∇̄µσ∇̄ασ − ḡµβ∇̄νσ∇̄ασ . (2.6)

Com base na eq. (2.4), neste exemplo, temos que k = 0 e R̄?α
βµν representa todo o

segundo membro de (2.6).

2.2 Densidades de Euler em 2D e 4D

Na geometria riemanniana, o teorema de Gauss-Bonnet relaciona propriedades

topológicas de uma variedade D-dimensional com quantidades que são construídas numa

base formada por tensores de curvatura [45]. Estas quantidades são denominadas densida-

des de Euler e são de grande interesse no nosso estudo, principalmente no que diz respeito

às suas transformações conformes, devido a propriedades sobre as quais trataremos adiante

neste capítulo. Para D = 2n dimensões (n = 1, 2 . . . ), este termo é dado pela expressão

(1.2). Em variedades simplesmente conexas de dimensão D, ED é topológico, ou seja, estes

termos em integrandos do tipo ∫
dDx
√
−g ED (2.7)

não contribuem para equações dinâmicas clássicas [8]. Entretanto, o mesmo não é neces-

sariamente veri�cado se a dimensão do domínio de integração for diferente de D ou se este

domínio for multiplamente conexo.

Um dos principais ingredientes na receita da integração da anomalia é encon-

trar propriedades conformes das densidades de Euler (termos topológicos) em D = 2n

dimensões [4] além de tentar generalizar a forma como estes objetos se relacionam com os

operadores conformes ∆D de ordem equivalente à dimensão do espaço considerado; estes

operadores serão tratados na seção a seguir. Para �ns didáticos, vamos no presente capí-

tulo mostrar progressivamente as relação entre termos topológicos e operadores conformes

em dimensõesD = 2 eD = 4 até chegarmos no caso mais complexoD = 6. Conjecturamos

que esta relação pode ser generalizada na forma das eqs. (1.4) e (1.6).
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Um detalhe importante a ser frisado na forma da relação (1.6) é o fato de que,

diferentemente de (2.4), os termos em σ sobrevivem somente em primeira ordem, portanto

(1.6) não se trata de uma aproximação em primeira ordem em σ mas sim de uma equação

exata. Podemos especular sua validade para dimensões pares D > 4 como uma receita

para se obter tanto a densidade de Euler modi�cada ẼD como o operador ∆D
3. O foco

principal deste trabalho reside em con�rmar a validade de (1.6) para o caso D = 6 como

primeiro, e mais importante, passo na integração da anomalia em 6D.

2.2.1 A densidade de Euler em duas dimensões e o operador con-

forme de segunda ordem

O cálculo da densidade de Euler, neste caso particular, obtido a partir de (1.2)

gera

E2 =
1

2
εµν ε

αβRµν
αβ

=
1

2

∣∣∣∣∣∣ δ
α
µ δβµ

δαν δβν

∣∣∣∣∣∣Rµν
αβ = R . (2.8)

Utilizando-se de transformações conformes para um campo escalar ϕ do tipo

ϕ = e
2−D
2
σϕ̄ , (2.9)

o operador conforme de segunda ordem em uma dimensão arbitrária pode ser de�nido4

tal que seja válida a identidade∫
dDx
√
−g ϕ∆2ϕ =

∫
dDx
√
−ḡ ϕ̄∆̄2ϕ̄ , (2.10)

sua expressão é dada por (ver, p. ex., [12, 14,15])

∆2 (D) = �− D − 2

4(D − 1)
R. (2.11)

De posse das transformações conformes do escalar de curvatura (R = E2) e da relação

(2.8)

√
−gE2 =

√
−ḡ e(D−2)σ

[
Ē2 + (D − 1)χ(2)

]
, (2.12)

3As duas principais conjecturas relacionadas às Densidades de Euler e operadores conformes são apre-

sentadas na seção 2.4.
4Alternativamente ∆2 pode ser de�nido como em [15] tal que e

D+2
2 σ∆2ϕ = ∆̄2ϕ̄, com ϕ = e

D−2
2 σϕ̄ .
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onde,

χ(2) = −
[
2�̄σ + (D − 2)(∇̄σ)2

]
(2.13)

e do operador � atuando em um escalar [37]

√
−g� =

√
−ḡ e(D−2)σ

[
�̄+ (D − 2)(∇̄µσ)∇̄µ

]
, (2.14)

temos para o caso particular D = 2 que a eq. (2.11) gera a simples a relação ∆2 = � , que

aliada a (2.14), fornece a invariância conforme no operador ∆2,

√
−g∆2 =

√
−ḡ ∆̄2. (2.15)

Recorrendo a eq. (2.8) e o fato de que E2 = Ẽ2, podemos veri�car que

√
−gẼ2 =

√
−ḡ( ¯̃E2 − 2∆̄2σ), (2.16)

o que se enquadra perfeitamente na forma da eq. (1.6) como já discutido anteriormente.

2.2.2 A densidade de Euler em quatro dimensões e o operador

conforme de quarta ordem

Novamente utilizando a de�nição (1.2), desta vez em D = 4, veremos que

E4 =
1

4
εµνξη ε

αβλτRµν
αβR

ξη
λτ

= R2
µναβ − 4R2

µν +R2, (2.17)

que é a famosa combinação dos escalares de segunda ordem na curvatura conhecida como

termo de Gauss-Bonnet, já mencionado na equação (1.31).

Os cálculos da transformação mais geral (D-dimensional) de E4 fornecem

√
−gE4 =

√
−ḡ e(D−4)σ

[
Ē4 + (D − 3)χ(4)

]
, (2.18)

onde,

χ(4) = 8R̄µνσ
µν − 8R̄µνσ

µσν − 4R̄�̄σ − 2(D − 4)R̄(∇̄σ)2 + (D − 2)
[
8σµνσ

µσν

−4σ2
µν + (D − 4)(D − 1)(∇̄σ)4 + 4(�̄σ)2 + 4(D − 3)�̄σ(∇̄σ)2

]
. (2.19)
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Aqui usamos as notações condensadas σα = ∇̄ασ, σαβ = ∇̄α∇̄βσ, além do fato de todos

estes índices serem levantados e abaixados pela métrica ḡαβ e sua inversa. Por outro lado,

em quatro dimensões, (2.18) assume uma forma um pouco mais simples5

√
−gE4 =

√
−ḡ
[
Ē4 + 8R̄µν∇̄µ∇̄νσ − 8R̄µν∇̄µσ∇̄νσ − 4R̄�̄σ − 8(∇̄µ∇̄νσ)2

+ 8(�̄σ)2 + 16∇̄µ∇̄νσ∇̄µσ∇̄νσ + 8�̄σ(∇̄σ)2
]
. (2.20)

O único termo super�cial em 4D, como já discutido no capítulo 1, é �R, sua

transformação na dimensão D equivale a

√
−g�R =

√
−ḡ e(D−4)σ

[
�̄R̄− 2R̄�̄σ − 2(D − 4)R̄(∇̄σ)2 + (D − 6)∇̄µσ∇̄µR̄

− 2(D − 1)�̄2
σ + 4(D − 1)(�̄σ)2 − 2(D − 6)(D − 1)∇̄µσ∇̄µ(�̄σ) +

+ 2(3D − 10)(D − 1)�̄σ(∇̄σ)2 − (D − 2)(D − 1)�̄(∇̄σ)2

−(D − 6)(D − 2)(D − 1)∇̄µσ∇̄µ(∇̄σ)2

+2(D − 4)(D − 2)(D − 1)(∇̄σ)4
]

(2.21)

e que, com a ajuda de alguma álgebra, no caso de nosso interesse D = 4, se reduz a

√
−g�R =

√
−ḡ
[
�̄R̄− 2R̄�̄σ − 2∇̄µσ∇̄µR̄− 6�̄2

σ + 12(�̄σ)2 − 12R̄µν∇̄µσ∇̄νσ

+12�̄σ(∇̄σ)2 − 12(∇̄µ∇̄νσ)2 + 24∇̄µ∇̄νσ∇̄µσ∇̄νσ
]
. (2.22)

O operador conforme de quarta ordem [14, 15] em uma dimensão arbitrária D

atuando em um campo escalar cuja transformação seja dada por

ϕ = e
4−D
2
σϕ̄ , (2.23)

de modo que seja válida a invariância∫
dDx
√
−g ϕ∆4ϕ =

∫
dDx
√
−ḡ ϕ̄∆̄4ϕ̄ , (2.24)

é dado por [12]

∆4 (D) = �2 +
4

D − 2

[
Rµν∇µ∇ν +

1

2
(∇µR)∇µ

]
− D2 − 4D + 8

2(D − 2)(D − 1)

[
R�+ (∇µR)∇µ

]
− (D − 4)

[
1

4(D − 1)
�R− 5D − 8

16(D − 2)(D − 1)2
R2 +

1

(D − 2)2
R2
µν

]
. (2.25)

5A partir deste ponto, a �m de evitar o uso excessivo de parêntesis, adotaremos a convenção de que as

derivadas que atuam em σ não atuam em mais nada à sua direita.
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No caso particular D = 4, (2.25) se reduz ao já referido operador de Paneitz ∆4 (1.34).

Vamos agora apresentar a importante combinação envolvendo os resultados

(2.20), (2.22) e (1.34). Se de�nirmos

Ẽ4 = E4 −
2

3
�R , (2.26)

podemos veri�car, usando (2.20) e (2.22), que

√
−gẼ4 =

√
−ḡ
( ¯̃E4 + 4∆̄4σ

)
, (2.27)

como já visto em (1.33). Nesta relação utilizamos o fato de que

√
−g∆4σ =

√
−ḡ∆̄4σ . (2.28)

Há que se reiterar que não há nenhuma maneira regular de derivar o coe�ciente na eq.

(2.26) de modo que a origem deste fator não é conhecida na literatura (ver capítulo 1) e

somente por veri�cação direta chega-se à sua determinação.

Para campos escalares conformalmente inertes ϕ = ϕ̄, outra importante relação

entre Ẽ4 e ∆4 é [21]

1

2
√
−g

gµν
δ

δgµν

∫
d4x
√
−gϕẼ4 = ∆4ϕ . (2.29)

Os resultados desta seção nos permitem ir mais longe rumo a dimensões pares

mais altas (D > 6), assim, iniciaremos esta jornada com a busca do possível invariante

conforme modi�cado Ẽ6. Para tanto, dedicaremos a próxima seção aos resultados de nosso

esforço na obtenção da transformação conforme de E6 e seus desdobramentos.

2.3 A densidade de Euler em seis dimensões e sua trans-

formação conforme

A forte relação existente entre densidades de Euler em dimensões pares, sua

transformação conforme e os operadores diferenciais conformes, identi�cada pela relação

(1.6), nos motiva a ir além, ou seja, tentar obter o termo topológico modi�cado Ẽ6 e sua

relação operador ∆6. Como ponto de partida para tal intento, buscaremos a transformação
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conforme D-dimensional do termo topológico (densidade de Euler) E6. O objeto E6 é

construído a partir de uma base formada por escalares de terceira ordem na curvatura -

veremos adiante que tal base é constituída por oito elementos linearmente independentes.

Nas linhas que se seguem, apresentaremos o termo E6 e via transformações conformes

D-dimensionais de cada um de seus termos �nalmente estabeleceremos a relação entre

E6 e Ē6 generalizada em D dimensões. Os cálculos deste capítulo são razoavelmente

complexos e, embora sejam conferidos manualmente, utilizamos em grande parte o software

Cadabra [46, 47] que roda em ambiente Linux.

As propriedades conformes dos termos topológicos, em seis dimensões têm

atraído considerável interesse na literatura recente (ver, p. ex., [27, 48�50] e suas refe-

rências). Segundo a classi�cação padrão [7] (ver também trabalho anterior [5]), os termos

anômalos que correspondem à parte não local da ação ou são invariantes conformes ou

são topológicos. Consequentemente é muito importante conhecermos bem as propriedades

conformes dos termos topológicos, em particular para o caso de D = 6, objeto deste traba-

lho. É justi�cável analisarmos as transformações das densidades de Euler não apenas nas

dimensões em que essas quantidades sejam topológicas, mas também em outras dimensões

como �zemos previamente com E4 e E2 nas eqs. (2.12) e (2.18).

Em D = 6 o cálculo de (1.2) é mais trabalhoso, o resultado é (ver, p. ex., [51])

E6 =
1

8
εµναβλξ ερσκωηχRµνρσ Rαβκω Rλξηχ

= 4Rµν
αβR

αβ
λτR

λτ
µν − 8RµανβR

α
λ
β
τR

λµτν − 24Rν
µRαβλνR

αβλµ

+ 24RµανβR
µνRαβ + 16Rν

µR
µ
αR

α
ν + 3RR2

µναβ − 12RR2
µν +R3 . (2.30)

Consideremos agora a transformação conforme D-dimensional de cada uma das

oito quantidades acima. As transformações do tensor de Riemann, Ricci e do escalar de

curvatura podem ser encontradas, p. ex., em [37]. Assim, omitiremos aqui as fórmulas

intermediárias e apresentaremos somente o resultado �nal (mais uma vez cálculos foram

realizados com a ajuda do Cadabra [46, 47]):

√
−gE6 =

√
−ḡ e(D−6)σ

{
Ē6 + (D − 5)χ(6)

}
, (2.31)
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onde,

χ(6) = −
[
6�̄σ + 3(D − 6)(∇̄σ)2

]
Ē4

+ 24
(
2R̄αβR̄

µανβ − R̄αβγ
νR̄αβγµ − R̄R̄µν + 2R̄µαR̄ν

α

)(
σµσν − σµν

)
+ 24(D − 4)R̄µανβσµν

(
σαβ − 2σασβ

)
+ 48(D − 4)R̄µ

ν

(
σµασ

να − σνµ�̄σ
)

+ 48(D − 4)R̄µν
(
σµσν�̄σ − 2σµασ

α
ν

)
+ 12(D − 4)R̄

[
(�̄σ)2 − σ2

µν + 2σµνσ
µσν
]

− 24(D − 4)R̄µν(∇̄σ)2
[
(D − 5)σµν − (D − 3)σµσν

]
+ 12(D − 5)(D − 4)R̄�̄σ(∇̄σ)2 + 3(D − 6)(D − 4)(D − 3)R̄(∇̄σ)4

+ 8(D − 4)(D − 3)
[
3σ2

µν �̄σ − 2σνµ σ
α
ν σ

µ
α + 6σνµ σ

α
ν σασ

µ − (�̄σ)3
]

+ 12(D − 4)2(D − 3) (∇̄σ)2
[
σ2
µν − (�̄σ)2

]
(2.32)

− 24(D − 4)(D − 3)σµν σ
µσν
[
(D − 2)(∇̄σ)2 + 2�̄σ

]
− (D − 4)(D − 3)(D − 2)

[
6(D − 5)�̄σ + (D − 6)(D − 1)(∇̄σ)2

]
(∇̄σ)4 .

Finalmente, podemos fazer a substituição D = 6 e obter

√
−gE6 =

√
−ḡ
[
Ē6 + 24R̄µναβR̄

µναλσβλ − 24R̄µναβR̄
µναλσλσ

β − 6R̄2
µναβ�̄σ

−48R̄µνR̄µανβ σ
αβ + 48R̄µνR̄µανβ σ

ασβ − 48R̄µαR̄νασ
ν
µ + 48R̄µαR̄να σµσ

ν

+24R̄2
µν�̄σ + 24R̄R̄µνσµν − 24R̄R̄µν σµσν − 6R̄2�̄σ + 48R̄µν

αβ σ
α
µσ

β
ν

−96R̄µν
αβ σ

α
µσνσ

β + 96R̄µ
νσµασ

να − 96R̄µνσµν�̄σ − 192R̄µ
νσµασ

νσα

+96R̄µνσµσν�̄σ − 48R̄µν σµν(∇̄σ)2 + 144R̄µνσµσν(∇̄σ)2 − 24R̄σ2
µν

+24R̄(�̄σ)2 + 48R̄σµνσ
µσν + 24R̄�̄σ(∇̄σ)2 − 96σνµσ

α
ν σ

µ
α + 144σ2

µν�̄σ

−48(�̄σ)3 + 288σνµσ
α
ν σασ

µ + 144σ2
µν(∇̄σ)2 − 288σµνσ

µσν�̄σ

− 144(�̄σ)2(∇̄σ)2 − 576σµνσ
µσν(∇̄σ)2 − 144�̄σ(∇̄σ)4

]
. (2.33)

Os resultados (2.31) a (2.33) representam importante progresso no estudo de teorias con-

formes de alta ordem e podem ser encontrados em [21].

É interessante notar que as partes não covariantes do segundo membro das

eqs. (2.12), (2.18) e (2.31) são proporcionais respectivamente a D − 1, D − 3 e D − 5,

ou seja, o setor não covariante da transformação D-dimensional dos termos topológicos

E2n (n = 1, 2, 3) desaparece completamente nas dimensões ímpares D = 2n − 1. Como
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consequência, podemos construir invariantes conformes nestas dimensões com o auxílio de

campos escalares Φ cuja transformação seja

Φ = eσΦ̄ , (2.34)

juntamente com (1.5), para que obtenhamos a invariância∫
d2n−1x

√
−gΦE2n =

∫
d2n−1x

√
−ḡ Φ̄ Ē2n . (2.35)

As expressões (2.35) fornecem um conjunto de ações conformalmente invariantes. Obvi-

amente para n = 1 tal declaração é trivial, entretanto nos casos n = 2 e n = 3 podemos

a�rmar que os invariantes topológicos nessas dimensões pares 2n geram novos invariantes

conformes (2.35) em espaços 3-dimensionais e 5-dimensionais, respectivamente.

2.4 Conjecturas

Considerando os resultados das seções anteriores, formulamos duas conjecturas

a respeito dos termos topológicos (densidades de Euler) [21]:

Conjectura 1. Para toda dimensão par D = 2n, n = 1, 2, 3, 4, ..., as expres-

sões (2.35) são conformalmente invariantes se o campo escalar Φ transforma-se de acordo

com (2.34). Isto signi�ca que podemos obter um conjunto de ações conformes

Sc2n−1 =

∫
d2n−1x

√
−gΦE2n (2.36)

em dimensões ímpares. Esta a�rmativa é certa para para D = 2, 4 e também para D = 6

como mostramos em [21].

Conjectura 2. Para toda dimensão par (D = 2n) há uma base de vetores

χµ2n dependente da métrica tal que o invariante topológico �modi�cado"

Ẽ2n = E2n +∇µχ
µ
2n , (2.37)

possui transformação conforme linear,

√
−gẼ2n =

√
−ḡ
( ¯̃E2n + κ∆̄2nσ

)
. (2.38)
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Aqui κ é uma constante a ser determinada6 e o operador ∆2n = �n + . . . é conforme, no

sentido em que seja válida∫
d2n
√
−gϕ∆2nϕ =

∫
d2n
√
−ḡϕ̄∆̄2nϕ̄ , (2.39)

com ϕ = ϕ̄. Vale lembrar que as quantidades com barras são construídas com base na

métrica �duciária ḡµν de�nida em (1.5). As duas conjecturas aqui apresentadas são válidas

para D = 2, 4 e, como mostrado nesta tese, foram veri�cadas também para D = 6.

No caso D = 2 sabemos que χµ2 = 0 e em D = 4, χµ4 = −(2/3)∇µR, este úl-

timo representa um importante exemplo da segunda conjectura que ajuda na sua melhor

compreensão. A veri�cação desta conjectura em seis dimensões requer um trabalho bas-

tante árduo e signi�cativo mas, como veremos nos capítulos 3 e 4, obtivemos êxito nesta

empreitada [22]7.

6Como veremos oportunamente, nos casos conhecidos D = 2, 4 e 6, κ = (−1)
D
2 D.

7O limite plano da relação (2.38) em 6D e uma forma incompleta da AEIA foram obtidos em [52].



Capítulo 3

Transformações de E6 e dos termos

super�ciais Ξk na métrica

conformalmente plana com σ = σ(η)

De posse da transformação de E6, daremos o passo seguinte que é a busca por

uma combinação linear αkΞk da base de derivadas totais 6D que seja compatível com a

conjectura de que exista o termo topológico modi�cado Ẽ6 como visto no capítulo 2. Para

tentarmos encontrar uma possível combinação que satisfaça (1.6) ou (2.38), é necessário,

além de obtermos a transformação conforme de E6, transformarmos conformalmente as

candidatas a derivadas totais Ξ′s. Como tal cálculo é demasiado trabalhoso, e não há

qualquer garantia matemática de que ∃Ẽ6 dado por (1.4) ou (2.37) que satisfaça (1.6) ou

(2.38), tentaremos preliminarmente veri�car sua existência em um caso muito particular:

o da métrica conformalmente plana com σ dependendo somente do tempo conforme η.

Inicialmente nossa pesquisa nos conduziu a uma base de derivadas totais contendo oito

elementos linearmente independentes, fato curioso é que todas os elementos da base são

segundas derivadas totais como veremos adiante. Posteriormente constatamos que havia

ainda uma dependência linear escondida nesta base, o que faz com ela seja reduzida a sete

componentes (ver capítulo 4).

29
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3.1 A base de oito derivadas totais 6D

Após pesquisa de possíveis candidatas a derivadas totais da curvatura compatí-

veis com a dimensão 6D, chegamos à seguinte base contendo oito termos super�ciais [22],

Ξ1 = �2R , Ξ2;3;4 = �
(
R2
µναβ; R2

µν ; R
2
)
,

Ξ5;6;7;8 = ∇µ∇ν

(
Rµ

λαβR
νλαβ; RαβR

µανβ; Rµ
αR

να; RRµν
)
. (3.1)

É possível mostrar que qualquer outra derivada total da curvatura em 6D é linearmente

dependente da base de�nida na eq. (3.1) (ver Apêndice A). Entretanto, no Apêndice

D, mostraremos que ainda há uma sutil dependência linear escondida nestes oito objetos

de tal forma que conseguimos reduzi-la a sete elementos. Este assunto será tratado no

capítulo 4.

Para encontrarmos a possível combinação ,

Ẽ6 = E6 +
8∑
i=1

αiΞi , (3.2)

que satisfaça (1.6), tentaremos inicialmente veri�car por cálculos diretos a existência dos

coe�cientes αi em um caso muito particular, a já referida métrica conformalmente plana

com σ dependendo somente do tempo conforme η, sobre a qual falaremos a seguir.

O caso particular e bastante simpli�cador da métrica conformalmente plana

pode ser descrito pelas relações abaixo,

ḡµν = ηµν ⇒


√
−ḡ = 1

∇̄µ = ∂µ .
(3.3)

Se acrescentarmos ainda o fato de que o parâmetro σ dependente somente do tempo

conforme η, σ = σ(η), qualquer derivada de σ reduz-se somente à derivada ordinária,

σ′ ≡ dσ

dη
. (3.4)

Com estas simpli�cações, os cálculos das transformações conformes dos elementos da base

(3.1) tornam-se relativamente mais fáceis e podem servir de impetus para a solução do

caso mais geral tratado no capítulo 4. Apresentamos nas próximas seções os resultados

das transformações para este tipo especial de métrica; os cálculos intermediários foram
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omitidos pois são muito extensos e os resultados foram conferidos com a ajuda do software

Mathematica [53]1.

3.2 Transformação de E6

A transformação de cada um dos termos de (2.30) é listada a seguir:

√
−gRµ

α
ν
βR

α
λ
β
τR

λ
µ
τ
ν = −60(σ′′)2(σ′)2 − 60(σ′)6 , (3.5)

√
−gRµν

αβR
αβ

λτR
λτ

µν = −40(σ′′)3 − 80(σ′)6 , (3.6)

√
−gRµνR

µαβλRν
αβλ = −60(σ′′)3 − 40(σ′′)2(σ′)2 − 40σ′′(σ′)4 − 160(σ′)6 , (3.7)

√
−gRµανβR

µνRαβ = −50(σ′′)3 − 220(σ′′)2(σ′)2 − 160σ′′(σ′)4 − 320(σ′)6 , (3.8)

√
−gRν

µR
µ
αR

α
ν = −130(σ′′)3 − 60(σ′′)2(σ′)2 − 240σ′′(σ′)4 − 320(σ′)6 , (3.9)

√
−gRR2

µναβ = −200(σ′′)3 − 400(σ′′)2(σ′)2 − 400σ′′(σ′)4 − 800(σ′)6 , (3.10)

√
−gRR2

µν = −300(σ′′)3 − 1000(σ′′)2(σ′)2 − 1600σ′′(σ′)4 − 1600(σ′)6 , (3.11)

√
−gR3 = −1000(σ′′)3 − 6000(σ′′)2(σ′)2 − 12000σ′′(σ′)4 − 8000(σ′)6 . (3.12)

Substituindo os resultados de (3.5) a (3.12) em (2.30) e multiplicando conveni-

entemente por
√
−g obtemos simplesmente,

√
−g E6 = −720σ′′(σ′)4 . (3.13)

3.3 Transformação dos termos super�ciais Ξi

Passemos, nesta seção, para os resultados das transformações conformalmente

planas dos objetos listados em (3.1).

1Reiteramos o nosso agradecimento ao professor Dr. Davi C. Rodrigues da UFES pela cessão de seu

código computacional de suma importância para derivação destes resultados.
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3.3.1 Transformação de �2R

A transformação em 6D do operador � torna-se simplesmente,

� = e−2σ
( d2

dη2
+ 4σ′

d

dη

)
, (3.14)

e assim,

�R = e−2σ
( d2

dη2
+ 4σ′

d

dη

){
e−2σ

[
− 10σ′′ − 20(σ′)2

]}
= e−4σ

[
− 10σ′′′′ − 20(σ′′)2 − 40σ′σ′′′ + 80σ′′(σ′)2 + 80(σ′)4

]
. (3.15)

Fazendo atuar o operador �, eq. (3.14), em (3.15),

√
−g�2R = −10σ(vi) − 80σ′′′′σ′′ + 240σ′′′′(σ′)2 + 960σ′′′σ′′σ′

+ 240(σ′′)3 − 80(σ′′′)2 − 1600σ′′(σ′)4 . (3.16)

3.3.2 Transformação de �R2
µναβ

As transformações mais gerais para os tensores de curvatura são encontradas,

p. ex., em [37]. No nosso caso particular,

R2
µναβ = e−4σ[20(σ′′)2 + 40(σ′)4] . (3.17)

Atuando com (3.14) em (3.17),

√
−g�R2

µναβ = 40σ′′′′σ′′ − 160σ′′′σ′′σ′ − 80(σ′′)3 + 160σ′′′(σ′)3

+40(σ′′′)2 + 480(σ′′)2(σ′)2 − 800σ′′(σ′)4 . (3.18)

3.3.3 Transformação de �R2
µν

R2
µν = e−4σ[30(σ′′)2 + 40σ′′(σ′)2 + 80(σ′)4] . (3.19)

Aplicando o operador (3.14) em (3.19) encontramos,

√
−g�R2

µν = 60σ′′′′σ′′ + 40σ′′′′(σ′)2 − 40(σ′′)3 + 160σ′′′(σ′)3

+ 60(σ′′′)2 + 480(σ′′)2(σ′)2 − 1600σ′′(σ′)4 . (3.20)
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3.3.4 Transformação de �R2

O quadrado do tensor de Ricci transforma-se tal que,

R2 = e−4σ[100(σ′′)2 + 400σ′′(σ′)2 + 400(σ′)4] . (3.21)

Atuando com (3.14) em (3.21) e desenvolvendo encontramos,

√
−g�R2 = 200σ′′′′σ′′ + 400σ′′′′(σ′)2 + 1600σ′′′σ′′σ′ + 400(σ′′)3

+200(σ′′′)2 − 8000σ′′(σ′)4 . (3.22)

3.3.5 Transformação de ∇µ∇ν(R
µ
λαβR

νλαβ)

As transformações conformes de Rµ
λαβ e Rνλαβ são, respectivamente,

Rµ
λαβ = δµβ∂α∂λσ − δ

µ
α∂β∂λσ + ηαλ∂β∂

µσ − ηβλ∂α∂µσ + δµβηαλ(σ
′)2 − δµαηβλ(σ′)2

+ δµα∂βσ∂λσ − δµβ∂ασ∂λσ + ηβλ∂ασ∂
µσ − ηαλ∂βσ∂µσ (3.23)

e

Rνλαβ = e−6σ
[
ηνβ∂α∂λσ − ηνα∂β∂λσ + ηαλ∂β∂νσ − ηβλ∂α∂νσ + ηνβηαλ(σ′)2

−ηναηβλ(σ′)2 + ηνα∂βσ∂λσ − ηνβ∂ασ∂λσ + ηβλ∂ασ∂νσ

−ηαλ∂βσ∂νσ
]
. (3.24)

Como já frisado anteriormente, na notação acima, a �m de evitarmos o uso excessivo de

parênteses, assumimos que as derivadas covariantes que atuam em σ não atuam em mais

nada à sua direita.

Multiplicando (3.23) por (3.24) e reduzindo termos semelhantes,

Rµ
λαβR

νλαβ = e−6σ
[
2ηµν(σ′′)2 + 4(∂µσ′)(∂νσ′) + 4(∂µ∂νσ)σ′′ + 12(∂µ∂νσ)(σ′)2

− 8(∂(µσ′)(∂ν)σ)σ′ − 4(∂µσ)(∂νσ)σ′′ − 8(∂µσ)(∂νσ)(σ′)2

+8ηµν(σ′)4
]
. (3.25)

Para atuarmos com as duas derivadas ∇µ∇ν nesta expressão (e também para as seções

seguintes 3.3.6 a 3.3.8, necessitamos da transformação conforme de duas derivadas cova-

riantes contraídas com um tensor Aµν cuja transformação seja Aµν = e−2kσĀ?µν , onde
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Ā?µν = Āµν + Σ̄µν(σ). Para o nosso caso particular D = 2k = 6 (ver maiores detalhes no

Apêndice B), tal transformação é dada por

∇µ∇νA
µν = e−6σ

[
∇̄µ∇̄νĀ

?µν + 2(∇̄µĀ
?(µν))∇̄νσ + 2Ā?µν∇̄µ∇̄νσ

− (∇̄µĀ
?ν
ν)∇̄µσ − Ā?νν�̄σ

]
. (3.26)

No cálculo em questão, Ā?µν =
(
R̄µ

λαβR̄
νλαβ

)?
, equivale aos termos entre colchetes de

(3.25). Podemos determinar os termos do segundo membro de (3.26):

∇̄µ∇̄ν

(
R̄µ

λαβR̄
νλαβ

)?
= 10

[
(σ′′)2]′′

= 20(σ′′′)2 + 20σ′′′′σ′′ , (3.27)

2
[
∇̄µ

(
R̄µ

λαβR̄
νλαβ

)?]∇̄νσ = 20
[
(σ′′)2]′σ′ = 40σ′′′σ′′σ′ , (3.28)

2
[(
R̄µ

λαβR̄
νλαβ

)?]∇̄µ∇̄νσ = 20(σ′′)3 , (3.29)

−(∇̄µR̄
?2
αβλτ )∇̄µσ = −40σ′′′σ′′σ′ − 160σ′′(σ′)4 , (3.30)

−R̄?2
αβλτ�σ = −20(σ′′)3 − 40σ′′(σ′)4 . (3.31)

Utilizando os resultados de (3.27) a (3.31) podemos escrever

√
−g∇µ∇ν(R

µ
λαβR

νλαβ) = 20σ′′′′σ′′ + 20(σ′′′)2 − 200σ′′(σ′)4 . (3.32)

3.3.6 Transformação de ∇µ∇ν(RαβR
µανβ)

A transformação de Rαβ é

Rαβ = −ηαβσ′′ − 4∂α∂βσ + 4∂ασ∂βσ − 4ηαβ(σ′)2 (3.33)

e a de Rµανβ é análoga a (3.24). Multiplicando (3.33) e (3.24) com os índices renomeados

obtemos,

RαβR
µανβ = e−6σ

[
5ηµν(σ′′)2 − 8(∂µσ′)(∂νσ′) + 8(∂µ∂νσ)σ′′ + 8(∂µ∂νσ)(σ′)2

+16(∂(µσ′)(∂ν)σ)σ′ − 8(∂µσ)(∂νσ)σ′′ + 4ηµνσ′′(σ′)2

−16(∂µσ)(∂νσ)(σ′)2 + 16ηµν(σ′)4
]
. (3.34)
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Podemos novamente determinar os termos do segundo membro de (3.26):

∇̄µ∇̄ν

(
R̄αβR̄

µανβ
)?

= 5
[
(σ′′)2]′′ + 20[σ′′(σ′)2]′′

= 10(σ′′′)2 + 10σ′′′′σ′′ + 20σ′′′′(σ′)2 + 120σ′′′σ′′σ′ + 40(σ′′)3, (3.35)

2
[
∇̄µ

(
R̄αβR̄

µανβ
)?]∇̄νσ = 10[(σ′′)2]′σ′ + 40[σ′′(σ′)2]′σ′

= 20σ′′′σ′′σ′ + 40σ′′′(σ′)3 + 80(σ′′)2(σ′)2 , (3.36)

2
[(
R̄αβR̄

µανβ
)?]∇̄µ∇̄νσ = 10(σ′′)3 + 40(σ′′)2(σ′)2 , (3.37)

−(∇̄µR̄
?2
αβ)∇̄µσ = −30[(σ′′)2]′σ′ − 40[σ′′(σ′)2]′σ′ − 80[(σ′)4]′σ′

= −60σ′′′σ′′σ′ − 40σ′′′(σ′)3 − 80(σ′′)2(σ′)2 − 320σ′′(σ′)4, (3.38)

−R̄?2
αβ�̄σ = −30(σ′′)3 − 40(σ′′)2(σ′)2 − 80(σ′)4σ′′ . (3.39)

Utilizando os resultados de (3.35) a (3.39),

√
−g∇µ∇ν(RαβR

µανβ) = 10σ′′′′σ′′ + 20σ′′′′(σ′)2 + 80σ′′′σ′′σ′ + 20(σ′′)3

+10(σ′′′)2 − 400σ′′(σ′)4. (3.40)

3.3.7 Transformação de ∇µ∇ν(R
µ
αR

να)

Com base em (3.33), a transformação de Rµ
αR

να é

Rµ
αR

να = e−6σ[−δµασ′′ − 4∂µ∂ασ + 4∂µσ∂ασ − 4δµα(σ′)2]×

×[−ηνασ′′ − 4∂ν∂ασ + 4∂νσ∂ασ − 4ηνα(σ′)2]

= e−6σ
[
ηµν(σ′′)2 + 16(∂µσ′)(∂νσ′) + 8(∂µ∂νσ)σ′′ + 32(∂µ∂νσ)(σ′)2

−32(∂(µσ′)(∂ν)σ)σ′ − 8(∂µσ)(∂νσ)σ′′ + 8ηµνσ′′(σ′)2

−16(∂µσ)(∂νσ)(σ′)2 + 16ηµν(σ′)4
]
. (3.41)

Podemos novamente determinar os termos do segundo membro de (3.26) para este novo

caso:

∇̄µ∇̄ν

(
R̄µ
αR̄

να
)?

= 25
[
(σ′′)2]′′

= 50(σ′′′)2 + 50σ′′′′σ′′ , (3.42)
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2
[
∇̄µ

(
R̄µ
αR̄

να
)?]∇̄νσ = 50[(σ′′)2]′σ′

= 100σ′′′σ′′σ′ , (3.43)

2
[(
R̄µ
αR̄

να
)?]∇̄µ∇̄νσ = 50(σ′′)3 . (3.44)

As próximas relações são idênticas às eqs.(3.38) e (3.39). Utilizando os resultados anteri-

ores, inclusive (3.42) a (3.44),

√
−g∇µ∇ν(R

µ
αR

να) = 50σ′′′′σ′′ + 40σ′′′σ′′σ′ + 20(σ′′)3 − 40σ′′′(σ′)3

+ 50(σ′′′)2 − 120(σ′′)2(σ′)2 − 400σ′′(σ′)4 . (3.45)

3.3.8 Transformação de ∇µ∇ν(RR
µν)

A transformação conformalmente plana do escalar de curvatura é

R = e−2σ[−10σ′′ − 20(σ′)2] . (3.46)

Multiplicando (3.46) e (3.33) com os índices elevados e renomeados obtemos que a trans-

formação de RRµν �ca

RRµν = e−6σ[10ηµν(σ′′)2 + 40(∂µ∂νσ)σ′′ + 80(∂µ∂νσ)(σ′)2 − 40(∂µσ)(∂νσ)σ′′

+60ηµνσ′′(σ′)2 − 80(∂µσ)(∂νσ)(σ′)2 + 80ηµν(σ′)4
]
. (3.47)

Mais uma vez determinaremos os termos do segundo membro de (3.26) para este caso:

∇̄µ∇̄ν

(
R̄R̄µν

)?
= 50

[
(σ′′)2]′′ + 100[σ′′(σ′)2]′′

= 100(σ′′′)2 + 100σ′′′′σ′′ + 100σ′′′′(σ′)2 + 600σ′′′σ′′σ′ + 200(σ′′)3, (3.48)

2
[
∇̄µ

(
R̄R̄µν

)?]∇̄νσ = 100[(σ′′)2]′σ′ + 200[σ′′(σ′)2]′σ′

= 200σ′′′σ′′σ′ + 200σ′′′(σ′)3 + 400(σ′′)2(σ′)2 , (3.49)

2
[(
R̄R̄µν

)?]∇̄µ∇̄νσ = 100(σ′′)3 + 200(σ′′)2(σ′)2 . (3.50)

−(∇̄µR̄
?2)∇̄µσ = −100[(σ′′)2]′σ′ − 400[σ′′(σ′)2]′σ′ − 400[(σ′)4]′σ′ ,

= −200σ′′′σ′′σ′ − 400σ′′′(σ′)3 − 800(σ′′)2(σ′)2 − 1600σ′′(σ′)4, (3.51)
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−R̄?2�̄σ = −100(σ′′)3 − 400(σ′′)2(σ′)2 − 400(σ′)4σ′′ . (3.52)

Através dos resultados de (3.48) a (3.52) podemos escrever

√
−g∇µ∇ν(RR

µν) = 100σ′′′′σ′′ + 100σ′′′′(σ′)2 + 600σ′′′σ′′σ′ + 200(σ′′)3

− 200σ′′′(σ′)3 + 100(σ′′′)2 − 600(σ′′)2(σ′)2 − 2000σ′′(σ′)4. (3.53)

3.4 O termo topológico modi�cado Ẽ6 na métrica con-

formalmente plana

A partir das nove transformações conformalmente planas listadas nas seções

anteriores, podemos obter os coe�cientes da relação (3.2) a �m de que (1.6) seja válida.

Veri�camos que a combinação dos α′s,

Ẽ6 = E6 +
3

5
�2R + a�R2 + b�R2

µν + c�R2
µναβ + d∇µ∇ν(R

µ
λαβR

νλαβ)−

−
(21

5
+ 20a+ 8b+ 6c+

d

2

)
∇µ∇ν(RαβR

µανβ)

+
(

3− 2b− 2c− d

2

)
∇µ∇ν(R

µ
λR

νλ)

+
1

5

(
− 3 + 6b+ 6c+

d

2

)
∇µ∇ν(RR

µν) , (3.54)

válida ∀a, b, c, d, elimina todos os termos de ordem maior ou igual a dois em σ, para o caso

de uma transformação conformalmente plana, gerando

√
−gẼ6 =

√
−ḡ
( ¯̃E6 − 6∆̄6σ

)
= −6σ(vi) . (3.55)

Aqui vemos que a constante em (1.6) assume o valor κ = −6. Ademais, para o caso

conformalmente plano, ∆̄6σ = ∂6σ
∂η6

= σ(vi) além de ¯̃E6 = 0.

Podemos escolher os parâmetros indeterminados a, b, c e d de tal modo que os

termos que contenham o tensor de Riemann se anulem em (3.54),

c = d = 0, a =
123

100
− 1

2
ζ, b =

5

4
ζ − 18

15
, (3.56)

e assim, obtemos o mesmo resultado publicado em [54]. Entretanto, o caso mais simples

seria adotarmos a = b = c = d = 0 o que gera a relação

√
−g
{
E6 +

3

5

[
�2R +∇µ∇ν(−7RαβR

µανβ + 5Rµ
αR

να −RRµν)
]}

= −6∆̄6σ

= −6σ(vi). (3.57)



38

Motivados pela obtenção da relação (3.54) nosso próximo passo, e sem dúvida

muito mais trabalhoso, é a obtenção de relação semelhante para o caso mais geral de uma

transformação conforme da métrica. Esperamos, neste caso mais geral, conseguir remover

a indeterminação nos coe�cientes a, b, c e d na equação (3.54) con�rmando a forma do

operador ∆6 encontrado, por exemplo, em [27�29].



Capítulo 4

Transformações de E6 e dos termos

super�ciais Ξk na métrica mais geral 6D

- O termo topológico modi�cado

A partir dos resultados obtidos no capítulo 3, podemos generalizar as transfor-

mações dos termos da base (3.1) para qualquer métrica; embora o trabalho seja árduo, ele

se revelou grati�cante no �m da jornada. As transformações conformes das oito derivadas

totais demandam um rol de objetos de primeira a quinta ordem em σ, à medida em que

eles se �zerem necessários no desenvolvimento do capítulo, iremos de�ni-los. Deve haver

uma combinação linear dos termos super�ciais adicionados à densidade de Euler 6D que

possua transformação conforme que se encaixe no forma da equação (1.6) eliminando todos

os termos de ordem igual ou superior a dois em σ de acordo com o que conjecturamos no

capítulo 2.

39
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4.1 Notação mais condensada para a transformação de

E6

Preliminarmente vamos considerar os seguintes objetos (com seis derivadas) em

primeira ordem em σ semelhante à base descrita em [29],

χ1 = Rµν∇µ∇ν�σ χ2 = R�2σ χ3 = (∇αRµν)∇α∇µ∇νσ

χ4 = (∇µR)∇µ�σ χ5 = (∇µ∇νR)∇µ∇νσ χ6 = (�Rµν)∇µ∇νσ

χ7 = (�R)�σ χ8 = Rµ
αβγR

ναβγ∇µ∇νσ χ9 = R2
µναβ�σ

χ10 = RαβR
µανβ∇µ∇νσ χ11 = RµαRν

α∇µ∇νσ χ12 = R2
µν�σ

χ13 = RRµν∇µ∇νσ χ14 = R2�σ χ15 = (∇µ�R)∇µσ

χ16 = Rαβγµ(∇µRαβγν)∇νσ χ17 = Rµναβ(∇µRνα)∇βσ χ18 = Rµν(∇µRνα)∇ασ

χ19 = Rµν(∇αRµν)∇ασ χ20 = Rµν(∇µR)∇νσ χ21 = R(∇µR)∇µσ . (4.1)

Para completar a lista acima, podemos de�nir também o objeto em primeira ordem em σ

χ0 = �3σ , (4.2)

o qual aparecerá oportunamente.

A transformação conforme da densidade de Euler E6 em D = 6 já foi apresen-

tada no do capítulo 2, porém de�niremos uma simbologia para os objetos constituintes

desta transformação a �m de facilitar os esforços despendidos neste capítulo,

√
−gE6 =

√
−ḡ
(
Ē6 + 24χ̄8 − 6χ̄9 − 48χ̄10 − 48χ̄11 + 24χ̄12

+24χ̄13 − 6χ̄14 +
25∑
j=1

ajῩj

)
, (4.3)

onde, as quantidades Υj são dadas por
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Υ1 = RµναβR
µναλ∇λσ∇βσ Υ2 = RµνRµανβ∇ασ∇βσ Υ3 = RµαRνα∇µσ∇νσ

Υ4 = RRµν∇µσ∇νσ Υ5 = Rµναβ∇µ∇ασ∇ν∇βσ Υ6 = Rµναβ∇µ∇ασ∇νσ∇βσ

Υ7 = Rµ
ν∇µ∇ασ∇ν∇ασ Υ8 = Rµν∇µ∇νσ�σ Υ9 = Rµ

ν∇µ∇ασ∇νσ∇ασ

Υ10 = Rµν∇µσ∇νσ�σ Υ11 = Rµν∇µ∇νσ(∇σ)2 Υ12 = Rµν∇µσ∇νσ(∇σ)2

Υ13 = R(∇µ∇νσ)2 Υ14 = R(�σ)2 Υ15 = R∇µ∇νσ∇µσ∇νσ

Υ16 = R�σ(∇σ)2 Υ17 = ∇µ∇νσ∇ν∇ασ∇α∇µσ Υ18 = (∇µ∇νσ)2�σ

Υ19 = (�σ)3 Υ20 = ∇µ∇νσ∇ν∇ασ∇ασ∇µσ Υ21 = (∇µ∇νσ)2 (∇σ)2

Υ22 = ∇µ∇νσ∇µσ∇νσ�σ Υ23 = (�σ)2(∇σ)2 Υ24 = ∇µ∇νσ∇µσ∇νσ(∇σ)2

Υ25 = �σ(∇σ)4 , (4.4)

e os coe�cientes aj são tais que,

a1 = −24 a2 = 48 a3 = 48

a4 = −24 a5 = 48 a6 = −96

a7 = 96 a8 = −96 a9 = −192

a10 = 96 a11 = −48 a12 = 144

a13 = −24 a14 = 24 a15 = 48

a16 = 24 a17 = −96 a18 = 144

a19 = −48 a20 = 288 a21 = 144

a22 = −288 a23 = −144 a24 = −576

a25 = −144 . (4.5)

Faz-se necessário acrescentarmos outros escalares os quais aparecerão nos cál-

culos futuros, note que alguns deles contêm também derivadas dos tensores de curvatura.

A lista a seguir completa todos os objetos contendo σ utilizados nas transformações deste

capítulo.
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(a) Escalares de segunda ordem em σ:

Υ26 = (�Rµν)∇µσ∇νσ Υ27 = (∇µ∇νR)∇µσ∇νσ Υ28 = (∇µRνα)∇µ∇νσ∇ασ

Υ29 = (∇µRνα)∇ν∇ασ∇µσ Υ30 = (∇µR)∇µσ�σ Υ31 = (∇µR)∇νσ∇µ∇νσ

Υ32 = Rµν∇νσ∇µ�σ Υ33 = Rµν∇ασ∇µ∇ν∇ασ Υ34 = (�R)(∇σ)2

Υ35 = ∇µ∇νσ∇µ∇ν �σ Υ36 = (∇µ∇ν∇ασ)2 Υ37 = (∇µ�σ)2

Υ38 = �2σ�σ Υ39 = R∇µ�σ∇µσ ; (4.6)

(b) Escalares de terceira ordem em σ:

Υ40 = �2σ(∇σ)2 Υ41 = ∇µ�σ∇µ∇νσ∇νσ Υ42 = (∇µR)∇µσ(∇σ)2

Υ43 = ∇µ∇ν∇ασ∇µ∇νσ∇ασ Υ44 = ∇µ∇ν �σ∇µσ∇νσ Υ45 = ∇µ�σ�σ∇µσ

Υ46 = (∇µRνα)∇µσ∇νσ∇ασ ; (4.7)

(c) Escalares de quarta ordem em σ:

Υ47 = ∇µ�σ∇µσ(∇σ)2 Υ48 = ∇µ∇ν∇ασ∇µσ∇νσ∇ασ . (4.8)

Detalharemos nas próximas seções as transformações conformes das derivadas totais lis-

tadas em (3.1). Grande parte das transformações dos tensores de curvatura, inclusive dos

objetos quadráticos na curvatura, pode ser encontrada, p. ex., em [37].

4.2 Transformação dos termos super�ciais Ξi

4.2.1 Transformação de �2R

Esta transformação pode ser obtida aplicando a transformação do operador �

atuando em um escalar ϕ cuja transformação seja do tipo

ϕ = e−2kσϕ̄? , (4.9)

(ver Apêndice C). Para D = 6 e k = 2 temos

�ϕ = e−6σ
[
�̄ϕ̄? − 4(∇̄µϕ̄

?)∇̄µσ − 4ϕ̄?�̄σ
]
. (4.10)
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A transformação de �R para o caso D = 6 é

�R = e−4σ
[
�̄R̄− 2R̄�̄σ − 4R̄(∇̄σ)2 − 10�̄2

σ + 20(�̄σ)2

−40�̄∇̄ασ∇̄ασ − 40(∇̄α∇̄βσ)2 + 80�̄σ(∇̄σ)2 + 80(∇̄σ)4
]
. (4.11)

Para este caso, faremos as seguintes substituições em (4.10):

ϕ→ �R (4.12)

e

ϕ̄? → �̄R̄− 2R̄�̄σ − 4R̄(∇̄σ)2 − 10�̄2
σ + 20(�̄σ)2 − 40�̄∇̄ασ∇̄ασ

−40(∇̄α∇̄βσ)2 + 80�̄σ(∇̄σ)2 + 80(∇̄σ)4 . (4.13)

Substituindo (4.12) e (4.13) na equação (4.10) e multiplicando-a membro a membro por
√
−g = e6σ

√
−ḡ, após certa álgebra, obtemos

√
−g�2R =

√
−ḡ
(
�̄2
R̄− 10χ̄0 − 2χ̄2 − 4χ̄4 − 6χ̄7 − 4χ̄15 − 80Ῡ3 − 8Ῡ4 + 160Ῡ5

−320Ῡ6 − 240Ῡ7 + 320Ῡ9 + 320Ῡ10 + 320Ῡ12 − 8Ῡ13 + 8Ῡ14 + 32Ῡ15

+16Ῡ16 + 320Ῡ18 − 80Ῡ19 + 640Ῡ20 + 320Ῡ21 − 640Ῡ22 − 320Ῡ23

−1280Ῡ24 − 320Ῡ25 − 40Ῡ26 − 320Ῡ28 + 80Ῡ29 + 8Ῡ30 − 16Ῡ31

−160Ῡ32 − 4Ῡ34 − 160Ῡ35 − 80Ῡ36 + 80Ῡ38 + 80Ῡ40 + 480Ῡ41 + 16Ῡ42

+320Ῡ43 + 160Ῡ44 + 160Ῡ45 + 160Ῡ46

)
. (4.14)

4.2.2 Transformação de �R2
µναβ

A transformação do objeto quadrático na curvatura, também conhecido como

escalar de Kretschmann [55], R2
µναβ para D = 6 é

R2
µναβ = e−4σ

[
R̄2
µναβ − 8R̄αβ∇̄α∇̄βσ + 8R̄αβ∇̄ασ∇̄βσ − 4R̄(∇̄σ)2 + 16(∇̄α∇̄βσ)2

+4(�̄σ)2 − 32∇̄α∇̄βσ∇̄ασ∇̄βσ + 32�̄σ(∇̄σ)2 + 40(∇̄σ)4
]
. (4.15)

Para este caso, as substituições em (4.10) são

ϕ→ R2
µναβ (4.16)
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e

ϕ̄? → R̄2
µναβ − 8R̄αβ∇̄α∇̄βσ + 8R̄αβ∇̄ασ∇̄βσ − 4R̄(∇̄σ)2 + 16(∇̄α∇̄βσ)2

+4(�̄σ)2 − 32∇̄α∇̄βσ∇̄ασ∇̄βσ + 32�̄σ(∇̄σ)2 + 40(∇̄σ)4 . (4.17)

Substituindo (4.16) e (4.17) na equação (4.10) e multiplicando-a membro a membro por
√
−g = e6σ

√
−ḡ,

√
−g�R2

µναβ =
√
−ḡ
(
�̄R̄2

µναβ − 8χ̄1 − 16χ̄3 − 8χ̄6 − 4χ̄9 + 16χ̄10 − 16χ̄11 − 16χ̄16

−16χ̄18 + 8χ̄19 − 32Ῡ2 + 16Ῡ3 − 8Ῡ4 − 64Ῡ5 + 192Ῡ6 + 80Ῡ7 + 32Ῡ8

−192Ῡ9 + 32Ῡ10 + 160Ῡ12 − 8Ῡ13 + 32Ῡ15 + 16Ῡ16 − 64Ῡ17

−16Ῡ19 + 576Ῡ20 + 160Ῡ21 − 128Ῡ22 − 128Ῡ23 − 640Ῡ24 − 160Ῡ25

+8Ῡ26 + 96Ῡ28 − 16Ῡ31 + 16Ῡ32 + 32Ῡ33 − 4Ῡ34 + 32Ῡ35 + 32Ῡ36

+8Ῡ37 + 8Ῡ38 − 8Ῡ39 + 32Ῡ40 + 64Ῡ41 + 16Ῡ42 − 256Ῡ43 − 32Ῡ44

+32Ῡ45 − 64Ῡ46 + 32Ῡ47 + 128Ῡ48

)
. (4.18)

4.2.3 Transformação de �R2
µν

Para este caso, as substituições em (4.10) são

ϕ→ R2
µν (4.19)

e

ϕ̄? → R̄2
µν − 8R̄µν∇̄µ∇̄νσ + 8R̄µν∇̄µσ∇̄νσ − 2R̄�̄σ − 8R̄(∇̄σ)2 + 16(∇̄µ∇̄νσ)2

+14(�̄σ)2 − 32∇̄µ∇̄νσ∇̄µσ∇̄νσ + 72�̄σ(∇̄σ)2 + 80(∇̄σ)4 . (4.20)
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O que nos fornece, analogamente aos objetos anteriores,

√
−g�R2

µν =
√
−ḡ
(
�̄R̄2

µν − 8χ̄1 − 2χ̄2 − 16χ̄3 − 4χ̄4 − 8χ̄6 − 2χ̄7 + 16χ̄10 − 16χ̄11

−4χ̄12 − 16χ̄18 − 32Ῡ2 + 16Ῡ3 − 16Ῡ4 − 64Ῡ5 + 192Ῡ6 + 80Ῡ7 + 32Ῡ8

−192Ῡ9 + 112Ῡ10 + 320Ῡ12 − 16Ῡ13 + 8Ῡ14 + 64Ῡ15 + 32Ῡ16 − 64Ῡ17

+80Ῡ18 − 56Ῡ19 + 896Ῡ20 + 320Ῡ21 − 448Ῡ22 − 288Ῡ23 − 1280Ῡ24

−320Ῡ25 + 8Ῡ26 + 96Ῡ28 + 8Ῡ30 − 32Ῡ31 + 16Ῡ32 + 32Ῡ33 − 8Ῡ34

+32Ῡ35 + 32Ῡ36 + 28Ῡ37 + 28Ῡ38 − 8Ῡ39 + 72Ῡ40 + 224Ῡ41 + 32Ῡ42

−256Ῡ43 − 32Ῡ44 + 32Ῡ45 − 64Ῡ46 + 32Ῡ47 + 128Ῡ48

)
. (4.21)

4.2.4 Transformação de �R2

A transformação de R2 para D = 6 é tal que

ϕ→ R2 (4.22)

e

ϕ̄? → R̄2 − 20R̄�̄σ − 40R̄(∇̄σ)2 + 100(�̄σ)2 + 400�̄σ(∇̄σ)2 + 400(∇̄σ)4 . (4.23)

As substituições destes resultados acima em (4.10) geram

√
−g�R2 =

√
−ḡ
(
�̄R̄2 − 20χ̄2 − 40χ̄4 − 20χ̄7 − 4χ̄14 − 8χ̄21 − 80Ῡ4 + 800Ῡ10

+1600Ῡ12 − 80Ῡ13 + 80Ῡ14 + 320Ῡ15 + 160Ῡ16 + 800Ῡ18 − 400Ῡ19

+3200Ῡ20 + 1600Ῡ21 − 3200Ῡ22 − 1600Ῡ23 − 6400Ῡ24 − 1600Ῡ25

+80Ῡ30 − 160Ῡ31 − 40Ῡ34 + 200Ῡ37 + 200Ῡ38 + 400Ῡ40

+1600Ῡ41 + 160Ῡ42

)
. (4.24)

4.2.5 Transformação de ∇µ∇ν(R
µ
λαβR

νλαβ)

A �m de avaliarmos as transformações conformes mais gerais dos quatro últimos

objetos listados em (3.1) devemos novamente utilizar a relação (3.26) da seção 3.3.5. A
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transformação conforme do objeto Rµ
λαβR

νλαβ é dada por

Rµ
λαβR

νλαβ = e−6σ
[
R̄µ

λαβR̄
νλαβ − 4R̄µανβ∇̄α∇̄βσ + 4R̄µανβ∇̄ασ∇̄βσ − 4R̄(µ

α ∇̄ν)∇̄ασ

+ 4R̄(µ
α ∇̄ν)σ∇̄ασ − 4R̄µν(∇̄σ)2 + 4∇̄µ∇̄ασ∇̄ν∇̄ασ + 2ḡµν(∇̄α∇̄βσ)2

+ 4∇̄µ∇̄νσ�̄σ + 12∇̄µ∇̄νσ(∇̄σ)2 − 4∇̄µσ∇̄νσ�̄σ − 8∇̄α∇̄(µσ∇̄ν)σ∇̄ασ

− 4ḡµν∇̄α∇̄βσ∇̄ασ∇̄βσ + 4ḡµν�̄σ(∇̄σ )2 − 8∇̄µσ ∇̄νσ (∇̄σ)2

+8ḡµν(∇̄σ)4
]
. (4.25)

Para este caso, faremos as seguintes substituições em (3.26),

Aµν → Rµ
λαβR

νλαβ , (4.26)

Ā?µν → R̄µ
λαβR̄

νλαβ − 4R̄µανβ∇̄α∇̄βσ + 4R̄µανβ∇̄ασ∇̄βσ − 4R̄(µ
α ∇̄ν)∇̄ασ

+ 4R̄(µ
α ∇̄ν)σ∇̄ασ − 4R̄µν(∇̄σ)2 + 4∇̄µ∇̄ασ∇̄ν∇̄ασ + 2ḡµν(∇̄α∇̄βσ)2

+ 4∇̄µ∇̄νσ�̄σ + 12∇̄µ∇̄νσ(∇̄σ)2 − 4�̄σ∇̄µσ∇̄νσ − 8∇̄α∇̄(µσ∇̄ν)σ∇̄ασ

− 4ḡµν∇̄α∇̄βσ∇̄ασ∇̄βσ + 4ḡµν�̄σ(∇̄σ)2 − 8∇̄µσ∇̄νσ(∇̄σ)2 + 8ḡµν(∇̄σ)4. (4.27)

Contraindo todos os termos de (4.27) com ḡµν ,

Ā?νν → R̄2
αβλτ − 8R̄αβ∇̄α∇̄βσ + 8R̄αβ∇̄ασ∇̄βσ − 4R̄(∇̄σ)2 + 16(∇̄α∇̄βσ)2

+4(�̄σ)2 − 32∇̄α∇̄βσ∇̄ασ∇̄βσ + 32�̄σ(∇̄σ)2 + 40(∇̄σ)4 . (4.28)

Substituindo estes resultados em (3.26),

√
−g∇µ∇ν(R

µ
λαβR

νλαβ) =
√
−ḡ
[
∇̄µ∇̄ν(R̄

µ
λαβR̄

νλαβ)− 4χ̄1 − 4χ̄3 − 2χ̄4 − 4χ̄6 + 4χ̄8

−χ̄9 − 4χ̄11 − 8χ̄17 − 4χ̄18 − 2χ̄20 + 4Ῡ1 − 8Ῡ2 − 24Ῡ5

+48Ῡ6 + 8Ῡ7 + 16Ῡ8 + 8Ῡ11 + 40Ῡ12 + 8Ῡ15 + 4Ῡ16

+16Ῡ17 − 8Ῡ18 − 8Ῡ19 + 80Ῡ20 + 40Ῡ21 − 80Ῡ22 − 40Ῡ23

−160Ῡ24 − 40Ῡ25 + 4Ῡ26 + 32Ῡ28 − 8Ῡ29 + 4Ῡ30 − 8Ῡ31

+16Ῡ32 − 2Ῡ34 + 16Ῡ35 + 8Ῡ36 + 12Ῡ37 + 4Ῡ38 + 16Ῡ40

+48Ῡ41 + 8Ῡ42 − 32Ῡ43 − 16Ῡ44 − 16Ῡ45 − 16Ῡ46

]
. (4.29)
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4.2.6 Transformação de ∇µ∇ν(RαβR
µανβ)

O objeto de segunda ordem na curvatura de RαβR
µανβ transforma-se tal como

RαβR
µανβ = e−6σ

[
R̄αβR̄

µανβ − 4R̄µανβ∇̄α∇̄βσ + 4R̄µανβ∇̄ασ∇̄βσ + 2R̄(µ
α ∇̄ν)∇̄ασ

−2R̄(µ
α ∇̄ν)σ∇̄ασ − ḡµνR̄αβ∇̄α∇̄βσ + ḡµνR̄αβ∇̄ασ∇̄βσ − R̄µν�̄σ

−3R̄µν(∇̄σ)2 − R̄∇̄µ∇̄νσ + R̄∇̄µσ∇̄νσ − ḡµνR̄(∇̄σ)2 − 8∇̄µ∇̄ασ∇̄ν∇̄ασ

+ḡµν(�̄σ)2 + 4ḡµν(∇̄α∇̄βσ)2 + 8∇̄µ∇̄νσ�̄σ + 16∇̄α∇̄(µσ∇̄ν)σ∇̄ασ

−8ḡµν∇̄α∇̄βσ∇̄ασ∇̄βσ + 8∇̄µ∇̄νσ(∇̄σ)2 + 12ḡµν�̄σ(∇̄σ)2

−8∇̄µσ∇̄νσ�̄σ − 16∇̄µσ∇̄νσ(∇̄σ)2 + 16ḡµν(∇̄σ)4
]
. (4.30)

As substituições em (3.26) são

Aµν → RαβR
µανβ (4.31)

e

Ā?µν → R̄αβR̄
µανβ − 4R̄µανβ∇̄α∇̄βσ + 4R̄µανβ∇̄ασ∇̄βσ + 2R̄(µ

α ∇̄ν)∇̄ασ

−2R̄(µ
α ∇̄ν)σ∇̄ασ − ḡµνR̄αβ∇̄α∇̄βσ + ḡµνR̄αβ∇̄ασ∇̄βσ − R̄µν�̄σ

−3R̄µν(∇̄σ)2 − R̄∇̄µ∇̄νσ + R̄∇̄µσ∇̄νσ − ḡµνR̄(∇̄σ)2 − 8∇̄µ∇̄ασ∇̄ν∇̄ασ

+ḡµν(�̄σ)2 + 4ḡµν(∇̄α∇̄βσ)2 + 8∇̄µ∇̄νσ�̄σ + 16∇̄α∇̄(µσ∇̄ν)σ∇̄ασ

−8ḡµν∇̄α∇̄βσ∇̄ασ∇̄βσ + 8∇̄µ∇̄νσ(∇̄σ)2 + 12ḡµν�̄σ(∇̄σ)2

−8∇̄µσ∇̄νσ�̄σ − 16∇̄µσ∇̄νσ(∇̄σ)2 + 16ḡµν(∇̄σ)4 . (4.32)

Contraindo todos os termos de (4.32) com ḡµν ,

Ā?νν → R̄2
αβ − 8R̄αβ∇̄α∇̄βσ + 8R̄αβ∇̄ασ∇̄βσ − 2R̄�̄σ − 8R̄(∇̄σ)2 + 16(∇̄α∇̄βσ)2

+14(�̄σ)2 − 32∇̄α∇̄βσ∇̄ασ∇̄βσ + 72�̄σ(∇̄σ)2 + 80(∇̄σ)4 . (4.33)
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O resultado desta transformação equivale a

√
−g∇µ∇ν(RαβR

µανβ) =
√
−ḡ
[
∇̄µ∇̄ν(R̄αβR̄

µανβ)− χ̄2 − 2χ̄4 + 2χ̄5 − 5χ̄6 −
1

2
χ̄7

+2χ̄8 − 2χ̄10 + 6χ̄11 − χ̄12 − χ̄13 + 2χ̄16 − 12χ̄17 − 2χ̄18

+χ̄19 − χ̄20 −
1

2
χ̄21 + 10Ῡ1 − 10Ῡ3 − 3Ῡ4 − 20Ῡ5 − 10Ῡ7

+10Ῡ8 + 40Ῡ10 + 80Ῡ12 − 3Ῡ13 + 3Ῡ14 + 16Ῡ15 + 8Ῡ16

+40Ῡ18 − 20Ῡ19 + 160Ῡ20 + 80Ῡ21 − 160Ῡ22 − 80Ῡ23

−320Ῡ24 − 80Ῡ25 + 5Ῡ26 − 2Ῡ27 + 20Ῡ28 − 20Ῡ29 + 6Ῡ30

−10Ῡ31 −
5

2
Ῡ34 + 10Ῡ37 + 10Ῡ38 + 20Ῡ40 + 80Ῡ41

+8Ῡ42

]
. (4.34)

4.2.7 Transformação de ∇µ∇ν(R
µ
αR

να)

Para o invariante Rµ
αR

να, as substituições em (3.26) são

Aµν → Rµ
αR

να, (4.35)

Ā?µν → R̄µ
αR̄

να − 8R̄(µ
α ∇̄ν)∇̄ασ + 8R̄(µ

α ∇̄ν)σ∇̄ασ − 2R̄µν�̄σ − 8R̄µν(∇̄σ)2

+16∇̄µ∇̄ασ∇̄ν∇̄ασ + ḡµν(�̄σ)2 + 8∇̄µ∇̄νσ�̄σ − 8∇̄µσ∇̄νσ�̄σ

−32∇̄α∇̄(µσ∇̄ν)σ∇̄ασ + 32∇̄µ∇̄νσ(∇̄σ)2 + 8ḡµν�̄σ(∇̄σ)2 − 16∇̄µσ∇̄νσ(∇̄σ)2

+16ḡµν(∇̄σ)4 , (4.36)

além de

Ā?νν → R̄2
αβ − 8R̄αβ∇̄α∇̄βσ + 8R̄αβ∇̄ασ∇̄βσ − 2R̄�̄σ − 8R̄(∇̄σ)2 + 16(∇̄α∇̄βσ)2

+14(�̄σ)2 − 32∇̄α∇̄βσ∇̄ασ∇̄βσ + 72�̄σ(∇̄σ)2 + 80(∇̄σ)4 . (4.37)
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A transformação �nalmente é dada por

√
−g∇µ∇ν(R

µ
αR

να) =
√
−ḡ
[
∇̄µ∇̄ν(R̄

µ
αR̄

να)− 10χ̄1 − 8χ̄3 − 6χ̄4 − 4χ̄5 − χ̄7 + 8χ̄10

−14χ̄11 − χ̄12 + 8χ̄17 − 6χ̄18 − 2χ̄19 − 3χ̄20 − 8Ῡ1 − 16Ῡ2

+16Ῡ3 − 16Ῡ5 + 96Ῡ6 + 24Ῡ7 + 20Ῡ8 + 48Ῡ9 − 8Ῡ10 + 24Ῡ11

+80Ῡ12 + 2Ῡ14 + 16Ῡ15 + 8Ῡ16 + 64Ῡ17 − 24Ῡ18 − 20Ῡ19

+96Ῡ20 + 80Ῡ21 − 208Ῡ22 − 88Ῡ23 − 320Ῡ24 − 80Ῡ25 + 4Ῡ27

+32Ῡ28 + 16Ῡ29 + 8Ῡ30 − 16Ῡ31 + 44Ῡ32 − 8Ῡ33 − 4Ῡ34

+40Ῡ35 + 16Ῡ36 + 34Ῡ37 + 10Ῡ38 + 2Ῡ39 + 40Ῡ40 + 128Ῡ41

+20Ῡ42 − 32Ῡ43 − 40Ῡ44 − 56Ῡ45 − 32Ῡ46 − 8Ῡ47

−32Ῡ48

]
. (4.38)

4.2.8 Transformação de ∇µ∇ν(RR
µν)

Para o caso de RRµν , devemos fazer as substituições em (3.26) de acordo com

Aµν → RRµν , (4.39)

Ā?µν → R̄R̄µν − 10R̄µν�̄σ − 20R̄µν(∇̄σ)2 − 4R̄∇̄µ∇̄νσ + 4R̄∇̄µσ∇̄νσ

−ḡµνR̄�̄σ − 4ḡµνR̄(∇̄σ)2 + 10ḡµν(�̄σ)2 + 40∇̄µ∇̄νσ�̄σ

−40∇̄µσ∇̄νσ�̄σ + 80∇̄µ∇̄νσ(∇̄σ)2 + 60ḡµν�̄σ(∇̄σ)2 − 80∇̄µσ∇̄νσ(∇̄σ)2

+80ḡµν(∇̄σ)4 (4.40)

e também

Ā?νν → R̄2 − 20R̄�̄σ − 40R̄(∇̄σ)2 + 100(�̄σ)2 + 400�̄σ(∇̄σ)2 + 400(∇̄σ)4 . (4.41)
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Finalmente,

√
−g∇µ∇ν(RR

µν) =
√
−ḡ
[
∇̄µ∇̄ν(R̄R̄

µν)− 10χ̄1 − 5χ̄2 − 20χ̄4 − 4χ̄5 − 6χ̄7 − 2χ̄13

−χ̄14 − 6χ̄20 − 3χ̄21 − 12Ῡ4 − 40Ῡ7 + 20Ῡ8 + 240Ῡ9 + 160Ῡ10

+40Ῡ11 + 400Ῡ12 − 12Ῡ13 + 22Ῡ14 + 80Ῡ15 + 40Ῡ16 + 160Ῡ17

+160Ῡ18 − 120Ῡ19 + 480Ῡ20 + 400Ῡ21 − 1040Ῡ22 − 440Ῡ23

−1600Ῡ24 − 400Ῡ25 + 4Ῡ27 + 36Ῡ30 − 56Ῡ31 + 60Ῡ32 − 40Ῡ33

−14Ῡ34 + 40Ῡ35 + 100Ῡ37 + 60Ῡ38 + 10Ῡ39 + 140Ῡ40 + 560Ῡ41

+60Ῡ42 + 160Ῡ43 − 40Ῡ44 − 120Ῡ45 − 40Ῡ47 − 160Ῡ48

]
. (4.42)

4.2.9 A dependência linear entre os Ξ′s

As transformações listadas nos permitiram realizar uma série de combinações

lineares cujo objetivo era, entre outros, revelar propriedades ocultas da base descrita em

(3.1). Utilizando o software Mathematica [53] e tomando como apoio as transformações

(4.14), (4.18), (4.21), (4.24), (4.29), (4.34), (4.38) e (4.42) foi possível mostrar que

√
−g
(
Ξ2 − 4Ξ3 + Ξ4 − 4Ξ5 + 8Ξ6 + 8Ξ7 − 4Ξ8

)
=

=
√
−ḡ
(
Ξ̄2 − 4Ξ̄3 + Ξ̄4 − 4Ξ̄5 + 8Ξ̄6 + 8Ξ̄7 − 4Ξ̄8

)
, (4.43)

ou seja, a combinação acima entre os Ξ′s apresentava invariância conforme.

Poderia ser a quantidade acima identicamente nula denotando assim uma de-

pendência linear entre estes temos? Após investigação, concluímos que a resposta a esta

questão foi positiva e portanto,

Ξ2 − 4Ξ3 + Ξ4 − 4Ξ5 + 8Ξ6 + 8Ξ7 − 4Ξ8 = 0 . (4.44)

No Apêndice D, provamos analiticamente que a relação acima é de fato identicamente nula

revelando assim uma dependência linear oculta entre os Ξ′s [56]. Após pesquisa em outras

referências [57, 58] também encontramos esta mesma relação oriunda do divergente da

equação de movimento da lagrangeana E4, tal fato nos motivou a ir além e apresentar uma

derivação ainda mais sutil e generalizada para D-dimensões da nulidade do termo entre

parênteses em (4.43) (ver Apêndices E e F). Isto posto, concluímos que a dependência linear



51

entre os elementos da eq. (4.44) envolve todos os sete termos e não pode ser subdividida

em outras dependências parciais.

4.3 O termo topológico modi�cado Ẽ6 e operador

conforme ∆6 na métrica mais geral

De posse dos resultados da seção anterior, o próximo passo é determinar os

coe�cientes αi para as derivadas totais (termos super�ciais) de forma a obter Ẽ6 tal como

Ẽ6 = E6 + α1�
2R + α2�R

2
µναβ + α3�R

2
µν + α4�R

2 + α5∇µ∇ν(R
µ
αβγR

ναβγ)

+α6∇µ∇ν(RαβR
µανβ) + α7∇µ∇ν(R

µ
αR

να) + α8∇µ∇ν(RR
µν) , (4.45)

de modo que (1.50) seja satisfeita. Uma vez que é válida a relação (4.44), podemos eliminar

qualquer um dos termos super�ciais exceto Ξ1 na eq (4.45). Como exemplo inicial, optamos

por eliminar Ξ4 o que equivale a fazer α4 = 0 [22]. Neste caso, encontramos na eq. (1.50)

κ = −6 com os coe�cientes em (4.45) iguais a

α1 =
3

5
α2 = − 9

10
− 5

4
ξ1 +

3

8
ξ2 α3 = ξ1

α4 = 0 α5 =
84

5
+ 3ξ1 +

11

2
ξ2 α6 = −36

5
− 2ξ1 − 5ξ2

α7 = −18

5
− ξ1 −

7

2
ξ2 α8 = ξ2 . (4.46)

Aqui ξ1 e ξ2 são parâmetros livres que permanecem indeterminados pela condição (1.50).

Adotando os coe�cientes em (4.46), todos os termos não lineares em σ se cancelam em

(1.50) e os termos lineares remanescentes fornecem o operador conforme de sexta ordem1

1Vale ressaltar que podemos encontrar na literatura uma teoria geral para a construção de operadores

conformes 6D (ver, p. ex., [27�29, 43]), mas nenhuma delas obtida através da estreita relação entre Ẽ6 e

∆6.
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∆6 = �3 +4Rµν∇µ∇ν �−R�2 +4(∇αRµν)∇α∇µ∇ν + 4(�Rµν)∇µ∇ν −
3

5
(�R)�

+
(
− 64

5
− 4

3
ξ1 − 2ξ2

)
Rµ

αβγR
ναβγ∇µ∇ν +

(16

5
− 1

3
ξ1 +

7

6
ξ2

)
R2
µναβ �

+
(64

5
+

4

3
ξ1 + 2ξ2

)
RαβR

µανβ∇µ∇ν +
(78

5
+ ξ1 +

3

2
ξ2

)
RµαRν

α∇µ∇ν

+
(
− 29

5
+

1

6
ξ1 −

17

12
ξ2

)
R2
µν �+

(
− 26

5
− 1

3
ξ1 −

1

2
ξ2

)
RRµν∇µ∇ν

+
(

1 +
1

6
ξ2

)
R2�+

2

5
(∇µ�R)∇µ +

8

3

(
− ξ1 + ξ2

)
Rαβγµ(∇µRαβγν)∇ν

+
(64

5
+

4

3
ξ1 + 2ξ2

)
Rµναβ(∇µRνα)∇β +

(14

5
− 1

3
ξ1 −

1

2
ξ2

)
Rµν(∇µRνα)∇α

+
(6

5
+

5

3
ξ1 −

5

6
ξ2

)
Rµν(∇αRµν)∇α +

(13

5
+

1

6
ξ1 +

1

4
ξ2

)
Rµν(∇µR)∇ν

+
(
− 3

5
− 1

6
ξ1 +

1

12
ξ2

)
R(∇µR)∇µ . (4.47)

Se �zermos uma mudança nos parâmetros de acordo com

ξ1 = − 3

200
(256 + 35ζ1 + 60ζ2) e ξ2 = − 3

100
(128 + 5ζ1 − 20ζ2) , (4.48)

a expressão de ∆6 assume a forma

∆6 = �3 +4Rµν∇µ∇ν �−R�2 +4(∇αRµν)∇α∇µ∇ν + 4(�Rµν)∇µ∇ν −
3

5
(�R)�

+ζ1R
µ
αβγR

ναβγ∇µ∇ν + ζ2R
2
µναβ �−ζ1RαβR

µανβ∇µ∇ν +
(

6− 3

4
ζ1

)
RµαRν

α∇µ∇ν

+
(
− 1 +

1

8
ζ1 − ζ2

)
R2
µν �+

(
− 2 +

1

4
ζ1

)
RRµν∇µ∇ν +

( 9

25
− 1

40
ζ1 +

1

10
ζ2

)
R2�

+
2

5
(∇µ�R)∇µ +

(
ζ1 + 4ζ2

)
Rαβγµ(∇µRαβγν)∇ν − ζ1R

µναβ(∇µRνα)∇β

+
(

6 +
1

4
ζ1

)
Rµν(∇µRνα)∇α +

(
− 2− 3

4
ζ1 − 2ζ2

)
Rµν(∇αRµν)∇α

+
(

1− 1

8
ζ1

)
Rµν(∇µR)∇ν +

(
− 7

25
+

3

40
ζ1 +

1

5
ζ2

)
R(∇µR)∇µ , (4.49)

o que coincide exatamente com a publicada em [29].

Um aspecto interessante é que o único coe�ciente rigorosamente determinado

em (4.45) é α1 = 3
5
. Assim sendo, pode-se obter relações análogas fazendo nulo qualquer

outro coe�ciente dos termos super�ciais, embora sempre sobrevivam duas indeterminações.

Em todos os casos a forma de ∆6 permanece inalterada. Portanto, o que mostramos aqui

é o fato de haver sete maneiras distintas de se obter identicamente ∆6.
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Vamos investigar a forma de Ẽ6 e ∆6 no caso em que o coe�ciente α5 de

∇µ∇ν(R
µ
λαβR

νλαβ) é eliminado. Os demais coe�cientes de Ẽ6 na eq. (4.45) tornam-se,

neste caso,

α1 =
3

5
α2 = −45

22
− 5β1 − β2 α3 = β2

α4 =
11

10
β1 −

1

10
β2 α5 = 0 α6 =

444

55
+ 8β1

α7 =
78

11
+ 10β1 α8 = −168

55
− 6β1 (4.50)

e o operador conforme ∆6 é expresso por

∆6 = �3 +4Rµν∇µ∇ν �−R�2 +4(∇αRµν)∇α∇µ∇ν + 4(�Rµν)∇µ∇ν −
3

5
(�R)�

+
(
− 368

55
− 8

3
β1

)
Rµ

αβγR
ναβγ∇µ∇ν +

(
− 4

11
− 10

3
β1 −

2

3
β2

)
R2
µναβ �

+
(368

55
+

8

3
β1

)
RαβR

µανβ∇µ∇ν +
(606

55
+ 2β1

)
RµαRν

α∇µ∇ν

+
(
− 81

55
+ 3β1 +

2

3
β2

)
R2
µν �+

(
− 202

55
− 2

3
β1

)
RRµν∇µ∇ν

+
(27

55
− 4

15
β1 −

1

15
β2

)
R2�+

2

5
(∇µ�R)∇µ

+
(
− 448

55
− 16β1 −

8

3
β2

)
Rαβγµ(∇µRαβγν)∇ν

+
(368

55
+

8

3
β1

)
Rµναβ(∇µRνα)∇β +

(238

55
− 2

3
β1

)
Rµν(∇µRνα)∇α

+
(206

55
+

26

3
β1 +

4

3
β2

)
Rµν(∇αRµν)∇α

+
(101

55
+

1

3
β1

)
Rµν(∇µR)∇ν +

(
− 47

55
− 13

15
β1 −

2

15
β2

)
R(∇µR)∇µ . (4.51)

A expressão acima é idêntica a (4.47) se �zermos

β1 =
126

55
+

1

2
ξ1 +

3

4
ξ2 e β2 = −84

5
− 2ξ1 −

11

2
ξ2 . (4.52)

Outra escolha, de muita utilidade na resolução do sistema envolvendo os traços

das equações de movimento das lagrangeanas locais (ver capítulo 5), é o caso em que

tornamos nulo o coe�ciente de ∇µ∇ν(RR
µν), ou seja, α8 = 0. Os resultados são

α1 =
3

5
α2 = −γ1 +

1

4
γ2 α3 = γ1

α4 = − 9

25
− 1

10
γ1 −

1

10
γ2 α5 = 6− 3γ2 α6 = 2γ2

α7 = γ2 α8 = 0 . (4.53)
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Neste último caso, a forma de ∆6 também é idêntica mediante substituições adequadas

nos parâmetros γ1 e γ2.

Em suma, todas as escolhas de um dos coe�cientes αk (k = 2, · · · , 8) igual a zero

conduzem ao mesmo operador conforme ∆6, todavia, optamos por não relacionarmos os

exemplos faltantes devido à redundância dos resultados. Esta série de derivações idênticas

para ∆6 reforça a argumentação da dependência linear existente ente os objetos Ξk (k =

2, · · · , 8) expressa em (4.44).

Chamamos a atenção para o fato de que a relação (4.45), principal êxito do

trabalho aqui apresentado, nunca ter sido obtida antes, provavelmente devido à complexi-

dade dos cálculos necessários para obtenção dos coe�cientes αk. Atingimos nosso objetivo

através do esforço combinado entre trabalhos feitos à mão e o uso das ferramenta compu-

tacionais Cadabra [46, 47] e Mathematica [53].

Finalizando este tópico, cabe destacar que, embora relativamente mais fácil do

que os cálculos principais - mas ainda sim consumindo certo esforço, foi possível veri�car

que o operador ∆6 satisfaz a invariância conforme (1.7) e é auto-adjunto
∫
x
ϕ∆6ψ =∫

x
ψ∆6ϕ, propriedades estas já conhecidas (ver [27�29,43]). Contudo é interessante a�rmar

que ambas as condições não impuseram nenhuma restrição aos parâmetros arbitrários ξ1 e

ξ2. Discutiremos algumas consequências físicas destas ambiguidades no próximo capítulo

onde também desenvolveremos um caso particular de solução para lagrangeanas locais

produzindo termos super�ciais (1.9).



Capítulo 5

Lagrangeanas locais dependentes da

métrica e sua relação com os termos

super�ciais 6D

O último passo na integração da anomalia é a solução da eq. (1.9). Diferente-

mente do caso quadridimensional em que temos um único termo super�cial, no caso 6D há

um conjunto de termos super�ciais que combinados formam a parcela Ξ6 = γkΞk presente

na anomalia. Para solucionarmos este problema é necessário encontramos um conjunto

de lagrangeanas locais Li dependentes da métrica, com seus respectivos coe�cientes cki,

cujos traços das equações de movimento geram cada um dos termos super�ciais Ξk que

aprecem na anomalia. A solução explícita de (1.9) não pode ser encontrada [59] pois há

redundâncias nas relações geradas pelos traços das equações dos Li. Uma possível expli-

cação para estas redundâncias pode ser encontrada mesmo em 4D, nesta última situação

temos três lagrangeanas locais que geram o termo �R na anomalia quadridimensional. Na

seção 5.1 apresentamos as dez lagrangeanas locais dependentes da métrica para D = 6.

As primeiras oito são os termos cúbicos na curvatura que constituem E6 e as duas últimas

são os objetos Rµν�Rµν e R�R. É possível mostrar, em grande parte devido à técnica

de integração por partes, que qualquer outro integrando local 6D pode ser expresso como

combinação destes dez objetos. Na seção 5.2 mostramos uma solução para um caso parti-

cular γkΞk a qual será detalhada como exemplo didático. Por último, podemos especular

55
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que os valores especí�cos de γk na anomalia podem indicar uma possível determinação dos

parâmetros ξ1 e ξ2 presentes em Ẽ6 e ∆6.

5.1 Traços das equações de movimento dos termos lo-

cais em 6D

Nesta seção listaremos as ações cujos integrandos não sejam derivadas totais, e

sim termos locais dependentes da curvatura. De�niremos tais ações na forma In =
∫
x
Ln,

onde,

L1 = Rα
λ
β
τR

λ
ρ
τ
σR

ρ
α
σ
β, L2 = Rαβ

λτR
λτ

ρσR
ρσ

αβ, L3 = RαβR
α
γλτR

βγλτ ,

L4 = RαβRλτRαλβτ , L5 = Rα
λR

β
αR

λ
β, L6 = RR2

αβλτ , L7 = RR2
αβ,

L8 = R3, L9 = Rαβ�Rαβ, L10 = R�R . (5.1)

Além disso, forneceremos a lista de suas respectivas equações de movimento [34],

Φµν
n =

1√
−g

δIn
δgµν

, bem como seus traços Φn = gµν Φµν
n , (5.2)

os quais têm a seguinte forma:

Φµν
1 =

1

2
gµνRα

λ
β
τR

λ
ρ
τ
σR

ρ
α
σ
β − 3Rα

λ
(µ
τRρασ

ν)Rλρτσ

+3∇λ∇β(Rλ
ρ

(µ
σR

ν)ρβσ)− 3∇λ∇τ (R(µ
ρ
ν)
σR

ρ
λ
σ
τ ),

Φ1 =
D − 6

2
Rα

λ
β
τR

λ
ρ
τ
σR

ρ
α
σ
β +

3

2
Ξ5 − 3Ξ6, (5.3)

Φµν
2 =

1

2
gµνRαβ

λτR
λτ

ρσR
ρσ

αβ − 3Rα(µ
λτRρσα

ν)Rλτρσ − 6∇β∇τ (R
τ(µ

ρσRβ
ν)ρσ),

Φ2 =
D − 6

2
Rαβ

λτR
λτ

ρσR
ρσ

αβ − 6Ξ5, (5.4)

Φµν
3 =

1

2
gµνRαβR

α
γλτR

βγλτ −R(µ
α R

ν)γλτRα
γλτ − 2RαβR

α
γ

(µ
τR

ν)τβγ

−1

2
gµν∇α∇β(RαγλτRβ

γλτ ) +∇α∇(µ(Rν)γλτRα
γλτ )

−1

2
�(Rµ

γλτR
νγλτ )− 2∇γ∇λ(R

(µ
α R

ν)λαγ)− 2∇α∇τ (Rα
βR

β(µ
τ
ν)),

Φ3 =
D − 6

2
RαβR

α
γλτR

βγλτ − 1

2
Ξ2 −

D − 2

2
Ξ5 − 2Ξ6 − 2Ξ7 , (5.5)
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Φµν
4 =

1

2
gµνRαβRλτRαλβτ − 3(Rλα

(µ
βR

ν)λRαβ)−�(RαµβνRαβ)−∇α∇β(RµνRαβ)

−gµν∇α∇β(RλτRλατβ) + 2∇λ∇(µ(Rν)αλβRαβ) +∇α∇β(Rα(µRν)β),

Φ4 =
D − 6

2
RαβRλτRαλβτ − Ξ3 − (D − 2)Ξ6 + Ξ7 − Ξ8 , (5.6)

Φµν
5 =

1

2
gµνRα

λR
β
αR

λ
β − 3Rµ

βR
νλRβ

λ + 3∇α∇(µ(R
ν)
λ R

λ
α)

−3

2
gµν∇α∇β(RλαRβ

λ)− 3

2
�(Rµ

λR
νλ),

Φ5 =
D − 6

2
Rα
λR

β
αR

λ
β −

3

2
Ξ3 − 3

D − 2

2
Ξ7 , (5.7)

Φµν
6 =

1

2
gµνRR2

αβλτ −RµνR2
αβλτ − 2RRλτ

α(µRα
ν)λτ

+∇µ∇νR2
αβλτ − gµν �R2

αβλτ − 4∇β∇λ(RRβ
(µ
λ
ν)),

Φ6 =
D − 6

2
RR2

αβλτ − (D − 1)Ξ2 − 4Ξ8 , (5.8)

Φµν
7 =

1

2
gµνRR2

αβ −RµνR2
αβ − 2RRµ

λR
νλ +∇µ∇ν(R2

αβ)− gµν�R2
αβ

+2∇α∇(µ(Rν)αR)− gµν∇α∇β(RRαβ)−�(RRµν),

Φ7 =
D − 6

2
RR2

αβ − (D − 1)Ξ3 − Ξ4 − (D − 2)Ξ8 , (5.9)

Φµν
8 =

1

2
gµνR3 − 3RµνR2 + 3∇µ∇νR2 − 3gµν�R2,

Φ8 =
D − 6

2
R3 − 3(D − 1)Ξ4 , (5.10)

Φµν
9 =

1

2
gµνRαβ�Rαβ −Rαβ∇(µ∇ν)Rαβ − 2R(µ

α �R
ν)α + 2∇α∇(µ�Rν)

α

−gµν∇α∇β�R
αβ −�2Rµν + 2∇α(Rαβ∇(µRν)β)− 2∇α(Rβ(µ∇ν)Rαβ)

+∇(µ(Rαβ∇ν)Rαβ)− 1

2
gµν∇λ(Rαβ∇λR

αβ),

Φ9 =
D − 6

2
Rαβ�Rαβ −

D

2
Ξ1 −

D

2
Ξ3 +

D − 4

4
Ξ4

+2(D − 2)Ξ6 − 2Ξ7 − (D − 4)Ξ8 , (5.11)

Φµν
10 = −1

2
gµν(∇αR)2 + (∇µR)(∇νR) + 2∇µ∇ν�R− 2gµν�2R− 2Rµν�R,

Φ10 = −D − 6

2
R�R− 2(D − 1)Ξ1 −

D − 2

4
Ξ4 . (5.12)
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Na derivação dos traços, usamos expressões dadas no Apêndice A.

A resolução do sistema de equações geradas pelos traços das dez equações de

movimento com oito incógnitas Ξk aqui apresentadas é impossível pois há certamente

redundâncias nelas escondidas. Na próxima seção apresentamos um estudo de caso com

uma combinação particular de coe�cientes γk na anomalia.

5.2 Solução dos termos super�ciais Ξk nos traços das

equações de movimento das lagrangeanas locais 6D

Como já dito, o conjunto de eqs. (5.3) a (5.12) contém redundâncias, o que faz

com que tenhamos que fazer certas escolhas para a sua solução. Ilustraremos inicialmente

este tipo de redundância em 4D que, como sabemos, possui apenas um termo super�cial.

Neste caso, temos uma liberdade de escolha com relação a lagrangeana local cujo traço

da equação de movimento fornece este único termo. A derivada total �R pode vir de três

lagrangeanas distintas,

�R =


−1

6

gµν√
−g

δ
δgµν

∫
x
R2

−1
2

gµν√
−g

δ
δgµν

∫
x
R2
αβ

−1
2

gµν√
−g

δ
δgµν

∫
x
R2
αβλτ .

(5.13)

É de se esperar que tenhamos uma liberdade de escolha ainda maior em 6D [59].

Assim, optamos em demonstrar uma solução particular que depende do ajuste dos coe�ci-

entes da anomalia. Se escolhermos os coe�cientes da eq. (4.53) �xando as indeterminações

γ1 e γ2 como

γ1 = 1 e γ2 = 4 , (5.14)

obtemos,

Ẽ6 = E6 +
3

5
�2R +�R2

µν −
43

50
�R2 − 6∇µ∇ν(R

µ
αβγR

ναβγ)

+ 8∇µ∇ν(RαβR
µανβ) + 4∇µ∇ν(R

µ
αR

να) , (5.15)
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assim como, o operador conforme ∆6 torna-se,

∆6 = �3 +4Rµν∇µ∇ν �−R�2 +4(∇αRµν)∇α∇µ∇ν + 4(�Rµν)∇µ∇ν

−3

5
(�R)�−8

3
Rµ

αβγR
ναβγ∇µ∇ν +

8

3
RαβR

µανβ∇µ∇ν + 8RµαRν
α∇µ∇ν

−4

3
R2
µν �−

8

3
RRµν∇µ∇ν +

32

75
R2�+

2

5
(∇µ�R)∇µ

−8

3
Rαβγµ(∇µRαβγν)∇ν +

8

3
Rµναβ(∇µRνα)∇β +

16

3
Rµν(∇µRνα)∇α

+
4

3
Rµν(∇µR)∇ν −

12

25
R(∇µR)∇µ . (5.16)

Podemos, nesta situação, de�nir por comodidade o termo super�cial

Ξ3,7 ≡ Ξ3 + 4Ξ7 = ∇µ∇ν(g
µνR2

αβ +Rµ
αR

να) , (5.17)

e assim, obtermos uma solução particular para o sistema formado pelos cinco termos

super�ciais presentes em Ẽ6,

Ξ1 =
1

150
Φ8 −

1

10
Φ10 , (5.18)

Ξ3,7 = −2

3
Φ5 , (5.19)

Ξ4 = − 1

15
Φ8 , (5.20)

Ξ5 = −1

6
Φ2 , (5.21)

Ξ6 = −1

3
Φ1 −

1

12
Φ2 . (5.22)

Ainda, por comodidade de notação, vamos renomear os Ξ′s nas eqs. (5.18) a (5.22) como,

Ξ1 → Ξ′1, Ξ3,7 → Ξ′2, Ξ4 → Ξ′3, Ξ5 → Ξ′4 e Ξ6 → Ξ′5 , (5.23)

e reescrever (5.15) de tal forma que

Ẽ6 = E6 +
5∑

k=1

α′kΞ
′
k . (5.24)
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Aqui, os coe�cientes α′k são dados por

α′1 = 3
5
, α′2 = 1, α′3 = −43

50
, α′4 = −6 e α′5 = 8 . (5.25)

Supondo um caso particular da anomalia em que apenas apareçam os termos super�ciais

listados em (5.23) tal como,

〈T µµ 〉 = crW
r
D + aE6 +

5∑
k=1

γkΞ
′
k

= crW
r
D + aẼ6 +

5∑
k=1

(γk − aα′k)Ξ′k (5.26)

e também renomeando,

L1 → L′1, L2 → L′2, L5 → L′3, L8 → L′4 e L10 → L′5 , (5.27)

chegamos ao setor da ação efetiva responsável pelo termos Ξ′s, em analogia ao que foi feito

na eq. (1.37), que pode ser escrito

Γsup =
5∑

i,k=1

(γk − aα′k)cki
∫
x

L′i , (5.28)

com

[
cki
]

=



0 0 0 − 1
300

1
20

0 0 1
3

0 0

0 0 0 1
30

0

0 1
12

0 0 0

1
6

1
24

0 0 0


. (5.29)

Embora seja um estudo em aberto, acreditamos que outras combinações dos

coe�cientes γk certamente gerarão novas soluções para os Ξk, bem como �xarão os valores

das duas indeterminações presentes em Ẽ6 e ∆6. Entretanto, optamos aqui por apresentar

somente este caso particular como exemplo ilustrativo.
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AQUI

AQUI

AQUI

AQUI

AQUI

AQUI

AQUIConclusão

Ao longo do desenvolvimento do trabalho que culminou nesta tese foram obtidos os se-

guintes resultados originais:

1. Calculamos as expressões gerais (1.11) e (1.13) para ação induzida por anomalia,

até o caso D = 6, tanto na forma não local quanto na forma local com campos

escalares auxiliares. Assim, mostramos, pela primeira vez, que em dimensões pares

maiores que 2 faz-se necessário o uso de dois escalares auxiliares para parametrizar

as não-localidades, enquanto que em D = 2 é necessário apenas um campo auxiliar.

As aplicações destes resultados para casos em que D > 6 estão condicionadas às

conjecturas apresentadas em [21]. Nos casos D = 2, 4 e 6 a conjectura foi veri�cada

respectivamente em [16], [17, 18] e na nossa publicação [22].

2. Obtivemos a transformação conforme do termo E6, inclusive generalizada para D

dimensões, o que nos permitiu formular as conjecturas apresentadas em [21]. A

transformação conforme de E6 gera termos de até sexta ordem em σ constituídos

tipicamente por derivadas do parâmetro conforme σ e da curvatura. Este resultado

foi o ponto de partida para se tentar obter uma base de derivadas totais 6D que

convenientemente adicionas ao objeto E6 gerassem um novo objeto, o qual denomi-

namos Ẽ6, com uma transformação conforme em que somente termos de primeira

ordem em σ sobrevivessem.

3. O passo seguinte foi a obtenção de uma base linearmente independente de termos
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super�ciais (derivadas totais) em 6D. Utilizando propriedades dos tensores de curva-

tura tais como identidades de Bianchi, encontramos a priori oito termos super�ciais

linearmente independentes [22]. A partir da de�nição desta base, fazia-se necessário

obter também as suas propriedades conformes. Os cálculos destas transformações

são extremamente extensos e, antes de o nosso resultado �nal ser obtido, não havia

garantias matemáticas de que existisse uma combinação linear a ser adicionada a E6

a �m de obtermos Ẽ6 com suas propriedades conformes especiais.

4. Utilizando a ajuda de um software computacional, obtivemos as transformações con-

formes dos oito candidatos à base linearmente independente em uma métrica con-

formalmente plana com o parâmetro σ dependente somente do tempo conforme.

Neste caso, os coe�cientes dos termos super�ciais apresentaram-se com quatro inde-

terminações (3.54) [21]. Este resultado, embora particular, permitiu a continuidade

do trabalho pois mostrou ser possível encontramos o termo topológico modi�cado

mesmo que ainda em um caso especial de transformação conforme.

5. O resultado subsequente foi a derivação das transformações conforme dos oito termos

super�ciais para o caso da métrica geral em 6D. Estes cálculos foram bastante

complexos mas os resultados obtidos estavam de acordo com nossas expectativas.

Os coe�cientes dos termos super�ciais revelaram-se com duas indeterminações além

do fato de sete dos termos super�ciais, cada um por sua vez, poderem ter coe�ciente

nulos sem que o operador conforme ∆6, se modi�casse (Cap. 4) na sua relação

conforme com Ẽ6. Tal operador, embora já conhecido na literatura, não fora obtido,

até nossos resultados [22], através de sua relação com o termo topológico modi�cado.

Vale destacar que aqui reside o maior êxito deste trabalho pois, como já apresentado

no corpo da tese, o principal ingrediente da integração da anomalia 6D é obtido pela

relação entre o operador conforme e o termo topológico modi�cado.

6. Apresentamos ainda um caso especial de combinações de lagrangeanas locais que

devem ser adicionadas a ação para gerar os termos super�ciais presentes na anomalia.

Uma solução geral para este setor da anomalia 6D ainda está em aberto e é motivo

de continuidade de nossa pesquisa [59].
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De um modo geral, muitos resultados signi�cativos foram agregados ao longo

deste trabalho. Entre aqueles que certamente vieram no arrasto de todo o processo estão

as propriedades conformes de vários objetos relacionados à curvatura em dimensões mais

altas, o que permitiu fazermos analogias e/ou generalizações dos casos mais conhecidos em

dimensões menores. Uma vez que a anomalia conforme é uma das principais fontes de nosso

conhecimento sobres correções semiclássicas da ação gravitacional (ver, p. ex., [4, 9, 10,

26,60]), torna-se muito útil termos uma melhor compreensão das propriedades conformes

dos termos que a constituem. Neste contexto, um problema desa�ador é estabelecer tais

propriedades conformes dos invariantes topológicos e suas relações com operadores que

atuam em escalares conformalmente inertes.

Até a nossa publicação [22], estas relações somente eram conhecidas para espa-

ços bi e quadridimensionais. No entanto, não existia um entendimento real sobre as razões

fundamentais pelas quais essas relações ocorriam em D = 4 e se havia, de fato, relações

semelhantes para dimensões pares mais altas. Sobre este fato, seria muito interessante

veri�car a segunda conjectura formulada no capítulo 2 (ver também trabalho anterior [54]

sobre o mesmo tema). Uma efetivação prática destas relações foi uma etapa necessária na

integração da anomalia em 6D, ou dimensões pares ainda maiores, e também ajudou a

chegar à solução de uma das principais peças do quebra-cabeça matemático relacionado a

anomalia. É importante ressaltar que a integração da anomalia requer não apenas opera-

dor conforme [27, 43] (ver também [61�65] para outras publicações sobre o assunto), mas

também a relação entre operadores e estruturas topológicas, p. ex., expressa na forma

(1.6). Este tipo de fórmula é extremamente importante para a integração da anomalia em

D = 2 e D = 4 e assim a crença na conjectura 2 (cap. 2) representou um passo decisivo

no sentido de se realizar o mesmo esquema em dimensões pares mais altas (D = 6, 8, · · · ).

Ainda a respeito desta convicção, sintetizada pelas relações (1.6) ou (2.38),

podemos a�rmar que a obtenção dos coe�cientes (4.46), (4.50) ou (4.53), além do operador

∆6 em (4.47), forneceu-nos os tijolos para a construção da parte não local de AEIA (1.13)

em D = 6. Estas relações, juntamente com os já conhecidos exemplos em D = 2, 4, nos

permitiram delinear certas conclusões gerais e discutir semelhanças e diferenças entre os

novos resultados e os previamente conhecidos. Um dos pontos comuns é que a expressão
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da AEIA é exata para a métrica homogênea e isotrópica, onde o funcional Sc é irrelevante.

Assumindo que o espaço-tempo tenha seis dimensões e que haja campos conformes sem

massa no infravermelho distante, chegamos a exata solução para AEIA nesta categoria de

métricas.

Qualitativamente, a estrutura de (1.11) e (1.13) é a mesma em todas as dimen-

sões pares, mas a complexidade da solução aumenta com a dimensão. Na passagem de

duas para quatro dimensões as principais complicações são a �constante"de integração e a

presença de dois termos, conforme e topológico, em (1.1) que geram termos não locais na

AEIA [5] - lembrando que em D = 2 somente o termo topológico E2 = R gera o termo não

local da ação. Uma das consequências é que a ação induzida pode ser consistentemente

escrita em uma forma covariante local apenas por meio de dois campos auxiliares [9,11,40],

enquanto que emD = 2 apenas um campo é su�ciente. Como visto no capítulo 1, o número

de campos auxiliares permanece o mesmo em dimensões mais altas. Por sua vez, soluções

tais como (4.46) ou (4.47) incluem uma novidade que são os parâmetros arbitrários ξ1 e

ξ2. Uma possibilidade interessante é que a ambiguidade pode ser �xada pela imposição de

condições de consistência [19,48,66] mas não há ainda garantias. Outra questão que pode

ser levantada diz respeito a possíveis efeitos dos valores dos parâmetros arbitrários ξ1,2 e

seu signi�cado em soluções de interesse.

Uma vez que a anomalia conforme é a mesma para qualquer ξ1,2, a princípio,

podemos simplesmente ignorar esta ambiguidade �xando algum valor particular para estes

parâmetros. A diferença entre distintos valores pode ser sempre absorvida no funcional

conforme Sc. A situação é tecnicamente semelhante àquela com a parte dependente de ψ

em (1.13), a qual pode ser absorvida dentro da parte conforme. Entretanto, no caso dos

termos ψ, isto seria uma ideia equivocada. Por exemplo, sem o segundo campo auxiliar

não se pode classi�car estados de vácuo na vizinhança dos buracos negros esfericamente

simétricos [67�69]. Tal problema não ocorre para ondas gravitacionais, muito provavel-

mente porque todos os cálculos conhecidos foram feitos para fundos cosmológicos isotró-

picos [70�75]. No que diz respeito aos parâmetros ξ1,2 a questão é se sua escolha afeta ou

não as soluções relevantes; esta questão permanece em aberto até que tais soluções sejam

exploradas devidamente na ação obtida em (1.13).
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Como já mencionamos no capítulo 4 e demonstramos nos Apêndices D a F, a

equação (4.44) reduz o número de termos super�ciais necessários para construirmos uma

base completa destes termos em 6D. Vamos discutir a importância desta fórmula num

contexto geral.

A integração consistente e completa da anomalia em 6D requer vários resul-

tados matemáticos os quais não são muito fáceis de se realizar, principalmente devido ao

fato de os cálculos práticos em 6D serem essencialmente mais enredados do que aqueles em

4D. Em primeiro lugar, precisamos da fórmula principal (1.4) que imediatamente produz

a parte não local da ação induzida pela anomalia [5, 22]. A expressão formal geral para

esta ação (1.11) para uma dimensão par arbitrária foi construída por nós [22], além de

derivarmos uma relação explícita da fórmula chave (1.4) no caso D = 6. Assim, obser-

vando o expressão geral (1.11), podemos ver que a parte remanescente da ação efetiva está

relacionada à integração dos termos com derivadas totais, caso em que expusemos uma

situação particular exempli�cada no capítulo 5.

Normalmente, a importância dos termos super�ciais na anomalia é subesti-

mada, já que se supõe que possam ser modi�cados ou eliminados pela adição de contrater-

mos locais �nitos. Tal adição é um procedimento matematicamente legal, porque a ação

gravitacional de vácuo não é quantizada no contexto da teoria semiclássica. Portanto,

mesmo que os termos não conformes locais não sejam necessários para a renormalização,

pode-se adicioná-los sem alterar a estrutura geral da teoria quântica no espaço curvo.

Em alguns casos, tal adição pode ser bem justi�cada. O principal exemplo é

a in�ação de Starobinsky [70�72,76] onde o termo R2 com um coe�ciente muito grande é

necessário para proporcionar controle sobre as perturbações e, em geral, correspondência

com os dados observacionais existentes. As tentativas de explicar a magnitude deste

coe�ciente a partir de argumentos da teoria quântica de campos estão atualmente em

um nível rudimentar (ver, p. ex., [77]) e, assim, a introdução de um grande coe�ciente

para R2 é um procedimento fenomenológico. Em geral, e especialmente em 6D, não há

dados observacionais que possam ser usados para �xar os coe�cientes das derivadas totais.

Portanto, a importância destes termos é, sem sombra de dúvidas, fundamental1.

1Maiores argumentos relativos às ambiguidades relacionadas aos termos locais na ação induzida podem
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Neste contexto, a fórmula que de�ne a parte da ação efetiva oriunda dos termos

de derivadas totais na anomalia é (1.9). Desta forma, a redução de oito para sete no

número de derivadas totais Ξk aumenta consideravelmente as chances de encontrarmos

uma solução desta equação, como foi exempli�cado no capítulo 5 para um caso particular

dos parâmetros indeterminados em Ẽ6 e ∆6. De uma perspectiva geral, seria interessante

ter uma con�rmação independente, nova e não trivial da possibilidade de integrarmos

derivadas totais com os termos gravitacionais locais, de acordo com a eq.(1.4).

A última consideração diz respeito a possíveis aplicações da ação efetiva (1.11)

e (1.13). Podemos acreditar que a forma explícita de ação efetiva de vácuo para cam-

pos conformes pode ser útil para a veri�cação dos cálculos relacionados à hologra�a e à

correspondência AdS/CFT. Outra aplicação está relacionada à redução dimensional para

D = 4; esperamos produzir uma ação quadridimensional diferente da que vem diretamente

da integração da anomalia em 4D em analogia ao que foi obtido na passagem de D = 4

para D = 2 [67,68]. Devido à universalidade do resultado, o cálculo de tal ação reduzida e

o estudo de suas soluções �sicamente relevantes podem ser úteis na modelagem de testes

experimentais e/ou observacionais a �m de comprovar a existência de dimensões extras.

ser encontrados em [41], onde podemos ver também a relação com as estruturas não locais no caso de

massas quase nulas de campos quânticos.
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AQUIApêndices

A Algumas derivadas totais linearmente dependentes

da base formada pelos oito Ξ's

Exemplos de derivadas totais dependentes da base de�nida em (3.1):

∇µ∇ν

(
Rµ

αβλR
νλβα

)
=

1

2
Ξ5 , (A.1)

∇µ(Rµν∇νR) = −1

4
�R2 +∇µ∇ν(RR

µν) = −1

4
Ξ4 + Ξ8 , (A.2)

∇α(Rµν∇αRµν) =
1

2
Ξ3 , (A.3)

∇µ(Rν
λ∇νR

µλ) = ∇µ∇ν(R
µ
λR

νλ)− 1

2
∇µ(Rµν∇νR)

=
1

8
Ξ4 + Ξ7 −

1

2
Ξ8 , (A.4)

∇µ(Rµανβ∇νRαβ) = ∇µ∇ν(R
µανβRαβ)− 1

2
�R2

µν +
1

8
�R2

+∇µ∇ν(R
µ
αR

να)− 1

2
∇µ∇ν(RR

µν)

= −1

2
Ξ3 +

1

8
Ξ4 + Ξ6 + Ξ7 −

1

2
Ξ8 , (A.5)
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∇µ∇ν�R
µν =

1

2
�2R +

1

2
�R2

µν − 2∇µ∇ν(R
µανβRαβ)− 1

4
�R2 +∇µ∇ν(RR

µν)

=
1

2
Ξ1 +

1

2
Ξ3 −

1

4
Ξ4 − 2Ξ6 + Ξ8 . (A.6)

B Transformação conforme de duas derivadas covari-

antes contraídas com tensor (2, 0) cuja transformação

conforme seja Aαβ = e−2kσĀ?αβ, k ∈ Z

A receita para a transformação conforme de um objeto do tipo ∇α∇βA
αβ em

uma dimensão arbitrária D é aqui demonstrada. Deixamos para o leitor a simples tarefa

de mostrar que as derivadas comutam mesmo que Aαβ não seja simétrico. Inicialmente

desenvolveremos a quantidade ∇βA
αβ, assim,

∇βA
αβ = ∇̄β(e−2kσĀ?αβ) + e−2kσ(δΓαβλĀ

?λβ + δΓββλĀ
?αλ) (B.1)

(para maiores detalhes sobre a notação δΓαβλ ver, p. ex., [37]). Na relação acima podemos

substituir estas estruturas por

δΓαβλ = 2δα(β∇̄λ)σ − ḡβλ∇̄ασ e

δΓββλ = D∇̄λσ ,
(B.2)

deste modo, chegamos a

∇βA
αβ = e−2kσ

[
∇̄βĀ

?αβ + (D − 2k)Ā?αβ∇̄βσ + 2Ā?(αβ)∇̄βσ − Ā?ββ ∇̄
ασ
]
. (B.3)

Atuando com a derivada ∇α na expressão acima,

∇α∇βA
αβ = e−2kσ

[
∇̄α∇̄βĀ

αβ + 2(D − 2k + 1)(∇̄βĀ
(αβ))∇̄ασ − (∇̄βĀ

α
α)∇̄βσ +

+ (D − 2k + 2)Āαβ∇̄β∇̄ασ − Āαα ¯̄�σ − (D − 2k)Āαα(∇̄σ)2 +

+ (D − 2k)(D − 2k + 2)Āαβ∇̄ασ∇̄βσ
]
. (B.4)

Para o caso particular D = 2k,

∇α∇βA
αβ = e−2kσ

[
∇̄α∇̄βĀ

?αβ + 2(∇̄βĀ
?(αβ))∇̄ασ + 2Ā?αβ∇̄β∇̄ασ

−(∇̄βĀ
?α
α)∇̄βσ − Ā?αα�̄σ

]
. (B.5)
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C Transformação conforme do operador � atuando em

um escalar cuja transformação conforme seja ϕ =

e−2kσϕ̄?, k ∈ Z

Sabemos que � atuando em um escalar se transforma tal que [37]

� = e−2σ
[
�̄+ (D − 2)∇̄µσ∇̄µ

]
. (C.1)

A transformação de �ϕ é, deste modo,

�ϕ = e−2σ
[
�̄+ (D − 2)∇̄µσ∇̄µ

](
e−2kσϕ̄?

)
(C.2)

e, após algum trabalho algébrico, chegamos a

�ϕ = e−2(k+1)σ
[
�̄ϕ̄? − 2kϕ̄?�̄σ + (D − 4k − 2)(∇̄µϕ̄

?)∇̄µσ

−2k(D − 2k − 2)ϕ̄?(∇̄σ)2
]
. (C.3)

O caso de maior interesse neste trabalho é, obviamente, D = 6 e k = 2. Neste cenário,

�ϕ = e−6σ
[
�̄ϕ̄? − 4(∇̄µϕ̄

?)∇̄µσ − 4ϕ̄?�̄σ
]
. (C.4)

D Dependência linear entre a base formadas pelos Ξ′s

No capítulo 3, apresentamos na eq. (3.1) as oito derivadas totais 6D acreditando

serem elas linearmente independentes. Entretanto, demonstraremos a seguir que podemos

obter uma relação de dependência linear entre sete das oito derivadas totais.

Para facilitar a demonstração, vamos renomear alguns objetos como se segue,

Σ1 = �2R Σ2 = (∇λRµναβ)2 Σ3 = Rµανβ∇µ∇νRαβ

Σ4 = RµνR
µλαβRν

λαβ Σ5 = Rµν
αβR

αβ
λτR

λτ
µν Σ6 = Rµ

α
ν
βR

α
λ
β
τR

λ
µ
τ
ν

Σ7 = (∇λRµν)
2 Σ8 = Rµν�R

µν Σ9 = (∇µR)2

Σ10 = R�R Σ11 = (∇αRµν)∇µRνα Σ12 = Rµν∇µ∇νR

Σ13 = RµνRαβR
µανβ Σ14 = RµνR

µαRν
α . (D.1)

Desenvolvendo cada um dos Ξ′s em função dos objetos listados em (D.1):
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(i)

�2R = Σ1 . (D.2)

(ii)

�R2
µναβ = 2(∇λRµναβ)2 + 2Rµναβ�R

µναβ . (D.3)

O segundo termo do segundo membro da relação acima pode ser expandido como [34]

Rµναβ�R
µναβ = 4Rµανβ∇µ∇νRαβ + 2RµνR

µλαβRν
λαβ

−Rµν
αβR

αβ
λτR

λτ
µν − 4Rµ

α
ν
βR

α
λ
β
τR

λ
µ
τ
ν . (D.4)

Assim,

�R2
µναβ = 2Σ2 + 8Σ3 + 4Σ4 − 2Σ5 − 8Σ6 . (D.5)

(iii)

�R2
µν = 2(∇λRµν)

2 + 2Rµν�R
µν

= 2Σ7 + 2Σ8 . (D.6)

(iv)

�R2 = 2(∇λR)2 + 2R�R

= 2Σ9 + 2Σ10 . (D.7)

(v)

∇µ∇ν(R
µ
λαβR

νλαβ) = ∇µ

[
(∇νR

µ
λαβ)Rνλαβ +Rµ

λαβ∇νR
νλαβ

]
= ∇µ

[
(∇νR

µ
λαβ)Rνλαβ +Rµ

λαβ∇αRλβ −Rµ
λαβ∇βRλα

]
=

(
∇µ∇νR

µ
λαβ)Rνλαβ +

(
∇νR

µ
λαβ)∇µR

νλαβ

+
(
∇µR

µ
λαβ

)
∇αRλβ +Rµ

λαβ∇µ∇αRλβ

−
(
∇µR

µ
λαβ

)
∇βRλα −Rµ

λαβ∇µ∇βRλα

=
(
∇µ∇νR

µ
λαβ)Rνλαβ +

(
∇νR

µ
λαβ)∇µR

νλαβ

+2
(
∇µR

µ
λαβ

)
∇αRλβ + 2Σ3 . (D.8)



71

O primeiro termo do segundo membro de (D.8) pode ser desenvolvido tal que

(
∇µ∇νR

µ
λαβ)Rνλαβ =

(
∇ν∇µR

µ
λαβ)Rνλαβ +

([
∇µ,∇ν

]
Rµ

λαβ)Rνλαβ

=
(
∇ν∇αRλβ)Rνλαβ −

(
∇ν∇βRλα)Rνλαβ

+RκνR
κ
λαβR

νλαβ −Rκ
λµνR

µ
καβR

νλαβ

−Rκ
αµνR

µ
λκβR

νλαβ −Rκ
βµνR

µ
λακR

νλαβ

= 2Σ3 + Σ4 −Rκ
λµνR

µ
καβR

νλαβ − 2Rκ
αµνR

µ
λκβR

νλαβ .

(D.9)

Lembrando que

Rκ
λµνR

µ
καβR

νλαβ = RκλµνR
µκ

αβR
αβνλ

= −RκνλµR
µκ

αβR
αβνλ −RκµνλR

µκ
αβR

αβνλ (D.10)

e fazendo ν ↔ λ no primeiro termo do segundo membro acima, chegamos a

Rκ
λµνR

µ
καβR

νλαβ = −RκλνµR
µκ

αβR
αβλν + Σ5

=
1

2
Σ5 . (D.11)

O último termo de (D.9) pode ser representado mais sutilmente por

Rκ
αµνR

µ
λκβR

νλαβ = Rκ
α
µ
νRµ

λ
κ
βRν

λ
α
β

= Rµ
ν
κ
αR

ν
λ
α
βR

λ
µ
β
κ = Σ6 . (D.12)

Por �m, (D.9) pode ser reescrita como

(
∇µ∇νR

µ
λαβ)Rνλαβ = 2Σ3 + Σ4 −

1

2
Σ5 − 2Σ6 . (D.13)

O segundo termo do segundo membro de (D.8) pode ser desenvolvido de modo que

(
∇νRµλαβ)∇µRνλαβ = −

(
∇λRνµαβ)∇µRνλαβ −

(
∇µRλναβ)∇µRνλαβ . (D.14)

Fazendo a troca ν ↔ λ no primeiro termo do segundo membro acima

(
∇νRµλαβ)∇µRνλαβ = −

(
∇νRλµαβ)∇µRλναβ −

(
∇µRλναβ)∇µRνλαβ

= −
(
∇νRµλαβ)∇µRνλαβ + Σ2 , (D.15)
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ou seja, (
∇νRµλαβ)∇µRνλαβ =

1

2
Σ2 . (D.16)

Utilizando a primeira das identidades reduzidas de Bianchi, podemos desenvolver o

terceiro termo de (D.8) tal que(
∇µR

µ
λαβ

)
∇αRλβ =

(
∇αRλβ

)
∇αRλβ −

(
∇βRλα

)
∇αRλβ

= Σ7 − Σ11 . (D.17)

Substituindo (D.13), (D.16) e (D.17) em (D.8),

∇µ∇ν(R
µ
λαβR

νλαβ) =
1

2
Σ2 + 4Σ3 + Σ4 −

1

2
Σ5 − 2Σ6 + 2Σ7 − 2Σ11 . (D.18)

(vi)

∇µ∇ν(RαβR
µανβ) = ∇µ

[
(∇νRαβ)Rµανβ +Rαβ∇νR

νβµα
]

= ∇µ

[
(∇νRαβ)Rµανβ +Rαβ∇µRβα −Rαβ∇αRβµ

]
= (∇µ∇νRαβ)Rµανβ + (∇νRαβ)∇µR

µανβ + (∇µRαβ)2

+Rαβ�R
αβ − (∇µRαβ)∇αRβµ −Rα

β∇µ∇αR
βµ

= Σ3 + (∇νRαβ)2 − (∇νRαβ)∇βRαν + Σ7 + Σ8 − Σ11

−1

2
Rαβ∇α∇βR−Rα

β

[
∇µ,∇α

]
Rβµ

= Σ3 + 2Σ7 + Σ8 − 2Σ11 −
1

2
Σ12 −Rα

βR
β
κµαR

κµ −Rα
βRκαR

βκ

∇µ∇ν(RαβR
µανβ) = Σ3 + 2Σ7 + Σ8 − 2Σ11 −

1

2
Σ12 + Σ13 − Σ14 . (D.19)

(vii)

∇µ∇ν(R
µ
αR

να) = ∇µ

[
(∇νR

µ
α)Rνα +

1

2
Rµ
α∇αR

]
= (∇µ∇νR

µ
α)Rνα + (∇νR

µ
α)∇µR

να

+
1

4
(∇αR)2 +

1

2
Rµ
α∇µ∇αR

=
1

2
(∇ν∇αR)Rνα +

([
∇µ,∇ν

]
Rµ
α

)
Rνα + Σ11

+
1

4
Σ9 +

1

2
Σ12

=
1

4
Σ9 + Σ11 + Σ12 +RκνR

καRν
α +Rα

κµνR
µκRν

α ,
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ou seja,

∇µ∇ν(R
µ
αR

να) =
1

4
Σ9 + Σ11 + Σ12 − Σ13 + Σ14 . (D.20)

(viii)

∇µ∇ν(RR
µν) =

1

2
R�R + (∇µR)2 +Rµν∇µ∇νR

= Σ9 +
1

2
Σ10 + Σ12 . (D.21)

Resolvendo as equações geradas pela relação

aΞ1 + bΞ2 + cΞ3 + dΞ4 + eΞ5 + fΞ6 + gΞ7 + hΞ8 ≡ 0 , (D.22)

obtemos

a = 0 b = β c = −4β d = β

e = −4β f = 8β g = 8β h = −4β . (D.23)

Portanto, é válida a relação

Ξ2 − 4Ξ3 + Ξ4 − 4Ξ5 + 8Ξ6 + 8Ξ7 − 4Ξ8 = 0 . (D.24)

E Abordagem alternativa para a dependência linear en-

tre os elementos da base de termos super�ciais Ξi em

6D

Nossa pesquisa pela base de derivadas totais em 6D conduziu-nos, entre outras

referências, ao trabalho [58], onde a identidade (4.44) foi usada para derivar outras rela-

ções entre as equações de movimento de ações com seis derivadas em 6D. A forma como

essa identidade foi obtida no trabalho mencionado, veio de uma consideração semelhante

a abordada em [57] para o invariante de Gauss-Bonnet em 4D. A relação pode ser obtida

como uma identidade de Noether para a invariância por difeomor�smo da ação topoló-

gica correspondente (em algumas fórmulas evitaremos usar a notação condensada para a
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integral D-dimensional para enfatizar sua dimensão),

S
(D)
GB =

∫
dDx
√
−gED, (E.1)

ou seja,

∇µ

(
2√
−g

δ

δgµν
S

(D)
GB

)
= 0. (E.2)

O termo de Gauss-Bonnet em 6D (2.30) pode ser apresentado na forma

E6 = −8L1 + 4L2 − 24L3 + 24L4 + 16L5 + 3L6 − 12L7 + L8, (E.3)

onde os Li são os de�nidos em (5.1). É interessante notar que E6 como apresentado em

(E.1) e (E.2) não admite uma generalização para uma dimensão arbitrária D, enquanto

que em (E.3) a generalização não representa nenhum obstáculo. No que exporemos a

seguir, assumiremos que E6 equivale à expressão no l.d. de (E.3) quando o considerarmos

em D 6= 6.

Levando em conta esta última observação e a nova notação e também combi-

nando as equações (5.3) - (5.10) chegamos à seguinte relação:

1√
−g

gµν
δ

δgµν

∫
dDx
√
−gE6 =

D − 6

2
E6

− 3(D − 5)
(
Ξ2 − 4Ξ3 + Ξ4 − 4Ξ5 + 8Ξ6 + 8Ξ7 − 4Ξ8

)
. (E.4)

O primeiro termo no l.d. da eq. (E.4) obviamente é nulo em D = 6. Por outro

lado, o l.e. também desaparece em D = 6, pois, nesta dimensão especí�ca, ele representa

o traço da derivada variacional do termo topológico2. Nesse sentido, a relação (E.4) prova

que o termo remanescente no l.d. também deve ser nulo em D = 6. No entanto, este

termo é exatamente a identidade (4.44) a qual foi provada diretamente no Apêndice D.

Vale ressaltar que a prova que lá apresentamos não depende da dimensão.

Através da identidade (4.44), obtemos a regra simples do traço da equação de

movimento do termo em consideração,

gµν√
−g

δ

δgµν

∫
x

E6 =
D − 6

2
E6, (E.5)

2Podemos provar mesmo sem tomar o traço (ver, p. ex., [78]), mas tal prova requer a escolha de um

sistema de coordenadas especial. Em coordenas gerais, esta equação não parece trivial, como foi discutido

em [79�81].
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que é perfeitamente consistente com a principal relação de integração da anomalia (1.4).

Fechando o tema, mencionamos ainda que há outra forma equivalente da iden-

tidade (4.44),

Ξ2 − 4Ξ3 + Ξ4 − 4Ξ5 + 8Ξ6 + 8Ξ7 − 4Ξ8 =
1

4
δµαβλτνξηκχ∇µ∇ν

(
Rξη

αβR
κχ

λτ

)
, (E.6)

onde (na assinatura euclideana)

δµαβλτνξηκχ = ερµαβλτ ερνξηκχ = 5! δ[µ
ν δ

α
ν δ

β
η δ

λ
κ δ

τ ]
χ . (E.7)

A prova da relação

δµαβλτνξηκχ∇µ∇ν(Rξη
αβR

κχ
λτ ) ≡ 0 (E.8)

é encontrada no Apêndice F.

F Prova da relação (E.8)

Vamos denotar o objeto de nosso interesse Ω e desenvolver uma das derivadas,

Ω = δµαβλτνξηκχ ∇µ∇ν
(
Rξη

αβR
κχ

λτ

)
= δµαβλτνξηκχ ∇µ

[
Rκχ

λτ∇νRξη
αβ +Rξη

αβ∇νRκχ
λτ

]
. (F.1)

Usando a antissimetria do objeto (E.7) e a identidade de Bianchi, a última expressão

torna-se

Ω = 2∇µ

(
δµαβλτνξηκχ R

κχ
λτ∇νRξη

αβ

)
= −2∇µ

[
δµαβλτνξηκχ

(
Rκχ

λτ∇ξRην
αβ +Rκχ

λτ∇ηRνξ
αβ

)]
. (F.2)

Uma vez mais, usando a antissimetria do objeto (E.7), chegamos a

Ω = − 4∇µ

(
δµαβλτνξηκχ R

κχ
λτ∇νRξη

αβ

)
. (F.3)

Comparando (F.2) e (F.3) podemos veri�car que

Ω = − 2Ω , (F.4)
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a qual é equivalente a eq. (E.8).

Vamos enfatizar que o análogo deste resultado pode ser encontrado em [57]

para 4D e também pode ser encontrado em [58] para 6D. A derivação dessa identidade

em ambos os casos foi baseada na relação (E.2) que re�ete a invariância por difeomor�smo

da ação (E.1) com D = 6 e E6 de�nidos como no l.d. da eq. (E.3). Por esta razão,

a identidade é válida em qualquer dimensão D. Ao mesmo tempo, a mesma identidade

pode ser também obtida em D = 6 como uma identidade de Noether da simetria conforme

(E.5).
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