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RESUMO

Neste trabalho , nés estudamos resultados de existéncia e nao-existéncia de solugoes
positivas do seguinte sistema de equagoes elipticas, que envolve expoente critico de Sobolev

perturbado por um termo fracamente acoplado.

—Au = (a+ Duv* 4 p(a’ + 1)u0‘/vﬁl+1 em (),
—Au = (B + Dutf + u(f + l)ual“vﬁl em (2,
u>0, v>0 em

u=v=0 sobre 0f),

onde 2 C RY, (N > 3) éum dominio limitado com fronteira regular, 9Q, u € R, «, 3, sdo
constantes positivas e o/,B’ sao constantes nao negativas tais que o + [ = ﬁ e

0§0/+6'<ﬁ.

Para o primeiro e segundo resultado precisaremos do Teorema do Passo da Montanha.

Finalmente para o terceiro resultado precisaremos da Identidade do Pohozaev.

Palavras-chave: Sistema eliptico; Expoente critico de Sobolev; Método variacional; Teo-

rema do Passo da Montanha.



ABSTRACT

In this work, we study results of existence and non-existence of nontrivial positive solutions
of the following elliptic equations system, which involves a critical exponent of Sobolev

perturbed by a weakly coupled term.

—Au = (a+ Duv 4 p(a + 1)u0‘lvﬁ/+1 in Q,
—Au= (B + DutP + p(f + Du +f i Q,
u>0, v>0 1in €,
u=v=0 on 0f,

where Q C RY (N > 3) is a limited domain with regular boundary, 99, p € R, «, 3,

are positive constants and o/, ﬁ' are non-negative constants such that a + g = ﬁ and
0<a +f < ﬁ.

For the first and second result we will need the Mountain step theorem.

Finally for the third result we will need the identity of the Pohozaev.

Key-words: Elliptical system; Critical Sobolev exponent; Variational method; Moutain

pass theorem
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WHkP(Q) espacos de Sobolev
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H; fecho de C§°(2) com respeito ao espago H'(€2) com norma dada por
fulln = | [ (9l + ult)do]
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f = 0(9) quando X — X, Signiﬁca que lim ’f(x)’
w0 |g(z)|
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1 INTRODUCAO

Estéa dissertacao tem como objetivo apresentar os resultados de Mohamed Bouchekif
e Yasmina Nasri [6], os quais serdo estudados ao longo deste trabalho. Estudamos a

existéncia e nao-existéncia de solucao para o seguinte sistema de equagoes elipticas.

—Au = (a+ 1D)utv® ! + pla’ + Du v+ em Q,
—Av = (B + Du? + (8 + l)ua/Hvﬁl em €,
u>0, v>0 em

u=v=>0 sobre 0f),

(1.1)

en que Q C RY (N > 3) é um dominio limitado com fronteira 052, regular, p €

R, «, 5, sdo constantes positivas e o/, 6/ sao constantes nao-negativas tais que a+ [ = ﬁ
! / 4

Mohamed Bouchekif e Yasmina Nasri, estenderam para sistemas os resultados do caso

escalar critico

—Au=u" 4+ pu! em (,
u > 0, em (2, (1.2)
u=>0 sobre 0f),

en que  C RY (N > 3) é um dominio limitado com fronteira regular 9Q, u € R, p =

N+2
N-27

fronteira homogéneas de Dirichlet.

g = 1e )X > 0denota o primeiro autovalor do operador —A com condigoes de

No famoso artigo de Brézis e Nirenberg em 1983, os autores demonstraram que:
(1) se N > 4, entao para qualquer p € (0, A1), existe uma solugao de (1.2),
(2) se N = 3, existe u* € (0, A1), tal que para qualquer p € (u*, A1), o problema (1.2) admite

uma solucao,

se N =3 e {2 éuma bola, entdo para u < 2t o problema (1.2) ndo tem solucgao.
(3)se N =3eQé bola, entao p ,u<’\41, probl (1.2) ndo t luca
Além disso, obtem-se os seguintes resultados para 1 < ¢ < % :

(a) ndo existe solugao de (1.2) quando pu < 0 e 2é um dominio estrelado,

(b) quando N > 4, o problema (1.2) tem ao menos uma solugao para cada p > 0,

(¢) quando N = 3 tem-se dois casos:

(i) se 3 < ¢ < 5, entdo para cada p > 0 existe uma solugao do problema (1.2),

(ii) se 1 < ¢ < 3 entdo para cada p suficientemente grande, existe solugdo do problema (1.2).
Além disso, o problema (1.2) nao tem solugao para cada p > 0 suficientemente pequeno

entdo (2 é estritamente estrelado.
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O sistema (1.1) pode ser escrito na seguinte forma vetorial

—AU = VH 4 uVG em Q,

U>0 em (),
U=0 em 02,
onde
N A atl, f+1 u o 41, 8 +1 . A
A= NE H(u,v) =u*"0", U= , G(u,v) =u™ v e ;¢ um parametro real
v

Designamos por E o espaco de Hilbert H}(Q2)x H}(2), dotado da norma

I, 0)IE = el ) + ol = [ [VulPda+ [ [Vofda.
Uma solucao fraca de (1.1) é um par (u,v) € E satisfazendo
/QVquodm +/QVUV@/)dx :/Q(oz + Duvodr + /Q,u(oz, + 1)u°‘/v5/+1g0dx+
[ B+ Du i pde + [ (5 + 1)u 1o e,
Q Q

V(e Y) € E.
Os principais resultados deste trabalho sao

4

N3, temos :

Teorema 1.1. Suponhamos que N >4 ea+ [ =

(1) Se0<a +f < ﬁ, entdo, para cada i > 0, o problema (1.1) tem ao menos uma

solugado.
(2) Sea' + ' =0, entio, para cada 0 < 1 < Ay, o problema (1.1) tem uma solugdo.

Teorema 1.2. Suponhamos que N = 3 e+ 5 = 4, nos distinguimos dois casos:

(1) Se2 <o + ' <4, entio, para cada p >0, o sistema (1.1) tem uma solugdo.

(2) Se0 < o + ﬂ' < 2, entao, para cada pu suficentemente grande, existe uma solugcdo

para o sistema (1.1).

4

Teorema 1.3. Sea+ = 5 ,0< o +5 < ﬁ , < 0eQ éum dominio estrelado,

entdo (1.1) nao tem solugdo.

Os Teoremas 1.1, e 1.2 nos fornecem as condigdes para a existéncia de solugao ou
solugoes para o nosso problema.
O Teorema 1.3, nos d& as condi¢oes que devem ter o dominio, o crescimento da nao-

linearidade e o parametro real u para que nosso problema no estudo nao tenha solucao.
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2 SOLUCOES PARA UM SISTEMA ENVOLVENDO O EXPOENTE CRI-
TICO DE SOBOLEV VIA PASSO DA MONTANHA

Neste capitulo vamos investigar a possibilidade de existéncia de solugoes positivas
para o sistema ~AU = VH + uVG em €, onde Q C RY ¢ um dominio limitado com
fronteira, 09, regular e 0 < a4 = 2* — 2. Sob hipéteses nos parametros o/, 3 e u, 0
Teorema 2.1 garante a existéncia de pelo menos uma solucgao positiva para o sistema acima
via 0 Teorema do Passo da Montanha sem a condi¢ao de Palais-Smale. Este problema foi
estudado por Mohamed Bouchekif e Yasmina Nasri em [6].

Considere o sistema

—AU =VH 4 uVG em Q,
U>0 em (),
U=0 em 02,

onde Q C RN, N > 4 ¢ um dominio limitado suave,

A A u ’ ’
v

rea, 0 <a+ 8=+ e 0<a +8 <45

Para isso, vamos trabalhar com o seguinte sistema,

—Au= f(ut,vt) em Q,
—Av =g(ut,vT) em Q, (2.1)
u=uv=0, sobre 0f),

onde

flu,v) = aa(H + @) (u,v) = (a + Du o 4+ pla’ + 1)ualvﬁl+1 e
u

o, v) = éf;uer ) () = (B + Du o + (8 + 1) o |

Agora, para achar uma solugao nao nula do sistema (2.1). Recorremos ao Teorema do
Passo da Montanha sem a condigao (PS) para obter um ponto critico do funcional dado

por:

J(u,0) = §H<u,v>ué = [ @ ) e — [ (@) ) e (2.2)

Designamos por E o espaco de Hilbert Hj(Q2)x H}(Q), dotado da norma
I, 0) 1% =l + [y = [ [VulPde+ [ [Volda.

Note que os pontos criticos de J sao solugoes fracas de (2.1) e que (u,v) = (0,0) é um

ponto critico de J com J(0,0) = 0. Apresentamos o principal resultado deste trabalho.
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Teorema 2.1. Suponhamos que N >4 e0 < a+ = 5. Entdo,

(1) se0<a +f < ﬁ, entao para cada p > 0 o problema (2.1), tem ao menos uma

solucao,

(2) sea’ + 3 =0, entio para cada 0 < p < \; o problema (2.1), tem ao menos uma

solucao.

Faremos a demonstracao do Teorema 2.1 obedecendo uma sequéncia de resultados:
os Lemas 2.3 e 2.4 garantem que o funcional J associado ao sistema (2.1) satisfaz a
geometria do Teorema do Passo da Montanha, isto é, existem R, p > 0 tais que:
(1) J(0,0) =0<pe J(uv)>p>0V(u,v) € IBp,
(i7) existe (¢1,11) € E tal que ||(¢1,¥1)|lg > R e J(p1,¢1) <0.
Seja (p1,11) € E tal que J(p1,11) < 0, defina:

['={¢ (0,1, E) ; ¢(0) =0, ¢(1) = (1,91},

¢ = inf max J(¢(t)).

@€l tel0,1]
De (i) vemos que ¢ > 0. Usando a aplicagdo do Principio Variacional de Ekeland (Teorema

B.21), existe uma sequéncia (u,,v,) C E tal que:

I (Up,vn) = ce J (Un,v,) = 0 (%),

2" (Sap) 2 . . :
onde ¢ satisfaz (pelo Lema 2.6) ¢ < — <’B) e S, 3 ¢ uma constante positiva relacionada

com a melhor constante de Sobolev ](\{a irr?erséo H}(Q) < L* (Q) (Proposicao 2.1). Usando
(), a prova do Lema 2.6, garante que (u,,v,) é uma sequéncia limitada em FE :=
H}(Q) x HL(Q).

Entao pelo Teorema de imersao de Sobolev, existe uma sequéncia (Proposi¢ao B.3) também

denotada por (u,,v,), tal que:

(U, V) = (ug,v9) := 2z em E, e (u,,v,) — z em (L9(N))? 1 < g < 2*.
O Lema 2.6 (pelas afirmagoes 1-4) mostra que o limite fraco de z da sequéncia (uy, v;,) é
uma solucao do sistema.
Antes de fazer a demonstracao do Teorema 2.1, precisaremos das seguintes definigoes.
Como a + 3 + 2 = 2%, pela continuidade da imersio H}(2) < Lo*#+2 podemos obter

uma melhor constante (maximal) S, s:2(£2) tal que
Sarpr2(Qlulles piz < [Vull3, para todou € Hy(€).
Defina

/|Vu|2dx
Sa Q) = inf L . 2.3
+ﬁ+2( ) u€H (Q)\{0} </|u|“+5+2dx)2/a+ﬁ+2 ( )
9)
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Para qualquer dominio 2, tem-se So1542(Q) = Sarsr2(RY) (veja [20]).
Denotamos So454+2(2) = Satpto.

Para o caso de problemas envolvendo sistemas, necessitamos das seguintes definigoes.

|Vl +Vo)da
Sag = S.3(Q) = inf
B ,,6’( ) (u,v)€[HA (92)]2\{(0,0)} </| |a+1|1}|'6+1d5(]) 2/a+p+2

(2.4)
Sasl@ =it { [ (Vaf + |Vo)do : (u,0) € Ecom [ [uf ol "o =1}, (25)
Q Q

onde E = Hy(Q2) x Hy ().
Observe que S, 5() = S, 5(Q).
O lema a seguir nos garante que S, g(€2) estd bem definido e que S, g(€2) > 0.

Lema 2.1. Se a+ + 2 < 2% entdo existe uma constante ¢ > 0 tal que
1/(a+B+2)
([t o+ ) <o)l Y (wo) € E.
Q

Demonstragio. Seja (u,v) € E.
Aplicando o Corolario A.1,(Desigualdade de Young), temos

1 1
/|u|°‘+1|v|ﬂ+1da: < o+ / |u|°‘+ﬁ+2dx+ B+ / v |a+ﬁ+2dx
Q

a+fB+2Ja a+p+2
= Ol el

pela imersdo continua HE(Q) < Le+F*2 entao

LIl ol e < enllulli” + el

Além disso, [Jul[ g1 ) < [[(u, v)]|[ -

Portanto
[l ol e < el (v

]

A seguinte proposicao , sera importante para a demonstracao do Teorema 2.1, pois

estabelece uma relacio entre Suys42(Q) € So5(Q). (veja [2], veja também [19].)

Proposigao 2.1. Sejam Q C RNum dominio (ndo necessariamente limitado) e
2 < a+ f+2<2% entdo temos

B+1 —a—1

a1\ (ot 1T

Sa,p =
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~ Awy Bw
Além disso, se Syipio € atingido em wy, entdo S, pg € atingido em < CO’ C’O> para

quaisquer constantes reais A e B tais que

A 1 1/2
R <211> e O = <A°‘+1Bﬁ+1/|w0|a+’3+2d:ﬁ>
Q

1/(a+B+2)

B

Demonstragio. Seja (w,) em H(Q)\{0} uma sequéncia minimizante para S, 512(€2).

Considere u,, = rw, e v, = tw,,n € N, com r,t > 0 a serem escolhidos posteriormente.

Entao
1/a+B+2 1/o+B+2
Co= ([ a1 ) = (e (42 ) £0
Q Q
Uy Up ] w. 1atl g 5+1d )
e ) Gt gue [ |2 |
‘ ((Jn (Jn) “ae e, el ™
Por (2.1) obtemos
~ Uy \ | vy \ |
Sap(@) < [ ‘v( ") +’v(”) dz
s(8) = Q ( Chp Ch
- /Q(|Vun|2—|—|an|2)dx - P24 g2 /Q|an|2dm 26
C? (ra+1¢B+1)2/(a+5+2) (/|wn\“+5+2d:c)2/(a+ﬁ+2)
Q
Além disso,
r? 4 ¢2 r? t2 r\ a s "\
I M _ () + () @7
(el T e b e ey = : 27

Escolhendo r,t > 0 tais que r/t = \/a+ 1/ + 1, de (2.6) e (2.7) segue que

2SN —(at1) 2
5@ < <a+ 1) S <a+ 1) atpT2 /Q|an| dx
& - 1 1 2/(a+p+2) "
5 + 5 + (/ ’wn‘a+,8+2dx>
Q

Fazendo n — oo e lembrando que (w,) é uma sequéncia minimizante para Sy 12(2),

obtemos

) Ve NS o\ S
8as(€) < + Suria(©). (2.8)

B+1 Bg+1

Para mostrar a desigualdade contréria, consideremos (u,,v,) em FE uma sequéncia mini-

a+1

mizante para S, 5(Q) tal que / |tn|*T 0| dz = 1, para todo n € N.
Q

Defina z, = r,v,, onder, > 0en € N é tal que

/ |t |22 da :/ |2 |22 .
Q Q
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Aplicando o Coroléario A.1, (Desigualdade de Young), segue-se

1 1
/ |un|a+l |Zn|/3+1 dx < CY—i_/ |Un|a+’8+2 dx + B—i_/ |zn|a+ﬁ+2 dr
. a+f+2Je a+B+2 /e

:/ |un|a+6+2dl‘:/ |Zn|a+ﬁ+2dl'.
Q Q

Usando a definigdo de z,, a desigualdade acima e a defini¢do de S,5+2(€2), obtemos
[ (V2 + Vo, ) da

2/ath+2
(/Q ’un|a+1 |vnyﬁ+1 dx)

|Vt + 90, [2)d
)2/a+/3+2

/Q(|Vun|2 + [ Vo|?)de =

([ fal ™ G2

Ti(6+1)/a+ﬁ+2/ IV |2 Ti(ﬂ+1)/a+ﬂ+2/]V1}n\2dw

. 2/a+B+2 ol e 2/atp+2

ri(ﬁ+1)/a+5+2/wun’2dm Ti(ﬂﬂ)/a*ﬂ“/wvn\?dx
Q Q

+
— 2/a+p+2 2/a+p+2
(/ |un|a+6+2d$> (/ |un|a+ﬁ+2dx)
Q Q

2(8+1) —2(a+1)
2 2
2 T€+B+ + rna-&-ﬁ-&- Sa+,3+2(Q)-

Agora definimos a fungao h(r) = r2B+D/atf+2 4 p=2atl)/a+b+2 4 > (). Afirmamos que o
minimo da fungdo h é assumido no ponto ry = y/a+ 1/5 + 1. De fato,

2 —3a—f-4

W (r)= ———— r stz ((B +1)r? — (a + 1)) :

Portanto, \/a + 1/ 4+ 1 é um tinico ponto critico de h. Vemos quese r < y/a + 1/8 + 1 en-
tao h'(r) < 0epara r > /a+1/8+ 1 temos que h'(r) > 0. Logoro = /a+1/5+1¢

um ponto de minimo local. Mais do que isso, 7o = /o + 1/ + 1 é um ponto de minimo
absoluto de h.

De (2.9) e da defini¢ao de h vem

L (Va2 + 90,2 > h(r) Sass2(62) = hlro) Saspsa()

—(at1)

B+1
a+ 1\ (1) =
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Fazendo n — oo na desigualdade acima e lembrando que (u,,v,) é uma sequéncia mini-

mizante para S, 5(€), obtemos

B+1 —(atl)
~ o+ 1\ etB8+2 o+ 1\ ath+2
S > | (551)7 +(55)7 St (2.10)

B+1 B+1

De (2.8) e (2.10) obtemos a relacio desejada entre Sy 512(Q) e S 5(Q).

Além disso, se wy realiza S, 54+2(2), isto é, se

/\Vw0|2dx
Q

2/(a+B+2) 7
(/ |w0|“+ﬂ+2dm>
Q

entdo, tomando uy = Awy/C e vy = Bwy/C, onde A, B sdo constantes reais tais que

1/(a+8+2)
A/B=\/a+1/f+1eC = (AO‘“BﬁJr1 / \w0|a+5+2daj) , finalmente usando
Q

a relacio entre Sy 542(Q) € S,5(R), concluimos que

Sa+5+2(Q) =

A2 4 B? ) Awaﬂx
a+1 RpA+1)2/(a+5+2) 2/(a+p+2)
(Aot BAtL) </‘w0’a+ﬁ+2dx)
Q

AN2BHD/a+B42 A\ —2a+]) ot B2
_ [() (4 ] Sren(©)

[ﬂvwﬁ+wmﬁmm:<

B B
B a+1 (B+1)/a+pB+2 ) a1 —(a+1)/a+B42 ’ .
S \B+1 B+1 atp2
= Sa,8(1).
Observe que / luo|*t Juo? T da = 1. Portanto, Sas(Q) é atingido em  (ug, vp). O
Q

Agora, provaremos alguns resultados que garantem a regularidade do funcional J.

Lema 2.2. Sejam Q um dominio limitado do RY, o, 3 constantes positivas tais que
a+ B +2<2% Sejamu,v € HY(Q) e f, g fungoes dadas por

flu,v) = (a+ D)) glu,v) = (B4 1) (u™)* (v)? respectivamente.

Se 2, = (Un, vy) = 2 = (u,v) em E, entao existe uma subsequéncia (zy,) de (2,) tal que
f(zn,) = f(2) e g(zn,) = g(2) em Lata (Q).

Além disso, tem-se que
atB+2 . ,
frg: E — Lo+5+1(Q), sdo continuas.

Demonstragdo. Primeiro, observamos que, usando a desigualdade de Holder com expo-

entes p = %ﬁﬁl ep = %ﬁﬂ e a continuidade da imersio H}(Q) — LF*2(Q2), obtemos
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ats

que f(u,v) € Latmet (Q), para todo (u,v) € E.

Suponha que z, = (un,v,) — z = (u,v) em E. Usando novamente que a imersao H}(Q2) <
LotA+2(Q) é continua entdo wu, — uewv, — vem L*P2(Q) pelo teorema B.6, existe

uma subsequéncia (uy, , vy, ) de (un,v,) tal que

(1) up, () = u(z), e vy, (x) = v(x) ¢.t.p. em Q,

(ii) |un, (z)| < hi(x) e |v,, ()] < ho(x), para todo k € Negt.p em Q, com hy,hy €
La+5+2“2)

Entao f(un,,vn,) — f(u,v) > 0q.tp. em Qe

[f (W ) = F(u,0)] < (0 + 1)t [*oa, [T + (@ + 1)]ul*fo]

at+B+2

< (a+ DASh T+ (a+ Du|*w|* € Letmi(Q)
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (teorema B.5),
a+pB+2

f(znk> - f(unmvnk> — f(uvv) = f(Z) em LW(SD

Procedendo de forma andloga, podemos mostrar que g(z,,) — g(2). ]
atft2 _ )
Agora mostraremos que f,g: E — Le+5+1(Q). sdo continuas.

Demonstragio. Seja z, uma sequéncia convergindo para z em E. Devemos mostrar que
n = |f(zn) — f(2)]l atssr = 0 quando n — oo. Argumentando por contradigdo, suponha
que x,, nao convirja para zero. Entao dado ¢ > 0, podemos extrair uma subsequén-
cia (z,,) de (x,) tal que (z,,) ¢ (—¢,¢), para todo k € N.pelo Lema 2.2, existe uma

subsequéncia (z,, ) de (z,,) tal que z,, — 0, 0 que é uma contradicao. O

Proposicao 2.2. Seja Q um dominio limitado doRY, o,3 >0 e a+3+2 < 2%. 0
funcional
F:E— R dado por

F(u,v) = /g(u+)a+l(v+)ﬁ+1dx

é de classe C' com
F(u,0)(0, ) = (a+1) [ @) () ode +(3+1) [0 0" ude,  (0,0) € B

Demonstracio. A derivada de Gateaux de F' é dada por

Fé(uv U)(90> w) = 1151—{% F((u’ U) + t(907t¢)) - F((u, U))
= lim [(u+t@) ] (v + ) ] — (uh) o ()7
t—0 JQ /

dz.
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Seja h : [0,1] — Rdada por h(t) = [(u + t)T]* (v + t¥)T]°*! onde u, v, ,¢p €
H}(Q). Usando o Teorema do Valor Médio, existe 7 € (0, 1) tal que
h(t) — h(0
()t(> =h'(r) com T € (0,t) C (0,1).

Portanto

[(u+ ) "] (v + tp) ] — (uh) o )
t

(a+ D[(u+7e) ] l(v + 7)1 + (8 + D (w + 1) 1 (0 + 79) Py (2.11)

| < (a+ 1)(Jul + o)l (o] + [ D)™ + (8 + 1)(Jul + [ (Jo] + [0 ])7[].

Afirmamos que ([u| + [0])*|e|(Jv] + [¥[)7 e (Ju] + |e[)* T (Jv] + [¥])°[¢] € L(Q).
De fato, usando a desigualdade general de Holder (Corolario B.4) com expoentes
a+pf+2e %—w

a+f+2
a

T
obtemos

/Q(|u! + LDl (ol + [ dz < N (Jul + [eDlias srall@lasssall (o] + [0 Dlat 5o

1 1
< arllullgsgea + 12l sl @llassra(lollarsee + 1910t 512);

onde ¢; = 2"+ Usando o fato de que a imersdo H(Q)) — Lot5+2(Q) é continua,
concluimos que (Ju| + |¢|)*|¢|(Jv] + [¢|)P T € LY(Q).
Anélogamente, se mostra que (Ju| + |¢)*™ (Jv] + [¥])?|¢| € L'(Q).
Além disso, de (2.11),
[(u + w)ﬂaﬂ[(v + twﬂﬁﬂ _ (u+)a+1(v+>ﬁ+1

lim =
t—0 t

(o + 1)) (@) o+ (8 + 1)) ()7,

esta ultima igualdade é porque se t — 0 entao 7 — 0.

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema B.5)

Fi(u, o)) = (a+1) [ ()@ pda+ (84+1) [ () (0%) e,

Pela Proposicao B.1, para concluir a demonstragao, basta mostrar que F(; é continua.
Sejam f(u,v) = (u™)*(wH) e g(u,v) = (uh)** (v, (u,v) € E.

Suponha z, = (up,v,) — (u,v) = z em E.

Pelo Lema 2.2,

a+p+2

f(zn) = [(2) e g(z) = g(2) em Ler51(Q).
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Aplicando a desigualdade de Holder com expoentes p = Zigﬁ ep = a+pf+2ea
continuidade da imersio H}(Q2) — L+A+2(Q), obtemos

Fo ()0 0) = Fa) e, 0)] < [ 17() = £l + [ [g() = o(2)lwlda
<1 (za) = S asaszllPllarara + 19(z0) = 902z [ sz
< allf(zn) = @l asaza Iy + callglzn) — 902 ez ¥y

¢ (I7z0) = Flaszss + lg(zn) = 9Dl assse ) 2,8,

para todo (¢,v) € E. Portanto,

I1F& ) = Foll < ¢ (1F (o) = F(2)lazass + lglen) = 9( ass ) =0,

FA+1

quando n — oo. Logo F{, é continua. O

Pelas Proposicoes B.2 e 2.2 o funcional estd bem definido e é de classe C!, com

derivada de Fréchet, dada por

J (n, vn) (0, 0) = / Vun.Vgod:c—i-/ Vv, Vidr — (oz—l—l)/g(u,f)o‘(v:)ﬁ*lgodx
— B+ 1) [ @ ) de — (@ + 1) [ (@) ) pda
— i (8 +1) [ (@) ) vde ¥ (o) € E

No grafico a seguir pode-se observar que (0,0) é um minimo local de J.
Existe uma bola Bg, tal que para todos os pontos na fronteira 0Bg existe p > 0 que

satisfaz J > p. ( veja a figura 1)

Provaremos que o funcional J possui a geometria do Passo da Montanha. O lema

seguinte mostra que (0,0) é um minimo local para J.

Lema 2.3. Suponha quea+5+2=2",0<a +5 <

N _g ¢H < A1
Entao existem p,R > 0 tais que J(u,v) > p > 0 para todo (u,v) € E com||(u,v)| = R.

Demonstragio. Pelo Corolario A.1, temos

/(U+)a+1(v+)’8+1d$ < a+1 s+1
Q oa+ 42 oa+3+2

v R WLy Lo

(u+)a+5+2dw~+ (U+)a+5+2d$

a+1 atgrz Pt ot f+2
< . 2.12
< R+ et 212)
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Figura 1 — Primeira condicao da geometria do Passo da Montanha.

J

=

Fonte: Elaborado pelo préprio autor.

Pela imersdo continua HE(Q) — LoA*2 existem constantes A; e Ay > 0 tais que

[ullatsrz < Aillullgio) e llvllatsre < Aoflv]lmy o)

Usando a estimativa (2.12), obtemos

/Q ()™ () e < Ay ull5i? + Aallvlli ey (2.13)

Seja A := max {Al, AQ} > 0 por hipétese a + + 2 = 2*, entdo por (2.13), tem-se

L@@t e < A (lullfy e + 10 l5ye) (2.14)
Assim, por (2.14) temos
[ @) e < Allw, 0)|1F (2.15)
Q
De forma anéloga,
| @)@ e < B, v) 5, (2.16)

onde B é uma constante positiva.
Agora, substituindo as estimativas (2.15) e (2.16) em (2.2), temos

J(u,v) = ;H(u,v)HE Al 0)[F ~ Bll(u,v) 5+, (2.17)
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Vamos dividir a prova em dois casos:
Caso: 1 A
Se 0<a + 4 <

a + 6 N

5 entdao 2 < o' + 3 +2 < 2%

Assim, tomando ||(u,v)||g = R suficientemente pequeno, existe p > 0 tal que
J(u,v) > ;RQ — AR? — BR*+F+2 .= p > 0, para todo (u,v) € dBR(0).
Caso: 2

Se o + B/ = 0, como a'e 6' sao nao negativos, segue que a = 6' = 0.

Logo pelo Corolario A.1, segue que

/Q (@) (o) = / () (vH)de < = / Vo 4 = /
§§/ﬂ|u| d:p+§/9|v| dz

1 1
= Sl + 3ol (218)

1
Como ||ul|3 < )\THuH%’é(Q)’ onde \; é o menor autovalor associado ao operador —A,

entao por (2.18) tem-se
! / 1 1
+ya 1, )8/ +1 2 2
L) @Y e < Sl By + 5y el
ou seja,
/ ’ 1
+\a +1/, +\58 +1d < 2 ) 21
Sty < () (2.19)
Substituindo as estimativas (2.15) e (2.19) em (2.2), temos
1 N
J(w,0) 2 S, 0)1 = All(w, )%

~ oy vl
e consequentemente,

Tz 5 (1= 1) w0l - Al o)

onde 1 — /\ﬂ > (0 devido a hipotese p < Aq,

1
fazendo R = ||(u,v)|| g, segue que

1
1 1 *
2(1—)\1)]%2 AR?* > 0 se, esomenteseR<[2A(1—/<Ll>}2 -2,
Assim,se B — |5 (1= )77 nos
ssim, se —{414( —)\1)] , n0s temos
R? 1
J > —(1—— 0.
(u,v) > 4( )\1)>
? T

Logo, existem p := 4(1—)\—)>O e Br(0) em E tal que,

1

para todo (u,v) € 0Bg(0) = {(U/U) e E:|(uv)|p=R= { (1 — 'LL)]H} , n6s temos
J(u,v) > p>0.

Portanto esta finalizado a prova do lema. n
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No préximo gréafico pode-se observar que existe (¢1,1%1) € E tal que (¢1,v1) ¢
BrUO0Bg, além disso, J(¢1,%1) < 0. (veja a figura 2)

Figura 2 — Segunda condic¢ao da geometria do Passo da Montanha.

Fonte: Elaborado pelo préprio autor.

O lema seguinte prova que o funcional J tem a condigdo da parte (i7) da geometria

do Teorema do Passo da Montanha.

Lema 2.4. Suponhap>0e0 <a—+ 3+ 2=2"
Entao existe (p1,11) € E tal que ||(¢1,¥1)||lg > R e J(p1,¢1) < 0, onde R é dado pelo
Lema 2.5.

Demonstragio. Sem perda de generalidade, suponhamos que 0 € Q. Logo fixe (g, 1g) €
E\{0} com ¢y > 0 e ¢y > 0 em . Sejat > 0, substituindo o ponto (g, t1hg) em (2.2),

tem-se
2

t * o a/ / a/ /
Tt o) = S ol = [ () ) e = 5992 [ (0 i)
Logo, como 0 < oo+ 3+ 2 = 2%, segue que tle J(tpo, tihy) = —o0, ou seja, existe t; > 0 tal

que J(tl@o,tlwo) <0e |’(t1@07t1¢0)” > R.
Assim, basta tomar (¢1, 1) = (t1¢0, t1%0)- O

O grafico abaixo tem as duas condigoes da geometria do Teorema do Passo da

Montanha ( veja a figura 3)
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Figura 3 — A geometria do Passo da Montanha.

! @/ ////

Fonte: Elaborado pelo préprio autor.

oF
8u,~
sequéncia limitada em LP() com 1 < p < oo tal que u, — u q.t.p. em €.
Entao.

Lema 2.5. Assumindo que F € C*(RY) com F(0)=0e < CluP™t, seja (u,) uma

lim [ (F(un) — F(up — ) dz = / F(u)da.

n—oo J Q
Demonstragao: Ver [7], Teoremas 1 e 2, pag. 487.

Lema 2.6. Suponha pn > 0 e seja (uy,,v,) uma sequéncia em E tal que

J(Up,vp) = ¢ € J/(un,vn) —0 em E com

<2*<Sa,ﬁ>’§_ 9 (Saﬁ)]zv
SN2 ) TNZ2\ )

Entao (uy,v,) € relativamente compacta em E.

Demonstracao. Por hipotese, dado € > 0, existe ng > 0 tal que para todo n > ng tem-se
| (n, vy,) — €| < €, ou seja,

1 / ’
Sl w3 = [ @)™ )y de—p [ @)™+ wh) de = e+ o(1).  (220)
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Além disso, pelas Proposicoes B.2 e 2.2,

J’(Umvn)(%w = <J/(umvn)7 (80;1#» =

| VunVede + [ Vo,Vude — (a+1) [ (@) () pde = (84+1) [ (@)™ @) vd

_Mmqq)émpdwpﬂﬂ¢mFﬁmﬂ+4)medﬂwpﬂwmw@%¢)eﬁx

Tomando em particular (@, 1) = (up,v,) = (v —u, ;v — v, ), 0o Lema A.2 garante que

n ~ YnsUn

T (vt v) = N v = 2 [ (@) () da

— (e 8+ 2) [ () ) e,
Q

como, J'(uy,,v,) — 0 quando n — oo, temos que

(e (s vn)) = [, 0n) [} = 2" [ ()™ ()"
—p @+ 8 +2) [ (@) ) (221)

com g, — 0. De (2.20) e (2.21)

(5 1) for o e (S55) ey ae <

c+ O(].) + €n||<un7 v'ﬂ«)“E

2*
Como <2 — 1) = agﬁ > 0, entao

L“JVHWWM“m£2<ai5>+2<:$2>+<aiﬁ)%mw“%wE (2.22)

iy e < (g ) 2 (i )+ e ) oo ot
(2.23)

Logo substituindo (2.22) e (2.23) em (2.20), segue que
| (e, v0)||% < CL + Co||(tn, v0) |, com Cy, Cy > 0.
Note que a expresao acima possui a forma
2> <ax+0b, com a, b>0.

Assim pelo lema A.1, existe r > 0 tal que ||(un, vn)||g =2 < 7.
Portanto, (uy,,v,) é limitada em E.

Afirmacdo (2) Definindo w, = u2v’*! e t, = ut10? nds temos que, w, e t, sdo
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sequéncias limitadas em LT 1 ().
De fato,

2% 1
/|w |2 1d$} o ,

A dr < o0.

|| wp || _2x

2% —1

e portanto, nosso objetivo é / |wy,
Q

Assim,
2%
/|U] 2* ldl'_/|ua B+l 2* 1dl’</ (|Un|a|vn|ﬁ+1)2 dx.
Q
Usando a desigualdade de Hoélder (Teorema B.3) com expoentes p = u eq = 2*’%1,
temos

0N
dx)

o
Q*da:) : (2.24)

: TR :
2*27_1d:1; < </ []un|°‘2*2—1] d:z:) (/ |:‘Un‘(5+1)23—1
Q Q
= ([ as) ™ (

Q Q

Logo, como H{(Q2) < L? () entdo, existe ky > 0 tal que

e
Q

[t ||+ < kOHUnHHa(Q)a Vou, € Hy(Q),

ou seja,

</|un|2 d:p) T < k1||un||H1(2*‘1). (2.25)

Analogamente para v, temos,

(U

Por (2.25), (2.26) e (2.24), concluimos que

e

Agora, como ualligia) € [[oullimgia) < (1o v . usando (2:27), segue que

-
Q

Como (uy, v,) é limitada em F, nés temos que

-
Q

2*
*—1dxr < o0.

=5y (£)
d:):> < hallonlii ™. (2.26)

B+1
Fidr < k:||un||H1<2* Do L), (2.27)

v nIIH

o d < |, 00| (2.28)

2*
*—1dx < oo.

De forma anéloga para t,, temos / |ty
Isso mostra a afirmagao (2).

Sabemos que
- / Vun.Vgodx—k/ Vo, .Vipdz — (o + 1)/9(16;)@(@;)6“@3;
~ B+ 1) [ @) ) e — 0+ 1) [ () () pde

— (8 +1) [ W) ) e (2.20)



29

Como a sequéncia (u,, v,) é limitada em E. Assim, pela Proposi¢ao B.3, item (), temos
Uy, — Uy € v, — vg em Hy ().

Agora estudaremos a convergéncia de cada termo de (2.29).
Afirmacao (3)

/Vun.V¢dx—>/Vuo.Vg0dx e /an.v¢dx—>/Vvo.V¢dx.
Q Q Q Q

De fato, seja ¢ € Hy (). Definimos o funcional f : HJ(2) — R como f(u / Vu.Vedz.
Note que f € (HL(Q)) .
De fato, sejam A € Rewu,v € Hj(£2). Assim,

flu+ ) = /QV(U + \v).Vodr = /QVu.Vgodx + )\/Q VoVedr = f(u) + Af(v)

e consequentemente f ¢é linear.

Além disso, pela desigualdade de Holder (Teorema B.3)

1 1
wl < [1Vuvelds < ([ [Vuolde) " ([ 1Velde)” = lellmoylulme

< Ollull g o-
Assim, f é limitada e portanto, continua.
Agora, como u,, — ug, temos por Teorema B.1, item (7)
/QVun.Vgodx = f(un) = fug) = /QVuo.Vgodx. (2.30)
Andalogamente tem-se / Vv, Vydr — / Vuy.Vipde.
Q Q
Isso mostra a afirmacao (3).
Pelo Lema A.3, realizamos a seguinte afirmacao.
Afirmacgao (4)
[ @@ ede = [ () 0if) ede, ¥ o € L7(Q)
Q

De fato, pelo Teorema B.1, item (7i1), u,, — ug € v, — vy ¢.t.p. em ).

Entao w, = uf ’UB'H — wy = uofug+ g.t.p.em . Além disso pela afirmagao (2), w, é
limitada em L¥—1 ().

Portanto, a afirmagao (4) segue do Teorema B.8.

Analogamente
[t wh e — [ ()™ w5) v,
| @i ede [ () )
e [ wh vde — [ (@)™ @) vda,
Q
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para todo (¢,v) € E.

Por outro lado, como  lim J (tn, vy)(p, 1) = 0, pelas por afirmagoes (1) e (3) concluimos

que

J'(uo,v0)(p,10) =0 V¥ (p,¢) € E. (2.31)

Assim,
— +ya/,,+\6+1
/QVUO.Vgpd:U—l—/QVUO.dex (oH—l)/Q(uo) (vg)" " pdx

(841 [ @) ) vde 4+ @+ 1) [ () ) o
(8 +1) [ () @) v, ¥ (0,0) € B (2:82)
e consequentemente, (ug, vg) satisfaz o sistema

—Aug = (o + 1)(ud)* (o) + pla’ + 1) (ud)* (o )7+

—Avp = (B4 1)(ug)* (0 )8 + p(8 + 1) (ud)> + (vg)?

no sentido fraco.

Tomando (g, 1) = (ug, vp) € E em (2.32) e aplicando o teorema da divergéncia, segue que
I, v0) [ =27 [ () () 4 g 0+ B 42) [ () (1) e (233)
Q Q

Agora, substituindo o ponto (ug, vp) em (2.2) e usando (2.33) concluimos que

9% N Oé/ + 6’ al ’
o) = (5 =) [y e s (S50 [ ) Has 2o
(2.34)
Agora queremos provar que u, — ug fortemente em Hg(€), para isso defina
On = Uy — Uy 5 Py 1= Vg — Uy € H(u,v) = uTf (2.35)

Note que a funcao H satisfaz as hipoteses do Lema 2.5. De fato,
H é de classe C', além disso, H(0,0) = 0, logo tem-se

0H 0H
%(uo, vo) = (a+ Dudvy ™ e %(uo,vo) = (B + Dug .

Como |ug|, |vo| < ||(uo,v0)||E, segue que
OH -
< Dl e

oH .
8v| < (B + Dll(uo, vo) [l

Portanto, H satisfaz as condi¢oes do Lema 2.5
Afirmacao (5)

0 = o)™ (v = ) e = [ gt (1),
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De fato, note que a sequéncia (uy, v,) é limitada em [L? (Q)]2.
De fato, como existe (u,,v,) € F, entdo u, e v, € H}(Q). Além disso, existe k > 0 tal

9+ < k”UnHHg(Q)’ pois Hy(Q) — L*'(Q).

que ||u,

Assim,

(tn, vn) ||z

Como (uy, vy,) € limitada em £, concluimos que
/ lun|*” < 00 e assim, u, € L* ().
Q

De forma andloga v,, € L? (Q).
Portanto (u,,v,) é limitada em [L?" (Q)]%.
Note que H satisfaz as condigdes do Lema 2.5, (uy,,v,) ¢ limitada em [L?>(2)]? e a

Proposigao B.3 item (ii7), garantem que as hipoteses do Lema 2.5 estao satisfeitas, assim

lim (/Q H(up,v,) — H[(wpn, vy) — (uo, vo ) /H U, Vo),

n—oo

ou seja,

lim (uz+lvﬁ+1 — (= u0) (0 — UO)B—H) do — / ugHyBHL,
Q

n—oo JO n

Entéo, reescrevendo a expresao acima, obtemos a prova da afirmacao (5).
Afirmacao (6)

T, o) + 5w % — [ HlgE o) =+ o(1).

2
De fato,

|uo — %H?qg(g) = /Q\V(Uo — )| Pdz = ||n0||§13(9) + ||90n||%13(9) - 2/QVU0.V90nd$-
(2.36)

Pela Proposicao B.3, item (i), como u, é limitada em H} (), Vu, — Vugem L*(Q) ou
seja, Vo, = Vug— Vu, — 0 em L3(2) e consequentemente /QV<pn.Vu0 dz — 0, quando
n — +oo.

Assim, por (2.36), temos

luo = @allzr @) = llunllEae) = luollE ) + leallf @) + o(1)- (2.37)
De forma analoga concluimos que

lvo — wn”i]&(ﬂ) = anH%[é(Q) = H/UOH%I(}(Q) + HwnHiIé(Q) +o(1). (2.38)
Por outro lado,

(lonllZiz + 1¥nllF ) -

DO | —

1
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De (2.37) e (2.38)

1 1
1 ) = 5 (g — lluoly — 0(2) + [y — ol — o(1)).
Assim,
1 o 1 s 1 2
S en, ¥l = 5l (un, va)llz = 5110, vo)l[7 — of1)- (2.39)
Além disso, temos
| Het e = [ (= ud) ™ o - ) de, (2.40)

Logo, por (2.34), (2.39) e (2.40) tem-se

1
T 1= o, w) + 5 on )it = [ Higf v =

2 N o + 5 o / 1
(5 1) Lty aan s (S5 [ 20t s i

1 «
gl 0. w0) s = 0(1) = [ (g — )+ (i — i)

Agora, por (2.20) e (2.33) na igualdade acima, obtemos

Ju=c= [@) @) e+ [ @) e [ ) wg) e
I /Q(u:)aﬂ(v;r)ﬁﬂd$ _ /Q(ug — ) (o — o) d

n

Pela afirmagao (5), nesta ultima igualdade, segue-se
Ju = cto(V) +pu [ () wh) e = [ @) @) de. (241)
Note que
o(1) + [ ()™ i) = [ () () (2.42)
De fato,

()™ )P = (o — ) ™)™ T (09 — 1) )P T
— (1o — o) | (w0 — ) TP

< [(tto = ) (v — )P . (2.43)

Como (uy,v,) é limitada em F, pela Proposi¢ao B.3 item (iv), temos que

©n—0 e ¥, >0 qt.p.emQ,
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pois, por (2.35), (vn = ug — Uy € ¥, = vy — v,), entao existem ky, ko > 0 tais que

lon| < k1 e |Un]| < ko gq.t.p.em Q.

Também, por (2.43),
(o — )| T (w0 — 1) [P < (fuo(@)] + k)® T (Joo(@)| + ko) T = T().  (2.44)

Assim T é uma funcao que nao depende de n.

Logo, (2.44) e (2.43) garantem que

(wh) (W) Y < T(x) g.t.p. em Q. (2.45)

n

Pela Proposicao B.3 item (iv), tem-se
() (uH) P+ o (@) ()P HL gtp. em Q. (2.46)

n n

Finalmente de (2.45) e (2.46) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
(Teorema B.5):

L@ @y e = [ () i) e,
ou seja,

L@ @) e = [ ) @) e+ o(D)

Isso mostra (2.42).
Logo substituindo (2.42) em (2.41), tem-se demonstrado a afirmagao (6).
Afirmacao (7)

s )l + Moy wo) 3 = 2 | [ (G o) + H(ot 05)) do | +
o + B +2) /Q () (w)E Hda + o(1).
De fato, por (2.39) temos que
(s )15 + [l (w0, v0) | = [(tn, va) I3 — (1) (2.47)
Agora, (2.21) em (2.47), temos

2 [ () ) et (ol + 5 4 2) [ ) o). (249
Q Q
Por outro lado, pela afirmagao (5) segue que

[ @ e = [ (g = wh) ™ o = o) e+ [ ) @) e + o(1).
Q Q Q



Substituindo (2.35) nesta tltima igualdade, obtemos

L= w e = [ (Hpr ) + Hug o)) do +o(1).

Agora, por (2.49) e (2.48),

s )%+ luo,wo)l[E = 2° [ (Mg 050) + Hug o)) da+

ple + 8 +2) [ @)™ @) e+ o)

Usando (2.42) e (2.50), concluimos a afirmagao (7).

Além disso, por (2.33) na afirmagdo (7), obtemos o seguinte resultado

I(pusn) I} =2 | Hor, i)+ o(D).

Como {||(¢n, ¥n)|| g} é¢ uma sequéncia limitada em R, podemos assumir que

|(¢ns ¥n)l|% — k e consequentemente em (2.51) tem-se
2*/ H(pt ) de — k> 0.
Q

Usando a definigao 2.4, como ¢ < |p,|, ¥ < |i,], segue que

2
3

([ @@ ™dn)” 50 < len wn)liE

Passando a ultima desigualdade ao limite,

2

k 2%
(5 s

Agora estamos aptos a mostrar que (U, v,) — (ug, vg) fortemente em FE, ou seja

34

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(¢n, V) — (0,0) fortemente em F. Para isso temos duas posibilidades k£ =0 ou k > 0.

Suponhamos que k > 0, entao de (2.52), temos
Assim,

Agora, passando a afirmagao (6) ao limite, quando n — oo, temos
1 :
I(uto,vo) + lim S )l = im [ H(ph vihde = c.

Além disso, como ||(¢n, Vn)l|% — k e 2*/ H(of ) de — k,
Q
segue que
ko k

J L
(wo, vo) + 5 o =6

(2.53)
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e consequentemente

Por (2.34), temos que

e por (2.53), obtemos

que é uma contradi¢ao com a hipoétese do Lema 2.6. Portanto £ = 0.
Assim, provamos que ||(¢n, ¥n)||g — k = 0 e consequentemente (u,, v,) — (uo, vo) forte-

mente em F, pois ¢, = uy — U, € U, = vy — Up. L]

Seguindo o método em [8], sem perda de generalidade suponhamos que 0 € €.
Dado € > 0, defina
we(z) = % , zeRY,
(e +[z[?) =
onde ¢ € C°(Q2) é uma fungao positiva tal que ¢ = 1 para = numa vizinhanca de 0.

Sejam A e B constantes positivas tais que

é_ 04—1-1%
B \p+1) "’

entdo analogamente como feito no caso escalar, (Aw., Bw,) é uma solucao do sistema

= (a+ Du*?*t  em RY,
~Av = (B +1u*% em RV,
u(z) =0, v(x)=0 quando |z|— +o0.

Agora para demonstrar o Teorema 2.1 sera suficiente aplicar o Teorema do Passo da Mon-

N
seja, temos que demonstrar que esta condicao de compacidade é satisfeita no nivel ¢

* S
tanha sem a condigdo (PS) com o nivel minimax ¢ abaixo da constante 2- ( ;f ) , ou

Agora vamos apresentar uma estimativa que sera de grande importancia para nossa
analise da existéncia de solugdes para o nosso problema.

Note que, como (¢1,11) € E obtido no Lema 2.4 é arbitrario, logo, podemos escolher
(¢1,¢1) = (Aw., Buw) tal que

2% 15,5\ 2
J(tAw., tBuw. << aﬁ)
sap e tB) < 7 (5

Issto sera feito usando a seguinte proposicao junto com a prova do teorema principal.
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Proposicao 2.3. Para N > 3 e > 0 tem-se

N
2" Saﬁg N-2 0
tA €7tBE Si - - K7
sup J (¢, tBu) N(Z*) +O(e77) —uke

onde K é uma constante positiva, independente de ¢ e = W.

Demonstragao. Por (2.2), temos

2 2
J(tAw.,tBw,) = KM> ||we|!?zg] t? —

AO‘“BBH/ wf*dm} t*
2 Q

- {MA“/“BB' / w2y | g0+ 2, (2.54)
Q

Agora, por [11], Lema (3.3), (d), nés temos a seguinte estimativa

[ we]|f > KyeN~"7"¢. Substituindo s por @’ + 8 + 2 e £ por £/2 obtemos

/ /
lwe 127575 > Koe®.

Usando esta tltima desigualdade em (2.54),

J(tAw,, tBw.) < [(W) ||w5||§{&1 22— {AaJrlBBH/Qw?*dx] 2"
- [MAQI+IBB/K259 ) (2.55)
Sejam
a:= (/12—|2—B2> ||w€|]fqé >0, b:= AQHBBH/sz*dx >0, ¢:= Aa/+lB'B,+1K2 >0

e ho(t) :=at> —bt* — pcy e’ o' +8'+2 (2.56)
Assim, por (2.55), segue que
J(tAw,, tBw.) < h.(t). (2.57)

Observa-se que h.(0) = 0, h.(t) > 0 para t suficientemente pequeno e tl}er he(t) = —oc.

Entéo existe sup h.(t) e é atingido em algum ¢, > 0.
>0

Portanto, sup J(tAw.,tBw.) < sup h.(t) = h(t.). (2.58)

>0 >0
Logo, avaliando a derivada da funcao h. no ponto de maximo, t.,
0= hi(t.) = 2at. — 202 ™" — (o' + B+ 2)p co "2+

=t. <2a — 2022 — (o + B +2uco eet?/J’ﬁ/) .
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Como t. > 0, obtemos que
0=2a— 222 — (o + 8 + 2y 2+ (2.59)
Além disso, (o' + 8 4 2)u co 59t§/+5l > 0, segue-se
0=2a—20t>"2—(a' + 8 +2uco eetg‘,w/ < 2a — 2°bt 2

Assim,

20\ 72
t < (2%) — ap, (2.60)

Observacao

Nao pode acontecer que t. — 0, quando £ — 0, pois se isso fosse verdade, entao por (2.59)
terfamos a =0 e isso é um absurdo, pois a > 0.

Portanto existe r > 0 tal que t. > r, quando € — 0.

Agora, observe que a fungao
f(t) = at® — bt* é crescente em [0, aq], (2.61)

onde ag estd definido em (2.60).

De fato, derivando a funcao, temos
f'(t) = 2at — 2°0t* =t = t(2a — 2°0t* 7%), t > 0.

Assim,

fft)>0 & 2a—2bt* 2 >0 & t<< )
<

Logo, f(ap) ¢ maximo de f para todo t € [0, ao|, ou seja f(t) < f(ap). o valor de f(ag) é

dado por

o =t st = () o= (2)] - (35)7 ()

Usando as defini¢oes de a e b de (2.56),

N—-2

2
(A% + B?) [Jwe|13, A% 4+ B? T <2* —2>
2*Aa+1Bﬂ+1/ wg*d:c 2 s 2

Q

flag) =

(A% + B2 (|lwel?, = 2" — 9
- TUelin) © ey s, (555)
(2¢)"F* (At1 BA1) 5 ( [ v d;c) 2 '




N
Pl

2| (424 BY) e 72

N a1 BA+1) & =

W o (]t
A? + B2
O fator (A+1;B+1)2 pode ser reescrito como
A2 —i—BQ AZ BQ
— + -

(Aa+1Bﬁ+1)% (Aa+1BB+1)2% (Ao+1BA+1)z

B+1 a+tl
142a+ﬂ+2 }32a+6+2
= g _BF1 + “oatl -
B*ats+2 A athB+2

Portanto, pela hipdtese da Proposicao 2.1, segue que

A% + B? a+1 atse a+1 e
(AaHBBH)%_ B+1 f+1 '

Substituindo (2.63) em (2.62), concluimos que

2 a+1 e a+1 e HweH?{l
fao) =5 11557 M %
(o)

, e 7
Agora vamos estimar o fator Tz

(o)

Pela Proposi¢ao A.2 (Brezis-Nirenberg [8], Lema 1.1), V N > 3, tem-se

vz

k
2 1
HVU}EHQ - g(N,Q)/Q + 0(1)7
ks
lwellp41 = ERED O(e),
RO, se N > 5,

lwe |3 =

kslloge| + O(1) se N =4,
onde k1, ks, k3 sdo constantes positivas que dependen sé de N. Além disso ki /ko

ep+1=2%

Assim, temos

38

(2.62)

(2.63)

—~

2.64)

= Satp+2
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_h (1 +re O(l)) (2.65)

1
B <l+e7D. (2.66)
ko

De fato, por definicao de O(1) e O(e), tem-se que para todo r > 0,

rO(1) = O(1) e rO(e) = O(e).

Entao,
1+ L7 0(1) 142 0(1)
1+Le 7 0() 1+e7 O)
l+ez d
< +§,2 , com d > 0. (2.67)
I1+e72 O(e)

Seja g = O(e) entdo —ek < O(e) < ek com k > 0.

(i) Se 0 < O(e) < ek,

(1+5¥ d) (1+€¥ O(e)) —l4ez dtez O@E)+eV20()d

Portanto,

N—-2
- 1 = d
IS P (2.68)
1+e7z O(e)

Tomando D = d, de (2.67) e (2.68), segue (2.66).
(i7) Se —ek < O(e) <0,
1—e?k<l+e720(@) <L

Portanto, estimando (2.67), obtemos

N-2 N—2

14+ez d 14e=2 d
N—2 S N .
1+e7z O(e) 1—e2k
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N—-2
l+e72 d
Seja f(e) = 1+€ka; Assim l1_r>r(1) f(e) =1, e portanto, por (2.67), para € >0

suficientemente pequeno, temos a desigualdade desejada.

1+ S d N-2
N—2 <l+ez2 D, (269)
1+e7z Ofe)

onde D =d+ 1.

Assim por (2.65), concluimos que

+ < Saspaz (14277 D), com D > 0. (2.70)

Logo, substituindo (2.70) em (2.64), segue que

N
2% o+ 1\ ats+2 o+ 1)\ at+8+2 1 N-2
ou seja,
2* 1 N2 ¥
flao) < 5 oL [MSaisi2+ MSaypi2De 2 |7 (2.71)

B+1 —a—1
1\ a+8+2 1\ a5tz
onde, M = ot + at’ > 0.
B+1 B+1
Agora, defina a funcdo continua dado por t(z) = z° com 8 > 1, p, ¢ > 0 reais quaisquer.

Pela Proposicao A.1, obtemos que

(p+q)f <p’+Bp+q9" ¢

Assim, usando a estimativa acima e a Proposigao 2.1

1\3‘2
vz

[M5a+6+2 + MSQ+5+2D5¥] < (MSartp+2)

N N2 ,

+ 5 <M5a+5+2 + MSa+ﬁ+2D5NT> ’ MSa+,B+2D€NT
N

= (MSaypi2)? +ae

N—-2
2

+0(e77 ). (2.72)

Agora, por (2.72) e (2.71), segue que
2r 1
Qa < = N SO(
f(a0) < gy [(509)

ou seja, o valor maximo de f é estimado por

Flag) < 2 <S‘“’/3>JZY +0 (7). (2.73)
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Finalmente, por (2.58)
sup J(tAw., tBw.) < ho(t.) = f(t.) — pu co ¥ 12 T8 +2
>0

< flag) — p co & 12+ +2

e consequentemente por (2.73) segue que

2% 18,5\ 2 N>
J (tA E,th<<a’5) O(e77 ) — uKe?,
sup J (tAwe, tBue) < T {57) F (777) - nice

onde 6 = W, K = cotglwl*? >0et. € (0,a0

Apresentamos agora a prova do Teorema 2.1.

Demonstracao. Por hipétese, N >4dea+ [ = ﬁ.
Vamos dividir a aprova do teorema em dois casos.
1° Caso: Se N > 4.

(i) Se 0 <o + 8 < 5.

4—(N-2)(a'+8)
e P) <.

Assim, 0 < (N —2)(a’ + ') < 4, e consequentemente 0 < § =

Como N >4, entao 1 < % e portanto,

N —2
0<l<

(2.74)

Note que, para € suficientemente pequeno,

N—-2

O(e™ 7 ) — uke? < 0. (2.75)

N—-2
2

De fato, para ver isso, basta analisar a expresao cie — cpe?, onde ¢; > 0.

Logo, para ¢ suficientemente pequeno e por (2.74), temos que
N-2 0
c1e 2 — e’ < 0.

Usando a estimativa acima e a Proposicao 2.3, segue que,

2* (Sup) 2
sup J(tAw., tBw.) < — (B) : (2.76)
>0 N \ 2*

(ii) Se o’ + B = 0.
Entao 0§ =1 < &>2 pois N > 4. Portanto, a estimativa (2.75) ¢ satisfeita e consequente-
mente a desigualdade (2.76).

Portanto, se N > 4, o problema (2.1), possui uma solugao para cada u > 0.
2° Caso: Se N =4.
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. ’ / 4 o
(1) Se 0 < « /—i_ﬁ, <53 =2
Entao 0 <0 =1-— % < 1. Logo, pela Proposicao 2.3, segue que

Sa 2 a/ /
sup J(tAw,, tBw,) < (45) + O (e) — pKe'~ i (2.77)
>0
Logo, por (2.75) e (2.77), obtemos
Sap\>
sup J (tAw,, tBw.) < < ’ ) :
>0 4
(i3) Se o' + 3 =0.
Entdof =1 e o =4 =0.
Note que para ¢ suficientemente pequeno, obtemos
Sa.3 2
sup J (tAw., tBw,) < (4) + O (e) — pKellogel. (2.78)
>0

De fato, em (2.54), tem-se

A? + B?

J(tAw., tBw,.) = < 5

) ||w€\|§{ét2 - AO‘+1BB+1/Qw§dxt4 - ,LLAB/Qw?d:Ut2.

Logo, observamos que o funcional acima tem a forma,

J(tAw,., tBw.) = at®> — bt* — pco t* = (a — pc)t® — bt* = h.(t), (2.79)

onde,
A% + B?
a:= (;) stH?{g >0, b:= AQHB'B“/ widr >0, co:= AB/ w?dr > 0.
Q Q
Ob < A1 por hipét | ap< 28 2 ( AB E
serve que or hipdtese, assim como ———, entdo 2 | ———5

q 2 1P p ) = 9 ) A2 + B2 H =
n < >\1.
Além disso,

2
w&
o el
/ w?dx
Q
Entao,
) ( AB ) B e 17
2 2 | B
A2+ B2 / w?dx
Q

e portanto

a > puco. (2.80)
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Observa-se que h.(0) = 0 e como a — ucy > 0, ho(t) > 0 para t suficientemente pe-

queno e tl}er he(t) = —o0.
Entao existe sup h.(t) e é atingido em algum ¢. > 0, logo temos que
>0
sup J (tAw.,tBw.) = sup h.(t) = h.(t.). (2.81)
>0 >0

Logo, derivando a funcao h. e avaliando no ponto maximo t.,
0 = h.(t.) = t.(2a — 4bt? — 2ucy).
Entao
0 = 2a — 4bt2 — 2pcy. (2.82)

Agora, como 2jcy > 0, temos que 0 < 2a — 4bt2.

a2
te < (26) = ag.

Observe que nao pode acontecer que t. — 0, quando € — 0. De fato, se isso ocorre, entao

Portanto

por (2.82) temos que a = pucy, o que é uma contradi¢do com (2.80), logo existe r > 0 tal
quer < t..
Em (2.81), segue que

he(t.) < at? — bt — pcor®. (2.83)

Agora vamos considerar a funcio f(t) = at? — bt*.

Esta fungao ja foi analisada desde a relagao (2.61) até a relagdo (2.73), assim obtemos que

flao) < <SZ’5

)2 +0(e). (2.84)
Logo, por (2.83), temos que
he(te) < f(t) — peor?,
< flao) — peor®.

Usando a tltima estimativa e (2.84), segue que

Saﬁ 2 2
ho(t.) < <4) + O (g) — pcor™,

_ Sa,s ? 2 2
—( 1 ) + O (e) — uABr /Qwsdx.

Logo, pela Proposi¢ao A.2 (Brézis-Nirenberg [8], Lema 1.1.) Veja também De Figueireido
[12], Lema 2.2.

kie? +0(eN72) se N >5,
kielloge| + O(e) se N =4,

lwel3 =
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onde, k; é uma constante positiva.

Portanto

2
h.(t.) < <SZ’B> + O (e) — uKellogel. (2.85)

Finalmente, substituindo (2.85) em (2.81), concluimos que a estimativa (2.78) é verificada.

Agora vamos analisar a seguinte funcdo, h(z) =z — x|log z|.
1

Note que existe z9 € (0, 1) tal que h(z) < 0, para todo x € (0, (). De fato, seja ro = .
Assim, logzg = —1.

Agora se x € (0, x¢) entdo logz < logxy = —1, e consequentemente 1 < |log z|.

Assim, x < x|log z| e Portanto h(x) <0, Vx € (0, ).

Finalmente, usando a informacao sobre a funcao h, para e suficientemente pequeno

em (2.78), concluimos que

2
sup J(tAw,, tBw.) < <Saﬁ) .
>0 4

Portanto, se N = 4, o problema (2.1), também possui uma soluc¢ao para cada p > 0.

Concluimos pelo Teorema do Passo da Montanha sem a condi¢ao (PS) (Teorema B.21)
que J possui um ponto critico nao trivial (u,v) € HJ () x Hg (), que é uma solugao do

sistema (2.1) e essa solugao é estritamente positiva pelo Principio do Méximo. O

Observacao:

A solugdo é de classe C2(Q2) x C2(€2). De fato, pelo Teorema B.18 (Teorema de Brézis-Kato)
tem-se u,v € L7 para todo g > 1.

Pelo Teorema B.3 (Desigualdade de Holder) temos que f = (a+1)uavﬁ+1—l—u(a'+l)ua/ ¥ 1
e (B4 Duetf + u(g + 1)u°‘/+1vﬁl € LY para todo 1 < ¢ < oo. Pelo Teorema B.16
u,v € W>1(Q) para todo ¢ > 1. Logo tomando ¢ > N e pelo Teorema B.4 (iii) tem-se
que u,v € CH¥(Q) para todo 0 < 6 <1 — N/q.

Logo f € C%*(Q) e g € C**(Q) com 0 < A < 6. Pelo Teorema B.15 (Teorema de Shauder)
obtemos que u,v € C?*(Q) C C?(Q).

Como (u,v) é solucdo fraca do sistema (2.1), pelo Teorema B.17, u,v € C?(Q).

Agora vamos mostrar nosso segundo resultado.

Teorema 2.2. Suponhamos que N = 3 e+ 5 = 4, nos distinguimos dois casos:

(1) Se2 < o' + ' < 4, entdo para cada p > 0, o sistema (2.1) tem ao menos uma

solugao.

(2) Se0 <o + 8 <2, entio para cada p suficentemente grande existe ao menos uma

solugao para o sistema (2.1).
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Demonstracao. Por hipétese, N = 3 e a + [ = 4, assim pela Proposicao 2.3, nés temos

3
Sas\2
sup J(tAw,, tBw,) < 2 <’B) +0 (5%) — pke’. (2.86)
>0 6
(i)Se2<a +p3 <4

-~ 1 o +8 : _ o +8
Entdo 5 < ;% < 1. Assin, segue que 0 < 0 =1 — *
Logo, para ¢ suficientemente pequeno tem-se c1e/? — ¢3e? < 0, ou seja,

1
< 3.

O(e"?) — uke® < 0. (2.87)

Portanto, por (2.87) e (2.86), concluimos que

ol

Sa
sup J(tAw., tBw,) < 2 (6) : (2.88)
t>0 6
(1) Se 0 < o' + 8 < 2.

Entao 6 > 1/2, logo tomando p suficientemente grande em (2.86), obtemos (2.87) e
consequentemente obtemos a estimativa (2.88).

Entao o problema (2.1), tem uma solugao para cada p > 0, suficientemente grande.

Concluimos pelo Teorema do Passo da Montanha sem a condi¢ao (PS) (Teorema B.21)
que J possui um ponto critico ndo trivial (u,v) € HL(Q) x HY (), que é uma solugdo do

sistema (2.1) e essa solugao é estritamente positiva pelo Principio do Méximo. O

Analogamente pela observacio anterior u,v € C2(9Q).
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3 RESULTADO DE NAO-EXISTENCIA

Neste capitulo demonstramos um resultado de nao existéncia para o seguinte

sistema,

—Au = (a + Duv® + pula + 1)ua/vB,Jrl em ()
—Au = (B + Dutf + (' + 1)u°‘l+lfuﬂ/ em (),
u>0, v>0 em

u=v=>0 sobre 0f),

(3.1)

onde Q C RY, (N > 3) éum dominio limitado com fronteira regular, 9Q, p € R, «, 3, sdo
constantes positivas e o/, 6' sao constantes nao negativas tais que o + 3 = ﬁ e 0L
a + 8 < ﬁ.

O seguinte resultado garante a nao existéncia de solugoes para o sistema (3.1).
Teorema 3.1. Se o+ [ =

entdo (3.1) nao tem solugdo.

. 2,O<a + 4 <N 1 1 <0eQ éum dominio estrelado,

Para provar o Teorema 3.1 trabalharemos com uma versao da Identidade de

Pohozaev [18] para sistemas. Necessitamos do seguinte resultado.
Lema 3.1. Seja Q C RY, sew € C%*(Q) N CYHQ) ew = 0 sobre 09, entdo

1
2 Joo

owl?

/ Aw(z.Vw)dr = 5

(x.v)do —|— — / |Vw|*d,

onde v é o vetor normal unitirio exterior a ).

Demonstragio. Fazendo os calculos com x = (z1,...,2y) € Qew(x) =w(xy,...,2N)

encontramos que

Aw(z.Vw) = div[Vw(z.Vw)] — Vw.V(z.Vw), (3.2)
2 [Vuw|?
Vw.Vuw(z.Vw) = |[Vw|* + 2.V ) (3.3)
e
Vwl?\ . (|Vw]? |Vwl?

V( 5 X =div 5 T N 5 (3.4)

Substituindo (3.4) em (3.3) e logo substituindo o resultado em (3.2), obtemos

2 2

Aw(z.Vw) = div[Vw(x.Vw)] — |Vw|* — div (N;U|:c> + NN;U|

2 —
= div [Vw(a:.Vw) _ [Vl x] + M|Vw]2.

2
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Integrando em (2 e aplicando o Teorema da divergéncia na equacgao acima, obtemos

[Vwl?

/QAw(x.Vw)dx = /69 [(Vw.u)(x.Vw) — (xl/)] do + N2_2|Vw|2dx, (3.5)

onde v é o vetor normal unitario exterior. Como w = 0 sobre 0f2, segue que Vw =
(Vw.v)v sobre 0L, pois Vw é ortogonal a superficie de nivel w = 0. Dai obtemos

’ 2

/89 [(Vw.u)(x.Vw) — M(zy)] do = ;AQ‘VWV]Q(%V)CZJ. (3.6)

Substituindo (3.6) em (3.5) concluimos a demonstragao do lema. O

Em seguida, vejamos a declaracao original da Identidade de Pohozaev [18].

Proposicao 3.1. Sejam Q um dominio limitado do RN e g : R — R wma funcdo continua

com primitiva G(u) = / g(s)ds. Se u € C*(Q) N CY(Q) € solugio da equagio
0

{—Au:g(u), x €

u=20 x € 0,
entao
N -2 ) 1 |oul?
T d-—N/“ de+ = [ |2 (@w)do =
I /Q|Vu| x QG(u) T+ 5 oo |50 (x.v)do =0,

onde Ou/0v(z) é a derivada normal no ponto x € S.

Demonstragao. Ver [22], Teorema. B.1, pag. 136.
Na demonstracao do Teorema 3.1, utilizamos a seguinte versao para sistemas da Identidade
de Pohozaev. Veja [2]

Proposicao 3.2 (Identidade de Pohozaev para sistemas ). Suponhamos que
(u,v) € C*,R) x C*(Q,R) = [C?*(Q,R)]? é uma solugio do problema :

—Au = — Q
U= (u,v) em €,

oF
V= (u,v) em €,

u=wv=0 sobre 012,

onde 2 é um dominio limitado em RY, (N > 3), com fronteira 0 suave, F € C'(R?),
F(0,0) =0, entdo

L

onde v denota o vetor normal exterior a Of).

2 ov

ov

@
ov

2) z.vdo + (N — 2) [/Q(uaF + Uap)dx] = QN/QF(u,v)da:,
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Demonstracao. Temos que

div(zF (u,v)) = div (V(|2x| )F(u,v)> = A(|;| >F(u,v) + A(|;| >.VF(u,v)

= NF(u,v) + x(gi(u, v)Vu + %f(u,v)Vv)

= NF(u,v) + gi(u, v)(x.Vu) + u,v)(z.Vv).

or
ov
Integrando em €2 e aplicando o Teorema da divergéncia, segue que
oF oF
/Bﬂ(x.y)F(u, v)do = N/S)F(u,v)da: + /Q %(u, v)(z.Vu)dx + /Q %(u,v)(x.VU)da:.
Pelo sistema (3.7) e usando que F(u,v) = 0 sobre 0f, pois u = v = 0 sobre Jf2, obtemos

/QAu(x.Vu)dx + /Q Av(z.Vv)dr — N/Q F(u,v)dx = 0.

Aplicando o Lema 3.1 com w = u e com w = v e substituindo na equagao acima, obtemos

1
2 Jaq

Multiplicando a equagao anterior por 2*/N obtemos

)x.udaﬂN—z)V(gZﬂaF) ]—2]\7/ u,v)d

ov|?

+8y

oul’

v 2

) (x.v)do + ]\7—2/9 (|Vu|2 + ]VUF) de — N/Q F(u,v)dz = 0.

ovl?

ov

oul?

Al

ov

Prova do Teorema 3.1

Demonstracao. A prova deste resultado é uma consequéncia da Proposigao 3.2.

Por contradigao, suponhamos que o problema (3.1) tem uma solugao cléssica (u,v) tal
que u>0ewv>0em .

Defina

F(u,v) = H(u,v) + pG(u,v) = v 4 uualﬂvﬁ/ﬂ, (3.8)

Assim, F' € C'(R?) e F(0,0) = 0.
Logo, de (3.8), tem-se:

5w 0) = (@ Duo™ (a4 1w v+,
u

5o (,0) = (84 Dust o 4 (84 D o
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Agora, por (1.1) e (3.9), nés temos

—Au = aai(u,v)
—Av = (Z];(u,v),

em (2. Entao F' estd nas condigdes da Proposicao 3.2. Assim,

Al

(B + Du0f + pu(B + 1)u°‘l+1v6/)dx] = 2N/ (u* Tt uualﬂvﬂlﬂ)dx.
Q

/8Q ( 2) v.vdo =

A [(4 — (N = 2)(a + B))u v 4 p(d — (N = 2)(a/ + B))u o +!

2

%
ov

ov

ov

2
) r.wvdo + (N — 2)[/ ((a+ Duv™ ! 4+ p(a’ + Du v T4
Q

Portanto,
2

@
ov

@
ov

dx.  (3.10)

Logo, usando a hipétese a + 8 = %, segue que 4 — (N — 2)(a + 3) = 0. Assim por
(3.10), tem-se

Al

Comopu<0e 0<a +8 <15, entdo 4— (N —2)(a’ + ) > 0 e consequentemente

I

Por outro lado, por hipétese, temos que 2 é um dominio estrelado com 99 € C!, assim

L

o que é um absurdo por (3.12).

2

@
ov

@
ov

) zwdo = p(d— (N —=2)(a +4)) /Q u® T8 . (3.11)

2

@
ov

@
ov

2
) z.vdo < 0. (3.12)

pelo Lema A.7 segue que

2

@
ov

ov

ov

2
) r.vdo > 0,

Portanto, o problema (3.1) ndo tem solugdo para p < 0.
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APENDICE A - ALGUNS RESULTADOS AUXILIARES

O principal objetivo deste apéndice é apresentar e demonstrar alguns resultados
gerais. Estes resultados serao utilizados nos Capitulos 2 e 3, afin de dar suporte as

demonstragoes dos resultados importantes do trabalho.

Lema A.1. Sejam a e b constantes reais positivas e x € R tais que
22 < ax +b.

Entao existe k > 0 tal que x < k.

Demonstracao.

P <ar+b < 2 —ax—-0<0
<« 4% — dax — 4b+ a® < ®
= (22 —a)* <a®+4b

a-++va?+4b
<—2 < 0

— T <

Lema A.2. Sejam Q CRY e f:Q — R. Entdo para todo o > 0, nds temos
(fO*(f)=0e (f)(f)*=0.

Demonstragio. Por definicdo de f* e f~ segue que (f1).(f7) =0.
Logo vamos considerar as seguintes situagoes sobre « > 0 :
1° Caso: o > 1.

Neste caso existe r > 0 tal que a = 1 + r, assim
(FO(F) = () = (). =0,
2° Caso: 0 < a < 1.
(FO(F7) = ((F5)(F)=)™
Como £ > 1, pelo caso anterior temos
(F5).(f )= =0.

Assim, temos que
(fH*(f)=0, YVa>0.

De forma andloga é possivel provar que (f7).(f7)* =0. O



Lema A.3. Sejam Q C RN e uma sequéncia u, :  — R.
Entao

+
n

Up —> Uy ¢t.p. emQ <= ul — ud qtp.emQ e u, — uy q.t.p. em Q.

Demonstragdo. (=)

Como |u|=u"+u" e u=u"—u",entdo u™ =3(Jul+u) e u = 3(ju| —u).

Por hipdtese tem-se |u,| — |ug| g.t.p. em €,

entao

1 1
ty = 5 (Jun] + un) = 5 (Juol + o) = ug.
Portanto, u! —uj q¢.t.p. em Q.

De forma andaloga, temos que u,, — uq .
(<)

iDé + - + =
Por hipétese temos w,) —u, — ug — uy .

Portanto, wu, — ug q.t.p. em €.

Lema A.4. Se > —1 ¢ 0 < a < 1, entdo
(14+2)* <1+ az.
Além disso, se a <0 oua > 1, entdo

(14+2)*>1+ az.

Demonstracao. Ver [16], pag. 23

93

Lema A.5. Sea, b>0ex >0, entdo a fungio f(z) = 2° — ax atinge o menor valor no

a\ =1 |
ponto oy = (b) iqual a

b

fla=-)(3)""

Demonstragdo. O lema é facilmente provado no caso em que b = 2.

De fato, ja que

2 2 2
9 a a a

=2 —ar=(o—-—=-) - —>—.
flx)=2" —ax (a: 2) 1 1

;‘12

A funcdo f atinge o menor valor =

quando z = § > 0.

No caso de valor arbitrario de b > 1, o lema é provado usando a desigualdade (A.2) do
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lema A.4.

Desde que b > 1, entdao para todo z > —1, nés temos
(14 2)">1+0bz.
A igualdade é valida apenas quando z = 0. Assumindo aqui, que 1 + z = y, nds temos
W >1+b(y—1), v —by>1—0b, y>0.

O sinal da igualdade é valido somente quando y = 1.

Multiplicando ambos membros da desigualdade por ¢*, nés temos
(cy)’ —bc"H(ey) = (1= D), y = 0.

Assumindo
b—1
xzcyebcbl:a,c:() = To.

Nos temos

v’ —ar = (1=b)c" = (1-b) (Z)

a\ b=
aqui a igualdade ocorre apenas quando x = ¢ = <b> f = xg.

Assim, a funcao.
fxy=a"—ax, b>1, a>0; x>0

=1
atinge o menor valor no ponto zy = () :

igual a

Portanto, o lema estd provado.

m
Lema A.6 (Desigualdade de Young). para todo x,y >0 e p>1, q > 1 tal que
1 1
— + — =1, nos temos que
p q
P q
zy < r + y—.
q

Demonstracio. Em virtude do Lema A.5, se0 <b<lex >0,

b
2’ —ax > (1-0b) (Z)b_l :
Assumindo nesta desigualdade que b = p, a = py, ndés temos

p

P~y = (1-0) (2)7" = (1= py. (A.3)
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1 1
Como —+ — =1, entao
p q

1 I p-1 P P
-—=l--=——5q=——;p—1==.
q P P p—1 q

Colocando esses valores na desigualdade (A.3), nés temos

aP — pyx > %yq-

Dividindo todos os membros desta tultima desigualdade por p

aP —1
— —yr > —yl.
p q
Finalmente transpondo os membros negativos para o lado oposto, obtemos
p q
yr < I— + v
p q
O
Corolario A.1. Para todo z, y >0 e p, ¢>0
temos que xpyq < me T4 + Lyp Tq
P+q p+q
Demonstracao. Pela desigualdade de Young
yaes q\5 1 1
2Pyl < (=) —i-(y ) , tal que — 4+ — =1.
o g o B
Tomando « = pta >1e = Pty > 1, obtemos
p q
2Pyl < Pprap 9 pta
p+4q p+q
O

Proposicao A.1. Sejam > 1, p e ¢ > 0 reais quaisquer, entao

(p+q)f <p’+Bp+q9" ¢

Demonstracao. Sejam 3 > 1, p, ¢ > 0 reais quaisquer e a funcao real, f : R — R, dada
por f(x) = 2”.

Entao f'(x) = Bz, pelo T.V.M. tem-se que f(p+q) — f(p) = f'(c)q, com
psc<p+yq.

Logo, substituindo acima, temos que

(p+9q)’ —p" =B <Bp+9)" g

Portanto,
p+q)’ <p’+B0p+9)" g
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Lema A.7. (Normal a um dominio estrelado)
Suponhamos OU é C* e U € estrelado com respeito da origem.
Entao

zv(zr) >0 Vaoedl.

Demonstracao. Ver [13], pag. 515.

Proposicao A.2. Seja Q C RY um dominio limitado, considerando uma funcdo positiva
v € CX(Q) fiza, tal que p = 1 para x numa vizinhanga de 0, entdo para € — 0 e para
tudo N > 3, temos

k
2 1
||Vw€||2 - g(N,Q)/Q + 0(1)7
k
2 o 2
||w€||p+1 - €(N_2)/2 + 0(5)7
k
iy = e eV =
5 =
kslloge| + O(1) se N =4,
d _ @) ke, ks s ti dependen s6 de N
onde w.(x) = an |x|2)¥’ 1, ko, k3 sao constantes positivas que dependen so de N.

Além disso ky/ky = Saipi2 ep+1=2"

Demonstracao. Ver [8], Lema 1.1, Paginas 443 e 444.
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APENDICE B -

Este apéndice contém uma breve apresentacao de alguns conceitos e resultados que
serdao necessarios para a compreensao do trabalho. Introduziremos resultados importantes
da Teoria da Medida, da Analise Funcional e dos Espacos de Sobolev, instrumentos de
grande importancia no estudo das equagoes diferenciais parciais (EDPs). O principal
objetivo deste apéndice, sera reunir resultados classicos a fim de facilitar a leitura dos
capitulos. Desta forma omitiremos a maioria das demonstragdes que podem ser encontrados
em textos sobre os assuntos.( [1], [9], [10], [15], [13], [17] )

Iniciamos com a defini¢do de topologia fraca em espagos de Banach ( ver [10] ).

Seja E um espago de Banach com norma ||.||. O espaco dual de FE, denotado por E’, é o
espaco dos funcionais lineares continuos de £ em R. O espaco E’ estd dotado da norma
dual:

[fller = sup [f(2)] = sup f(z).

zeE relE
=<1 llzl<1

Dado f € E’, designamos por ¢; = f(z). A topologia fraca o(E, E’) é definida como
sendo a topologia menos fina em FE, isto é, com menos abertos, que torna continuas todas
as aplicagoes (@) repr. Dada uma sequéncia (z,) em FE, dizemos que z,, — x fracamente

em F quando x,, — x na topologia fraca o(E, E’).

Teorema B.1. Seja E um espago vetorial normado e (x,) C E uma sequéncia, entdo

valem as sequintes afirmagoes :
(i) x, = v < f(x,) — f(z) para todo f € F';
(ii) se x, — x, entao x, — x;

(iii) se x, — x, entao (x,) € limitada e além disso ||z|| < lim inf lza]l;

(v) se x, —x e f, = fem E" (isto €| f.— fllg — 0), entao (fn,x,) — (f,z).

Demonstragao: Ver [9], Proposicao 3.13, pag. 63.
Seja E” o bidual de E, isto é, o dual de E’, dotado da norma

17| = sup |T(f)].
feE’
Al <1

Definimos a aplica¢ao candnica J : E — E” da seguinte forma. Dado x € E, Jx é a apli-
cagao linear continua de E' em R dada por Jz(f) = f(x), para todo f € E’. Observamos
que J é linear e J é uma isometria. Dizemos que FE é reflexivo quando J(E) = E”, ou
seja, podemos identificar implicitamente F e E” (através do isomorfismo J). Em espagos

reflexivos, vale o seguinte resultado.
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Teorema B.2. Seja E um espagco de Banach. Entdo E € reflexivo se e s6 se
Bp={x € B o] < 1},
¢ compacto na topologia fraca o(E, E").

Demonstragao: Ver [10], Teorema I11.16, pag. 44.
Observagao: Se F Banach e reflexivo e (z,) uma sequéncia limitada em F. Entao existe

uma subsequéncia (z,, ) de (x,) que converge na topologia fraca o(E, E').

Teorema B.3 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP(Q) e g € LI(2), com 0 < p < o0

1 1
e —+ —=1. Entdo
p q

foe '@ e [ Ifglde < |fllgl.

Demonstragao: Ver [9], Teorema 4.6, pag. 92.
Corolario B.4 (Desigualdade Geral de Holder). Seja 1 < py,...,p, < 00, com p% + p%) +
et Ii =1, e assumir que uy, € LP*(§2) para k = 1,...,m, entdo

m
/|u1...um|dx < [Tl
Q k=1

Demonstragao: Ver [13], pag. 623.

Teorema B.5 (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue). Seja f,, uma seqiéncia

de funcoes em L'(Q), satisfazendo :

(a) fn— f qt.p. em
(b) FEziste g € L*(Q) tal que |f,| < g para todo n € N.
Entio f € LY(Q) e

/Q Fodz — /Q fda.

Demonstracao: Ver [9], Teorema 4.2, pag. 90.

Teorema B.6. Sejam (u,) uma sequéncia em LP(Q) e u € LP(Q) tal que ||u, — ul|, — 0.

Entdo existe uma subsequéncia (uy, ) de (u,) e existe h € LP(Q) tais que

(1) up, (x) = u(z), ¢.t.p. em S,

(ii) |un, (2)| < h(z), para todo k € N e q.t.p em Q.

Demonstragao: Ver [9], Teorema 4.9, pag. 94.
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Definicao B.1. Dizemos que um comjunto A estd compactamente contido em (2, e

denotamos por A CC Qse AC AC Qe Aé compacto como subconjunto de RY.

Considere ¢ RY um subconjunto aberto ndo-vazio e f : 2 — R uma funcao.

Defini¢ao B.2. O conjunto {z € Q: f(z) # 0} é chamado Suporte da fun¢ao f. Deno-

tamos este conjunto por supp f.

Defini¢ao B.3. Representemos por C5°(€2) o conjunto das fungoes f : © — R, cujas
derivadas parciais de todas as ordens sdo continuas e cujo suporte é um conjunto compacto

contido em €.

Seja K C RY um subconjunto nao vazio. A funcio definida por

1 se zeK
0 se z¢K

¢é chamada a funcao caracteristica de K

B.1 FUNCIONAIS DIFERENCIAVEIS

A finalidade dessa secao é apresentar as defini¢oes da diferencial de Gateaux e
Fréchet e alguns resultados. Também serao apresentadas sem o rigor que estes conceitos
merecem, mas indicaremos a bibliografia adequada, onde o leitor podera recorrer caso
desejar.(ver [22])

Definicdo B.4. Seja F': U C V — R uma funcdo, em que U é um aberto em V C R¥.
O limite

lim F(ug + th) — F(uop)
t—0 t

se existir, serda chamado derivada de Gateaux de F' em u( na direcdo h € V' e serd denotada

por (F'(ug), h) = F(ug)h.

Defini¢ao B.5. Diz-se que F é diferencidvel em u no sentido de Fréchet (ou Fréchet
diferenciavel em wug) se existir uma aplicac¢ao linear continua L : V' — R tal que

lim F(ug+ h) — F(ug) — L(h)

=0
B0 7]

Se existir o limite acima, L sera chamada derivada de Fréchet de F' em h e serd denotada

por L = F'(h).

Teorema B.7. Seja ¢ : U — R em que U é um subconjunto aberto de um espago vetorial

normado X. Se ¢ possui uma derivada de Gateaux continua em U, entdo ¢ € C*(U,R).

Demonstragao: Ver [22], Proposicao 1.3, pag. 9.
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Proposicao B.1. SeJ : E — R tem derivada de Gdteux Ji, : E — FE' continua

entdo J' = Ji..

Demonstracao. Suponha que J é Gateaux diferenciavel numa vizinhanca V' do ponto
2o € Eequeaaplicacio z € V +—— J,(2) € E'é continua. Afirmamos que J é Fréchet
diferencidvel em zy com J'(29) = J(20).

A fungao real diferencidvel ¢ € [0, 1] — J (2o + tw) ¢ diferencidvel para w € E com ||w| g
suficientemente pequeno. Assim, aplicando o Teorema do Valor Médio, existe 7 € (0,1)

tal que
|J (20 + w) — J(20) — JG(20)w| = |JG(20 + Tw)w — J5(20)w]. (B.1)

Usando a continuidade da derivada de Gateaux, dado € > 0, existe §; > 0 tal que

|lTw||p < 07 implica que

176(20 + Tw) — Jo(20) || e = sup | Jg (20 + Tw)v — Jg(20)v] < €.
vEE
llvll<1

Logo

|JG (20 + Tw)w — J4(20)w| < gl|w]| g

)
Voltando a (B.1) obtemos que existe § = - >0, tal que
T
|J(z0 + w) — J(20) — J&(20)w| < eljw||g para todo ||w||g < 6.
Isto mostra que J' = J, em E e portanto J é de classe C'. m

O seguinte resultado que iremos apresentar sera importante para mostrar que o
funcional associado ao problema (1.1). ¢ de classe C'. Este resultado sera utilizado no
Capitulo 2.

Proposigao B.2. Seja Q um dominio limitado do RY. O funcional f :HZ(Q) — R dado

por
fw) = [ |Vufde

¢ de classe C' com

f(u)p = Q/QVquodx, u,p € Hy(9).
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Demonstracao. A derivada de Gateaux de f é

fi(u)p = lim flut tsot> — f(u)

/qu]zdx+2t/|Vu\|Vg0|da:+t2/]V<,0|2da:—/|Vu|2d:v
— i 22 0 Q 0

t—0 t

=2 / VuVedz,
Q

u, o € H(Q). Observe que fi(u) : Hi(Q) — R é linear e além disso é continua, pois
pela desigualdade de Hoélder e desigualdade de Poincaré,

| f6(u)p| < 2||ull gz o 1ol 2 (0)-

Pela Proposigao B.1, para concluir a demosntragao basta mostrar que f(, é continua. De

fato, pela desigualdade de Holder e pela desigualdade de Poincaré,

[fa(w)p = fo(v)el < 2V (u = 0)[[Vellz = 2lu = vl ay@ el

para todo u,v, ¢ € Hj(). Dal,

116(w) = fe)ll @)y = sup |fa(we — fa(v)el =0,
wEHéGD
lloll<1
quando [[u — v|[g1(q) — 0. O

B.2 ESPACOS DE SOBOLEV

A finalidade dessa secao é apresentar a definicdo de espaco de Sobolev e algumas
de suas propriedades. Além disso, a nocao de derivada fraca. A apresentacao serd sem o
rigor que estes conceitos merecem, mas indicaremos uma bibliografia adequada, onde o
leitor poderd recorrer caso desejar.( [1], [9], [13] )
Seja Q C RY aberto.

Defini¢ao B.6. Seja 1 < p < co. Uma funcao f : Q — R pertence a L] () se fli €
LP(§2), para todo compacto K C 2. Seja um vetor a = (aq,ag, ..., q,), onde a; é um
inteiro nao negativo. Entao v é chamado um multi-indice de ordem |a| = a3+ o+ -+ .
Dado um multi-indice o definimos

N ollu(z)

D%u(z) = M
Definigdao B.7. Sejam © C RY um aberto, o um multi-indice e f, g € L}, .(Q). Dizemos

que g é a a-ésima derivada fraca de f em () e escrevemos D“f = g, se

/Qf(a:).D“gzﬁda:: (-1)la\/ﬂg(x).¢dx, Vo e Q).
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Antes de dar a definicdo de Espacgo de Sobolev, apresentamos um resultado impor-
tante.
Como LP(2) é reflexivo para 1 < p < oo, se (f,) ¢ uma sequéncia limitada de LP(2) entdo,
pelo Teorema B.2, existe uma subsequéncia (f,,, ) de (f,) que converge fracamente em LP(£2)
para uma certa fungao g. O préximo resultado garante que se ja tivermos que ( f,,) converge

para f q.t.p. em §2 entao necessariamente, g = f.

Teorema B.8. Se (f,) é uma sequéncia limitada de LP(S2),1 < p < 0o, que converge

para [ q.t.p. em €1 entdo
| @e@is — | f@)e@)dn, ¥ ¢ € 17(2).
Demonstracao: Ver [15], Lema 4.8, pag. 11.

Definicao B.8. Sejam Q C RY um dominio limitado, k um inteiro ndo negativo e
1 < p < o0o. Definimos o espaco de Sobolev W*?(Q), como o espaco das funcdes v € LP(£2)

tais que qualquer derivada fraca de v, até a ordem k, é uma fungao do LP(£2). Isto é,
WHhP(Q) = {v € LP(Q) : D*v € LP(Q), para todo multi-indice & com || < k}.

Definicao B.9. Nota-se que para cada p tal que 1 < p < oo,

Wo(Q) = LP(Q). (B.2)

Além disso, para cada p, WkvP(Q) € Wk2P(Q) se ky > ky. Para 1 < p < oo, temos que
WHP() é um espaco de Banach munido da norma ||.||y» : WEP(Q) — R que é dada por

1/p
o] lwrs = (Z ||ID%\|’EP> = (

laf<k

1/p
> / ]D%\p> , se 1l <p<oo. (B.3)
Q

la| <k

Uma norma equivalente de (B.3) para W*P(Q2) é

[ollwes = D 1D%]|z0.

la|<k
Em particular, para p = 2, o espago de Sobolev W*?2(Q) ¢ um espaco de Hilbert, para
cada k nao negativo, munido do produto interno:

<U7U>Wk72 = Z (Do‘u, DOCU)L27 \V/U,,'U < Wk’Q(Q)

|| <k
Usualmente denota-se H* o espaco W*2(Q), assim da defini¢do (B.3) temos H°(Q)) =
L2(9).

Definigdo B.10. Sejam (u,),en € u € WHP(Q). Dizemos que (u,)nen converge para u
em WHP(Q), denotado por u, — u em WHP(Q), se

dim [|u, — uflyrs = 0.
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Defini¢ao B.11. Definimos o espaco Wy (Q) como sendo o fecho de C$°(€2) em WHP(Q), isto
é. Wé{:,p(Q) _ C’O?(Q)H'”Wk’p.

Analogamente, denotemos por H¥(Q2) o fecho de C5°(Q) em H*(Q).

Portanto, uma funcio u € W*P(Q) se, e somente se, existe uma sequéncia (u, )nen C C52(2)
tal que u, — u em WHP(Q).

O espaco WgP(Q) interpreta-se como o conjunto das funcoes u € WHP(€). tais que

D%u = 0 sobre 052, para todo |a] < k — 1.

Notamos que, para cada inteiro k nao negativo, I/Vé€ () é um espago de Banach
com a norma induzida de W*?(Q). Também nota-se que, para p = 2, H¥(Q) é um espago

de Hilbert com a norma induzida de H*((2).

Uma norma para Wy () equivalente & norma dada na definicio (B.5) pode ser

1/p
lullysr = ( L[> rmw) .

|al=k

definido por

Como H*(Q) e HY(€) sdo espagos de Hilbert entdo sdo espagos reflexivos.

Defini¢ao B.12. (Imersao) Sejam U e V dois espagos normados. Dizemos que U esté
imerso continuamente no espaco V', e denotamos por U — V', se satisfaz as seguintes
condicoes :

(7). U é um subespago de V.

(73). O operador identidade I : U — V definido por Ix = x, para todo x € U, é continuo.

Lembremos que se U e V sao espagos normados, dizemos que um operador linear

T :U — V é compacto quando T' é continuo e leva conjuntos limitados em conjuntos

relativamente compactos, isto é, se A C U é limitado, entdao T(A) C V é compacto.

Ja que I é linear, (ii) é quivalente a dizer que existe uma constante ¢ tal que
\elly < cllzlly, VzeU.

Se U — V e o operador identidade I : U — V na imersao for compacto, entao dizemos

. ~ , Cc
que a imersao de U em V' é compacta e a denotamos por U — V.

Teorema B.9. Seja Q C RY um aberto de classe C* com fronteira limitada e 1 < p < oo.

Entao as sequintes imersoes sao continuas:

1 1 1
(i) Se 1 < p < N entio WHP(Q) — LI(Q) onde — = = — —.

g p N
(ii) Se p= N entao WHP(Q) — L1(Q), q € [p, +0).

(iii) Se p > N entao WHP(Q) — L>(Q).
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Demonstracao: Ver [9], Corolario 9.14, pag. 284.

Teorema B.10. Seja 2 C R um dominio limitado com fronteira suave, entao

Hy () = L(Q),

2N

m Se N>3,
com 1<qg<2"=

%9 se N =1,2.

Demonstragao: Ver [5], Corolario 11.32, pag. 236.

Teorema B.11 (Rellich-Kondrachov). Seja 2 C RY um subconjunto aberto e limitado de

classe C*(Q2) e N > 2. Entdo as sequintes imersoes sGo compactas.

¢ 1 1 1
(i). Sep < N, entio WHP(Q) — L4(Q), ¥V q € [1,p*[, onde =N
p p
(ii). Se p= N, entio W'(Q) <> LI(Q), ¥V q € [1, +0o0].

(iii). Se p > N, entio WP(Q) < C (ﬁ)

Demonstragao: Ver [9], Teorema 9.16, pag. 285.

Observagao 1: Notar que, se p = 2, entdo para (i) e (ii) do teorema acima, temos
que
HY Q) =W <5 L9(Q),

2N
onde ¢ € [1,p*[ com p* = N

5 se N>p=2eqel[l,+oo[se N=p=2.
Agora, como H}(Q) € HY(Q), entdo

HL Q) S LYQ).

De fato, considere o operador identidade I : H}(2) — L?(€2). Temos que mostrar que I é
um operador compacto.

Com efeito, seja A C Hy () limitado, entdo |[ull; < k, Yu € A. Como u € Hy(Q),
entao pela equivaléncia de normas, temos que ||lul[; < cfullg < ck, Vu € A, assim A é
limitado em H'(Q). J&4 que H'(f2) estd imerso compactamente em L9(£2), obtemos que
I A = A é relativamente compacto em L?(£2) o que implica que I é um operador compacto.
Em particular, se ¢ = 2 temos,

HYQ) S L2(Q).

Observagao 2: Uma consequéncia importante da imersiao compacta Hj (£2) <

L2(2) é que se (u,) C HF(Q) e |Ju,|| < M, para todo n € N, entdo existe uma subseqiiéncia

(un, ) de (u,) e u € H}(Q) tais que u,, — uem L*(Q) e u,, — u, q.t.p. em Q.
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Teorema B.12 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg). Seja 1 < p < N, entdo

Whe(RN) C LP(RY) onde — = — — N ¢ existe uma constante C' = C(p, N) tal que
p p

»~ < OV, ¥ue W(RY).

[ u

Demonstracao: Ver [9], Teorema 9.9, pag. 278.

Corolério B.13. No teorema acima pode-se trocar Q (aberto qualquer) por RN .

Ver [21], pag 290 - Observacao 20.

Teorema B.14 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q um dominio aberto e limitado de RY

ep € [1,00]. Entao existe uma constante C = C(p,Q2) > 0 tal que

lull, < ClIVullwrr, ¥ ue Wy (RY).

Demonstragao: Ver [17], Teorema 1, pag. 184.

Proposigao B.3. Seja Q um dominio limitado do RY . Seja (u,,) uma sequéncia limitada

em H}(Q). Entdo existeu € H}(Q) tal que, a menos de subsequéncia,

(i). u, — u fracamente em H}(Q);
(ii.) u, — u fracamente em L* (Q);
(7i.) u, — u fortemente em L1(Q), 1 < q < 2%
(iv.) un(z) — u(x) ¢.t.p. em Q e
(v.) |un ()| < hy(z) para todo n € N, g.t.p. em Q, com hy(x) € LI(Q), 1 < g < 2"

Demonstragio. Como H}(€2) é um espaco reflexivo, (i) segue do Teorema B.2. Pelo Teo-
rema B.12, (u,) é também uma sequéncia limitada no espaco de Banach reflexivo L2 (Q2) e
dai segue (ii). A afirmacao (iii) é consequéncia direta do Teorema B.11. (iv) e (v) seguem
de (ii7) (veja o Teorema B.6) O

Proposicao B.4. Seja Q um dominio limitado do RN de classe C%'. Sejam j e k nimeros

inteiros nao negativos e 1 < p < co. Entao

(i) se kp < N entdo a imersio W*P(Q) — LI(Q) é continua, para todo p < q <
Np/(N — kp).

(ii) se kp = N entdo a imersao WHP(Q) — L(Q) € continua, para todo p < q < oo.
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(iii) se kp > N > (k — 1)p, entdo a imersao Witk»(Q) — C39(Q) é continua para todo
0<60<k—(N/p).

(iv) se N = (k — 1)p, entio a imersao Withr(Q) — C9(Q) ¢é continua para todo
0<0<l1.

Demonstragio: Ver [1], Teorema 5.4, pag. 97.

Lema B.1 (Brézis-Lieb, primeira versdo). Seja Q um subconjunto aberto de RY e seja
(un) C LP, 1 < p < o0. Se

(a) (u,) € limitada em LP(Q);

(b) u, = u q.t.p em Q.

Entao

U, — u em LP(Q).

Demonstragao: Ver [21], Teorema 10.37, pag. 221.

Lema B.2 (Brézis-Lieb, segunda versdo). Sejam 1 < p < 00,2 C RN ¢ (f,) uma

sequéncia limitada de fungoes em LP(Q) que converge em quase todo ponto para f, entio
FeLP(Q) e lm ([fulp = [f = fulp) = [f1}-
Demonstragao: Ver [22], Lema 1.32, pag. 21.

B.3 REGULARIDADE

Apresentamos alguns resultados de regularidade

Seja © um dominio do RY. Considere o problema de Dirichlet

{ ~Au(r) = hx), 7 € 9, (B.4)

u(z) =0, z € 09,
onde h € L*(€2). Uma solucio fraca de (B.4) é uma funcio u € H}(Q) tal que
/ Vu.Vedr = / hedz, para todo ¢ € Hy(Q).
Q Q

Teorema B.15 (Schauder). Suponha que Q2 é um dominio limitado do RN de classe C**
e h € C%(Q), para algum 0 < o < 1. Se uw € W?P(Q) com p > 1 ¢ solugdo fraca de (B.4)
entio u € C**(Q).

Demonstracao: Ver [14], Teorema 9.19, pag. 243.
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Teorema B.16. Seja Q um dominio do RY de classe C*. Se h € LP(Q) para 1 < p < 0o
entio o problema (B.4) tem wma tinica solucio u € W?P(Q) N W,y P (Q).
Demonstracao: Ver [14], Teorema 9.15, pag. 241.

Teorema B.17. Seja Q2 um dominio limitado do RY de classe C*'. Se u € H}(Q) é uma

solugao fraca de

—Au =\ Q
{ U u, r e i, (B.5)

u=0, r e 09,

entdo u € C?(Q) e, consequentemente, u satisfaz (B.5) no sentido pontual.

Demonstracao: Usando a Proposicao B.4 e pelos Teoremas B.15 e B.16 , prova-se

o resultado.

O préximo teorema é uma adaptagio para o sistema (B.6) do resultado de Brézis-Kato.
Sejam f,g € C(2 x R x R,R), onde 2 é um dominio limitado do RY, N > 3. Dizemos

que (u,v) € X é uma solucao fraca de

—Au = f(z,u,v), € Q,
—Au = g(:c,u,v), VS Q? (BG)
u=1v=0, x € 09,

se satisfaz

/QVquoder/QVvvwdx:/Qf(x,u,v)@dw+/Qg($,u,v)?/}dl“7 Y (p,0) € X.

Teorema B.18 (Brézis-Kato para Sistemas). Seja Q um dominio limitado do RN, N > 3,
e sejam f,g: Q2 xR xR — R tais que f(z,s,t) e g(x,s,t) sao mensurdveis em x € Q e

continuas em (s,t) € R? e satisfazem
| (@, u,0)] < A(x)(1+ |s] + [¢]),

l9(z,u, )] < B()(1 + |s| + [¢])

com A, B € LN?(Q). Se (u,v) € X ¢ uma solugdo fraca de (B.6) entio u,v € LY(SY) para
qualquer 1 < g < o0.

Demonstragdo. Seja s > 0. Vamos mostrar que u,v € L*¢+Y) entdo u,v € LEFIZ(Q).

Para isso, consideramos as fungoes auxiliares

my = min{|u|®, L} e my = min{|v|®, L}
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com L > 1. Como myu, myv € HY(Q) e a imersao HE()) — L* é continua, existe uma

constante ¢; = ¢1(N, Q) tal que

2

(/Q|V(m1u)\2d:c); + (/Q|V(m1u)|2d:c>2;

A idéia é tentar majorar o lado direito de (B.7) por uma constante c¢; que nao depende de

/Q\mlu\2*dx+/ﬂ|mgv|2*dx < (B.7)

L. Dai podemos fazer L — oo em (B.7) para obter, aplicando o Lema de Fatou, que
/Q\u](‘*“)?dx—l— /Q]v](‘”m*dx < ¢y.
Agora, pela definicao de myq,
V(miu) = miVu + slu|*Vuy-,
onde - é a fungao caracteristica do conjunto L™ := {x € Q : |u(z)|®* < L}. Dali,
/Q\V(mlu)]Qdac = /Q]m1Vu—i— s|lu|*Vux - |*dx
< /QQmﬂVu]zd:)c + /Q 282 |u|**|Vul|*x - dx (B.8)
<(2+5s) </Q m3|Vul|*dr + 23/Q|u|25|Vu|2Xde> :
De modo analogo, mostra-se que
/Q|V(mgv)|2dm <(2+s) (/Q m3|Vo|*dx + 2S/Q|U|28|VU|2XLCZI‘) : (B.9)
Por outro lado, como (u,v) é solucao fraca de (B.6) temos que
/QVquOd:B + /Q VoVidr = /Qf(:)s,u,v)gpdx + /Qg(:n,u, v)d,
para todo ¢,1 € H}(€). Tomando ¢ = m2v, vemos que
Vi = miVu + 2slu[*Vuyxr- e Vi =miVo + 2s[v|*Voy-.
Portanto,
/Qm§Vu+23/Q|u|25Vu+/Qm§Vv+23/Q|U|25VUXL,XL,
= /Qf(x, u, v)miuds + /Qg(x, u, v)mavdz.
de (B.8), (B.9) e da desigualdade acima vem
/Q|v<m1u)|2dx+/QyV(m2v)|2dx < (2—1—8)/Q|A(x)|(1+ (| + |o])ulm2d

+@+5) [ |B@I(+[ul + o)lolmidz.  (B.10)
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Agora, como L > 1 temos

3, sex € Q,

(1 +[ul + [ lulmi <
2(ful + [Dlulmi, sex ¢ Q

37 E b
(L4 ] + [o])lofm? < | erel
2] + Jo)lolm3, se z ¢ @,

onde Q = {z € Q: |u] <1 e |v|}. Portanto,
LIA@)IQ+ ful + o) fulmide < 3 [ JA@)ldz +2 | [A@)|(lul + [o])|ulm}de
< 3A\A(x)\dx+2/Q|A(x)y|u|2m§dx

+/| | ||A(x)||u12m$dx+ |A(2)||0[2m2dz
v|<|u

ul<[v]

/Q|B(x (1 + [u] + |o])|o|m2dz < 3/|B |dx+2/|B I(Ju| + [o])Jo|m2da
< 3/|B x |dx+2/|B z)|[v|*madx
Q

[ AB@lPmide [ B mida.

Usando o fato de que m; < my quando |u| < |v| e my < my quando |v| < |u| obtemos

/|A(x (1 4 [u] + [o])[ulm2de < 3/|A |dx+4/|A ) |u[?m2da
Q
+ [1AG@)llof*m3d
Q

LIB@IQ+Jul + pDlvimide <3 [ |B()ldr +4 [ |B@)|lvfmida
+ [1B@)llufPmida
Q

. . N N . ~
Usando a desigualdade de Hélder com expoentes p = 5 e p' = =5 e que a imersao
H(Q) < L*¥ () é continua obtemos
JIA@IQ+ ful + o)) fufmida
2/N
< 3|Q|V-2A/N (/ |A(x)|N/2dx> + 4K, |u*m2da
Q |A|<| K1

2/N (N—2)/N
+4 </ |A(a:)|N/2dx> (/ |m1u|2*dx> + K, / [v[*m3dx
|A[>] K1 |A[>] K| Al<|Kq]
2/N (N—2)/N
+ (/ |A(x)|N/2dx> (/ Q*dx>
|A[>] K |A[>] K

. (N-2)/N
< Cg+4K14|u’2(8+1)dx+45(K1) (A|mlu|2 d.fE) +K1/Q’U|2(s+1)d$

_ \W-2)/N
+e(kK;) </Q]mgv\2 da:)

<3+ Kieq + cze(Kq) (/Q]V(mluﬂzdx + /Q|V(m2v)|2d:c> ,
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e de forma andloga,
/Q|B(x)|(1 + Jul + [o])|olm2dz < s + Kaca + cse(K>) (/Q|V(m1u)|2dx+/Q|V(m2v)|2dx) ,

onde K, Ky > 0 sdo constantes reais, c3 = c3(Q, IV, || A|n/2), ca = ca(||wfl2is+1), |Vl|2(s41)),

2/N
o = @ N), o = @@V Bl oK) = ([ 14@PRa) e e -

2/N
</|B|>|K2||B(x)|N/2d$> '

Substitutindo as estimativas em (B.10) vem
/Q|V(m1u)|2dx—l— /Q|V(m21))|2dx <cr+(2+ s)c5€(Kl)/Q|V(m1u)|2dx—1—/Q|V(m2v)|2dm
+ (24 8)ese(K) /Q IV (maw) e + /Q IV (maw)[2dz,

onde ¢; = (s, 3, ¢4, 05,6, K1, Ky). Como A, B € LY?(Q) entdo £(K;) — 0 quando
K, — o0 ee(K3) — 0quando Ky — oo. Logo podemos escolher K, K5 > 0 suficientemente
grandes de modo que (2 4 s)cse(K7) < 1/2 e (2 + s)ese(K3) < 1/2. Dai segue que

/|V(m1u)|2dx+/|V(m2v)|2dx < 2¢5.
Q Q
Agora usando a desigualdade acima em (B.7), obtemos
/|m1u|2*daﬁ + / Imav|¥ dz < 2¢1(2¢7)% /% = ¢s.
0 Q
Observe que cg nao depende de L. Aplicando o Lema de Fatou obtemos
/|u|(5+1)2*d:p+/|v|(5+1)2*dm < ¢y :/ lim inf|m1u|2*dx+/ lim inf|myv|*dx
Q Q Q L—oo Q L—oo
S/ lim inf(|myul* + [mov|*)dx
Q L—oo
< lim inf [ (Jmyul® + |mov|*)dz < cs.
L—oo 0

Isso mostra que supondo u,v € LTV (Q) obtemos u,v € LE+HY2(Q). Fazendo s = s¢ = 0
e iterando o processo, obtemos u, v € LE1+D2(Q) com s; + 1 = (s;_1 + 1)2/2, i > 1.

Usando que o dominio é limitado concluimos que u,v € L? para todo 1 < ¢ < oo. O

As defini¢cbes que apresentamos a seguir sao de grande importancia, para compre-
ender o Teorema de Deformacao e consequentemente o Teorema do Passo da Montanha.

Este trabalho baseia-se fundamentalmente na aplicacao desse teorema.

Definigao B.13. Seja X um espaco de Banach e ¢’ € C'(X,R). Dizemos quec € R ¢é
um valor critico de ¢ se existe u € X com ¢'(u) =0 e ¢p(u) = c.

O conjunto de todos os pontos criticos no "nivel" ¢ sera designado por

Ke={u€ X;¢'(u) =0ed(u) =c},
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e denotaremos por ¢¢ o conjunto de todos os pontos em nivel menores ou iguais a c, isto é,

“={ue X;¢(u) <c}.

Definicao B.14. Dado um subconjunto S C X e a > 0, designamos por S, a vizinhanca
fechada de S definida por
Su = {u € X;d(u, 9) < a},

onde d(u, S) = inf{|ju —v|; v € S}.

Definicao B.15. Seja X um espago de Banach, um campo pseudo-gradiente para ¢ €
C'(X,R) é uma aplicac¢ao localmente Lipschitziana V : Y — X, que verifica

VW)l < all¢'(u)] (B.11)

(@, V(u)) = Bll¢ (w)lI*, (B.12)

onde0 < f<aeY ={ue X;¢(u)#0}.

Lema B.3. Assumindo as condicoes da definicio anterior, ewxiste um campo pseudo-

gradiente para ¢ em Y.

Teorema B.19 ( Lema da Deformagao). Seja X um espaco de Banach e ¢ € C*(X,R). Suponha
que S C X, ce R 48 > a ee, d > 0 sao tais que

¢ (w)]] > ZL;VUE ¢t <[C—2€ (?—1), c+ 2 <4f—1>]> N Sas.

Entao, existe n € C([0,1] x X, X) tal queVu € X et € [0,1], tem-se:

(1) (0, u) = u;
(ii) n(t,u) =useu ¢ ¢! ([0—25 (45— 1) , ¢+ 2 <4§ - 1>D N Sas;
(i) n(1, ¢ N S) C ¢°= N Sj;

(iv) n(1,.) : X — X é um homeomorfismo.

Demonstracao. Sejam

A:qﬁl([c—%(tﬁ—l), c—|—25<4066—1>

>ﬂ525,
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Y = {ue X;6/(u) £ 0},
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Assim, note que B C A C Y. Considere V' : Y — X um campo pseudo-gradiente para

¢ e uma funcgao localmente lipchitziana p : X — R definida por

O d(u, X\A)
P~ 40w, X\A) + d(u, B)’

de onde segue que 0 < p < 1, p(u) =1, seu € B e p(u) =0, se u € X\A. Considere

ainda a seguinte aplicacao localmente lipschitziana f : X — X definida por

{ —p(u) Viu) seu €A
0 , seué¢A

Sendo || f(u)]| < 1, Vu € X, segue que o problema de Cauchy

{ w(t) = fluwl(t))
w(0) =u

(B.13)

(B.14)

tem para cada u € X a solugao definida para todo t € R. Seja i : [0,1] x X — X definida

por
n(t,u) = w(ot,u).

Entao,

(1) n(0,u) = w(0,u) = u;

(it) n(t,u) =useu ¢ ¢=* ([0—25 (iﬁ — 1) , C+ 2¢ (45 1

«

De fato, considerando w;(t) = u, para todo t € R, tem-se

w(t) = fwi(t) = flu),seu ¢ A,

logo
{m@=ﬂwm
wy(0) = u.

Assim, pelo Teorema da Exsisténcia e Unicidade de solugoes, se u ¢ A

w(t) =w(t) =u, VeR,

e consequentemente
n(t,u) = w(t,u), Ve [0,1];

s
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(iii) (1, +(E-D N S) C ¢°= N Ss.

De fato, note que para todot > 0ewu € S,

w(t,u) —w(0,u) = /Otf(UJ(T, w))dr,

o que implica

t t
hotw) =ull < [ f(wirw)lldr < [ dr=t.
0 0
Sendo S5 = {v € X;d(v,S) < d}, onde d(v, S) = inf{||v — ul|;u € S},

obtemos que V t € [0, d]
lw(t, u) —ul <t <9,

de onde segue

d(w(t,u),S) <o Y ues.

Isto implica que
w(t,u) € S5, V u €S,

ou seja,

w(t,S) C S5 Yt €[0,6].

Logo,
n(t,u) C Ss Yt €]0,1]. (B.15)
Note também que, para cada u € X fixado, a funcao ¢(w(t,u)) é ndo-crescente, pois

d , .
%Qb(w(tv u)) =¢ (w(t’ u))w(ta u)
= ¢'(w(t,w)) f(w(t,u).

Da definicdo de f, tem-se $¢(w(t,u)) = 0 se w(t,u) ¢ A e caso contrario,
) — sttt e oty VD)
ottt n) = —plult, )6 wit, )

Assim, de (B.12),

l¢" (w(, w))|*

IV (e, )] (B.16)

(jtgb(w(t,u)) < —Bp(w(t,u))

ou seja,
d
agb(w(t,u)) <0, V teR,
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c+a(%—1)

donde concluimos que ¢(w(t,u)) é ndo-crescente. se u € ¢ NS, note que:
1) Se ¢(w(t,u)) < ¢ — ¢, para algum £ € [0, §), entdo
¢(n(1,u)) = ¢p(w(d,u)) < p(w(f,u)) <c—e.
Portanto, de (B.15),
77(17 U) € (ﬁCiE N Sﬁ-
2) Observe que para todo ¢ € [0, ], temos
45
St ) < o(w(0.u)) = o(u) < e+ e (2 ~1),
e consequentemente
4
d(w(t,u)) <c+e <f — 1) .

Dessa forma, supondo que

w(t,u) € B=¢* ([c—e<45—1>, c+€<4ﬁ—l>]> NS;, ¥V telo,d],

(0% (0%

usando (B.11), (B.16) e o fato que p = 1 em B, obtemos

o d
Sw(d,u) = o(u) + [ ot w)dt
de onde segue que

Bl w) < () — 2 [/ttt ).

d(w(d,u)) §c+5<46—1> —64;5§c+5<4ﬁ—1> —§45,

Logo,

« (07 « «

mostrando que

d(w(d,u)) <c—e.
Portanto, em qualquer um dos casos 1) ou 2), segue que
n(l,u) = w(d,u) € " °NSs, seu € qﬁcﬁ(%_l) n.sS;

(iw) n(1,.): X — X é um homeomorfismo. De fato, devemos mostrar que 7 é continua e

que possui inversa continua. Assim, considere as seguintes fungoes

g: X —X
u — g(u) = w(dt,u)

h: X —X
u — h(u) = w(—0t,u).
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Dessa forma, tem-se
(goh)(u) = w(dt, h(u)) = (g0 h)(u) =w(dt, w(=0t,u)).
Usando propriedades de fluxo, obtemos
(goh)(u) =w(dt —dt,u) =w(0,u) =u, ouseja, (goh)(u) = u.

De forma analoga, temos (h o g)(u) = u. Logo temos que n(t,.) é continua pela depen-
déncia continua com relagao aos dados iniciais para w(dt,u). Da mesma forma, temos
que 77 1(.,u) também é continua, donde concluimos que n(1,.) : X — X é um homeomor-

fismo. (veja a figura 4). O

Figura 4 — O Lema da Deformacao.

‘
2 g
]
(1) '

p=cH 2
p=c+e¢
p=c

p=c—e¢
p=c— 2

Fonte: An invitation to Variational Methods in Differential Equations. (pag. 23)

Definigao B.16. Dizemos que ¢ satisfaz a condigdao de Palais- Smale (PS), se qualquer
sequéncia (u,) tal que ¢(u,) é limitada e ¢'(u,) — 0, quando n — oo, possui uma

subsequéncia convergente.

O seguinte resultado foi publicado no ano 1973 por Ambrosetti-Rabinowitz em [3].

Teorema B.20 (do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz). Sejam E
um espago de Banach real e J € C'Y(E,R) um funcional satisfazendo a condigio Palais-

Smale. Suponha que J(0) =0 e que as sequintes condigoes sejam satisfeitas:

(1) existem constantes p,c > 0 tais que J| > «a e
0B,

(2) existe um elemento e € E\B, tal que J(e) < 0.
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Entao, J possui um valor critico ¢ > o com

c=inf max J(u),
g€l ueg([0,1])

onde I' ={g € C([0,1],E) ; ¢g(0)=0, g(1) =e}.

Demonstragao. Primeiro vamos mostrar que ¢ = nelﬁ m(z[ioxl ) J(u) estd bem definido. Seja
gel ueg

g€T, comoJeCHE,R)ege C(0,1], E), temos que J o g € C([0,1],R). Como Jog é
uma aplicagao continua no compacto [0, 1], J o g possui maximo em [0, 1], isto é, existe
max (J o g)(t)= max J(u).

te[0,1] u€g([0,1])
Definamos
f:00,1] - R
f@&) =llg@®)
Por (2), e € E\B, assim f(1) = [lg(1)|| = [lel| > p e £(0) = [|g(0)]| = [[0] = 0 < p. Logo,
como f € C([0,1],R) e f(0) < p < f(1), pelo Teorema do Valor Intermediario, existe
€ (0,1) tal que f(to) = |lg(to)|| = p, ou seja, g(ty) € 0B,. Segue da hipdtese (1) do

teorema que J(g(ty)) > o e como g € I' é arbitrario temos,
J(g(tO)) > a, vg el

Portanto ¢ = inf max_J(u) estd bem definido e ¢ > a.
g€l ueg([0,1])

Agora s6 falta mostrar que ¢ é um valor critico para J. Suponha por absurdo que
¢ nao seja um valor critico de J. Entao pelo lema de deformacao, dado 0 < € < 5(0 — )

existe n € C([0,1] x E, F) tal que para qualquer u € E e t € [0, 1] tem-se :

(1) n(t,u) =u, seu g J ' ([c—2e,c+ 2€) e

(2) n((1, Jo7)) C Jo

C = inf J(u), enta ist eI tal J(g(t)) < .
omo ¢ = inf max (u), entdo existe uma g al que max (g(t)) <c+e

Portanto ¢(t) € J°™¢, Vt € [0,1].
Defina a aplicagao continua

0,1 > ExE

fH(#) = n(1,9(t))

Pela hipétese (2) e pela escolha de €, temos J(e) < 0= J(0) < o < ¢ — 2e.
Logo temos que J(e) e J(0) ndo pertencem a [c — 2¢, ¢ + €, ou seja, 0 e e nao pertencem a
J e —2¢,c+¢€]).
Logo, por (1) temos que f*(0) =0e f*(1) = e, e portanto f* €I
Por (2), segue que f*(t) =n(1,g(t )) € Je, Vit e0,1], isto é,
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Como ¢ < tm[g%(} J(f*(t)) entdao ¢ < ¢ — €, 0 que é um absurdo. Portanto ¢ é um valor
€0,
critico para J. (veja a figura 5) O

Figura 5 — Teorema do Passo da Montanha.

b

Fonte: Variational Methods Applications to nonlinear PDE and Hamiltonian systems. (Pag.
101)

Teorema B.21 ( Teorema Do Passo da Montanha sem a condi¢ao (PS)). Seja J um fun-
cional de classe C' sobre um espaco de Banach E. Suponhamos que existe uma vizinhanga

V de O em E e uma constante p tal que:

(i) J(u) > p para cada u na fronteira de V.
(ii) J(0) <p eJ(V) <0 para algum V¥ ¢ V

Establecemos

¢ = Inf max J(#(1)),

onde I' ={¢ € C([0,1], E) ; ¢(0) =0, ¢(1) = ¥}

Entao existe uma sequéncia (u,) € E tal que
J(up) = c e J(u,) =0 em E.

Demonstracao: Veja Apéndice E, Coroléario E.7
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APENDICE C - BREZIS-LIEB

Definicao C.1. F' é p-homogénea se
F(Xu,v)) = NWF(u,v) para todo (u,v) € R?, V X > 0.

Em particular

(1) (VF(u,v), (u,v)) = w2 (u,v) + v (u,v) = pF(u,v), para todo (u,v) € R%.

(ii) F, e F, sdo (p — 1)-homogénea.

Lema C.1 (Brézis-Lieb estendido). Sejam Q C R* um aberto limitado e F : R¥ — R
uma fungao continua, positiva e p-homogénea, onde p > 0. Se (U,) € uma sequéncia
limitada em LP(Q;R¥) e Uy, — U q.t.p. em Q, onde U € LP(S; R¥) entdo

lim [ (F(U) — F(Uy —U))dx = / F(U)dz.

a=oe Jo Q
Demonstragido. Afirmamos que fixado ¢ > 0 existe C(¢) tal que para todo ¢, s € R¥ temos
|F(s+1t) — F(s)] <cels|P + C(e)|t]P. (C.1)
Com efeito, pela continuidade de F' temos que dado € > 0 existe d(¢) > 0 tal que
|F(s+1t)— F(s)| <e,V|t] <d(e),

onde restringimos F' a B(0). sem perda de generalidade, podemos supor d(¢) < 1.

Definimos
M
M =max FeC(e) = .
B2(0) d(e)p
Se % <1
et el
L] )~
< M —1—5@
T o(ep

Se d(e) < 4 <1

\F<’;+é|> —F<";>1§M:5?§[)p5(€)p

M w%—a
~ d(e)r sl
Seﬁgé(s)
S t S
F +>—F<> <e
‘(w 1) ")
Mt

< .
=S SEr s
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Logo, pela p-homogéneidade de F' segue (C.1). Definimos V,, = U, — U e o funcional
HZ (x) = (|[F(Ua) — F(U(x)) = F(Va(x))| — e[ Va(@) ")+,

onde (5); = max(S,0). Observe que V,, — 0 q.t.p. em €, e se &« — oo, pela continuidade
de F'

F(V,) — F(0) =0 q.t.p.

HY =0 q.t.p.

Por outro lado,

|F(Us) = F(Va) = F(U)| < [F(Us) = F(Va)| + [E(U)],
fazendo s =V, e t = U em(C.1), obtemos

|F(Ua) = F(Va)| = [E(s +1) = F(s)| < e|Va|” + C(e)|UP

assim,

|F(Us) = F(Va) = F(U)| < e[Val" + C(e) U] + |F(U))|
e consequentemente

HZ < CEIUP+|FU).

Como F é p-homogénea, (C(e)|U|P +|F(U)|)e L*(Q) e segue do Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue que
/ H? — 0 quando a — o0.
Q
Da definicao de HS, temos que

HZ(x) = [F(Ua(x)) = F(Va(x)) = F(U(2))] = e|Va(2)".

Logo
|F(Ua) — F(Va) = F(U)| < e|Val” + HZ,
assim,
I, = /Q]F(Ua) ~F(V,) - F(U)|dz < /Q(e\va\P + HY)dx
€

lim I, < lim | e|V,[Pdz + lim / Hedz = lim / V,|Pde = < K.
a—r00 a—r00 (¢} a—r00 [} a—00 0

A constante K é devido a limitacio da sequéncia (U,) em LP(£2; R*). Agora, fazendo ¢ — 0

obtemos o resultado. O
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APENDICE D - UM PRINCIPIO DO MAXIMO PARA SISTEMAS

Inicialmente vamos nos recordar que um dominio é um subconjunto € de RY aberto
e conexo. Esse dominio serd de classe C* quando sua fornteira ¢ um grafico de uma funcao
de classe C*.
Seja € um dominio limitando em R¢. Consideremos o sistema de m equacdes com m

fungdes nao conhecidas ut(z), u?(z), ..., u*(x),

d m
Z aij(m)ufj + Z bkl(x)ul = fi(z,u),r € Qek=1,..,m, (D.1)
ij=1 kl=1
0*u
com Uj; = ——.
J 8@8%
Consideremos também que para alguma constante § > 0 tem-se
d
> ai(x)&€; > 0|¢)? para todo x € Qe £ € R™ (D.2)
ij=1
Vamos denotar u(z) = (u!(z),u?(z),...,u™(z)) por u = (u',u? ...,u™), onde

x = (21,%2, ..., Tq).
N&o iremos estabelecer nenhuma suposicao em relagao a suavidade das fungoes a;;(z), bi(z)

e fp(z,u), porém iremos assumir que (D.1) possui uma solugio u* € C%(Q),

s

Teorema D.1. Seja B = [by(x)] uma matriz de ordem m. Suponhamos que 5(B + BT) ¢

semidefinida negativa, ou seja,

> b(z)uFu' <0 para todou € R™ e x € Q. (D.3)
ki=1

Consideremos também
i fr(z, u)u® > 0 para todou € R™ e x € Q, (D.4)
k=1
e que, para cada x €  pelo menos uma das desigualdades acima (D.3) ou (D.4) é estrita.
Entdo |u(z)|? = X7 (u*)?(x) ndo possui ponto de mdzimo dentro de Q.
Corolario D.2. Suponhamos que as condi¢oes homogéneas de Dirichlet sao impostas
uF(z) =0parax € 0, k=1,2,...,m. (D.5)

Entdo, caso exista, a solugdo trivial é a unica solugio possivel de (D.3) e (D.5).

Observagao. Se solugoes nao negativas de (D.3) forem consideradas, ou seja,
solugoes nas quais u*(z) > 0 para todo z € Q e k =1,2,...,m, entdo (D.4) decorrera da
condigao

Jr(z,u) > 0 para todou € R}, k=1,2,....mex €.
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D.1 PRINCIPIOS DO MAXIMO NO CASO ESCALAR
Consideramos os operadores diferenciais lineares da forma

82 N
Lu = Z Z a;;(x (9 o, Z c(x)u, ay = aj,

i=1 j=1 -1 zz
onde = (z1,...,xN) € Q, a5, bj,c: Q= R.
Dizemos que L ¢ eliptico no ponto x € €2 se a matriz [a;;(2)], é positiva, isto é, sendo A(z)

e A(x) o menor e o maior autovalor de [a;;(z)], respectivamente, entao
N N
0 < Aa)|e]* < ZZ aijeic; < AN2)|e|?, V e = (e1,...,en) € RV\{0}.

Dizemos que L é uniformemente eliptico se L for eliptico e se A(x)/A(z) for limitado em

). Observamos que o operador Laplaciano é uniformemente eliptico.

Teorema D.3 (Principio do Méximo Fraco). Seja L eliptico num aberto e limitado
Q C RY. Suponha u € C*(Q)NC(Q) ec=0emQ.

Se Lu < 0 em €2, entdo
max 1t = max u.
Q E19)
Se Lu > 0 em €2, entdo

min v = min .
Q o0

Demonstragao. Ver [13], Teorema 1, pag. 327.

Teorema D.4 (Principio do Maximo Forte). Suponha que L € eliptico em Q um dominio
limitado do RN, u € C?(Q)NC(Q) ec=0 em .

Se Lu <0 em Q) e u atinge o seu mdximo sobre ) num ponto interior, entdao
u € constante no interior de €.

De forma andloga.

Se Lu >0 em Q e u atinge o seu minimo sobre 2 num ponto interior, entao

u é constante no interior de €.

Demonstragao. Ver [13], Teorema 3, pag. 332.
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APENDICE E - PRINCIPIO VARIACIONAL DE EKELAND

Apresentamos uma versao do lema de Deformacao feita por Willem M. em 1983.

Teorema E.1 (Lema de Deformagao de Clark). Seja X um espagco de Banach e ¢ €
CH{X,R), SCX,ceR, ec>0, >0 tais que para todo

8
u € ¢ e — 2e, ¢+ 2] N Sos, temos || (u)| > §

Entio existe n € C*([0,1] x X, X) tal que

(i) n(t,u) =u set =0 ou se u & o '([c — 2&,c+ 2¢]) N Sas,

(i) n(t, ¢t NS) C ¢,

(7ii) n(1,.) : X — X é um homeomorfismo de X em X para todo t € [0, 1],
(iv) |In(t,u) — ul|| <6, para todo u € X, para todo t € [0, 1],
(v) € nao crescente para todo u € X,

(vi) p(n(t,u)) < ¢, para todo u € ¢°N Ss, e todo t € (0,1].

Demonstragao: Ver [22], Lema 2.3 pag. 38.
Aplicaremos o lema da deformacdo para produzirmos teoremas relevantes na busca por

pontos criticos.

Teorema E.2 (Ekeland, 1974). Seja X um espaco de Banach, ¢ € C1(X,R) limitado

inferiormente, v € X ee,d > 0. Se
o(v) < info+e
entao existe u € X tal que

(a) p(u) <infxy ¢+ 2¢
) lle'(wll <5 (E.1)
(©) llu—vl <26

Demonstragao. Ver [22], Teorema 2.2, pag. 39.

Corolario E.3. Seja ¢ € CY(X,R) limitado inferiormente satisfazendo (PS)., com
c:= 1%f ©,

entao toda sequéncia minimizante para ¢ (ou seja v, tal que p(v,) — ¢) contém uma

subsequéncia conevrgente. Em particular existe u € X tal que p(u) < infx p.
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Demonstracao. Ver [22], Corolario 2.5, pag. 40.

Teorema E.4 (Brézis-Nirenberg, 1991). Sejam ¢ € C1(X,R) e ¢ := Iminfj, o p(u) €
R, entdo para todo £,0 >0 e R > 26, existe u € X tal que

(@) ¢ —2e < p(u) <c+ 2,

() full > R =24,

() 'l <%

Demonstragao. Ver [22], Teorema 2.6, pag. 40.

Corolério E.5 (Shujie Li - 1986). Seja ¢ € CY(X,R) limitado inferirormente. Se toda
sequéncia (u,) C X tal que p(u,) — ¢ e ¢'(u,) — 0 € limitado, entdo, p(u) — oo quando

Demonstragao. Ver [22], Corolario 2.7, pag. 40.
E.1 PRINCIPIO GERAL MINIMAX

Teorema E.6. Seja X um espaco de Banach. Seja My um subespaco fechado do espaco
métrico M e I'y C C(My, X). Defina

F={yeC(M:X);v|lm €To}.
Se p € CY(X,R) satisfaz

00 > c:= inf sup e((v(u)) > a:= sup sup w((0(w))) (E.2)

entdo, para todo € € (0,%%),6 >0 ey €I tal que
suppoy <c+e, (E.3)
M

eviste u € X tal que
(a) ¢—2e < p(u) <c+ 2,
(b) dist(u,v(M)) < 26,
(© Il < %.

Demonstragio. Suponhamos que para todo u € X satisfazendo (a) e (b),

'@l > =

Queremos aplicar o Lema da Deformagao E.1 com S := «(M). Note que se tomarmos
¢’ < e, e u satisfazendo

c—2 <p(u) <c+ 2,

dist(u,y(M)) < 20,

le' ()] > 55,
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entao, u satisfaz
(a) ¢ —2e < p(u) <c+ 2,
(b) dist(u,v(M)) < 26,
(o) ll¢' ()]l > .

Assim, assuma

c— 2> a. (E.4)

Defina
Bu) = n(1,y(u)).
Para todo u € My, de (E.4)e do item (i) do Lema de Deformacao E.1,

Bu) = n(1,v0(w)) g Yo(uw),

pois sup < a < c— 2¢, o que implica que 3 pertenece a I'. Por (E.3),
ue My

suppoy < c+e.
M

Assim, B(u) € pt¢ N S e pelo item (7i) do Lema da Deformagao E.1,
(i1)
sup p(f(u)) = sup p(n(1,70(u))) < ¢ —e,
ueM ueM

o que contraria a defini¢ao de c¢. Logo a tese é verdadeira. O

Corolario E.7. Supondo (E.2) entao eziste uma sequéncia (u,) C X satisfazendo
o(uy) = ¢, ¢ (u,) — 0.

Em particular, se ¢ satisfaz (PS)., entao ¢ é um valor critico de .

Demonstracao. Tomando

Epn=—,e0=1,
n

Pelo teorema E.6, existe u,, € X tal que

[\]

2
c——<p(u,) <c+ —,
n

I (un) || <

S|oo3

Logo, a sequéncia (u,) é tal que

o(uy) = ¢, ¢ (u,) — 0.
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APENDICE F - O ESPECTRO DO LAPLACIANO

Definicao F.1. Sejam X um espaco de Banach e A : X — X, um operador linear

limitado.

(i) O conjunto resolvente de A é

p(A) ={neR: (A—nl) éinjetora e sobrejetora},
(ii) O espectro de A é
o(A) =R —p(A).

Definicao F.2. Sejam X Banach e A: X — X, um operador linear limitado.

(i) noés dizemos que n € o(A) é um autovalor de A fornecido

N(A =nl) # {0}, (veja [13]),
nods escrevemos o, para denotar a colecao de A, o, é o espectro de pontos.

(ii) Se n é um autovalor e w # 0. satisfaz
Aw = nuw,

noés dizemos que w é um autovetor associado.

Definigao F.3. Dizemos que u € Hj () é uma solugio fraca para o problema de autovalor

do laplaciano com condi¢ao de Dirichlet

—Au =X u em
u=>0 sobre 0f),

se

/ VuVude = )\/ uvdz, para todov € Hy ().
Q Q
Teorema F.1. Seja Q C RY um aberto limitado. Entdo o problema de autovalor

—Au =X u em (),
u=>0 sobre 052,

possui um nimero infinito enumerdvel de autovalores {\, }nen que satisfazem
O< A <A< A< Ay S A<

tais que

Ax — 00 quando k — o0,

e autofungoes {uy} que constituem um sistema ortonormal completo para L*(Q), isto é,

oo
V=Y ouy,
=1
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para todo v € L*(Q). Em particular

[e.e]

2 2
vl3 = Z<U7Ui>L2~
i=1
Demonstracgao: Consideramos o funcional

I:Hj(Q)\{0} =R

dado por

|Vul?dz 2 2
I(u) = /Q _ (Vu, Vu); |Vuls

[ar  (wwp  WE
Q

Claramente este funcional é limitado inferiormente, entao existe

inf  I(u).
u€HE(Q)\{0}

Seja \; = inf I(u). Mostraremos que existe u € HY(Q)\{0} tal que
=t T) q {0} tal g

/ VuVudx = )\/ uvdz, para todo v € Hy(Q).
Q Q

De fato, como I(au) = I(u) para todo o € R com « # 0, pela definigao de infimo, obtemos

uma sequéncia (ug) C H3 () \ {0} com |ug|3 = 1 para todo k € N tal que
I(ug) — A1, quando k — oo.
Logo, pela definicao do funcional I, obtemos
|Vug|s — A1, quando k — oo. (F.1)

Assim, (uy) é limitada em HJ(£2), logo existe uma subseqiiéncia (u,, ) de (ux) que converge
de forma fraca em H{(€2). Logo pelo Teorema de Rellich Kondraknov ( teorema B.11),
isto ¢ HL(Q) <5 L*(Q), segue que (u,, ) converge de forma forte em L2(€2). Ou seja, existe
u € L?(Q) tal que

U, — u em L*(Q), quando k — oo. (F.2)
Como para k,[ € N, vale a identidade
|unk - unz’% + |unk + unz‘% = 2’unk’§ + 2’“’”1’%?
obtemos que,

U, + U, |5 — 4 quando k, 1 — oo. (F.3)
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Além disso, pela identidade

[V (. = )3+ [V (th, + 1) |2 = 2|V (i, )3 + 21V ()2

e por
v n n, 2
M= inf I(w) < Yt 12)|2,
ue H ()\{0} Uy, + U, [3
obtemos que
|V (U, = )5 < 2/ ()3 + 2|V (11, ) |3 = Attty + 10y 3. (F.4)

Logo usando (F.1), (F.3) e (F.4), segue que
IV (U, — tn,)|5 — 0 quando k,l — oo,

isto é,
|| tn,, — U, || = 0 quando k,I — oo.

Assim, a subseqiiéncia (u,, ) é de Cauchy em H}(Q2). Como H} () é um espaco de Banach,

existe w € Hy(Q) tal que
Uy, — w em Hy(Q), quando k — oo, (F.5)

ou seja,

|V (up, —w)|2 — 0, quando k — oo.

Portanto, pela desigualdade de Poincaré,
U, — w|3 = 0, quando k — oo,
isto é,
U, — w em L*(), quando k — oo. (F.6)
De (F.2) e (F.6), obtemos que u = w, e consequentemente, por (F.5),
Uy, — u em Hy (), quando k — oo com |u|5 = 1.

Logo, como ||uy, —u| = |Vu,, — Vulz e [|[Vuy,, |2 — |Vulz| < |Vu,, — Vuls, para todo

k € N, obtemos que |Vu,, |» = |Vuls quando k — co. Assim de (F.1) segue que

Usando a desigualdade de Poincaré, segue que A\; = |Vul|3 # 0, com u = u.

Agora mostraremos que u = u; é uma solugao fraca de —Au = Au. Como u; é um minimo
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para o funcional I, entdo para v € H} () arbitrdrio, temos

I(uy + tv) — I(uq)

0= lim
t—o0 t
V(u + )5 [Vul3
e T
iS00 t
|V |3 + 2| Vo)3 + 2t(Vuy, Vo), B (Vo |2
~ lim lur |5 + t2|v]3 + 2t{u1, v), |3
T 5o t :

Portanto, como |uy]3 = 1,
0 = lim 2|V |3|ui|3 + 26(Vuy, Volo|ui|* — 3|v]?|[Vuy |3 — 2t{uy, v)o|Vuyl3
100 t(1 + 2v]3 + 2t(ur, v)2)
= 2(Vuy, Vo)o|ui|3 — 2{u1, v)o|Vus |3
= 2(Vuy, Vo) — 2(uq, v)a A,

isto é,
/ Vu,Vodr = )\1/ uvdr, para todo v € Hy ().
Q 0

Agora suponha como hipétese de indugao que obtivemos (Ay,u1), ..., (A\j_1,uj_1) satisfa-

zendo, para todo 1 <2,k < j—1
(i) wi € Hy(22) \ {0},
(i) M < ... <A1,
(iii) /QVu,-Vvdx =\ /Q uzvdr, para todo v € HJ(S),
(iv) (s, up)e = ;-

Definimos

Hj:{vEW&Q(Q) (v, u;)o =0, para i =1,2--- 5 —1}.

H; ¢é o subespaco de Hilbert ortogonal ao subespago de dimensao finita gerado pelas

autofungdes wuy, ug, -+ ,uj_1, isto &, H; =< uy,ug, -+ ,uj_q >+ .
Defina
Ai = inf I(u).
UEHJ'

Como H; C H;_,, entao

A < A (F.7)

=i S A

Pelo mesmo argumento anterior, existe uma seqiiéncia (u,) de H; com |u,ls = 1 e

u; € HY(Q) com |ujly =1 tal que u, — u; em Hg (). Além disso, \; = |Vu,[3 e

/ Vu,;Vudr = )\j/ ujvdz, para todo v € Hj. (F.8)
Q Q
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Como H; é um subespago fechado de H}(€2), temos
u; € Hj. (Fg)

Também temos que :
Hy(Q) = H; & Hj,

ou seja, HS(Q) = W01’2(§2> = HJEB < U, Uyt Uj—1 > .

Seja v € H (), entdo
v =w; +wy, onde wy € H; e wy €< Uy, Ug, -+ ,Uj_1 > .

Logo,
/QVuvadx = (Vu;, Vu)o = (Vu;, Vwr)e + (Vu;, Vws)s.

Lembrando que wy € H; obtemos por (F.8) que
/QVujVde = \j(uj, w1)2 + (Vu;, Vws)s. (F.10)
Como parai=1,2,...,5 — 1,
(Vuj, Vu;)o = /QVujVuid:c
e por hipétese de inducao (iii), temos
(Vuj, Vu;)o = )\i/Quiujdx.
Entéao, pela hipétese de inducgao (iv),
(Vu;, Vu;)s = 0.
Assim, como wy €< uy, ug, -+ ,U;j—1 >, Segue que
(Vu;, Vws)s = 0. (F.11)
Por outro lado,
/\j/Qujvdx = \j(uj,v)2 = Nj(uj, w)a + Aj(u;, wa)e,
e como wy €< Uy, Uy, - -+ ,Uj—1 >, por (F.9) temos,
)\j/Qujvd:c = \j(uj, w). (F.12)
Portanto por (F.10), (F.11) e (F.12) segue que
/QVuvadx = )\j/Qujvdx, para todo v € Hy (),

isto é,

u; ¢ uma solucao fraca de — Au = Au em €.
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Mostraremos agora que

Aj — 00 quando j — 00.

Suponha por absurdo que \; — Xg. Entdo, obtemos uma seqiiéncia (u;) de Hj(Q) e
autofungoes associados aos autovalores \; tais que |ujla =1 e \; = |[Vu,[3 — X\o. Entéao
(u;) é limitada em Hg (), logo existe uma subseqiiéncia (u,,) de (u;) que converge de forma
fraca em H}(€). Logo pelo Teorema de Rellich Kondraknov,nos temos que, H1(Q) <%
L*(9), e portanto,

(un,) converge forte em L*(€2).
Logo,
(un,;) ¢ de Cauchy em L*(€2). (F.13)
Também, como (un,) é ortonormal, para k,l € N, temos que
|t — U, |5 = 2.
Logo
1
’u”j - unk|2 = (2)5 €
portanto (uy,) nao é de cauchy em L? o que é um absurdo por (F.13).

Agora, mostraremos o resultado de expansao.
k
Para v € H}(Q) e i,k € N escreva o; = (v, u;)9, vy = Zaiui e wy = v — vg. Logo,
i=1
para i < k, e {u;} é ortonormal segue que

k
<wk7ui> = <U - Zaiui; Uz>
i=1

= (v,u;) —

= ; — O = 0.
Portanto,

(wg,u;) =0, Vi=1,... k. (F.14)
o [Vul3 ! .
Como A\py1 = inf ——==e Hyy1 = {v € Hy(Q); (v,u;)2 =0, i =1,...,k}, por (F.14),
uHpi  |ul3

temos

W € Hk+1.
Logo,

Vw3 (Vwg, Vug)s

A < —
P w3 (W, Wi
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Entao,

(Vwg, Vwy)s. (F.15)
Dai, como u; é solugdo fraca para todo i < k, entao, por (F.14), segue que

(Vu;, Vwy)o = Ni(wyg, u;)a = 0.
Portanto, temos

<VUZ', Vwk>2 =0. (F16)

k
Logo de (F.14), (F.16) e vy = > _ a;u;, obtemos as identidades
i=1
(Wi, w2 = (v, v)2 — (Vk, Vg )2,

(Vwg, Vwy)s = (Vo, Voyy — (Vug, Vug)s.

Desta ultima identidade, segue que
(Vwg, Vwyg)s < (Vo, Vo). (F.17)
Logo, por (F.15) e (F.17), obtemos

|wk|§ = <wk;wk>2

<
Akt1

(Vwk, Vwk>

<
k41

<VU, V'U>2.

Entao, como A\, — 400 quando k — oo, wy — 0 em L?(£2).

Usando wy, = v — v, podemos obter vy — v em L?(Q).

L =1 li = ;. P = U HYQ). A
080 v kl_}IgOUk—Q—kl_)Ingk Z%Uz ortanto v ZO@U“ Vv e Hy(R). Agora,

i=1 i=1

como
———L3(Q
WOL2(Q) g <u17u27"‘> g <u17u2;---> @ QLQ(Q),
podemos deduzir que
————L3(Q [
@) o C @),
7o (@) 2
Lembrando que H;(12) = L*(Q), obtemos
P — )
<U1,U2, .- ->L @ - LQ(Q)

Segue que {u;} é um sistema ortonormal completo para L*(Q), isto é,

v=">Y auy, Vo e L*Q).

=1
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Além disso, como «; = (v, u;)e, temos que

o0 o0

Z<'U7 ul>% = Z Oéz2
i=1 i=1
k
J— 1 2
= Jim 3o
=1
k k
— ’}1330(; i, ; Q)2

onde, a tltima igualdade segue do fato que {u;} é ortonormal.

Portanto,
(e e]

k k
> (v, u)y = lim i, Y aiug)o.
) K ko0 P 7 Z)i:1 1

i=1

Agora, pela continuidade do produto interno, segue que

[e.e]

k k
> (v, u); (ggrggazuz,l}g%;azuz>z (v,v)2

=1

e consequentemente,
o0

[of3 = > (v, ).

i=1

O préximo resultado garante que as autofungoes do operador (—A) sdo regulares.

s

Teorema F.2. Seja Q C RY | um aberto com fronteira de reqular. Se A€ R eu € Hy é

uma solucao fraca de
—Au=Au em €,
u=>0 sobre 012,

entio u € C*(Q).

Demonstracao: Ver [4], Teorema 1.12, pag. 21.
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