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Resumo

Esta dissertacao ¢ dedicada ao estudo da transitividade dos fluxos geodésicos em
variedades Riemannianas sem pontos conjugados. Baseada em estudos realizados por
Eberlein em [7] que ampliou os resultados obtidos em varias pesquisas realizadas, dedi-
cadas a provar a transitividade topolégica de fluxos geodésicos em variedades compactas
com curvatura K < 0, exigindo que as variedades fossem de visibilidade uniforme.

Considerando a variedade de visibilidade M, SM o fibrado tangente unitario de M e
@ o fluxo geodésico em SM, foram apresentados e desenvolvidos resultados para mostrar
que se todo ponto de SM é nao-errante mediante p; entao ¢; é topologicamente transitivo

em SM. Por tltimo apresentamos situagoes onde nao ocorrem a transitividade [2] e a
visibilidade [20)].

Palavras-Chave: Fluxo Geodésico. Transitividade Topologica. Pontos Conjugados. Visi-
bilidade Uniforme.



Abstract

This dissertation treat the study of the transitivity of geodesic flows on Riemannian
manifolds without conjugate points. Based on studies performed by Eberlein in [7], which
extended the results obtained in various research, dedicated to proving the topological
transitivity of geodesic flows on compact manifolds with curvature K < 0, requiring that
the manifolds were of uniform visibility.

We can consider the visibility of manifold M, SM the unit tangent bundle M and ¢,
the geodesic flow in SM, results were presented and developed to show that every point
of SM is not wandering through ¢; then ¢, is topologically transitive on SM. Lastly we
present situations that do not occur transitivity [2] and visibility [20].

Key-words: Geodesic Flow. Topological Transitivity. Conjugate Points. Visibility Uni-
form.
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Introducao

O objetivo desta dissertacao é estudar a transitividade topologica do fluxo geodésico

em variedades Riemannianas sem pontos conjugados.

No Capitulo 1, expomos algumas noc¢oes basicas de Geometria Riemanniana neces-
sarias para o desenvolvimento de todo o texto, além de conceitos de Variedades Diferen-
ciaveis, Grupo Quociente e Topologia. Ainda, apresentamos uma nocao de Geometria

Hiperbolica e definimos Recobrimento, Grupo Fundamental, Forma Diferencial e Medida.

No Capitulo 2, definimos assintoticidade entre geodésicas, apresentamos a Topologia
do Cone e estudamos a continuidade da fungdo V' : A — SH definida por V(p,q) =
(0. 7}4(0)) onde A = {(p,q) € Hx H;p # q}, que utilizaremos para mostrar que 7, (t,) —

~»(00) onde t,, — oo e a sequéncia de vetores unitéarios v, — v.

No Capitulo 3, apresentamos as propriedades do conjunto limite L(D) de D, onde D é
o grupo propriamente descontinuo de isometrias de H. Definimos dualidade e mostramos

a condigao para a dualidade. Finalizamos com um estudo da densidade de D em L(D).

No Capitulo 4, definimos a transitividade topologica de um fluxo. Relacionamos L(D)
a fluxos geodésicos no fibrado tangente unitario de M = H /D. Mostramos que para uma
variedade de visibilidade uniforme M onde SM = {2 o fluxo geodésico é topologicamente

transitivo em SM.

No Capitulo 5, apresentamos o axioma de assintoticidade, observamos que o axioma
de visibilidade uniforme implica no axioma de assintoticidade. Veremos que uma vari-
edade compacta M, com uma métrica g*, sem pontos conjugados, ¢ uma variedade de
visibilidade uniforme se M é uma variedade de visibilidade uniforme com métrica g. Con-
sequentemente, o g*-fluxo geodésico é topologicamente transitivo no g*-fibrado tangente
unitario. Apresentamos um exemplo sobre a nao-transitividade do fluxo geodésico em
uma superficie nao compacta e um outro exemplo sobre a nao visibilidade. Terminamos

este capitulo comentando sobre hiperbolicidade de Gromov e visibilidade.
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1 Preliminares

Neste primeiro capitulo, introduziremos alguns conceitos que se fazem necessérios

para a leitura do texto.

1.1 Alguns Conceitos de Topologia

Uma referéncia para esta secao ¢ [18].

Definigao 1.1. Sejam (X, 7) um espago topologico e x € X. Uma base local ou sistema
fundamental de vizinhancas em x, é uma familia 5, de vizinhancas de x tal que todo

aberto A que contém x, contém um elemento de (3.

Axiomas de Enumerabilidade

Primeiro azioma: Um espaco X tem base enumeravel em x € X se existe uma colecao
enumeravel (5, de vizinhancas de x tal que para toda vizinhanca V de x existe pelo menos

um elemento de 5, contido em V, ou seja, existe B € 5, tal que x € B C V.
Se X tem base enumerével em todo z € X dizemos que X satisfaz o “primeiro axioma*.

Sequndo Axioma: Dizemos que o espaco topologico X satisfaz o segundo axioma de enu-

merabilidade se possui uma base enumeréavel para a sua topologia.

Definigao 1.2. Seja (X, d) espaco métrico. A sequéncia (z,) de pontos de X ¢é dita
sequéncia de Cauchy em (X,d) se dado € > 0 existe inteiro N tal que d(z,,z,,) < €

sempre que n,m > N.

O espago métrico (X, d) é dito completo se toda sequéncia de Cauchy em X converge.

Definigao 1.3. Um espago métrico (X, d) é totalmente limitado se, para todo ¢ > 0,

existe cobertura finita de X por e-bolas.
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Teorema 1.4. O espago métrico (X, d) é compacto se, e somente se, ¢ completo e total-

mente limitado.

Definicao 1.5. Um espaco X é dito localmente compacto em x se existe subespago com-
pacto C' de X que contém uma vizinhanca de x. Se X é localmente compacto em cada

ponto, X ¢é dito localmente compacto.

Definicao 1.6. Um espaco topologico X é dito espaco de Hausdorff quando para cada
par xq, xo de elementos distintos de X existem vizinhancas U; de x; e Uy de x5 tais que
U1 N U2 - @

Teorema 1.7. Seja X espaco Hausdorff. Entao X é localmente compacto se, e somente
se, dado x em X, e dada uma vizinhanca U de x, existe vizinhanca V de x tal que V é

compacto e V C U.

Definicao 1.8. Uma colecao C de subconjuntos de X satisfaz a propriedade da intersecao
finita se, para toda subcolegao finita {C1, Cs, ... C,} C C vale que a intersecao C; N Cy N

...NC, é nao vazia.

Teorema 1.9. Seja X espaco topologico. Entao X é compacto se, e somente se, toda
colecao C de subconjuntos fechados de X possuindo a propriedade da intersecao finita

possui intersecao nao vazia, isto é

() C#0

cec
Teorema 1.10 (Teorema do ponto fixo de Brouwer). Sejam B a bola unitaria fechada

em R" e f: B — B funcao continua. Entao, existe um ponto fixo x € B.

1.2 Variedades Diferenciaveis

As referéncias para esta secao sao [14] e [16].

Seja M um espaco topolégico de Hausdorff com base enumeravel e conexo.

Definicao 1.11. Um sistema de coordenadas locais ou carta local em M é um homeo-
morfismo

z:U — 2(U) CR" onde U C M é um aberto e n ¢ a dimensio da aplicagao.

Para cada p € M, tem-se que z(p) = (z1(p), ..., x,(p)) no qual os nimeros x;(p) = x;

sao chamados coordenadas do ponto p € M no sistema x.
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Definicao 1.12. Um atlas de dimensao n sobre um espaco topoldgico M é uma colecao
> ={z,} de cartas locais z,, : U, — R" no qual a unido dos dominios U, sdo tais que

U, Ua = M. Os dominios U, sao chamados vizinhancas coordenadas de .

Um espago topologico M no qual existe um atlas de dimensao n chama-se variedade

topologica de dimensao n.

Definicao 1.13. Dada uma familia de aplicacoes biunivocas X,: U, C R — M, onde
U, sao abertos de R™ em M, definimos uma variedade diferencidvel de dimensao n como

um conjunto M tal que:

1) Ua Xa(Ua) = M;

2) Para todo par «, 3, com X,(U,)NXs(Us) = W # 0, os conjuntos X, (W) e

X1 (W) sdo abertos em R™ e a aplicagio Xz~ ' o X, é diferenciavel;

3) A familia {(U,, X,)} é maximal relativamente as condi¢oes (1) e (2).

(Xa, Vo, Uy) € uma carta. A colegao de todas as cartas é dito um atlas.

Seja «a(t) uma curva diferenciavel em M". Temos que v = o/(t) € T,M é o vetor

tangente da curva a(t) em t e T,M & o espago tangente a M em p.

Definicao 1.14 (Fibrado Tangente). Seja M™ uma variedade diferenciavel e seja
T™M = {(p, v); p € M, v e T,M}. Entdo, TM com uma estrutura diferenciavel é chamado
fibrado tangente.

Defini¢ao 1.15 (Aplicagoes Diferenciaveis entre Variedades). Sejam M;™ e My™ varie-
dades diferencidvies. Uma aplicacao ¢: M, — M,y é diferencidvel em p € M; se, dada
uma parametrizacdo Y: V C R™— M, em ¢(p) existe uma parametrizagao X: U C R" —
M; em p tal que

©(X(U)) cY(V) eaaplicagio Y LopoX: X 1(U) C R* — R™ ¢ diferenciavel em X ~!(p).

Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis. Uma aplicacao diferencidvel p: M — N é
uma imersao se dp,, : T,M — T, N & injetiva para todo p € M. Se ¢ for homeomorfismo
sobre (M) C N, onde ¢(M) tem a topologia induzida por N, entao ¢ é um mergulho. Se
M C Nei: M — N éum mergulho, entao M é subvariedade de N. Seja o : M™ — N™

imersao, entao m < n e n —m é codimensao da imersao .

Definigao 1.16. Definimos a aplicacao projecao por 7 : TM — M no qual 7(p,v) = p.
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M /\ M,
1
XU)
Y(V)
X Y
C® 2 S 1D
Yo ¢ oX
R R

Figura 1: Aplicagoes Diferenciaveis entre Variedades

1.3 Homotopia, Recobrimento e Grupo Fundamental

Uma referéncia para esta se¢ao ¢ [15].

Definicao 1.17. Sejam X e Y espacos topolégicos. Duas aplicacoes continuas f, g :
X — Y sdo homotopicas (f ~ ¢g) quando existe aplicacdo continua H : X x [ — Y, com
I =10,1], tal que

H(z,0) = f(z) e H(z,1) = g(x), Vz € X.

Para t € I podemos definir H, : X — Y tal que, H;(z) = H(x,t).
A relacao de homotopia é uma relagao de equivaléncia no conjunto das aplicagoes continuas
de X em Y. As classes de equivaléncia segundo a relacao de homotopia sdo chamadas

classes de homotopia.

Seja C(X;Y) o espago topologico formado pelas aplicagdes continuas de X em Y,

com a topologia compacto aberta.

Definigao 1.18. Duas aplicagdes continuas f, g : X — Y (com X localmente compacto
de Hausdorff ou metrizavel) sdo homotopicas se, e somente se f e g pertencem a mesma,

componente conexa por caminhos no espaco C(X,Y).

Proposigao 1.19. Sejam f,g: X — Y aplica¢des continuas tais que f(x) e g(x) estdo

em componentes conexas distintas de Y. Entao f e ¢ nao sao homotdpicas.

Proposicao 1.20. Sejam f, f': X =Y e g,¢ : Y — Z aplica¢oes continuas. Se f ~ f’
eg=~yg,entao go f~go f.
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Definicao 1.21. Uma aplicacao f : X — Y ¢é uma equivaléncia homotopica quando
existe
g:Y — X, continua tal que; go f ~id, e fog ~id,. Entdo, g é um inverso homotépico

de f e os espacos topologicos X e Y tém o mesmo tipo de homotopia.

Definicao 1.22. Um espago topologico X é contratil se tem o mesmo tipo de homotopia

de um ponto.

Um espaco é contratil se, e somente se a aplicacao identidade ¢d : X — X é homotopica

a uma aplicagao constante ¢ : X — X.

Definicao 1.23. Uma aplicacao continua a : J = [sg, s1] — X ¢ dita um caminho.

Quando a aplicacdo é tal que a(sg) = a(s1) dizemos que o caminho é fechado.

Definicao 1.24. Uma homotopia H : a ~ b entre caminhos com extremos fixos é uma
aplicacdo continua H : I x I — X tal que, H(s,0) = a(s), H(s,1) = b(s), H(0,t) =
a(0) = b(0) e

H(1,t)=a(1) =b(1), Vs,t € 1.

Para que a ~ b é necessario que a(0) = b(0) = zp e a(1) =b(1) = x;

Proposicao 1.25. Sejam a,b,c: I — X caminhos tais que cada um deles termina onde
o seguinte comeca. Sejam a = [a], 5 = [b],7 = [c]| suas classes de homotopia, z = a(0)
a origem e y = a(1) seu fim, e,,e, caminhos constantes sobre esses pontos e €, = [e,],

€y = |ey] as classes de homotopia dessas constantes. Entao,

. a - "a=¢
. ;00 = a = gy

iv. (af)y = a(B9)

O conjunto das classes de homotopia (com extremos fixos) dos caminhos em um espaco
topologico X, com a lei da composicao acima definida, chama-se grupéide fundamental

de X representado por m(X).
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Considere os pares (X, ), onde zy € X ¢ ponto béasico do espago topolégico X.
Os caminhos fechados a : (I,0I) — (X, x0) sdo caminhos com base no ponto zg. O
subconjunto (X, xg) = {[a]; : I — X é caminho fechado com base em z,} do grupoéide
fundamental constitui um grupo chamado grupo fundamental do espaco X com base no
ponto xy. O elemento neutro desse grupo é a classe de homotopia € = €,, do caminho

constante no ponto zg.

Proposicao 1.26. Se z( e x pertencem & mesma componente conexa por caminhos de X
entao m (X, xo) e m (X, z1) sdo isomorfos. Mais precisamente, cada classe de homotopia
~ de caminhos que ligam xy a 7 induz um isomorfismo 7 : m (X, z1) — m (X, z¢), dado

por 7(a) = yay 1.

Proposicao 1.27. Se dois espacos topoldgicos X, Y conexos por caminhos tém o mesmo

tipo de homotopia, entao seus grupos fundamentais sao isomorfos.

Corolario 1.28. O grupo fundamental de um espaco contratil possui um tnico elemento.

Um espaco topologico X é dito simplesmente conexo quando é conexo por caminhos
e (X, x9) = {0}, Vo € X. Ou seja, para todo caminho fechado a : I — X, com base

no ponto zp, tem-se a >~ ey, .

Sejam X, Y espacos topologicos. Dizemos que, f : X — Y é um homeomorfismo local
quando cada ponto x € X esta contido em um aberto U tal que, V = f(U) é aberto em

Y e f |y ¢ um homeomorfismo de U sobre V.

Sejam f : X — Y,g: Z — Y aplicagoes continuas. Um levantamento de g é uma

aplicacao continua g : Z — X tal que fog=g.

Y

Figura 2: Levantamento de g

Seja f : X — Y continua, localmente injetiva, onde X é espaco Hausdorff e sejam Z
conexo e g : Z — Y continua. Entao dois levantamentos ¢, g : Z — X de g, que coincidem

em um ponto z € Z, sao iguais.
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Método do Prolongamento Analitico: Dado um homeomorfismo local f: X — Y, seja
y € f(X). Para cada x € X com f(x) =y, existem vizinhancas U de x e V de y tais que
f:U — V é homeomorfismo e g = (f |y)™' : V — U & um inverso local de f chamado

ramo de 1.

Definicao 1.29. Uma aplicacao p : X — X é uma aplicagao de recobrimento quando
cada ponto x € X pertence a um aberto V C X tal que p™' (V) = U, Ua é uma reuniéo
de abertos U,, dois-a-dois disjuntos, cada um dos quais se aplica por p homeomorficamente

sobre V.

Uma aplicagao de recobrimento p : X — X é um homeomorfismo local de X sobre X.

=
=

=D

Figura 3: Aplicagao de recobrimento

Definicao 1.30. Considere a aplicacao de recobrimento p : X — X. Se um aberto
V C X é conexo e localmente conexo por caminhos e, além disso, todo caminho fechado

em V é homotdpico a uma constante em X entao, V é uma vizinhanga distinguida.

Sejam V uma vizinhanga distinguida e Xo espaco de recobrimento de X, onde X é a

base e p~!(z) as fibras sobre x.

Proposicao 1.31. Se a base X de um recobrimento p : X > Xeé conexa, entao todas
as fibras p~!(z),x € X, possuem o mesmo “ntimero de folhas” (ou nimero cardinal) do

recobrimento.

Propriedade de Levantamento de Caminhos (p.l.c.): Seja f : X — Y aplicagdo continua e

sobrejetiva. Dados um caminho a : J — Y, com J = [sg, 1], e x € X tal que f(z) = a(so),
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existe caminho @ : J — X tal que a(sg) =z e foa=a.
Propriedade de Levantamento Unico de Caminhos (p.lu.c.): Seja f : X — Y aplicacio
sobrejetiva. Dados um caminho a : J — X e um ponto z € X com f(z) = a(sg), existe

um tnico caminho @ : J — X tal que foa =a e a(sy) = .

Dizemos que X é semi-localmente simplesmente conexo quando todo x € X possui
uma vizinhanca V' tal que todo caminho fechado em V' é homotopico a uma constante em
X.

Se X for localmente conexo por caminhos e semi-localmente conexo, temos que p :

X — X é um recobrimento se, e somente se, ¢ homeomorfismo local com a p.l.u.c.

Dada uma aplicacao de recobrimento p : X — X, sejam T € Xex= p(Z). Usaremos
a notacdo H(x) para representar a imagem do homomorfismo py : m(X,7) — m(X,2),

induzido pela projecao de recobrimento p.

Proposicao 1.32. Sejap: X — X um recobrimento, onde o espaco X é conexo por cami-
nhos. Sejam Z um espago conexo e localmente conexo por caminhos e f : (7, zg) — (X, xo)
uma aplicagao continua. Dado Ty € p~'(g), a fim de que f possua um levantamento

F:(Z, %) = (X,Zo), é necessario e suficiente que fami(Z, 20) C H(y).

p p
~ #
(X, X0 (X, X (X, X)) T, (X, x)
N f ~
f f# f#
(Z, 2

T(Z, 29

Figura 4: Projecao de recobrimento

Corolario 1.33. Sejam X conexo por caminhos e Z simplesmente conexo, localmente
conexo por caminhos. Toda aplica¢do continua f : (Z, z9) — (X, z9) admite um levanta-

mento f : (Z, z) — (X, %), onde Ty € p~*(x0) é escolhido arbitrariamente.

Sejam p; : )Zl — X, po: )N(Q — X recobrimentos com a mesma base X. Um homomor-
fismo entre estes recobrimentos ¢ uma aplicagao continua f : X, — X, tal que pyo f = py.
Se ps : )AQ — X é outro recobrimento com base X e g : )?2 — )?5 é um homomorfismo, a
composta go f : X — )?3 é homomorfismo. Dizemos que f : X; — X, é um isomorfismo

quando f é um homeomorfismo tal que py o f = py.



18

Um homomorfismo f : )~(1 — )N(Q ¢ um levantamento da aplicagao continua p; : X; —

X relativamente ao recobrimento ps : )?2 — X.

Xz
f
b
X
1 P, X

Figura 5: f: levantamento da aplicagao continua p; em relagdo ao recobrimento p,

Quando X; é conexo, dois homomorfismos que assumam o mesmo valor em um ponto
1 € X; sao iguais.
Proposicao 1.34. Sejam p; : X7 — X, py : Xy — X recobrimentos com a mesma base

X. Se X3 é conexo e localmente conexo por caminhos, todo homomorfismo f : X; — Xo

¢ um recobrimento. Em particular, f é sobrejetivo.

Proposicao 1.35. Sejam )?1, X, conexos e localmente conexos por caminhos. A fim de
que exista um homomorfismo f : X; — X, com f(Z1) = T é necessario e suficiente que
H1(51> - HQ(EQ)

Corolario 1.36. Seja p : X — X um recobrimento cujo dominio X & simplesmente
conexo e localmente conexo por caminhos. Para todo recobrimento ¢ : Y - X com Y

conexo, existe um recobrimento f : X =Y tal que go f =p.

Teorema 1.37. Um recobrimento p : X = X com X simplesmente conexo e localmente

conexo por caminhos é um recobrimento universal.

Um endomorfismo é um homomorfismo de um recobrimento em si mesmo. Dado
o recobrimento p : X - X , um endomorfismo é, portanto, uma aplicacao continua
f: X — X tal que po f = p. Quando o endomorfismo f for um homeomorfismo de X sobre
si mesmo, diremos que f é um automorfismo. O conjunto G()?/X) dos automorfismos do

recobrimento p : X — X constitui um grupo relativamente a composicao de aplicagoes.

As vezes os automorfismos sio chamados as “transformacées de recobrimento” ou
“translacoes de recobrimento”. A condicao py o f = p; significa que f aplica cada fibra
pr () na fibra p;'(z). Em particular, um endomorfismo f : X — X aplica cada fibra
p~!(x) em si propria. Um isomorfismo f induz, para cada r € X, uma bijegiao da fibra
py*(z) sobre a fibra p,!(x). Um automorfismo, por sua vez, determina uma permutacio

em cada fibra p~!(x).
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Note que um homomorfismo f : X; — X5 é um levantamento da aplicacao continua
p1 : X1 — X relativamente ao recobrimento py : Xo — X. Assim, quando X; é conexo,

dois homomorfismos que assumam o mesmo valor em um ponto z; € X; sdo iguais.

1.4 Grupo Quociente

Uma referéncia para esta secao ¢ [15].

Sejam (X, 7) espago, Y conjunto ndo vazio e f : X — Y sobrejetiva. Definamos em
Y a seguinte topologia:
={VCY;f(V)er}

7; € topologia sobre Y, dita topologia quociente em Y induzida por f.

Defini¢ao 1.38. Sejam (X,7),(Y,7y) e seja f : X — Y sobrejetiva. A fungao f que

induz a topologia quociente é chamada uma identificacao 7y = 7.

Propriedade Universal da Topologia Quociente

Sejam X, Y, Z espacos topologicos e f : X — Y uma identificagao. Entao, g: Y — 7

é continua se, e somente se, g o f é continua.

Sejam ~ uma relacao de equivaléncia sobre X e X . o conjunto das classes de
equivaléncia em X. Definimos 7 : X — X /. que leva z — [z]| onde [z] é a classe de

equivaléncia que contém x. 7 é dita projecao canonica e é naturalmente sobrejetiva.

Defini¢ao 1.39. Seja (X, 7) espaco topologico. O par (X /., 7,) é dito espaco quociente
de X.

Observacao 1: Toda variedade Riemanniana conexa pode ser obtida como quociente de

uma variedade Riemanniana simplesmente conexa por um subgrupo discreto de isometrias.

Proposicao 1.40. Seja f : X — Y continua, localmente injetiva definida em um espaco
Hausdorff X. Se Z é conexoe g : Z — Y é continua entao dois levantamentos g, g : Z7 — X

de g, que coincidem em um ponto z € Z, sao iguais.

Definicao 1.41. O grupo G é um grupo propriamente descontinuo do espaco X, quando
para todo x € X, G possui uma vizinhanca V tal que para todo g € G, diferente da
identidade, tem-se ¢.V NV = (. Ou seja, a o6rbita de cada ponto do espaco X é um

conjunto discreto.
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Proposicao 1.42. Seja G um grupo de homeomorfismos operando livremente no espaco

X. As afirmacoes que seguem sao equivalentes:

i. G é propriamente descontinuo;
ii. A projecao canonica p: X — X /G é uma aplicacao de recobrimento;
iii. p: X — X /G é localmente injetiva.

Lema 1.43. Seja G um grupo propriamente descontinuo de homeomorfismos do espaco
topologico conexo X. Afirmamos que o grupo de automorfismos do recobrimento p : X —

X /G é precisamente o grupo G.

Demonstracao. Seja g € G. Entao, para todo x € X temos que p(gx) = G.gr = G.x =
p(x). Logo pog=pedai, g€ G(X\ X/G).

Reciprocamente, dado um automorfismo f : X — X, fixemos zg € X e seja x1 =

f(zo). Entao, x; pertence a mesma fibra que xg, logo existe g € G com gzg = 7.

Portanto, pela Proposicao 1.40, f e g sdo levantamentos de p que coincidem no ponto

xo. Como X é conexo, pela Proposicao 1.42 temos que f = g, onde f € G. n

Lema 1.44. Se X é simplesmente conexo e localmente conexo por caminhos, entao o
grupo G((X),/X), dos automorfismos do recobrimento p : X — X é isomorfo a0 grupo
fundamental IT; (X, x).

Demonstracao. Sejam xg,T € Xeac IT; (X, zg) correspondente ao automorfismo f :
X = X. Seja o caminho bem X que liga x a xg tal que b = p ob. Tomemos a € a e
r = p(¥). Entdo, bab~! é um caminho fechado com base no ponto x. O levantamento de

bab~! a partir de 7 termina em f(7) =7y € p~*(z). O

1.5 Nocoes de Geometria Hiperbolica

Seja H" = {(z1, 22, ...,2,) € R";x, > 0}. Para H* = {(z,y) € R? y > 0}, definimos

<7, 7>H = @7V77 v S T(ﬂco,yo)]HI2

Yo
em cada ponto (zo, ) € H? e a métrica gu(, V) = (U, 7 )g.
A métrica gy é chamada métrica hiperbolica. Chamamos (H?, gg) o espago hiperbo-

lico.
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Seja v : [a,b] — H? uma curva C* por partes sobre H?, v(t) = (z(t), y(t)).

O comprimento hiperbélico de v ¢ dado por:

Lu(v) = / V(v (1), 7/ (1))dt = / (V' (t), 7' (8))mdt = / —W(ty)g/(mdt

Dados dois pontos z;, 2o € H?, definimos a distancia hiperbolica entre z; e 2, da seguinte

forma:

dy (21, 22) = inf{Ly(C);C : [a,b] — H? C" por partes com C'(a) = z; e C(b) = 2}

Definicao 1.45. Um difeomorfismo f : (M, (,)) — (N,{(,))) entre duas variedades

Riemannianas (M, (,)) e (N, ((,))) ¢ chamado uma isometria se

(T, V) = ({dfp (D), dfp (V) ) VD € M, W,V € T,M

az+b

Proposigdo 1.46. Toda transformagio f : H* — H?* definida por z — 225,

com

a,b,c.d € R e ad — bc = 1 é uma isometria de H?. Se h(z) = —Z, as outras isome-

trias de H? sao da forma foh: z :gis, com a,b,c,d € R e ad — bc = 1.

Definigao 1.47. Uma transformagao de Mobius é uma funcao da forma f(z) = ‘c’jﬂj’ de

uma variavel complexa z, e onde os coeficientes a,b,c,d € R e ad — bc # 0.

Definigao 1.48. Uma curva v : I = (a,b) C R — H?, C" por partes, ¢ geodésica (geodé-
sica minimizante) quando para cada par de pontos em y((a,b)) a curva v é minimizante

entre esses dois pontos.

A distancia hiperbolica é dada por:

da(v(t1),v(t2)) = Lu(7)[y(01), 7(t2)], Vi, 2 € (a,b)
onde Ly (y)[v(t1),7(t2)] é o comprimento hiperbolico de «y entre y(t1) e v(t2).

Lema 1.49. Seja f : H> — H? uma isometria de H? e seja v uma geodésica de H?. Entao,

f() ¢ uma geodésica de H?.

Demonstracdo. Seja f : H? — H? uma isometria de H?, entao f preserva comprimento.
Seja v : (a,b) — H? uma geodésica. Entao, dados t1,ts € (a,b), temos que
du(y(t1), v(t2)) = Lu(v)[y(t1), v(ta].

Considere f(7) em H? de classe C*. Como f é isometria e f(v) é difeomorfismo temos
que,

Lu(f()f (v(t1)), f(v(t2))] = Lu(M (1), v(t2)] = du(v(t1),v(t2)) = du(f (v(tr)), f(7(t2)))-
Logo, f(v) é uma geodésica de H?. O
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Proposicao 1.50. a) Toda semi-reta vertical y(t) = zo + it,t € (0,00), 29 € R é uma

b)

geodésica de (H?, gg).

Sejam p e q dois pontos distintos de H? alinhados verticalmente. Existe exatamente
uma geodésica passando por esses dois pontos, que é a semi-reta vertical por esses

dois pontos.

Demonstragao.  a) Basta mostrarmos que, Vti,ty € (0,00) o comprimento de 7 entre

v(t1) e v(t2) é menor que ou igual ao comprimento de qualquer curva C ligando
esses dois pontos.

Entao, seja C uma curva C' por partes ligando os pontos y(t;) e y(ts)

C:[0,1] = H?, C(s) = (2(s),y(s)), C(0) = (t1) e C(1) = 7(t2)

- / VIO CG s = [ @ T, @6, 7 ads -
/01 ¢<<x'<s>>;,< / \/7 / el

S

Logo, fazendo u = y(s) temos
La(C) | [20) Ldu |= [ In [ u ||%)|= 1 In | y(1) | =in | y(0) ||=| Iny(1) — Iny(0) |=
| 2 |= 28 = Ly(7)[y(t), 7(t2)]

Seja a semi-reta vertical y(t) = zo + it, t € (0,00) e zg € R, passando por dois

pontos distintos de H? alinhados verticalmente, p = v(t1) e ¢ = (t2).

Pelo item (a) temos que 7 é uma geodésica de H?.

Suponhamos C': [0,1] — H?, C(s) = (z(s),y(s)) outra geodésica de (H?, gg) pas-
sando por p e ¢, com C(0) =pe C(1) =

Entao,

Lu(C)[C(0), C(W)] = Lu(C)p, 4] = Lu(C)[y(t1), 7(t2)]

que é menor do que ou igual ao comprimento de qualquer outra curva ligando esses

pontos. Mas, por (a), Lu(y) < Lu(C).

Logo, Ly (C) = Ly(vy) e temos que C é a semi-reta vertical v, a menos de parame-
trizacao.
Portanto, a inica geodésica que passa por p e q ¢ a semi-reta vertical que passa por

esses dois pontos.
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]

Proposigao 1.51. Os semi-circulos ortogonais ao eixo real sdo geodésicas de (H?, gg).

Demonstracao. Seja xg € R o centro do circulo correspondente ao semi-circulo ortogonal

ao eixo real dado de raio R. Seja I a inversao em relacdo a Cor(zo + R), Vz € H?,

(z0+R)Z (z0+R)%—(2R)?
(2R)2 —2R + 2R
1(z) = —F———F% + (@ + R)= =
z — (1’0 + R) % + (IOQJ']_{R)

Temos que I ¢ uma isometria de H?. Seja L a semi-reta baseada em (xo— R, 0). Entao,
I(L) é Cr(x).

Como L é uma geodésica, (pela Proposigao 1.50) e I & uma isometria de H?, concluimos

(pelo Lema 1.49) que Cg(xg) é uma geodésica de H2. O

Invariante
L ya

x— R X. x4 R x+R + 2R

Figura 6: A inversao |

Teorema 1.52. Por dois pontos de H? passa exatamente uma geodésica. As tnicas

geodésicas de H? sao as semi-retas verticais e os semi-circulos ortogonais ao eixo real.

Demonstracao. Usando que por dois pontos distintos p, ¢ € H? passa uma tinica geodé-
sica (se eles estdo na mesma reta vertical, pela Proposicdo 1.50), ou um semi-circulo ~y

ortogonal ao eixo real (caso contrario) que é uma geodésica, pela Proposigao 1.51.
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/ mediatriz

_ +R
X~ R x\ Xo

Figura 7: Contrucio da geodésica que passa por dois pontos de H?

R é a distancia Euclidiana entre p e xo. Assim, mostramos a existéncia e a unicidade
no caso em que os dois pontos estao alinhados verticalmente e mostramos a existéncia no

caso contrario.

Consideremos uma inversao I que leva v sobre a semi-reta vertical L passando pelo
ponto
(xo—R,0). Se ¥ é uma geodésica que também passa por p e q, I(7) e I(¥) sdo geodésicas de
H?, ja que T é uma isometria, passando por I(p) e I(q), que estao alinhados verticalmente.

Pela Proposicao 1.50, I(5) C I() e, como I & uma bijecao, ¥ C -, seguindo a unicidade.

Segue, também, da demonstracao, a segunda afirmacao do teorema. O

Seja D ={w € C;| w |< 1}.
Seja o difeomorfismo ¢ : H? — D definido por ¢(z) =

zZ—1
z+1

Proposicao 1.53. Existe uma tnica métrica gp em I tal que ¢ seja uma isometria de

(H2,9H> sobre (DQD)Z < >
Au, v
T Twpe v

(D, gp) € o disco de Poincaré ou o modelo do disco do espaco hiperbolico.

Teorema 1.54. As geodésicas de (D, gp) sdo os diametros e os arcos de circulos ortogonais
ao bordo de D.

A demonstracgao se da usando a isometria ¢ e que a transformacao de Mobius ¢ leva

retas e circulos em retas e circulos.
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.74

Figura 8: Bordo assintético: 9, = S' — R U {oo}

Definicao 1.55. Seja PSL(2,R) :={z+— T(z) = ‘Zj:fl, onde a,b,c,d € R e ad—bc = 1}.

Um grupo Fuchsiano é um subgrupo discreto I' de PSL(2,R).

' € PSL(2,R) é discreto se para toda sequéncia T,, em I' tem-se que se T,, — T

quando n — oo entao T, = T a partir de algum ny.

1.5.1 Classificacao das Isometrias Positivas de H?

Classificaremos as isometrias positivas (isto €, que preservam orientagao) de H? con-

forme o seu ntimero de pontos fixos. Essas isometrias sao dadas por

az+b
T(Z>:cz+d

comad —bc=1ea,b,c,decR.

Toda transformacao de Mobius possui 1 ponto fixo ou 2 pontos fixos, se possuir 3

pontos fixos temos a identidade.

Para ¢ # 0

T(z)zz@a_di\/2(5+d)2_4

Temos os seguintes trés casos:

i. (a+d)?>—4>0,entao T possui dois pontos fixos x; # x5 reais. Se

T(z)=az+ba#1
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entao 1" possui um ponto fixo x € R além do co. Nesses casos, T possui dois pontos
fixos no bordo d,,H? e nenhum ponto fixo em H2 7T ¢ chamada transformacao

hiperbélica (ou axial).

ii. (a+d)?>—4=0,entdao T possui um tnico ponto fixo x; # x5, € R. Se
T(z)=2z+bb#0

entdo T possui oo como um tnico ponto fixo em 9,,H? e nenhum ponto fixo em H?2.

T é chamada uma transformacao parabolica.

iii. (a+d)?—4 <0, entdao T possui dois pontos fixos z; # Z; complexos conjugados e,
entdo, necessariamente um tnico ponto fixo em H?2. Chamamos T de transformacao

eliptica.

1.6 Classificacao das Superficies Compactas

Consideramos como superficie, variedades topoldgicas de dimensao 2, ou seja, um
espaco topologico de Hausdorff localmente homeomorfo ao plano R%  Temos que toda
superficie compacta é o espago quociente de um poligono plano por uma relagao de equi-
valéncia segundo a qual os lados que constituem o bordo do poligono sao identificados

dois a dois.

Teorema 1.56 (Teorema de classificacao das superficies compactas). Qualquer superficie
conexa e compacta é homeomorfa a esfera, ou a uma soma conexa de toros, ou a uma

soma conexa de planos projetivos.

Caracterizagao dos grupos fundamentais das superficies compactas (a menos de ho-

meomorfismos)

Seja M uma superficie conexa e compacta. Se M ¢é a esfera entao o grupo fundamental
de M é o trivial, se M é a soma conexa de n-toros entao o grupo fundamental tem uma
apresentacao com 2n geradores ay, by, ..., an, b, € a relagao dada pelo produto dos elementos

—17-1.: . . e ~
a;ba; "b; ;i =1,..n; e se é a soma conexa de n-planos projetivos entao o grupo tem uma

apresentagao com n geradores ay, ..., a,, € a relagao (a;)?...(a,)%

Demonstra-se em Topologia Combinatoria (vide [10]) que toda superficie compacta é
o0 espaco quociente de um poligono plano por uma relagao de equivaléncia segundo a qual
os lados que constituem o bordo do poligono sao identificados dois a dois, de acordo com

esquemas como os ilustrados na figura 9



27

Esfera Toro Bitoro
(genero 0) (genero 1) (genero 2)

Figura 9: Identificagoes

Teorema 1.57. Toda superficie compacta S orientavel de género maior ou igual a 2
admite uma métrica de curvatura constante igual a —1. Ou seja, existe um subgrupo

discreto I' de isometrias de H? tal que o quociente ]H%Z é difeomorfo a S.

A ideia é usar o teorema de classificacao das superficies - que fornece uma descrigao
topologica de um dominio fundamental de S e de um conjunto de geradores de 7 (S) - para
tentar achar uma representacao ou realizacao hiperbolica de um dominio fundamental de

S como um subconjunto de H?2.

O Teorema de classificacao das superficies, descreve como obter uma superficie com-
pacta S de género n orientavel a partir de um poligono e identifica¢oes neste poligono, tal
como no caso do Toro T?. Para construir uma superficie de género n, tomar um poligono

regular P no plano de 4n lados, enumerar os lados a partir de um vértice py da forma

-1 -1 -1 -1 -1 7—-1
a17b17a1 7b1 7a27b27a2 7b2 7"'7anbn7an 7bn

e definir uma relacao de equivaléncia ~ em P identificando os lados a; e a; ! e os lados

b; e bi_l. A notacao a;, a;l, b;, bi_1 ¢ um reflexo do fato que as curvas a;/ ~ e b,/ ~ em
P/ ~ sao lacos fechados com classes de homotopia A;, B; respectivamente, e o conjunto

{A — i, B;} ¢ um conjunto de geradore de 7;(5) satisfazendo I, A;B;A; ' B; ' = I.

Esta construgdo é puramente topologica, e para realiza-la geometricamente em H?,

utilizemos o modelo de H? chamado de disco de Poincaré.

Como f é uma transformacao de Mobius, transforma retas e circulos perpendiculares
ao eixo horizontal em ]Ri em retas ou circulos perpendiculares ao circulo 22 + y? = 1.
Sendo f uma isometria entre H? e (D, g), temos que as geodésicas em (DD, gy) sdo retas
e circulos perpendiculares ao circulo unitéario. (ver figura 10)

Corolario 1.58. Se n > 2, existe um poligono regular Cy, ,, tal que os angulos o} sio

. . o K
todos iguais a & = o-.
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¢

Figura 10: (D, g)

Utilizando o corolario 1.58 conseguimos mostrar o Teorema 1.57: existe uma métrica
de curvatura —1 em S. Com efeito, seja Cy, 4, = C,, o poligono regular da figura 11 ¢ 5,

a regiao limitada po C,, em D que contém (0, 0).

m
0z a -t=+o00

5

m= 1)r: (x =0

Figura 11: Angulos e Poligonos Regulares em (ID, g)

Vamos mudar a notagao das geodésicas 7;+,, 1 < ¢ < 4n e denoté-las por a;, b;, a; Lot

de acordo com a notacdo do Teorema de classificacdo das superficies, comegando com
a; = 714, € extendendo a nova notacao para o resto das 7,s. Parametrizar a; : [0,1] —
D,b;:[0,1] = D,a;* :[0,1] — D,b;' :—[0,1] = D, com velocidade constante, de forma
tal que o conjunto das parametrizagoes determine uma orientagao anti-horaria de Cyy,¢,, €
o conjunto de pontos a;(0), a;(1),5;(0),b;(1),a;*(0),a; (1)

? Py}

,b;1(0),b;71(1) seja o conjunto
dos vértices de C,. Existe uma tinica transformacao de Mobius T;,, em (D, g) que preserva,
orientagdo tal que Ty, (a;) = a; ', Ty, (a;(0)) = a;*(1), Ty, (a;(1)) = a;'(0). (Lembremos
que toda transformacgao de Mobius é determinada pelas imagens de trés pontos diferentes,

ver figura 12).
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Figura 12: Transformagoes de Mobius e Identificagoes

Conclusao: O grupoI' = (T,,,, T},,i = 1,2, ..., 2n) gerado pelas transformagoes Ty, , T,

é um subgrupo discreto de D, e o quociente D /T" é difeomorfo a S.

1.7 Nocoes Basicas de Geometria Riemanniana

As referéncias para esta secdo sao [1] e [4].

Definicao 1.59. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciavel M é uma
correspondéncia que associa a cada ponto p € M, um produto interno (,), no espaco
tangente 7, M que varia no seguinte sentido. Se z : U C R" — M ¢é um sistema de coor-
denadas locais em torno de p, com z(xy...x,) =q € z(U) e %(q) =dz(0,...,1,...,0)
entao
0 0

—(q), — =gii(T1,...,x

(G @) 5 @)o = gl 22)
¢ uma funcao diferencidvel em U, onde g;; ¢ a expressao da métrica Riemanniana.

Definicao 1.60. Uma variedade diferenciavel M munida de uma métrica Riemanniana é

chamada variedade Riemanniana.

Definicao 1.61. Duas métricas g e ¢* em uma variedade riemanianna M sao ditas equi-
valentes se existirem constantes 0 < a < b tais que para qualquer vetor tangente v em
TM

allvl[<[[v]l<bl[v]|

onde [[;]],||; ||+ denotam as normas com as métricas g e g*, respectivamente.

Se M é variedade compacta, entdo duas métricas quaisquer em M sao equivalentes.

Definicao 1.62. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é uma

correspondéncia que a cada ponto p € M, associa um vetor X (p) € T,M.
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Definicao 1.63. Sejam M, N variedades Riemannianas. O difeomorfismo f: M — N ¢é

uma isometria se
<77 7>p = <dfp<7)>dfp(7)>f(p)>v77 € M; 77 v € T,M

Definigao 1.64. Seja f : M — N onde df, : T,M — Ty, N & injetiva para todo p € M.

Entao f é dita uma imersao.

1.7.1 Conexao Afim

Sejam agora X(M) o conjunto dos campos vetoriais em M, e D(M) o anel das fungoes

reais de classe C* definidas em M.

Definicao 1.65. Uma conexao afim 57 em uma variedade diferenciavel M é uma aplicagao
VvV X(M) x X(M) — X(M) que se indica por (X,Y) — 7xY e que satisfaz as seguintes

propriedades:
1) VixtgvZ =fVUxZ+9gVy Z
2) Vvx(Y +2) =vxY +vxZ

3) vx(fY)=fux Y +X(f)Y

Onde XY, Z € X(M) e f,g € D(M).

Proposicao 1.66. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim 5/. Entao,
existe uma tinica correspondéncia que associa a cada campo vetorial V ao longo da curva
diferenciavel o : I C R — M um campo vetorial % ao longo de o, chamado de derivada
covariante de V ao longo de « tal que, se w é um campo ao longo de ave f: I C R — R,
entao

DfV _ dfV , fDV
1) dt T dt + dt

D(V+W) _ DV , DW
2) =& = t%

3) Se dado um campo Y € X (M) tal que Y(a(t)) = V(t), entdo 2 = VY
A conexao é dita compativel com a métrica quando para quaisquer campos de vetores
XY, Z € X(M) a equagao X(Y, Z) = (vxY,Z) + (Y,yxZ) é sempre valida.

A conexao é dita simétrica, quando para quaisquer campos de vetores X,Y, Z € X(M)

acontece VxY — vy X = [X,Y] onde [X,Y] = XY — YV X.
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Teorema 1.67 (Levi-Civita). Dada uma variedade M existe uma tinica conexao afim v/

em M que satisfaz:

1) v é simétrica;

2) 7 é compativel com a métrica.

A tnica conexao afim 7 que satisfaz o teorema anterior chama-se conexao de Levi-
Civita.

Uma curva parametrizada 7 : [a,b] — M é uma geodésica em t, € [a,b] se 2(2) =0

no ponto tg. Se 7y é geodésica em t, para todo ¢ € [a, b], dizemos que vy é uma geodésica.

Neste trabalho, todas as geodésicas serao consideradas de velocidade unitaria.

1.7.2 Variedades sem Pontos Conjugados

Definicao 1.68. Um tensor R de ordem r em uma variedade Riemanniana é uma aplicacao

multilinear

R:X(M) % ... x X(M) — D(M)

i

g
r—uvezes

Isto quer dizer que, dados Y;,...,Y, € X(M), R(Y1,...,Y,), é uma funcao diferenciavel

em M, e que R é linear em cada argumento, isto é:
RYy,...,fX+gY,....Y,)=fR(Y1,....X,....Y,)+ gR(Y1,...,Y,....Y})
para todo X,Y € X(M), f,g € D(M).

Definicao 1.69. Um campo de vetores J ao longo de uma geodésica v é um campo de
Jacobi se

J"+ R, J) =0
onde R é o tensor de curvatura Riemanniana de M e J’ é a derivada covariante de J ao

longo de 7.

Definicao 1.70. Se v € 1,5, v # 0, é tal que (| v |,‘5—‘) = 7v(1,v) esta definido,

escrevemos exp,(v) = v(1,v) e exp,(0) = p.

Lema 1.71. Campos de Jacobi com condig¢oes iniciais perpendiculares ao vetor tangente

a geodesica sao sempre perpendiculares.
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Note que (t) e ty(t) sdo campos de Jacobi ao longo de =, que nos dao informagoes
apenas sobre a propria geodésica y. Por este motivo, ao estudarmos fluxos geodésicos sé

nos interessamos por campos de Jacobi perpendiculares a .
Definicao 1.72. Dois pontos p e ¢ em 7 sao conjugados se existir um campo de Jacobi,

nao-nulo, J ao longo de v que se anula em p e em q.

Dizemos que uma variedade M é sem pontos conjugados se, para toda geodésica v de
M, dois pontos quaisquer de v nao sao conjugados ao longo de . De forma equivalente,

para todo raio geodésico v, e todo campo de Jacobi nao trivial ao longo de vy com J(0) = 0,

(J,JJ)(t) > 0,¥t >0

Seja M variedade sem pontos conjugados. Entao, para cada p em M, exp, : M, — M

é um recobrimento.

Se M ¢é variedade simplesmente conexa e sem pontos conjugados, vale que

i. Para todo p em M, exp, : T,M — M é um difeomorfismo;

ii. Dois pontos quaisquer de M sao ligados por uma tinica geodésica.

1.7.3 Fluxo Geodésico

Defini¢ao 1.73. O fluxo geodésico da métrica g é o fluxo ¢, : TM — TM : (p,v) —
(Vp.0) (1) Vp (1)), tal que () é geodésica para a métrica g, com as condi¢Ges iniciais

V) (0) =P € 7(,.)(0) = v.

Sejam M = H_,/D uma variedade Riemanniana completa, SM = {(p,v) € SM;]|
v ||= 1}, o fibrado tangente unitério e {¢;} o fluxo geodésico definido em SM, onde H é

o recobrimento universal de M.

Temos que {p; : SM — SM} sao difeomorfismos definidos por, ¢ (p,v) = (7,(t), 7. (%)),
onde 7, ¢ a geodésica em M com 7,(0) =p e 7, (0) = v.

1.7.4 Divergéncia Uniforme de Geodésicas

A sequéncia {p,} de pontos de H é dita divergente se nao tem limite. O raio geodésico,

comecando em p, é chamado raio limite de tal sequéncia, se os segmentos geodésicos vy,
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ligando p a p, convergem para 7, isto é

7'(0) = lim ~,(0)

n—oo

Os raios geodésicos comecando em p € H divergem uniformemente, se cada raio
geodésico com uma distancia limitada a partir de uma sequéncia divergente {p,} é raio

limite dessa sequéncia.

A divergéncia uniforme em p implica que quaisquer dois raios geodésicos v, (t) e y2(t)

comecando em p, divergem, isto é

Tim d(n (1), 72(0)) = o0

Proposicao 1.74 (Resultado de Green). Seja (M, g) uma superficie compacta, sem pon-

tos conjugados. Entao os raios geodésicos divergem uniformemente em M.

maior do que 1 admite métrica de curvatura negativa.

Para uma prova ver [22].

1.8 Formas Diferenciais

As referéncias para esta sec¢ao sao [3] e [16].

Definigao 1.75. Uma 1 — forma diferencial em um aberto U C R" é uma aplicacao

a: UxR™ — R tal que,

i. ay,, dada por a,, = a(py, v) com py fixado, é linear;

ii. «a,,, dada por a,,(p) = a(p,vy), é diferenciavel.

Seja dx; definido como;
dxi(blel + ...+ bnen) = bz

Por (i),
a(p,v) = a(p,bier+. . .+bye,) = a(p, bier)+.. .+a(p, bue,) = a(p,er)bi+. . .+a(p, e,)b, =
a(p,er)dzy(v) + ... + a(p, ep)dr,(v) = a1 (p)dzy(v) + . .. + an(p)dx, (V)

Assim, podemos escrever
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oa=aqdry+ ...+ adr, = Z a;dx;
i=1

Definigao 1.76. Uma 2 — forma diferencial em U C R"™ é uma aplicagao
G: UxR"xR™ — R tal que,

i. B,,, dada por ,, = B(po,v,w), ¢ bilinear alternada,;

i Brug.wo), dada por B(p, vy, wy) é aplicacao diferencidvel.

Escrevendo
vV =a1e1 + ...+ ae,
e
w=0be; +...+bre,
e definindo
d.fll'i N dl’j(’U, U)) = @ibj — Cljbi
Temos que,

B(p,v,w) = Z a;j(p)dx; A dxj(v, w)

1<i<j<n

Logo, podemos escrever

5 - Z CLZ'jd.Ii VAN dl’j

1<i<g<n

Dadas duas 1-formas « e (3, definimos (a A 5)(p, v, w) =

et ( a(p,v) alp,w) )

B(p,v) Blp,w)

= a(p,v).6(p, w) — a(p,w).B(p,v)

a A B é uma 2-forma, chamada o produto exterior de v e 3.

Definicao 1.77. Uma n-forma diferencial em U C R"™ é uma aplicagao

n:UxR"x...xR"— R tal que

i. mp, € n-linear alternada;

. Muyg,...0n € aplicacao diferenciavel.

1.9 Medida

Uma referéncia para esta secao ¢ [12].
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Definicao 1.78. Se X é um conjunto nao-vazio, uma algebra de conjuntos em X é uma
cole¢ao nao vazia A C P(X) de subconjuntos de X que é fechada sob unides finitas e

complementares, isto é:

i. Se By, ..., E, € Aentao J._, E; € A
ii. Se E € A4, entdo £ =X \ E € A.
Definicao 1.79. Seja X um conjunto nao-vazio. Uma o-4lgebra em X é uma algebra que

¢ fechada também sob unides enumeraveis, ou seja, se {E;}ieny C A, entdo (J,oy Ei € A.

Seja X um espaco topologico. Entao a o-algebra gerada pela familia de conjuntos
abertos de X é chamada a o-algebra de Borel de X, denotada por B,, seus elementos
sao chamados de conjuntos de Borel. Portanto, B, inclui conjuntos abertos, conjuntos
fechados, intersecoes enumeraveis de conjuntos abertos, unides enumeraveis de conjuntos

fechados, e assim por diante.

Definicao 1.80. Seja X um conjunto equipado com uma o-algebra M. Uma medida em

M & uma fungao u:M — [0, 0o] que satisfaz:

ii. Se {E;}ien C M éuma coleciao enumeravel disjunta, entao p(lJ;, E;) = Y ooy p(Es)

(Propriedade da aditividade enumeravel).

(X, M) é chamado um espag¢o mensuravel. Os conjuntos em M sdo chamados con-

juntos mensuraveis e (X, M, ) é chamado um espago de medida.

Definigao 1.81. Seja (X, M, ) um espaco de medida. Se pu(X) < oo dizemos que p é

uma medida finita.

Proposicao 1.82. Seja (X, M, u) um espago de medida. Valem as propriedades:

i. (monotonicidade) Se E,F' € M e E C F, entdo u(E) < pu(F);
ii. (subaditividade) Se {E;}ien C M, entao u(Uo, Ei) < > o) i(Ey);

iii. (continuidade por baixo) Se {E;};ey C M e E; C Ey C ..., entao
p(UZ Ei) = limyeo p(E);

iv. (continuidade por cima) Se {E;}iey C M e Ey D Ey D ... e u(£,) < oo para algum
n, entdo u(Niey Bi) = im0 p(E;).
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Medidas completas

Definigao 1.83. Seja (X, M, p) um espaco de medida. Se p(E) = 0, dizemos que E
¢ um conjunto de medida nula. Uma afirmacao que é valida para todos os pontos x €
X com excecao de pontos pertencentes a um conjunto de medida nula é dita afirmacao

verdadeira para quase todo ponto (q.t.p.).

Definicao 1.84. Uma medida que contém todos os subconjuntos de conjuntos de medida

nula é chamada uma medida completa.

1.9.1 A Forma Elemento de Volume

As referéncias para esta subsegio sao [16] e [24].

Orientar um espaco vetorial é escolher nele uma base, chama-la de “positiva” e declarar
também positivas todas as demais bases que dela se obtenham por meio de uma matriz

de passagem com det > 0. As demais bases chamamos de negativas.

Seja E' um espaco vetorial de dimensao m, orientado e munido de um produto interno.

Definimos uma forma p € A,,(E), chamado o elemento de volume de E.

Tomemos uma base ortonormal positiva {ej,...,e,} em E. Dada a sequéncia de
vetores vy, ..., 0, € E, tem-se v; = > ", a;je;, para cada j =1,...,m.
Seja a = (a;;) a matriz m xm assim obtida. Por definigao pomos p(vy,. .., v,) = deta.

A igualdade define uma forma p € A,,(F).

Provemos que p independe da escolha de base que fizemos. Para isto introduzimos a
matriz ¢ = ((v1,v;)), na qual o elemento situado na i-ésimalinha e na j-ésima coluna é o

produto interno (v;, v;). Como

(i, 05) = O aker, Y ages) =Y aga,
k s

k

vemos que g = a*.a, onde a* é a transposta da matriz a. Daf resulta que detg = (deta)?.
Em particular, detg > 0, sendo detg = 0 se, e somente se, os vetores vy,..., v, Sa0

linearmente dependentes.

Concluimos que p(vy, ..., v,) = \/det((v;,v;)); onde o sinal é o sinal de deta. Assim,
p(vy, ..., v,) > 0 quando os vetores vy, ..., v, formam (nesta ordem) uma base positiva
de E e p(vy,...,v,) < 0 se a base vy,...,v, é negativa. (No caso de vy, ..., v, serem

linearmente dependentes, tem-se p(vy, ..., 0,) = 0)
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A igualdade p(vy, ..., v,) = v/detg mostra que a definigdo de p independe da escolha

de uma base.

No caso F = R", | deta | é o volume do paralelepipedo que tem como arestas os vetores

V1, -, Uy, de modo que pu(vy, ..., v,) € o “volume orientado” desse paralelepipedo, ou sej,
um volume dotado de sinal. No caso geral tomaremos (v, ..., v,) como defini¢io desse
volume.

Seja M uma superficie orientada. Para todo ponto p € M, o espaco vetorial tangente
T,M possui um produto interno (j4 que é um subespaco de R") e é orientado. Se ¢ :
Up — U é uma parametrizacao positiva em M, em cada ponto p = p(u) € U a base
{%fu)’ ey %} define a orientagao positiva de T,M. Logo podemos introduzir uma
forma diferencial u, de grau m = dim.M pondo, para cada p € M, u(p) = elemento de

volume do espago vetorial T, M, nos termos exibidos acima.

Parap € M e pu,...,pm € T,M, temos p(p)(p1, ..., ty) = volume orientado do
paralelepipedo [py, ..., tm]. Se M € C* e ¢ : Uy — U é uma parametrizacao de classe C*
em M entao, para cada p = ¢(u) € U, temos

wx) =/ gu)duy A ... A dugy,

onde g(u) = det(g;j(u), g;;(u)) = (%, auaj%% e {duy,...,du,} C (T,M)* ¢ a base dual

de (%L“i(u)) Isto mostra que a forma é de classe C*~1.

Se U C R™ é um aberto, munido de sua orientacao natural, o elemento de volume de

U é a forma diferencial y = dxy A ... Adzy,.
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2 Pontos no Infinito e Visibilidade

Seja M uma variedade Riemanniana conexa, completa de dimensao n > 2. Assumire-

mos que as geodésicas tém velocidade unitaria.

Dizemos que uma geodésica ¢ uma geodésica maximal se seu dominio for R, é um
raio geodésico se seu dominio for o intervalo [0, 00), e que é um segmento geodésico se seu

dominio for um intervalo compacto.

Seja H uma variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa e sem pontos con-
jugados. Se M nao for simplesmente conexa podemos representar M como uma variedade
quociente
H / D, onde H é o recobrimento universal de M e D é o grupo das transformacoes de

recobrimento, isomorfo ao grupo fundamental 7 (M).

2.1 Visibilidade

Definicao 2.1 (Axioma da Visibilidade Uniforme). Seja M = H denotando o reco-
brimento universal de M. H é dita de visibilidade se, dados p € H e ¢ > 0, existe
R = R(p,e) > 0 tal que se o : [a,b] — H é uma geodésica com d(p,o) > R entao
£p(a(a), (b)) <e.

Ou seja, se um segmento de geodésica o esta suficientemente longe de p entao, nao
importando o tamanho de o, quaisquer dois de seus pontos subentendem um angulo

arbitrariamente pequeno em p.

H é de visibilidade uniforme se, na Definicao 2.1, R nao depende de p. M é de

visibilidade (uniforme) se H for de visibilidade (uniforme).

Uma variedade M, sem pontos conjugados, satisfaz o axioma da visibilidade uniforme
se seu recobrimento H, simplesmente conexo, o satisfaz.

Observacao 2: Uma variedade compacta M, com curvatura K < ¢ < 0 é variedade de
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visibilidade uniforme.

No apéndice, mostraremos que uma superficie compacta de curvatura negativa igual

a —1 é de visibilidade.

Proposicao 2.2. Seja M uma variedade de visibilidade. Entao dados v e o raios geodé-

sicos em M temos que v e o divergem.

De fato, suponhamos que os raios geodésicos v e o em M saindo de um ponto p € M

ndo divergem. Sejam ¢; os raios geodésicos tais que J; ligam v(t;) a o(¢;).

Como M ¢é de visibilidade, dado € > 0, existe R > 0 tal que se d(p,d;) > R en-
tao £,(v(t),0(t)) < e. Como estamos supondo que os raios geodésicos nao divergem,

concluimos entdo que £,(v(t),o(t)) — 0.
Dai y(t) = o(t), Vt. Logo, v e o divergem.

Corolario 2.3. Se M é uma variedade de visibilidade, nao existe geodésica em M com

um unico ponto no infinito.

Observemos que em (D, gg), as geodésicas ndo possuem um tnico ponto no bordo de
D.

<

Figura 13: Um fato que nao ocorre em D

2.2 Geodésicas Assintoticas

Em toda esta secao H ¢ de visibilidade uniforme.

Se p e q sao pontos distintos de H, 7,, denota a tinica geodésica de velocidade unitaria

tal que y,4(0) = p, Ypg(d) = ¢ com d = d(p, q).
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Um ponto no infinito é uma classe de equivaléncia de geodésicas assintoticas de H. O
conjunto de todos os pontos no infinito ¢ chamado conjunto das classes de equivaléncia

das geodésicas do bordo de H, denotado por H(o0).
No caso do disco hiperbolico, H(co) corresponde ao seu bordo, S*.
Sejam H(oo) o conjunto dos pontos no infinito e H = H U H(00).

Seja v : (—00,00) — H uma geodésica em H. Denotamos a classe de equivaléncia
da geodésica y(t) por y(oc0) e, a classe de equivaléncia de y~1(t) = ~(—t) por y(—o0).

Dizemos que a geodésica 7(t) liga os pontos x e y em H(00) se y(o0) =y e y(—o0) = z.

Definigao 2.4. Se p e ¢ sao pontos distintos em H entao V(p,q) é o tnico vetor unitéario
v de p tal que ¢ = exp,(tv) onde t = d(p, q).
Sepe Hex e H(co), entdo V(p,x) é a velocidade inicial da tinica geodésica ~y tal

que v(0) = p e y(c0) = 2.

Definicio 2.5. Seja p € H e sejam q, r pontos de H = H U H(o0), distintos de p. Entdo,
£,(q,7) € o angulo subentendido por V (p,q) e V(p, 7).

Figura 14:

Ou seja, o angulo sustentado pelos pontos q, r de H em um ponto diferente p é definido

por £,(q,7) = £(7,,(0),7,,.(0)) e, esta compreendido entre 0 e 7.

Definigao 2.6. Uma sequéncia p, de H é nao limitada se d(p,,p) — oo quando n — oo

para algum p em H.

Pela desigualdade triangular, se d(p,,p) — oo para algum p € H, d(p,,q) — oo,
Vq € H.
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Definicao 2.7. As geodésicas v(t),0(t) em H sdo ditas assintéticas se existe uma cons-

tante ¢ > 0 tal que d(v(t),o(t)) < ¢ para t > 0.
Propriedades:

i. A relacao de ser assintotica é uma relacao de equivaléncia;

ii. No recobrimento universal H de uma superficie compacta de género maior do que
1, sem pontos conjugados, se duas geodésicas assintéticas possuem um ponto em

comum, elas coincidem a menos de uma reparametrizacao (Green).

Proposicao 2.8. Seja y(t) uma geodésica em H e seja p um ponto qualquer de H. Entao

existe uma tnica geodésica o(t) tal que o(0) =p e o(t) e y(t) sdo assintoticas.
A funcgdo v : (—o0,00) — H é chamada a extensao assintotica de .

Demonstra¢ao. Sejam o1(t) e o9(t) geodésicas tais que os pares () , o1(t) e y(t) , o2(t)
sdo assintoticos e 01(0) = 02(0) = p. Como a relacao assintotica ¢ uma relagao de
equivaléncia, pela transitividade temos que, o1(t) e 09(t) sdo assintoticas. Logo, existe

¢ > 0 tal que d(o4(t),02(t)) < ¢, para todo t > 0.

Pelo axioma da visibilidade uniforme, £,(01(t),02(t)) — 0 quando ¢ — oco. Como

V(p,o1(t)) e V(p,02(t)) sdo constantes em t, temos que o1 (t) = oo(t).
A existéncia decorre do seguinte lema.

Lema 2.9. Sejam p,, ¢,,r, sequéncias em H, tais que ¢, — ¢, v, — r e p, é diver-
gente. Sejam 7y(t),o(t) geodésicas com velocidade inicial v, w respectivamente, tais que

V(qn,pn) — v e V(ry,p,) — w. Entao, y(t) e o(t) sao assintoticas.

Demonstracao. Seja A uma constante tal que, se o é segmento de geodésica cujas ex-

tremidades subentendem um angulo maior do que ou igual a = em um ponto p, entao

d(p,o(t)) < A.

Seja 7, geodésica com velocidade inicial V (g, p,). Como d(g,,r,) é limitada, pelo

axioma da visibilidade uniforme, temos que existe 7' > 0 tal que, para t > T e para

todo inteiro n, £, (qn,mn) < 5. Fixemos ¢t > T. Para algum inteiro n > 0 e s > t,

seja o, geodésica com velocidade inicial V (r,,7,(s)). Como £, ) (Vn(8), ) = 5, pois
£y, t)(qn, ™n) < 5 € temos a mesma tangente em £, 1) (¢n, Tn) € £y, 1) (Tn(5),T0), sSegue-se

que a d(y,(t),0%) < A, pela Defini¢ao 2.7.
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Como s — oo, alguma geodésica o, que é ponto de acumulacao das geodésicas o,
satisfaz d(v,(t),0,) < A, pela continuidade da fungio distancia. E, como a escolha de
t > T foi arbitraria, decorre da defini¢ao de o, que d(v,(t),0,) < A paratodot > T e
todo inteiro n. Logo, d(v,(t),o,) é limitada a partir de T, onde temos controle do tempo.
Antes de t, como d(g,,r,) ¢ limitada e o, comec¢a em r,, podemos escolher ¢ > 0 tal que,
parat > 0en € Z, d(v,(t),0,) < c. Para ~,(t,) = p,, com t, — oo, pela visiblidade
uniforme temos que o angulo subentendido por o/,(0) e V(r,,p,) converge para zero.
Como V(rp,pn) = w e 0,(0) = V(rn,p,) temos que o,(0) — w = ¢’(0). Além disso,
V(gn, pn) = v =7'(0).

Logo, por continuidade, d(y(t),0) < ¢, para t > 0. Pela desigualdade triangular,

temos que d(y(t),o(t)) < d(v(t),0(T)) +d(o(T),o(t)). Ou seja, d(y(t),o(t)) é limitada

superiormente para t > 0. Portanto, v(t) e o(t) sdo assintoticas. O

Figura 15: Existéncia de classes assintdticas

]

Se ¢ é uma isometria de H, a extensdo assintotica de ¢ serd dada por v : H — H

definida em H(00) por ¢(z) = (¢ o a)(o0) se @ € . Uma consequéncia do Lema 2.9 ¢

Lema 2.10. Sejam p € H,x € H(oco) dados. Se o é geodésica de H tal que o(o0) = x
entao, V(p,o(t)) — V(p,z) quando t — oo.

Corolario 2.11. Sejam p € H e x,y € H(oo) dados. Se o é geodésica de H tal que

o(o0) =z entdo, £,(0(t),y) = £,(x,y) quando t — oo.

Proposigao 2.12. Se x e y sao pontos distintos em H(oo), entdo existe uma geodésica o

tal que o(—00) = x e o(00) = y.
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Demonstragao. Fixemos p € H e sejam +, p as unicas geodésicas tais que v(0) = p(0) = p,
v(00) = x e p(oco) = y. Seja «a,, o Unico segmento de geodésica de y(n) para p(n) para
todo inteiro n > 0. Seja ¢, o ponto em «, mais proximo de p e parametrizemos «, de

forma que a,,(0) = g,.

Pela visibilidade uniforme, d(p,q,) é limitada, entdo o/ (0) — v, passando a uma
subsequéncia, se necessario. Se o ¢ geodésica com o’(0) = v, entao o(—o00) =z e (00) =

y, pelo Lema 2.9. O

2.3 Topologia do Cone

As referéncias para esta secao sao [6] e [8].

Definamos uma topologia 7 em H com as seguintes propriedades:

i. A topologia em H induzida por 7 é a topologia inicial de H, onde H é um subconjunto

aberto e denso em H;
ii. Se o ¢ uma geodésica de H, a extensao assintética é continua;

iii. Se ¢ é uma isometria de H, a extensao assintotica de ¢ é continua.

Sejam p € H e v € S(p)(a esfera unitaria em T,H) e ¢ > 0 tal que 0 < e < 7. O cone

de vértice p, eixo v e angulo € é o conjunto
CP(U’ 6) = {q < F; ép(ryv(oo)v (]) < E}

onde 7, denota a tnica geodésica unitaria com ~,(0) =pe v, (0) = v.

Observemos que, para t > 0, £,(7,(t),q) = £,(7,(0),q) = £p(v,7,,(0)). Assim,

podemos usar a notagao Cp(w,€), com x € H(0o) para denotar o cone Cy(7,,(0),€).

Propriedades dos cones

i. Sex,y € H(oco) e x € Cpy(y,€), entdo existe 0 < § < € tal que Cp(x,0) C Cp(y, €);
ii. Para cada z € H(co) seja N(z) = {V = N, Cp,(z,6);pi € Hye; > 0} (V é a
intersecao finita de cones com eixo em x).

Para V € N(z), temos que x € V e V N H é aberto, ndo vazio em H;

iii. Se Ve N(z), W € N(y) e z € VN W N H(c0), entdo existe U € N(z) tal que
Ucvnw.
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Figura 16:

Demonstragao. i. Se x € Cy(y,¢€), entdo Ly(zr,y) = € < e. Sejad =¢e—¢€ > 0. Se
z € Cp(x,0), temos que £,(z,x) < J, portanto £,(z,y) < Ly(z, )+ Ly(z,y) <I+€ =€

ii. E suficiente provar para V = C,(x,€). Seja ¢ € C,(x, €), ou seja
£p(714(0),7,,(0)) = € < e Sejad =e—¢€ >0, entdo L(w,,,(0)) < L(w,,,(0)) +

Se 4L (w,7,,(0)) <9, entdao £(w,7,,(0)) <&+ ¢ = e Como exp, é homeomorfismo e

W ={w € T,H; £(w,,,(0)) < d}

é aberto, temos que exp,(W) é aberto e g € exp,(W) C Cy(z, €).

iii. Sejam V = NL,Cp, (7, a;), W = NL,Cy,(y,b;) e z € VNW N H(cc). Por (i),
existem 0 < a; < a; com Cp,(2,a;) C Cyp, (7, a;) e 0 <V < b; com Cy,(z,b;) C Cy,(y, by).

Seja U = ML, Cy, (2, a;) (N7, Cy, (2,0;). Entao, temos que U C VN W. O

Pelas propriedades, podemos verificar que, se § é uma base da topologia de H,
B = BU{N(x); 2 € H(co)} & base de uma topologia para H que denotamos por 7.

Verifiquemos que 7 tem as propriedades enunciadas para a topologia definida.

Pela propriedade (i), temos que H é aberto e denso em H e para todo x em H (o),
N(z) forma uma base local em x. Se p € H temos que 7,,(00) é a tGnica geodésica
assintotica a a pelo ponto p. Dali,

lim 7,,,1(0) = Va(o) (0)

n—oo
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Além disso, se @ é a extensao assintotica da isometria p temos que,

P(Cplv,€)) = Cso(p)(d@pvv €)

Definicao 2.13. Sejam p € H, v vetor unitario em p, 0 < e < me R > 0 dados. Um

cone truncado T com vértice p, eixo x, angulo € e raio R é o conjunto
Tp(x,e, R) = Cp(x,€) \ {g € H;d(p,q) < R}

Lema 2.14 (Propriedade dos Cones Truncados). Sejam T um cone truncado de raio R
e vértice r, v € TN H(oo) e B = {q € H;d(q,7) > Re £,(q,v) <6} C T para algum
0 > 0. Existe um cone truncado S com vértice p tal que z € Se SN H C B.

Demonstracao. Supondo que a afirmacao fosse falsa, existiria uma sequéncia ¢, € H
tal que £,(¢n,x) = 0, d(p,¢q,) — o0 e q, ¢ B para todo inteiro n. Passando a uma
subsequéncia V (r,q,) — v # V(r,z). Como V(p,q,) — V(p,x), o Lema 2.9 implica que

as geodésicas com velocidade inicial v e V(p, z) sdo assintoticas, contradicao.

Portanto, para algum cone truncado S com vértice peraio A, x € Se SNH C B. [

Proposicao 2.15. i. Os abertos de H e os cones truncados formam uma base para a

topologia de H.

ii. Para qualquer ponto p € H, os cones truncados com vértice p formam uma base

local para esta topologia em pontos de H (o).

Demonstracao. Basta provar que para qualquer ponto p € H, qualquer cone truncado
T e qualquer = € T'N H(oo) existe cone truncado S com vértice p tal que z € S C T,
pois a intersecao de dois cones truncados com vértice p contém um cone truncado com
vértice p. Seja T com raio R e vértice r. Para algum 6 > 0, B = {q¢ € H;d(q,7) > R e
£,:(q,x) <0} CT. Pelo Lema 2.14, temos que existe um cone truncado S com vértice p
eraio A tal quex € Se SNH C B. Sejam y € SN H(co) e 7y a Gnica geodésica tal que
v(0) =pevy(oo) =y. Parat > A, v(t) € SNH C Be £.(x,7(t)) < . Pelo Corolario
2.11, £, (x,~(t)) = £.(z,y) < 0 quando t — oo. Logo,y € Be SCBCT. O

Chamamos esta topologia de topologia do cone para H.

Corolario 2.16. Sejam p € H e B, o conjunto de vetores tangentes em p de norma

menor ou igual a 1. A funcdo F), : B, — H definida por:
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F, (v

p

(v) = { expy(5), selvl < 1

Yo(00), sejv| =1
onde 7, denota a geodésica com velocidade inicial v, ¢ um homeomorfismo que aplica S(p)

sobre H(co) e B em H. Em consequéncia, H é compacto.

Demonstragao. Fixemos p € H. Entdo F, ¢ uma bijegdo que aplica S(p) sobre H(00).

F, & continua em B, pois: supondo v, — v quando n — oo com |v| = 1, para |v,| < 1,

d(F,(v,),p) = === — oo quando n — oo e os angulos £, (F,(v,), Vu(00)) = L(22,v) —

1_|Un| |v"‘ ’

0 quando n — oc.

Como B, é compacta e H ¢ de Hausdorff, temos que F, ¢ um homeomorfismo. O

2.4 Continuidade de Algumas Funcoes

Proposicdo 2.17. Seja A = {(p,q) € H x H;p # q}. Entdo, a funcio V : A — SH,
(p,q) — V(p,q) é continua.

Demonstrac¢ao. Se (p,q) € H x H a continuidade segue da continuidade da aplicagao

exponencial.

Suponhamos que (p,q) € H x H(co). E suficiente mostrar que se {p,,q,} C A

converge para (p, q) entao V(py, g,) converge para V(p, q).

Seja ¢/, C H tal que d(p,,q.,) — o0 e V(pn,q,) = V(pn,qn). Podemos assumir, sem
perda de generalidade que ¢, € H. Seja v o limite de uma subsequéncia V(py,, ¢, ) de

V(pn,qn). Passando a uma subsequéncia, seja V(p,qn,) — v*. Pelo Lema 2.9, v = v*.

Logo V(p, qn,) — V (P, q) se qn, — q.

Portanto, V(p, ¢) é o tnico valor de aderéncia de V (p,, gn)- O]

Proposicao 2.18. Sejam v,, sequéncias de vetores unitarios em H que convergem para o
vetor v e t, — oo. Entao v, (t,) — 7 (00).
Demonstra¢ao. Sejam g, = ., (t,) € © = 7, (00).

Entdo V(pu, @n) = (Pns You (tn)) = (Prs V9. (0)) = (Pnsvn) € V(p,x) = (p,10(o0)) =
(1, 74(0)) = (p,v)

Consideremos uma subsequéncia convergente qualquer de ¢,.
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Se y = lim,, o ¢n, cOMO p, — p temos que V(p,, ¢,) — V(p,y) quando n — oco. Mas,
pela continuidade de V (Proposi¢ao 2.17) V(pn, ¢n) = (Pn,vn) — (p,v) = V(p, ), 0 que

implica que y = x.

Da compacidade de H, temos que lim,_,oo ¢n = . O]
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Conjunto Limate

Introducao

Seja I(H) o grupo das isometrias de H e D um subgrupo de I(H). O conjunto dos

pontos de acumulagdo em H(oo) de uma orbita D(p) = {¢(p);¢ € D} com p € H, ¢é

chamado o conjunto limite L(D) de D em H(oco). Ou seja, L(D) = D(p) N H(oo), onde

(—) ¢é o fecho na topologia do cone.

Propriedades:

i.

il.

L(D) é fechado em H(oo) e independe do ponto em H;

L(D) é invariante por N(D), o normalizador de D, em I(H) e, portanto, é invariante

por D.

Demonstra¢ao. i. Que L(D) é fechado, segue da definigao. Mostremos que L(D) nao

11.

depende de p € H.

Sejam x € D(p)NH(o0) e ¢ € H. Se U é vizinhanca qualquer de x, existe vizinhanga
V de x tal que N (V) C U onde ¢ = d(p,q). Por hipotese existe ¢ € D tal que

o(p) € V. Entao ¢(q) € U e segue que z € D(q) N H(oco0).

Para provar a invariancia é suficiente mostrar que, se x € D(p) N H(o0), entdo

v(x) € D(v(p)) N H(c0). Seja U vizinhanga de v(x), entdo, pela propriedade (ii) da
topologia do cone temos que, v~(U) é vizinhanga de x. Logo, existe ¢ € D tal que
¢(p) € v (U). Dessa forma v(¢(p)) € U. Entdo, v € N(D) e existe ¢ € D tal que

vp = Yu. Logo, Yu(p) € U e v(z) € D(v(p)) N H(co).
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Sejam A C H e p ¢ A. Definimos o angulo subentendido por A em p por
£y(A) = sup{4,(a,b);a,b e A}

Proposicdo 3.1. Sejam z € H(oco) e U um conjunto aberto em H contendo x. Se p,, C H

é sequéncia tal que p, — x entdo £, (H \ U) — 0.

Demonstragio. Vamos mostrar que para quaisquer sequéncias a,, b, € H \ U,
Lp, (A, by) — 0.

Figura 17:

Seja p € H\ U. Mostremos que £, (a,,p) — 0 para qualquer sequéncia a,, € H \ U.
Pela Proposicao 2.15, podemos assumir que U é um cone truncado com vértice p. Seja
0, a tnica geodésica que vai de p, para a,. Como a, € H \ U, existe ¢ > 0 tal que, para

n suficientemente grande £,(py, a,) > €.

Pela visibilidade uniforme, existe R > 0 tal que, d(p,0,) < R, Vn € Z. Seja g, ponto
em o, tal que, d(p,q,) < R. Para n grande, ¢, # p, ¢ £,,(qn,0) = £,,(an,p). Mas,
pela visibilidade uniforme, como d(p, q,) é limitada e p, — x € H(c0), concluimos que

£y, (Gn,p) — 0. Portanto, £, (a,,p) — 0. B

3.2 A Condicao de Dualidade

Definigao 3.2. Dois pontos x,y € H(c0), nao necessariamente distintos, sao duais com
respeito a D, se existirem abertos U, V contendo x, y, respectivamente e existir ¢ € D tal
que p(H\U) C V.

Observacao 3: o(H\U)CV < ¢ Y (H\V)CU.



50

Sejam D um subgrupo de I(H) que opera livremente e de maneira propriamente des-
continuaem He M = H /D uma variedade completa, nao simplesmente conexa. Dizemos
que D satisfaz a condigdo de dualidade se para toda geodésica v em H, vy(—o0) e y(o0)

sao duais relativos a D.

Proposi¢ao 3.3. Dois pontos x e y em H(co) sdo duais se, e somente se, existe uma,

sequéncia ¢, C D tal que, para qualquer ponto p € H, ¢ ' (p) — = e ¢,(p) — .

Demonstragao. (=)

Suponhamos que z,y € H(co) sejam duais e sejam {U,}, {V,,} bases locais para a to-
pologia do cone em x e y, respectivamente. Para cada n € N existe ¢, € D tal que,
On(H\Uy,) CVye ¢ (H\ Vi) C U,

Para qualquer ponto p € H, p € (H\U,)N(H\V,,) para n suficientemente grande. Entdo,
On(p) € Vi e 6,1 (p) € Un. Logo, ¢u(p) =y e ¢,'(p) — .

(=)

Suponhamos que exista sequéncia ¢, C D tal que para algum p € H, ¢ '(p) — z e
Pn(p) = Y-

Sejam U, V abertos arbitrarios contendo x e y respectivamente. Pela Proposicao 3.1,
Lpypn(H\U) = A{¢;1(p)(ﬁ\ U) — 0 para qualquer p € H.

Tomemos p € H \ U. Entdo, ¢,(p) € ¢,(H \ U).

Como d(¢; (p), H\ U) — oo e, por hipotese, ¢,(p) — y temos que, ¢,(H \ U) CV

para n suficientemente grande. Portanto, x e y sao duais. O]

Uma consequéncia da Proposi¢ao 3.3 é que pontos duais estdo em L(D) e que qualquer

ponto em L(D) tem um ponto dual.

No caso hiperbdlico, seja « é o eixo de uma isometria hiperbolica (axial) ¢ (ou seja,
o(a(t)) = a(t + a) para algum a # 0 e Vt € R), entdo, para uma orientacdo adequada,

temos que, para qualquer ponto p € H, ¢"(p) — a(oc) e ¢~ "(p) — a(o0) quando n — oo.
Consequentemente, os pontos © = a(00) e y = a(—00) sdo duais.

Proposicao 3.4. Seja x € H(oo). O conjunto dos pontos duais a x é fechado em H(o0)

e invariante mediante D.

Demonstracao. Fechamento

Mostremos que o complementar do conjunto dos pontos duais a x € H(oco) é aberto.
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o (+© )

o (—o0)

Figura 18:

Seja y € H(oo) tal que y nao é dual a z. Entdo, para toda isometria ¢ € D, dados
abertos U e V contendo x e y, respectivamente, temos que ¢(H \ U) zV.

Podemos conseguir um aberto A C V com y € A tal que ¢(H \ U) ¢ A.
Logo, o conjunto dos pontos duais a = é fechado em H(o0).

Invariancia da dualidade mediante D
Suponhamos x e y duais e sejam p € H fixado e ¢ € D isometria dada.

Queremos mostrar que x e ¢(y) sao duais, ou seja, que dadas duas vizinhangas V) e
Vs de x e ¢(y), respectivamente, existe uma isometria n € D tal que
n(H\ V1) € Va (oun ' (H\ Vo) € Vh).

Sejam U = ¢~ (V5) uma vizinhanga de y e V; uma vizinhanga de x. Como x e y sao
duais, existe uma isometria ¢ € D tal que v ~{(H \ V1) C U (ou ¢(H \ U) C V).

Fazendo n = ¢ 0 ¢! temos que n(H \ V1) = ¢p(¢v 1 (H \ V1)) C ¢(U) C V. O

Uma outra demonstracao desta proposicao, utilizando a proposicao 3.3 pode ser en-

contrada no apéndice.

Sejam ¢ € D e p € H dados. Entao, qualquer valor de aderéncia da sequéncia

{¢"(p);n € Z} & ponto fixo de ¢. De fato, se ¢"*(p) — x, entao ¢"**1(p) = ¢(z). Como
(6™ (p), 9"+ (p)) = d(p, d(p)) segue que, £,(¢"™ (p), ¢"*'(p)) — 0, pela visibilidade

uniforme. Logo, ¢(z) = x.

Proposi¢ao 3.5. Seja D um grupo propriamente descontinuo de isometrias de H. Sejam
¢, ¢* elementos de D.

i. Se ¢ tem pontos fixos x, y em H(oco) entao (substituindo ¢ por ¢!, se necessario)
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o"(q) — x e ¢ "(q) — y para qualquer q € H;
ii. ¢ tem, no maximo, dois pontos fixos em H(o0);

iii. Suponhamos que ¢ e ¢* tenham conjuntos de pontos fixos {z,y} e {z*,y*}, respec-

tivamente em H(co). Entao, esses conjuntos ou sao disjuntos ou sao idénticos.

Demonstracao. i. Pela Proposicao 2.12, existe geodésica v tal que, v(—00) = y e

~v(00) = x. Para um ponto p em v e qualquer inteiro n,

Lon) (@, y) = £p(¢7" (), 07" (y) = Ly, y) =7

Portanto, pela visibilidade uniforme, existe R > 0 tal que, d(¢"(p),v) < R, Vn € Z.
Escolhamos sequéncias de ntimeros s, t,, tais que,

d(¢™(p),v(sn)) < Re d(¢"(p),v(tn)) < R, para todo inteiro n > 0.

Como D é grupo propriamente descontinuo, s, e t, nao possuem pontos de acumu-

lacdo finitos. Suponhamos que alguma subsequéncia s,, — oo.

Para todo t > 0 existe n > 0, pequeno, tal que t < s,. Entao, (J,~o[sn, Snt1] cobre

[0, 00), onde sy = 0.

Para qualquer n,

| Su—snsn |= d(¥(50), V(5001)) < d(Y(50), " () +d(&" (B), 6 () +d(6™ (D), Y(5011)) <
2R +d(¢"(p), 9" " (p)) = 2R + d(p, ¢(p)) = C.

Por D ser propriamente descontinuo, podemos escolher N > 0 tal que n > N
implica,

d(p,¢"(p)) = 2C + 2R

Entao, para k > N e qualquer n > 0,

A6 (p), "(p)) < d(& (p), 7 (81)+A(y (Bx), Y (50))+A(y(50), 6 (p)) < 2R+d(1(t0),1(50)) =
2R+ |ty — sp |-

Logo, |ty — s, |= d(¢7"(p), ¢"(p)) — 2R > 2C.

Dai, t, < 0 para k > N. Afirmamos que t;, — —o0.

Caso contrario, teriamos sempre um ¢, entre s, e s,4+1, ja que s = 0 e s5,, — 00.

Mas isso nao é possivel pois, | s, —Sp41 [< Ce | ty—s, |=>2C,Vn > 0eparak > N.

Logo, como t; < 0 e D nao tem pontos de acumulagao, temos que t; — —o0.

Através do mesmo argumento, de forma inversa, mostramos que s, — oo.

Pelo axioma da visibilidade uniforme, temos que,

£p(¢"(p),V(sn)) = 0 e £y(d7"(p),V(tn)) — 0.
Entdo, como t, — —oc0 e s, — 00, temos que, Y(t,) — y e v(s,) — x. Logo,
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o"(p) — = e ¢ "(p) — y. Portanto, pela visibilidade uniforme, ¢"(q) — z e
¢"(q) 2y Vge H

Suponhamos que ¢ possua mais que dois pontos fixos em H(oco). Sejam x, y, z
pontos fixos distintos de ¢. Por (i) temos que, Vg € H, ¢"(q) — x e ¢~ "(q) — v.

Tome o inteiro k tal que ¢*(q) — z. Como ¢"(q) — x para qualquer n, temos que,
em particular para k, ¢*(¢) — x. Logo x = 2. Concluimos que y = z para o caso

o — 2.

Portanto, ¢ nao possui mais que dois pontos fixos.

Sejam {z,y}, {z*,y*} em H(oo), conjuntos de pontos fixos de ¢ e ¢*, respectiva-
mente. Suponhamos que y = y*.

Substituindo ¢ ou ¢* por suas inversas, se necessario, segue de (i) que para qualquer
pEH, "(p) > yed™(p) >y =y

Sejam v, v* geodésicas ligando x a y e z* a y*, respectivamente. Fixemos p € H.
Como na prova de (i), podemos escolher R > 0 e sequéncias s,,t, com s, — 00 e
tn — oo tais que, d(¢"(p),v(sn)) < R, d(¢™(p), 7" (tn)) < R, | 8n — sn1 [ C e
U,>0[8n; Sny1] cobre [0, 00).

Seja k tal que ¢, > sp = 0. Existe s,, tal que | s,, — & |< C. Como 7 e v* sdo
assintoticas, pela definicao de geodésicas assintoticas temos que existe R > 0 tal
que, para t > 0, d(v(t),v*(t)) < R.

Para cada k > 0, temos que d(p, ¢~ (¢**(p))) = d(¢™ (p), »**(p)), onde

d(¢™(p), 9**(p)) < d(¢™ (p), V(5n,))+d(Y(Sny,), Y (tr))Fd(Y(tr), v (t))+d(v* (1), 9™ (p)) <

3R+ C.

x¥

Figura 19:

Dai, por D ser grupo propriamente descontinuo, segue-se que apenas um nimero
finito de elementos {¢~"*(¢**)} sao distintos. Entdo, ¢" = ¢** para inteiros apro-

priados r e s.
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Como ¢ fixa x ey, as iteradas de ¢ também fixam x e y. Logo, ¢"(z) =z e ¢"(y) = .
Além disso, ¢* fixa z*, portanto, a iterada ¢** fixa z*. Mas ¢" = ¢*°. Dal, ¢" fixa

X, y e x*. Logo, por (ii) e pelo fato de z* # y* = y temos que, z* = z.

[]

Uma consequéncia da Proposicao 3.5 é que ¢ tem no maximo dois pontos fixos e todos

os pontos fixos de elementos de D estdao em L(D).

Proposic¢ao 3.6. Sejam x, y pontos duais distintos em H(o0) e U, V vizinhangas de x e y,
respectivamente. Entdo, existe elemento ¢ € D tal que ¢ tem pontos fixos em U N H(o0)
e VN H(c0).

Demonstracao. Podemos assumir que U, V sao cones truncados com vértice comum p e
que U e V sdo disjuntos. Usando o homeomorfismo do Corolario 2.16 podemos ver que
UnN H(co) e VN H(oco) sdo homeomorfos a vizinhancas convexas em S"! e, portanto a
(n—1) discos fechados. Como x e y sdo duais, existe elemento ¢ € D tal que ¢(H\V) C U.
Como U C H\V e, pela defini¢io de H, temos que, ¢(U) C U e ¢(UNH (00)) C UNH (o).

Pelo teorema do ponto fixo de Brouwer, ¢ tem um ponto fixo em U N H(oc0).

De forma analoga, mostramos que ¢~*(V) C V e ¢~ (portanto ¢) tem um ponto fixo
em

VN H(x0). O

Lema 3.7. Sejam x, y, z* pontos todos distintos em L(D) tais que z* é dual a x e a y.

Entao, z* nao é ponto fixo comum de D.

Demonstracao. Sejam U, V. W vizinhancas disjuntas de x, y, z*, respectivamente.

Pela Proposicao 3.6, podemos encontrar elementos ¢ e 1) em D tais que ¢ tem pontos
fixos em U e W e ¢ tem pontos fixos em V e W. Como U e V sao disjuntos, pelo item
(iii) da Proposi¢ao 3.5 temos que o conjunto dos pontos fixos devem ser disjuntos, pois

caso contrario terfamos x = y. Logo, como ¢(z) = =, ¥(y) = y e U, V sao disjuntos,

6(=") # 2 ou (") # 2. =

Lema 3.8. Suponhamos z € L(D), que nao é ponto fixo comum de D. Entao, D(z) é

denso em L(D). A afirmagao vale mesmo nao supondo que z nao é ponto fixo comum.

Demonstrag¢ao. Sejam y € L(D) e U vizinhanca de y. Como consequéncia da Proposi¢ao

3.3 temos que qualquer ponto em L(D) tem dual. Seja y* dual a y. Como D(z) possui,
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pelo menos dois pontos, podemos escolher vizinhanca V de y* tal que, para algum ¢ € D,
$(z) € H\V. Escolhamos ¢ € D tal que (H\V) C U. Entdo, 1(¢(z)) € v(H\V) C U.
Logo, D(z) ¢ denso em L(D).

Mostraremos agora a densidade de D(z) em L(D) para todo z € L(D).

Consideremos z* € L(D) com z* dual a todo ponto de L(D) e fixemos ¢ € L(D).
Tome y # c em L(D) e seja ¢ # z*.

Consideremos as vizinhancas disjuntas U, V, W de z*, vy e ¢, respectivamente. Pela
Proposicao 3.6, podemos encontrar isometrias ¢ e 1) em D tais que ¢ tem pontos fixos
em U e V e ¢ tem pontos fixos em U e W. Como V e W sao disjuntas, pelo item (iii) da
Proposicao 3.5 temos que o conjunto dos pontos fixos devem ser disjuntos, caso contrario

¢ = y. Entao, ou ¢(c) # c ou ¢(c) # c.

Consideremos , agora, ¢ = z*. Podemos tomar y # z* dual a z*. Logo, podemos
considerar ¢ # y com ¢ dual a y. Tomemos z # ¢ e x # y em L(D). Como z* é dual a

todo ponto de L(D) temos que ¢ é dual ax e a y.
Segue, do Lema 3.7, que ¢ nao é ponto fixo comum de D.

Concluimos que, os pontos de L(D) nao sao pontos fixos comuns e, portanto, D é

denso em todo ponto z € L(D). O

Proposigao 3.9. Seja L(D) = H(oo). Entao quaisquer dois pontos de L(D) sao duais.

Demonstracao. Sejam z,y € L(D) e seja x* dual a x. Pelo Lema 3.8, temos que D(x*) é
denso em L(D). Por hipotese, x € H(oo). Pela Proposi¢ao 3.4 temos que o conjunto dos

pontos duais a x é fechado em H(o0) e invariante mediante D. Logo x é dual a y. ]

Observacao 4: Se L(D) tiver pelo menos trés pontos, temos que quaisquer dois pontos

de L(D) sao duais. Uma demonstracao desta afirmagao pode ser encontrada no apéndice.
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4  Transitividade Topologica

Algumas referéncias para este capitulo sao [7], [12] e [21].

Seja ¢; fluxo completo em um espago X de Hausdorff, localmente compacto e segundo

enumeravel.

Definigao 4.1. Seja v € X, P*(v) é o conjunto de elementos w € X tal que, se V, W
sdo abertos quaisquer contendo v, w respectivamente, entao ¢;(V) N W # (), para t > 0

arbitrariamente grande.

PT(v) é fechado em X e invariante em ;. Equivalentemente, w € PT(v) se, e somente

se, existir sequéncia v,, — v e sequéncia de nimeros reais t,, — oo tal que ¢, (v,) — w.

Definicao 4.2. Dizemos que v € X é nao-errante se v € PT(v).

Seja {2 denotando o conjunto de pontos nao-errantes em X. Observemos que o com-
plementar de {2 é aberto em X, portanto {2 é fechado em X. Observemos ainda que (2 e

invariante mediante .

Definicao 4.3. Dizemos que um fluxo ¢, é topologicamente transitivo em X se para
algum

v € X a orbita {¢:(v), t € R} & densa em X.

Proposigao 4.4. Suponhamos que para cada v € X, P*(v) = X. Entao, existe z € X tal
que para qualquer A > 0, o conjunto {¢(z), t > A} é denso em X. Em particular, ¢, é

topologicamente transitivo em X.

Demonstracao. Estamos supondo que para quaisquer dois conjuntos abertos V, U em X,
©i(V) N U £,V t > 0, suficientemente grande. Como X é segundo enumeravel, podemos

considerar {V;} uma base enumeravel para a topologia de X.

Fixemos um conjunto V aberto em X.
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Escolhamos t; > 1 tal que ¢, (V) N'V; # 0.

Como X ¢ Hausdorff e localmente compacto, podemos encontrar um conjunto aberto

Ay C V tal que A} é compacto, A1 CV e ¢, (A1) C o, (V)N VL.

Por continuidade, temos que

Pty (A_l) g %1(141) g Pty (V) N Vl g Vl

Escolhamos ¢, > 2 tal que ¢, (A1) N V3 # () e um conjunto aberto Ay tal que A, C
Ay, Ay & compacto e ¢;,(As) C Vo, Por indugdo, definimos uma sequéncia de conjuntos
abertos A, tal que A, é compacto, A, C A,_; e uma sequéncia {t,} C R tal que ¢, > n
e ¢, (A,) C V,. Temos que {A,} ¢ uma sequéncia de compactos encaixados. Logo, pela

propriedade da intersegao finita, temos que (oo, A,, # 0.

Seja z € ﬂflozlA_n, entdo ¢y, (z) € V,, para todo n. Dado um conjunto aberto U e um
nimero
A > 0, escolhamos n > A tal que V,, C U. Como t,, >n > A e ¢, (z) € V,, C U temos
que {¢:(z), t > A} é denso em X. O

Lema 4.5. Se M é uma variedade Riemanniana compacta entao {2 = SM.
Demonstracao. Seja p uma medida em SM tal que:

i. Se V é aberto em SM, p(V) > 0;
i p(p(V)) = p(V), vt € R;

iii. Volume S(M) = vol (8" !).vol M.

Ou seja, p € um elemento de volume em SM, que é invariante pelo fluxo geodésico.
Suponhamos que 2 ¢ SM. Entao existe v.€ SM tal que v ¢ P, (V). Logo existem A > 0
(suficientemente grande) e aberto V em SM tais que, v € Ve ¢ (V) NV = (), para t > A.

Pelas propriedades do fluxo ¢y, para t > A (fixo) e por ¢;(V) NV = (), para t >
A, temos que os conjuntos {p,,(V), n > 1} sdo disjuntos. Logo, pela propriedade da
aditividade enumeravel e do fato que p(p,,(v)) = p(v) #0, se B =77, ¥n, (V) temos

que,
w(B) = plpn,(V)) = o0

o que contradiz o fato de SM ter volume finito. O
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Lema 4.6. Sejam M = H /D uma variedade de visibilidade uniforme e 7 : H — M
a projecao de recobrimento. Se v,w € SM tem levantamentos v*,w* € SH, entao

w € Pt (v) se, e somente se, 7,+(00) e 7, (—00) sao duais relativamente a D.

Demonstragao. (=)

Suponhamos que w € PT(v). Entdo existem sequéncias v, — v e t, — 0o tais que
o, (vp) — w. Sejam v*,w* vetores unitarios em H, que sdo levantamentos de v e w,
respectivamente.

Escolhamos o levantamento v}, de v, tal que v} — v*.

Se v, é geodésica com velocidade inicial v} entao, para alguma sequéncia ¢, C D,

(Pn 0 V) (tn) — w*. Pela proposicao 2.18, 7, (t,) — Y+ (00).
Se w* & tangente a H em q, entao d(v,(t,), ¢, (q)) — 0. Dai, ¢ 1 (q) — 7o+ (00).

Mostremos, agora, que ¢, (q) — Y+ (—00).
Definamos geodésicas o, : an(t) = (¢n(yn(tn—t))). Entdo, o, (0) = —(¢novm) (t,) = —w*
e ay(tn) = dn(1n(0)).
Seja v* tangente a H em p. Como a,(t,) — 7w (—00), pela Proposicao 2.18, e como
Yn(0) = p, segue que ¢, (p) — Y+ (—00). Pela visibilidade uniforme, ¢,,(q) — Yy (—00).

Entdo, pela Proposigao 3.3 segue-se que ,, (00) e 7, (—00) sao duais.
(<)

Sejam v*,w* € SH levantamentos de v,w € SM e suponhamos que 7,(c0) e
Y+ (—00) sd0 duais. Entdo, conforme a proposicdo 3.3, existe uma sequéncia ¢, C D

tal que, para qualquer p € H, ¢, (p) = 70+ (00) € ¢n(p) = Y+ (—00).

Sejam v*, w* tangentes a H em p e q, respectivamente, t, = d(én(p),q) e U, =

V(én(p); q)-
Entéo, ¢y, (vn) = =V (q, on(p)) e:

*

e de 6,(p) = Yur (—00) segue que ¢, (77) — w

e de ¢, (q) = 7 (00) segue que ¢, (T) = V(p, ¢, (q)) = v*.

Entao, m.(v,) = T ((¢0;,1) 4 (U0)) — i (v*) = .

n



99

N q=0,(6, (P)
M

o.(p)

)

Yor () Vo= V(0,(p), @)

O, () == V(@, +(p))

4
(O

1 _V(a.0,0)

Figura 20: Lema 4.6

(Ptl(fC (V)

v

/_\\“i\
T Q)

T(v*)=v

T(w¥)=w
Figura 21: SM = {(p,v);pe M e || v ||= 1}
Logo, ¢, (m(Ty)) = mu(4, (U,)) — 7 (w*) = w. Portanto, existe sequéncia 7. (v,) —

v tal que, oy, (m.(7,)) — w, ou seja, w € PT(v). O

Proposigao 4.7. Seja M = H /D uma variedade de visibilidade uniforme. As seguintes

afirmacoes sao equivalentes:
i. 2=SM,
ii. L(D)= H(x);

iii. P*(v) =SM,Yve SM.

Demonstragao. (i = ii)

Sejam = € H(oo) e o0 uma geodésica qualquer tal que o(o0) = z. Entado, (roo)'(0) =v €



60

P*(v), por hipdtese. Pelo Lema 4.6, 0(—00) e o(00) sao duais. Como pontos duais ficam
em L(D) e x = 0(00). Concluimos que z € L(D).

(ii = iii)
Sejam v,w € SM dados e v*,w* € SH, seus respectivos levantamentos. Como L(D) =
H(00), temos que 7, (00) € v, (—00) pertencem a L(D). Pela Proposi¢ao 3.9 concluimos

que sao duais.

Portanto, pelo Lema 4.6 temos que w € P*(v).
(ili = i)
Segue pela definicao de (2. O

Teorema 4.8. Seja M variedade de visibilidade uniforme tal que 2 = SM. Entao o fluxo

geodésico é topologicamente transitivo em SM.
Demonstracao. Segue da combinacao das Proposicoes 4.4 e 4.7. ]

Do Lema 4.5 e do Teorema 4.8, segue-se o corolario abaixo.

Corolario 4.9. Seja M variedade de visibilidade uniforme compacta. Entao o fluxo

geodésico é topologicamente transitivo em SM.
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5 Resultados complementares e
Exemplos sobre Visibilidade e
Transitividade

As referéncias para este capitulo sao: [2], [7], [11], [20] e [23].

5.1 Axioma de Assintoticidade

Escolhamos, de forma arbitaria, um ponto x € H, um vetor v € SH, uma sequéncia
de vetores unitarios v,, — v, uma sequéncia de pontos x,, — x e uma sequéncia de niimeros

t, — oo.

Denotemos por v,(t) a tnica geodésica que liga os pontos x, e 7,(t,). Entao a
sequéncia de vetores v/,(0) pertence a um conjunto compacto e a sequéncia de geodésicas
n(t) tem limite geodésico 7, (t), onde

— 1 !
w= lim ~,(0)

A variedade H satisfaz o axioma de assintoticidade se escolhidos quaisquer z,, x € H,
U?’L?

v e SH, com x, — x, v, — v e para qualquer sequéncia t,, — +00, qualquer limite da

sequéncia v, de geodésicas construida acima é assintotica a geodésica 7, (t).

Uma variedade, arbitraria, M sem pontos conjugados, satisfaz o axioma de assintoti-

cidade se tiver recobrimento H, simplesmente conexo, que o satisfaz.

Observacao 5: Pelo Lema 2.9 segue que o axioma da visibilidade uniforme implica o

axioma da assintoticidade.
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5.2 Visibilidade e Assintoticidade

Proposicao 5.1. Seja H variedade de visibilidade uniforme, simplesmente conexa com
métrica g. Seja g* métrica equivalente em H (que pode admitir pontos conjugados).
Entao existe uma constante R > 0 com a seguinte propriedade: Se 7, v* s3o segmentos

*

de geodésicas com métricas g, ¢g*, respectivamente, com a mesma extremidade e, se v* é
minimizante (considerando a métrica ¢g*), entao para qualquer ponto x € v, d(z,v*) < R,

onde d é distancia em relacao & métrica g.

A existéncia desta constante universal foi provada em [17], para o caso onde H é plano
hiperbolico com a métrica de Poincaré e, em [13|, para o caso em que H tem dimensao

arbritaria e K < c¢ < 0.

Eberlein, em [7], prova para o caso em que H é variedade de visibilidade uniforme,

simplesmente conexa.
Nao faremos a prova aqui por nao estar dentro do nosso objetivo.

Proposicao 5.2. Sob as mesmas hipoteses da proposicao 5.1, a variedade H com a métrica

g* satisfaz o axioma de assintoticidade.

Demonstracao. Sejam M uma variedade e g, g* métricas equivalentes em M. Isto é, existem

constantes 0 < a < [ tais que, para quaisquer v € T'M (ou TH)

allvl[<|[vll.<Bllvl|

Desse modo, a convergéncia de sequéncias de pontos em H e de vetores em SH ¢é
equivalente nas duas métricas. Escolhamos, de forma arbitréria, x € H, v € SH e sejam
{z,} CHe
{v,} C SH sequéncias tais que z,, — = e v, — v. Seja {t,} C R sequéncia tal que

t, — +o0.

Denotemos por 7, (t) a tnica g*-geodésica que liga x,, a v; (t,). Na métrica g, seja
wy o vetor tangente inicial da geodésica que liga o ponto 7(vy,) a 7; (tn), isto é, w, =
V(m(vn), vy, (tn)). Assim, 7, (0) = 7(vy) € Y, (Sn) = 75, (tn) para algum s, > 0. Entao,
Sp — +00. Seja w € SH. Pela Proposi¢ao 2.8 temos que 7,(f) é a tnica g-geodésica
ligando o ponto p = lim, o m(v,) a0 ponto ¢ = limy, o v, (t,) = 75(+00). Desta

maneira temos, 7y, (+00) = v (+00).

Afirmamos que lim,,_,,, w, = w.
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Seja w’ um ponto de acumulacdo de {w,} com w' = lim; ,,, w;, onde w; é uma
subsequéncia de {w,}. Como lim, oo T(v,) = limy, oo m(wy) = lim; oo m(w;) = 7w(W'),
temos m(w') = w(v) = w(w). A métrica g satisfaz o axioma da visibilidade uniforme.
Assim, pela Proposicao 2.18,

lm; o0 Ya; (8i) = Yur (+00) uma vez que w' = limy;_, o w;.

Mas, pela Proposicao 5.1, d[Vu, (5) [j0,5:], 72, (t) |jo.4.7] < R. Portanto, d(lim 7y,,, lim ;) <
R, isto é, d(vur,lim~; ) < R. Logo, a sequéncia {7; } (considerando a métrica g*) de ge-

odésicas converge para uma geodésica v*, tal que v*(+00) = 7,/ (+00).

Segue que lim; . v; = V*(7(v), Yo (+00)), onde V*(7(v), Yy (+00)) é 0 tinico vetor

tangente inicial (com a métrica ¢g*) da geodésica que liga w(v) a 7, (400).

Mas v = lim, o v, = lim; oo v; € assim v = V*(7(v), Y (+00)), isto &, 7 (+00) =
’Yw’<+oo)-

De ’yw(+OO) = ’7: (+OO) € 7:(+OO) = ’j/w/(—}—OO) obtemos ’}/w/(—i—OO) = ’7w(+oo)
Como w(w') = 7(v) = 7(w) e Yp(+00) = Vw(+00) temos que w = w'. Dai, pela

Proposicao 2.8, w = lim,,_,o, w,, como afirmado.

Denotemos por o,(s) a geodésica (com métrica g) que liga x, a Yy, (s,). Sejam 7,
e 7, nlmeros reais tais que 0,(7,) = V5(7r) = Yu,(5n) = 75 (t,). Entdo, 7, — 400 e

T — +00.
Pela Proposicao 5.1, d[oy, |j,-., 75 |02 < R.

Assim, qualquer limite da sequéncia {7} é assintotico a um limite da sequéncia {o, }.
Mas a métrica g satisfaz o axioma de assintoticidade e, assim, qualquer limite de {o,}
é assintotico a 7, (+00). Isto nos da que os limites de {7} sdo, também, assintoticos a

Yw(+00), que é igual a v (+00).
Portanto a métrica ¢g* satisfaz o axioma de assintoticidade. O

Proposicao 5.3. Se H ¢é variedade simplesmente conexa, sem pontos conjugados, com
curvaturas seccionais uniformemente limitadas por baixo e satisfaz o axioma de assinto-

ticidade, entdo os raios geodésicos divergem uniformemente em H.

Para demonstrar esta proposicao utilizamos campos de Jacobi. Nao a faremos aqui,
por fugir do nosso objetivo. A prova segue de uma combinacao de resultados dos artigos
[9] e [19].

Teorema 5.4. Seja M uma variedade compacta de visibilidade uniforme com métrica

g. Seja g* métrica qualquer em M, sem pontos conjugados. Entao M, com a métrica g*
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¢, também, variedade de visibilidade uniforme. Em particular, seu g*-fluxo geodésico é

topologicamente transitivo no g*-fibrado tangente unitario.

Demonstracao. Sejam g, g* métricas induzidas no recobrimento simplesmente conexo H.
Seja D o grupo das transformagoes de recobrimento de M tal que M = H /D. Suponha-
mos que ¢g* é métrica sem pontos conjugados que nao satisfaz o axioma da visibilidade
uniforme. Entdo, para algum e > 0, existe uma sequéncia {p,} C H e uma sequéncia de
segmentos de g*-geodésicas o} : [a,,b,] — H tal que £ (07 (an),05(by)) = € > 0, Vn,

mas d*(py,,0’) — oc.

Escolhamos uma sequéncia {¢,} C D tal que ¢, = ¢,(p,) é limitada, e passando a
uma subsequéncia, se necessario, seja ¢, — ¢q. Se v = ¢, o 0, entao
£ (@) 7 b0) = L5 (@00 (@), D0z (b)) = L5 (0 (an), (b)) > € > 0
d*(Gn, 7)) = d*(Pn(pn), dn(0)) = d*(pn, o)) — 00. Pois os elementos de D sao, também,

isometrias com a métrica g*.

Sejam o, 3 geodésicas (com a métrica ¢*) que vao de ¢, a v (a,) e de g, a ¥} (b,),

respectivamente.

Sejam «v,, (3, geodésicas (com a métrica g) correspondentes, com 0s mesmos extremos,
e seja v, a g-geodésica que vai de v (a,) a v (b,). Como d*(qn, 7)) — oo, pela Proposigao
5.1 e pela equivaléncia das métricas segue que d(¢,,v,) — 0o. Medindo com relagao a

métrica g,

£, (1m(an), 1 (0n)) = Lo, (g) (Dl (an)), Dnl0y(bn))) = Ly, (o (an), 07, (bn)) — 0
pois H, com métrica g, ¢ uma variedade de visibilidade uniforme.

Existe um raio g-geodésico « e raios g*-geodésicos a*, 5*, com ponto inicial q, tais
que, passando a uma subsequéncia, se necessario,
o, (0) — o/(0), B.(0) = &/(0), a* (0) — a*(0) e £ (0) — B3*(0). Como os raios geodési-

COS possuern o mesmo ponto inicial e pela continuidade, temos que o *,
p p p ; q

Se x é ponto qualquer em «, entao podemos encontrar x,, em «,, tal que z,, — x. Dali,
pela Proposicio 5.1, d(x,, o) < R. De o (0) — a* (0), segue que d(z,a*) < R.

De forma analoga mostramos que d(z, 5*) < R.

Sejam o : [0,00) — H e * : [0,00) — H parametrizagoes, de velocidade unitaria,

na métrica ¢g*, de a* e f*. Para cada inteiro n > 0 escolhamos ntumeros s,, t, de modo
que, d(a*(s,),a(n)) < R e d(5*(t,),a(n)) < R.
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Pela escolha da parametrizacao, s, — oo e, pela equivaléncia das métricas, temos que
d*(a*(sn), 5*) < b.d(a*(s,), ). Mas,

d(a*(sn), 87(tn)) < d(a”(sn), (n)) +d(a(n), (tn)) < 2R

Entao, d*(a*(s,), 8*) < 2bR.

Pelas Proposicoes 5.2 e 5.3, a*, 8* sao raios geodésicos distintos com o mesmo ponto
inicial na variedade H, simplesmente conexa, sem pontos conjugados e com curvatura
K > —A?. Entao d*(a*(t),8*) — oo quando t — oo. Esta contradi¢io mostra que g*

satisfaz o axioma da visibilidade uniforme.

A afirmacgao sobre a transitividade topologica segue do Teorema 4.8. [

Portanto, pelas observagoes 2 da Subsecao 1.7.4, 3 da Secao 2.1 e pelo Teorema 5.4 as

superficies compactas de género maior do que 1 sao variedades de visibilidade uniforme.

5.3 Exemplos

Segue um exemplo no qual temos que o fluxo geodésico nao é topologicamente tran-

sitivo.
Exemplo 1: Este exemplo foi baseado em [2].

Uma variedade M tal que o conjunto nao-errante 0 C T'M é conexo mas o fluxo

geodésico restrito a {2 nao é topologicamente transitivo.

Mostraremos a densidade das 6rbitas e a nao transitividade topologia do fluxo geodé-

sico restrito a Q. A demonstragdo da conexidade pode ser encontrada em |[2].

Consideremos duas superficies, um cilindro [0, 00) x (R /Z) = [0, 00) x S* e uma calga,
de curvaturas K = 0 e K < 0, respectivamente. Colemos, de forma suave, estas super-
ficies, na curva c, de forma a obter uma superficie M conexa, completa e com curvatura

nao positiva, ilustrada na figura 5.1.

Sabemos que, em superficies de curvatura K < 0 as orbitas periodicas sao densas.

Logo temos que verificar a densidade das érbitas periddicas onde K = 0.

Por [5], sabemos que os circulos obtidos pela interse¢ao do cilindro com planos normais
ao eixo do cilindro e as hélices sao geodésicas do cilindro. Logo, as érbitas periddicas do

cilindro sao as que definimos como verticais, destacadas na figura 5.1.
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Logo, temos que o cilindro possui dois conjuntos de orbitas periodicas.

Recordemos o seguinte resultado de Clairaut: Se S ¢ uma superficie de revolucgao e se 7y

é uma geodésica qualquer de S a intersecao de v com os paralelos ocorre transversalmente.

Com isso, podemos observar que as demais geodésicas do cilindro vao para o infinito
quando ¢t — +o00. Logo, qualquer vetor nao periddico gera uma geodésica que vai para o
infinito quando t — +oo.

Como consequéncia temos que, as tnicas Orbitas ndo-errantes (periodicas) que intersectam
o cilindro plano ("flat“) sdo as verticais. Isto mostra que as Orbitas periddicas estdao na

parte da superficie de curvatura negativa.

Para cada v € P*(v) dentro do cilindro plano ("flat”), temos que v é periodico. Logo,
a orbita {¢:(v),t € R} ndo pode ser densa. Portanto, o fluxo geodésico restrito a € nao

é topologicamente transitivo.

Figura 22: Exemplo 1

Exemplo 2: Este exemplo foi baseado em [20)].

Mostraremos um exemplo no qual a variedade tem curvatura negativa, entretanto nao
é variedade de visibilidade. Para tal construamos uma métrica completa g, com curvatura

ti R? tal iedade Ri i 6tri a0 satisf i
negativa em al que a variedade Riemanniana com a métrica g nao satisfaz o axioma

de visibilidade.
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Seja g : R — R funcao continua que satisfaz ¢”(t) > 0 e ¢'(c0) — ¢'(—o0) = L.
Seja f : R? — R definida por,

flx,y) = g(x) —g(y)

Seja M o grafico de f com métrica Riemanniana induzida por R?, e seja (z,y) parame-

trizagao local de M. A curvatura gaussiana em (z,y) é

. f:}c:rfyy - :?y o —g”(x)g”(y)
K(z,y) = I+ /24122 (149(x)?+9y)?)? <!

Observemos que,

N 9"(z)g" ()
q"(x)g"(y) = (1+g’(x)2+g’(y)2)2
Entao,

—d"(2)d" —g”(x)g”(y) — T
9" (2)g"(y) < 0@+ W) K(z,y)

Como a fungao é continua, pelo corolario do teorema de Fubini, em [25] temos,

/Z /Z g'(2)g" (y)dudy = / Z g"(z)dx / Z g"(y)dy

—~

Logo, a curvatura gaussiana em M satisfaz o seguinte limite

0> [ K(e,y)dedy > — / J'(@)da / J"(y)dy

M o] o]

Onde,

_ /OO g"(z)dx x /Oo 9" (y)dy = —[g'(c0) — 9/(_00)]2 - _(17r_0>2 B ITWO

A variedade M, com a métrica Riemanniana induzida por R?, nao é variedade de
visibilidade mas tem curvatura negativa.

Suponhamos que M seja variedade de visibilidade. Sejam p € M e x,y € ax)M tais

T

que, o angulo « entre os raios geodésicos pr e py € 75
Por hipotese e pela Proposicao 2.12, existe geodésica v ligando x e y.

Consideremos um triangulo com vértices p, x e y. Pelo teorema de Gauss-Bonnet (8],

/K:Oé—ﬂ':l—ﬂ'
A 100
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Mas,

[ o

Logo, temos uma contradigao. Portanto, nao existe geodésica que ligue x a y. Segue-se

que M nao é variedade de visibilidade.

5.4 Hiperbolicidade de Gromov e Visibilidade

Definigao 5.5. Um espaco métrico (X, d) é chamado um espago geodésico se todo par

de pontos pode ser ligado por um segmento de geodésicas.

Defini¢ao 5.6. Um espaco geodésico completo (X, d) é chamado d-hiperbolico (ou sim-
plesmente hiperbolico) se todo tridngulo geodésico satisfaz: todo ponto de um dado lado
do triangulo tem distancia menor do que ou igual a § da unido dos outros dois lados.

Espacos d-hiperbélicos sao frequentemente chamados espacos Gromov-hiperbolicos.

Um exemplo de espaco Gromov-hiperbélico é o plano hiperbdlico.

O teorema abaixo d4 uma ideia da forte relagao entre hiperbolicidade de Gromov e

visibilidade.

Teorema 5.7. [23] Seja (M, g) uma variedade compacta sem pontos conjugados. Entao,
seu recobrimento Riemanniano (]\7 ,g) é uma variedade de visibilidade se, e somente se,

M & Gromov-hiperbolico e raios geodésicos divergem em M.



69

APENDICE A

Proposigao A.l. Seja z € H(o0). O conjunto dos pontos duais a x ¢ fechado em H(00)

e invariante mediante D.

Demonstracao. Fechamento

Sejam p € H fixado e y,, — y em H(00), com cada y, dual a x. Sejam U, V vizinhangas
em H de x e y, respectivamente. Como g, — ¥, dado N > 0 temos que, para n > N,
Yy, € V. Como x e y, sdo duais, temos que existe ¢, C D tal que, ¢,(p) = =z € U e
& (p) = yn — y € V. Entao, y ¢ dual a x.

n

Invariancia da dualidade mediante D

Suponhamos x e y duais e seja ¢ € D isometria dada. Queremos mostrar que x e ¢(y)
sao duais, ou seja, que dadas duas vizinhancas Vi e V5 de x e ¢(y), respectivamente, existe
uma sequéncia de isometrias {¢, C D} tal que, Vp € H, v, (p) = z e pn(p) — o(y).

Como x e y sao duais, existe uma sequéncia de isometrias {¢,} C D tal que, Vp € H,

Ut (p) = e Yn(p) = v

Fazendo ¢, = ¢ 01, e, como ¢ é continua, temos que,

Pn(p) = ¢(Uu(p)) — oY) e ' (p) = (P ovn) ' (p) = ¥, (07 (p). Seja ¢ = ¢~ (p).
Como v, }(p) — x,Vp € H em particular para ¢ = ¢~'(p), temos que ¥, '(q) — .

Logo, ¢, (p) — .

Portanto, ¢(y) e x sao duais. O

Proposicao A.2. Se L(D) contém ao menos trés pontos entao dois pontos quaisquer de
L(D) sao duais.

Demonstragao. Consideremos L(D) com, pelo menos trés pontos. Pelo item (ii) da Pro-

posicao 3.5 podemos escolher z € L(D) que nao é ponto fixo comum de D. Seja z* dual a
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z, entao z* é dual a todo ponto de L(D), pela Proposicao 3.4. Seja x # z* em L(D). Pelo

Lema 3.7, z* ndo é ponto fixo comum de D. Logo, pelo Lema 3.8, D(z*) é denso em L(D).

Portanto, se x é dual a z*, temos que z é dual a todo ponto de L(D), ja que z* é dual

a todo ponto em L(D). O

Lema A.3. Se (M, g) é uma superficie compacta de género maior do que 1 e curvatura
igual

a —1, entdo (M, g) é uma variedade de visibilidade.

Demonstracao. Seja H o recobrimento universal de M e sejam p € H, p e o raios geodésicos
distintos tais que p(0) = p = 0(0). Para i > 1 seja v; a geodésica por p(i) e o(i). Como
em variedades de curvatura K < ¢ < 0 a distancia de um ponto a geodésica é estritamente
convexa (fato que segue da formula da segunda variacao de energia ([4])) a menor distancia
de p a 7; se da em um ponto 7;(¢;) entre p(i) e o(i). Sejam d; = d(p,v:(t;)) e A; a area do
triangulo T; composto de todos os segmentos geodésicos de p a pontos de 7; entre p(i) e
o(1). Essa area é maior do que a area de um setor Euclidiano de angulo 8 = £(p'(0),0’(0))
e raio d;. Entdo, 4; > 2d2. Pelo teorema de Gauss-Bonnet ([24]), fTi KdA > —7 e, entao,

A; < 7. Portanto, d; permanece limitado quando 7 — +oc.
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Conclusao

Nosso objetivo, neste trabalho, foi estudar a transitividade topologica do fluxo geodé-
sico em variedades Riemannianas sem pontos conjugados. Mas, nos foi possivel obter um
contato com temas diversos da matematica: sistemas dinamicos, geometria hiperbolica,
grupo Fuchsiano, teoria de classificagao de variedades, geometria global "a la Gromov",

entre outros.

Foi possivel verificar a existéncia de uma métrica de curvatura negativa constante
para toda superficie compacta com género maior do que 1. A dinamica do fluxo geodésico
em curvatura negativa constante tinha havia bem estudada por Hedlund nos anos 1940,

Eberlein generaliza varios dos resultados de Hedlund para variedades de visibilidade.

A classificacao topolbdgica das superficies foi e é uma das motivagoes principais do
trabalho de Eberlein e a classificacao das métricas de curvatura negativa para superficies

é um dos principais fundamentos da sua teoria.

Conseguimos mostrar que para uma variedade de visibilidade uniforme M onde SM =

{2 o fluxo geodésico é topologicamente transitivo em SM.
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