Monalisa Reis da Silva

Autovalor de Steklov-Neumann e Aplicacoes

Brasil
Abril de 2013



Monalisa Reis da Silva

Autovalor de Steklov-Neumann e Aplicacoes

Dissertacao apresentada ao Programa de
Mestrado em Matematica, area de concen-
tracao : Equagoes Diferenciais Parciais, da
Universidade Federal de Juiz de Fora, como
requisito parcial para obtencao do grau de
Mestre.

Universidade Federal de Juiz de Fora
Instituto de Ciéncias Exatas - Departamento de Matematica

Programa de Pés-Graduagao

Orientador: Prof. Dr. Luiz Fernando de Oliveira Faria - (UFJF)

Brasil

Abril de 2013



Monalisa Reis da Silva
Autovalor de Steklov-Neumann e Aplicagdes/ Monalisa Reis da Silva. — Brasil,

Abril de 2013-
70 p. : il. (algumas color.) ; 30 cm.

Orientador: Prof. Dr. Luiz Fernando de Oliveira Faria - (UFJF)

Dissertacao — Universidade Federal de Juiz de Fora

Instituto de Ciéncias Exatas - Departamento de Matematica

Programa de P6s-Graduagao, Abril de 2013.

1. Equagdes diferenciais elipticas. 2. Autovalor de Steklov-Neumman. 3. Mini-

max.
CDU 02:141:005.7




Monalisa Reis da Silva

Autovalor de Steklov-Neumann e Aplicacoes

Dissertacao apresentada ao Programa de
Mestrado em Matematica, area de concen-
tragdo : Equagoes Diferenciais Parciais, da
Universidade Federal de Juiz de Fora, como
requisito parcial para obtencao do grau de
Mestre.

Trabalho aprovado. Brasil, 24 de novembro de 2012:

Prof. Dr. Luiz Fernando de Oliveira
Faria - (UFJF)
Orientador

Professor
Convidado 1

Professor
Convidado 2

Brasil
Abril de 2013



Dedico este trabalho a minha mdae Maria Aparecida, meu pai Luiz Carlos, meu irmdo

Rodrigo e ao meu noivo Samuel.

AMO VOCES!



Agradecimentos

A Deus, por me iluminar em todos os momentos e por permitir mais essa conquista.

Gracas e louvores sejam dadas a ti Senhor!

Aos meus pais Luiz Carlos e Maria Aparecida, infinitas palavras ndo seriam sufi-
cientes para agradecer por tudo que sempre fizeram e fazem por mim! Muito Obrigada

por tudo!

Aos meus familiares, amigos e em especial ao meu irmao Rodrigo, que sempre me

deram amor e for¢a em todos os momentos incondicionalmente.

Ao meu noivo e futuro esposo Samuel que sempre me apoiou, incentivou e esteve

ao meu lado.

Ao meu orientador, professor Luiz Fernando de Oliveira Faria, pela aten¢ao, paci-

éncia e dedicacao com que me orientou.

Ao professor Fabio Rodrigues Pereira e a professora Flaviana Andréa Ribeiro por

me incentivarem a continuar meus estudos.

A coordenacio do mestrado em matemética na UFJF juntamente com todos os

professores do programa.

Aos professores Olimpio Hiroshi Miyagaki e Rodrigo da Silva Rodrigues por terem

aceito o convite para participar da minha banca.

A CAPES, pelo apoio financeiro.



Resumo

Neste trabalho faremos um estudo sobre a teoria de problemas de autovalo-
res de Steklov-Neumann, fundamentado principalmente no trabalho de Auchmuty
[3], apresentaremos uma aplicagdo baseada no trabalho de Mavinga e Nkashama
[25]. Mais precisamente, sob certas condigoes sobre as fungoes f e g, mostraremos
resultados de existéncia de solucdo para o problema,

—Au+c(x)u = f(z,u), em Q,
gz = g(x,u), sobre 9f.

Faremos uma introducdo a teoria de Métodos Variacionais, para dar um
melhor embasamento tedrico ao leitor que estd iniciando os estudos em equacoes
diferenciais parciais elipticas.

Palavras chave: Equacdes diferenciais elipticas. Autovalor de Steklov-Neumman.
Mini-max.



Abstract

In this paper, we will study the theory of Steklov-Neumann eigenvalue prob-
lems, reasoned mainly on the work of Auchmuty [3]. We will present an application
based at work of Mavinga and Nkashama [25]. More precisely, under certain con-
ditions on the functions f and g, we show results of existence of solution to the
problem

ou

{ —Au+c(x)u = f(z,u), in Q,
v

= g(x,u), on I0.
We will make an introduction to the theory of Variational Methods, to give a

better theoretical basis the reader who is beginning study elliptic partial differential
equations.

Key Words: Elliptic differential equations; Eigenvalue of Steklov-Neumman;
Mini-max



Indice de notacoes

) é um conjunto aberto e limitado no R™;

2 é um dominio de R";

Q é o fecho de ©;

0f) ¢é a fronteira de §2;

B,.(x) é a bola de centro z e raio r;

|A| é a medida de Lebesgue de um subconjunto A de R™;

Ck(Q) = {u: Q — R;u é continuamente k vezes diferencidvel };

Ck(Q) = {u € C*(Q); supp(u) é compacto};

Ju= [qudzx;

o é a medida de um subconjunto de 0f);

fu= [yqudo;

ull o = nf{a = 0;{z € Q; [u(z)| > a}| = 0};

L>(Q2) = {u: @ = R;u é mensuravel e||ul| , < oo};

lull, = (f Tul?) "7 e flull, o = (Jon lulPdo)'/?;

LP(Q) = {u: Q — R;u ¢ mensuravel e [|ul|, < co};

LP(0Q) = {u : 9Q — R;u é mensuravel e ||1,LHW9 < oo}

Wtr(Q) = {u € LP(Q); 3g € L(Q) tal que [uy’ = — [ gp, Yo € CZ(Q};
HY(Q) = WH(Q);

(u,v)e = [ VuVv + [ c(x)uv;

¢ - ortonormal, significa normal na norma associada ao produto acima;

@, = soma direta levando em consideracao o produto interno definido acima;

(u,v)g = § uv;



Ch ={ue C*U); lullers @) = Siaj<k IDullo@) + Ziaj= 1Dullcos @y < 00}

(u, vy, = Jquvdzr, Yu,v € L*(Q);

a1 1/2

u u u n U

w=<§m,§m,...,;%>e|w|=( . |2 ) ;
0*u

Ay =y 28

" = Ox?’

Apu = div(|[VulP~2Vu);

— ¢ a derivada normal exterior;

ov

S — W, denota que S estda imerso em W compactamente.
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1 Introducao

Neste trabalho, apresentamos uma introducao a teoria de autovalores de Steklov-
Neumann a fim de exibir um resultado de existéncia de solugdo para nosso problema
aplicado, o qual foi estudado por Mavinga e Nkashama em [25]. Além disso, fazemos um
estudo introdutério da teoria de Métodos Variacionais para dar um melhor embasamento

teodrico ao leitor que esta iniciando o seu estudo em equagoes diferenciais parciais elipiticas.

Considere o problema,
—Au = Au, em €,
(1.1)
u = 0, sobre 0f).

Se A é um numero real que satisfaz a equagao (1.1) para alguma funcdo u nao
nula, dizemos que A é um autovalor do operador Laplaciano para o problema de Dirichlet

homogéneo.

O estudo de autovalores é importante para a matematica, com aplicagdes prati-
cas em areas diversificadas como mecénica quantica, processamento de imagens, analise
de vibragoes, mecanica dos sélidos, estatistica entre outros. Para maiores informacoes

gostarfamos de citar [33].

Considere o problema linear

—Au+c(x)u = 0, em Q,

1.2
@ = pu, sobre ). (12)
v

A condicao de fronteira a—u = pu define um autoproblema de Steklov. Se p satisfaz
v

o problema acima para alguma funcao nao nula, dizemos que i ¢ um autovalor de Steklov.

Considere o problema linear eliptico

—Au+c(x)u = Au, em §,

1.3
@ = 0, sobre 0. (1:3)
ov

Se \ satisfaz a equagdo (1.3) para alguma funcao u nao nula, dizemos que A é um

autovalor para o problema de Neumann homogéneo.
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Utilizaremos a teoria de autovalores para provar resultados de existéncia de solu-
¢oes para a equagao diferencial parcial eliptica ndo linear de segunda ordem, com (possi-

bilidade de) condigoes de bordo néo lineares,

—Au+c(x)u = f(z,u), em Q,

ou (1.4)
W g(x,u), sobre OS2,

0
onde Q C IR™ é um dominio limitado suave e 9 ¢ de classe C*, 3 = vV é a derivada
v

normal exterior em Of2.

Assumimos n > 2 e que a funcdo ¢ :  — IR e as nao-linearidades f : O x R — IR

e g:Q x IR — IR satisfazem as seguintes condicoes:

(Cl) ce LP(Q) comp > g, onden > 3 (p > 1quandon =2),ec > 0 quase sempre em ).

A desigualdade fica estrita num conjunto de medida positiva; isto é, [, c¢(x)dx > 0.
(C2) g C(QxR)e feC( xR).
(C3) Existem constantes a,as > 0 tais que

lg(z,u)| < ay + aslul|® com 0 < s < %

(C3) Existem constantes by, by > 0 tais que

n—+ 2

|f(z,u)] < by + bolul® com 0 < s < >
n_

Uma solucio classica de (1.4) é uma funcio u € C?(2) N C1(Q) tal que
—Au + c(x)u = f(x,u) em .
Se u é uma solugao classica, tomando uma fungao v € C?(Q2) obtemos
—Auv + ¢(z)uv = f(x,u)v,

ou ainda,
/—Au‘u+/c(a¢)uv = /f(:c,u)’u. (1.5)
Pelo Teorema C.2 (ver apéndice C) temos que:

— /Auv = —fgqjv + /Vqu, (1.6)

assim, de (1.4) e (1.6) segue a igualdade

/V@VU%—/c(x)uv = /f(x,u)v —|—j<1{g(x,u)v, Vv e HY(R), (1.7)
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onde / denota a integral em (2, f denota a integral em 9Q e H'() é o espago de Sobolev
(A.8, ver apéndice A) usual das fungdes em Q. Dizemos que uma fungiao v € H*(2) que

satisfaz (1.7) é uma solugao fraca de (1.4).

O objetivo desse trabalho é estudar a existéncia de solucgoes fracas do problema
(1.4) no qual as nao-linearidades interagem, em certo sentido, com os espectros de Steklov-
Neumann, (problemas (1.2) e (1.3)). N6s relacionamos o limite da nao-linearidade g(z, u)
com o espectro de Steklov, enquanto a nao-linearidade f(z,u) estd relacionada com o

espectro de Neumann.

O problema nao linear (1.4), tem sido consideravelmente estudado no dmbito de
métodos de sub e super-solugoes. Referimo-nos, por exemplo, a Amann [1], Mawhin e
Schmitt [26], e suas referéncias. Restringindo o dominio das nao-linearidades (através de
um problema ligeiramente modificado) para o intervalo de sub e super solugoes, os métodos
utilizados reduzem o problema a considerar essencialmente nao-linearidades limitadas.
Uma vez que é baseado em técnicas (a chamada) de comparacao, o método de sub-super
solugdes nao se aplica quando as nao-linearidades sao comparadas com autovalores mais

elevados.

Nos ultimos anos, muitos trabalhos foram dedicados ao estudo da solubilidade
de problemas de autovalores com condi¢cao de contorno linear homogénea, onde a nao-
linearidade na equacao diferencial interage com os autovalores da equacao diferencial
linear correspondente, com condigdo de contorno linear homogénea (ressonintes e nao
ressonantes). Para alguns resultados recentes neste sentido, gostariamos de citar Castro
[11], de Figueiredo e Gossez [13], Nkashama e Robinson [29] e Rabinowitz [31].

Um estudo realizado recentemente por Godoi, Miyagaki e Rodrigues [18] para sis-
temas de equagoes diferenciais parciais elipticas com condi¢oes de fronteira nao lineares
e para equacoes diferenciais com condigoes de fronteira nao lineares associadas ao ope-
rador p-laplaciano, trata da relagdo entre os autovalores de Steklov e os autovalores de
Neumann. Estes resultados serao obtidos quando houver uma certa interacao entre as
nao linearidades e o espectro de Neumann, e uma interacao entre as nao linearidades
de fronteira e o espectro de Steklov, associados aos sistemas ou equagoes. Para maiores

informagoes, ver [18].

Quanto ao problema (1.4), ha alguns resultados na literatura. Para o caso linear,
gostarfamos de citar o trabalho de Steklov [34] (que iniciou o problema em um disco em
1902), Amann [1], Bandle [5], e mais recentemente Auchmuty [3]. Alguns resultados em
disco quando (n = 2) foram obtidos por Klingelhofer [20] e de Cushing [12]. Os resultados
em [20] foram significativamente generalizados para dimensdes maiores em [1], no &mbito

do método de sub e super-solugoes.

No Capitulo 4, utilizamos a no¢ao de “autovalor linha” no plano. Estes autovalores-
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linhas, aqui referidos como as linhas de autovalor de Steklov para Neumann, unem cada
autovalor de Steklov ao primeiro autovalor do problema de Neumann com condigbes de
bordo homogéneas. Provamos a existéncia de solu¢ao quando as nao-linearidades envolvi-
das ficam assintoticamente, em certo sentido, abaixo da primeira linha de autovalor ou em
uma regiao de quadrilatero delimitada por dois autovalores-linhas de Steklov-Neumann

consecutivos.

No Capitulo 2, apresentaremos algumas defini¢cbes e os principais resultados que
sao usados ao longo do trabalho no que se refere a Métodos Variacionais. Tomaremos
como base principal Evans [17], Brezis [7] e Rabinowitz [31], onde podem ser encontradas
todas as demonstracoes nao feitas neste capitulo. Apresentaremos ainda uma teoria de

Min-Max que sera utilizada no final do capitulo 4.

No Capitulo 3, apresentaremos alguns dos resultados provados por Auchmuty [3]
a fim de fortalecer nossa teoria de autovalores de Steklov que sera altamente utilizada no
capitulo subsequente. Os resultados mais importantes para nosso trabalho serao demons-

trados, entretanto, todas as demonstragoes podem ser encontradas em [3].

No Capitulo 4, mostraremos os resultados provados por Mavinga e Nkashama
[25]. Na primeira segdo do Capitulo 4, citamos algumas consequéncias dos resultados de
Auchmuty [3] que nos serao tteis para o decorrer do trabalho. Além disso, apresentaremos
e provaremos alguns resultados técnicos essenciais nas demostragoes seguintes. Na segunda
secao do Capitulo 4, apresentaremos resultados de existéncia de pelo menos uma solucao

para o problema (1.4) sob trés conjuntos de hip6teses distintos.
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2 Meétodos Variacionais

Neste Capitulo, vamos apresentar uma breve introducao histérica do surgimento
da teoria de Métodos Variacionais, apontando as motivacoes e idéias basicas. O objetivo
deste Capitulo é fornecer um embasamento tedrico para o leitor que esta iniciando seus

estudos em equacoes diferenciais parciais.

2.1 Histéria

A idéia chave do calculo da variac¢oes é a obtencao de pontos criticos de um funci-
onal [ : M — R onde M pode ser um conjunto de ntimeros, fungoes, curvas, superficies,

munido de alguma topologia.

O grau da dificuldade para determinagao dos pontos criticos do operador [, depen-
dera de M e do funcional [. Por exemplo, se M for um intervalo compacto da reta, munido

com a topologia induzida por R, e [ continuo, basta usarmos o teorema de Weierstrass.

Apesar da expressao “calculo das variagdes” ter sido usada a partir do século
XVIII, problemas desta natureza sao antiquissimos. Os egipcios, por exemplo, sabiam
que a menor distancia entre duas linhas é a medida do menor segmento que as une. Um
outro exemplo, presente no nosso dia a dia é a insensavel busca pela minimizacao do custo

e a maximizacgao dos lucros.

Por muito tempo, varios mateméticos se dedicaram a estudar este tipo de pro-
blema, desenvolvendo para isto, varios Métodos Variacionais para se obter uma solugao
de uma equacao diferencial. Cada problema exigia um método especifico. Porém, uma
teoria geral, que permitia-se solucionar problemas gerais, foi desenvolvida. Os nomes de
Lagrange (1736 — 1813) e Euler (1707 — 1783) sao fortemente ligados a este fato.

Pouco antes de 1732, Euler comecou um estudo sistematico de problemas de valores
extremos, desenvolvendo um método diferente dos seus predecessores, os quais tratavam de
problemas particulares. Ele descobriu, para uma classe especial de funcionais, a primeira
condicao necessaria que uma fungao de minimizacao tem que satisfazer. Nos dias de hoje,

isso corresponde a condic¢do I'(u) = 0, onde !’ entende-se como a derivada de Fréchet de [.

Em meados de 1850, Gauss e Thompson deram origem ao chamado “Método Direto
do Caélculo das Variagdes”, o marco da introducao das Equagoes Diferenciais Parciais
(EDP’s), no célculo das variacoes. Basicamente o método trata da determinagéo de zeros

de uma equagao do tipo I'(u) = 0.
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Hoje em dia, o mesmo tipo de idéia é usado para outros problemas de valor de
fronteira, para as mais gerais equagoes e sistemas elipticos. Entretanto, os problemas
que tratamos na atualidade possuem uma maior variedade de pontos criticos. Como con-
sequéncia, alguns novos resultados na Teoria dos Pontos Criticos foram desenvolvidos,

como por exemplo o Método Minimax, cuja idéia basica sera abordada a seguir.

Ambrosetti e Rabinowitz em [31], no ano de 1973, estabeleceram diversos e impor-
tantes resultados do Método Minimax para funcionais “sem simetria”. Dois dos principais
resultados sdo, o Teorema do Passo da Montanha e o Teorema do Ponto de Sela, ambos

serao enunciados na proxima se¢ao.

Neumann e Morgenstern dao énfase aos jogos. Para isso, Neumann provou o “Te-
orema Minimax”. Seu estudo de estratégias que visa maximizar os ganhos e minimizar as

perdas foi a motivagao para provar o Teorema. Para maiores informacgoes ver [28].

O problema de minimizacao de funcionais é o objetivo central do calculo de va-
riagoes classico, e que, em seu estudo, equagoes diferenciais aparecem de modo natural.
Vamos considerar funcionais definidos em espacos de Banach e encontrar condigoes, de
modo que estes funcionais possuam minimizadores (ou maximizadores) ou mais generica-
mente pontos criticos. As vezes, tais minimizadores (ou maximizadores) tém significado
fisico, por exemplo, eles podem representar configuracoes energeticamente ideais na cién-
cia dos materiais (por exemplo, bolhas de sabao, chapas de flambagem ou vigas, orientagao
de cristais liquidos sob uma forga magnética), em outros casos, verificamos sua aplicagao

também na teoria de jogos. Para maiores informagoes, ver [6] e [10].

O método variacional contribuiu muito para o desenvolvimento da Matematica,
possibilitando assim, a solugao de problemas matematicos em Fisica (relativa e quantica),

Engenharia, Biologia e Economia e consequentemente, desfruta de um “status” especial.

2.2 Resultados importantes

Para atacar um problema de equacoes diferenciais parciais podemos buscar uma
solugao unica, infinitas solugoes, uma solugao que seja maximo ou minimo, uma solugao
que seja min-max ou até mesmo podemos mostrar nao existéncia de solugao para o pro-
blema, (C.1, ver apéndice C). Existem muitas formas de atacar um problema de equagoes

diferenciais parciais, vamos apresentar aqui algumas delas.

Definicao 2.1 Seja E um espaco de Banach. Dizemos que z € E é um minimo local,
respectivamente mdzximo local, de um funcional J € C(E;R) se existe uma vizinhanga V

de z tal que

J(z) < J(u), respectivamente J(z) > J(u), Yu € V —{z}.



17

Se as desigualdades acima sdo estritas, dizemos que z € minimo (mdximo) estrito local.
Se as desiqualdades sao vdlidas para todo w € E, dizemos que z é um minimo (mdzimo)

global.

Temos que, se z € E é um minimo (méximo) local e J ¢é diferencidvel em z,
entdo J'(z) = 0. No que se segue, vamos exibir alguns resultados sobre a existéncia de
minimos ou maximos. Iniciamos com um resultado classico trabalhado em funcionais que

sao coercivos e fracamente semi-continuos inferiormente (w.l.s.c.).

Defini¢ao 2.2 Um funcinal J € C(E;R) é coercivo se

lim J(u) = +o0.
[[uf| =00
Definicao 2.3 J € C(E;R) é fracamente semi-continuo inferiormente (w.l.s.c.) se toda

sequéncia u, € E tal que u,, — u € tal que

J(u) < liminf J(uy,).

O problema variacional consiste na obtencao de pontos criticos para um funcional
associado. Desta forma, variacionalmente, solucionar uma equacao diferencial parcial é

determinar os pontos criticos de um funcional associado.

Teorema 2.4 Seja E um espago de Banach reflexivo, J : E — R coercivo e (w.l.s.c.).
Entao J tem um minimo global, isto €, existe z € E tal que J(z) = min{J(u) : u € E}.

Se J é diferencidvel em z entao J'(z) = 0.

Demonstracao: [2, Teorema 5.5]. "

Agora vamos expor uma aplicagdo dos resultados anteriores. Consideremos £ um

espaco de Hilbert e
1

Iw) = 5 lul? = 6(w),

onde || . || é a norma em E.

Utilizando o resultado acima, é possivel provar o seguinte Teorema, veja [2, Teo-

rema 5.8].

Teorema 2.5 Seja J definido anteriormente e suponha que ¢ € C1(E,R) € fracamente
continuo (isto é: u, — u = ¢(u,) = ¢(u)) e satisfaca

|p(u)] < a1 + az [|ul]”,

com ay,as >0 e o < 2. Entao J atinge um minimo global em algum z € E e além disso,

J'(z2) =0, isto €, V(z) = z.
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Demonstracao: [2, Teorema 5.8]. n

Definicao 2.6 Um problema de Dirichlet, é encontrar uma funcao que seja solugdo de
uma equagdo diferencial parcial (EDP) especifica, no interior de uma dada regido, que

toma valores prescritos na fronteira dessa regiao.

Considere o problema de Dirichlet abaixo:

{ —Au(z) = f(z,u(r)), em Q (2.1)

u(x) = 0, sobre 0f2

com f : Q x R — R sublinear B.6, (ver apéndice B), e infinita. Assumimos que f é
localmente Holder continua A.4, (ver apéndice A) e que existem
a; € L*(2),as > 0e 0 < g < 1 tais que

|f(z,0)] < ay(z) + as|t]?, V(x,t) € Q xR, (2.2)

Tomando E = H} () com a norma ||ul|* = [ |Vul?, e tendo em conta a imersao compacta

E — L*(2), podemos repetir os argumentos feitos em [2, Teorema 1.8] para obter

o(u) = /F(x,u), onde F(z,u) = /Ou f(z,s)ds,

além disso, F(x,u) € C'(FE) é fracamente continua.

Teorema 2.7 Seja f localmente Hélder continua e suponha que (2.2) seja valido. Entdo

(2.1) possui uma solugao.

Demonstracao: Apresentaremos aqui um esboco da demonstracao, para maiores infor-

magoes ver [2, Teorema 5.9].

Considere o funcional J € C*(E,R) dado por

T(w) = 5 lull* = o) = 5 [ 1V~ [ Fla,w),

cujos pontos criticos sao as solugoes de (2.1). Usando (2.2), encontramos constantes a; > 0

tais que

()| < asflullz + aallullFi
<

as ||ull + ag [l

Como g < 1 temos que J é coercivo em F, além disso, ¢ é fracamente continuo. Assim, o

Teorema 2.5 aplica-se produzindo um minimo z tal que J'(z) =z — ¢'(2) =0

Portanto (2.1) possui uma solugao.
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O procedimento para determinar uma solucdo de uma EDP que possui um fun-
cional associado limitado inferiormente ou superiormente, é analogo ao descrito acima
na maioria das vezes. Entretanto, existem casos onde o ponto critico do funcional nao é
maximo e nem minimo, mas um min-max. Nestes casos, podemos atacar o problema ten-
tando adequé-lo as hipoteses de trés grandes teoremas da teoria de métodos variacionais

descritos abaixo.

Para melhor compreensao de tais hipoteses, seguem algumas definigoes importan-

tes.

Definigao 2.8 Sejam X um espago de Banach e ® € CY(X, IR). Dizemos que ¢ € IR ¢

um valor critico de ® se existe u € X com ®'(u) =0 e ®(u) = c.

Denotaremos por ®¢ o conjunto de todos os pontos em niveis menores ou iguais a
c, isto é,
¢ ={ue X;P(u) <c}.

Definicao 2.9 (Condig¢ao Palais-Smale-(PS))

Sejam X um espago de Banach e ® € C*(X, IR). O funcional ® satisfaz a condigio
(PS) se qualquer sequéncia (u,) C X tal que

|D(u,)| < Ce®(u,) =0 em X'
possui uma subsequéncia convergente.

Teorema 2.10 (Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz)

Sejam X um espago de Banach real e ® € CY(X, IR) satisfazendo a condi¢io Palais-
Smale. Suponha que ®(0) =0 e que

1. existem constantes p, > 0 tais que (IDL)B > aq, e
P

2. existe um e € X \ B, tal que ®(e) < 0.

Entao, & possui um valor critico ¢ > «, com

c=1inf max ®(u),
9€T" ueg([0,1])

onde I' ={g € C([0,1] X); ¢g(0) =0 e g(1) =e}.
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Figura 1 — Geometria do Teorema do Passo da Montanha

Demonstragao: [17, Teorema 2, secao 8§]. n

Na figura acima, apresentamos um exemplo da geometria do Teorema do Passo da

Montanha onde sobre a curva em destaque ocorre nosso min-max.

Abaixo exibimos uma generalizacdo do Teorema do Passo da Montanha, acima

enunciado, que possibilita estudar funcionais com uma geometria mais geral.

Teorema 2.11 (Enlace) Seja X um espago de Banach real com X = X; & X3, onde X,
¢ um espago de dimensdo finita. Suponha que ® € C(X, IR) satisfaz (PS) e

1. existem constantes p,a > 0 tais que @’ >ae
8Bpr1X2

2. existem p € 0B1 N Xy e R > p tais que @‘GQ <0, onde

Q:(BRﬂXl)@{T€;0<7’<R};BR,BPEX

Entdao, ® possui um valor critico ¢ > « caracterizado por

¢ = inf max &(y(u)),

onde

= {7€C(@,X);7:Id em GQ}

Demonstracao: [31, Secao 8.3]. n

Na figura acima, apresentamos um exemplo da geometria do Teorema do Enlace,
onde V =X; W=Xy; C=0B,NXyeN = Bpg.
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Figura 2 — Geometria do Teorema do Enlace

As hipéteses descritas no Teorema do Passo da Montanha sao bem especificas, e o
que fazer quando nao sao satisfeitas? Segue abaixo um Teorema que garante a existéncia
de um min-max, mas levando em conta um conjunto de hipéteses um pouco diferente. No
caso de nossa aplicagdo no Capitulo 4, sera ele que garantird a existéncia da solugdo de
nossa EDP.

Teorema 2.12 (Ponto de Sela) Sejam W =V & X um espago de Banach com V # {0}
e dim(V) < oo e seja I uma aplicagio satisfazendo a condigio Palais Smale - (PS). Se

D € uma vizinhanca limitada de 0 em V' tal que

a=supl <inflI =05b
aD X

entao

¢ = inf sup I (h(u))

hel' eb

¢ um valor critico de I com ¢ > b, onde T'={h € C(D,V); h(u) = u, Yu € D}

Demonstragao: [19, Teorema 19.2]. =

2.3 Formulacao variacional de um problema de valor de contorno

Vamos abordar a resolucao de um problema de equacao diferencial parcial eliptica

de segunda ordem, apontando as defini¢oes basicas e etapas essenciais para obtermos uma
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solucao.

Exemplo 2.13 Problema de Dirichlet Homogéneo.

Seja Q0 C R™ um aberto limitado. Buscamos uma fungio u : Q — R que satisfaca

{ —Au(z)+u = f, em (2.3)

u(z) = 0, sobre 00

onde 0 oo

Au=>" g;; (Laplaciano de u),

i=1
e f € L*(Q) é uma funcio dada em Q. A condicio de contorno u = 0 sobre 9S) se chama

condi¢cdo de Dirichlet homogénea.

Definigdo 2.14 Uma solugdo cldssica de (2.3) é uma funcio u € C*(Q) que verifica

(2.3).

Defini¢ao 2.15 Uma solugdo fraca de (2.3) é uma funcio u € HL(Q) que satisfaz

/VUVU—{-/UU - /fv, Vo € HL(Q). (2.4)

Para obtermos a equacao acima, a partir de uma solugao classica, multiplique a

primeira igualdade em (2.3) por uma fungao v € H} (). Assim temos que

—Auv + uv = fo,

/—Auv+/uv:/fv,

utilizando a identidade de Green C.2 (ver apéndice C) e o fato de v € H}(Q2) obtemos

isto é,

que
/Vqu+/uv = /fv, Vv € Hy(S2),
e segue a igualdade (2.4).

Faremos um esbogo de como obter uma solugao classica para o problema (2.3). Os

detalhes podem ser vistos em [7, Capitulo IX].
Etapa A: Toda solucgao classica é uma solucao fraca.

De fato, como u € H(Q)NC(Q) e u = 0 sobre 9, entdao u € H () pelo Teorema
A.18 (ver apéndice A).

Por outro lado, se v € C1(Q) entdo [ AuAv + [uv = [ fv, por densidade temos
que a igualdade é vélida para toda v € Hg(Q).
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Etapa B: Existéncia da solucgao fraca.

A garantia da solugdo para o problema de Dirichlet é dada através do Teorema

abaixo.

Teorema 2.16 Para toda f € L*(Q) existe u € Hy(Q) que é a tnica solugio fraca de
(2.3). Além disso, u € dada por

verlr}ill(lﬂ) {; /<|VU’2 %) - /fv} '

Este é o chamado principio de Dirichlet.

Demonstracao: [7, Teorema IX.21]. n

Observe que a obtencdo da solugdo do problema de Dirichlet foi através da mini-

mizagao de um funcional associado.

Etapa C: Regularidade da solucao fraca.

A Regularidade da solugao fraca é dada pelo Teorema abaixo.

Teorema 2.17 Seja Q um aberto de classe C* com OQ limitado. Seja [ € L*(Q) e seja
u € H}(Q) que satisfaca

/vuv¢+/u¢:/f¢, Vo € HY(Q).

Entao u € H*(Q) e |lullyz < C||fl2, donde C é uma constante que sé depende de €.
Além disso, se Q € de classe C"™2 e se f € H™(Q), entdo

u € H™2(Q) com [[ufl g < C |1l g ;

n —
em particular, se m > 5 entio u € C*(9Q).

Por 1iltimo, se Q2 € de classe C™ e se f € C*(Q), entdo u € C°(Q).

Demonstragio: [7, Teorema IX.25]. =

O processo de regularizagao consistiu na busca da classe de fungoes a qual pertence
nossa solucao fraca. O objetivo é sempre mostrar que a solugao fraca pertence a mesma
classe de fungoes que a solucao classica pertence, entretanto nem sempre isso é possivel.

No nosso exemplo em especifico isso foi feito.

Etapa D: Recuperacao da solucao classica.
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Adimita que a solucio fraca u € H}(Q) de (2.3) pertence a C*(Q) e suponhamos

que Q é de classe C'. Entao u = 0 sobre 9. Por outro lado, temos que

/(—Au+u)v = /fv, Yo € CHQ),

entdo —Au+u = f q.t.p. em Q, pois C1(Q) é denso em L*(Q2). Dessa forma, —Au+u = f

em todo ponto de €, pois u € C?(£2). Assim, concluimos que u ¢é solugdo cléssica.

A resolucao de uma equagao diferencial parcial através de um método variacional
consiste “basicamente” nas etapas exibidas acima, vale ressaltar que existem varios méto-
dos de resolu¢ao de uma EDP, para solugdes semelhantes a exibida acima, [7] Capitulos
IX.5. e IX.6, para métodos mais gerais na resolucao de equagoes diferenciais parciais, [17]
e [2].
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3 Autoproblemas de Steklov

Problemas de Steklov sao estudados desde 1902, mas possuem ainda hoje grandes
possibilidades de investigacao ainda nao feitas. Equacoes diferenciais parciais elipticas,
com condi¢oes de fronteira de Steklov podem descrever por exemplo, a deformagao linear
elastica u, de uma chapa €2, sob a acdo de uma forca transversal exterior f. Estamos
interessados nas relagoes com o espectro a fim de obter solugao fraca para nosso problema

principal (1.4).

Neste Capitulo, vamos apresentar alguns resultados sobre a teoria de autoproble-
mas de Steklov necessarios ao nosso trabalho. Vamos apresentar os resultados provados
por Auchmuty [3], onde sdo descritas algumas propriedades e aplicagoes de autoproble-
mas de Steklov com operadores elipticos de segunda ordem em regioes limitadas do R™.
Mostramos alguns dos resultados que serao mais utilizados no decorrer do texto, as de-

monstragoes que nao forem feitas neste Capitulo podem ser vistas em Auchmuty [3].

Sob hipéteses de regularidades descritas a seguir como (B2), (Al) e (A2), a exis-
téncia de um espectro ilimitado, infinito e discreto também é demonstrada. O menor
autovalor positivo destes problemas é mostrado como sendo a constante 6tima em uma
desigualdade envolvendo o trago. Além disso, uma correspondente familia de autofuncoes
é construida para ser uma base ortonormal do subespago V de H'() ortogonal a H}((2),

relativamente a um produto interno especifico.

3.1 O autoproblema Schroedinger-Steklov

Trataremos de questoes decorrentes do estudo de problemas de valor de contorno
em regioes {2 no R", n > 2. O conjunto ) é uma regiao nao vazia, conexa e aberta do

R™. Além disso, vamos pedir mais algumas condi¢oes com respeito a 2.

(B1) © é uma regiao limitada do R" e sua fronteira 02 é a unido de um nimero
finito de superficies Lipschtiz B.11 (ver apéndice B), fechadas e disjuntas;

cada superficie tem area finita.

Quando esta hipdtese é valida, existe um vetor normal exterior v definido quase
sempre em 0f). Os espagos reais de Lebesgue LP() e LP(09,do), 0 < p < oo estao
definidos da maneira padrao, A.6 (ver apéndice A), e possuem normas denotadas por

[ull, e [lull, 5o, respectivamente. Os produtos internos serdo denotados por:
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(u,v) := /u(x)v(x) e (u,v), = j{uv.
Todas as fungdes terao valores em R := [—00, oc| e suas derivadas serdo tomadas
no sentido fraco A.8 (ver apéndice A).

Seja H'(Q2) o espago usual de Sobolev A.8 (ver apéndice A) de fungoes em Q. Este

espago real é um espago de Hilbert com produto interno padrao definido por:

[u,v]; == /[u(a:)v(:r:) + Vu(z).Vo(x)].
A norma correspondente serd denotada por [[ulf, ,.

Quando (B1) é valido e u € W'1(Q), entdo o trago de u em 9 estd bem defi-
nido. Dessa forma, pelo Teorema do trago compacto A.14 (ver apéndice A), temos que o
funcional T' : H*(Q) — L?*(99, do) é compacto.

Em geral, vamos pedir que a regiao satisfaga:

(B2) Q e 09 satisfagam (B1), o Teorema de Rellich A.13 (ver apéndice A) e
o Teorema do Trago Compacto A.14 (ver apéndice A).

Todos os principios variacionais e funcionais utilizados serao definidos em subcon-

juntos fechados e convexos de H'().

Definigao 3.1 Seja F': H(Q2) — R um funcional. Entio F é dita Gateaur diferencidvel
no ponto u € H' () se existe F'(u) tal que

limy_ot ' [F(u + tv) — F(u)] = F'(u)(v), Yve H'(Q),

com F'(u) um funcional linear continuo em H'(Q2). Neste caso, F'(u) é chamada a G-

derivada de F' em u.

Definigao 3.2 Assumindo que uma regiao Q) do R™ satisfaca (B1), a forma cldssica de
um autoproblema de Schoroedinger-Steklov € encontrar os valores de p para 0s quais existe

uma solucao ndao nula 4 do sistema
Lu(z) == c(z)u(z) — Au(x) =0 em S (3.1)

ou

E(x) = pp(z)u(x) em L. (3.2)

As fungoes ¢, p devem satisfazer
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(A1) ¢ é positiva em Q, ¢ € LP(Q) para p > n/2 quando n > 3, (p > 1 quando n =2) e
Je>0.

(A2) p e L>(0R2,do), é positiva em 0€2, e

fp ~1. (3.3)

A forma fraca de (3.1) e (3.2) é dada por

/[VU.VU + cuv] — u%puv =0,Yv € H'(Q). (3.4)
Este serda chamado um autoproblema de Steklov para (L, p).

Vamos descrever um principio variacional diferente para o menor autovalor positivo

e sua autofuncao correspondente a (3.4).

Defini¢ao 3.3 Definimos K como um subconjunto de H'(Q) de fungoes satisfazendo

Do(u) == /[|Vu|2 reu?] <1, (3.5)

Defini¢do 3.4 Definimos B : H'(Q) — [0,00) e (.,.), respectivamente por:

B(u) := %qu e (u,v), = j{puv. (3.6)

Considere o principio variacional de maximizacao denotado por (¢;) de B em K e
defina

By := sup B(u). (3.7)

ueK

Vamos mostrar que o maximizador u; do problema (3.7) é uma autofuncao do
problema (3.4) de Steklov, correspondente ao autovalor u; e que 3; = p;'. Para tal

objetivo, precisamos de alguns resultados técnicos.

O seguinte resultado sera utilizado na demonstragao do Corolério 3.6.

Teorema 3.5 Assuma que §2,09, ¢ satisfazem (B2) e (Al). Entao existe um o > 0 tal

que

D.(u) > oz/uZ,‘v’u c H'(Q). (3.8)
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Demonstracao: [3, Teorema 3.2]. n

Corolario 3.6 Assuma que (A1) e (B2) sdo satisfeitas. Entdo ||.||. € uma norma equi-
valente a norma usual em HY(Q) e K é um subconjunto convexo, limitado e fechado de
HY(Q).

Demonstracao:

Sejam [Jul|? = /|Vu|2 +cu? e HquQ = /|Vu|2 + u?. Pela desigualdade de Holder e
pela imersdo de Sobolev de H'(2) < L9(£) temos que existe C; tal que ||ul|2 < Ct||ul|?,.
Além disso, de (3.8), temos que

a/u2 §/|Vu|2+cu2, entao, /u2 < 04_1/|Vu|2 + cu?,

somando / |Vu|? em ambos os membros da igualdade, segue que

/|Vu|2—i-/u2 < a‘1/|Vu|2+cu2+/|Vu|2.

Portanto, somando / cu? & direita da desigualdade, obtemos

lullf 2 < o™ lull? + / [Vul? + cu? = o~ Hull? + [Jull? = (1 +a™H)ullz.
Logo as normas sao equivalentes.

Observe que K é limitado por defini¢ao, além disso, segue da definicao de K e
da equivaléncia das normas, provada acima, que K é fechado. Vamos mostrar que K é
convexo.

Sejam u,v € K e t € [0,1]. Temos que

1/2
{J19100 =t + (1=t | = 1= u+ 0],

mas,

I =t)u +tvfl, < (1= Dull, + [toll, < (=) fJull, + vl < (T =8) +¢ =1,

1/2
pois u,v € K et € [0,1]. Assim, {/\V[(l — t)u + tv]|* + ¢[(1 —t)u—l—tv]2} <1 e
segue que
/|V[(1 )+ 1]+ (1 — )yt t]? < 1.
Portanto K é convexo.

Dessa forma, quando temos (B2) e (A1), é conveniente usarmos o produto interno
(u,v), == /[VU.VU + cuv. (3.9)

e associado a ele a norma ||ul|.
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Teorema 3.7 Assuma que Q,09, ¢, p satisfazem (B2), (A1) e (A2). Entdo B, € finito e
existem mazimizadores £uy de B em K. Estes mazimizadores satisfazem |jui]|, = 1 e

(3.4). O correspondente autovalor iy é o menor autovalor de (3.4) e B1 = i ™.

Demonstracgao:

Dos resultados do Corolario 3.6 e pelo Teorema A.20 (ver apéndice A), temos
que K é fracamente compacto em H'(Q). Como B é fracamente continuo, ele alcanca
um supremo em K no ponto u; € K, A.21 (ver apéndice A) e este supremo é finito. Se
lui]|, < 1 entdo existe um &k > 1 tal que ku; € K e entdo B(ku1) = k*B(u1) > B(uy).

Isto é uma contradigdo com a maximalidade de wu;, entdo temos |lu ||, = 1.

Por conseguinte, devido ao Teorema de multiplicadores de Lagrange B.13 (ver

apéndice B), uma das condigoes abaixo sao validas:

(i) W'(ug,v) =0, Yo e H'(Q);

(i) 3N € R, tal que B (u1)(v) = M/ (uy,v), Yo € HY(Q).

A condigao (1) nao ocorre, pois A’ (uy,u;) = 2||uy||> = 2. Portanto a condigio (2)
deve ocorrer, onde h'(u,v) = 2[VuVv + cuv].

Com base na condigao (2) garantimos a existéncia do funcional de Lagrange para
um problema onde queremos maximizar f(z,y) sujeito a g(z,y) = c. Tal funcional é dado
por A = Mg(z,y) — ¢] — f(x,y). Para o nosso problema (¢;), temos que maximizar B

sujeito & he(u,u) = |lul|, = 1. Dessa forma, A : H'(Q2) x [0,00) — R estd definido por:

Alu, M) == A U[|Vu|2 + cu?]dr — 1] - j{puz. (3.10)

O problema de maximizacao de B em K é equivalente a encontrar um ponto de
inf-sup para A neste dominio. Cada tal maximizador u, serd um ponto critico de A(., \)

sobre H'(§2), isto ¢, u ¢ uma solugio de

/\/[VUVU + cuv]dz — ?{puv =0, Yv € H'(Q). (3.11)

Quando A > 0 a equacdo acima tem a forma (3.4) com g = A~1. Se A = 0, entdo
(3.11) implica que o valor méximo é zero, (B(u) =0), que ndo é verdade, (podemos escolher

w € K tal que B(w) > 0, por exemplo a fun¢do constante 1 em 2). Assim, (3.4) é valido.

Se u; é um maximo, entao o correspondente autovalor p; em (3.4) satisfaz

/|VU1|2 +cuy = fﬂui
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dessa forma,
luall? = 1= pa B(wy).

Portanto f; = .

Suponha por contradi¢do que p; ndo é o menor autovalor positivo de (3.4). Neste
caso existird um u # 0 em H'(f), satisfazendo (3.4), associado a um fi, tal que i < p;.

Normalize-o para ter ¢ - norma igual a 1. Entao (3.4) implica que u satisfaz

1 = iB(a).

Como i < ju1, temos que it > pi' e segue que B(u) = i~ > p;' = B1 o que é

um absurdo, pois 1 é o maximo de B(u) em K. Logo p; é minimal.

Corolario 3.8 Assuma que Q,08, ¢, p satisfazem (B2), (A1) e (A2). Entao, para todo
ue H'(Q)

/[|Vu|2 + cu?] > 1y %pu{ (3.12)
onde py > 0 € o menor autovalor de Steklov de (3.4). Se a igualdade é vdlida, entao u é

maltiplo de uma autofuncao de (3.4) correspondente a .

Demonstracao: Se u = 0 a igualdade é valida. Suponha que u # 0, dessa forma, seja

v:=u/||ul.. Entdo v € K e sup,cx B(v) < 1 por defini¢do, assim, B(v) < f;.

Usando a definigao de B, segue que, § pv* < B, , ou seja, § pu® < Bi[[ |[Vul* +cu?].

Usando o Teorema anterior, provamos a igualdade.

A desigualdade (3.12) é a desigualdade trago para o operador L. Se escolhemos

u(x) = 1, produziremos um limite superior para o primeiro autovalor de Steklov f:

< /c(m)dw.

3.2 Principio variacional de sucessivos autovalores de Steklov

Suponha que existem os primeiros J autovalores de Steklov correspondentes as
autofungoes c-ortonormais de (L, p), vamos descrever como encontrar o proximo autovalor

[ty+1 € a correspondente autofuncao normalizada.

Assuma que os primeiros J autovalores sao 0 < p; < o < ... < py e que

{uy, ..., u;s} éafamilia correspondente de autofungoes c-ortonormais de (3.4). Isto implica
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que:

(Tuj, Tug), = p; ' 6jk. (3.13)

p =

Para encontrar p41, seja

K= {uGK:(Fu,Fuj>p:0 para 1§j§J}. (3.14)

Considere o problema variacional de maximizacao de B em K, que denotaremos

por (lj41), e defina

Byi1:= sup B(u). (3.15)

ueKy

Teorema 3.9 Assuma que Q,09, ¢, p satisfazem (B2), (A1) e (A2). Entio K; é um
conjunto limitado, fechado e convero em H (), 41 € finito e existem mazimizadores
tuyp1 de B em K. Estes maximizadores satisfazem ||uji1l, = py+1 HFuJHHi =1, (3.4)

com 1 = B3 ¢
(ursrs tj)e = (Cugin, Tug) =0 para 1 <5< J. (3.16)

Além disso, jy1 € 0 menor autovalor que € maior do que ou igual a ;.

Demonstracao: [3, Teorema 4.1]. "

O resultado acima garante a existéncia do autovalor p ;.1 e de sua correspondente

autofungao associada .

Quando C' é um conjunto fechado, convexo de um espaco de Hilbert H, seja
Ic : H — [0, 00] o funcional indicador de C' definido por I (u) := 0,seu € C'e Io(u) := 0o
quando u ¢ C'.

Quando C' é uma bola fechada de raio 1 em um subespaco fechado V' de H, entao

sua subdiferencial ¢ dada por dl¢(u) = V*, quando |lul| < 1 e
0lc(u) = {)\u—f—w A>0ewe VL}, quando ||ul| = 1.

Teorema 3.10 Seja C' um subconjunto fechado e convexo de um espaco de Hilbert H e

F: H— IR um funcional G-diferencial em H. Se u maximiza F' em C, entao u satisfaz

DF(u) € dlc(u). (3.17)

Quando C' é uma bola fechada, centrada na origem, em um subespaco fechado V'

de H, e u maximiza F' em C, entao u satisfaz

[DF(u),h] = [Au+w,h] para algum A\ >0, w € V*, Vh € H. (3.18)



32

Demonstracao: [4, Teorema 2.1]. n

Observagao 3.11 Para o problema (£;41) tome K; para C, B para F e HY(Q) para
H. Usando o Teorema 3.10 com as condicoes anteriores, equivaléncia das normas, pelo

Teorema B.14 - equagdo (B.2) (ver apéndice B) e como u € H*(QY), seque que

2(u,v), = (Mu+w,v),, Yve€ HY(Q), (3.19)
onde X\ >0 e w estd no espago gerado por {uy, ug, -, uz}.

Entao a condigcao extrema satisfeita por um maximizador de B em Kj € que ujiq
satisfaz (3.19). Assim, como a igualdade € vdlida para uyyq, temos que substituindo v por

uj em (3.19), como uy41 € K, seque que

2 (ust1,u5), = (Mg + w, uy)..

Como uyiy € Ky, pelo Teorema 3.9 seque que (uyi1, uj>p = 0. Entdo
(w,u;). =0, para cada 1<j<J.

Assim, como w estd no espago gerado por {uy, us,---,uy}, seque que w = 0. Se A = 0,
~ . 1 .
entio B(uyi1) =0, pois B(uyi1) = (uji1, uyi1), = 5(AMypr +w,ugia)e = 0, assim w1

ndo é um maximizador. Absurdo! Portanto A\ > 0 e (3.4) é vdlido com p = A"

Teorema 3.12 Assuma que Q,09Q, ¢, p satisfazem (B2), (A1) e (A2). Cada autovalor jui;
de (L, p) tem multiplicidade finita e p; — 0o se j — oc.

Demonstracgao:

Suponha que a sequéncia é limitada por um niimero ji. A correspondente sequéncia

de autofuncdes ¢ um conjunto ¢ - ortonormal em H'(2), assim,

Juell, = p ||FUk||L2(aQ,da) =L

Portanto, a menos de uma subsequéncia, ela converge fracamente para uma u em H'(2),

isto é: up — u em H(Q).

O traco {T'uy : k > 1} destas fungdes convergird para o trago de u em L?*(9S), do)

visto que I' é compacto. Entao, ||[T'uy — FUlHQLZ(aQ doy = 0

Como as autofungoes formam um conjunto ortonormal, temos que
2 2 2
[Ty — FUZ||L2(aQ,da) = ||Fuk||L2(aQ,do—) + HFUlHL?(aQ,dU) — 0.

Portanto HFukHiQ(aQ’dU) — 0, quando k — co.
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Por outro lado, como g [|Tuk|[ 290,40 = 1. temos que

2 -1 -1
Hruka(aQ,dU) = > >0
Mas isto é uma contradicgao.
Logo, nao existe tal limitacao superior e o resultado segue.

Suponha agora que exista um autovalor py de (L,p) com multiplicidade infi-
nita. Considerando a correspondente sequéncia de autofuncdes (ug,)jen c-ortonormais
= 1. Entao,

1 .
em H'(()), associadas ao autovalor temos que Hu H = HFu .
(), Hi, q k||, = Mk ki |l L2 (600.d0)

a menos de subsequéncias segue que uy, — u em H'(£).

Novamente, o traco {I'uy, } destas fungdes convergira fortemente para o traco de

2
u em L?(08), do) visto que T' é compacto. Entéo, ||Tuy, — Tuy, — 0. Assim,
IIL2(09,do)
Tuy,, — Tug||” = ||Puy, | Ty, || 0
H Uk — L Uk; L2(0Q,do) H Uk; L2(89,do) + [T, L2(0Qdo) 7
2
pois as autofungoes formam um conjunto ortonormal. Portanto Hl“ukj — 0,
L2(09,do)
quando j — oo.
Por outro lado, como py HFuk]. L2 (00de) 1, temos que
T, | — g >0
H Ukill 200,00y — M =Y
Mas isto é uma contradigao.
Logo todos os autovalores puy de (L, p) possuem multiplicidade finita.
]

3.3 Espacos traco ortogonais para H'({)

Nesta secdo, vamos descrever uma decomposigao c- ortogonal de H'(£2) e mostrar
que as autofungbes de Steklov para (L,p) formam uma base para o complemento c-
ortogonal de Hj(€2). Por toda esta secdo () satisfaz (B2).

Seja C1(€2) o conjunto de todas as fungoes com valores reais em 2, que sdo C! e

que possuem suporte compacto em €. Seja H} () o fecho de C}(2) na norma de H'((2).

Uma funcdo u € H'(Q) ¢ dita uma solugdo fraca de
Lu(z) := c(z)u(z) — Vu(z) =0 em £, (3.20)

sempre que

(u,p)e = /Q[cwp + Vu.Vyldz = 0, (3.21)
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para todo ¢ € C}(Q). Isto é, u ¢ uma solugao fraca de (3.20) se, e somente se, u é c-
ortogonal ao conjunto C}(2). Defina W como o subespago de H'(2) que é c- ortogonal

ao conjunto H}(Q), entdo o seguinte Lema segue da defini¢gio de HJ (1),

Lema 3.13 Assuma que Q, 092, ¢ satisfazem (B2) e (Al) e W como acima. Uma fungio
u e HY Q) é uma solugdo fraca de (3.20) se, e somente se, u € W.

O subespago H}(€2) pode ser caracterizado como o espago nulo do operador trago
I’ definido em B.9 (ver apéndice B). Quando a condigdo seguinte ¢é valida, [ pode ser

expresso em termos de B.

(A3) p satisfaz (A2) e é estritamente positivo o quase sempre em 0.

Proposigao 3.14 Assuma que 2, 092, c satisfazem (B2) e (Al) e que p satisfaga (A3).
Entio u € HY(Q)) e B(u) =0 se, e somente se, u € H} ().

Demonstracao:

(=) Suponha que u € H'(Q) e B(u) = 0, entdo T'u = 0 em L?(9Q, pdo), assim T'u = 0
quase sempre em ), pois (A3) é valido. Pelo Teorema A.19, (ver apéndice A), segue que
u € Hy(Q).

(<) Suponha que u € Hj (). Existe uma sequéncia {u,,; m > 1} C C}(Q) tal que

Uy, — u na c-norma. Como B é continuo B.14, (ver apéndice B), e B(u,,) = 0 ¥m, (pois,

Uy € CL), temos que B(u) = 0. o

Este resultado pode ser escrito como

HY(Q) = H}(Q) @ W ou H(Q) = kerl' @, kerL.

Aqui @, indica a soma direta c- ortogonal. Em muitos tratamentos elipticos de
problemas de valor de contorno o subespaco fechado W ¢ identificado com o espago
de Hilbert fraciondrio H'/2(99). Aqui o caracterizamos em termos dos coeficientes de

expansao envolvendo autofuncoes Steklov normalizadas.

Teorema 3.15 Assuma que 2, OS2, ¢ satisfazem (B2) e (Al) e que p satisfaca (A3). A
sequéncia {u;;j > 1} de autofungoes Steklov para (L, p) é um subconjunto c- ortonormal

e maximal de W.

Demonstracao:

Dada u; € W, escolhamos v € C}(Q) em (3.5). Temos que dessa forma, (3.21) ¢ vélido.
Pelo Teorema 3.9, a sequéncia {u;,j > 1} é um conjunto c-ortonormal. Suponha que a
sequéncia definida na segdo 3.2 nao seja maximal. Entdo, existe um w € W com ||w||. =1

e (w,u;). = 0 para todo j > 1.
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Se B(w) > 0, entao existe J tal que B(w) > (§;41, pelo Teorema 3.12. Isto contradiz
a definicao de w41, pois w € K, (w € K;,Vi € N, em particular w € Kj).

Se B(w) = 0, entdao a Proposi¢ao 3.14 implica que w € H}(Q), como w € W =
H} ()%, segue que w = 0. Mas isso é uma contradigao com a definigao de w, pois ||w]|. = 1.

Portanto, o resultado segue. [

Este resultado pode ser interpretado identificando W como um subespaco fechado
de H'(2) com as autofungdes {u;; j > 1} como base ¢- ortonormal. Entdo o Teorema de
Parseval para expansoes ortogonais em um espaco real de Hilbert nos fornece que cada

funcao u € W tem uma unica representacao da forma

[e.o] o0

u=3cju; com ¢ = (w,u)ee [uf =3¢ (3.22)

j=1 j=1

E finalmente, que o traco de tal fungdo em 02 é dado por:

Tu= chl“uj com |Fu|| Z,uj Yes)? (3.23)

7j=1
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4 Aplicacao

Neste Capitulo, mostraremos os resultados provados por Mavinga e Nkashama
[25]. Na primeira sec¢do, citamos algumas consequéncias dos resultados de Auchmuty [3]
que nos serao uteis no que se segue. Apresentaremos e provaremos também alguns re-
sultados técnicos essenciais nas demonstragoes seguintes. Ja na segunda secdo, faremos
as demonstragoes da solugao do nosso problema principal. Essa solucao sera exibida le-
vando em conta trés conjuntos de condigoes distintos, onde cada um ja garante sozinho a

existéncia da solugao.

4.1 Resultados preliminares

Nosso objetivo é conseguir alguns resultados técnicos para a equacgao diferencial
parcial eliptica nao linear de segunda ordem, com (possibilidade de) condigoes de bordo

nao lineares

—Au+c(x)u = f(z,u), em Q,

ou (4.1)
W g(x,u), sobre 0%,

0
onde Q C IR™ é um dominio limitado suave e 99 e de classe C%!, Em =1V ¢ a derivada
v

normal exterior de 0.

Assumimos n > 2 e que a funcao ¢ : Q — IR e as nao-linearidades f : O x R — IR

g : Q) x IR — IR satisfazem as seguintes condicdes:

(Cl) ce LP(Q2) comp > g, onden >3 (p > 1quandon =2),ec > 0 quase sempre em ).

A desigualdade fica estrita num conjunto de medida positiva; isto é, [, c¢(x)dx > 0.
(C2) ge C(QxR)e feC(QxR).
(C3) Existem constantes aj, as > 0 tais que

l9(z,u)| < ay + aglul® com 0 < s < %

(C3") Existem constantes by, by > 0 tais que

n+2

|f(z,u)] < by + bolul® com 0 < s <
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Para colocar nossos resultados em contexto, reunimos alguns resultados relevantes
sobre autoproblemas lineares de Steklov e Neumann necessarios para nossos propésitos.
No capitulo 3 nos referimos a uma teoria geral, ja nesta se¢cdo vamos direcionar nossos
resultados para nosso problema (4.1). Referimo - nos a um trabalho bastante recente e

interessante de Auchmuty [3] para as provas dos resultados referentes a autoproblemas de

Steklov.

Considere o problema linear

—Au+c(x)u = 0, em ,

4.2
@ = uu, sobre 0f). (4.2)
v

Um autoproblema de Steklov é encontrar um par (u, @) em IR x H'(Q), ¢ # 0 tal

que

/V@Vu+/ gav—uj{gov Yo € HY(Q).

Tomando v = ¢ nos da que
[19eP + [ c@lel = n § 1ol

assim por (C1) temos que p > 0. Posteriormente escolhendo v € H} (), segue que

/V@Vv+/ gov—,u}{gov—O

e entdo p L H (), onde o produto interno em H'() ¢ definido por:

V). = /Vqu—i—/c(x)uv. (4.3)

Tal produto interno tem a norma associada denotada por ||u||., que é equivalente & norma
padrao em H'(Q), ver Corolario 3.6. Assim, como H}(€2) é uma subespago fechado de

H'(Q), temos pelo Teorema (B.12, ver apéndice B) que

1

HY(Q) = Hy () & Hy(Q)" (4.4)

Além dos espagos de Sobolev (A.8, ver apéndice A) vamos fazer uso, no que se
segue, dos espagos de Lebesgue reais L1(Q2), 1 < g < oo (A.6, ver apéndice A). Além

disso, vamos fazer uso do operador traco com sua compacidade:

2(n—1)

:HY(Q) = L109), 1<q< 5
n_

Ao longo deste trabalho vamos denotar o produto interno em L?(92) por

(u,v)s = ]{uv, (4.5)

onde a norma associada a esse produto interno serd denotada por |jul|,.
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Assumindo que todas as condigoes acima sao satisfeitas, Auchmuty [3] provou
recentemente que para n > 2 o autoproblema de Steklov tem uma sequéncia de autovalores
reais

O<m <py<...<pu; <..—o00, quando j — oo.

Cada autovalor tem um autoespaco de dimensao finita, onde autoespaco é um conjunto dos

autovetores associados a um autovalor. As autofunc¢des correspondentes aos autovalores
- L ;o

formam uma familia ortonormal completa em H{(2)™ que também ¢é completa e ortogonal

em L?(0€). Além disso, a inequagao traco

" j{(Fu)Q < / IVul? + / c(z)u?, (4.6)

vale pra todo u € H*(2), onde p; > 0 é o menor autovalor de Steklov para a equagio
(4.2). Se a igualdade vale em (4.6), entdo u é um multiplo de uma autofungdo da equagao
(4.2) correspondente a 1. A demonstragao desse fato pode ser vista no Teorema 3.7 do
Capitulo 3.

E claro que para um problema linear eliptico com condicao de bordo de Neumann

—Au+c(x)u = Au, em €,

4.7
Ou = 0, sobre 012, (4.7)
ov

é muito bem conhecido, [6, Teorema 1.14], que a equagdo (4.7) tem uma sequéncia de
autovalores

O< A <A <<\ <..—=00, quando j — oo,

com autoespaco de dimensao finita tal que

)\1/u2 < /|Vu\2+/c(x)u2, (4.8)

Vu € H'(Q), onde A\; > 0 é o menor autovalor associado a equacio (4.7). Se vale a igual-

dade em (4.8), entdao u é um miltiplo de uma autofun¢ao da equacao (4.7) correspondente
a )\1 .

Seguem agora alguns lemas técnicos.

Lema 4.1 Suponha que g satisfaca (C2) e que existam constantes p,q > 1 e ay,ay tais
que para todo v € Q. ¢ € IR,

l9(2,€)] < a1 + aslé]7.

Entao o operador Nemytskii, o(x) — g(x, p(z)) € continuo de LP(0S?) para L1(0N).

Demonstracao: [23, Proposigao B.1]. ]
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Agora consideremos o funcional energia I : H*(Q2) — IR, associado a equagao (4.1)

= ; {/ |Vu|2 +/c(m)u2} - /F(x,u) — j{G(LU), (4.9)

onde G(z,u) = [y g(x,&)dE e F(x,u) = [y f(z,€)d€ sao os potenciais de f e g respecti-

vamente.

que ¢ definido por:

Lema 4.2 Assuma que as condigoes (C1)-(C3’) sio satisfeitas. Entdo, I € C*(H'(Q), IR)

I'(u)v := /Vqu+/c(x)uv - /f(:z:,u)v — ]{g(x,u)v, (4.10)

para cada v € HY(Q), onde I'(u) denota a derivada sequndo Fréchet de I em u. Além

= /F(m,u) +%G(m,u),

é fracamente continuo, e J'(u)v = [ f(z,u)v + ¢ g(x,u)v € compacto.

disso,

Demonstracgao:

Definamos:

Ti(u) = U\Vu|2+/ ] )= [ Flau) e Jy(w) = § Gl w)

Entao, I(u) = Ji(u) — Ja(u) — J(u).

Segue das condigoes (C3), (C3’), da imerséo de Sobolev de H'(Q2) em L%(Q),
da continuidade do operador trago de H'(2) em L= (89) e da desigualdade de Holder

que I e I’ estao bem definidas.

Podemos ver que J; € C1(H'(Q), IR) (apéndice C, Teorema C.4) com derivada Fré-
chet dada pelos 2 primeiros termos de I’(u). A demonstracio de que J, € C'(H(Q), R)
¢ anéloga a feita em parte do Lema 3.3 em [16]. Além disso, Jo é fracamente continuo e

Jj é compacto.

Vamos provar agora que J3 € C1(H' (), IR). Provaremos primeiro que J3 é Fréchet
diferencidvel em H'(Q), e que Ji(u)v = § g(x,u)v é continuo. Para esse propdsito, seja

u € H'(Q), afirmamos que dado € > 0, existe d = d(e, u) tal que
[Ja(u+ v) = J3(u) = Jy(u)v] < €llv]l,,

Vo € HY(Q) com ||ul|, < 4.

Defina
U =|G(r,u+v) — G(z,u) — g(x,u)v|.

Dal, resulta que |J5(u + v) — J3(u) Ju| < 7{\11
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Defina

Sy = {x € 0% |u(x)| > I};
Sy :={x € 00 |v(z)| > k};
Ss = {z € I |u(x)| < e |v(z)| <k}

onde ¥ e k serao definidos mais a frente. Segue-se entao que

Pelo Teorema do Valor Médio em [24], temos que:

G(x,§+n) — G(x,8) = g(x,§ + On)n. (4.11)
onde 6 € (0,1). Decorre de (4.11) e (C3) que
[ (GGt =Gl < [ gl ut fo)llo] < [ [+ aclu + 60l o
< [ lar+ ax(ul + o) ol

1

-2  s+1

Usando a desigualdade de Holder, com p = 50= ;0, tais que
n —
1 S n—2
— =1 4.12
o + s+1 + 2n — 2 ’ (4.12)

obtemos que

[ (Gu+) = G < alSim ol g +ao ([, Tl + [, olol).
< laalSi]7= + o SV (|lul

’ 2n—2 .
L n—2

e+ llze)] [[v]
s n—2 . , e
Note que + < 1 de modo que existe um o > 1 tal que (4.12) é satisfeito.
s+1 2n-—2

Usando o Coroldrio 3.6 e a continuidade do operador trago de H'(Q2) em L'(99) com

2(n—1) n 2n — 2 2n
t < s < , temos que s + 1 < <
n—2 n—2

n—2 n—2
WyP(Q) — L5,

= 2%, assim,

e nés obtemos que:

[ull o < ar llull, e flull 2nzp < arull,,

onde a, é a costante da imersdo de Sobolev compacta W, (Q) «— L1,

Assim,

[ (G u+0) = Gl < [al$if7= + aglsi 7l + o] el (413)
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isto é,
,, |Gz utv) =G u)] < aol, (1511752 + 1Sy (lulls + lo]12)] - (4.14)
Similarmente, podemos concluir que:
[ ot wel < as ol 15207 + 1817l + o] (4.15)
2(n—1)

Pela continuidade do operado trago de H'(Q) em L(9) com t <
desigualdade de Holder obtemos que,

e pela

el 2 as llul s,y 2 as? [, 1= asd|Sif2
1

portanto,

s < (BN Zap o e s < (T 2y
! B CL619 o ! - CL619 - 2
Assim, My, My — 0 se 9 — 0o. Desta forma, usando (4.14) e (4.15), temos que
V< ar[My+ Ma(Jlullc + ol ol

podemos assumir § < 1 e escolher ¥ grande tal que

ar[My + My(|Jul]} + [[v]|2)] <

Wl ™

entdo, / p<t v]|...
S1 3

Similarmente,

IA

/xp
Sa

as [ 1+ (Jul + fol) o

ar [ [+ (ul* + o))

2

IN

< ar [ [+l ol + ol
2

n 2n — 2 2n
Como s < ——, temos que s + 1 < < = 2, assim, WyP(Q) — L' e
n—2 n—2 n—2
lull e < arllufl,, além disso, pela desigualdade de Holder com p = s +1 e ¢ = =,

obtemos que

IN

()
e y™

Lo = alfoe ()™ ()"
Lo () (o)

ac|( [, 1) + Nl o] 1o

IN

IN

po+1 ] Lst+ls
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por |[ull; .1 < ar ||ull,, segue que

i 1
Lo oo paze el (f, o)™
S2 X 52
m—(s+1)\ s+1
s s s v 2(n—1
as | 1+l + ol (/S o (B) ) com m= 212D,
2

IN

portanto,
(s+1—m)

W < ask (L4l + o) o

m
L .
Sa m

Novamente, utilizando ||v]|;.» < a,||v]., obtemos

(s+1—m)

U <agk o [(L+[full; + [lo]l2) o

_m_
s+1
c .

Sa

Como G € C1(Q x IR), dado qualquer &0 > 0, existe um k = l%(@, ”3) tal que

G(2,§ +h) — G(x,8) — g(x,§)h| < €A,
para todo x € 99, |£| < Je |h| < k. Em particular se 0 = ¢ e k = k, temos que:
[w<e | fol <artlly <areol..

€ ~
Tome € tal que ayé < 3 E segue que se k = k, entao

(s+1—m)

2e s
U< T dagk (L [l + o)l

m
s+1
c .

o0

(s+1-m) m
Escolha ¢ pequeno tal que agk BE {(1 + ||ulll + ||v||2)5s+71} < —. Portanto Js(u) é Fré-

Wl ™

chet diferencidvel.

Agora, mostraremos que Jj(u) é continuo. Seja u,, — u em H'(Q), entdo pela

desigualdade de Hélder e pela continuidade do operador trago de H*(€2) em L!(9f2) com
2(n—1)
t < 5 obtemos:

173 (tm) = J3(u)|

%g(x,um)v —g(z,u)v|,
Py <1 19, um) = gl w)l o],
90 tm) = 90,
Cllg(, um) — g u)

Tendo em conta a condi¢ao (C3) e o Lema 4.1, vimos que o lado direito da desigualdade

SUP |y <1

IA

sl [oll ot

VARVAN

s+1 .
L s

acima tende a zero quando m — oo. Assim, J§ é continuo.
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Agora, vamos provar que Js é fracamente continuo. Seja u,, — u em H'(Q), segue

que ||u,||, < C. Pela compacidade do operador traco, existe uma subsequéncia u,, — u

em L*TH(90), assim,

|J3(tn, ) — J3(u)] < f\g(w,fnk)]]unk — ul| (pelo Teorema do Valor Médio),
< [lg( &m0l

Desta forma, pelo Lema 4.1 obtemos que J5(uy,, ) — J5(u). Claramente Js(u,) — Js(u)

A

s} |tn, — 1|l o1 (pela Desigualdade de Holder).

implica Js(u,, ) — J3(u). Suponha por contradi¢do que J3(u,) - Js(u), entdo existe
uma subsequéncia (uy,;) tal que |J3(u,,) — J3(u)| > €. Mas a sequéncia (uy,) possui
uma subsequéncia convergente (denotaremos novamente por (u,,)) que converge para
u € L*H1(0N) e ainda J3(un,,) — J3(u), contradigao! Assim, Js(u,) — J3(u).

Finalmente vamos provar que J§ é compacto. Seja (u,) uma sequéncia limitada
em H'(Q), entdo existe uma subsequéncia u,, — u em H'(Q). Desta forma, u,, — u em
L¥T1(09). Entao,

| J3(tn, ) = Ja(w)] < Cllg( um) = g( w)]| oxr s
e pelo Lema 4.1 obtemos que Ji(uy,, ) — J5(u). Assim, J5 é compacto.
l

O préximo resultado diz respeito a condigao (PS) Palais-Smale que constréi alguma

compacidade para o funcional I.

Definigao 4.3 Um funcional I em H(Q)) tal que
(i) {I(uy)} € limitada,
.. . / -
(ii) lim T (Um) =0,
satisfaz a condicio (PS) se (u,,) possui subsequéncia fortemente convergente em H'(2).

Proposicao 4.4 Assuma que as condigoes (C1)-(C3’) sao satisfeitas. Se (u,,) € uma
sequéncia limitada em H*(Q) tal que lim, o I'(u,,) = 0, entdo (u,,) possui subsequéncia

convergente.

Demonstragdo: Seja T': H'(Q) — H'()* o mapa dualidade definido por

T(u)v = /Vqu +/c(x)uv,

para todo v € H(€2). Segue do Teorema de representagao de Riesz-Fréchet e do Teorema

da Aplicagao Aberta [8] que

T (u) =u— T Ty(u) — T T4 (u), (4.16)
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onde Jy(u) := /F(:p,u), J3(u) = %G(:E,u), F(x,u) = /u f(x,s)ds e
0
G(z,u) :/ g(z, s)ds.
0
Para concluimos a Proposigao, basta mostrar que Jj(u,,) e J4(u,,) possuem sub-

sequéncia convergente. De fato, pelo Teorema da Aplicacao Aberta, pela equacao (4.16)

e assumindo que lim,, o I'(u,;,) = 0, temos que:
Upy = T () — T T () — T T3 (),
logo

lim [T (up) — T Ty (um) — T TS5 (u)] = lm [T T () + T T4 (u)).

m—00 m—0o0
Mas, temos que (u,,) é limitada em H'(Q), e Jj e Jj sao compactos, pelo lema anterior.
Assim, pela compacidade de J; e Jj, obtemos que J5(u,,) e Ji(u,,) possuem su-
bequéncia convergente. Vamos adotar a mesma notagao para a subsequéncia por como-
didade. Como T~! ¢ continua, temos que T~ J}(u,,) e T~ J5(u,,) também possuem sub-

sequéncia convergente. Logo, obtemos uma subsequéncia convergente de u,,
]

O resultado que segue sera usado na demonstragao dos Teoremas principais e pode
ser encontrado em [31], ele consiste na busca da existéncia do minimo de um funcional .
Essa busca implica na maioria das vezes, em encontrar uma solugao para uma equacao

diferencial parcial.

Teorema 4.5 Seja E um espago de Banach real. Se I € CY(FE;IR) satisfaz a condigio

(PS) e ¢ limitado inferiormente, entdo
c=inf/
E

¢ um valor critico de I.

Demonstracio: [31, Teorema 2.7]. "

4.2 Resultados principais

Nesta se¢ao, sob trés hipdteses distintas quanto ao crescimento de f e g, provamos
a existéncia da solu¢do para o problema (4.1). No primeiro resultado, utilizaremos o

Teorema 4.5, ja nos outros dois usaremos o Teorema de Ponto de Sela 2.12.

Teorema 4.6 Suponhamos que as condigoes (C1)-(C3’°) sejam satisfeitas. Consideremos
os potenciais, F(z,u) = [y f(z,s)ds e G(z,u) = [ g(z,s)ds, tais que as sequintes con-

dicoes também sejam satisfeitas.
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(C4) Ezxistem X\, p € IR tais que:

2G 2F
limsupﬂ <pu<pe limsupﬂ <A< Ay,
uniformemente para x € Q com
)\1/JJ + ,Ul)\ < ul)\l. (417)

Entio, a equagdo nao linear (4.1) tem uma solugio u € H(£2).

Demonstracao:
A condigao (C4) implica que para todo € > 0, existe r = r(e) > 0 tal que

2G(x,u) 2F (x,u)

<pu+te e > S A+te (4.18)
u

u2
para todo z € Q e u € IR com |u| > r.

Usando (4.18) e (C3)-(C3’), temos que existem constantes M, tais que Vz € Q,
Yu € IR,
(A + e)u® + M,. (4.19)

N | —

1
G(z,u) < §(u+6)u2 + M. e F(z,u) <
De fato, se |u| > r, por (4.18) temos imediatamente que
Gz, u) <

(p+eu? + M, e F(z,u) < =(A+e)u® + M..

DN | —
DN | —

Se |u| < r, entao:
lg(x,u)| < ay + as|ul® < ay + asr® = n (constante),

|G(z,u)| = ’/ug(x,t)dt‘ < n/u dt = nlu| < nr= M.,
0 0

assim,

|G(z,u)| < M..

Portanto,

G(z,u) < =(p+ e)u* + M..

DO | —

Para mostrar que a equagao (4.1) possui “uma” solugao, é suficiente de acordo com

o Teorema 4.5, mostrar que o funcional é limitado inferiormente e que satisfaz a condicao

(PS). Com as hipdteses do Teorema 4.6, vamos mostrar que o funcional I é coercivo em
HY(Q), isto &,

Se |lul|, = oo entdo I(u) — oo, (4.20)

dessa forma, I ¢é limitado inferiormente e satisfaz a condigao (PS).

Vamos provar primeiro que I é coercivo em H'(§2). Assuma que [Jul|, — oo, entdo,

usando a continuidade do operador trago de H'(Q) em L?*(0f), nés temos que
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lul|; = oo ou |Jull, < k, onde k é uma constante positiva. Vamos provar que em ambos

os casos I(u) — oo.

Primeiro, suponhamos que [ju||, < k. Como

= ; {/ |Vul? + /c(m)uﬂ —/F(x,u)—%G(x,u) = ; ||u||§—/F(x,u)—]{G(x,u)

Podemos concluir por (4.19) que,
Loe 1 , 1 2
1) 2 5 Jul2 = SO+ €) [u? = St e) fu? =20,

Se A < 0, segue imediatamente que I(u) — oo para e suficientemente pequeno.

Se A > 0, observe que por (4.8),
Al/u2 < /|Vu|2—|—/c(x)u2

()\+e))\1/u2 < (A +e) [/yw%/c(x)uﬂ = A+ ) [lull?,

e [ () . (1.21)

Entéo, usando (4.19), (4.8) e (4.17), nés temos que:

I(u) = {/|Vu|2+/ } /qu j{Gxu por (4.19),

assim,

logo,

1
> §HUH —§(A+6)/u —5(,u+6)}£u — 2M,, por (4.21),
> Z _ oA = _ = _
> gl g (34 ) Bl - e+ 9l -,
dessa forma,
M) 2 5 (1= 5 = ) Il = 50+l (1.22)
9 M\ 2” €) | Ullg — C, .

A

onde C' é uma constante positiva.

A
Note que A é positivo, pois A < \q, assim ™ < 1, portanto, para € suficientemente
1

A €
pequeno, temos que — + — < 1.
AN

Se ||ul|, = 00, A < Ay e € é suficientemente pequeno, temos que I(u) — oo.

Agora suponha que |Jul|, — oco. Usando as desigualdades (4.6) e (4.8), obtemos:
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Iw) 2 3 (-5 =) Ml = 50 +o Jull3 - C
L o o o LA R L e
[ ) e A GG
> () i
> (- ) (M) i -

Como 1Ay — A — A > 0, temos que I(u) — oo para e suficientemente pequeno.

Portanto I é coercivo.

Utilizando a condigao inicial (C3) e a coercividade de I, podemos concluir a limi-

tacao inferior de [, isto é:

JK € R tal que I(u) > K,Yu € H' (). (4.23)

Para mostrar que o funcional I satisfaz a condic¢ao (PS), basta, de acordo com a
Proposicio 4.4, verificar que toda sequéncia (u,,) em H'(Q), tal que {I(u,,)} é limitada

e limy, o0 I'(t,) = 0 é também limitada.

Suponha que (u,,) seja uma sequéncia satisfazendo as hipdteses da Proposigao
(4.4) e ainda nao seja limitada. Segue da coercividade de I que quando ||u||, — oo entdo,

I(u) — oo, contradigao! Logo, pela Proposigao 4.4, o funcional [ satisfaz a condigao (PS).

Pelo Teorema 2.7 em [31], segue que I possui um ponto critico u € H'(), isto é,
I'(u) = 0. Portanto u satisfaz a equagao (1.7) e assim, a equagao (4.1) possui pelo menos

uma solucao fraca.

Este é um resultado novo, mesmo neste caso, desde que p; nao seja igual a ;.

No proximo resultado, estamos preocupados com o caso em que o comportamento
assintotico das nao-linearidades esta relacionado a dois autovalores-linha consecutivos de
Steklov-para-Neumann. Para tal, impomos condi¢Ges sobre o comportamento assintético

das nao-linearidades g(z,u) e f(z,u).

Teorema 4.7 Suponhamos que as condigoes (C1)-(C3’) sejam satisfeitas e que as sequin-

tes condicoes também sejam satisfeitas.

(C5) Existem a,b,a e § € IR tais que:

pj < a < liminf gz, ) < lim sup M

lul—=o0 U lu[so00 U

<b< Hj+1,
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e
a < liminfM < limsupM < B,
uniformemente para x € Q) com
,Uj)\l < A\a—+ uic e Ab + ,Uj+1ﬁ < [LjJrl)\l. (424)

Entao, a equagio ndo linear (4.1) possui uma solugdo u € H ().

Demonstracao:

Assumindo que as hipdteses do Teorema 4.7 sdo satisfeitas, precisamos mostrar

que as condi¢oes do Teorema do Ponto de Sela 2.12 sdo cumpridas.

Sejam

V =span{pr| k <j}, X =Y @. Hy(2) onde Y = span {pplk > j+ 1} (4.25)

Segue de (4.4) e (4.25) que
HY(Q) =V &, X. (4.26)

Precisamos mostrar que existe uma constante r > 0 tal que

sup ] < inf I, (4.27)
oD X

onde D ={veV;|ul <r}.

Assumindo que a condigdo acima é valida e que a condigdo (PS) é satisfeita, nds
concluimos pelo Teorema do Ponto de Sela 2.12, que I possui um ponto critico. Desta

forma, (4.1) tem pelo menos uma solugao fraca.

Vamos mostrar que I é coercivo em X e que —1I é coercivo em V, o que implica que
(4.27) é satisfeito para r > 0 suficientemente grande. Note que a condi¢ao (C5) implica
que existem constantes, chamadas novamente de a,b, o, 5 € IR tais que Vo € Q :

G(z,u) 2G(z,u)

2
a < liminf 5 < lim sup 5 <b (4.28)
|u]—o00 u [u|—o00 U
¢ F 2F
o < liminf (@, u) < lim sup @ < B. (4.29)

Combinando (C3) e (4.28) - (4.29), obtemos que Ve > 0,Vz € Q,Vu € IR

U2 2 2 2

(a—e)?—c < G(x,u) < (b—i—e)%qLce (a—e)%—c < F(z,u) < (6—{—6)%-}-6, (4.30)

onde ¢ é uma constante positiva.
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Assumindo sem perda de generalidade a partir de agora que o < 0. Segue que,

para cada u € V:

I(u) = ywu—/ﬂaw—fa@m

21 )/u2—;<a—e)7§u2+c
== S) [l + [1VaP] - Sa = lully +
25 (- ) el = Sla—9 3 +C

1 o} € 1
(1-5 = ) Il = St = lully + €.

IN
|
=
|
|
S
|
™

IN
| o
T o
|

[ e )

/‘\

|
|

IA
|
=
|
|

IN
\

1
Usando a identidade de Parseval |Jul|3 > — ||lu||> obtida em [3] segue que:
J

1 o' a € € 9
Iu) <z (1= ———+—+—||ull. +C.
(u) 2( T M)nn

Pela primeira desigualdade em (4.24) obtemos
a a € €
l-———+—4+—<0,
Ao Ay

para € > 0 suficientemente pequeno.

De fato, por (4.24) a seguinte desigualdade é vélida:

piA < Aa+ pja,

assim,
a o
1< —+ —,
ti o A
ou seja,
a o
l———— <0,
B A
portanto, para € > 0 suficientemente pequeno,
o a € €
l-——+—+—<0,

At AR
logo,

quando ||ul|, — oo, obtemos I(u) — —oo.

Portanto —1 é coercivo em V.

(4.31)

Por outro lado, para cada u € X, segue de (4.25) que u = u® +1, onde u° € H}(Q)

eueV.Comoueu

a partir de agora que 3 > 0,

sdo ortogonais em H'(Q)) e assumindo sem perda de generalidade,
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I(u):%H H—i-%HH—/Fa:u j{G:Uu

> %H\\ %HH-—#B—>/Q-—gb—@fﬁ”—d
> el - 55— [@ - 56— [7 - L0 fuey
—;(b— ofw-a, R
I > fu g -3 (£ - )l -3 (£ - £ ) e

) el

1 6 € 2 1 6 € 9 1 o
> - |1l-——— || +z(1-+ -+ _Z(b— _
A RTARE P

1
Desta forma, usando a identidade de Parseval, [[@])3 < |7 em [3],
j+1

Pela segunda desigualdade em (4.24),

Atb+ w18 < pjp1da,

assim,
b
+ ﬁ <1,
Mit1 A1
ou seja,
b
U Y
Mi+1 A1

portanto, para € > 0 suficientemente pequeno,

Desta forma,

1 . 15} € 15} b € )]
I(w)> —min |[1 - — — — l-—— - — - - C.
()= 2 K A )\1> ( A e AL g Ju H

Assim obtemos que I(u) — oo quando [[u’||, = oo. Logo I é coercivo em X.

Além disso, resulta a partir da coercividade de I em X e da condi¢ao (C3) que
I é limitado inferiormente em X por uma constante, basta observar que dado qualquer

u € X fixo, temos que:

1 . 15} € 15} b € € )1 9 =
I(w)> -min|{l-——-—],|[l1-——— — — — ullZ = C,
() = 2 [( A Al) ( A i AL g el




o1

assim, podemos concluir que I(u) > —6’, pois a primeira parcela da desigualdade acima

¢é positiva. Portanto I é limitado inferirmente.

Usando (4.31), obtemos a afirmagao (4.27) para alguma constante r > 0. De fato,

como [ é coercivo e limitado inferiormente, temos que infx I = —C.

Se |Jul|, < (grande), e u € 9D, entdo I(u) < —C = infx I, logo

sup [ < inf I.
oD X

Resta mostrar que o funcional [ satisfaz a condicao (P.S), ou seja, de acordo com
a Proposi¢ao 4.4 devemos mostrar que toda sequéncia (u,,) em H'(Q) tal que (I(uy,))
é limitada, com lim,, .o I'(uy,) = 0 é ainda uma sequéncia limitada. Observe, que a

condicao (C5) implica que para todo € > 0, existe r > 0 tal que para |u| > r,

a—ESMSb—i—e, Vz € Q. (4.32)
u
Defina 7 : Q x IR — IR por
( ) g(ﬂf,U), se |U| >,
y(x,u) = U B _ _
glw,r) + gz, —r) . gl@.r) —glz, 7“)’ e Jul<r
2r2 2r

A fungdo 7y é continua em Q x IR, pois g é continua. Além disso, por (4.32)

a—e<y(r,u) <b+e YuelReVre. (4.33)
De fato, se |u| < r, obtemos —r < u < r, assim:

'y(x,u) < g(l‘,T’) ;712@37 _T)’I“—i- g(l’,?") _2rg<x7 _T) _ g(::?“) < b—|—6,

e

g(x,r) _2’_7:(2]('1" _T)(—T)—I— g(ZE,T) —g(:L‘,—T) _ —g(:L‘,—T) _ g(l’, _T) >a— ¢

>
v(@;u) 2r r —r -

Se |u| > r, a desigualdade (4.33) é imediata da definicao de . Dessa forma, a
desigualdade (4.33) é provada.

Defina h : Q x IR — IR por
Segue pela continuidade de g e v que

|z, u)| < F, (4.35)
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V(z,u) € Q x IR, onde k > 0 ¢ uma constante.

Usando uma decomposicao similar para a funcao f, obtemos que

l([L‘, U) = f(xa U) - T(l’, U)U, (436)
onde T e [(x,u) satisfazem
a—e<T1(x,u) <p+e, (4.37)
e
(2, u)| <k, V(r,u) € Q xR, (4.38)

respectivamente, onde £ > 0 ¢ uma constante.

Agora seja (u,,) em H'(Q) tal que {I(u,,)} é limitada e lim,, ,o. I'(u,,) = 0. Por
(4.26), Up = Uy + Tpm, onde vy, € V e x,,, € X. Além disso, por (4.26) x,,, = 2° + T, onde
0 € HY Q) e T, € Y. Como lim,, o I'(u,,) = 0, dado € > 0 arbitrario, existe N > 0 tal

que, para todo m > N

I' (U,
Sup7| (1) < €.

o0 el
Defina ¢ = z,, — v, para m grande. Entao, I'(um,)(@m — V) < €||2m — Uy]|,.. Tendo em
conta a c- ortogonalidade de z,, e v,, em H(Q), (4.34) e (4.36), obtemos da defini¢io de
I’ que

— [ Vun V= vn) + / =) = [ (@) @ = )

_%gmum m_vm

= [V on+20) V= vn) + [ @) 0+ 5) = 0m) = [ fun)
—|—/f (x, Up,) Um—]{g (z, U, xm—i-%g T, U ) Upn,s

e segue a igualdade que identificaremos como A.

() (2 — ) = |lzmll® = ||vm||2 _ /l(a: ), — /T(x )72, +/ 2, ) U

—l—/ T(2, U )V fhxumycm ?{fyxumw +j{ha:umvm

+¢ o s
Como I’ (tup)(Tm — Um) < €||Tp — vy, temos que

||xm||§—||vm||§—/7'(xumx +/ T(Z, U )V fvxumw +]{7xum

< eme—vaC—l—/l(a:,um):vm /l(x U, vm—l—j{h Ty U ) Tn i{h T, Uy )V
Usando (4.33)- (4.38), (4.8) e a continuidade do operador trago, obtemos:
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||$m||i_||vm||§_/7_<xum$ +/ T(2, Uy )V fyxuma: +%7xum
> a2 17l2 = loall? = B+ 9) [ (@) - 5+ I
+(04_5>/U§1_(b+€)y{ffn+(a+6)j{vfn

> 20 12 2z |12 — 2 (B € o2 (2 ) g
2l lle+ 1Znlle = lomlle = { 5+ 5 ) lamulle = {5+ 5 ) 15
6% € 2 _ 2 _ 2 2 2
(= o) Mol = bl = €llml + @ Joml3 + € lomll
AN
> (12 A) (U2 + [ 12) = b1 l2 = o2
(o -

€ 2 _ 2 2
1oml [z + allvmlly — € [Tmll + €llvmlls

A

e segue a desigualdade que identificaremos como B.

2~ ol — [ 7 w2, + [ 7wl — FA@un) B+ f o0

> (1 L A) 2 + 17 l?) = bl — lom?

(a—¢€) 2 2 2
+T!|Um\|g +allomlly = ellTmlly + € llomlls-

Temos ainda, de forma semelhante a anterior, que
€llzm — "UmH—i-/ (T, U ) Ty, — /l(a:umvm%—?{hxum T, j{hxum

€lem — vmll, +k/xm—k/vm+k7{xm—k7{vm

e(lzmll. + lomll.) + K [Tl + K o]l

IN

IN

e segue a desigualdade que identificaremos como D.

e||xm—vm||c+/l(x,um)xm /l(m U, vm+fhx U )T, %hxum
< elllzmll, + lvmll,) + K |70l + K [vml|, -
Portanto, de A, B e D, obtemos a desigualdade abaixo

B € 0112 9 2 s (a—¢) 2 2
<1 == Bl 1) = Bl = ol + ol 2+ @ ol

< E(meHc + ||Um||c) + K “Tch + K ||Um||c

Assumindo sem perda de generalidade que o — € < 0, e usando a identidade de

Parseval em [3], segue que

Hj

< KO(HIWHC + HUch)
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Usando (4.24), temos que para € > 0 suficientemente pequeno

2 — 2 2
(25 + 1l + onll2) < Ko, + el

ondeO<6<min{<1—B— b >,<a+a—1>}.P0rtan‘co,
Al g ALy

.
[umlle < Ko llumll.,

assim, (u,,) ¢ limitada em H'(£2). Desta forma, pela Proposigao 4.4, o funcional I satisfaz

a condigao (PS) e a demonstragao esta concluida.
]

Nos agora assumimos o caso quando o comportamento assintotico das nao-linearidades

estd relacionado a dois autovalores-linhas consecutivos de Neumann-para-Steklov.

Teorema 4.8 Suponhamos que as condigoes (C1)-(C3’) sejam satisfeitas e que as sequin-

tes condicoes também sejam satisfeitas.

(C6) Existem a,b,a e 5 € IR tais que:

a < liminf M < lim sup g(z, u) < b,
|u| =00 u |u|— 00 U
€
A <a< liminfM < lirnsupM < B < A,
uniformemente para x € Q com
/\j/il < Aia+ o e /\j+1b + ,ulﬁ < )\j+1,Uq. (439)

FEntao, a equagio ndo linear (4.1) possui uma solu¢do u € H' ().

Demonstracao:

Como na demonstracao anterior, mostraremos que as condi¢oes do Teorema do

Ponto de Sela sao cumpridas.

E possivel provar, ver 25], que o espago L%(€2) pode ser escrito da seguinte forma:
L) =VaV"

onde V' ¢ um subespaco de dimensao finita de L*(2) gerado pelas autofungoes associadas
com os autovalores Aq,...,\; e X = V= ¢ o seu ortogonal de dimensao infinita em L?*((2).
Assim, X = V= ¢ gerado pelas autofungdes associadas aos autovalores \ji1, Ajia..., €

por isso
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HY Q)= (VNHY Q) o (VENHY(Q)). (4.40)

Assumindo sem perda de generalidade que a < 0, segue das desigualdades (4.6) e
(4.30) que para todo u € V N HY(Q) que

Iw) = -

lull? = [ Fle,u) - § Glaw)

1 1
< ymﬁ—?a—@/ﬁ—gm—qfﬁ+c
1 s 1 (a € 9 2} /2
< o= - = — ey —
< slulz—5 ul[/d@“*ﬂﬂvﬁ Sla—9 [uw+C
1 2 1 a € 2 1 /2
< = S — (a— ,
< gl =3 (=S - ja—o fur+c

) < - L—“+€>mw—1m—@/ﬁ+o
1

2\ mop ¢ 2

1/ a o € €\, 9
< (-t -t S St
L

Pela primeira desigualdade em (4.39), segue que
a Q € €
l-— 4+ —+ =<0,
pr A A
para € > 0 suficientemente pequeno.
De fato, por (4.39),

)\leLl < A\a—+ H1c,

assim,
a «
1< —+—
P A
ou seja,
a @
- — - —<0,
A

o que prova a afirmacgdo acima, para € > 0 suficientemente pequeno. Dessa forma, se

lul|, — oo segue que I(u) — —oo. Assim, —I é coercivo em V N H'(Q).

Agora, assumindo sem perda de generalidade que b > 0, segue das desigualdades
(4.6) e (4.30) e da autofungao expansdo, que para todo v € X N HY(Q) := V+ N HY(Q)
temos que:
Lo
I(w) = ywn—/ﬂ%w—femw
1 1
Sl =58+ [u2 =S+ pu+C

st =5 (o + <) [fetwne+ [ 9P - g5+ [+

v

v
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Dessa forma,

1 1/b € 1
M0 > Sl ()l Je o) fur e

1 b € 2 1 2

> —|1=——=—)|lu||. —z(B+e¢ /u +C
3 (17 = Sl - 3+ 0
1 b

> (-2l s e
2 M1 Mj+1 P fga

para € > 0 suficientemente pequeno.

De fato, pela segunda desigualdade em (4.39), temos que

Ajp1b + B < Ajpap,

assim,
—+ B <1,
p Aja
ou seja,
b
- = b > 0,
p A

0 que prova a afirmacgao acima, para € > 0 suficientemente pequeno. Desta forma, se

||lul|, = oo segue que I(u) — oo.
Assim, o funcional I é coercivo em X N H'(Q).

Finalmente, seguindo passos similares aos da demonstragdo do Teorema 4.7, con-

cluimos que a condigao (PS) é satisfeita.
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4.3 Consideracoes finais

Refletindo sobre as condigoes impostas para solu¢ao de nosso problema (4.1), isto
é, sobre as hipdteses dos Teoremas (4.6), (4.7) e (4.8), podemos fazer algumas anélises

que identificam geometricamente algumas relagdes entre as nao lineariadades.

Observe que a desigualdade (4.17), implica que algumas relag¢oes das nao-linearidades

envolvidas ficam no plano do dominio,
Re={(\ )€ R*: X< Ay, < pun, e+ mh < i},

que é representado na Figura 3. Portanto, por (4.17), estas relagoes assintoticas ficam
abaixo do primeiro autovalor de Steklov-Neumann “autovalor segmento-linha”.
Considere pt = —f2 A+ 11, basta unir o autovalor-ponto de Neumann (A1, 0) ao autovalor-

ponto de Steklov (0, 1) no primeiro quadrante do plano (A, p).

Analisando a condicao (C5), podemos ver que as relagoes entre as nao-linearidades
ficam entre as retas pt = p; e pt = pjq1. Por outro lado, considerando as desigualdades em
(4.24), concluimos que as nao linearidades ficam em quadrilateros limitados pelas retas
[= [, b = 11, € ainda pelas retas que ligam o autoponto (A, 0) aos autopontos (0, 1)
e (0, tj41). Esses quadrilateros estdo representados em certo sentido abaixo, na Figura 3

pelas regioes Sq, Ss.

Observando ainda a condigao (C6), podemos ver que as relagbes entre as nao-
linearidades ficam entre as retas A = A\; e A = A;;1. Além disso, considerando as desi-
gualdades em (4.39), concluimos que as nao linearidades ficam em quadrilateros limitados
pelas retas A = \;, A = \;41, e ainda pelas retas que ligam o autoponto (0, ;1) aos auto-
pontos (A;,0) e (Aj11,0). Esses quadrilateros estao representados em certo sentido, abaixo

na Figura 3, pelas regioes Ny, Ns.

Podemos nos questionar a respeito desta figura com relagao a um fator bem natu-
ral, por exemplo, o que ocorreria se as relacdes entre as nao-linearidades estivessem fora
da unido de todas as regides mencionadas acima? Segundo [25], seu estudo parece ser o
primeiro a comparar a nao-linearidade g com autovalores de Steklov superiormente, desta
forma, como o assunto é bem novo, nossa resposta parece ainda nao respondida. Fica

entao a duavida para possiveis pesquisas posteriores.
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Figura 3 — Relagoes entre as nao linearidades
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APENDICE A - Resultados de Analise

Funcional

Neste apéndice serao apresentados alguns resultados e defini¢oes de analise funci-

onal e medida utilizados em nosso trabalho.
Definicao A.1 Um espagco de Banach é um espaco vetorial normado completo.

Definicao A.2 Um espaco normado E ¢ dito Reflexivo se a aplicacdo canonica
J: E — E" for bijetora, isto é, J(E) = E". Onde E" é o dual do dual de E.

Definicao A.3 Um espaco de Hilbert é um espaco vetorial normado com norma prove-

niente do produto interno, isto é:
z]| = /(z, ).

Definigao A.4 Uma fungio é Holder continua se existe o € (0, 1) tal que
|f(x) = f(y)| < K|z —y|*.

O espaco das fungoes Holder continuas é denotado por CH*.

Todas as funcoes Holder continuas sdo continuas.

Defini¢ao A.5 Uma sequéncia de fungoes u, € LP(§2) converge quase sempre para zero
em ) quando u, — 0 pontualmente em Q) — Z, onde Z é um conjunto de medida de

Lebesgue nula.

Definicao A.6 Sejap € R com 1 < p < co. Definimos

LP(Q) = {f : Q = R; f¢é mensurdvel com respeito a Lebesque e |f|P € L' (Q)}

1l =0, = [ [ 1]

onde 1 é a medida de Lebesque.
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Definicao A.7 Definimos

L>(Q) ={f:Q— R; fé mensurdvel com respeito a Lebesgue e existe uma constante C

tal que |f(x)| < C quase sempre em Q},

com

[fll e = 1l = nf{C; [f(2)] < C quase sempre em Q}.

Definigao A.8 O espago de Sobolev WP (Q) € definido por:

WP(Q) = {u € LP(Q); Ig1, g2, - - -, gn € LP(Q) tal que

i
U = — o Yo e CX(Q),Vi=1,...,n},
e /Q gip; Vo € C(Q) }
uma fungio u possui derivada fraca se existem ¢i,go,...,g9, € LP(2) satisfazendo as

tqualdades acima, onde cada g; € a derivada de g em relagdo d coordenada 1.

Teorema A.9 (Desigualdade de Holder) (ver [27])

Sejam 1 < p< oo el <q< oo, tais que, %4—%:1. Se f e LP(Q) ege LYN),
entio fg.€ LX) e [ 1fgl <IIfl gl

Teorema A.10 (Densidade) (ver [8]) O espago C°(Q) é denso em LP(Q)) para
1<p<oo.

Teorema A.11 (Desigualdade de Poincaré) (ver [27])

Sejam Q um dominio aberto e limitado de IRY, e p € [1,00[. Entio existe uma
constante C' = C(Q,p) > 0, tal que, para todo u € WP () temos |ul|, < C ||u||W(},p .

Teorema A.12 (Riesz) (ver [8], pag.135) Seja H um espago de Hilbert, para qualquer
v € H* existe uma unica f € H tal que < p,u >= (f,u) Yu € H, onde (,) € o produto
interno de H. Além disso, |f| = ||¢]| ;-

Teorema A.13 [Teorema de Rellich’s] (ver [17]) Seja Q@ um dominio limitado de R™.

Entio o mapa de inclusio HL(Q) < L*(Q) é um operador compacto.

Teorema A.14 [Teorema do Traco Compacto] (ver [17]) Seja Q um dominio limitado
de R™. Entdo o mapa de inclusiao H} () — L*(0) é um operador compacto.

Teorema A.15 (Rellich-Kondrashov) (ver [27])

Seja Q um dominio limitado e aberto, com fronteira suave em IRYN. Entio as

sequintes imersoes sao compactas:
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* . Np .
(a) WHP(Q) — LY(Q) para p<nel<qg<p*:= ngf

(b) WHN(Q) — LY(Q) para 1< q<oo (aqui temosp = N);

(c) WHP(Q) — C(Q) para p > N.

Teorema A.16 (ver [27])

Suponha que Q C RN (N > 1) é um conjunto limitado e 1 < p < q. Se u € LI(Q),

entdo u € LP(R2), e além disso, a imersao L1()) — LP(Q)) é continua.

Teorema A.17 (ver [27])

Seja 2 C IR™ um dominio limitado e aberto, com fronteira suave. Entao temos as

sequintes imersoes continuas:

np
n—op
(b) Wt (Q) < LY(Q) para 1 < q < oo (aqui nds temos p =n);

(a) WEP(Q) — LP", para 1 < p < n, onde p* =

(c) WHP(Q) < L>®(Q) para p > n. No caso p =n ndo é verdade em geral que
Whn(Q) — L>*(Q).

Teorema A.18 (ver [7, Teorema IX.17]) Suponhamos que Q seja de classe C*. Seja
ue W Q)N C(Q), com 1 < p < oco. Entio as sequintes propriedades sdo equivalentes:

(i) uw =0 sobre T
(ii) u € WyP(Q).

Teorema A.19 (ver [17, Teorema 2, se¢io 5.5]) Assuma que Q) € limitado e 02 € C*.
Suponha além disso que v € WHP(Q). Entao,

u e WyP(Q) se, e somente se Tu =0 em 0.

Teorema A.20 (ver [7]) Seja (E,||.||) um espago de Banach reflezivo e seja K C E um
subconjunto limitado, fechado e convexo. Entado K é fracamente compacto em FE, isto €,

K € compacto na topologia fraca de E(o(E, Ex)).

Teorema A.21 (ver [7]) Seja (E, ||.||) um espago de Banach reflexivo, K C E fracamente
compacto e B um funcional em K fracamente continuo. Entao existe uy € K tal que B(uy)

atinge 0 mdzrimo ou minimo.
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APENDICE B - Resultados de Analise

Neste apéndice serao apresentados alguns resultados e defini¢oes de anélise real e

espacos métricos utilizados neste trabalho.

Definicao B.1 Seja S um conjunto. Uma métrica em S é uma funcao d : S x S — R

que satisfaz as propriedades abaixo:

(i) d(z,y) > 0,Vz,y € S;
(i) d(z,y) = d(y,z),Vz,y € S;
(iii) d(z,z) < d(z,y) +d(y,z),Vz,y,2 € S;

() dz,y) =0z =y.
Definicao B.2 Um espaco métrico M ¢é um conjunto munido de uma métrica d.

Definicao B.3 Um espaco métrico € completo se todas as sequéncias de Cauchy conver-

gem.

Defini¢ao B.4 Num espago métrico (X, d) a bola aberta de raio p centrada em um ponto

r € X € dada por:
B(z,p) = {y € X;d(z,y) < p}.

Definicao B.5 Seja a € X C R". Diz-se que o ponto a € um ponto interior ao conjunto
X quando, para algum r > 0, tem - se B(a,r) C X. O conjunto intX de todos os pontos

interiores a X chama-se o interior do conjunto X.

Definicao B.6 Uma funcgio f : V — F, onde V é um espaco vetorial e F' um corpo, é

dita sublinear se satisfaz as propriedades abaizvo:

(i) f(yz) =~f(x), VyEF ez eV;

(i) f(x+y) < flx)+ fly), Yo,y e V.
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Defini¢ao B.7 (Fréchet Diferencidvel) Sejam X e Y espagos de Banach. Seja
f:D—=Y comD C X. Seja ainda xy € intD. Diz-se que f é diferenciavel em xq sequndo

Fréchet, se existe um operador linear limitado A tal que:

o 150+ 1) = o) = Ablly

=0.
A0 17l x

Defini¢ao B.8 (Giteaux Diferencidvel) Sejam E e F espagos vetoriais normados, U
um aberto em E e V um subconjunto de F. Uma fungcio f : U — V é dita Gateaux
Diferencidvel se existe uma tinica transformagao linear continua df gtequs(@) + £ — F

(denominada a diferencial Gateauz de f em a) tal que

df Gatequa(@)(v) = lim

2(n—1
Definigao B.9 O operador trago T : H'(Q) — L%(0R) para 1 < ¢ < (712) ¢ definido
n —
como

Tu = u|aQ.

Teorema B.10 (Aplicagao Aberta) (ver [8], pag. 35) Sejam E e F dois espagos de
Banach e seja T um operador continuo, de EE em F que é sobrejetor. Entdo, existe uma

constante ¢ > 0 tal que

T(BE<O, 1)) D BF<O, C)

Definicao B.11 Um subconjunto aberto 2 C R™ é chamado um Dominio Lipschtz se
para cada P € 99) existe um sistema de coordenadas retangulares (z,s), v € R" !, s € R,

uma vizinhanga U(P) = U C R™ contendo P e uma fungio ¥p =1 : R*1 — R tal que
(i) |(x) —¥(y)| < Cplz —y|, Yo,y € R" e Cp < 005
(i) UNQ={(z,s);s>(x)}NU.

Teorema B.12 (ver [33], Proposicio 2.11) Sejam W um subespago de dimensdo finita

de um espago vetorial com produto interno Ve W= o seu complemento ortogonal. Entdo:

V=WaoW

Teorema B.13 [Multiplicadores de Lagrange] (Ver [32]).
Suponha F,G : X — R funcoes de classe C' e X um espaco de Banach. Se para xy € X
tivermos G(x9) = 0 e xg extremo local da F' quando restrita a C = {z € X;G(z) = 0},

entao
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(i) G'(zo) =0 ou

(i) 3 p € R tal que F'(zo)v = uG'(xo)v, Yv € X.

Teorema B.14 [3, Teorema 3.1] Assuma que 2,08, ¢, p satisfazem (B2), (A1) e (A2).

Entio B e D. sio converos, continuos e G-diferencidveis em H'(Q) com

(Dl (u),v) = 2/[VU.VU + cuv]dx (B.1)

(B'(u),v) =2 f puv,Yu,v € HY(S). (B.2)
Além disso, B € fracamente continuo em H'(2).
Lema B.15 /2, Lema 5.3] Seja E um espago de Banach reflexivo (A.2, ver apéndice A)

e seja J : E — R coercivo e (w.l.s.c.). Entdo J € limitado por baizo em E, isto é, existe
a € R tal que J(u) > a, Yu € E.
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APENDICE C — Resultados de Equacdes

Diferenciais Parciais

Neste apéndice serao apresentados alguns resultados e defini¢bes de equagoes di-
ferenciais parciais utilizados neste trabalho. Além disso, provaremos uma afirmacao feita

no Lema (4.2) como consulta ao leitor.

Considere o seguinte problema de Dirichlet nao linear

—Au = f(u), em ,
u = 0, sobre 0f2.

Seja F'(u) = [5' f(s) ds.
Teorema C.1 [Identidade de Pohozaev| (ver [2]) Seja Q@ um dominio limitado em

R"™ e seja v o vetor unitdrio normal exterior a ). Se u é uma solugdo cldssica
(w e H*(Q) N H(Q)) de (C.1) entao a sequinte identidade € vdlida:

n—2

n/QF(u) dx — /Q uf(u) de = ;/{99 u?(z.v)do, (C.2)

ou

de u, = —.
onde u, = -~
Teorema C.2 [Férmulas de Green] (ver [17], pdg 628) Sejam u,v € C*(Q). Entdo:

. ou
(i) JoAu dz = [5q o ds,

(77) [o Dv.Du dx = — [qulAv dx + [5 g:ju ds,
ov Ju
(177) [qulAv —vAu dr = [y, us TV ds.

Teorema C.3 (Lax Milgram) (ver/9])

Sejam H um espago de Hilbert e a : Hx H — IR uma forma bilinear que satisfaz:

(i) Continuidade: existe a > 0, tal que, |a(u,v)| < a||ul| [|v||,V u,v € H e,

(ii) Coercividade: existe ¢ > 0 tal que ¢|ju|’® < a(u,u),¥ u € H.
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Entao, para cada f € H' (dual de H), existe um unico u € H tal que :

a(u,v) = < f,v >Yv € H.

Teorema C.4 O funcional Jy(u)

de classe C.

1
=5 U |Vul® + /cu }, nas condigoes do Lema (4.2) é

Demonstracao:

Vamos provar que o funcional J; é Fréchet diferencidvel e em seguida que J! é
p q 1 q 1

continuo. Dados u e h € H*()), temos que

Ji(u+h) = J(uw) = Ji(w).h o |[V(+h)? c(u+h)? /|Vu|2 u?
Il mwm HWH 2||n|] NWH
_/ A
) 1||h”HH HH
= 3 )
Portanto,
!/
— — ) 1
fi A1) = ) = Ak Ly
h—0 Al h—0 2

assim J; é Fréchet diferenciavel.

Verifiquemos agora, a continuidade de Jj.

Dada uma sequéncia (u,,) convergente para u em H'(f2), temos que

‘/(wn — Vu)Vh + c(un — u)h' - ‘/ VunVh + cuph — /Vth + cuh
[wn — ul [[R]] ,

IN

dessa forma, Ji é continuo.

Portanto, J; é de classe C*.
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