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RESUMO

Neste trabalho, estudamos a existéncia de solugoes para o problema superlinear

—Au = du+ul +hemQ
u = 0 sobre 0f

onde Q C IRY é um dominio limitado suave, u;, = max {u, 0}, \x <A < A\pp1, k > 1 (com
Aj € o(—A)) ehe L5(Q).

Nos consideramos dois casos, a saber,
(i) 1 <p < 2*—1 (subcritico)
(ii) p=2*—1 (critico).

Usando métodos variacionais, mostramos a existéncia de pelo menos duas solugoes. A
primeira obtida explicitamente por um célculo direto e a segunda via Teorema de Enlace.

Palavras-chave: Equagoes diferenciais. Expoente critico. Ambrosetti-Prodi.



ABSTRACT

In this work, we study the existence of solutions for the superlinear problem

—Au = Mu+ul+hinQ
v = 0 on 9N

where 0 C IRY is a bounded smooth domain, u; = max{u,0}, Ay < X < Ay, b > 1
(with A\; € o(—A)) and h € L*(12).

We consider two cases, namely,
(i) 1 <p < 2" —1 (subcritical)
(il) p=2* — 1 (critical).

Using variational methods, we show the existence of at lest two solutions. The first is
obtained explicitly by a direct calculation and the second via Linking Theorem.

Key-words: Differential equations. Critical exponent. Ambrosetti-Prodi.
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1 Introducgao

Neste trabalho, abordaremos problemas do tipo Ambrosetti-Prodi de equagoes elipticas
envolvendo os expoentes subcritico e critico. Problemas desse tipo surgiram a partir da
década de 70, quando A. Ambrosetti e G. Prodi estudaram uma classe de problemas dados

por

—Au = g(z,u)+ f(x) em Q
u = 0 sobre 0S.

(1.1)

onde € ¢ um dominio limitado suave de IRY, e caracteriza-se por determinar funcoes f, de
modo que a equagao (1.1) tenha ou nao solu¢do. No trabalho "On the inversion of some
differential mappings with singularities between Banach Spaces" de A. Ambrosetti e G.
Prodi [13], os autores consideraram a funcao g : IR — IR sendo de classe C?, satisfazendo
g"(s) > 0 para todo s € R e

. / : /
0< lim g(s)<)\1<811£}>0g(3)<)\2,

§——00

com \;, i = 1,2, ... denotando os autovalores de (—A, H}(2)) . Eles provaram a existéncia
de uma variedade fechada e conexa M em C%*(Q) (0 < a < 1) de classe C! que divide o

espaco em dois conjuntos disjuntos abertos S7 e Sy de maneira que:
(I) Se f € Sy, o problema (1.1) nao tem solugao.
(IT) Se f € M, o problema (1.1) tem solugao tnica.

(III) Se f € Sy, o problema (1.1) tem exatamente duas solugoes.

Posteriormente, M. S. Berger e E. Podolak [11] deram uma grande contribuigdo no

estudo desses problemas, dando uma estrutura cartesiana para a variedade M em espacos
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de Hilbert. Eles decompuseram as funcdes f € C%*(Q) na forma f = to; + f1, onde ¢,
¢ uma autofun¢io( normalizada em L?) associada ao autovalor \; e fi € (spang;)t (no

sentido L?) e reescreveram o problema (1) na seguinte forma:

—Au = g(z,u) +ter + fi(z) em Q
u = 0 sobre 0f).

(1.2)

Portanto, para cada f; com a propriedade acima, os autores mostraram a existéncia

de um ntmero real r = r(f;) tal que:
(a) Se t > r o problema (1.2) nao tem solugao (isto &, f € Sp).
(b) Se t =r, o problema (1.2) tem solugao unica (isto é, f € M).
(c) Set <r, oproblema (1.2) tem exatamente duas solugoes (isto é f € Sy).

Em 1975, J. Kazdan e F. W. Warner desconsideraram a hipotese de convexidade sobre
a fungao g e trabalharam com a hipotese:
g(z,s)

—o0o < lim SupM < A < lim inf == < 400.

§——00 S s§—+00 S
Usando os métodos de Sub e Super-solucao e Iteracao Monotonica, Kazdan e Warner

encontraram uma fungao ¢ : (span {1})* — IR tal que:

e Set > t(f1), o problema nao tem solugao.

e Set < t(f1) o problema tem pelo menos uma solugao.

Posteriormente, Aman, Hess e Dancer melhoraram o resultado de Kazdan e Warner
encontrando pelo menos duas solugdes para t < t(f;) e pelo menos uma solugdo para
t=t(f1).

Diversos pesquisadores exploraram uma enorme quantidade de variagoes e generali-
zagoes dos resultados obtidos por Ambrosetti-Prodi, tais como K. C. Chang [16], D. C.
de Morais Filho [17] e Pereira, F. R. [18]. Essa dissertagao tem como objetivo expor os
trabalhos de Ruf-Srikanth e Figueiredo-Jianfu, os quais serao estudados ao longo deste
trabalho.

Em 1986, B. Ruf e P. N. Srikanth [1] estudaram o problema superlinear com o expoente

subcritico:
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—Au = M+ +hemQ
u = 0 sobre 012,

(1.3)

onde Q C IRY ¢ um dominio limitado suave, 1 < p < 2* —1se N > 3, h € L*(Q) com
s > N e\ € IR. Usando a decomposicao h = typ;+h; com / hi1p1 = 0 e a hipotese de que
A > A, A # \; para todo ¢ € IN, Ruf e Srikanth mostraramg existéncia de uma constante
T = T(hy), tal que para t > T o problema (1.3) possui pelo menos duas solugoes.
Posteriormente, em 1999, D. G. de Figueiredo e Y. Jianfu [2] trabalharam com a nao-
linearidade critica (p = 2* — 1) para o mesmo tipo de equagao (1.3) acima, obtendo para

A <A< Agyrcomk >1ehy € L° comhy € Ker(—A — )\)l o seguinte resultado:

(i) Existe um 7" = T'(hy) tal que, para t > T o problema (1.3) possui uma solugdo

negativa u;.
(ii) Se N > 6, existe uma segunda solugao para o problema (1.3).

No capitulo 2 apresentaremos algumas defini¢oes e resultados que serao utilizados ao
longo dos demais capitulos. No capitulo 3, abordaremos o problema (1.3) estudado por
Ruf-Srikanth e no capitulo 4, estudaremos o problema (1.3) para o caso critico estudado

por Figueiredo-Jianfu.



2 Resultados Preliminares

Neste capitulo, iremos apresentar alguns resultados que serao utilizados ao longo deste
trabalho. Durante todo trabalho, o conjunto €2 ser4 um dominio limitado suave e aberto

de RN com N > 3. Definiremos o espaco de Sobolev
WmP(Q) = {u e LP(Q); D € LP(Q),Va,|a| < m},
onde D®u é definida pela seguinte relagao:

/QDau(x)gp(as)da: = (—1)l /Qu(x)Dago(x)dx, Yo € C5°(92).

RSl

Para 1 < p < oo definiremos a seguinte norma, ||u|lyym, = Z /|Dau|p dx
Q

laj<m

3
Tomando m = 1 e p = 2 temos que, H}(Q) = W,7(Q) e ||u||H5 = </ IVu|? dm) .
Q

Definigao 2.1. Denotaremos por Ay, i € IN (com 0 < A\ < Ap < ... < \; < ..) os
autovalores associados as autofuncoes ¢, @9, ..., do problema com condigao de Dirichlet

abaixo:

—Av = Mem?
v = 0 sobre 0.

(2.1)

Proposicao 2.2. Seja {¢;} a sequéncia das autofungoes ortonormais em L*(€2) do pro-
blema (1.1) associadas aos autovalores \; de maneira que para algum k& € IN tenha-

mos A\, < A < A\p1. Definindo H} = W @ X, onde W = [p1,...,p01] ¢ X = Wt =

[Ok+1, Prt2, -], temos as seguintes estimativas:

. 2 2
() fullzy < M llullpe ¥ w e W,

12
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(i) fullZs > Aews Jlull2e ¥ u € X.

Demonstragao: Mostremos o item (i). Seja u € W, logo existem constantes reais
k

& tais que u = Z&gpi. Usando a integracao por partes e o fato de ¢; ser autofungao

i=1

associada ao autovalor \; do problema (2.1) com / ipjdr = 0 para i # j, obtemos:
Q

k k
lul5: = / VuVudr = / —Au udx = / Z&(—Agpi) Z&(pz dx
0 Q Q Q \i=1 i=1
k k k K
= / (Z&m) (Z wi) dr = / D o Nigelda < A / Y &ida
€ \i=1 . -1 Q=1 Q=1
= )\k/ (Z fz’%‘) (Zfi%) dx = )\k/u2d$ = N [[ull7: -
€ \i=1 i=1 @
De modo semelhante mostra-se o item (ii). [

Lema 2.3. Sejam W = [py,...,01] ¢ X = W+ como na proposigao 2.2. Dado € > 0,
existe e € X com ||6||H3 = ¢ tal que, o conjunto {z € Q;v(z) + e(x) > 1} tem medida

positiva para todo v € W com [[v]| < 1.

Demonstragao: Suponha por contradigdo que para cada e € X com ||e|| HE =6 temos

que v(z) + e(z) <1 q.t.p em Q, para algum v € W com ||’UHH& <1
k
Como v € W, entao existem tys € IR, tais que, v = thgoi. Temos que, para
j=1
cada j € IN ¢; é continua no compacto €2, entao v ¢ também limitada, e portanto,

e(r) < 1—w(x) <k qt.p em Q. Analogamente, existe uma constante positiva ks ,tal
que, —e(z) < ko q.t.p em Q. Tomemos k = max{k, ka2}, logo |e(z)| < k q.t.p em Q, e
portanto, e € L*°(Q)) para cada e € X.

Sejau € HY}(Q) =W & X, logo existem w € W e v € X, tais que, u = w + v. Como
veEX CL®ewe W, entao existem constantes positivas ¢; e ¢y, tais que, |v(z)| < ¢
q.t.p em €, e |w(z)| < ¢z em Q.

Entao, |u(x)| < |w(x)|+ |v(z)| < 1+ ¢ g.t.p em Q implica u € L>®()), e portanto,
H}(Q) < L*(9), o que ¢ falso para N > 2 (ver apéndice, teorema C.5.). ]

Proposicao 2.4. Sejam e € X obtido no lema 2.3 ¢ W = [py,...,px] ¢ f € C()

uma funcao negativa. Entao para R > 0 suficientemente grande existe uma constante
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n =mn(e) > 0, tal que, /

Q
N +2
N -2

p+1
(w—i—e—i—}—%) dx > n > 0, para todo w € W com ||w||Hé§1,
+

onde 1 <p<

Demonstracao: Seja w € W tal que ||w||Hé < 1. Logo, pelo lema 2.3 o conjunto A =
{z € Q;w(x) + e(r) > 1} tem medida positiva, isto ¢, existe uma constante positiva n =
n(e) tal que medA > n > 0. Como f é limitada em €2, temos para R > 0 suficientemente
grande:
f p+1 f p+1
/<w+e—|——> dr > /(w+e+—> dx
0 R + A R + |

> /dx:medA:n>0.
A

Proposicao 2.5. Sejame € X = W' ev € W, onde X e W estao definidos na proposicao

1.2. Se r > 0 entao,

i /|v+r6]2dm:/ |v|2dx+7‘2/ o da
Q Q Q

(ii) /VvVedx = 0.
Q

(iii) /|Vv—|—rVe[2d:c—/]Vv|2d:v+r2/\Ve\2dx.
0 Q 0

Demonstragao: Primeiro , mostraremos o item (i). Como e € X, v € W e X = W+,

entao / vedr = 0. Portanto,
Q

/\v+re[2 = ]v| dx—|—2r vedx + r? /|e|2dx
0

Q
:/q]v]d:c—irr/]\d:z:

Agora, mostremos o item (ii). Como v € W, entdo existem ty, € IR, tais que,
k

v = Zti%- Como X =Wt e€ X, ep; € Wparai=1,2,..., k, entao:

=1

/VvVedac = —/Av edx:/(—Av)edx
0 e Q .

i=1 v i=1 Q

Finalmente, mostremos o item (iii). Pelo item (i), temos que,

/|VU+TV€|2d[E = |Vv]2dx+2r/VUVedx+r2/|Ve|2dx
Q Q

= /Q|Vvl2dx+r2/|Ve\2dx.
Q Q



3 Solugoes para um problema envolvendo o
expoente subcritico

Neste capitulo estudaremos um resultado de existéncia de solugoes para o seguinte

problema eliptico superlinear com condigao de fronteira de Dirichlet:

—Au = Mu+uf +hemQ
u = 0 sobre 012,
N +2

N -2’
estudado em 1986 por Bernhard Ruf e P. N. Srikanth (ver [1]), cujo o objetivo era garantir

onde u; = max{u,0}, 1 <p < A€ Rehe L), com s > N. Este problema foi
a existéncia de pelo menos duas solucoes para tal problema. Considere a decomposi¢ao
h = tp1 + hy, onde hy € L*(Q2) com s > N e ¢; a primeira autofungdo normalizada
e positiva associada ao primeiro autovalor \;. Logo o problema acima toma a seguinte

forma

—Au = du+ul +tp; +hyem Q
u = 0 sobre 0f).

(3.1)

Os principais resultados desse capitulo sao divididos em duas partes: na primeira obtemos
uma solucao negativa de forma direta e na segunda parte usamos o calculo variacional
para encontrarmos uma segunda solu¢ao nao-nula. O teorema principal do capitulo é o

seguinte resultado:

Teorema 3.1. Seja A > \; tal que A # \;, para todo 7 € IN. Entao:

(i) Existe uma constante ¢q, tal que se t > tg, o problema (3.1) possui uma solugao negativa

Ug.

15
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(ii) Existe uma segunda solugao para o problema (3.1).

Provemos o item (i) do teorema 3.1. Observemos que toda solu¢do negativa para o

problema (3.1) satisfaz o seguinte problema:

—Au = Au+typ;+ hy em €
u = 0 sobre 0f).

(3.2)

Buscaremos entao uma solugao negativa que satisfaga o problema (3.2). Para isso, divi-

dimos o problema (3.2) em outros dois problemas:

—Au = Au-+ty; em €
u = 0 sobre 0f)

(3.3)

—Au = Au-+h;em
u = 0 sobre 012,

(3.4)

e a soma das solugoes dos problemas (3.3) e (3.4) ¢ uma solugao para o problema (3.2).

Lema 3.2. Existe uma tnica solugao ug € H}(2) para o problema (3.4).

Demonstracao: Consideremos o seguinte problema modificado:

—Au— M+ \u+yu = hyem(
u = 0 sobre 012,

(3.5)

onde v > 0, tal que, v > A — A;. Tomemos § > 0, tal que, 0 < § < v — (A= X\), e
definimos o funcional B em Hj () x Hj(€2) dado por:

B(u,v) :/Vqudx—)\/uvdx+)\1/uvdm+7/uvdx.
Q Q Q Q

Para todo u € H} (), temos:

B(u,u) = /]Vu]de—)\/|u\2da:+)\1/\u|2dx+'y/|u\2das
Q 0 Q
_ f Valt o+ (= (A= 0) [ Jul*da

> f Vul do + 6 / uf? da > f Vul? di = [|ull%
Q Q Q ’
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Pelas desigualdades de Holder e de Poincaré (ver apéndice, teoremas C.3 e C.6) obtemos

para todo u,v € Hg(9):

|B(u,v)] < /Vqudx + (v A+ N) /uvdm
Q Q
< AVull 2 Vol + (v + A+ M) flull g2 floll 2
<

C
[l gy [0l gz + o lll g M0l g

C
= (14 ) Ml Tl

Portanto, pelo teorema de Lax Milgram (ver apéndice, teorema C.1) existe um tnico

u € H}(Q), tal que, B(u,v) = / hivdz, para todo v € H}(Q), isto é, existe um tnico
Q

u € H(Q), tal que,

/ VuVudx — )\/ wvdx 4+ A\ / uvdx + ”y/ uvdr = / hivdr Yo € Hy (). (3.6)
Q 0 Q Q 0

E portanto, existe uma tnica solugao fraca para o problema (3.5).

Temos u, hy € L*(2) (ver apéndice, Teoremas C.4 e C.5). Entao, definimos o operador
linear T, : L*(Q) — H} (), dado por T,(h1) = u, onde u é solugao do problema (3.5).
Observemos que T, é continua. De fato, u = T, (hy) satisfaz a equagao (3.6) Vv € H}(Q).

Tomemos v = u, logo:

||u||§{é = /hludx—l—)\/qux—)\l/Ude—fy/vfdx
Q Q Q 0

<l lull e + = Ay — ) / L

A\

< Aallge llull 2 < ellhall o flull gy -
Se u # 0, entdo ||T7(h1)||H(1):||u||Hé < c|lh]| 2 < oo. Agora, como T, : L*(Q) — H}(Q2) é
linear continuo e Hg(Q2) << L*(Q), entao T, : L*(Q) — L*() ¢ linear compacto.
Por outro lado, u é solucao fraca do problema (3.4), se e somente se, é solugao do

problema:

—Au— M+ \u+yu = hy+ AMu+~yu em €
u = 0 sobre 012,

(3.7)

isto é, u = T',(h1 + Au + yu). Definimos w := hy + \u + yu, assim w — (v + A\)u = hy.

Como u = T, (w) entao,
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(I = (v + M) T )w = hi. (3.8)

Pela teoria dos operadores compactos (ver [3]), temos que nao pertence ao espectro

o(T,), se e somente se, a equagao (3.8) possui solucdo tnica w, que por sua vez, equivale ao

1
problema (3.4) possuir uma tnica solugdo. Assim, basta mostrarmos que > ¢ o(T,).
v 1

1
De fato, oY ¢ o(T,), se e somente se, T (u) = U implicar u = 0, que por sua
Y 1
vez equivale a, se u satisfaz —Au — Au + Mu + yu = yu + Aju, entdao u = 0. Dai, se u
satisfaz —Awu = Au, entao u = 0, pois por hipotese A nao é autovalor de —A. Portanto,

existe uma tnica solugao ugy para (3.4).

Prova do item (i), Teorema 3.1:
Demonstracao: Agora, procuremos uma solugao para o problema (3.3). Para isso,
tentaremos obter uma solucao do tipo u; = ki, e portanto, k[(—Ap1) — Ap1] = te.

Usando que A; pertence ao espectro o(—A), temos k(A — A1 = te;. Como p; é uma

t t
autofuncdo positiva e A\ < A, entdo k := k(t) = SV Portanto u; = 3 gol)\ é solucao
1— 1—
para o problema (3.3). Note que a solugao de (3.3) é unica. De fato, suponha que u e u

sejam solugoes de (3.3). Entao w = u — u satisfaz

—Aw = Alwem )
w = 0 sobre 012,

o que implica w = 0 (pois A # \;), ou seja, u = w. Por outro lado, se o problema (3.2)
possuir uma solugao u,, entao a fun¢do w = uy — ug serd uma solugao de (3.3), onde wug
¢ uma solugao de (3.4). Usando a unicidade de (3.3) obtemos k¢; = w = uz — ug, 0
que implica u; = k1 + up. Assim, utilizando que a derivada normal interior é positiva
sobre a fronteira de €, ¢1,u9 € C*, v, > 0 em Q e k < 0 nés obtemos u;, < 0 para t

suficientemente grande. n

Agora, provemos o item (ii) do teorema 3.1, isto é, iremos em busca de uma segunda
solugao para o problema (3.1). Observemos que, se & € H}(£2) é uma solugdo nao nula

para o problema
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—Av = M+ (v+u); em Q
v = 0 sobre 02

(3.9)

entdo, uma segunda solu¢do para o problema (3.1) é dada por u = u + u;. Portanto,
nosso objetivo é obter uma solugao para (3.9). Notemos que, uma solu¢ao fraca para o

problema (3.9) é uma fungao v € Hg () tal que,

/ VoVedr — )\/ vodr — / (v+w)’ pdx =0, Yo € Hy(Q). (3.10)
Q Q Q

Defina o funcional I : Hj — IR por:

1 A 1
[(U):§/Q|V7jy2d$—§/Q’U|2dﬂf—m/g(v+ut)i+ld$

Observemos que encontrar uma fungio v € Hg, que satisfaca a equagao (3.10), equivale a
encontrarmos um ponto critico para o funcional /. Note que v = 0 é um ponto critico de

I com I(0) = 0. Vamos mostrar que o funcional / possui um outro ponto critico.

Lema 3.3. O funcional I definido acima, satisfaz a condigao (P.S.), isto &, se (u,) C
H}(Q) é uma sequéncia que satisfaz: |I(u,)| < M, para alguma constante real positiva M
e I'(u,) — 0 no dual de H}, entao (u,) possui uma subsequéncia convergente.

Demonstragao: Por hipotese (u,) C H(Q) satisfaz:

1

1
()] = '— [vubar =3 [ - [ ot do
2 Q 2 Q Q

+1 <M (3.11)
p

I (up)un| = ‘/Q]Vun‘? dx_)‘/g‘un‘Qde_/Q(un""ut)i updz| < §nHunHHé (3.12)

onde &, — 0 quando n — oo.

Observemos que:
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/ (un + ue)’ updr = (n + ue)’ (g 4wy — uy) da
Q

(n + ue)’ (g 4 up) do — / (Un + up) wpda
Q

(un + w)? [(wn + we)y + (un +up)_] do (3.13)

I
S———

— [ (un + w)} wede
0

- / (un + ut)Tl dx — / (n, + )" wpde.
Q 0

Substituindo (3.13) em (3.11) obtemos:

‘J(W - %I’(un)un

=15 - P 1 P (_
_‘<2 p+1)/§z(un+Ut)+ dx+2/g(u"+ut)+( u)dz| .
(3.14)

Como |I(u,)| < M e I'(u,) — 0, entao

IN

1 1
‘](un) - éll(un)un |]<un)| + 2 HI/(un)”H' “unHHg

(3.15)
< Mt ellunly.
para todo n > N(e).

Substituindo (3.14) em (3.15) e observando que —u; > 0, temos que, para n suficien-

temente grande:

1 1
5 o] [ (o e <A el (3.16)

Como p > 1, entao para n suficientemente grande:

/ (tn + w7 dw < OM + Ce funl (3.17)
Q

1
1 1
2 p+1
Mostraremos que ||u,|| H < k,Vn € IN e para algum k > 0. Suponha por absurdo

onde, C' = > 0.

que, HunHHé — 0o quando n — o0, e seja v, = . Assim,

Tanlls
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Iw,) 1 A w1 /(un—i-ut)lfldaj
2 2 2
lealZe 2 2Jalwlly Ml Jo p+1 1)
I A 5 1 ( +ue)? '
= ——— [ |v|"de — 5 dx.
2 2Ja lunllzy Jo P+

Como [[vnly = 1 e H}(Q) << L*(Q), temos que v, — v em H}(Q) implica que

v, — v em L*(). Dai, usando que I(u,) é limitado e usando que (3.17) implica que

1 Up + ) 1 A
5 / ( o) dr — 0 quando n — oo, obtemos 0 = — — —/ |v|2 dx, e portanto,
il Ja p¥1 375 ),
v # 0. Por outro lado, usando (3.17) novamente, temos:
1 CM Ce
—14_1/ (Un + ut)iﬂ dx S 1+L + T — 0.
s /2 el luall
1
Logo, (un +ug)f — 0 em L%, Como L'"» — H~!, entdo ———— (un +ue)f, —
0em H '

Como < I'(uy),p > = / Vu,Vpdr — )\/ uppdr — / (un +w)? pdz, Vo € Hi(Q),
Q w Q
e como por hipotese I'(u,) — 0 em H™', entdo —Au, — Aty — (ty + 1), = 0 em H'

Dividindo por ||u,|| py obtemos,

Uy + ug)
—Avn—)\vn—g%Oem H. (3.19)
[t | 73
1
Agora, como T (un + 1), = 0em H™' e v, = v em Hj(), segue por (3.19) que
Unp H&

v satisfaz o problema

—Av = Mvem?
v = 0 sobre 0f).

(3.20)

Mas, como A # \;, Vi € IN entdao v = 0, o que é um absurdo. Logo, (u,) é uma sequéncia

limitada em H} ().

Lema 3.4. O funcional I, satisfaz a geometria do teorema de Enlace (ver apéndice,
Teorema B.8), isto ¢, H}(Q) = W & X é um espago de Banach, onde W é um subespago

de dimensao finita e
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(a) existem constantes p, f > 0 tais que [ >0, e
OB

(b) existe um e € 9By N X, e existe uma constante real R > p tal que [ ) < 0 onde
_ 0Q
Q= (BrNW) & {re;0 <r < R}.

Demonstragao:  Primeiro, mostraremos o item (a). Seja Hi(Q) = W @& X, onde
W = [p1,...,06] € X = W estao definidos na proposi¢io 2.2. Buscamos encontrar
constantes p, f > 0, tais que se u € X com ||u||Hé = p, entdo I(u) > .

Seja u € X. Assim, utilizando a estimativa (ii) da proposi¢ao 2.2, mais o fato de

termos a imersdo compacta H}(Q2) << LPT1(Q), obtemos:

1 A 1 .
W) = Fluliy =5 el =2 | (wt+w) da
1 A 2 1 p+1
= 5 \1- et [l — ] [l 7
Z 3 1_K [l = Cllulliy
onde C' é uma constante positiva.
1
1 A p=1
Como p > 1e A < A\gy1, entao definimos p == |[— [ 1— > 0. Logo, se
4C Akt1

ue Xe Hu||H3 = p, entao:
M = g (1= 22 )y - C iy

S0 e o) el ()
)

1 1 A p=1
Portanto, definindo § := — {— (1 - )} > 0, temos que, ]‘ > 0.
Cr1 |4 Aka1 0B,NX

—

A
Agora, mostremos o item (b). Seja 0 < € < ()\— — 1). Entao pelo lemma 2.3.

k
existe e, € X com HeEHHé = ¢, tal que o conjunto {z € Q;v(z) + e.(x) > 1} tem medida
positiva, para todo v € W com ||U||H3 < 1. Seja Q@ = (BpNW) @ {re;;0 < r < R}, onde

Bpg é a bola fechada em H}(f2) e a constante R > p sera escolhida posteriormente. Seja

Q) = U I';, onde:
i=1

(1) Fl :WmB_R7
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(2) Te={u€ Hg; u=v+re, veW, |lv[lp =R, 0<r <R},
(3) Iy ={u€ Hy; u=v+ Re, veW, [jv]|;p < R}.

Analisaremos o valor do funcional I sobre cada caminho I'; da fronteira de @) definido
acima.

(1) Sobre I';. Sejau € I'y, e portanto, u € W. Utilizando a estimativa (i) da proposigao
2.2, temos que,

1 2 A 2
< %HUHH(} = 5 llullz:

< B (Ae — A) JJlull3> <0, pois A\ < .

N

I(u)

(2) Sobre I's. Seja u € I'y, entdo u = v + re. com v € W, HvHHl =Re0<r<R.

Usando a estimativa (i) da proposigao 2.2 e a proposi¢ao 2.5, temos que,

A
I(v+re) < /|V v+ e dx—§ v+ re.| dx
Q

2
= Vv dx+— Vee dx—é v de — = Ar e€2dx
2
Q
r2

< ||v||H1 + = ||66||H1 - g o172
< R_2+R22_R_2>\—R_ 1_1_’_
= 7 2 2 2 A )

k
(3) Sobre I's. Seja u € I's, logo u = v 4+ Re, com v € W e ||v||H1 < R. Novamente,

[ A A
Como 0 < € < (/\— — 1>, entao 1 — ~ + €2 < 0, e portanto, I(u) < 0.
k

pela estimativa (i) da proposi¢ao 2.2 e pela proposigao 2.5, temos que,

1 A 1
I(v+ Re.) = —/|V U+Reg)|2das—E/Q|U+Re€|2d:v—m/g(v+Re;l—ut)lfldas

R A 2 2 1
= —HUHH1+ lecllzn = 5 lvllze = == lleellze = —— [ (v + Rec +w)} da
2, 2 p+1/,
1 )\ R € 1 +1
S 5 1—)\—k) HU”H(%—FT—? Q(U—FRGE—’—Ut)i dil?
< R%¢2  Rrtl / (v Uy p+1d
< - + e+ ) T.

— U —
Como u; é continua em §2, entao tomemos R > 0, tal que, Et > —1 em (). Portanto,

[ () Uy .
temos que, <E + e — 1) < (— +e+ — Assim, temos que:
+

Rt R)

i <U+ +ut>p+1d < il (U+ 1)p+1d
p—}—]_/Q ﬁ €e EJF T =~ p—}—]_/g; E €¢ N xZ.
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< 1. Logo, pela proposigao 2.4, existe

ComoveWeHvHHégR, entdo — € W e .
HO

(%
7l

uma constante 1 := n(e.) > 0, tal que,

/(U 1p+1d >
— + e, — ) xr >n.
o\l + !

p+1 +1 p+1
_R /(£+ee—1)p de—R 77.
p+1Jo\R + p+1

Portanto, como p > 1 e € > 0 ja escolhido, temos que, para R > 0 suficientemente grande,

Logo, temos que,

R%*  Rrt!
I(v+ Re) < =5 = p+f < 0.
]
Prova do item (ii), Teorema 3.1:
Demonstracao: Como os lemas 3.3 e 3.4 satisfazem o teorema de Enlace, entao
I possui um valor critico ¢ > [ caracterizado por ¢ = ’11161£ I}Lleaéi I(h(u)), onde T' =

{h €C(Q,E);h =1 ; em 8@} . Isto &, existe u, € H}(Q) solugao fraca de (3.9), tal que,
0 < B <c=I(u.). Logo, u. é nao nulo, pois 1(0) = 0.
Além disso, u. nao é uma solugao negativa de (3.9). De fato, suponhamos o contrario,

isto ¢, u. < 0, assim por (3.9), temos que

—Au, = Auc.em
u, = 0 sobre 0f).

(3.21)

Como \ # \; Vi € IN, temos que u. = 0, o que é uma contradi¢ao. Portanto u; e u. + uy

sao duas solugbes fracas e distintas para o problema (3.1).



4 Solugoes para um problema envolvendo o
expoente critico de Sobolev

Neste capitulo estudaremos um resultado de existéncia de solugoes para o seguinte

problema eliptico superlinear com a condicao de fronteira de Dirichlet:

—Au = Mu+uil '+ f(z) em Q
u = 0 sobre 012,

N
onde u; = max{u,0}, 2* = N 5 é o expoente critico de Sobolev, A € IR e f é dada, de
modo que f € L*(2) com s > N. Este problema foi estudado em 1999 por Djairo G. De
Figueiredo e Yang Jianfu (ver|2]). Assim como no capitulo anterior, o problema acima

pode ser escrito da seguinte forma:

~Au = du+u’l '+t +hemQ
u = 0 sobre 02,

(4.1)

onde f =tp; +h, h € L*(Q2), s > N e ¢; a primeira autofun¢ao normalizada e positiva
associada ao primeiro autovalor \;. O teorema principal deste capitulo é o seguinte

resultado:

Teorema 4.1. Seja A\, < A < A\g4q para k > 1. Entao:

(i) Existe uma constante to, tal que, para ¢ > ¢, o problema (4.1) possui uma solucao

negativa u;.

(ii) Se N > 6, existe uma segunda solugao para o problema (4.1).

Observamos que a prova do item (i) é idéntica a que fizemos no teorema 3.1 (i), devido

ao fato de que a existéncia da solugao negativa nao depende da poténcia da nao-linearidade

25
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da equacao diferencial acima. Portanto, para t suficientemente grande, existe uma solucao
negativa wu; para o problema (4.1).
Como feito no capitulo 3, observamos que u = v+wu; serd uma solu¢ao para o problema

(4.1), se existir uma alguma funcao v € HJ () satisfazendo o problema:

1

—Av = )\v—l—(v—l—ut)?:_ em ()

v = 0 sobre 0f).

(4.2)

Utilizando-se dos métodos variacionais, observamos que encontrar uma solucao para

o problema (4.2), equivale a encontrarmos uma solugao fraca para a seguinte equagao:

/ VoVedr — /\/ vpdr — / (v+ ut)?:_l odr = 0,V € Hy(Q). (4.3)
Q Q Q
Seja I um funcional em H}(f2) definido por:

1 1 *
I0)= 3 /Q (1Y = AJvf?) de — 5/9@ +u)? de.

Observemos que, encontrar uma fungao v € H}(Q) que satisfaga a equagao (4.3),
equivale a encontrarmos um ponto critico para o funcional I. Utilizaremos o teorema de
Enlace sem a condigao (P.S.) (Ver apéndice, Teorema C.8), para garantirmos a existéncia
de um ponto critico nao nulo para o funcional I.

Faremos a prova do teorema 4.1 usando uma sequéncia de resultados. Os lemas 4.7 e
4.8 garantem que o funcional [ satisfaz a geometria do Passo da Montanha Generalizado
(Enlace). Usando uma aplica¢do do Principio Variacional de Ekeland (Teorema 4.3 em
[4]), existe uma sequéncia (v,) C H3(Q), tal que, I(v,) — ¢ e I'(v,) — 0, onde c satisfaz
(pelo lema 4.9)

1~

0<e< NS 2,
onde S é a melhor constante de Sobolev da imersao H(Q) < L? (Q2), dada em (4.7).
O lema 4.10 mostra que o limite fraco v da sequéncia (v,) é uma solugdo do problema
(4.2). Finalmente usamos o fato que o nivel mini-max ¢ é menor que %S H para mostrar
que a solugao é nao nula. Continuaremos a utilizar as notacoes da proposicao 2.2, isto
&, W = [p1,.., 00, X = W, Ay < A < M\pyy para algum k € IN, H = W @ X e as

estimativas:

ulley < A llullze ¥ u € We Jlullzy = M Jull72 .V u € X.
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Nossa meta ¢ obtermos S, = 9B, N X, e Q = [0, Re] ® (B, N W), de maneira que:

Il >a>0; p<R, (4.4)

[‘ < 45

o <@ (4.5)

ax T < —5% (4.6)
m@x N° .

onde S é denominada constante 6tima de Sobolev, definida por:

2
S = inf{“”v—“QH?:u#o,ueﬂl(RN)} (4.7)
u 2*
e assumida pelas fungoes
e /NN=2)\ >
()= ——755— , €>0. 4.8
o) ( R ) e (45)
Seja &€ € C°(IRY) uma fungao tal que
1, em B1(0)
§(x) =94 0, em RN\ By(0) (4.9)

0<&(x) <1, em RN,
Suponha B;(0) C Q e defina ¢.(z) = () ().
Os lemas que enunciaremos abaixo, sao resultados conhecidos na literatura, portanto

nao iremos demonstra-los, mas serao utilizados na prova do teorema principal.

Lema 4.2. (ver [6], p.284)

IVo |2 = 5% +O(N2), (4.10)

I6ell3- = SF + O(e™), (4.11)

) K2+ O0(eV72), se N > 5,
[@elly = (4.12)
Kié® [loge*| + O(e?), se N =4,
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]l < Koe'?, (4.13)
€
loel32} < Kae =, (4.14)

onde K7 > 0, Ky > 0 e K3 > 0 sao constantes.
Denotamos por Py a projegao ortogonal de Hj(€2) sobre X e por Py a projegao de

H}(Q) sobre W.

Lema 4.3. (ver|6], p.286)

/Q [(PX@)Q* - ¢?] dr| < CeV 2, (4.15)
/Q (IVe* = [V(Pxoo)*) dz| < CeV2, (4.16)
1Pxols") < Ce7 (4.17)
IPx¢ell, < Ce3, (4.18)
e
1P, < Ce = (4.19)

Defina para cada K > 0 (fixo), o conjunto
Qg ={r€Q: Pxoc(xr) > K}.
Por (4.8) e (4.19), temos que
Px.(0) = ¢(0) = Pyoc(0) = O %" — ||Pyoe|l,, = O 5" — et

e consequentemente , Py¢.(0) — oo quando € — 0.

Lema 4.4. (ver|6], p.288)

/ |Pxé|” do = / ¥ dx + O(eN72), (4.20)
Qe,K Q
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| ol i = [ e w0, (4:21)
QE,K Q

Qe K Q

Antes de mostrarmos a geometria do teorema de Enlace, necessitamos dos seguintes

lemas técnicos:

Lema 4.5. Sejam u,v € LP(Q2) com 2 < p <2*. Sew C Qe u+v>0em w, entao:

/(u—l—v)pdx—/|u|pdx—/|v|pdx

onde C' depende somente de p.

<c / (Ju"" o] + [u] [o]"~) da,

Demonstracao: Seja F':[0,1] — IR, tal que

F(t) = / (Jv + tul” — |tul’) da.
/ F

1
= ’p/ / (Jv+ tulP ™ (v + tu) — [tul’ > tu) udmdt‘ .
0 w

Pelo teorema fundamental do célculo, temos que |F'(1) — F(0)| = , € como

u+ v >0 em w obtemos

(a)

/ (0" — |uf? — o) de

Definindo G(z) := |#|" "z temos pelo Teorema do Valor Médio, que existe 0 < 6(v) < 1

tal que G(v + tu) — G(tu) = %(tu + 6(v)). Logo,

(b) v+ tul’? (v +tu) — [tul’ > tu = (p — 1) [tu + v > v.

Substituindo (b) em (a), segue que

1
/ / |tu + 00| uvdadt| .
0 w

tu+ 00" 2w < (Jtu| + |00 |ul o] < C ([l + [00]"~2) [u] |v]

< C(jul ol + [l ™" ful).-

/ (- 0)” — |uf? — o) de

=plp—1)

Como t,0 € (0,1), entdo podemos estimar
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Portanto, das informagoes acima obtemos

L/«u+wp—wv—hwwm

<C [ (WP ol + o ful) d,
onde C' depende somente de p. [

Lema 4.6. Sejam A, B, C, a ntmeros positivos. Considere a fungao

1 1 .. .
O (s) = 552/1 — 532 B +s¥¢*C; s> 0.

A

Entao, sc = | =———5
ntao, s (B—Q*GO‘C

2% —2
) ¢ um ponto onde @, atinge seu méaximo.

A\ 772
Escrevendo s, = (1 +t¢)sg, onde sg = (E) é o ponto em que &, atinge seu valor

1 AN 2
méaximo, entao t. = O(e%) e O (s) < Pc(s) = N (W + O(e®).

Demonstragao: Temos que ®.(s) = s [A+ (2¢*C — B) s* 2] = 0 implica em s = 0

A 2% 2
ous =(——— . Utilizando técnicas basicas do calculo é facil verificar que
B — 2%eaC
1
A 2% 2
s¢ = | B greag é o ponto em que ®, atinge seu maximo. Observa-se que s,
— 2%

satisfaz ®.(s.) = 0, isto ¢é,

scA— 82 TIB 42" Ces¥ T = 0. (4.23)

A\ -2
De (4.23), obtemos s, > (—) = S0, 0 que implica s, = (1 + t.)so. Novamente por

B
(4.23), obtemos
A « oA C < oA
A_qaepr—2d Lol 22 g
5 (It o+ 2 E (14 1)” 5 =0

A
2 ’25 — 0, o que implica

A
Fazendo € — 0 sobre a igualdade acima obtemos B~ (1+t)
(1+t)> "2 — 1. Logo, t. — 0 quando € — 0. Como s, = (1 + t.)so, temos que s, — So,

quando ¢ — 0. Usando (4.23) e s. = (1 + t.)sp, obtemos

2*-1\ T3
<AB ) [(T+te) = (L4t ]+ 2°Ce (1 + )" ~lsg " = 0. (4.24)

Expandindo t. obtemos

(1 + te) — (]. + t5)2*_1 = —mte — O(te).
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Substituindo a igualdade acima em (4.24) obtemos

AN 4 t t)| = 2°Ce™(1 + )% 121,
B N_2€+O(€) - 6( +) 0

Assim, t, = ke*(1 +t.)* 71 — o(t.) com k > 0, e portanto, t. = O(e%).

N-—-2
A\ &
Escrevendo s, = (1 +t.)so = (1 +t.) (E) , temos que
1 1
P (s) = —s2A — —s¥ B+ s¥eC
A y A\ 7T B A\ AN
= (1 2= _ (42 1 N2
5 (1+1) <B> (1)~ (B I+t)v= | 5
1 T 1 o A% 1 o A%
= —(1+t)? — = (1 +t)™- —(1+¢
2( + ) BN2 2( + ) BN N + ) BN;2

o A\
+€a0(1 ‘I’ t )Ni (E)

1/ AN \2
= ¥ (W) + O(e%), quando t. — 0.

]
Agora estamos prontos para mostrar que o funcional I satisfaz a geometria do Teorema

de Enlace. A prova sera dividida em dois lemas (4.7 e 4.8).

Lema 4.7. Existem py > 0 e uma funcao positiva a : [0, po] — IR, tal que,
I(v) > a(p) para todo v € S, = 0B, N X.

Explicitamente, temos que

e o valor maximo de a(p)

é assumido em

Demonstracao: Sejav € S, logo HUHH(% = pewv € X. Usando o item (ii) da proposigao

2.2, a definicao da constante 6tima de Sobolev e u; < 0, obtemos
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M) = Gl =5 ol - 5 [ 0+ w)f do
1 A 1 "
= o\ ”2_5/9‘”2 o
Usando A =1 — )\:H, B =52 ¢ (C =0 nos obtemos pelo lema 4.6, p e a.

Nosso objetivo agora ¢ escolher @ e p, tais que, (4.4), (4.5) e (4.6) sejam satisfeitas.

Portanto, escolhemos e como uma fungao de €, de modo que, e. = Px¢. € X.

Lema 4.8. Existem g > 0, Ry > 0 e ¢y > 0, tais que, parar > rg, R> Rye 0 < e < ¢

temos I| < «, onde o > 0 ¢é determinado no lema 4.7.
oQ
3
Demonstracao: Denotamos a fronteira de (Q por 0Q = U I';, onde
i=1

I'h=B,NW,
FQ:{UEH(}(Q):v:w—i—see, wEW,||w||H01:r,0§s§R}, e

I3={veH;Q):v=w+ Re,, we WNB.0)}.

Mostraremos que para cada I';, temos I| < a, 1 =1,2,3.

¥

(1) Seja v € I'y € W. Utilizando a estimativa (i) da proposigao 2.2, e o fato de A\ < A,
temos que,

A ]. *
2 2 2
ol = 5 ol = 5 [ (0w da

=) [lo]3 <0< a

I(v) =

<

N~ —

(2) Sobre I'y dividiremos em dois casos.

Defina §% = sup /|V65\2dx.
Q

0<e<1

V2a

Primeiro caso: Se 0 < s < 59 := ——. Utilizando a proposi¢ao 2.5 e a primeira

J

estimativa da proposicao 2.2, temos que,
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I(v) = /\Vw+see|dx——/|w+see| dx——/ w + sec + uy) % do
A\s?
< ”wHHl +2 ||ee||H1 — S w7 — = lleelz2
2 2 2
1 )\ 2 2 )\S
< s({1-% ||w||H1+5||65||H5 - ||66||L2
2 5 8252 R
< g lledly = —- <@
20
Segundo caso: Se s > sg = 5 denotamos
K:sup{“w+ut 150 < s <R, ||w||H6:T,wEW}.
s Lo

Observemos que K > 0 independe de R. Como Px¢, é continua e como Px¢.(0) — oo,

quando € — 0,

Portanto, pelo

existe €, > 0 tal que, para todo €, 0 < € < € e § > 5, temos que
Q={reQ:e(zx)>K}#0.

lema 4.5, temos que,

2* 2*
/(66+w+m> dmZ/ <66+w+ut) Jr
Q S + 952* S
>/ lec|” dx + ] N
s
_ (4.25)
—c/ S o T e |4 >da:

2+ w g | 251

> [ e dr dz = C (llecl @i + lledl e ) -
Pelos lemas 4.2 e 4.3 temos que
1 w—i—ut -

I(v)

<

(o5) ey e g f ()

(1—i>r+25 + O(N2)+ C'GN2

Ak

2
1
2

Aplicando a estimativa (4.25) sobre a desigualdade acima, obtemos

I(v)

1
2

A

QAR P Sz+ O(N2)+ CeN2

v

(
[/ ol e [

U)+Ut

2*—1
dx — C <||e€||L2u Q) t+ ||66||L1(Qe)>]
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Utilizando os lemas 4.2 e 4.4 sobre a desigualdade acima, temos que

1 2 2 2
0 < 3(1-3) st oo
2* ' N-—-2 N+2 N+2
—2— [52 +0(6N)+0(6N—2)—c(k367 +O(EF) + ke ™F +0(6N))]
1 )\ 1 N N * N-—2
< = — )2z 7 T 2=
< 3 1 " r —1—23 + Cs* ¢
1 A
— (1= 2) 24 (s)
5 " % 4+ O (s)

Aplicando o lema 4.6 para ®.(s), obtemos que

1 A 1 .~ N-2
I 1——)r*+=92 7). 4.2
(v) < 2( /\k>r +NS +O(e 7)) (4.26)
Como (1 — )\—) r? — —oo quando r — oo, podemos escolher r > 0 suficientemente
k

grande, tal que I(v) < 0. Isto determina ry.

(3) Se v €', temos que v = w + Re, com w € W N B,(0) e

1 A R R w+u\
1) < 5 <1 - A_k) ol + - lledig = - | ( "R >+ "

Pelas limitacoes de w e uy, existe K > 0 tal que, [[w + u¢[ oo () < K.

Como e.(0) = Px¢.(0) — oo quando € — 0, entao existe ¢y > 0, tal que, e.(0) > 2K
se 0 < € < €. Pela continuidade de e, = Px¢, existem Ry = Ry(¢), n = n(e), tais que a
medida

med({xeﬂ; ee(x)+w > 1}) >n>0, VR > R;.

Portanto, achamos ¢y, Ry > 0, tais que para 0 < € < ¢y ¢ R > Ry temos que I(v) < 0
para todo v € T's. De fato, seja Ry = max {R;, Ry}, onde R, é tal que, aR? — R3" < 0
N
com ¢ = —— 77_1/ |Vee|2dx . Logo, se 0 < e <ege R> Ry,
N_2 0

103 (1-2) Wl + 5 [ wepar— 2 [ (o 220 a

onde D = { € e(x)+ (wt u)(z) ut)(x) } é tal que medD > n > 0. Assim,

A
( —>\—> |w||H1+—/|Ve€| d:p——/ ldz
A
( —)\—> HwHHl—i- /]Ve€| dx——n<0

2%

I(v)

IN
N~ N~
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Lema 4.9. Suponha que a dimensao N > 6 e A\, < A < A\gy1, entao

1
maaxl < NS% (4.27)

Demonstracao: Dividimos a prova deste lema em dois casos:

V2a

Primeiro caso: Se 0 < s < 59 = 5

Seja € < ¢y fixo, de modo que, a geometria do teorema de Enlace ocorra e seja w+se, €

@. Usando a estimativa (i) da proposi¢ao 2.2, obtemos:
1 2
I(w+ se) = —/ (|Vw]2 — \w?) dz + S—/ (|V66|2 — Xe?) du
2 Ja 2 Ja

—— | (w4 se+ ut)i dx
2* Ja

1 A 2 52 2 s 2
< 3 (1 - A—k) lollzry + = lleclm < 5 leellay -

Com as mesmas notagoes e argumentos utilizados na prova do lema 4.8, temos que

2 252 )
S 9 8(5 ,\_1 N )\ 2 1 N
Twsed < 5 lledlmy < - <a= 55" (“m) <y

V2a

Segundo caso: Se s > sg = ——.

J
Usando (4.25) e o lema 4.3, temos que

1 9 2 2 1 9% w—i—ut z
Iw+se) < —=s (IVe” = Med”) do — —s e + dx
2 Q 2 Q +

S
1 1 ..
< 39 [(vel ~Nel)de -0 [ e
2 o) 2* Qe

L .. Lt
05 (llecl s +lledlnga,)
1

1 * * * p—
552/ (|Ve€|2—)\|e€|2) dx — 532 / |€5|2 dr + Cs¥ 'z = D (s).
Q €

2*
dx

<

Aplicando o lema 4.6 a ®., temos que

N—2)

1 2

Hused < 005) <050 = 7 | [ (el =3l ae] " ([ fel” d) "ol

Usando as estimativas dos lemas 4.2, 4.3 e 4.4 sobre e, obtemos

1 N N-—-2
I(w + se) < NS? AO(e2) + O(e 2 ).

N —

Como > 2, para e suficientemente pequeno, temos que

—%Ao@) + 07 <0,
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Assim, I(w + se.) < %Sg para todo w + se. € ). Portanto, m@ax < %Sg. ]

Voltemos agora para a demonstracao do teorema 4.1, isto é, iremos provar a existéncia
de uma segunda solu¢ao nao nula para o problema (4.2). Observamos que os lemas 4.7 e
4.8 satisfazem a geometria do funcional I exigido pelo Teorema de Enlace sem a condigao
(P.S.) (Ver apéndice, Teorema C.8). Portanto, existe uma sequéncia (v,) C Hg(Q), tal

que,

1 1 .
I(v,) = 5/9 (|an|2 —\ |Un|2) dx — >/, (v + u,f)zr dx =c+o(1) (4.28)

< I'(vy), 6 >= /Q (Vu,Vé — Av,¢) do — /Q (vn, + ut)i*_l ¢dx = o(1) H(bHHé (4.29)

para todo ¢ € H}(2), onde ¢ é o nivel minimax do Teorema de Enlace com e, = Px¢, e
€ < €q suficientemente pequeno, de modo que garanta a validade dos lemas 4.8 e 4.9, e do
conjunto Q.

Primeiro, mostraremos através do lema 4.10, que a sequéncia (v,,) é limitada em Hg (£2).

Lema 4.10. Suponhamos N > 6, A < A\gy1 e (v,) uma sequéncia (P.S.)., entao (v,) é
limitada em H}(S2).

1
Demonstracao: Fazendo I(v,,) — 5 < I'(vy,), v, >, obtemos

1

2% 1 2% _1
5/ (Vn + )y dr+ = g (vn +ue)y  vnde < e en vall gy +o(1), (4.30)

2

onde ¢, — 0 quando n — oo. Por outro lado, de maneira analoga ao que fizemos em

(3.13), obtemos:

/ (v + ut)?:_l vpdr = / (vn, + ut)i* dx — / (vn, + ut)i*_l updx. (4.31)
Q Q Q

Substituindo (4.31) em (4.30), encontramos

1 « 1 .
N/Q(vn +ut)i dr — 5/9(% —|—ut)i Yude < c+ ¢, HUHHH(% + o(1).

Como u; < 0, obtemos da desigualdade acima que

N+42

. N N2
(/Q (vn, + ut)i dx) <k+en anHHfg : (4.32)
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Escrevendo v,, = =, + w, com x,, € X e w, € W, por (4.29) temos que

/ (Vz, + Vw,) Vz, — ANz, + w,)z,) de = / (v, + ut)i*fl xpdr + o(1) ||:1:n||H6 :
Q Q
(4.33)

Utilizando a proposi¢ao 2.5 e a estimativa (ii) da proposi¢ao 2.2 em (4.33), obtemos

A
<1 — —)\ ) Hani{é < / (‘Vxn|2 - ‘xn‘2) dx
k+1 Q

= (v, + ut)i*_l Tndr + &y ”xn”Hg :
Q

(4.34)

Aplicando as desigualdades de Holder e Young com ¢ em (4.34) e utilizando (4.32), obte-

mos

1
3

2% 1
A * 2% « 2
(1_—) Il < (/ (o + )2 dx) (/ . dx) +en 2nll
Akl 0 Q Q 0

2 Nt2
*

2+ 2 2+ B
< e (/ |, | dac) + C. (/ (Vn + ug)] dm) +én ||JJTLHH&
Q 0

2

o 2% N2
< e[l de)” o+ Corn (lenllf +lmallg)-
Q

Como H(Q) < L¥ () (ver apéndice, Teorema C.5), entao ||z, || < M ||xn||§{01 Por-

tanto, reescrevemos a desigualdade acima da seguinte forma,

A 2 g2
1= 2 ) = Me| ol < Gt (ol +loully) . (439
. A
Fixando € > 0, tal que, (1 -5 ) — Me > 0, temos por (4.35) que,
k+1
2 =
loalliy < C+en (lonll gl + lonllg ) (4.36)

Usando um argumento analogo para w, € W, obtemos

el < €+ en (oall .+ el ) - (4.37)

Somando (4.36) e (4.37), obtemos:

2 2 =~ =~ ez~
lwalli + hwnllzy < 26 +2C onlly +C (Iallg + lwally) (4.38)

Por outro lado,
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2 2 2
(hall g + ol ) <2 (lallig + el )
o~ N42 _
~ = 42
< C+C (lmnllg + lwallgg) ™ +C (lwallyg + lwnllg)
Como N > 6 implica < 2, temos que a sequéncia (qy,) = HanHg + Hwn”Hg ¢
limitada. Como, ||[vllgy = lzn + wall gy < llzall gy + [[wnll g, temos que a sequéncia (v,)

¢ limitada em H}.

n
Como (vy,) ¢ uma sequéncia limitada em H}(€2), temos que:

v, — v em H}(Q),

v, = vem LI(Q), 2<q <2, (4.39)

v, — v q.t.p em €.
Pelas convergéncias em (4.39) e por I'(v,) — 0 no dual de H}(Q), segue que v satisfaz a

equacao

/ VoVdr — )\/ vpdr — / (v+ ut)i*_l pdr = 0,Vp € Hy(Q).
Q 0 0

e portanto, v é uma solugao fraca para o problema (4.2). Tomando ¢ = v € Hy(f),

temos:

/ (|Vv]2 — A |v|2) dx — / (v+ ut)f:_l vdx = 0. (4.40)
0 0

De maneira semelhante ao que foi feito em (4.13), temos que

/ (v+ ut)f_l vdx = / (v+ ut)i dx — / (v+ ut)?:_l ud. (4.41)
Q 0 Q

Substituindo (4.41) em (4.40), obtemos que

/(|VU|Z—A|U|2) dx—/<u+ut)3_* dx+/(v+ut)?:—1utdx:o. (4.42)
Q Q

Q
Lema 4.11. A soluc@o v obtida como o limite fraco da sequéncia (P.S.) é ndo nula.

Demonstragao: Pelo lema de Brézis-Lieb (Ver apéndice, Lema C.9), temos que

/Q (v + u)? di = /Q (o0 — 0% dz + / (v + u)? de + o(1). (4.43)

Q
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Primeiro mostraremos que

I(v, /\v o)’ d:c—% (00 —0)% do+o(l).  (4.44)
De fato, usando (4.28) e (4.43), temos que
I(v,) = %/ (IVon]? = M va|?) dm—2—1* (v —v)7 dm—2—1*/g(v+ut)?: dx + o(1)
= 5 LVl = )dx—1/<|w| ~ Mol?) dz + 1(0)
—% i (v, — U)i dz +o(1)

1 A
= —/ (IVv,* = |Vo]?) da — —/ (Jva]? = [v]?) dz + I(v)
2 Jo 2 Jq
1 "
—— | (va— )7 dz+o(1).
2% Ja

Como v, — v em L*(Q), entao / (]vn]2 - |v\2) dx — 0. Logo, pela igualdade acima,
Q

temos que

I(v,) :%/Q(|an|2—|Vv|2) dx+1(v)—l/g(vn—v)?: dz + o(1) (4.45)

Por outro lado,

/\V(vn—v)|2dx:/\an|2dx—2/V'uandx—|—/]V'U\de.
0 0 Q Q

Como v, — v em Hj (), entao / Vou,Vudr — / |Vo|? dz. Logo, pela igualdade acima,
Q Q

temos que

/ (|an|2 - |Vv|2) do = / |V (v, — v)|2 dx + o(1). (4.46)
Q Q

Portanto, de (4.45) e (4.46) obtemos (4.44).

De modo analogo, obtemos:

< I'(0n), v >= /Q IV (0 — 0)[2 dar— /Q (o0 — )% da— /Q (0n — 0)2 " wpda-to(l). (4.47)

Afirmamos que

/ (v, — "U)?:il wdr — 0, quando n — oo. (4.48)
Q
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N +2
N -2
L*(Q) — L* 71(Q). Como u, ¢ limitada e L? — L? !, entdo

/ (v, — v)?:_l wpdx / (v — U)?:_l |ug| do < M/ (v, — v)%:_l dx
) Q Q

]\AJH(vn — v)+H§;_1 — 0 pois v, — v em L*(Q),

De fato, como N > 6, entao 2* — 1 =

< 2. Logo, pelo teorema C.4, temos que

IN

IN

e portanto, (4.48) é satisfeito. Agora, usando (4.47) e (4.48) mais o fato de I'(v,) — 0,

temos que

/yV(vn—v)Fdx:/(vn—v)i* dz + of1). (4.49)
Q Q

Observemos que /Q (v, —v)7 dx & limitado, pois v, —v € HY(Q) < L* () (ver apéndice,
Teorema C.5), e portanto, como (v,) é limitada em Hj(Q) temos que ||v, — v/ 2 <

d||v, — UHH01 < d. Assim por (4.49), temos que

hm/va@ﬁmzkzo, (4.50)
Q

n—o0
onde u,, := v, — v.

Se k =0, entao v, — v em H}(Q), e por (4.44) e (4.49) temos que 0 < a < ¢ = I(v),
o que implica que v é nao nulo, pois I(0) = 0.

Se k > 0, usando a definicdo da constante 6tima de Sobolev definida em (4.7) e a

equagao (4.49), temos que
> 3
feally = 5 ([l ar)” 25 ([ ) ar)
- & (4.51)

Fazendo n — oo em (4.51), temos por (4.50) que, k > Sk™~ . Como k > 0, entao

w|z

k> ST, (4.52)

Suponhamos por absurdo v = 0. Entéo por (4.44) e (4.49), temos que

I(v,) = % /Q (00)?" d + o(1). (4.53)
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Por outro lado, como v = 0, por (4.49) e (4.50) temos que, / (Unﬁ: dx — k quando
Q

n — 0o. Como I(v,) — ¢, entdo por (4.52) e (4.53), temos que

1
N

[z

k
- > 2 4.54
c= 2 Sz, (4.54)

o que é um absurdo, pois contraria o lema 4.9. Portanto v é uma solucao fraca nao nula
para o problema (4.2). ]
Analogamente, como fizemos no capitulo anterior, a solucao v nao pode ser negativa,

e portanto v e v + u; sdo duas solugoes fracas e distintas para o problema (4.1).

Observagao 4.12. Observe que a condigao (P.S.). é satisfeita pelo funcional I para todo

1
c< NS% De fato, pelas equagoes (4.44) e (4.39) temos que

1
I(vn) = 1(v) +  llvn = vll3y +o(1).

Assim, utilizando (4.28) e I(v) > a > 0, obtemos

1 I o~
N ||Un—v|]12qé =1I(v,) — I(v) +0(1) < I(v,) +0(l) =c< NSQ'

Portanto,

S32 [|v, — vl * < 1. (4.55)
Por outro lado, por (4.49) e (4.55), e pela definigdo da constante 6tima de Sobolev temos:

2*
Hg

< lon—olly = [ ool do

/Q|V(vn—v)|2dx—/ﬂ(vn—v)i* dz = o(1),

o = vl (1= S7% low — v

i) = M=ol — ST o —

IA

o que implica em v, — v em H} () quando n — oo.
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Apéndice A
Resultados sobre a Teoria do Grau

Neste apéndice iremos mencionar e enunciar os principais resultados sobre o grau topolo-

gico de Brouwer num espago de dimensao finita e o grau topoldgico de Leray & Schauder.

Teorema A.l. (Teorema de Sard) Seja A um aberto do IRY, f uma funcdo de classe

CY(A,RN)e S ={x€A;Ji(x)=0}. Entdo f(S) tem medida nula.

Definigao A.2 (Definigao para o caso regular).
Considere Q C RN um aberto e limitado e C*(Q, IRY) o espaco das funcdes k- vezes
continuamente diferenciaveis em €.

Para o espago C*(2, IR") iremos considerar a seguinte norma:
Il = max sup | DV (@)

Sejam p € CHQ,RY) e S = {z € Q; J,(x) =0}, onde J,(z) = det¢/(x) representa o
Jacobiano de ¢ no ponto z, e x serd chamado ponto critico de ¢ se J,(z) = 0. Além
disso, diremos que y € IRY é um valor regular para ¢ se f~1(y)NS = @ e um valor singular
caso contrario.

Seja b € RN com b ¢ p(IQ) U p(S). Se x € p'(h) temos que J,(x) # 0, entao pelo
Teorema da Aplicagao Inversa ¢ é um difeomorfismo de uma vizinhanca U de = sobre

uma vizinhanga V de b, ou seja, ¢}, : U = ¢(U) =V ¢ um difeomorfismo.

Definigdo A.3. Sejam ¢ € CH(Q, RY) e b ¢ p(09Q) U ¢(S). Definimos o grau topolégico

da aplicacao ¢ em relagao a {2 no ponto b como sendo o nimero inteiro:

d(gp,Q,b) = Z sgn(Jw(a:))

z€p~1({b})

44
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onde a funcao sgn ¢é a funcao sinal definida por:

1, se t>0
sgn(t) = X o
-1, se t<0.

Teorema A.4. Sejam o € CH(Q, RY) e b ¢ ©(0Q) Up(S). Se d(p,Q2,b) # 0, entdo existe

um zo € €2 tal que p(zg) = b.

Lema A.5. Sejam ¢ € CH(Q, IRY) e b ¢ p(09Q) U p(S). Entdo existe uma vizinhanca U
de ¢ pela topologia de C'(2, IR™Y) tal que V v € U temos que:

1. b ¢ (09).
2. Se x € 1(b), entdo Jy(z) # 0.
3. d(,Q,0) = d(p,Q2,b).

Lema A.6. Sejam o € CY(Q, IRN) e by, by pontos de RN \ (p(02) U ¢(S)). Se by e by

estao na mesma componente conexa de IR™\ (¢(992) U (S)), temos que
d (907 Q7 bl) =d (907 Qa b2) :

Lema A.7. Sejam ¢ € C*(Q, IRY) e by, by pontos de RN \ (p(9Q) U p(S)). Se by e by

estdo na mesma componente conexa de IR™\p(92), temos que
d(,,b1) =d(p,Q,bs).

Definiciao A.8. Sejam ¢ € C(Q, IRY) e b um ponto pertencente a IRY tal que b & p(99)
e b € ¢(S). Considere C, a componente conexa de IRY \ p(9Q) que contém b. Como C,
¢ um aberto nio vazio de IRY \ p(99) e ¢(S) tem medida nula (pelo Teorema de Sard),
entdo C, contém pontos que nao estao em p(9IQ) U ¢(S). Portanto, definimos o grau de

Brouwer de ¢ em 2 no ponto b, sendo
d(p,Q,0) = d(p, Q) V x € Cyiz & ¢(S).

Lema A.9. Para ¢ € C2(Q2, IRY) e b ¢ p(052) existe uma vizinhanga U de ¢ na topologia
C(Q, IRM) tal que, para toda ¢ € U temos:

1. b ¢ 9(09),
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Lema A.10. (Invariancia por Homotopia de Classe C?)

Seja H(x,t) € C2(Q x [0,1], RYN), com b ¢ H(O x [0,1]). Entdo,
d(H(-,t),9,b) = constante, Vt € [0,1].

Definigao A.11. (O grau de uma fungao continua)

Definimos O Grau Topolégico de Brouwer para ¢ € C(Q, IRY), com b ¢ (992), como

sendo
d(p,Q,b) = d(¥,,0),¥p € U
onde,
_ 200 PN (1) — r
U={vec@ R v - vl < 5}
e

r = p{b.p(09)} = inf {[lb— o(2)] ;2 € 20} > 0.

A.12. Propriedades Principais do Grau Topolégico de Brouwer

(P1) Continuidade
Sejam ¢ € C(Q, IRN) e b ¢ p(09). Existe uma vizinha V de ¢ na topologia C(Q, RY),

tal que para toda ¢ € V temos que:
L b ¢ $(09),

(P2) Invariancia do Grau por Homotopia

Sejam H € C(Q x [0,1], IRY) e b ¢ H(99 x [0,1]). Entao,
d(H(-,t),Q,b) = constante, V¢ € [0, 1].

(P3) O Grau é Constante em Componentes Conexas de IRV \ ¢(09)

Se by e by estdo na mesma componente conexa de IRY \ p(99), tem-se que

d(@a Qa bl) = d(gO, Qa b?)
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(P4) Aditividade
Seja Q = Q; N Qy com Qy, Q) limitados e abertos de IRY. Se b & p(9;) U ¢(98s)
temos que

d(p) Q7 b) - d(ip, Qla b) + d(907 QQ; b)

A.13. Consequéncias das Propriedades Principais do Grau de Brouwer

(C1) Normalizagao

Seja I a projecdo canonica de Q em IRY, isto é, I(z) = x, entdo

1, se be
d(I,Q,b) = -
0, se b¢ Q.
(C2) Existéncia de Solugao
Se d(p,€Q,b) # 0 entdo existe um ponto xq € 2 tal que p(xg) = b.
(C3) Excisao
Sejam K C Q um fechado de IRY e b ¢ ¢(K) U ¢(95). Entao,

d(p,2,0) = d(p, 2\ K, ).
(C4) Dependéncia da Fronteira

Suponha que ¢ = v em 9Q e que p, 1 € C(Q, IRY). Entdo para todo b ¢ (99Q) tem-se
d(p, 2, b) = d(, Q, b).

A.14. O Grau Topolégico de Brouwer num Espaco de Dimensao Finita

Sejam V um espaco de dimensdo finita, 2 C V limitado e aberto de V., ¢ € C(Q,V) e
b um ponto de V' tal que b ¢ ¢(992). Entao o Grau Topologico de Brouwer sobre o espago

V pode ser definido de maneira analoga ao definido sobre o RY.

A.15. O Grau Topoléogico de Leray & Schauder

No que se segue, iremos denotar por E um espago de Banach real, e  C F um
subconjunto limitado e aberto de E. Seja T' € C(Q, E) uma aplicacao tal que T/(f2) esta
contido em um subespaco de dimensao finita de £. A aplicacao ® = I — T é chamada de

Perturbacao de Dimensao Finita da Identidade.
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Definigao A.16. (O Grau de uma Perturbacao de Dimensao Finita da Identidade)
Seja b € E com b ¢ ®(02). Se F' é um subespago de dimensao finita de £ que contém

T(Q2) e b, entdo definimos o Grau de Leray & Schauder de ® com relagao a §2 aplicado no

ponto b como

D(®,Q,b) = d(®lgp, 2N F,b).

Observagao A.17. A defini¢cao acima independe da escolha do espago de dimensao finita

que contém 7T'(£2) e o ponto b, isto &, se F, Fy sdo subespagos de dimensao finita que contém
T(Q) N {b} entdo
d(®|gnp,, XN F1,b) = d(Plgag,, QN Fy,b).

Definicao A.18. Diremos que uma aplicacdo T : Q — E é compacta se T é continua

e se T(Q) é um conjunto compacto de E. No que segue-se denotaremos por Q(f, F)
como o espaco de Banach dos operadores compactos T :  — F munido da norma da

convergéncia uniforme, isto é,

|T||,, =sup|T(z)|l,ondel|| ¢ uma norma em E.
T€Q

Definigao A.19. (O Grau de uma Perturba¢do Compacta da Identidade)
Seja ® uma Pertubacio Compacta da Identidade, isto é, ® = I —T onde T € Q(Q, ).
Se b ¢ ®(012), entao definimos o grau de Leray & Schauder de ® com relagao a € aplicado

em b, como sendo

D(®,Q,b) = D(®,,Q,b),

onde ®, é uma perturbacao de dimensao finita da identidade satisfazendo

|@Am—®@w<gwxeﬁ

r=p{b,®(0Q)} =inf {||b — ®(x)| ; 2z € 02} > 0.

Observagao A.20. A definicao acima independe da escolha do ®,., isto é, se &1 e P, sao

perturbacoes de dimensao finita da identidade satisfazendo

() - ()| < 5. Ve € Ti=1,2
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entao

D(q)la va) = D((I)% va)

A.21. Propriedades Fundamentais do Grau de Leray & Schauder

(P1) Continuidade com relagao ao operador T
Seja @ =T—T com T € Q(Q, E). Se b ¢ ®(09N) entdo existe uma vizinhanca U de T
em Q(Q, F), tal que VS € U temos que

1. b (I—8)(09),
2. D(I — 5,Q,b) = D(®,Q,b).
(P2) Invariancia do Grau por Homotopia

Seja H uma aplicagdo tal que H € C(Q x [0, 1], E), definida por H(z,t) = x — S(z,1),
onde S € Q2 x [0,1], E). Se b ¢ H(IQ x [0,1]) entdo

D(H(-,t),Q,b) = constante em [0, 1] .

(P3) O Grau é Constante em Componentes Conexas de E \ ¢(09)
Seja ® =1 —T com T € Q(, E). Se b; e by estdo na mesma componente conexa de
E\ ©(012), entao
D(®,9Q,by) = D(®,Q, by).
(P4) Aditividade
Sejam @ = I —T com T € Q(Q, E), e Q = Q;UQ, onde 0, Qy sio limitados, disjuntos
e abertos em E. Se b ¢ ®(0€;) U ®(0S), entdo

D(®,Q,b) = D(®,Qy,b) + D(®,Q, b).

A.22. Consequéncias das Propriedades Fundamentais do Grau de Leray &
Schauder

(C1) Normalizacao

Seja I a projecdo candnica de Q em E, isto é, I(z) = x, entdo
1

, se be()
D(I,Q,b) = o
0, se b¢ Q.
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(C2) Existéncia de Solugao

Sejam @ =1 —T com T € Q(, E) e b ¢ ®(0Q). Se D(®,9,b) # 0, entdo existe um
ponto xy € Q tal que ®(xg) = b.
(C3) Excisao

Sejam K C €2 um fechado de E e b ¢ o(K) U ®(012). Entao,

D(®,Q,b) = D(®,Q\ K,b).

(C4) Dependéncia da Fronteira
Sejam @ =T —~T eV =1-S,comT,S€QLE) Se U =>em IQebd¢ d0ON)
entao,

D(®,Q,b) = D(V,Q, b).



Apéndice B

Teorema do Passo da Montanha de
Ambrosetti-Rabinowitz e o Teorema de

Enlace

Neste apéndice iremos demonstrar o Teorema do passo da Montanha de Ambrosetti-

Rabinowitz e o Teorema de Enlace.

Defini¢ao B.1. Sejam X um espago de Banach e ® € C!'(X, R). Dizemos que ¢ € IR ¢
um valor critico de ® se existe u € X com ®'(u) =0 e ®(u) = c.
Denotaremos por ®¢ o conjunto de todos os pontos em niveis menores ou iguais a c,
isto é,
¢ ={ue X;P(u) <c}.
Definigao B.2. (Condic¢ao Palais-Smale-(PS))
Sejam X um espago de Banach e ® € C(X, R). O funcional ® satisfaz a condigao

(PS) se qualquer sequéncia (u,) C X tal que
|®(uy,)| < constante e ®'(u,) — 0 em X’

possui uma subsequéncia convergente.

Lema B.3. (Lema de Deformacao)
Suponha que ® € C!(X, IR) satisfaz a condigao Palais-Smale. Se ¢ € IR nao ¢ um valor
critico de ® entdo, para todo € > 0 suficientemente pequeno, existe n € C([0,1] x X, X)

tal que para qualquer u € X e t € [0, 1] tem-se:

o1
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1. n(t,u) =useu g & ([c—2¢c+ 2¢);

2. 7 (1, &) C do°.

Observacao B.4. O Lema de Deformacao garante que, para funcionais satisfazendo
(PS), se ¢ nao é um valor critico de um funcional, para e suficientemente pequeno, o
conjunto ®¢*¢ pode ser deformado continuamente, através do nivel ¢ para dentro do nivel
®¢¢. Assim, conjuntos de nivel suficientemente préoximos do conjunto de nivel correspon-
dente a ¢ podem ser deformados continuamente através do conjunto correspondente a ¢

até ficarem completamente abaixo do nivel c.

/_\C+E

Figura B.1: Lema de Deformacao

Teorema B.5. (Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz)
Sejam X um espago de Banach real e ® € C'(X, IR) satisfazendo a condigdo Palais-

Smale. Suponha que ®(0) =0 e que

1. existem constantes p, « > 0 tais que ¢ >, e
dB,

2. existe um e € X \ B, tal que ®(e) < 0.
Entao, ¢ possui um valor critico ¢ > «, com

c=inf max &(u),
gEFueg([O,l])
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onde I' = {g € C([0,1] X); ¢g(0) =0e g(1) =e}.

Demonstracao: Observe que podemos reescrever inf mé[xx] ®(u) como
g€l ueg([0,1])

inf max ®(g(1)). (B.1)

gel' te0,1]
Primeiro vamos mostrar que B.1 estd bem definido. Para isto iremos provar as seguintes

afirmacoes:

Afirmacgao B.6. Para cada g € I existe m[ax] D(g(t)).
te0,1
De fato, para cada g € T’ temos que ® o g € C([0,1],IR) pois ® € C}Y(X,R) e g €
C([0,1], X). Como ® o g é uma aplicagao continua no compacto [0, 1], entdo ® o g possui

maximo em [0, 1].

Afirmacao B.7. m[ax] ®(g(t)) > a para toda g € .
tefo,1
De fato, dado g € I" definamos h : [0,1] — IR, tal que h(t) = ||g(t)||. Além disso,

sendo e € X \ B, temos
h(1) = [lg(WIl = llell > p

h(0) = [lg(0)I[ = [0l = 0 < p.

Como h € C([0,1),IR) e h(0) < p < h(1) entdo pelo Teorema do Valor Intermediario
existe ¢ty € (0,1) tal que h(to) = |lg(to)|| = p, ou seja, g(ty) € 0B,. Segue da hipotese 1

do teorema que ®(g(ty)) > «, portanto m[ax] ®(g(t)) > o para toda g € I'.
te0,1

Observe que o conjunto H = { tIél{ng} ®(g(t));9 € I' p & limitado inferiormente por «,
portanto B.1 estd bem definido. Deno’tando c= ;rg zgl[(éi}lc] d(g(t)), segue da definigao de
infimo que ¢ > a.

Agora s6 falta mostrar que ¢ é uma valor critico para ®. Suponha por absurdo que ¢
nao seja um valor critico de ®. Entao, pelo lema de deformagao dado 0 < € < 1 (c — g),

2
existe n € C([0, 1] x X, X) tal que:
(i) n(t,u) =u,seu¢ & ([c— 2 c+2€),
(i) n (1, @) C .

Como ¢ = inf H, entdo existe uma g € I' tal que m[ax] ®(g(t)) < ¢+ e. Portanto,
te[o,1
g(t) € dte vt € [0,1].
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Defina a aplicagao continua h*(t) = n(1,g(t)). Pela hipotese 2, e pela escolha de ¢,
temos que ®(e) e (0) ndo pertencem a [c — 2¢, ¢ + 2¢], ou seja, e e 0 ndo pertencem a
®~![c — 2¢, ¢+ 2¢]. Logo, por (i) temos que h*(0) = 0 e h*(1) = e, portanto h* € I

Por (ii), temos h*(t) =1 (1,9(t)) € PVt € [0, 1], isto &, I%(l)éﬁ(q)(h*(t)) < ¢—e. Sendo

)

c=1inf H, entao ¢ < ¢ — €, o que é um absurdo. Portanto ¢ é um valor critico para ®. m

Figura B.2: Geometria do Passo da Montanha

Teorema B.8. (Teorema de Enlace)
Seja X um espago de Banach real com X = X;® X5, onde X; é um espaco de dimensao

finita. Suponha que ® € C}(X, R) satisfaz (PS) e
1. existem constantes p, o > 0 tais que @‘ >ae
6BpﬁX2

2. existem e € 0B; N X5 e R > p tais que CIDL)Q < 0, onde

Q= (BrNX;)®{re;0 <r < R}.

Entao, ¢ possui um valor critico ¢ > « caracterizado por

— inf
¢ = inf max (y(u)),
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onde

I'={yeC(@X);y=1,em Q}.

Demonstragao:

Primeiro iremos admitir que seja verdade ¢ = }Yrelg Igleaéc ®(y(u)) > «, e vamos provar
que ¢ é um valor critico de .

Suponha por absurdo que ¢ nao seja valor critico de ®. Logo, pelo lema de deformagao
dado 0 < € < % (c— %), existe n € C([0,1 x X, X) tal que para todo ¢t € [0, 1] e todo
u € X temos

(i) n(t,u) =u,seu ¢ &' ([c— 2 c+ 2¢),e
(i) 7 (1, BE+) © Be—e.

Denote H = {rileaécq)(”y(u));'y € F}. Como ¢ = inf H entdo existe v € I' tal que
max O(y(u)) < ¢+ ¢, ou seja, y(u) € T Vu € Q.

Defina a aplica¢ao continua h : @) — X, tal que h(u) = n(1,v(u)). Dado u € 0Q,
temos h(u) = n(1,u) e ®(u) < 0. Pela escolha de € temos que u & ®~!([c — 2¢, ¢ + 2¢]).
Entao, por (i) temos h(u) = n(1,u) = u, e portanto, h € I.

Por (ii) temos que h(u) = n(1,7v(u)) € ®°¢ Yu € @, ou seja, rileaéc@(h(u)) <c—e
Portanto, ¢ < max ®(h(u)) < ¢ —¢€, 0 que é uma contradi¢do. Logo ¢ é um valor critico
de .

Para cada v € T' temos que ® oy possui méaximo, pois ® oy € C(Q, IR) e Q é compacto
em X. Agora vamos provar que ¢ = iglf“ max ®(y(u)) estd bem definido e que ¢ > a.
Antes, iremos provar as seguintes afirmacoes:

Afirmacgao B.9. Dado v € I', e denotando por P a projecao de X para X, existe u € @)
tal que

(B.2)
|(Za = P)y(w)]| = p.

Para cada u € Q escrevemos u = v + re, onde v € BN X; e 0 < r < R. Defina a

homotopia H : [0, R] x (Br N X1) = R x X; dada por

H(r,v) = ([[(Ia = P)y(v +re)ll, Py(v +re)) .
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Como v 50 = I; entao, quando u € 0Q) nds temos
H(r,v) = ([lrell,v) = (r,v)

isto é, H = I; em 0Q. Em particular, H(r,v) # (p,0) para todo u € 0Q, pois por
hipotese p pertence ao aberto (0, R), o que ocasiona (p,0) € Q. Identificando R x X com
IR™ para algum n € IN, nés temos que grau de Brouwer d(H, @, (p,0)) esta bem definido.

Entao, pela propriedade da invariancia do grau de Brouwer por Homotopia,

d<H7 Qv (pv 0)) = d<Id7Q7 (IO: O)) =L

Logo, existe u € @ tal que, H(u) = (p,0), isto &, existe u € @ satisfazendo o sistema

acima.

Afirmacao B.10. Para cada v € I, temos v(Q) N 9B, N Xz # 0.

De fato, pela afirmagao anterior, existe u € @ tal que Py(u) =0, ¢ ||({g — P)y(u)| = p.
Fazendo w = v(u), temos que w € ¥(Q). Portanto, falta mostrar que w € 9B, N Xo.
Observe que ||w|| = ||(Is — P)y(u)|| = p, ou seja, w € 0B,. Como X = X; & X, entdo
existem wi, wy pertencentes respectivamente a X; e Xs, tais que w = wy + wy. Assim,
wy = P(w) =0, o que implica w = wq € Xs.

Como w € v(Q) N 0B, N X3, nés temos por 1. que

max &(y(u)) = (w) 2 o,

o qual, uma vez combinado com a definicao de ¢, implica ¢ > «.



Apéndice C
Resultados de Analise

Neste apéndice serao apresentados alguns resultado de anélise funcional utilizados neste

trabalho.

Teorema C.1 (Lax Milgram). (ver[3])

Sejam H um espacgo de Hilbert e a : H x H — IR uma forma bilinear que satisfaz:

(i) Continuidade: existe a > 0, tal que, |a(u,v)| < «||ul| ||v],V u,v € H e,

(ii) Coercividade: existe ¢ > 0 tal que ¢||ul]” < a(u,u),V u € H.
Entao, para cada f € H' (dual de H), existe um tnico u € H tal que :
a(u,v) =< f,v>,Vv € H.

Teorema C.2 (Rellich-Kondrashov). (ver[8])
Seja € um dominio limitado e aberto, com fronteira suave em IRY. Entao as seguintes

imersoes sao compactas:

(a) WHP(Q) — L) para p<nel <qg<p':= NN—_’;);

(b) WHN(Q) — L1(Q) para 1< ¢ < oo (aqui temos p = N);
(c) WhP(Q) — C(Q) para p>N.

Teorema C.3 (Desigualdade de Holder). (ver[8])

Sejam1<p<ooe1<q<oo,taisque,%4—%:1. Se f € LP(Q) e g € L), entao

foe LNQ) e / Fal < 11 gl e
Q

o7
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Teorema C.4. (ver[8])
Suponha que Q C RY(N > 1) é um conjunto limitado e 1 < p < ¢q. Se u € LI(Q),

entdo u € LP(Q2), e além disso, a imersao L4(Q2) < LP(2) é continua.

Teorema C.5. (ver|8|)
Seja 2 C IR" um dominio limitado e aberto, com fronteira suave. Entao temos as

seguintes imersoes continuas:

np
n—p
(b) Whn(Q) — L1(Q) para 1 < ¢ < oo (aqui noés temos p = n);

(a) WLP(Q) — LP", para 1 < p < n, onde p* =

(c) WtP(Q) < L>(Q) para p > n. No caso p = n nao é verdade em geral que W"(Q) —
L>(Q).
Exemplo: Seja 0 = B1(0) C IR?, r = [z| = /2] + 23 e u(z) = log(log 2), Vo € Q—{0}.
Entao u € H*(Q2), porém u ¢ L>(2) (ver|8], exemplo 7, pagina 173).

Teorema C.6. Desigualdade de Poincaré (ver|8])
Sejam € um dominio aberto e limitado de RY, e p € [1,00]. Entao existe uma

constante C' = C(Q,p) > 0, tal que, para todo u € WyP(Q) temos [ul|,, < C ||ullyyrp -
Definigao C.7. (ver [9])

(i) (Notagao de O grande) Nos escrevemos f = O(g) quando  — x¢, desde que exista

uma constante C' tal que, |f(z)| < C'|g(x)| para todo z suficientemente proximo de .

(ii) (Notagao de o pequeno) Nos escrevemos f = o(g) quando = — z, desde que
)
=0 [g(2)]

Teorema C.8. (ver Teorema 5.1 em [5])

= 0.

Sejam X um espaco de Banach e ® : X — IR um funcional C?, K um espago métrico
compacto e Ky C K um conjunto fechado. Seja fy : Ky — X uma fungao continua dada

(fixada) e defina a familia
P={feC(K,X): f=foem Ky},

onde C'(K,X) denota o conjunto de todas as fungoes continuas de K em X. Defina

c= chlelg max O(f(t)) e assuma:

max ®(f(t)) > max ®(f(¢)) Vf eT.

teK te Ko
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Entao Ve > 0 existe u. € X tal que:
(i) c < P(u) <c+e
(i) [ (ue)llx < e.

Lema C.9. Brézis-Lieb (ver [19])
Sejam Q C IRM subconjunto aberto e f, C LP(Q2) em que 1 < p < oco. Suponhamos

que
(i) (fn) seja limitada em LP(Q2) e

(ii) fn. — f qt.p em Q.

Entao,

tim [l = 110 = £12] = 1710

n—oo





