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RESUMO

Neste trabalho, os formalismos lagrangiano e hamiltoniano sio apresentados e, posteriormente,
aplica-se os métodos de quantizacdo de Dirac, BFFT e simplético ao Modelo de Skyrme, que é
um modelo que descreve os bérions e suas interagdes através de solucdes estiticas com energia

finita (s6litons) em um modelo sigma ndo-linear.

Palavras chaves: Dirac, BFFT, Simplético, Skyrme.



ABSTRACT

In this work, the lagrangian and hamiltonian formalisms are shown and then it applies the
quantization methods of Dirac, BFFT and symplectic to Skyrme model, which is a model that
describes the baryons and their interactions via static solutions with finite energy (solitons) in a

nonlinear sigma model.

Keywords: Dirac, BFFT, Symplectic, Skyrme.
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1.1 Introducéao

Muitas vezes, no estudo da dindmica das particulas, utiliza-se uma aplicac@o bastante
direta das leis de Newton. Porém, conforme a complexidade dos sistemas aumenta, a aplicacao
dessas leis torna-se mais dificil. A principal razdo para tal dificuldade reside no fato de que as
equagoes sdo de natureza vetorial e isso dificulta a obtengao das forgas e aceleragdes (1). Desta
maneira, formalismos diferentes do newtoniano podem ser tteis para a descri¢do do movimento
de sistemas dindmicos. Quando se fala em novo formalismo, entende-se que os resultados fisi-

Cos previstos serdo os mesmos, entretanto, a forma de obté-los seré outra.

Os formalismos lagrangiano e hamiltoniano fazem parte da mecanica analitica e s@o
exemplos de novas formulacdes que podem ser aplicadas a sistemas de particulas. Tanto no
formalismo lagrangiano quanto no hamiltoniano, as forcas tomam um papel secundério na des-

cricdo do movimento.

Uma importante defini¢do feita a partir do formalismo hamiltoniano, é a dos parénteses
de Poisson, a partir dos quais se obtém a evolucdo temporal de uma quantidade dinamica sob
o ponto de vista cldssico. Os parénteses de Poisson também sdo fundamentais na transi¢dao do

caso classico para o caso quantico, processo conhecido como quantizagdo canodnica.

A quantizacdo candnica relaciona os parénteses de Poisson aos seus respectivos comu-
tadores e opera de maneira eficaz em sistemas que possuam uma matriz hessiana nao-singular.
Para o caso de sistemas cuja matriz hessiana seja singular, tal quantizacdo leva a inconsisténcias

e € necessario buscar novos caminhos para assim faze-la.

Os formalismos de Dirac, BFFT (Batalin, Fradkin, Fradkina e Tyutin) e Simplético
corrigem algumas das inconsisténcias anteriormente citadas. Cada um destes métodos faz uso
de um recurso diferente para que se possa chegar a quantiza¢do candnica, conforme serd visto

neste trabalho.

O modelo de Skyrme, que ¢ um modelo que descreve os barions e suas interacdes atra-
vés de solugdes estdticas com energia finita (sélitons) em um modelo sigma nao-linear, serd

utilizado para exemplificar a aplicagdo dos formalismos de Dirac, BFFT e Simplético.

1.2 Objetivos

Este trabalho € iniciado com uma breve apresentacao de alguns conceitos que sdo a base
para a mecanica analitica. A partir dos conceitos basicos apresentados, o formalismo lagrangi-
ano passa a ser discutido e posteriormente, faz-se a passagem para o formalismo hamiltoniano,

dando-se énfase a importancia dos parénteses de Poisson.

Finalmente, os métodos utilizados nos formalismos de Dirac, BFFT e Simplético, sdo

aplicados ao modelo de Skyrme e uma comparacao entre o desempenho de cada método € feita.
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2.1 Coordenadas Generalizadas

Um dos conceitos fundamentais da mecénica € o conceito de particula. Entende-se por
particula, um corpo cujas dimensdes possam ser negligenciadas durante a descri¢do do mo-
vimento. A possibilidade de negligenciar tais dimensdes depende, obviamente, das condi¢des
fornecidas pelo problema. Por exemplo, os planetas podem ser considerados particulas quando
se leva em conta seu movimento ao redor do Sol, mas ndo quando se analisa suas rotagdes em

torno de seus eixos (2).

Quando se supde que a configuracdo de um sistema de particulas possa ser expressa
pelas dadas coordenadas cartesianas de cada particula, 3N coordenadas sdo requeridas para
N particulas. A qualquer instante, o valor destas coordenadas poderia ser expresso como um
conjunto de 3N nimeros. Por outro lado, se a posi¢do das particulas fosse expressa em termos de
coordenadas esféricas, outro conjunto de 3N niimeros seria usado para expressar a configuracao
do mesmo sistema num dado tempo. O processo de obten¢do de um conjunto de nimeros a partir

de outros é conhecido como transformacgdo de coordenada (1).

Entende-se por coordenadas generalizadas qualquer conjunto de niimeros que sirva
para especificar a configuracdo de um sistema. Para sistemas em movimento, estes nimeros

variam com o tempo e sdo tratados como varidveis algébricas (1).

Considerando a transformacdo de um conjunto de n coordenadas generalizadas. As

equagoes de transformacdo sdo da forma

r = r1<q17q27"'7qn;t>
2= r2(q17q27"'7qn;t>

’”k:’"k(QIaQZa--anQI); (211)

onde os s sdo as coordenadas ordindrias € os ¢'s sdo as coordenadas generalizadas (1).

Quando os valores das coordenadas generalizadas sdo especificados, o "estado meca-
nico" do sistema no instante considerado nio estd totalmente determinado de modo que sua
posicdo em um instante subsequente possa ser predita. Para dados valores das coordenadas, o
sistema pode ter quaisquer velocidades, e estas afetam sua posicao depois de um intervalo de
tempo infinitesimal dt. Se todas as coordenadas e velocidades sdo simultaneamente especifi-
cadas, sabe-se que o estado do sistema estard completamente determinado e seu movimento
subsequente pode, a principio, ser calculado. Matematicamente, isto quer dizer que, se todas
as coordenadas ¢'s e velocidades ¢'s sdo dadas em algum instante, as aceleracdes §'s naquele

instante sdo unicamente definidas (2).
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2.2 Vinculos

Vinculos sdo restricdes de natureza geométrica ou cinematica que limitam, a priori,
0 movimento de um determinado sistema mecénico (). Os vinculos podem ser classificados

como holénomos e ndo-holénomos, conforme sera descrito nas subsecoes 2.2.1 e 2.2.2.

2.2.1 Vinculos Holonomos

Seja um sistema descrito por n coordenadas generalizadas e m equagdes de vinculo da
forma:

tJ
P2
=

Om(q1,92, ..., qnit) =0 (m=1,2,....M). (

Sao ditos hoelénomos, vinculos que possuem a mesma forma da equacéo (2.2.1). Como exemplo

de vinculo holénomao. & nossivel citar o néndulo dunlo mostrado na Fioura 7 (1)

X

¥y

Figura 2.2.1 - Péndulo duplo

As hastes de comprimento /1 e /2 sido consideradas rigidas e de massa desprezivel. Além disso,
0 sistema oscila em torno dos pontos O e my, sendo seu movimento confinado a um tnico
plano vertical. Escolhendo-se as coordenadas (x1.y) e (x2,y2) para representar as posicoes das
particulas m e mo, respectivamente, as equacoes de vinculo terdo a seguinte forma:

2y 13 =0, (2.2.2)
(X2 —x1)2+ (2 —y1)> =13 =0. (2.2.3)

O que expressa o fato do comprimento das hastes ser constante e o fato das coordenadas
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(x1,y1,X2,y2) ndo serem independentes. Estes vinculos holénomos em particular sdo classi-
ficados como esclerondmicos ou estaciondrios, pois ndo dependem explicitamente do tempo.
Qualquer vinculo que seja explicitamente fun¢dao do tempo € chamado de reondmico ou nao-

estacionario (1).

Se, por outro lado, os angulos 6; e 0;, que representam os angulos que as hastes fazem
com a vertical, sdo utilizados como coordenadas generalizadas, ndo haverd nenhuma equacao

de vinculo, pois tais angulos sdo independentes (1).

Agora, seréd considerada uma equacgdo de vinculo da forma
Om(q1,q2,---,qn3t) <0 (m=1,2,....M). (2.2.4)

Este tipo de vinculo (também holdnomo) pode ocorrer, por exemplo, quando um conjunto de
particulas estd contido no interior de uma superficie fechada. Como uma ilustracdo, supde-se
que uma particula livre esteja contida em uma esfera fixa de raio a que € centrada na origem de
um sistema cartesiano. Usando x, y e z como as coordenadas da particula, a equagdo de vinculo

serd dada por
Py +2—ad?<0. (2.2.5)

Se x? 4 y% + 72 —a® < 0, a particula mover-se-4 no interior da esfera. Por outro lado, se x> 4y +
7> —a* = 0, a particula estard na superficie da esfera e serd necessario especificar as condicoes
de movimento neste instante, como por exemplo, o coeficiente de restituicao para colisdes entre

a esfera e a particula (1).

2.2.2 Vinculos Nao-holbnomos

Vinculos que ndo podem ser expressos na forma das equacdes (2.2.1) e (2.2.4), mas que
podem ser expressos em termos das diferenciais de coordenadas e possivelmente do tempo, sao

conhecidos como nao-holénomos e sdo escritos na forma

n
Y amidgi + amdt =0 (2.2.6)
i=1

em que os a’s sdo, em geral, fungdes dos ¢'s e do tempo (1). O indice m distingue as equagdes
de vinculo umas das outras (3). Além disso, se o vinculo € ndo holonomo, a equagio (2.2.6) é

caracterizada por ser nao integravel (1).

Como um exemplo de vinculo ndo-holénomo, pode-se considerar um disco de raio r

que rola sem deslizar no plano horizontal xy, como mostrado na Figura 2.
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Figura 2.2.2 - Disco de raio r rolando sem deslizar.

Sejam (x,y) as coordenadas de localizacao do ponto de contato, ¢ o dngulo de rotacao do
disco sobre um eixo perpendicular através de seu centro, e o o angulo entre o plano do disco e

0 eixo y. A exigéncia de que nao haja deslizamento durante a rotagdo implica em

dx —rsin(a)dp =0 (2.2.7)

dy—rcos(a)dp =0 (2.2.8)

uma vez que rd¢ representa o elemento diferencial ds ao longo do caminho tracado pelo ponto
de contato, e este elemento de linha infinitesimal faz um angulo e com a direcdo do eixo y ().

2.3 Graus de Liberdade

O niimero de graus de liberdade € igual ao niimero de quantidades independentes ne-
cessdrias para especificar a posicio de um sistema qualquer (). Em outras palavras, o nimero
de graus de liberdade € igual ao niimero de coordenadas que sdo usadas para especificar a con-
figuracdo de um sistema menos o nimero de equacdes independentes de vinculo. Por exemplo,
se n coordenadas sdo escolhidas para definir a configuragdo de um sistema, e se ha M equacdes
independentes de vinculo (1), o nimero s de graus de liberdade sera dado por

s=n—M. (

S
[’%)
—
el
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Muito frequentemente, € possivel encontrar um conjunto de coordenadas independentes
que descrevem a configuracdo de um sistema e que podem variar livremente sem violar os

vinculos. Neste caso, havera tantos graus de liberdade quanto de coordenadas (1).

Agora, o exemplo do péndulo duplo citado na subsecdo 2.2.1 serd retomado. Con-
forme foi visto, caso a posicdo das massas seja especificada pelas coordenadas cartesianas
(x1,y1,%2,y2), tais coordenadas néo serdo independentes, tendo em vista que as mesmas estao
conectadas pelas equacdes de vinculo (2.2.2) e (2.2.3). Neste caso, 4 coordenadas e 2 equagdes
de vinculo descrevem o sistema, resultando em 2 graus de liberdade. Foi visto também que se
os angulos 0; e 6, fossem utilizados como coordenadas generalizadas, ndo haveria nenhuma
equagdo de vinculo, pois tais angulos sdao independentes. Desta maneira, apenas 2 coordenadas

descrevem o sistema, resultando em 2 graus de liberdade.

E importante perceber que o nimero de graus de liberdade € uma caracteristica do pro-
prio sistema e ndo depende do conjunto de coordenadas particulares utilizado para descrever
sua configuracdo. Ou seja, enquanto a escolha das coordenadas influencia m e n, o nimero

s = n—m ¢ fixo para um dado sistema ().
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3.1 Principio de D’Alembert

Nesta se¢do, considera-se um sistema de N particulas cuja configuracdo € especificada
em termos das coordenadas r;. Supondo que, a um dado instante, forcas F; sejam aplicadas nas
correspondentes coordenadas, o sistema realizara pequenos deslocamentos arbitrarios or;. O

trabalho feito pelas forcas aplicadas serd dado por
W =) F;.6r; (3.1.1)

e € conhecido como trabalho virtual. Os pequenos deslocamentos sdo chamados de desloca-
mentos virtuais € recebem tal nome, pois s@o imagindrios, tendo em vista que se assume que
eles ocorram sem passagem de tempo, com as forcas aplicadas permanecendo constantes ().
Esses deslocamentos sdo consistentes com as for¢as e com os vinculos impostos ao sistema
em um dado instante 7 (4). O deslocamento virtual é designado por dr; para que se distinga do

deslocamento real dr; que ocorre durante o intervalo de tempo dt (1).

Supondo que o sistema que esteja sendo discutido esteja em equilibrio, a forga total
sobre cada particula serd nula, F; = 0. Entdo, claramente, o produto F;.dr;, que é o trabalho
virtual da for¢a F;, serd nulo também. A soma desses produtos sobre todas as particulas deve

ser igualmente nulo:

Y F;.6r;=0. (3.1.2)

(@)

A forc¢a F; pode ser decomposta entre forgas aplicadas, Fia , e forcas de vinculo, f;,

F,=F +f, (3.1.3)
entdo, a equacgdo (3.1.2) pode ser escrita como

Y F\9.81r;+ Y £.61; = 0. (3.1.4)

Os sistemas que aqui serdo tratados estardo restritos a sistemas em que o trabalho virtual
liquido das forcas de vinculo seja nulo. Por exemplo, se uma particula estd vinculada a mover-se
sobre uma superficie, a for¢a de vinculo serd perpendicular a tal superficie, enquanto o deslo-
camento virtual devera ser tangente a ela, dessa maneira, o trabalho virtual serd nulo. Isso ndo
serd valido se forcas de atrito estiverem presentes, entdo, sistemas desse tipo serdo excluidos da

formulacao que esta sendo aqui desenvolvida (4).
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Assim, como condi¢do para o equilibrio de um sistema, tem-se que o trabalho virtual

das forcas aplicadas € igual a zero:
Y F\“.8r, = 0. (3.1.5)
i

A equacdo (3.1.5) € frequentemente chamada de principio do trabalho virtual (4). Esse princi-
pio permite exprimir a condi¢ao de equilibrio de sistemas vinculados em termos somente das

forgas aplicadas (3).

O principio de D’ Alembert pode ser obtido a partir da segunda lei de Newton:
p,=F;. (3.1.6)
Devido a equacdo (3.1.3), é possivel reescrever (3.1.6) como:

pi—F =1, (3.1.7)

1

Multiplicando os dois lados da equacéo (3.1.7) por or;, obtém-se que
Y p;.6r;— Y F“ .61, = Y f.6r;. (3.1.8)
i i i
Uma vez que o trabalho virtual das forcas de vinculo € nulo, chega-se a

Y (p; —F\).6r; =0, (3.1.9)

i

que € o principio de D’Alembert. O principio de D’ Alembert constitui um método de escrever
as equagdes de movimento exclusivamente em termos das forcas aplicadas e € um passo inter-

medidrio para chegar as equagdes de Lagrange (3), que serdo tratadas nas se¢des subsequentes.

3.2 Principio de Hamilton

Seja um sistema caracterizado por N coordenadas generalizadas (independentes ou ndo).
A configuracdo desse sistema num certo instante #; é dada pelos valores das N coordenadas e
das N velocidades generalizadas no instante 7. Com o passar do tempo, 0 sistema vai evo-
luindo e, consequentemente, a configuracao vai mudando. No instante #,, a configuragdo sera

provavelmente outra (5).
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Sendo assim, como o sistema evolui da configuracdo 1 para a configuragdo 2? No caso
da formulagdo newtoniana, isto € dado pela segunda lei de Newton. Nesta se¢do, a evolucao

serd dada pelo principio de Hamilton (5).

Seja o sistema em questdo caracterizado por uma funcgdo escalar L, que dependa das N

coordenadas e N velocidades generalizadas, podendo também depender do tempo,
L=L(q1,92,---,9N:q1,42,---,4N;t), (3.2.1)
ou, compactamente,
L= L(qi,qi,t). (3.2.2)

Por ora, serd mencionado apenas que essa funcao € chamada de lagrangiana do sistema e que

a quantidade

15}
S= [ Laisdit)d (32.3)
141

€ chamada de acdo (5) e € um funcional (vide Apéndice A).

O principio de Hamilton, também denominado de minima agdo, estabelece que a evo-
lugdo do sistema da configura¢do 1 para a configuracdo 2 é tal que a agdo é um minimo (5).
Ou seja, de todas as maneiras possiveis para o sistema evoluir entre #; e 1, ele segue aquela em

que a a¢do tem um extremo. Portanto,

15)
5S=6 / L(gi,Girt)di = 0. (3.2.4)

n

3.3 Equacoes de Euler-Lagrange

Nesta sec¢do, admite-se que o sistema mecanico € descrito por coordenadas indepen-
dentes entre si, e essa independéncia € crucial para permitir a dedugdo das equacdes de Euler-
Lagrange a partir do principio de Hamilton. Tais coordenadas generalizadas mutuamente inde-
pendentes sempre existem quando todos os vinculos a que o sistema esta sujeito sao holdnomos.
Quando h4 vinculos ndo-holénomos presentes, €, em geral, impossivel introduzir coordenadas
generalizadas de tal modo que as equagdes de vinculo sejam identicamente satisfeitas (3). Na

proxima sec¢do, o caso com vinculos ndo-holénomos seré discutido.
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Utilizando célculo variacional (vide Apéndice A), a equacdo (3.2.4) pode ser reescrita

da seguinte maneira:

T oL oL

s =[5 (ZLour Lon)a
] l; Iq; dq;
1

N " [ JL oL dqi
- [ e () )

" [JL d [ JL d JL
= 550 i (500) - g ool

15}
1

JdL d JdL oL
= —08g;— ——=—0q; |dt+) —0g;
/l; <9Qi 7 dt dg; q) Zi:a%' 1

" (JdL dJdL oL
= Z <aqi — anl> 5qidt+;a—qi5qi

= 0. (3.3.1)

1)

N

Considerando que as extremidades das trajetdrias sejam fixas, ou seja, todas as trajetdrias ini-

ciam em ¢;(¢1) e terminam em g;(#;). Tem-se que:
5q,-(t1) = 56],‘(1‘2) =0. (3.3.2)

Usando (3.3.2) e (3.3.1), obtém-se:

15}
" (JL d aL)
— ——— | 8¢idt =0. (3.3.3)
tl/; (aq,- dt aq,-

Como os d¢/s sdo fungdes arbitrdrias do tempo, a integracdo representada por (3.3.3) s6 serd

nula se o integrando também for, ou seja

dL d JL

— = (3.34)
dg; dtdg;

A equacdo (3.3.4) é chamada de equacdo de Euler-Lagrange. Se a Lagrangiana de um dado

sistema mecanico € conhecida, essa equagdo resulta nas relacdes entre as aceleragdes, veloci-

dades e coordenadas, isto €, nas equagdes de movimento do sistema (2), que coincidem com as

equagoes decorrentes da segunda lei de Newton aplicada a sistemas mecanicos.
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3.4 Multiplicadores de Lagrange

E possivel deduzir as equagdes de movimento a partir do principio de Hamilton mesmo

no caso especial em que os vinculos sejam ndo-holonomos e dados pela equacao (2.2.6):

n
Y amidqi+ apdt = 0.
i=1

Supde-se que o sistema seja descrito por n coordenadas e esteja submetido a M vinculos
diferenciais independentes. Seja L a lagrangiana do sistema em que as forcas de vinculo respon-
séveis pela validade da equacgdo (2.2.6) ndo estejam inclusas. O principio de Hamilton implica

na equagao (3.3.3):

19}
" (9L d oL
/ ; (aq, i 9g )5q’d’
1

porém, agora, niao € possivel inferir que o coeficiente de cada 8¢; seja zero, tendo em vista
que os 8¢'s ndo sdo mais independentes. Cada 6¢; € um deslocamento virtual, pois o tempo
permanece fixo quando se executa a variagdo que leva ¢; em g; + 0¢;. De acordo com (2.2.6),

os deslocamentos virtuais devem obedecer a

n
Y amidgi =0, (3.4.1)

para que haja compatibilidade com os vinculos (usa-se dt = 0 para deslocamentos virtuais).
As n variagdes 9q,...,0¢q, tem que satisfazer as M equagdes (2.2.6), de modo que apenas
(n — M) variagdes dos ¢'s sejam independentes entre si. Trata-se, portanto, de determinagdo
de um extremo condicionado para o funcional S, e o tratamento segue a linha do método dos

multiplicadores de Lagrange do célculo diferencial (3)(vide Apéndice B).

A equagdo

th

/ Z Aom <Z am,5q1) dt = / Z ( Amam,> 8qidt =0 (34.2)

¢ uma consequéncia de (2.2.6) para valores arbitrarios dos multiplicadores de Lagrange A, (g, q,?), ..., A,(q,
(3). A adigdo de (3.3.3) a (3.4.2) resulta em

15)
" (JL d JL M
/ Z] (a_qi Tdrag mZI lm"mi) 0gidt =0, (3.4.3)
|
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Como os 8¢'s ndo sdo independentes, nada se pode afirmar a respeito do coeficiente de cada
0g; nesta tdltima equacdo. Com uma numeragdo adequada das varidveis, é possivel escolher
as (n — M) primeiras variagdes d¢i,...,0¢,—y como mutuamente independentes, com as M
tltimas varia¢des sendo determinadas em termos das (n — M) primeiras pela resolu¢do das M
equacoes (3.4.1). Por outro lado, ha M multiplicadores de Lagrange e € possivel escolhé-los de

tal modo que o coeficientes dos M tltimos &¢’s em (3.4.3) sejam nulos, isto &,

oL dJdL ¥
= 2= A =0 i =n—M-+1.....n. 3.4.4
90 di 3¢7i+n1z::1 mlmi = 0, i=n +1,...,n ( )

Com os A's determinados pelas equagdes (3.4.4), a equacdo (3.4.3) reduz-se a
M oL qoL M
— =+ Am@mi | 0qidt =0, (3.4.5)
/ lzi dq; dtdg; mz’l H)od
1

que s6 envolve os (n — M) primeiros 8¢;'s independentes entre si, implicando

L doJdL U .
aqi_zaqi+zzmamizo, i=1,....n—M. (3.4.6)

m=1

Em sintese, as equagdes (3.4.4) e (3.4.6) mostram que as equagdes de movimento do sistema

Sao

doL JL Y .
E&ql _a_ql_ Z A«mamia 1= 1,...,”. (3.4.7)

m=1

Mas a equacdo € insuficiente, pois agora hd apenas n equacdes para (n+ M) incdgnitas. As
M equagdes adicionais sdo as equacgdes de vinculo (2.2.6), que podem ser escritas na forma

equivalente

n

Y dmiditam =0, m=1,.. M. (3.4.8)
i=1

As equagdes (3.4.7) e (3.4.8) constituem um conjunto de (n+ M) equagdes para (n—+ M) incog-

nitas, e permitem a determinacdo univoca do movimento do sistema (3).
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4.1 Equacbes de Hamilton

Nesta secdo, serd vista uma forma alternativa de se descrever a mecanica cldssica que é
apoiado na funcao hamiltoniana. O ponto de partida continuard sendo o principio de Hamilton.
A evolugdo temporal do sistema serd dada pelas equagdes de Hamilton. Elas sdo equagdes
diferenciais de primeira ordem no tempo que, quando combinadas, levam as mesmas equagdes
diferenciais obtidas pelo formalismo lagrangiano, que por sua vez, eram as mesmas obtidas pela

segunda lei de Newton (5).

A formulacdo das leis da mecanica em termos da lagrangiana pressupde que o estado
mecanico do sistema € descrito pela especificacdo de suas coordenadas generalizadas e veloci-
dades (2). Por outro lado, o formalismo hamiltoniano utiliza das coordenadas generalizadas e

dos momentos do sistema para a descri¢do do movimento.

A passagem de um conjunto de varidveis para outro pode ser efetuado pelas chamadas
transformacoes de Legendre. A diferencial total da lagrangiana como funcao das coordenadas,

velocidades (2) e do tempo é

"/ JL JdL oL
) (a—qidq,- i a—qidqi) + L (4.L1)

Introduzindo a defini¢do de momento conjugado a g;:

dL
i= 3 (4.1.2)

P g

e

JdL
pi= 5" (4.1.3)

qi

a equacdo (4.1.1) pode ser reescrita como
. oL

dL =Y (pidg;+ pidg;) + Edt' (4.1.4)

i=1

E possivel escrever o segundo termo do lado direito de (4.1.4) da seguinte maneira:

n n n
Y pidgi=d(Y_ pigi)— Y dqidpi. 4.1.5)
i=1 i=1 i=1
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Substituindo (4.1.5) em (4.1.4), obtém-se

dL=) pidqi+d(}, pigi) = Y didpi+ 5 dr. (4.1.6)
i=1 i=1 =1

Passando o segundo termo do lado direito de (4.1.6) para o lado esquerdo, tem-se:

Z pigi) —dL =Y qidp; — Y pidgi — Edt
i1 i=1 i=1

= L oL
d(). pigi—L) =Y (¢idpi — pidq;) — Edl 4.1.7)
i= i1

O argumento da diferencial da equacdo (4.1.7) € a energia do sistema e é chamada de hamilto-

niana, sendo expressa em termos das coordenadas, dos momentos e do tempo:

H(p,q,t) szql : (4.1.8)

Escrevendo a hamiltoniana na forma diferencial, tem-se que

" (JH JH oH
H(p,q,t) Z( -dgi + apidpl)—ka—tdt. (4.1.9)

Comparando as equacdes 4.1.7 e 4.1.9, chega-se as equagéoes de Hamilton:

JH , JH

e (4.1.10)

qi =

A relacdo — %f = %Ij nao foi escrita, por ser uma mera identidade (5).

Agora, vale a pena fazer uma breve comparagdo entre os formalismos lagranginano e
hamiltoniano. No formalismo lagrangiano ha N equag¢des diferenciais de segunda ordem, de-
senvolvidas num espago com N coordenadas generalizadas, chamado espago das configuragoes.
No hamiltoniano, sdo 2N equacdes de primeira ordem e o espago possui 2N coordenadas (N
coordenadas generalizadas e N momentos), chamado espaco de fases. Como ja foi dito, ambos
fornecem as mesmas equacoes diferenciais. Nao havendo, neste caso, vantagens na escolha de

um ou de outro formalismo (5).

No formalismo hamiltoniano, os momentos e as coordenadas (quantidades independen-
tes) ocupam uma posicao quase que simétrica nas equagdes de Hamilton. O mesmo ndo ocorre

com as equacdes de Lagrange em relac@o as coordenadas e velocidades generalizadas (5).
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4.2 Parénteses de Poisson

Considera-se uma quantidade genérica, definida no espaco de fases, que serd designada
por A(q, p,t). A evolugdo temporal desta quantidade é dada por
dA
— = 4.2.1
i (4.2.1)

1

(2 245 28
—1 aCqul 9Pipl at’

Caso se queira que a expressdo (4.2.1) represente um evolucdo temporal consistente com o
mundo classico, deve-se usar as equacdes de Hamilton. Assim, substituindo em (4.2.1) g; e p;

dados pelas equagdes (4.1.10), encontra-se

O Y (LA
dt ~=\dqidp; dp;dq; ot
= {A,H}Jraa—?, (4.2.2)

onde {A,H} é, por definicdo,

dqidpi dp;idq;

(&A&H 0A 8H>7 4.2.3)

{A’H} = Z

i=1

que é chamado de paréntese de Poisson entre A e H. De uma maneira geral, o paréntese de

Poisson entre duas quantidades quaisquer A e B é dado por

(8A dB JA 83)‘ 42.4)

4,8} = ,;1 dq;dpi  9pidq;
Os parénteses de Poisson satisfazem as seguintes propriedades
{A,B} = —{B,A}
{AB,C} ={A,C}B+A{B,C}
{A+B,C} ={A,C}+{B,C}
{A,{B,C}}+{C,{A,B}}+{B,{C,A}} =0 (4.2.5)

A tltima relagc@o acima é chamada de identidade de Jacobi. Para o caso particular das quantida-

des p; e g;, tem-se

{api} = 8,
{gi:9;} = {pipj} =0, (4.2.6)
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que sdo chamados parénteses fundamentais de Poisson (5). A equagdo (4.2.2) d4 a evolugdo da
quantidade A sob o ponto de vista cldssico. Em termos quanticos, esta quantidade € transfor-
mada em operador e sua evolugdo temporal é dada pela equacdo de Heisenberg (vide Apéndice
O):

dA 1 JdA
= AH+ S 42.7)

A semelhanca entre as relagdes (4.2.2) e (4.2.7) sugere que as relacdes quanticas devam ser

obtidas das correspondentes cladssicas por substitui¢cdes do tipo
1
{A,B} — m [A,B]. (4.2.8)
i

Este processo de quantizacdo, introduzido por Dirac, é conhecido como quantizacdo candnica

O método de quantizagdo candnica opera muito bem em mecanica quantica para sis-
temas ndo-singulares, ou seja, sistemas em que o determinante da matriz hessiana, definida

por

9L
Y 0¢idg;]

(4.2.9)

¢ diferente de zero. Entretanto, para sistemas sistemas singulares, sistemas em que o determi-
nante da matriz hessiana seja zero, esse método leva a inconsisténcias. Desta maneira, no caso
de sistemas singulares, este processo de quantizacao deve ser modificado. No capitulo referente

ao formalismo de Dirac, este assunto sera discutido com maiores detalhes.
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5.1 Equacobes de Hamilton para Sistemas Vinculados

A quantizagdo de sistemas ndo-singulares €, em principio, direta. Escreve-se as equa-
¢coes de movimento de Hamilton na forma dos parénteses de Poisson e a correspondente versao
quantica € obtida substituindo-se os parénteses de Poisson pelos comutadores de seus corres-

pondentes operadores (6) divididos por ifi, conforme apresentou-se na equagao (4.2.8):
1
{A,B} — m [A,B].
i

Por outro lado, a quantizacdo de sistemas singulares ndo € trivial (6). Neste capitulo, apresentar-

se-4 a maneira correta de se proceder quanto a quantiza¢do candnica de sistemas singulares.

Considera-se um sistema discreto descrito por uma lagrangiana L(q, ¢) sem dependéncia
temporal explicita. Se a matriz hessiana € singular, entdo as equacdes definidoras dos momentos
canodnicos ndo podem ser todas resolvidas para as velocidades em fungdo dos momentos, por-
que nao constituem um conjunto de equacdes independentes. Como consequéncia, aparecem

relagcdes funcionais entre as coordenadas e os momentos do tipo (3)
$m(p.q) =0, m=1,...,M. (5.1.1)

Os ¢'s e p's sdo as varidveis dinAmicas da teoria de Hamilton. Elas sdo conectadas pelas rela-
coes (5.1.1), que sdo chamadas de vinculos primdrios (7). Portanto, os vinculos primérios sao

decorrentes unicamente da forma da lagrangiana (3).

A hamiltoniana continua sendo definida da forma usual H =} p;g; — L e a equagdo

1
(4.1.7) permanece vélida, mostrando que mesmo na presenca de vinculos a hamiltoniana é
uma fun¢do somente dos ¢'s e p’s (3). Entretanto, a hamiltoniana definida desta maneira ndo
€ unicamente determinada, porque se deve adicionar a ela qualquer combinac@o linear dos ¢'s

(7). Desta forma, a hamiltoniana modificada serd dada por

em que os coeficiente A,, sdo os multiplicadores de Lagrange. Para obter as equa¢oes de Hamil-
ton do movimento para sistemas em que hajam vinculos primadrios, o principio da minima acao

sera utilizado:
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15)
5 = & / L(gi,g)dr
31

15)
= 5/ (Zpiéi—HT> dt
n i

= 5/ (ZPiQi—H—ZM(Pm) dt

15}
_ s os  OHeo OHo o OPne o OPng
= /; <p16%+%6p1_ aQi 8‘]1_ 3pi5pl_lm a(Ii 85]1 Am 3Pi sz) dt
3]

15} _
_ d o (d \Ne o OdH_. JdH_ .  9dPu. . 0P
n /; _E (p15q1)— (Epl> 5q’+q’5pl_ a(]i 6‘]1_ api51?z A’m aC[i 6‘]1 lm api 6Pz:| dt
11
[§)

15}
oH —zmaﬂ> S+ <qi— oH —zmaﬂ> 5p; dt+/% (piBgi)di

i _(_pi_ 36]:’ 3%’ 9Pi 3191' ]
1 1
15} - _
. JH O Om . 0H a¢m> f
= —Pi—=——Am5 - |0qi+|di— 5 —Ans_ | Opi|dt+pibq;
t/z,: ( Pi™ 3, 3%’) 7 <q Ipi Ipi p_ piodil,
1
15} - _
B . oH A0 . . oH A0 .
= /Zl: (—pz—a—qi—lma—qi> 0q;+ (ql— Ep — A I > 51?,_ dt
ll
= 0, (5.1.3)

sendo que para passar da quarta para quinta linha dessa equacao, fez-se uso de

d
pi6qi = o (pi®qi) — pidq;. (5.1.4)

Uma vez que os 8¢.s e os O pls sdo fungdes arbitrdrias do tempo, a integragdo representada por

(5.1.3) s6 serd nula se o integrando o for. Portanto,

L P
7= 9171' " 3Pi
© oH 9
A Om (5.1.5)

PiN—a—qi— ma_q,

As equagdes (5.1.5) representam as equacdes de movimento de Hamilton com os vinculos de

primeira ordem incorporados.
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5.2 Parénteses de Dirac

Para chegar a defini¢do dos parénteses de Dirac, € util introduzir a nocdo de igualdade
fraca, denotada pelo simbolo ” ~ . Igualdade fraca € aquela que nio é necessariamente valida

em todo o espaco de fase, contrariamente ao que acontece com a igualdade forte ” = .

Escreve-se inicialmente as equagdes de vinculo na forma

Om(gq,p) =0 (5.2.1)

para lembrar que ¢, € numericamente restrita a valer zero, mas nao € identicamente nula em
todo o espaco de fase. Agora, levando em conta o conceito de igualdade fraca (3), serd utilizado
0 mesmo procedimento utilizado na se¢ao 4.2, mas para sistemas vinculados. Considera-se uma
quantidade genérica, definida no espago de fase, que serd designada por A(q, p,t). Conforme j

foi apresentado, a evolugdo temporal desta quantidade € dada pela equacao (4.2.1)
dA z”: dA N JdA L oA dA
ar ~ &=\ag i apP) o

Substituindo as equagdes de Hamilton dadas por (5.1.5) na equacdo anterior, obtém-se

dA oH 8¢m) 0A ( oH 8¢m)] 0A
— = + Am 5= -5 —Am + =
dt ; {8(], (3pl dp api dqi dqi ot

N Z’K{{(&A&H (9AE)H)+;L <8A%_8A8¢m)]+a_A
~ |\dqidp; dp;dq; "\ dq; dpi Ipi Iq; ot
0A

{AyH}+/lm{A,¢m}+§, (5.2.2)

Q

em que todos os vinculos estdo incluidos. No caso particular de A ser qualquer um dos vinculos
da teoria, vem que

ao,,
D (O HY + DO O} + S

{¢m’aH} + )mem’rm (5.2.3)

J ¢m

Q

Q

em que C,,, = { @, O} é uma matriz antissimétrica, ou seja, Cpy, = —Cppppyr-

d
Por consisténcia, 2[ ~ (0, uma vez que vinculos primdrios ndo devem evoluir no tempo.

Desta maneira, a partir de (5.2.3), obtém-se:
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_A‘m Cm’m ~ {(Pm'aH}
ﬂ,m Com <~ {(Pm/,H}. (5.2.4)

Multiplicando ambos os lados de (5.2.4) por Cn;/lm//, que € a matriz inversa de C,,,,,», chega-se a

A Comt Cr;’}n” Cn;’}n” {‘Pm’ H }
lm Smm” ~ Cr;’in” {¢m’ H }
Y C,;/:ﬂ {0, H}

Q

Am ~ —C. 1 {¢y,H}. (5.2.5)
Substituindo-se (5.2.5) em (5.2.2), tem-se que
dA 1 0A
E ~ {AvH} - {A7¢M} Cmm/ {(Pm'aH} + E
d0A
~ {AHip+ 5, (5.2.6)
t
em que
{AH}p = {AH} —{A, 0w} Cppy {0 H} (5.2.7)

€ o paréntese de Dirac entre A e H.

De uma maneira geral, o paréntese de Dirac entre duas quantidades quaisquer A e B €
dado por:

{AaB}D - {A>B} - {A7¢m} Cn_1n]1’ {(pm’aB}' (5.2.8)

Os parénteses de Dirac tém as mesmas propriedades que os parénteses de Poisson e satisfazem

a identidade de Jacobi (3), ou seja,

{A,B}p=—{B,A})
{AB,C},={A,C},B+A{B,C},
{A+B,C},={A,C},+{B,C},
{AAB,Cpip +{C{A,B}p}p +{B.{C,A}p}p =0 . (5.2.9)
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Os parénteses de Dirac dos vinculos com qualquer A(q, p) sdo nulos

(A0 }p = {A0w} —{A0n} C. L {0, 00}
(A}~ (A} Gy G
= {A 0w} —{A, On} Sy
= {A 9w} —{A, O}
= 0 (5.2.10)

Segue-se que os vinculos podem ser postos iguais a zero na hamiltoniana Hr antes de
calcular os parénteses de Dirac, de modo que Hr = H e as igualdades fracas podem ser tomadas

como igualdades fortes (3).

Comparando a equagao (5.2.6) com a equacdo de Heisenberg dada por (4.2.7)

dA 1 0A
dt ih[ Hl+ ot
sugere-se que
1
{AB}p— —[4.B]. (5.2.11)
l

Desta forma, a equagdo (5.2.11) representa o processo de quantizacio candnica ajustado para o

caso em que se estuda sistemas singulares.

5.3 Algoritmo de Dirac-Bergmann

Partindo da equacgdo (5.2.3) e do fato de % ~ 0, chega-se a seguinte condi¢do de

consisténcia:

{¢M7H}+M{¢mv¢m’} ~ 0. (5.3.1)

Dada a condi¢do de consisténcia, ha trés casos distintos, que serdo discutidos a seguir.

No primeiro caso, a condi¢do de consisténcia é identicamente satisfeita (0 = 0). Os
unicos vinculos da teoria sdo os vinculos primdrios ¢,, € os multiplicadores de Lagrange sdao

inteiramente arbitrarios, de modo que a dinamica contém fung¢des arbitrarias do tempo (3).

No segundo caso, a matriz ||{@y,, 9, }|| ndo é singular, isto é, det ||{ @, @, } || % 0. Desta

forma, as condi¢des de consisténcia determinam univocamente os multiplicadores de Lagrange.
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Finalmente, quando as condi¢des de consisténcia ndo se enquadram em nenhum dos
dois casos anteriores, tem-se um terceiro caso em que elas podem gerar vinculos secunddrios

da forma

xs(q,p) =0, s=1,...,8. (5.3.2)

A principal diferenca entre vinculos primdrios e secundarios € que os primeiros resultam mera-
mente da forma da lagrangiana e da definicdo dos momentos, ao passo que os ultimos exigem

o emprego das equacdes de movimento. Faz-se a seguinte imposicao:

Xs =X H} + 2 { X5, O } = 0, (5.3.3)

caso a equacdo (5.3.3) recaia nos dois casos iniciais, 0 processo encerra-se neste estigio. Se
isto ndo acontecer, aparecem outros vinculos secundarios e repete-se o procedimento, que é
conhecido como algortimo de Dirac-Bergmann. Apds um niimero finito de estdgios o processo

termina e obtém-se um conjunto de vinculos secundarios denotados por
$(q,p)~0,  k=M+1,... M+K, (5.3.4)

onde K é o numero total de vinculos secundarios (3).

5.4 Vinculos de Primeira e de Segunda Classe

Na terminologia de Dirac, a distin¢do entre vinculos primarios e secundérios ndo € es-
sencial. Sendo mais importante a classificacdo em vinculos de primeira classe e vinculos de
segunda classe (8). Uma fungdo A(q, p) € dita de primeira classe se o seu paréntese de Poisson

com qualquer um dos vinculos é fracamente zero, isto é,
{A, ¢} =~ 0. (5.4.1)

Se A € de segunda classe, o seu paréntese de Poisson com pelo menos um dos vinculos ndo é

fracamente zero (3).

Os vinculos primdrios de primeira classe tem um significado fisico importante, tendo
em vista que geram fransformagoes de calibre, ou seja, transformacdes candnicas infinitesimais
que mudam os ¢'s e p’s, mas ndo alteram o estado fisico do sistema (3), conforme sera verificado

a seguir.
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Sejam A e A’ fungdes do espaco de fase (g, p) evoluindo a partir de um estado inicial Ag
e com dois multiplicadores de Lagrange (9), A, € A/, respectivamente. As expansdes de A(7) e
A’(t) sdo dadas por

dA 1d%A

A(t) = Ag+ — - 2 542
(1) = Ao+ dt |(t=0) +2 dt? |(1=0) + ( )
€
dA’ 1d%A’
Al(t) =Ag+ — 4 —— P2 543
(1) = Ao+ dt 1(1=0) Jr2 dt? |(1=0) * ( )

Subtraindo (5.4.3) de (5.4.2) e trabalhando apenas até a primeira ordem, obtém-se

- (4] A
A(t)—A(t) = ( arlo—o " @ ([_O)) t (5.4.4)
Usando (5.2.2) em (5.4.4), tem-se que
JdA JdA
AN -A'(1) = {({AO,H}MMAO,%H a—;’) - ({AO,H}M,;{AO,%H()—;’)} t
= 1(Am— M) {A0, 9} (5.4.5)

Desta maneira, A e A’ estdo relacionados por uma transformacio infinitesimal que ndo afeta o

estado fisico, sendo ¢, um vinculo de primeira classe. Escreve-se a transformacao (5.4.5) como

©)

SA = en{A0, O} (5.4.6)

em que

Em=tAn—A,). (5.4.7)

O mesmo estado € descrito por A ou por A + §A. Mas a equacio (5.4.6) é uma soma de trans-

formacdes candnicas infinitesimais, cada uma gerada por ¢,, com parametro associado &,.



CAPITULO 5. Formalismo de Dirac 37

5.5 Aplicacao ao Modelo de Skyrme

O modelo de Skyrme é uma teoria efetiva que descreve os barions e suas interacdes
através de solucdes estaticas com energia finita -s6litons- em um modelo sigma ndo-linear.

Considera-se que a lagrangiana cléssica estdtica para o modelo de Skyrme € dada por
_ 3 5 7% QUUT 1 o P 2
L= [dr|-TE THOUIU") + o Tr|UT9U.U jU} : (5.5.1)

em que Fy € a constante de decaimento do pion, e ¢ um pardmetro adimensional e U é uma
matriz SU(2) (10).

Executando a expansdo semi-cléssica coletiva e substituindo em (5.5.1) U (r) por U (r,1) =
A(t)U(r)A'(t), onde A é uma matriz SU(2), obtém-se

L=—-M+1Tr[dAdA '], (5.5.2)

sendo M a massa do séliton, que na representagio "hedgehog" para U, U = exp(it-?F(r)), é

dada por

o)

F 1 in?F] 1sin?F [sin’F

M:47r—”/x2— pryd T SRS T o2 g, (5.5.3)
e 8 x2 2 x2 x2

0

em que x € uma varidvel adimensional dada por x = eFy;r e I é o chamado momento de inércia,

dado por
4 3
1= 2n(1/e F)A, (5.5.4)
com
< F/2 : 2F
A= /x2 sin F {1 +4 <+—§’m)} dx. (5.5.5)
X

0

Sendo as condi¢des de contorno para F' dadas por

F(o0) = 0. (5.5.6)



CAPITULO 5. Formalismo de Dirac 38

A matriz SU(2) A pode ser escrita como A = ag + ia - T, com o vinculo

o =aa;i—1, i=0,1,2,3. (5.5.7)

Assim, a lagrangiana simplificada para o modelo de Skyrme serd escrita como

L=—M+2ld;d;. (5.5.8)
O momento conjugado a a; €
dL
Ty = =— = 4ld;, (5.5.9)
8al~

A hamiltoniana transformada parte da equacdo (5.1.2):

Hr = H+M¢
= Tyd; —L+11¢1
= TMydi+M—2lda;a; + A(aja; —1). (5.5.10)

Utilizando (5.5.9) em (5.5.10), obtém-se

1
Hp:M+§%%ﬁMmM—w (5.5.11)

A evolugdo temporal de ¢; serd dada por

d¢i (0)
1
= Zalnal (5.5.12)

A equacdo (5.5.12) representa um vinculo secundério, portanto

(Pz = a;Ty;. (5.5.13)
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Introduz-se o vinculo ¢, na hamiltoniana utilizando o multiplicador de Lagrange A,

1
oY =M+ o o, + A (aiai — 1) + AoaiTy, (5.5.14)

Utiliza-se, entdo, a condicao de consisténcia dada pela equagado (5.3.1) para os vinculos @; e ¢,.

{¢2,H§1)}+/12{¢2,¢1}%0- (5.5.15)

Uma vez que {@,, 91} = 2a,a; # 0, observa-se que néo se gera mais nenhum vinculo via esse
procedimento iterativo, ja que ¢; e ¢ sdo de segunda classe. A partir da equagdo (5.5.15) s6
serd possivel obter o multiplicador de Lagrange A,. Logo, todos os vinculos da teoria foram

encontrados. Sdo eles:
(])1 = a;a; — 1, (5.5.16)
(Pz = a;Ty;. (5.5.17)

O préximo passo, é obter a matriz Cy; = {¢, ¢;} e, posteriormente, sua inversa, para

que assim se encontre os parénteses de Dirac. A matriz Cy; é dada por

S <{¢1,¢1} {¢1,¢2}>
kIl —
{02,010} {92,02}

_ 0 2(11(11 (5 5 18)
—2alal 0 o
Utilizando Cy,C ;nl = O, Obtém-se a inversa da matriz (5.5.18)
1
Cy' = ( N > (5.5.19)
kI — 1 D.
—2ala1 O

Assim, utilizando a equagdo (5.2.8), é possivel calcular os parénteses de Dirac da teoria, con-

forme serd mostrado a seguir:
{ai,a;}p = {ai,a;} — {ai, 5} Cy' {1,a;}, (5.5.20)

uma vez que {g;,a;} =0, tem-se
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1 .
{ai,ajlp = —( {ai¢1} {ai, ¢} ) < (1) 262,)51, ) < ii;yaﬁ )

720[&/

1
:—(O ai>< ? Zalaz><0)
—2a1a1 O _aj

= 0. (5.5.21)

O préximo paréntese de Dirac serd dado por

{ai,nj}p = {ai, 7;} — {ai, e} Ci {1, 7}, (5.5.22)

uma vez que {a;, w;} = &, tem-se

1 ;
{aj,7mj}p = 5ij_( {ai; 01} {ai, 92} ) ( (1) 2"(’)’” ) ( ii’;ﬁ )

—2a1a,
0 | 2a;
= 6ij—<0 ai>< | 2a(l)az><7r.f>
—2a1a1 J
= 5 — 4 (5.5.23)
aaj

Tomando o vinculo ¢; fortemente igual a zero, o paréntese de Dirac dado por (5.5.23)

pode ser escrito como
{ai,7j}p = 6ij — aja;. (5.5.24)
Finalmente, o dltimo paréntese de Dirac serd dado por
{mmj}p = {m.m;} — {m, 6} Gy {00, 773, (5.5.25)

uma vez que {7;, 7;} = 0, tem-se

1 )
{ﬂi,ﬂj}p = —( {71'1',(1)1} {7751’7(])2} > ( (1) 2a(l)al > ( }Z;zﬁ >

—2a1a1
0 L 2a;
_ 2a;a J
= —(—Zai —7'E,~>< | (1)1 '
7261[&[ 7[]
a;7; B a;m;

= . (5.5.26)
ajaj aap
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Tomando o vinculo ¢; fortemente igual a zero, o paréntese de Dirac dado por (5.5.23) pode ser

escrito como

{ﬂi,ﬂj}p =aqt; —a;n,. (5527)

Logo, os seguintes parénteses de Dirac foram obtidos:

{ai,aj}p =0, (5.5.28)
{ai,7j}p = 0;j — aja;, (5.5.29)
{m,nj}p =aimj—a;m. (5.5.30)

Logo, a quantizacdo candnica para esse sistema pode ser efetuada utilizando a equagao (5.2.11).
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6.1 Quantizagao Simplética

Faddeev e Jackiw (1) apresentaram um econdmico procedimento de quantizacdo que
elimina o célculo dos parénteses de Poisson e as operacdes de rotina do método de Dirac medi-
ante o uso de um tensor simplético. Tal procedimento € inferido a partir de uma lagrangiana de

primeira-ordem (!2), conforme serd discutido.

Para obter uma notag@o mais concisa, o conjunto de coordenadas e momentos serd de-
notado por apenas uma quantidade y* (o = 1,2,...,2N) (a partir desta sec¢do, a distin¢do entre

os indices covariantes e contravariantes passara a ser feita), em que

YW = pi, (i=1,2,...,N). (6.1.1)

Assim, o conjunto de parénteses de Poisson fundamentais, reduz-se simplesmente a
%P} =€, (6.1.2)

em que €% ¢ um elemento da matriz

apy_ [ O 1
(e%F) (-1 0) (6.1.3)

sendo que 0 é uma matriz nula N X N e I é a matriz identidade N x N. O paréntese de Poisson
entre duas quantidades A(y) e B(y) é dado por

{A(y),B()} =" 9,A B, (6.1.4)

onde dy = 9/dy*. A quantidade €*F garante a antissimetria usual dos parénteses de Poisson

(para o caso bosonico) (13).

Observando a equacdo (6.1.2), pode-se concluir que a generalizagdo dos parénteses de

Poisson, para o caso de sistemas vinculados, € do tipo

(%P} = roP, (6.1.5)

em que f @B deve ser um tensor antissimétrico e nao-singular (sendo que a nao-singularidade

também ¢é verificada para €*P). O tensor f*F é chamado de tensor simplético. Neste ponto,
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€ possivel compreender em que se baseiam os métodos de Dirac e simplético. O primeiro é
desenvolvido olhando-se para o lado esquerdo da equacdo (6.1.5), ou seja, ele procura ir gene-
ralizando os parénteses de Poisson com a inclusdo dos vinculos até chegar a forma final quando
todos os vinculos foram considerados. No caso do método simplético, olha-se para o lado direito
da equacgdo (6.1.5). A ideia € ir usando os vinculos com o intuito de ir deformando a estrutura

geométrica da teoria até que o tensor simplético possa ser obtido (13).

Este método lida com lagrangianas de primeira ordem. E oportuno comentar que isto
nao é uma restricdo séria, tendo em vista que todos os sistemas conhecidos que sdo descritos
por lagrangianas quadraticas, podem ser escritos na formulagdo de primeira ordem. Isso é con-
seguido estendendo-se o espaco de configuracdes com a introdugdo de campos auxiliares. Esses

sdo, geralmente, 0s momentos; mas isso ndo € necessariamente obrigatorio (13).

Seja um sistema descrito por uma lagrangiana de primeira ordem do tipo:

L=Aq(y)y* =V (y). (6.1.6)

Substituindo (6.1.6) na equagdo de Euler-Lagrange, obtém-se
fapd? = aV, 6.1.7)

sendo fug = (daAp — IpAq).

Caso os coeficientes Ay (y) sejam tais que f5 seja singular, isto €, det(fqp) = 0; haverd
vinculos no sistema. Desta maneira, a obtencdo do tensor simplético f* ndo pode ser feita
de forma imediata. Esse problema serd resolvido utilizando-se os vinculos para produzir uma
espécie de deformacdo na estrutura geométrica, o que leva ao aparecimento de um novo tensor,

que pode ser ndo-singular. Quando isso ocorre, a nova quantidade levard ao tensor simplético.

Seja a quantidade singular acima mencionada indicada por f gg. Considerando-se que a

(0)

mesma tenha M (M < 2N) modos zero vy,’,comm =0, 1,..., M. Isto significa que

i) = 0. (6.1.8)
Aplicando-se v,, em ambos os lados da equagdo (6.1.7) e usando (6.1.8), chega-se a

w3,V =0. (6.1.9)

A equacgdo (6.1.9) pode ser um vinculo Q,, e supde-se que o seja. Agora, introduzir-se-a o

vinculo Q,, na parte cinética da lagrangiana por meio do multiplicador de Lagrange A,,;:
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L0 = AQN 4 2y v
= ALY+ A0y — VO
=AY 4 2,0,00)y% —v©), (6.1.10)

Desta maneira, as varidveis simpléticas passam a ser &, = (Y%, 4,,,). Através de (6.1.10) é pos-

sivel identificar as quantidades AS") e A;in):

AL =AY+ 4,0.90) 6.1.11)
A%n) — 0. 6.1.12)

Assim, obtém-se 0s novos tensores

fiig = daly) — 3pA) (6.1.13)
Fim = 9aAy) = 3uAY,) = —d,A5) (6.1.14)
fonl = 8mA$f — rMEﬁj =0, (6.1.15)

sendo d, = 9/ A,

Se det(f (1)) # 0, todos os vinculos da teoria foram eliminados, consegue-se obter o
tensor simplético e, consequentemente, os parénteses de Dirac. Caso contrério, o procedimento

anterior deve ser repetido quantas vezes forem necessarias (13).

6.2 Aplicacdo ao Modelo de Skyrme

Conforme apresentou-se na secdo 5.5, a lagrangiana em primeira ordem para o modelo

de Skyrme é dada por
LO = ma; —vOED), (6.2.1)
em que

v(© (ééo)) =M+ Silmm +n(aia; —1) (6.2.2)
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e as varidveis simpléticas sdo 5&0) = (a;,m;, M), ou seja, 51(0) = a;, 52(0) =Te 5350) = 1. Logo,

obtém-se os seguintes coeficientes

1=
AP =0
AV —o

f0_ %% 0Aa
Portanto,
fir fiz fi3
0
féﬁ) = 21 S f23
31 fxn f3
0 —8up O
= | 8 0 O
0 0 0

A matriz (6.2.7) tem o seguinte modo zero:

e é singular.

A partir de (6.1.9), tem-se que

0 = v,(qi) ) amV(O)
= V(IO) 81V(0) + V&O)azv(o) + vg0)83V(0)

d 1
= 5= M+ Zmm iai— 1
P +817t7r+17(aa )
= aiai—l
= 0.

(6.2.3)
(6.2.4)
(6.2.5)

(6.2.6)

(6.2.7)

(6.2.8)

(6.2.9)
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A equacdo (6.2.9) representa um vinculo e este serd introduzido na lagrangiana L) através do

multiplicador de Lagrange p. Logo,

LV = ma;—vOED) +p0©

= mai—VW(ED) +p (aid)
= (m+pai)a;—VI(ED), (6.2.10)

sendo que

= M+ —mm,. (6.2.11)

o - : . .
As novas varidveis simpléticas sdo éé ) = (aj, m;, p). Desta maneira, obtém-se os seguintes co-

eficientes:

A = 7+ pa;, (6.2.12)
Al =0, (6.2.13)
Al =o. (6.2.14)

Utilizando (6.2.6), chega-se a matriz f 0(51[3)

0 —(Sl‘j —aj
fa=8& o o | (6.2.15)
a; 0 0
sendo seu modo zero dado por
0
W= a |. (6.2.16)
—1

A matriz representada por (6.2.15) também € singular, entdo uma nova iteracao serd necessdaria.

Usando (6.1.9) novamente, chega-se a
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0 — vgnl)amv(l)
o ol

N a’&ﬂ:,- g1 ap g1 "

= aiT

— oW, (6.2.17)

Este vinculo serd inserido no setor cinético da lagrangiana (6.2.10), sendo assim, obtém-se

LD = (mi+paa—VO(EL) +poll
= (m+pa)di — VI (ED) + pait + paim
= (m+pa;+ um)d; + pait; — VA (EP). (6.2.18)

e ~ £(2 i 1
As novas varidveis simpléticas sao éé ) = (aj,m;,p, 1) e o potencial simplético torna-se

vOET) = v

Q=0
= vilED). (6.2.19)
Agora, as quantidades Asxz ) s30 dadas por
AP = 7+ pa; + um;, (6.2.20)
AP = ua;, (6.2.21)
AP =0, (6.2.22)
AP =o. (6.2.23)

E, novamente, utilizando (6.1.9), obtém-se fézﬁ)

0 —5,']' —a; —T
oj O 0 —a
a 0 0 0
TT; a; 0 0

fug = (6.2.24)
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Como a matriz (6.2.24) ndo € singular, € possivel calcular sua inversa, obtendo o tensor simplé-

tico f ézﬁ):

Fap fPY = 8ay. (6.2.25)
Portanto, tem-se que
0 51' j —aid;j a; 0
faﬁ(z) _ —5,']‘ +aa; ajm—aix; —n; a; (6.2.26)
—aj T 0 —5,'j
0 —a; 3," 0

A partir da matriz (6.2.26), consegue-se obter os parénteses de Dirac:

{ajaj}p=f1=0 (6.2.27)
{ai,mj}p = f1* = & —aia; (6.2.28)
{717,‘,717]'}1) =f22 =a;m; —a;m;. (6.2.29)

Conforme o esperado, obteve-se os mesmos parénteses obtidos no capitulo referente ao forma-

lismo de Dirac.
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7.1 Introducao ao Procedimento BFFT

Neste capitulo, serd feito o uso de um formalismo candnico geral desenvolvido por
Batalin, Fradkin, Fradkina e Tyutin (BFFT) (14) (15) para converter de maneira sistemdtica um
sistema dindmico com vinculos de segunda classe em um sistema com vinculos de primeira

classe (0), introduzindo graus de liberdade extras.

Os vinculos iniciais de primeira classe (caso estejam presentes no sistema) € o hamil-
toniano inicial também precisam ser convertidos em novos objetos, dependentes das varidveis
extras, tal que se tenha, como um resultado, um novo hamiltoniano em involu¢do somente com

os novos vinculos de primeira classe.

Assim, dentro desta formulagdo, o problema de quantizacdo de sistemas com vinculos
gerais reside no fato de se reduzir esses vinculos para o caso somente de vinculos de primeira

classe, para os quais o esquema de quantizacio j4 é bastante conhecido.

O conjunto completo de vinculos de primeira classe que aparecem como resultado do
procedimento de conversdo gera uma dlgebra de calibre, chamada "4lgebra de calibre efetiva".

Os vinculos efetivos que surgem apds a conversao podem ser abelianos ou ndo-abelianos.

7.2 Conversao Abeliana de Vinculos de Segunda Classe

Considera-se um sistema descrito por um hamiltoniano H no espaco de fase (¢', p')
comi=1,2,...,N. Aqui, supde-se que as coordenadas sdo bosdnicas. Também supde-se que
s6 existem vinculos de segunda classe. Denotando-os por 6,,,comm =1,2,....M < 2N, tem-se

que
10m, 0 } = A (7.2.1)

em que det(A,,,7) # 0 (16).

Conforme j4 foi dito, o propédsito do formalismo BFFT é converter vinculos de segunda
classe em vinculos de primeira classe. Tal objetivo € alcancado pela introducdo de varidveis
canoOnicas, uma para cada vinculo de segunda classe (a conexao entre o numero de vinculos de
segunda classe e as novas variavéis em uma correlacio de uma a um € para manter 0 mesmo
numero de graus de liberdade fisicos na teoria estendida resultante). As varidveis auxiliares

serdo denotadas por ™ e assume-se que elas t€ém a seguinte estrutura
/ /
{n",n"}=ao"", (7.2.2)

onde @™ é uma quantidade constante cujo a’et(a)’"’”,) = 0. A obtengdo de o™ ¢ incorporada
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ao calculo dos vinculos de primeira classe resultantes, que serdo denotados por 6,,. Os novos

vinculos dependem das varidveis ™

On = On(q,p;M) (7.2.3)

e devem satisfazer a condi¢do de contorno

0 (g, P;0) = Ou(q,p). (7.2.4)

Como foi originalmente formulado, no método BFFT, os novos vinculos possuem a seguinte

caracteristica:
{6,,,6,,} =0. (7.2.5)
A solugdo da equacdo (7.2.5) pode ser alcancada considerando que 6, pode ser expandido como

=Y 65, (7.2.6)

onde 9,2") ¢ o termo de ordem n em 1. A compatibilidade com a condicao de contorno (7.2.4)

requer que

0% —g,. (1.2.7)

A substituicao de (7.2.6) em (7.2.5) leva a um conjunto de equacdes, um para cada

coeficiente de () A seguir, lista-se algumas destas equacoes:

{6, 0,0} + {9,9), 97511,)}(11) =0
(61,65} +{6 6,0} + {65,085 } oy + {6465 () = 0

m

{6,621+ 16,003 1y {057,603 + {05,611 ) + {67,611 1 + {65,601 )

m

A notagdo {, } (4. € {; }(11) representa as partes dos parénteses de Poisson relativas as variaveis

(g, p) e(n), respectivamente (17).

As equagdes (7.2.8) sdo usadas iterativamente na obtencdo das corregdes t10) (n>1).

Com a primeira das equacdes apresentadas em (7.2.8), obtém-se 6(1). Com este resultado e a

=0
(7.2.8)
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segunda das equacdes (7.2.8), calcula-se 0@, e assim por diante. Uma vez que 61 ¢ linear em

n, € possivel escrever

1

Os) = Epr (g, )™ (7.2.9)

Introduzindo a equagdo (7.2.9) em (7.2.8) e utilizando (7.2.1) e (7.2.2), tem-se que

I

A + émm”wm " gm’m’” =0. (7.2.10)

Pode-se notar que a equacdo (7.2.10) contém duas quantidades desconhecidas, &,,,, € o™,
Normalmente, @™ é escolhida de tal maneira que as novas varidveis estejam desvinculadas.
E oportuno mencionar que tal escolha nem sempre é possivel. Como consequéncia, torna-se
necessdrio a introdugdo de outras varidveis novas para que tais vinculos também passem a ser
de primeira classe. Isto pode levar a um processo sem fim. Entretanto, é importante enfatizar

mm/

que @™ pode ser fixado de qualquer maneira. Depois de fixar o™ passa-se a considerar os
coeficientes &,,,,. Estes ndo podem ser obtidos univocamente, uma vez que mesmo depois de
fixar @™, a expressdo (7.2.10) leva a menos equagdes que varidveis. A escolha dos &'s tem,
portanto, de ser feita de uma forma conveniente (17).

(1)

Conhecer &,,,, permite obter 6y, . Se &,,,» ndo depende de (g, p), observa-se facilmente
que 6, + 9,1(11) é fortemente involutivo e, assim, obtém-se 6,,. Isto é 0 que acontece para sistemas
com vinculos lineares. Por outro lado, para vinculos néo lineares, &,,,, torna-se uma variavel
dependente que serd obtida além do primeiro passo iterativo. Todas as corre¢des subsequentes

devem ser explicitamente computadas, conhecendo 651") (n=0,1,2,...,N) chega-se a 9,5{1:1).

Outro ponto do formalismo BFFT que deve ser tratado é que qualquer fungio A(q, p),
como por exemplo a hamiltoniana, também tem que ser propriamente modificada para ser for-
temente involutiva com os vinculos de primeira classe 6,,. Denotando a quantidade modificada

por A(g, p;1), tem-se que
{Om,A} =0. (7.2.11)
A quantidade A também deve satisfazer a condi¢io de contorno

A(g,p:0) = A(q,p). (7.2.12)
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Para obter A, considera-se uma expressio andloga a (7.2.6):
A=Y A", (7.2.13)

em que A® também é um termo de ordem n em n. Consequentemente, a compatibilidade com

(7.2.12) requer que
A% =A. (7.2.14)

A combinacdo de (7.2.6), (7.2.11) e (7.2.14), leva a

{63 AO Y+ {60, AD} ) =0
{Grgzo),A(l)}(q,p) + {91511)714(0)}(%17) + {91511)714(2)}(11) + {91512)714(1)}(71) =0
{03, AC gpy +{88), A} g ) {07 A}y + {08 4G}
05,4} ) +{05”,4W} ) =0
. (7.2.15)

que correspondem, respectivamente, aos coeficientes n°%, n'!, n? etc. A partir da primeira das

equagoes apresentadas em (7.2.15), obtém-se AW
AW = 0", E™™ {6, A}, (7.2.16)

o . ! .
em que @,y ¢ E™™ sdo as inversas de ™" e &,,,,, respectivamente.

(1)

Anteriormente, viu-se que 6,, + 6,,’ era fortemente involutivo se os coeficientes &,
ndo dependessem de (g, p). Entretanto, o mesmo argumento néo se aplica neste caso necessa-
riamente. Geralmente, calcula-se as outras correcdes para se obter A, procedimento que serd

mostrado a seguir (10).

A correcdo A@) vem da segunda das equagdes (7.2.15), que serda convenientemente re-

escrita como

{6,53),A(2)}<n> i (7.2.17)
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sendo que

Gy = {eva(l)}(qvp) + {91511)7‘4}(61,17) + {Orgtz)vA(l)}(n)' (7.2.18)
Assim,

A<2):__r, @ €™M G (7.2.19)

m//

Da mesma maneira, os outros termos podem ser obtidos. A expressado final geral é:

Al = —ni 1" @ E" Gl (7.2.20)
sendo que
n—2
G = Z{em ABY o+ Y e Ak et Ay . (7.2.21)
k=0

No método BFFT, a forma usual para obter a hamiltoniana é usar diretamente as rela-
coes (7.2.13) e (7.2.20). Isto funciona bem para sistemas com vinculos lineares. Para teorias
ndo lineares, em que pode ser necessdrio considerar todas as ordens do processo iterativo, este
célculo pode tornar-se complicado. Entretanto, hd um procedimento que possibilita simplificar
drasticamente o trabalho algébrico. A ideia basica € obter a forma involutiva para os campos
iniciais ¢ e p. Isto pode ser alcangado diretamente da andlise prévia para obter A. Denotando os

novos campos por g € p, tem-se que (17)

H(q,p) — H(q,p) =H(G.p)- (7.2.22)

Evidentemente, a condi¢dao de contorno inicial no processo BFT, isto €, a reducdo da funcdo

involutiva para a fun¢do original quando os novos estido definidos no zero, preserva-se (17).

7.3 Conversao Nao-Abeliana de Vinculos de Segunda Classe

Agora, considera-se o caso no qual os novos vinculos de primeira classe formam uma

algebra ndo-abeliana, ou seja,

{8, B0} =C" B (7.3.1)
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As quantidades CZ;, sdo constantes de estrutura da algebra ndo-abeliana. Considera-se que
estes vinculos satisfazem as condi¢des previamente dadas por (7.2.3), (7.2.4), (7.2.6) e (7.2.7).

Mas agora, ao invés das equacdes (7.2.8), tem-se

1

{Qma em’} + {91511)7 9(1/)}(11) = Cmm/ m'

(6,01 + {0, 0,3+ {6, 6%}, + {62,613, = 6

{00.0,"}+{00. 6, } ) + (007 600} +{01.0,} +
+6,621 0+ {65,601y =, 6%

mm - m

(7.3.2)

As equagdes (7.3.2) devem ser trabalhadas da mesma maneira que antes, ou seja, devem ser tra-
balhadas iterativamente. Com a primeira equagdo de (7.3.2) obtém-se 6(1). Com esse resultado
e a segunda equacgdo de (7.3.2), calcula-se 0@, e assim por diante. Para calcular a primeira
corre¢do, utiliza-se a equagdo dada por (7.2.9). Introduzindo (7.2.9) na primeira equagao de
(7.3.2), chega-se a

" I

Amm’ ‘I‘ émm” wm m gm/m/// = C;Zm, em"' (733)

Obviamente, as mesmas dificuldades apontadas com respeito a solucdo da equacdo (7.2.10)

7z . . . . . 7
também se aplicam aqui, com o problema adicional de se escolher apropriadamente C’ .

Para encontrar a hamiltoniana H(q, p; 1), ndo se deve usar a versio simplificada discu-
tida para o caso abeliano, uma vez que a dlgebra nao € mais involutiva (18). Comeca-se levando

em conta que a nova hamiltoniana A e os novos vinculos 6,, satisfazem a relagio
~ ~ ml ~
{6n,H} =B} 6,,, (7.3.4)

. [ . c o~
em que os coeficientes B); sdo os mesmos coeficientes que devem aparecer na condi¢do de

consisténcia para os vinculos iniciais, isto &,
m/
{6m,H} =B), 6,,, (7.3.5)

uma vez que no limite de 1 — 0, as relagdes (7.3.4) e (7.3.5) coincidem. Considera-se que a

hamiltoniana involutiva satisfaz as condic¢oes (7.2.12), (7.2.13) e (7.2.14). Desta forma, obtém-
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se que a correcdo geral H (n) ¢ dada por uma relagdo similar a (7.2.20), mas agora, a quantidade
G%l ) ¢ dada por

n n—2
G — Z{H&nfk),A(k)}(w) I Z{Génfk)»A(k”)}(n) +{9'51n+1)7A(1)}(n) —B" 927/)- (7.3.6)
k=0 k=0

7.4 Aplicacdo ao Modelo de Skyrme

Conforme foi visto no capitulo 5, a hamiltoniana para o modelo de Skyrme pode ser

escrita como

H:M+%7rai7rai. (7.4.1)

Também foram obtidos os vinculos
0, =dd —1, (7.4.2)
6, =d'n', (7.4.3)

que sdo vinculos de segunda classe.

Tem-se que
Ay = {6m7 em’}
= 2¢, dd, mm =1,2. (7.4.4)
sendo &,y um tensor antissimétrico normalizado com €}, = —€!? = —1.

Utilizando o formalismo BFFT, o sistema serd convertido em um sistema de primeira
classe. Estende-se, entdo, o espaco de fase através da introducdo das coordenadas auxiliares "

e a dlgebra de Poisson das novas coordenadas serd dada por
" 0" =™, mm =12, (7.4.5)

I, . e . , .
em que " é uma matriz antissimétrica. Desta forma, os vinculos modificados no espago de

fase estendido sao dados pela equacdo (7.2.6):



CAPITULO 7. Formalismo BFFT 58

n=0
— 6,4+ Y 6, (7.4.6)
n=1
em que a condi¢ao de contorno
(', 7',0) = 6, (7.4.7)

¢é satisfeita.

O termo de correcdo de primeira ordem na série infinita (7.4.6) é dado pela equagdo
(7.2.9), ou seja,
o\ =¢,.m". (7.4.8)

Uma possivel escolha para o™ ¢ & que satisfaca (7.4.5) e (7.2.10) é

@™ = gmm (7.4.9)

10
S = ( 0 —dia ) (7.4.10)

Usando (7.4.6), (7.4.7), (7.4.8), (7.4.9) e (7.4.10), o conjunto dos novos vinculos sera
dado por

6 = 6 +&un' +Enn?
P (7.4.11)

6 = 6 +&n' +Enn?

= 6, —ddn> (7.4.12)
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Os novos vinculos sdo fortemente involutivos, ou seja,

{61,6,,} =0. (7.4.13)

Portanto, a conversdo dos vinculos de segunda classe 6,, para os de primeira classe 0, estd

completa.

Agora, utilizando as equacgdes (7.2.20) e (7.2.21), a correspondente hamiltoniana in-
volutiva no espaco de fase estendido serd obtida. As corre¢des que ddo H podem ser escritas

como

AM = —%nmwmm/c:’”’m”ny’f,,” (n>1). (7.4.14)

em que G,(qf ) ¢ dado por
GV =16\ HO}Y, (7.4.15)
G =10\ HWYy 4 (V. H DY, (> 1). (7.4.16)

. o . /
As matrizes @,,,y € ™™ sdo as inversas de @™ e &,,, sendo dadas por

1 /
O = —58’"’" (7.4.17)

w10
§ :<o _L>. (74.18)

aa'

Usando os vinculos 0; e 6,, a hamiltoniana (7.4.1) e as equagdes (7.4.14), (7.4.15), (7.4.16),
(7.4.17) e (7.4.18), calcula-se os termos que aparecem na série de poténcias da hamiltoniana

involutiva e obtém-se

~ 1 [ 1 1\ 2 1\3 .
— n n n
e [ () () ] e
1 2 I rll nl 2 nl 3 . .
_ﬂn 1_ﬁ+<ﬁ> —<ﬁ> + a’m! +
1 272 I 1 1 2 1 3 1 ..
o (M) 1—w+<w> —(ﬁ> +...| dd. (7.4.19)
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1
Se o raio de convergéncia, R = %, for menor que 1, a hamiltoniana canoénica estendida pode

ser somada como uma série geométrica

1 i, o 1 i \n2 . . 1 i, N2
1 (dd) ooy Lldan” o L@a)m )7 (7.4.20)
81 dia’+ ! 4l alal +n'! 81 alal+n!

H=M+
que € involutiva com os vinculos de primeira classe,

{6,,H} =0, m=1,2. (7.4.21)

Desta forma, ao obter uma hamiltoniana de primeira classe, a quantizacdo candnica pode ser
efetuada a partir dos parénteses de Poisson, sem a necessidade de que se obtenha os parénteses

de Dirac.
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Conclusao
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8.1 Conclusao

A quantizagdo candnica de sistemas nao singulares pode ser obtida diretamente a partir
da equacdo (4.2.8), que relaciona os parénteses de Poisson aos seus respectivos comutadores.
Entretanto, para sistemas cuja matriz hessiana, que € dada por (4.2.9), € singular, as velocidades
nao podem mais ser escritas em fun¢do dos momentos e a quantizacao por meio dos parénteses
de Poisson leva a inconsisténcias. Essas inconsisténcias podem ser corrigidas através da utili-
zacdo de outros métodos, tal qual foi feito neste trabalho utilizando os formalismos de Dirac,
BFFT e Simplético.

Ao aplicar o formalismo Dirac ao modelo de Skyrme, descobriu-se, primeiramente,
todos os vinculos do sistema. Entdo, obteve-se os parénteses de Dirac, a partir dos quais a

quantizacdo candnica pode ser efetuada diretamente.

Ja no formalismo simplético, escreveu-se a lagrangiana do modelo de Skyrme como
uma lagrangiana de primeira ordem e utilizou-se os vinculos para que através de uma defor-
macao da estrutura geométrica da teoria fosse obtido o tensor simplético, a partir do qual foi
possivel obter os parénteses de Dirac. Conforme era de se esperar, os resultados obtidos no

formalismo de Dirac e Simplético foram os mesmos.

A partir do formalismo BFFT, converteu-se a teoria estudada em uma teoria de primeira
classe através da introducao de varidveis auxiliares. Primeiramente, obteve-se novos vinculos,
dados por (7.4.14) e (7.4.15), que sdo fortemente involutivos e, posteriormente, uma nova ha-
miltoniana involutiva com os vinculos de primeira classe. Desta maneira, a quantizacdo pode
ser efetuada diretamente através dos parénteses de Poisson, sem a necessidade de se obter os

parénteses de Dirac.

O numero de vinculos gerados no formalismo simplético é sempre menor ou igual ao
numero de vinculos gerados no formalismo de Dirac. No caso do modelo de Skyrme, o nu-
mero de vinculos gerados foi igual em ambos os casos, ndo havendo nenhuma vantagem, nesse

aspecto, de um formalismo em relag¢do ao outro.

Conforme foi citado a pouco, o formalismo BFFT utiliza de uma abordagem diferente,
uma vez que niao tem como objetivo a obtengdo dos parénteses de Dirac e sim converter o

sistema em um sistema de primeira classe.

Do ponto de vista algébrico, os formalismos de Dirac e Simplético foram mais econo-

micos que o formalismo BFFT ao serem aplicados ao modelo de Skyrme.

8.2 Perspectivas futuras

No futuro, pretende-se aplicar novos métodos de quantizacdo ao modelo de Skyrme,

como os métodos utilizados nos formalismos Simplético de Mergulho e Unfixing (vide referén-
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cias (19), (20) e (21)).
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APENDICE A

Calculo Variacional

Considerando-se a expressao

I= /F(y(x),x)dx, (A.0.1)

€ possivel notar que / ndo depende da varidvel continua x, uma vez que apds a integracdo em
x, o mesmo desaparece. Entdo, I depende apenas da fungdo y(x) e terd um valor caracteristico

para cada tipo de fun¢@o y(x). Portanto, / é uma fun¢do de uma outra fungao.

Sendo assim, / € um funcional de y e geralmente € representado da seguinte maneira:

I=1y|. (A.0.2)
O calculo variacional esta relacionado aos funcionais, assim como o calculo usual esta
relacionado as funcoes.

Para uma funcéo y(x), que passa pelos pontos P; e P,, tém-se um / extremo que pode

ser maximo ou minimo.

Para determinar para que valor de x a fun¢@o y(x) é um extremo, dar-se-d4 um acréscimo
a varidvel x e procura-se para qual x tem-se dy = 0, isto €:

dy =y(x+dx) —y(x), (A.0.3)

em que dx e dy sdo quantidades infinitesimais.

Expandindo-se y(x + dx) em série de Taylor em torno do ponto x e desprezando os
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termos de ordem superior, tem-se

dy 2 dy
=z = —Zdx. A.0.4
dy = y(x) +dx—~+ O0(dx") — y(x) dx (A.0.4)

Como dx # 0, tem-se que dy = 0 se dy/dx = 0. Esta é a condi¢do de extremo de uma

funcao y(x).

Para os funcionais, o conceito de acréscimo se torna diferente, pois o valor de I de-
pende do tipo de curva y(x). Seguindo caminho semelhante, passa-se para a curva infinitamente
préxima y 4+ 8y e procura-se a variagdo correspondente 8/. A curva y(x) corresponderd a um
extremo se 01 = 0.

E importante notar que dy(x) corresponde ao deslocamento do valor da funcio y(x) para
o deslocamento da varidavel x. No caso de dy, x continua 0 mesmo, sendo que a mudanga ocorre

na funcdo.

Agora, considera-se o caso mais geral em que a funcdo F possui a seguinte dependéncia

F =F(y(x),y (x),x). (A.0.5)

Neste caso, I é um funcional de y e ¥/, isto €,

1=1ly,y] (A.0.6)

X2 X2

Sl = /F(y+5y,y'+5y’,x)dx—/F(y,y’,x)dx. (A.0.7)

X1 X1

Expandindo-se F(y+ 8y,y’ + 8)y’,x) no entorno de y e y', ap6s desprezar os termos de

ordem superior, tem-se que

oF oF
F(y+0y,y +08y,x) =F(yY,x) +5-8y+--06y. (A.0.8)
dy dy
Entao,
TIOF . OF
ol = / —&8y+ -8y | dx. (A.0.9)
dy dy'

X1

Desenvolvendo-se, convenientemente, o segundo termo da integral anterior, obtém-se

—dx (A.0.10)



APENDICE A. Cdlculo Variacional 66

Os operadores 6 e d/dx sdo totalmente independentes (0 é uma operag@o na qual x ndo

varia), isto é,

d d
65 dx6 (A.0.11)
Logo,
FoF ¥ 3Fci

X1

Todas as fun¢des devem passar pelos pontos Py e P>, portanto, dy(x) = 0. Logo,

JdF _ , d 8F
8_)/6y dx = /Syd oy -d
X
o doF
= - — —dx. A.0.1
5ydx8y’ X (A.0.13)
X1
Assim,
F(OF doF
61= [ (5, ~ 5.5 ) dwx. A0.14
<3y dx 8y’) e ( :
X1
A condigdo de extremo 81 = 0 acarreta em
dF d JOF
— ———=—=0 A.0.15
dy dxady ( )

que representa a condi¢c@o de extremo para o funcional 7 (5).
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APENDICE B

Multiplicadores de Lagrange

Considera-se uma funcéo de trés varidveis independentes, f(x,y,z). Para a fungdo f ser

um maximo (ou extremo), € necessario que

df =0. (B.0.1)

A condig¢do necessdria e suficiente para isso €

of _of _9f _
ox dy 9z (302
na qual
df = a—fa’x~|— %dy + a—fdz. (B.0.3)
ox dy Jz

Na fisica, muitas vezes as varidveis x,y e z estdo sujeitas a restricdes de modo que deixam
de ser independentes. E possivel, muitas vezes, usar cada restricdo para eliminar uma varidvel

€ prosseguir com um novo conjunto menor de varidveis independentes.

A utilizagdo dos multiplicadores de Lagrange € uma técnica alternativa que pode ser
aplicada quando essa eliminacdo de varidveis é inconveniente ou indesejavel. Seja a equacao de

restri¢ao

¢(x,y,z) =0, (B.0.4)

da qual z(x,y) pode ser extraida se x, y forem tomadas como as coordenadas independentes.

Agora, a equacdo (B.0.1), ndo resultard mais na equacdo (B.0.2), porque hd somente duas va-
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ridveis independentes, portanto dz ndo € mais arbitrdria. Pela diferencial total d¢ = 0 obtém-se

entao

299, _99, .99,
— g de= gpdnt ody (B.0.5)

e, por conseguinte,

f of ¢ ¢ _ &
df = dx+ aydy—i—?t (%d)H_ 8_ydy) , A= o (B.0.6)

admitindo ¢, = a_? = 0. Desta forma, é possivel somar a equagdo (B.0.3) e um mudltiplo da

equagao (B.0.5) para obter

_(df  ,99¢ f ¢ S ¢
df+)»d¢—<a —I—/la )dx+<ay—l—),a )d +(8 8)d =0. (B.0.7)
Em outras palavras, o multiplicador de Lagrange A € escolhido de modo que

of L 499

8z 8z =0. (B.0.8)

Admitindo que d¢/dz # 0 . Agora, a equagdo (B.0.7) se torna

f ¢ f ¢
(3x+k8x) +(8y ay)d =0. (B.0.9)

Contudo, agora dx e dy sdo arbitrdrios e as quantidades entre os parénteses devem se

anular.

A 00, A,

Ep e 0, 8y 3y =0. (B.0.10)

Quando as equacdes (B.0.8) e (B.0.10) sdo satisfeitas, df =0 e f é um extremo. Note
que agora hd quatro incdgnitas: x, y, z e A . A equagdo (B.0.4) é uma equagdo de restrigdo.
Deseja-se somente, x, y, € z; portanto, A ndo precisa ser determinado. Por essa razdo, A as
vezes é denominado multiplicador indeterminado de Lagrange. Esse método falhara se todos os
coeficientes de A desaparecerem no extremo, d¢ /dx,d¢ /dy,d¢ /dz =0 . Entdo é impossivel
resolver para A.

Pela forma das equacdes (B.0.8) e (B.0.10) , pode-se identificar f como uma fungdo que
assume um valor extremo sujeito a ¢ a restricdo, ou pode-se identificar a restricdo e f como a

funcdo ¢.
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Para um conjunto de restri¢es ¢ , entdo as equagdes (B.0.8) e (B.0.10) se tornam:

oI .
ax1+2/1k P 0, i=172,...,n, (B.0.11)

com um multiplicador de Lagrange A; para cada ¢y (22).
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APENDICE C

Equacao de Heisenberg

(H)

Na representacdo de Heisenberg, o observavel A"/ € quem evolui no tempo e € definido

como
AT = A % 1), (C.0.1)

em que A®) & o observavel na representagdo de Schrédinger e % () é o operador de evolugdo

temporal dado por

Ut)=eh . (C.0.2)

Supondo que o observédvel AB) nio dependa explicitamente do tempo, tem-se que

dAH) owt owU
— (8) TA($) %
dt ot ATU +U A ot

= —.lﬂz/THA(SW/ + L%TA(S)H%
ih ih

= —%OZ/THOM/TA<S>%+%%M“@%W%
1 l
_ _Lgenae Lo
in in
|
_ e g
= [A H ] : (C.0.3)

que € a conhecida equacio de Heisenberg do movimento (23).

Para chegar a equacdo de Heisenberg, foi necessdrio lembrar que

= ———Y'H, (C.0.4)
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0w _1

= H (C.0.5)

HH — gy . (C.0.6)
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