
Universidade Federal de Juiz de Fora

Instituto de Ciências Exatas – Departamento de F́ısica

Transformação Foldy-Wouthuytsen exata
para campo de Dirac interagindo com uma

onda gravitacional

Dissertação de Mestrado

Bruno Gonçalves
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Resumo

No ińıcio desta tese apresentamos uma breve revisão dos elementos básicos da Relatividade

Geral, inclusive a informação necessária sobre ondas gravitacionais fracas. Serão intro-

duzidas as formulações dos campos de Klein-Gordon e Dirac num campo gravitacional

externo. Na parte original da tese, uma part́ıcula de Dirac será considerada numa região

onde há ondas gravitacionais e também um campo magnético. Para extrair informações

f́ısicas da hamiltoniana, é necessário fazer uma transformação Foldy-Wouthuysen nela. A

transformação Foldy-Wouthuysen padrão não é exata, ela representa uma expansão em

séries de potências em campos externos. Nesta tese será desenvolvida uma maneira de

se fazer a transformação Foldy-Wouthuysen exata com os campos acima mencionados.

Além disso, o formalismo desenvolvido permite tratar várias versões da transformação

Foldy-Wouthuysen exata, estudados anteriormente, como casos particulares. Estas con-

tas servem como uma forte verificação do resultado geral para a transformação Foldy-

Wouthuysen exata. O limite não relativ́ıstico mostra uma correspondência perfeita com

o resultado da trasformação Foldy-Wouthuysen exata e, também, entre o resultado sem

as ondas gravitacionais e a equação de Pauli, inclusive para caso (especialmente calcula-

do) de ondas gravitacionais. Finalmente, usando a hamiltoniana elaborada pelo método

Foldy-Wouthuysen, constrúımos as equações de movimento não relativ́ıstico para uma

part́ıcula com spin 1/2.
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Abstract

At the beginning of this thesis, we present a brief review of the basic elements of Ge-

neral Relativity, including necessary information about weak gravitational waves. The

Klein-Gordon and Dirac fields will be formulated in an external gravitational field. In the

original part of the work, we consider a particle described by Dirac equation in presence

of a constant magnetic field, in a region where there are also gravitational waves. In order

to extract some physical information from the Hamiltonian, it is necessary to make a

Foldy-Wouthuysen transformation on it. The standard Foldy-Wouthuysen transformati-

on is not exact, it represents an expansion in power series in external fields. In the present

thesis, we introduce a method for performing an exact transformation Foldy-Wouthuysen

for the given case. The formalism is general in a sense it enables one to treat many

versions of exact Foldy-Wouthuysen transformation, studied before, as particular cases.

The corresponding calculations may be used as a strong verification of the general re-

sult of exact Foldy-Wouthuysen transformation. The non relativistic limit shows perfect

correspondence between the result of the exact Foldy-Wouthuysen transformation and

Pauli equation, including the (specially derived) case with gravitational waves. Finally,

using the Hamiltonian derived within the Foldy-Wouthuysen method, we write the non

relativistic equations of motion for a particle with spin 1/2.

iv



Sumário

1 Introdução 1

2 Elementos básicos de Relatividade Geral 3

2.1 Notação relativ́ıstica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.2 Grandezas básicas de Relatividade Geral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.3 Derivada covariante e conexão afim . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.4 Tensor de curvatura e suas propriedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.5 Equações de Einstein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.6 Ondas gravitacionais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

3 Campos de Klein-Gordon e de Dirac 10

3.1 Equação de Klein- Gordon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

3.2 A Equação de Dirac . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3.3 Antipart́ıculas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3.4 Correspondência não-relativ́ıstica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.5 Generalização para o caso de campo gravitacional externo . . . . . . . . . 15

3.5.1 Tetrada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.5.2 Conexão Espinorial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

4 Transformação Foldy-Wouthuysen 17

4.1 Transformação Foldy-Wouthuysen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

4.2 Transformação Foldy-Wouthuysen exata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

4.3 Como fazer a transformação exata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

5 Ondas gravitacionais e campo magnético 30
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5.9.3 Part́ıcula com momento magnético anômalo num campo magne-
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Caṕıtulo 1

Introdução

A Relatividade Geral é uma teoria de gravitação que apresenta bastante sucesso

em aplicações aos fenômenos gravitacionais e à área de cosmologia. Suas predições se

ajustam bem à maioria dos testes e ela é extremamente condizente com quase todos os

dados existentes (veja, por exemplo, [4, 5]). Os limites de validade da Relatividade Geral

são notórios apenas quando se consideram alguns efeitos quânticos.

Com o surgimento da Relatividade Geral, previsões não contidas na Mecânica Clássica

se mostraram presentes na teoria de Einstein, como, por exemplo, a precessão do periélio

de Mercúrio, o desvio gravitacional para o vermelho e a deflexão da luz devido à presença

de um campo gravitacional. Uma teoria completa das interações fundamentais deve conter

tanto a Relatividade Geral como a Mecânica Quântica. Por volta do século XX surge a

Teoria Quântica de Campos, incluindo várias abordagens em busca da Teoria Quântica

da Gravitação.

Uma conseqüência importante das equações da Relatividade Geral são as ondas gra-

vitacionais, que podem ser entendidas de uma maneira simples como perturbações no

espaço-tempo, propagando-se segundo uma equação de onda. As questões que são levan-

tadas nesta tese estão relacionadas a essas perturbações. A situação que será considerada

é a de um férmion de Dirac interagindo com ondas gravitacionais na presença de um

campo magnético constante. Uma maneira útil de tratar o campo de Dirac interagindo

com alguns campos de fundo é a transformação Foldy-Wouthuysen que nos permite uma

separação de componentes “grandes” e “pequenas” do bi-spinor de Dirac. Podemos dis-

tinguir duas versões destas transformações: a transformação Foldy-Wouthuysen exata e

a transformação Foldy-Wouthuysen aproximada, na qual a solução é obtida em forma de
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séries de potências em campos externos.

A solução aproximada não é muito complicada de se obter, mas neste caso existe um

certo risco de se perder termos relevantes [14]. Aqui, nós concentramos nossa atenção sobre

a solução exata que é mais complicada e mais interessante do ponto de vista matemático.

De posse da solução, será posśıvel ver pelos termos da hamiltoniana de campo de spin

1/2, se alguns deles apresentam uma mistura entre o campo magnético e o campo da onda

gravitacional.

Para se chegar a esses resultados, será apresentada nesta tese uma breve revisão sobre

os conceitos básicos de Relatividade Geral, assim como o que motivou a introdução dos

campos de Klein-Gordon e de Dirac para descrever part́ıculas quânticas. Será apresen-

tada também uma maneira de descrever esses campos numa região que possua campo

gravitacional externo, através da tetrada e da generalização mı́nima. Com esse método

serão introduzidas as ondas gravitacionais na ação de Dirac. Então, será desenvolvida

uma maneira de se fazer uma transformação canônica na hamiltoniana da qual poderá

se inferir os resultados desejados quando aplicada ao problema em questão. Antes, será

feita uma breve revisão sobre a transformação Foldy-Wouthuysen.

Nesse ponto, será feito o desenvolvimento do método de obtenção do resultado dese-

jado, que será chamado de transformação Foldy-Wouthuysen exata. Esta transformação

trará as informações relevantes para as questões levantadas nesta tese. Será estudado o

caso em que se consideram ondas gravitacionais fracas (aproximação de primeira ordem).

Entretanto, a hamiltoniana obtida após a transformação engloba vários casos particulares

que também terão destaque neste trabalho. Por fim, serão apresentadas as equações de

movimento para a part́ıcula nos campos externos da onda gravitacional fraca e magnético

constante.
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Caṕıtulo 2

Elementos básicos de Relatividade

Geral

2.1 Notação relativ́ıstica

Antes de começarmos a discutir a teoria “em si” é necessário definir notações. Quando

as notações não são as mais claras quanto posśıveis, as equações perdem um pouco de

seu sentido, pela possibilidade de não expressarem exatamente o significado de cada ente

matemático presente nelas. Vamos então definir as grandezas básicas da teoria, entretanto

sem explicações minuciosas sobre cada uma, pois este não é o objetivo desta tese.

Será generalizada a noção de distância entre dois pontos do espaço como o intervalo

entre dois pontos no espaço-tempo, para que ele seja invariante perante as transformações

de Lorentz. O intervalo é dado por

dxµdxµ = ds2 = c2dt2 − (dx2 + dy2 + dz2) , (2.1)

onde

xµ = (x0, x1, x2, x3) = (ct, x, y, z) . (2.2)

Para os operadores diferenciais, definimos

∂µ =
∂

∂xµ
= (∂0, ∂1, ∂2, ∂3) =

(1

c

∂

∂t
,

∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

)
=

(1

c

∂

∂t
,∇

)
,

∂µ = gµν∂ν = (
1

c

∂

∂t
,−∇) , ∂µ∂µ =

1

c2

∂2

∂t2
−∇2 . (2.3)
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O quadrivetor energia-momento de uma part́ıcula tem a forma

pµ =
(E

c
,
−→
P

)
, pµ =

(E

c
, −−→P

)
. (2.4)

A relação entre o momento e energia da part́ıcula tem a forma

p2 = pµpµ =
E2

c2
− P 2 = m2c2 .

Nas unidades em que c = 1, temos

p2 = pµpµ = E2 − P 2 = m2 . (2.5)

2.2 Grandezas básicas de Relatividade Geral

A Relatividade Geral é fundamentada no prinćıpio da equivalência de Einstein, que

diz:“em qualquer ponto do espaço-tempo, em qualquer campo gravitacional, pode-se es-

colher um sistema de coordenadas ‘localmente inerciais’ tal que numa vizinhança suficien-

temente pequena desse ponto as leis da natureza terão a mesma forma como num sistema

de coordenadas cartesianas não aceleradas”.

Para se definir grandezas nessa teoria é necessário usar uma ferramenta matemática

que seja condizente com o prinćıpio da equivalência. Utilizam-se os tensores, pois se sabe

que um tensor quando muda de sistema de coordenadas continua sendo um tensor, pela

própria definição [7]. Um tensor de rank três, por exemplo, é definido como

T ′α
βγ (x′) =

∂x′α

∂xλ

∂xµ

∂x′β
∂xν

∂x′γ
T λ

µν (x) . (2.6)

Uma definição importante da Relatividade Geral é que o campo gravitacional não é

como os outros campos, mas uma caracteŕıstica geométrica fundamental do espaço-tempo.

Para se medir distâncias nesse espaço, utiliza-se o tensor métrica, pois o intervalo é escrito

da seguinte maneira

ds2 = gµνdxµdxν , (2.7)

onde temos que as componentes da métrica gµν descrevem o campo gravitacional.

Matematicamente, a descrição de campo gravitacional exige o uso da noção de va-

riedade. No caso em que a única caracteŕıstica do campo gravitacional é a métrica, a

construção se chama “espaço de Riemann”. Não será exibida aqui uma revisão sobre

variedades, pois essa discussão foge ao objetivo deste trabalho. Como referência podemos

indicar, por exemplo, o livro [6].
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2.3 Derivada covariante e conexão afim

A derivada parcial ∂αφ de um campo escalar φ é um vetor covariante. Entretanto, a

derivada parcial de algum outro tensor não forma um tensor. Porém, podemos adicionar

à derivada parcial alguns termos extras tal que a soma torna-se um tensor. Esta soma é

chamada derivada covariante ∇α. No caso de um vetor Aα sua derivada covariante tem a

forma

∇βAα = ∂βAα + Γα
βγA

γ . (2.8)

A derivada covariante (2.8) é um tensor se, e somente se, a conexão afim transforma-se

não tensorialmente

Γ′αβγ =
∂x′α

∂xλ

∂xµ

∂x′β
∂xν

∂x′γ
Γλ

µν −
∂xµ

∂x′β
∂xν

∂x′γ
∂2x′α

∂xµ∂xν
. (2.9)

A regra para construir as derivadas covariantes de outros tensores vem do fato de o

produto de vetores contra e covariantes Aα e Bα ter de ser um escalar,

∇β(AαBα) = ∂β(AαBα) (2.10)

e conseqüentemente

∇βBα = ∂βBα − Γγ
βαBγ . (2.11)

Em geral os coeficientes Γα
βλ, em Relatividade Geral, satisfazem duas condições

(i) Simetria

Γα
βγ = Γα

γβ ; (2.12)

(ii) Metricidade da derivada covariante,

∇αgµν = ∂αgµν − Γλ
µαgλν − Γλ

ναgµλ = 0 . (2.13)

Se usarmos estas condições em uma equação como a (2.8), para um tensor com número

de ı́ndices arbitrário, a única solução para Γα
βγ é

Γα
βγ =

1

2
gαλ(∂βgλγ + ∂γgλβ − ∂λgβγ) . (2.14)

A expressão acima é chamada “śımbolo de Cristoffel” que coincide, no caso de teoria sem

torção e não-metricidade, com a conexão afim.
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2.4 Tensor de curvatura e suas propriedades

Se tentarmos entender o prinćıpio de equivalência usando as notações que estamos

fixando, poderemos entendê-lo com um enunciado que diria que sempre se pode escolher

coordenadas locais tais que num dado ponto x0, Γλ
αβ(x0) = 0. Portanto necessitamos de

um tensor do espaço-tempo que nos diga se o transporte paralelo muda os componentes de

um vetor. Se a conexão afim admite coordenadas globalmente planas, nessas coordenadas

tem-se que para tensor qualquer

(∂µ∂α − ∂α∂µ)T β1β2...βm
α1α2...αn

= 0 , (2.15)

então, nestas coordenadas é válido que

[∇µ,∇α] T β1β2...βm
α1α2...αn

= 0 . (2.16)

Contudo, num caso geral não se pode esperar que as derivadas covariantes sempre

comutem, assim

∇µ∇νT
α = ∂µ∂νT

α + ∂µ(Γα
νλ)T

λ + Γα
νλ∂µT

λ − Γλ
νµ∂λT

α−

−Γλ
νµΓα

λγT
γ + Γα

µλ∂νT
λ + Γα

µλΓ
λ
νγT

γ , (2.17)

∇ν∇µT
α = ∂ν∂µT

α + ∂ν(Γ
α
µλ)T

λ + Γα
µλ∂νT

λ − Γλ
µν∂λT

α−

−Γλ
µνΓ

α
λγT

γ + Γα
νλ∂µT

λ + Γα
νλΓ

λ
µγT

γ , (2.18)

pontanto

[∇µ,∇ν ] T
α = T λ(∂µΓα

λν − ∂νΓ
α
λµ) + T τ (Γα

λµΓλ
τν − Γα

λνΓ
λ
τµ) = −Rα

λµνT
λ , (2.19)

onde

Rα
λνµ = ∂νΓ

α
λµ − ∂µΓα

λν + Γτ
λµΓα

τν − Γτ
λνΓ

α
τµ . (2.20)

O termo acima é chamado de “tensor de curvatura” ou “tensor de Riemann”. Da

mesma forma temos que

[∇µ,∇ν ] Zβ = Rλ
βνµZλ . (2.21)

Juntamente com o tensor de Riemann há algumas contrações importantes. A primeira

delas é o tensor de Ricci

Rα
µαν = Rµν (2.22)

e seu traço R = Rµνg
µν é chamado escalar de curvatura.
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2.5 Equações de Einstein

As equações dinâmicas da Relatividade Geral podem ser formuladas através da ação

de Einstein-Hilbert

Sgr = −1

γ

∫
d4x

√−g(R + 2Λ), (2.23)

onde γ e Λ são constantes. O termo Λ é chamado de constante cosmológica. O próximo

passo é considerar a ação total, incluindo a parte da matéria Sm

St = Sgr + Sm (2.24)

e achar as equações de movimento δSt/δgµν = 0. O tensor energia-momentum da matéria

é definido como

T µν =
−2√−g

δSm

δgµν

. (2.25)

A variação da ação total tem a forma (desconsiderando o termo com derivada total)

δSt =
∫

d4x
√−g

{
1

γ

(
Rµν − 1

2
gµνR− gµνΛ

)
− 1

2
T µν

}
hµν . (2.26)

Usando o prinćıpio da ação mı́nima, as equações para a métrica tomam a forma

Gµν = Rµν − 1

2
gµνR =

γ

2
Tµν + Λgµν . (2.27)

Estas são as equações de Einstein com a constante cosmológica, onde o tensor Gµν é

convencionalmente chamado de tensor de Einstein [17].

2.6 Ondas gravitacionais

Nesta seção será feita uma breve revisão sobre ondas gravitacionais, em particular

da métrica que as descreve. Outros aspectos sobre ondas gravitacionais não serão levados

em conta. Eles podem ser encontrados em [3]. Vamos estudar uma métrica que descreve

ondas gravitacionais fracas. Consideraremos propagações de perturbações da métrica no

fundo da métrica de Minkowski. Vamos tomar

gµν = ηµν + hµν , |hµν | ¿ 1 . (2.28)
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A conexão afim, levando em conta apenas a primeira ordem em hµν será

Γλ
µν =

1

2
ηλ%(∂µh%ν + ∂νh%µ − ∂%hµν) (2.29)

e o tensor de Ricci,

Rµν =
1

2
(∂λ∂νh

λ
µ + ∂λ∂µh

λ
ν − ∂2hµν − ∂µ∂νh) + O(h2) . (2.30)

As equações de movimento têm a forma

Rµν(hαβ) = 8πG(Tµν − 1

2
gµνTλ

λ) . (2.31)

Levando em conta as condições de calibre ∂µh
µ
ν − 1/2 ∂µh = 0 (veja por exemplo [4]),

chegamos à seguinte relação

∇2hµν = −16πGSµν , (2.32)

onde Sµν = Tµν− 1
2
Tηµν . Consideramos que a fonte das ondas também é fraca. Tomando

o caso especial quando o espaço está vazio, uma solução em forma de ondas planas é

hµν = eµνe
ikλxλ

+ e∗µνe
−ikλxλ

, (2.33)

onde kλ é o vetor de onda. Temos também o v́ınculo devido à invariância de gauge

kµe
µ
ν =

1

2
kνe

µ
µ . (2.34)

Vamos considerar o caso de uma onda que se propaga na direção x, ou seja, o vetor

de onda é tal que k3 = k2 = 0, k1 = k0 ≡ k > 0. A partir de (2.34), podemos escrever

e03 = −e13 , e01 = −1

2
(e11 + e00) , , e02 = −e12 , e22 = −e33 . (2.35)

Agora, vamos fazer a transformação e′µν = eµν +kµξν +kνξµ. Para isso vamos escrever

hµν como em (2.33) e supomos h′µν = hµν − ∂µξν − ∂νξµ. Usamos então (2.34) e chegamos

a

e′33 = e33 , e′32 = e32 , e′31 = e31 + kξ3 ,

e′21 = e21 + kξ2 , e′11 = e11 + 2kξ1 . (2.36)
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Podemos escolher ξµ tal que todas as componentes exceto e33, e22 e e32 sejam nulas.

Já sabemos que e33 = −e22.

Tomando e33 = v′ e e32 = u′, levando em conta que gµν = ηµν + hµν , temos

h33 = v′eikx+kt + v′e−ikx+kt , h32 = u′eikx+kt + u′e−ikx+kt

h22 = −h33 , pois e22 = −e33 . (2.37)

Para simplificar as notações vamos chamar h33 = 2v e h32 = 2u. Essas são as componentes

da métrica que serão utilizadas nesse trabalho para estudar ondas gravitacionais fracas

[15]

gµν =




1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1− 2v −2u

0 0 −2u −1 + 2v




. (2.38)
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Caṕıtulo 3

Campos de Klein-Gordon e de Dirac

Os campos que aparecem quando se trata da mecânica quântica relativ́ıstica serão

apresentados agora. Mais à frente será apresentada uma maneira de introduzir a interação

desses campos com um campo gravitacional, no ramo da Relatividade Geral.

3.1 Equação de Klein- Gordon

Podemos escrever agora uma equação de onda para uma part́ıcula sem spin que

corresponda a um campo escalar. Já que não possui spin, ela tem apenas uma componente,

que vamos denotar por Φ. A equação de onda é obtida a partir de (2.5) , substituindo os

operadores diferenciais por E e P, como se faz na teoria quântica

E → ih̄
∂

∂t
, ,

−→
P → −ih̄∇ . (3.1)

Podemos escrever então

(
1

c2

∂2

∂t2
−∇2)Φ +

m2c2

h̄
Φ = 0 .

Usando c = h̄ = 1, temos

(∂µ∂µ + m2)Φ = 0 . (3.2)

Essa é conhecida como equação de Klein- Gordon. Nota-se que, substituindo (2.1) na

aproximação não relativ́ıstica de (2.5), E = P 2/2m, chegamos à equação de Schrödinger

para uma part́ıcula livre

(∇2 + ih̄
∂

∂t
)Φ = 0 , (3.3)
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o que mostra que a equação de Schrödinger é uma aproximação não relativ́ıstica da

equação de Klein-Gordon. A densidade de probabilidade para a equação de Schrödinger

e a corrente de probabilidade são as seguintes [16]

ρ = Φ∗Φ , (3.4)

−→
j = − ih̄

2m
(Φ∗∇Φ− Φ∇Φ∗) . (3.5)

Elas obedecem à equação de continuidade

∂ρ

∂t
+∇−→j =

∂

∂t
(Φ∗Φ)− ih̄

2m
(Φ∗∇2Φ− Φ∇2Φ∗) = 0 . (3.6)

Na equação de Klein-Gordon, para ser propriamente relativ́ıstico, ρ não deve, como em

(3.5) transformar-se como escalar, mas como a componente temporal de um quadrivetor,

cuja componente espacial é
−→
j , dado por (3.6). Então ρ é dado por

ρ =
ih̄

2m
(Φ∗ ∂

∂t
Φ− Φ

∂

∂t
Φ∗) (3.7)

e com

jµ = (ρ,
−→
j ) =

ih̄

2m

[
Φ∗(∂0Φ)− (∂0Φ

∗)Φ , Φ∗(∇Φ)− (∇Φ∗)Φ
]

=

=
ih̄

2m

[
Φ∗(∂µΦ)− (∂µΦ∗)Φ

]
, (3.8)

usando a equação da continuidade

∂µj
µ =

ih̄

2m
(Φ∗∂µ∂

µΦ− Φ∗∂µ∂
µΦ) = 0 . (3.9)

Neste momento, a equação de Klein-Gordon apresenta dois “problemas”. Primeiro

se nota que a densidade de probabilidade não é definida positivamente como na equação

de Schrödinger. Outro problema é que ela fornece duas energias, uma positiva e outra

negativa. Para uma part́ıcula livre, cuja energia é constante, isso é dif́ıcil de se aceitar.

Esses “problemas” do campo de Klein Gordon só podem ser solucionados no ramo da

Teoria Quântica de Campos, onde Φ não é tratado com uma função de onda mas como

um operador no espaçõ de Fock.
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3.2 A Equação de Dirac

Para tentar resolver os problemas da equação de Klein-Gordon citados no final da

seção anterior, vamos seguir o caminho tomado por Dirac em 1928, procurando por uma

equação relativisticamente covariante com densidade de probabilidade positivamente de-

finida. Para que isso aconteça, ela deve ser linear na derivada temporal e, por esse fato,

deve ser linear nas derivadas espaciais também. Vamos assumir que essa equação deva

ter a forma

ih̄
∂ψ

∂t
=

h̄c

i
(α1 ∂ψ

∂x1
+ α2 ∂ψ

∂x2
+ α3 ∂ψ

∂x3
) + βmc2ψ ≡ Hψ . (3.10)

Entretanto os coeficientes αi não podem ser simplesmente números, pois essa equação

não seria invariante perante rotações espaciais. E ainda, para termos as leis da f́ısica

iguais em todos os referenciais, ψ não pode ser um escalar. De fato, a densidade de

probabilidade deve ser a componente temporal de um quadrivetor que, se integrado sobre

todo o espaço, em um tempo fixo, deve ser invariante. Para resolver esse problema, Dirac

propôs que deveria ser considerada uma equação matricial. A função de onda como uma

matriz coluna com N componentes

ψ =




ψ1

.

.

ψN




(3.11)

e os coeficientes αi e β são matrizes N ×N . Então a equação (3.10) deve ser substitúıda

por N equações

ih̄
∂ψσ

∂t
=

h̄c

i

N∑

τ=1

(
α1 ∂

∂x1
+ α2 ∂

∂x2
+ α3 ∂

∂x3

)
τσ

ψτ +
N∑

τ=1

βτσmc2ψτ =
N∑

τ=1

Hτσψτ . (3.12)

Quando adotamos a convenção de soma dos ı́ndices repetidos e a notação matricial, esta

equação volta a ter a forma da (3.10).

Agora, apenas para simplificar a notação, introduzir as notações αi = βγi e γ0 = β.

Com isso a equação (3.12), pode ser escrita como

(iγµ∂µ + mc2)ψ = 0 . (3.13)

As matrizes que aparecem nessa equação podem ser representadas explicitamente como

αi =




0 σi

σi 0


 , β =




1 0

0 −1


 , (3.14)
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onde σi são as conhecidas matrizes de Pauli 2 × 2 e os blocos na matriz β são matrizes

unitárias 2× 2.

Escrevendo no espaço de momentos, temos

(γµPµ −mc2)ψ(p) = 0 , (3.15)

que é a equação invariante perante transformações de Lorentz, que descreve part́ıculas

quânticas com spin 1
2

e é conhecida como equação de Dirac. As matrizes γ são

γ1 =




0 0 0 1

0 0 1 0

0 −1 0 0

−1 0 0 0




, γ2 =




0 0 0 −i

0 0 i 0

0 i 0 0

−i 0 0 0




, γ3 =




0 0 1 0

0 0 1 −1

−1 0 0 0

0 1 0 0



(3.16)

e γ0 = β. Elas stisfazem à álgebra de Clifford

{γµ , γν} = 2ηµνI , (3.17)

onde ηµν é a métrica de Minkowski e I a matriz identidade 4× 4.

3.3 Antipart́ıculas

Vamos definir o spinor adjunto de ψ. Ele será denotado por ψ e

ψ = ψ+γ0 , (3.18)

onde γ0 = β, a partir dele podemos escrever a equação adjunta de Dirac

ψ(iγµ←−∂µ −m) = 0 , (3.19)

nota-se que
←−
∂µ atua pela direita. Usando a equação adjunta e a equação de Dirac pode-se

mostrar que a corrente jµ = ψγµψ é conservada.

A densidade é, portanto,

j0 = ψγ0ψ = ψ+ψ = ψ2
1 + ψ2

2 + ψ2
3 + ψ2

4 , (3.20)

que é positiva. Isso resolve um dos problemas apresentados pela equação de Klein-Gordon.

O outro problema está associado aos estados de energia negativa. Tomando uma part́ıcula

parada, temos

γ0P0ψ = mψ , e P0ψ = mγ0ψ .
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Os autovalores de γ0 são 1 e -1 (duas vezes cada). Os autovalores de energia são

E = +(m2 + P 2)
1
2 e E = −(m2 + P 2)

1
2 . (3.21)

Isso mostra que para cada valor de P, existem dois valores posśıveis de energia para cada

valor de spin. Dirac supôs que o vácuo está preenchido de part́ıculas, cujos valores de

energia seriam de sinal contrário das que lá estão. Assim, pelo prinćıpio de exclusão,

uma part́ıcula não poderia ir para um posśıvel valor negativo de energia e depois ir para

E = −∞. Entretanto, é posśıvel supor um buraco no vácuo de onde poderia ter pulado

um elétron. Esse buraco tem, então, carga +e e é a antipart́ıcula do elétron. A construção

é chamada “mar de Dirac”.

3.4 Correspondência não-relativ́ıstica

Para um elétron livre, temos

ih̄
∂

∂t
ψ = [c−→α · −→p + βmc2]ψ , (3.22)

onde as matrizes β e −→σ foram introduzidas na equação (3.14).

Vamos tomar as componentes do spinor que estão relacionadas às energias positivas (as

negativas estão ligadas à definição de antipart́ıculas). Concentremo-nos nas primeiras para

mostrar que há uma correspondência com a representação de Pauli de duas componentes

de spin. Imaginemos então que este elétron está sujeito a um campo eletromagnético

externo descrito pelo quadrivetor Aµ = (A0,
−→
A ).

Isso é mais facilmente introduzido usando a invariância de gauge [1], pµ → pµ − e
c
Aµ.

A equação de Dirac se torna

ih̄
∂

∂t
ψ = [c−→α · (−→p − e

c

−→
A ) + βmc2 + eA0]ψ . (3.23)

Consideremos a representação em duas componentes de ψ

ψ(−→x , t) =




ϕ(−→x , t)

χ(−→x , t)


 . (3.24)

A substituição direta de (3.24) na equação de Dirac fornece

ih̄
∂

∂t




ϕ

χ


 =




c−→σ · (−→p − e
c

−→
A )χ

c−→σ · (−→p − e
c

−→
A )ϕ


 + eA0




ϕ

χ


 + mc2




ϕ

−χ


 . (3.25)
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Se a energia de repouso mc2 é maior que a derivada temporal e os termos de interção,

a solução em duas componentes é aproximadamente



ϕ(−→x , t)

χ(−→x , t)


 =




ϕ0(−→x , t)

χ0(−→x , t)


 e

−imc2t
h̄ , (3.26)

onde ϕ0 e χ0 são funções que mudam lentamente com o tempo. Substituindo (3.26) em

(3.25) e omitindo o ı́ndice 0, para simplificar a notação, obtemos

(ih̄
∂

∂t
− eA0)ϕ = [c−→σ · (−→p − e

−→
A )]χ (3.27)

e

(ih̄
∂

∂t
− eΦ + 2mc2)χ = [c−→σ · (−→p − e

−→
A )]ϕ . (3.28)

Em baixas energias, o termo 2mc2 é dominante no lado esquerdo da equação (3.28). A

componente de baixo, χ, é algumas vezes chamada de componente “pequena” da função

de onda, em relação à componente grande, φ. A componente pequena é aproximadamente

v/c vezes menor que a componente grande no limite não relativ́ıstico. A equação (3.28)

toma a forma

χ =
1

2mc
[−→σ · (−→p − e

−→
A )]ϕ . (3.29)

Substituindo (3.29) na equação (3.27), obtemos

ih̄
∂

∂t
ϕ = [eA0 − eh̄

2mc
−→σ · −→B +

1

2m
(−→p − e

c

−→
A )2]ϕ , (3.30)

que é a equação de Pauli. A derivação da equação de Pauli como limite não-relativ́ıstico

para a equação de Dirac é um fato muito importante. Historicamente, Pauli chegou à

essa equação de uma maneira diferente e independente.

3.5 Generalização para o caso de campo gravitacional

externo

Será suposto agora que os campos de Klein-Gordon e de Dirac possam estar sujeitos

a um campo gravitacional externo. Uma maneira de estudá-los será descrita de forma

simples. A introdução mais detalhada pode ser encontrada, por exemplo, no livro [8].

Será introduzido para isso o conceito de tetrada e conexão espinorial.
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3.5.1 Tetrada

Já sabemos que o campo gravitacional externo é descrito pelo tensor métrica gµν . Pelo

prinćıpio da Relatividade Geral, é sempre posśıvel fazer uma mudança de coordenadas tal

que as coordenadas finais sejam sempre localmente descritas pela métrica de Minkowiski.

Queremos escrever as matrizes γµ de forma que γµ = eµ
aγ

a, para podermos trabalhar com

as matrizes γa usuais do espaço plano que já conhecemos. Para isso vamos introduzir a

tetrada, definida pelas seguintes relações

eµ
aebµ = ηab , eµ

ae
aν = gµν , ea

µeaν = gµν , ea
µe

bµ = ηab . (3.31)

Assim, podemos introduzir o campo gravitacional nas nossas equações e trabalhar

com as matrizes γa conhecidas. Devemos também trocar os operadores (generalização

mı́nima), para que a equação se mantenha covariante

ηµν → gµν , ∂µ → ∇µ .

Temos que escrever agora todas as grandezas importantes em Relatividade Geral em

termos da tetrada. Depois de alguns cálculos, chega-se à nova conexão afim

Γα
λµ = gαβ(∂λgβµ + ∂µgαβ − ∂βgλµ) =

=
1

2
eα

c eβc(edµ∂λe
d
β + edλ∂µe

d
β − edµ∂βed

λ − ed
λ∂βeµd) +

1

2
eαd(∂λedµ + ∂µedλ) . (3.32)

3.5.2 Conexão Espinorial

A derivada covariante de um spinor de Dirac, ∇αψ, deve ser definida de maneira

consistente com a derivada covariante de tensores. Supomos que

∇µψ = ∂µψ +
i

2
wab

µ σabψ , (3.33)

onde wab
µ é um novo objeto chamado de conexão espinorial e

σab =
i

2
(γaγb − γbγa) . (3.34)

Consideramos então a derivada covariante do vetor ψγλψ para encontrar o termo wab
µ

∇µ(ψγλψ) = ∂µ(ψγλψ) + Γλ
τµ(ψγτψ) . (3.35)

Mas o importante é escrever todas as grandezas em termos da tetrada, logo

wµab =
3

8
(eα

b ∂µeαa − eα
a∂µeαb) +

1

4
(eβ

a∂βeµβ − eβ
b ∂βeµa) +

1

4
(eα

aeβ
b − eα

b eβ
a)eµc∂αec

β . (3.36)
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Caṕıtulo 4

Transformação Foldy-Wouthuysen

Este caṕıtulo é dividido em três partes. Na primeira é mostrada a transformação

Foldy-Wouthuysen comum, discutindo suas motivações e aplicações. Na segunda parte é

apresentada a transformação exata. Já na última, é feita a explicação detalhada de como

e em que casos se pode fazer a transformação exata.

4.1 Transformação Foldy-Wouthuysen

Pode-se descrever um férmion de Dirac em vários tipos de campos externos, usando

uma função de onda de quatro componentes ψ, satisfazendo à equação de Dirac

i
∂ψ

∂t
= Hψ = (H0 + gH1)ψ , (4.1)

H0 é o hamiltoniano da part́ıcula livre

H0 = βm +−→α .
−→
P , (4.2)

onde β e −→α são as bem conhecidas matrizes de Dirac. Neste caṕıtulo as unidades são

escolhidas de tal forma que h̄ = c = 1.

A interação com o campo externo é feita pelo termo gH1. Identifica-se g como a

constante de acoplamento, por exemplo a carga elétrica do férmion no caso de campos

eletromagnéticos externos.

No caso geral quando se coloca a interação de interesse na equação acima e se obtém a

solução, há a mistura de estados ϕ e χ . De certa forma, esse fato dificulta a interpretação

f́ısica do resultado. Vamos buscar uma maneira de resolver esse problema.
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A solução aproximada é bem conhecida e faz parte de muitos livros textos. Entretanto,

em alguns casos é posśıvel escrever a solução exata. Primeiramente obteremos a solução

aproximada comum e a usaremos como motivação para chegamos à solução exata, nos

casos em que esta é admitida.

Faz-se necessário, para o desenvolvimento da teoria, estabelecer a distinção entre ope-

radores pares e ı́mpares. Um operador ı́mpar na teoria de Dirac é uma matriz que contem

elementos que conectam as componentes grandes e pequenas da função de onda, enquanto

que o par é aquele que não possui esses elementos.

Pode-se mostrar que uma condição necessária e suficiente para uma matriz ser par

(́ımpar) é que ela comute (anticomute) com β. Isso permite que se escreva para um

operador qualquer M

M = MP + M I , (4.3)

onde MP é a parte par e M I a parte ı́mpar

MP =
1

2
(M + βMβ), M I =

1

2
(M − βMβ) . (4.4)

As equações acima são simples de serem entendidas, basta substituir (4.4) em (4.3)

M =
1

2
M +

1

2
(βMβ) +

1

2
M − 1

2
(βMβ) .

Algo natural de se pensar é que se o Hamiloniano fosse um operador par, podeŕıamos

separar a equação de Dirac em duas, sem haver mistura de componentes. Há uma maneira

de se fazer isso, utilizando-se de sucessivas transformações canônicas.

A hamiltoniana é colocada na forma

H = βm + ε + ϑ , (4.5)

onde ε são os operadores pares e ϑ são os ı́mpares (veja a equação(4.4)).

Faz-se a seguinte transformação canônica

ψ′ = eiSψ . (4.6)

Dáı teremos

i
∂ψ′

∂t
= [eiS(H − i

∂

∂t
)e−iS]ψ′ = H ′ψ′ , (4.7)
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pois

i
∂

∂t
e−iSψ′ = Hψ = He−iSψ′ = e−iS(i

∂ψ′

∂t
) + i(

∂

∂t
e−iS)ψ′ . (4.8)

Com o objetivo de obtermos uma solução aproximada para um sistema qualquer,

vamos fazer a expansão do termo em que a hamiltoniana está presente na equação (4.7).

Essa expansão é feita através de um parâmetro τ , introduzido da seguinte maneira

F (τ) = eiτSHe−iτS . (4.9)

Depois de feita a expansão, tomamos τ = 1. Calculando passo a passo

F (τ) = eiτSHe−iτS =
∞∑

n=0

τn

n!
(
∂nF

∂τn
) , (4.10)

∂F

∂τ
= iSeiτSHe−iτS + eiτSH(−iS)e−iτS = ieiτS[S, H]e−iτS .

Vemos então que

∂nF

∂τn
= ineiτS[S, [S, ..., [S,H], ...]e−iτS . (4.11)

No nosso caso como foi dito τ = 1. Aplicando este resultado à equação (4.7),

H ′ = eiS(H − i
∂

∂t
)e−iS + i

∂

∂t
= H + i[S, H − i

∂

∂t
]− 1

2
[S, [S, H − i

∂

∂t
]] + ... . (4.12)

Podemos fazer isso, já que S é expandido em potências de 1/m e é portanto “pequeno”

no limite não relativ́ıstico. Para começar construindo S, vamos tomar a primeira ordem

em m

H ′ = βm + ε + ϑ + i[S, β]m. (4.13)

Podemos ver que para a part́ıcula livre, se escolhermos S = −iβϑ/2m, em primeira

ordem o termo ı́mpar ϑ desaparece e a hamiltoniana torna-se par. Nesse caso a transfor-

mação será exata.

Aplicando este S na equação (4.13), tem-se, para o caso geral

H ′ = βm + ε + ϑ + i[(
−iβϑ

2m
)βm− βm(

−iβϑ

2m
)] =

= βm + ε + ϑ− ϑ

2
− ϑ

2
= βm + ε , (4.14)
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lembrando que β2 = 1 e β anticomuta com ϑ.

Então, fazendo uma seqüência de transformações, com o gerador de cada passo sen-

do S = (−iβ/2m) × {termos ı́mpares na hamiltoniana de ordem mais baixa em 1/m}, a

hamiltoniana será par em qualquer ordem desejada de 1/m.

Se escrevermos a hamiltoniana transformada como HFW = UFW HU∗
FW , a transfor-

mação resultante será

UFW = ...exp(iS2)exp(iS1) . (4.15)

Como já conhecemos S1, tomando a primeira ordem, temos que descobrir quem é

S2. Para isso como já foi dito, basta fazer a transformação com S1 e ver quais são os

termos ı́mpares que terão ordem 1/m. Esses serão os termos utilizados para formar S2.

Conseqüentemente, para acharmos S3, fazemos a transformação com S2, identificamos os

termos ı́mpares de ordem 1/m2 e assim sucessivamente. Vamos achar S2, fazendo então

a primeira transformação

H = βm + ε + ϑ + i[
−iβϑ

2m
,βm + ε + ϑ− i

∂

∂t
] =

= βm + ε + ϑ− ϑ

2
− ϑ

2
+

1

2
βϑ2 + [

βϑ

2m
, ε− i

∂

∂t
] =

= βm + ε +
1

2
βϑ2 + [

βϑ

2m
, ε− i

∂

∂t
] . (4.16)

Podemos ver que o termo que será usado para construir S2 será a última parcela do

segundo termo da equação (4.16).

Então, S2 será

S2 = − iβ

2m

iβ

2m
[ϑ, ε− i

∂

∂t
] = − i

4m2
[ϑ, ε− i

∂

∂t
] . (4.17)

Se quisermos encontrar S3, bastaria repetir esse processo. A transformação não é

complicada de ser feita. Na verdade, precisamos apenas calcular alguns comutadores.

Também é importante enfatizar que para a part́ıcula livre, a transformação é feita de

forma exata. Basta tomar H0, e escolher U0 e S da seguinte maneira

U0 = eiS ,
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de tal forma que

S =
−i

2p
β−→α .−→p arctan (p/m) . (4.18)

Tem-se que a hamiltoniana transformada será

H tr
0 = β

√
m2 + p2 . (4.19)

Então, o algoritmo que se usa para se obter as informações f́ısicas de uma hamiltoniana

de uma part́ıcula de Dirac com uma interação qualquer, através da transformação Foldy-

Wouthuysen é

1) identifica-se termos ı́mpares e pares na hamiltoniana;

2) faz-se a primeira transformação. Tem-se um resultado par em primeira ordem em

1/m;

3) faz-se a segunda transformação para se obter um resultado par de ordem 1/m2;

4) deve-se parar quando se obtiver a ordem de precisão desejada, que é definida ana-

lisando o problema em questão. Tipicamente, usa-se até a terceira ordem.

Ao mesmo tempo, existem algumas situações em que é posśıvel fazer uma transfor-

mação canônica em que a hamiltoniana resultante será par em todas as ordens. Este é o

caso da transformação Foldy-Wouthuysen exata.

4.2 Transformação Foldy-Wouthuysen exata

Vamos construir agora uma transformação canônica exata, fazendo a hamiltoniana

par com campos externos. Já foi afirmado que isso é posśıvel para alguns casos e durante

a obtenção desse resultado, poderá se entender quais são esses casos. Até o final deste

caṕıtulo, vamos seguir o artigo [9], abrindo várias contas. Alguns detalhes também podem

ser encontrados em [11] e [12]. Vamos supor que o spinor se transforme da seguinte maneira

ψtr = Uψ , ψ = U∗ψtr . (4.20)

Se substituirmos (4.20) em i∂ψ/∂t = Hψ, supondo que i∂ψtr/∂t = Hψtr, teremos

H tr = UHU∗ − iUU̇∗ , (4.21)

mas como U2 = 1, (U é um operador unitário), sabemos que UU̇ = 0, pois supomos

[U∗ , U̇ ]. Consideremos a equação

[β,H tr] = [β, UHU∗] = 0 , (4.22)
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que é uma condição necessária e suficiente para H ser par. Ela pode ser reescrita da

seguinte maneira (multiplicando por U∗ pela esquerda e U pela direita)

(U∗)× (βUHU∗ − UHU∗β) = 0 ,

(U∗βUHU∗ −HU∗β)× (U) = 0 ,

U∗βUH −HU∗βU = 0 ,

ou ainda,

[U∗βU,H] = 0 . (4.23)

Uma escolha posśıvel para U∗βU é

U∗βU =
H√
H2

≡ λ . (4.24)

Neste caso
√

H2 deve ser entendido da seguinte maneira: calcula-se H2 na represen-

tação de coordenadas. Em seguida, escreve-se H2 na representação de momentos e se

extrai a raiz quadrada. Em todos os passos daqui para frente onde aparecerem ráızes de

operadores, essas grandezas serão entendidas dessa forma.

Da equação (4.24) pode-se escrever

β = UλU∗ =
H tr

√
H tr2

⇒ H tr = β
√

H2tr , (4.25)

que é um hamiltoniano par. Mas, na prática, para se fazer os passos das equações (4.25)

é necessário conhecer o operador U como solução da equação (4.24). Vamos tomar

U =
√

βλ . (4.26)

O operador U deve ter a propriedade Uβ = U∗β. Então, tomando um operador S par

e hermitiano podemos escrever (U é unitátio)

U = exp(iS) , (4.27)

que é diferente de UFW da equação (4.15) da seção anterior que é o operador que faz as

sucessivas transformações de Foldy-Wouthuysen. Essa discrepância acontece pelo fato de

que

exp(A)× exp(B) = exp(A + B +
1

2
[A,B] + ...) , (4.28)
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pois se tomarmos, por exemplo UFW , em terceira ordem em 1
m

, teremos

UFW = exp(iS1 + iS2 + iS3 +
1

2
[S1, S2] + ...) , (4.29)

e no caso geral [S1, S2] não é zero. Portanto, a prinćıpio não será posśıvel escrever su-

cessivas transformações equivalendo a uma, como é o caso que estamos tomando agora

quando escolhemos a solução da equação (4.26). Este ponto “sutil” é a primeira diferença

entre a transformação Foldy-Wouthuysen e a Foldy-Wouthuysen exata.

Um caso particular para ilustrar o que foi dito até agora é quando o termo de interação

é ı́mpar. Uma transformação com
√

βλ fornece o resultado

H tr2
= UHU∗UHU∗ = UH2U∗ = H2 = β2m2 + ϑ2 + βmϑ + ϑβm .

Os dois últimos termos se cancelam. No segundo passo, U comutou com H pois é

função de H. Então

H tr = β
√

m2 + ϑ2 . (4.30)

Para um campo magnético estático
−→
B = rot

−→
A introduzido de maneira convencional

na hamiltoniana por uma transformação de calibre no momento com o potencial vetor
−→
A ,

tem-se

H tr = β
√

m2 + (−→p − e
−→
A )2 − e

−→
Σ · −→B , (4.31)

onde
−→
Σ é a matriz de spin

−→
Σ = −γ5

−→α .

É importante enfatizar que a dificuldade toda deste método reside apenas na com-

plexidade do entendimento de como ele atua em uma hamiltoniana, ou em que casos ele

pode ser utilizado. Entretanto depois que se entende seu “funcionamento” ele não é muito

complicado de ser utilizado. São poucos os cálculos necessários para se obter as infor-

mações f́ısicas da hamiltoniana. No exemplo acima, apenas foi preciso elevar um operador

ao quadrado.

Na próxima seção será descrito com detalhes como e em que casos a transformação

Foldy-Wouthutsen exata atua.
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4.3 Como fazer a transformação exata

Vamos analisar o caso agora em que o termo de interação não é só ı́mpar. Uma

condição necessária e suficiente para a hamiltoniana ser par é

UλU∗ = β , (4.32)

onde UU∗ = U∗U = 1.

A solução para o operador U é
√

βλ. No caso geral, podemos fazer uma expansão

de λ em potências da constante de acoplamento do campo de interação. Esta constante

para o campo é elétrico é a carga elétrica (e); para o campo gravitacional, a massa (m);

etc. Mas essa expansão na maioria dos casos fornece termos extremamente complicados

na potências de g (constante de acoplamento).

Na verdade, o problema aqui é achar uma transformação que leva λ a β. Vamos

fazer isso em dois (ou mais) passos, usando o operador intermediário f , que é tal que

f = f ∗ = f−1, ou seja, faremos

λ → f → β . (4.33)

A primeira transformação será feita pela função transformação
√

fλ,

√
fλ λ

√
λf = f (4.34)

e a segunda,

√
βf f

√
fβ = β . (4.35)

A transformação resultante sendo, portanto, o produto das duas

U =
√

βf
√

fλ , (4.36)

de onde se vê

UλU∗ =
√

βf
√

fλ λ
√

λf
√

fβ =
√

βf f
√

fβ = β . (4.37)

O método pode ser generalizado para qualquer número de transformações

U =
√

βfn

√
fnfn−1...

√
f2f1

√
f1λ . (4.38)
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Vamos usar a seguinte definição de
√

fλ (note que f é completamente arbitrário até

aqui)

√
fλ = (1 + fλ)(2 + fλ + λf)−

1
2 . (4.39)

Para ver que isso é posśıvel, vamos tomar a raiz de um operador unitário,

√
u = (1 + u)(2 + u + u∗)−

1
2 , (4.40)

e fazer que ele atue

u|δ >= exp(iδ)|δ > , u∗|δ >= exp(−iδ)|δ > ,

somando as duas equações e depois adicionando 2|δ > a ambos os lados

(u + u∗)|δ >= (eiδ + e−iδ)|δ > ,

(2 + u + u∗)|δ >= 2(1 + cos δ)|δ > ,

podemos ver que (2+u+u∗)−
1
2 é definido a não ser que cos δ = −1. Sabendo disso vamos

calcular
√

u
√

u,

√
u
√

u = (1 + u2)(2 + u + u∗)−1 = (1 + 2u + u2)(2 + u + u∗)−1 =

= u(u∗ + 2 + u)(2 + u + u∗)−1 = u . (4.41)

Dáı, vemos que esta definição para
√

u faz sentido, pois
√

u
√

u = u. O conjugado é

(
√

u)∗ = (1 + u∗)(2 + u∗ + u)−
1
2 =

√
u∗ . (4.42)

Uma expansão da equação (4.36) em potências de g (expressa em termos de λi pode

ser obtida requerendo, por exemplo, que na ordem zero a raiz seja um número c, pois até

agora, temos total liberdade no operador intermediário f . Tomando f para ser de ordem

zero, teremos

fλ0 + λ0f = c , (4.43)

onde λ0 é o λ que corresponde ao H0 (hamiltoniano da part́ıcula livre).
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Neste ponto podemos resolver o problema da primeira transformação (lembrando que

a transformação é feita em dois passos). Existe uma matriz η tal que η = η∗ = η−1,

definida como η = −iβγ5 = −βα1α2α3, com a seguinte propriedade

{η , β} = −iβγ5β + iββγ5 = −iγ5 + iγ5 = 0 , (4.44)

ou seja, {η , λ0} = 0.

A correspondente transformação em dois passos será

U =
√

βη
√

ηλ . (4.45)

Usando (4.39) e (4.44), temos
√

βη = 1√
2
(1 + iγ5). Então

U =
1√
2
(1 + iγ5)

√
ηλ . (4.46)

Quanto ao segundo termo não podemos fazer nada. No caso geral, devemos expandir

λ em termos de g,

λ = λ0 + gλ1 + g2λ2 + ... , (4.47)

onde H = H0 + gH1. Temos que λ2 = 1, pois λ = H/
√

H2 e

[λ,H0 + gH1] = 0 . (4.48)

Portanto

(λ0 + gλ1 + g2λ2 + ...)2 = 1 , (4.49)

e, por igualdade de polinômios na ordens de gn,

λ0λ1 + λ1λ0 = 0 , , λ0λ2 + λ2
1 + λ2λ0 = 0 , (4.50)

e assim sucessivamente. Usando essas relações, os λN podem ser escritos em função do λi

de ordem mais baixa.

Vamos fazer λ = λc + λa, onde λc comuta com λ0 e λa anticomuta. Dáı

λc
1 = 0 ,

λc
2 = −1

2
λ0λ

2
1 , etc. (4.51)

26



Em geral,

λc
n = −1

2
λ0

n−1∑

k=1

λkλn−k . (4.52)

A parte que anticomuta é determinada por (4.48). A parte anticomutativa de (4.48) é

[λa
n, H0] + [λn−1, H1]

a = 0 , (4.53)

colocando H0 = λ0Ep e multiplicando por λ0,

{λa
n, Ep} = ba

n , bn = λ0[λn−1, H1] . (4.54)

A solução é não é complicada; é posśıvel escrever λa
n da seguinte maneira

λa
n =

∫ 0

−∞
exp(Epτ)ba

nexp(Epτ)dτ . (4.55)

Para ver isso, vamos assumir que

{λa
n, Ep} = ba

n =
∫ 0

−∞
exp(Epτ){Ep , ba

n}exp(Epτ)dτ . (4.56)

Integrando (4.56) por partes, obtemos

{λa
n, Ep} =

∫ 0

−∞
d(exp(Epτ)ba

nexp(Epτ)) = ba
n . (4.57)

A integral em 0 dá ba
n e em −∞ dá zero. Então, λn pode ser escrito como

λn = −1

2
λ0

n−1∑

k=1

λkλn−k +
1

2

∫ 0

−∞
exp(Epτ)[λ0, [λn−1, H1] ]exp(Epτ)dτ . (4.58)

Essa equação define todos os λn em função dos λi de ordem mais baixa. Esta é a

solução geral para uma hamiltoniana qualquer com a interação desejada. Vemos que este

resultado não é exato.

Entretanto, vamos voltar à equação (4.46) e ver que em alguns casos é posśıvel se

obter o resultado exato. Antes, uma observação interessante a se fazer é quando tomamos

a expansão em 1/m, ou seja,

λ = λ0 +
1

m
λ1 + (

1

m
)2λ2 + ... . (4.59)

Usando a mesma técnica,

λ2 = 1 , [λ,H] = 0 ,
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agora, com H = mβ + h = mβ + ε + ϑ . A parte ı́mpar de λ é

λÍmpar
n = −1

2
β

n−1∑

k=1

λkλk−1 , (4.60)

A parte par é determinada por [λ,H] = 0

[λn, β] + [λn−1, h] = 0 ,

λpar
n =

1

2
β[λn−1, h] . (4.61)

Portanto, os λn serão

λn = λpar + λÍmpar =
1

2
β([λn−1, h]−

n−1∑

k=1

λkλk−1) . (4.62)

O fato interessante comentado aparece nesse ponto, pois os primeiros termos são

λ1 = ϑ , λ2 =
1

2
β[ϑ, ε]− 1

2
βϑ2 , (4.63)

que vão nos fornecer a transformação Foldy-Wouthuysen. É o que realmente deveria

acontecer, pois esta transformação é uma expansão em 1/m, que é exatamente a constante

de acoplamento escolhida neste exemplo. O que chama atenção é que o método empregado

é totalmente diferente daquele da seção anterior.

Agora, vamos retornar à equação (4.46). Para resolver a primeira parte de U , procu-

ramos por uma matriz que anticomutasse com β. Vamos agir da mesma maneira. Vamos

tomar o caso em que H anticomuta com η. Neste caso U = U2 × U1, onde

U1 =
1√
2
(1 + ηλ) e U2 =

1√
2
(1 + βη) . (4.64)

Como {η, H} = 0, tem-se H2η = ηH2. Vemos então

η
√

H2 =
√

η2
√

H2 =
√

η2H2 =
√

ηH2η =
√

H2η2 =
√

H2
√

η2 =
√

H2η , (4.65)

obtém-se η
√

H2 =
√

H2η. Basta agora fazer a transformação

U1HU∗
1 =

1√
2
(1 + ηλ)H

1√
2
(1− ηλ) =

1

2
(H + ηλH)(1− ηλ) =

=
1√
2
(H −Hηλ + ηλH − ηλHηλ) =

1

2
(2ηλH) = η

√
H2 , (4.66)
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e, finalmente,

U2η
√

H2U∗
2 = U2 =

1√
2
(1 + βη)η

√
H2

1√
2
(1− βη) =

=
1

2
(η
√

H2 + β
√

H2)(1− βη) =
1

2
(η
√

H2 − η
√

H2βη + β
√

H2 − β
√

H2βη) =

= η
1

2
(
√

H2 − β
√

H2β) + β
1

2
(
√

H2 + β
√

H2β) . (4.67)

Portanto,

H tr = UHU∗ = β[
√

H2]PAR + η[
√

H2]ÍMPAR . (4.68)

Esta transformação é exata. Como se pode ver, desde que H anticomute com η é

posśıvel fazer a transformação. Como já foi dito, a única dificuldade está em entender o

método, pois aplicá-lo não é algo muito complexo do ponto de vista matemático.

Um pequeno algoritmo para se fazer essa transformação é

1) verificar se {η, H} = 0;

2) calcular H2;

3) identificar os termos pares e ı́mpares e utilizar a equação (4.68).
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Caṕıtulo 5

Ondas gravitacionais e campo

magnético

Neste caṕıtulo serão utilizados todos os resultados que foram obtidos até agora. Será

considerada a situação de um férmion numa região do espaço onde há ondas gravitacionais

na presença de um campo magnético externo. O objetivo é obter a hamiltoniana que

descreve a situação e depois fazer uma transformação Foldy-Wouyhuysen exata.

5.1 Descrição do método

Para se obter o resultado desejado, deve-se tomar a ação de Dirac e introduzir

a métrica das ondas gravitacionais através da tetrada. Depois se introduz o campo

magnético e é feita a transformação.

Vamos tomar

S 1
2

=
∫ √−g ψ(γµ∇µ + im)ψ . (5.1)

Já foi visto que

∇µψ = ∂µψ +
i

2
wab

µ σabψ , σab =
i

2
(γaγb − γbγa) ,

wµab =
1

4
(ebα∂µe

α
a − eaα∂µe

α
b ) +

1

4
Γα

λµ(ebαeλ
a − eaαeλ

b ) . (5.2)

Para tornar este caṕıtulo o mais claro posśıvel, os cálculos serão divididos em sete

passos, descritos a seguir
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1) tomar a métrica gµν = ηµν + hµν ;

2) calcular ea
µ(hµν);

3) calcular wµab(hµν);

4) introduzir as ondas gravitacionais;

5) introduzir o resultado na ação de Dirac;

6) trocar ih̄∂µ → ih̄∂µ − e
c
Aµ (introduzir o campo Aµ);

7) encontrar a hamiltoniana e fazer a transformação exata.

5.2 A métrica gµν.

Será considerada a métrica gµν da seguinte maneira

gµν = ηµν + hµν . (5.3)

Nesta equação, ηµν representa a métrica de Minkowiski e hµν uma pequena perturbação

nessa métrica. Esta perturbação, a prinćıpio, é totalmente arbitrária. Apenas no quarto

passo serão introduzidas as ondas gravitacionais. Também é importante dizer que esta

perturbação é tomada apenas em primeira ordem. Os termos de ordem quadrática (O(h2))

serão considerados nulos.

5.3 Escrevendo a tetrada em função de hµν

É importante escrever a tetrada em função da métrica do problema, ea
µ(hµν), pois já

temos a conexão espinorial em função da tetrada. Desejamos, então, obter ea
µ. Temos que

ea
µeνa = gµν , (5.4)
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portanto, vamos tomar a expansão em função da tetrada da métrica de Minkowiski

ea
µ = ea

µ + xhµαea
µ + ... , (5.5)

eνa = eνa + xhβνeβa + ... . (5.6)

Tomando apenas a parte linear em hµν , pois como já foi dito, representa um campo

fraco,

ea
µeνa = ea

µeνa + xhβνδ
β
µ + xhανδ

α
µ = ηµν + 2xhµν , (5.7)

mas como na equação (5.4) vamos tomar apenas a parte linear na métrica gµν = ηµν +hµν ,

ηµν + 2xhµν = ηµν + hµν ⇒ x =
1

2
. (5.8)

Então, voltando em (5.5) e (5.6),

ea
µ = ea

µ +
1

2
hµαea

µ + ... , (5.9)

eνa = eνa − 1

2
hβνeβa + ... . (5.10)

5.4 Escrevendo a conexão espinorial em função de hµν

Com o resultado da seção anterior podemos escrever a conexão espinorial em função

de hµν . Para isso, basta substituir as equações (5.5) e (5.6) em (5.2). Calculando termo

a termo,

eα
b ∂µeαa = (eα

b −
1

2
hαβebβ)∂µ(eαa

1

2
hαβeα

a ) =
1

2
eα

b eβ
a∂µhαβ , (5.11)

eβ
a∂βeµb = (eβ

a − 1

2
hλβeaλ)∂β(eµb

1

2
hµλeλ

b ) =
1

2
eβ

aeλ
b ∂βhµλ , (5.12)

eα
aeβ

b = (eα
a −

1

2
hαγeαγ)(e

β
b −

1

2
hλβeλb) = eα

aeβ
b −

1

2
hαγeαγ − 1

2
hλβeα

aeλb , (5.13)

eα
aeβ

b eµc = eµc(eα
aeβ

b −
1

2
hαγeαγe

β
b −

1

2
hβλebλeα

a ) +
1

2
hµγe

γ
c eα

aeβ
b , (5.14)
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eα
aeβ

b eµc∂αec
β = eµc(eα

aeβ
b −

1

2
hαγeαγe

β
b −

1

2
hβλebλeα

a ) +
1

2
hµγe

γ
c eα

aeβ
b ∂α(

1

2
hβχeχc) =

=
1

2
δχ
µeα

aeβ
b ∂αhβχ + O(h2) =

1

2
eα

aeβ
b ∂αhβχ . (5.15)

Com esses resultados, pode-se escrever a conexão espinorial em termos da tetrada,

wµab =
3

8

(1

2
eα

b eβ
a∂µhαβ − 1

2
eα

aeβ
b ∂µhαβ

)
+

1

4

(1

2
eβ

aeλ
b ∂βhµλ − 1

2
eα

aeβ
b ∂βhµλ

)
+

+
1

4

(1

2
eα

aeβ
b ∂αhµβ − 1

2
eα

b eβ
a∂αhµβ =

=
3

16
eα

b eβ
a∂µhαβ − 3

16
eα

aeβ
b ∂µhαβ +

1

4
eα

aeβ
b ∂αhµβ − 1

4
eα

b eβ
a∂αhµβ . (5.16)

5.5 Introduzindo as ondas gravitacionais

Como já foi dito, as ondas gravitacionais podem ser interpretadas como perturbações

no espaço-tempo que se propagam satisfazendo uma equação de onda. É fato que elas

possuem duas polarizações que aqui serão descritas por v = v(ct− x) e u = u(ct− x). A

métrica que descreve essas perturbações pode ser escrita como

ds2 = c2dt2 − dx2 − (1− 2v)dy2 − (1− 2v)dz2 − 4udydz . (5.17)

Neste caso, as componentes da perturbação hµν são tomadas como h00 = h11 = 0,

h33 = −h22 = 2v e h23 = −h32 = −2u. Essas componentes serão substitúıdas nos

resultados da conexão espinorial obtidos na seção anterior.

5.6 Introduzindo as ondas gravitacionais na ação de

Dirac

Agora é posśıvel escrever a equação de Dirac numa região onde existam ondas gravi-

tacionais fracas. Para isso, basta substituir os resultados obtidos até agora no operador

∇µψ = ∂µψ +
i

2
wab

µ σabψ . (5.18)
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Mas ainda há na equação de Dirac a matriz γµ, multiplicando essa expressão pela

direita. Sabendo que

γµσab = eµ
dγ

dσab = (eµ
d −

1

2
hµλeλd)γ

dσab , (5.19)

podemos calcular γµWµabσ
ab. Eliminando os termos de segunda ordem

γµwµabσ
ab =

3

16
γdσab(∂dhba − ∂dhab) +

1

4
γdσab(∂ahdb − ∂bhda) . (5.20)

A primeira parcela nessa expressão é nula, pois hµν é simétrico e σab é antisimétrico.

Já na segunda parcela, se definirmos Sdab = γdγaγb − γdγbγa e o separarmos na parte

simétrica e antisimétrica, termos

γc(γaγb − γbγa) = xγd(η
caηbd − ηcbηad) + yγ5γdε

abcd . (5.21)

Não precisamos buscar os coeficienes x e y. A parte antisimétrica sera nula visto que ela

será multiplicada por hµν que é simétrico. Não é muito complicado se mostrar que a parte

simétrica se anula levando em conta que ∂jhij = 0 que vem da equação (2.37).

Portanto, não há contribuição da conexão espinorial para a ação neste caso. O outro

termo na ação, é

γµ∂µ = γaeµ
a∂µ = γa(eµ

a − eν
ah

µ
ν )∂µ . (5.22)

Calculando os termos

eν
0h

µ
ν = 0 , eν

1h
µ
ν = 0 ,

eν
ah

µ
ν = ey

2h
x
y + ez

2h
a
3 = v , eν

ah
µ
ν = ez

2h
x
z + ez

2h
a
3 = u ,

eν
3h

µ
ν = ey

3h
y
y + ez

3h
y
z = u , eν

3h
µ
ν = ey

3h
µ
y + ez

3h
z
z = −v . (5.23)

Portanto, os termos não nulos do operador da equação (5.18) serão

γaeµ
a∂µ =

1

c
γ0∂t + γ1∂x + (γ2 − vγ2 − uγ3)∂y + (γ3 − uγ2 − vγ3)∂z . (5.24)

Agora, para achar a hamiltoniana, basta escrever a equação de Dirac na forma da

equação de Schrödinger [13]

ih̄
∂ψ

∂t
= Hψ , (5.25)

com o seguinte operador hamiltoniano

H = βmc2 − ih̄c[α1∂x + (α1 − vα2 − uα3)∂y + (α3 − uα2 + uα3)∂z] . (5.26)
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5.7 Introduzindo o campo magnético na ação de Di-

rac

Para introduzir o campo magnético basta usar a transformação de calibre usual, com

apenas o potencial vetor
−→
A diferente de zero. Teremos

ih̄
∂

∂xµ
→ ih̄

∂

∂xµ
− e

c
Aµ . (5.27)

A hamiltoniana tem a forma

H = βmc2 − ih̄c[α1(∂x +
e

ih̄c
Ax) + (α2 − vα2 − uα3)(∂y +

e

ih̄c
Ay)+

+(α3 − uα2 + uα3)(∂z +
e

ih̄c
Az)] . (5.28)

5.8 Fazer a transformação exata

Antes de fazer a transformação exata é importante escrever a hamiltoniana obtida na

seção anterior de forma mais conveniente

H = βmc2 − ih̄c[α1∂x + (α1 − vα2 − uα3)∂y + (α3 − uα2 + uα3)∂z]−

−e [α1A1 + α2(A2 − vA2 − uA3) + α3(A3 − uA2 + vA3)] . (5.29)

Como será necessário calcular H2, uma relação extremamente útil é

αiαj = δij + iεijkΣk , (5.30)

onde Σk é a já conhecida matriz de spin

Σk = −γ5αk =




σk 0

0 σk


 . (5.31)

Por isso, é importante escrever os termos da hamiltoniana em termos dessas matrizes.

Introduzimos a seguinte notação

H = βmc2 + αjK i
j∂i + αigi , (5.32)
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K i
j = −ih̄c




1 0 0

0 1− v − uα2α3 0

0 0 1 + v − uα2α3


 (5.33)

e também o termo com o portencial vetor

gi = −e(A1 , A2 − vA2 − uA3 , A3 − uA2 + vA3) . (5.34)

O operador H2 tem a forma

H2 = βmc2αigi + αigiβmc2 + βmc2αjK i
j∂i + αjK i

j∂iβmc2+

+αjK i
j∂iα

lKm
l ∂m + αjKi

j∂iα
lgl + αigiα

jKm
j ∂m + αigiα

jgj + m2c4 . (5.35)

Os termos da primeira linha da equação acima se cancelam, pois [αi, β] = 0. Calcu-

lando os outros um a um

αiαjgjgi = (δij + iεijkΣk)gjgi = gigi = g2 , (5.36)

αigiα
jKm

j ∂m = (δij + iεijkΣk)(
1

2
([giK

m
j ∂m + gjK

m
i ∂m] +

1

2
{giK

m
j ∂m − gjK

m
i ∂m}) =

= giK
m
j ∂m + iεijkΣkgik

m
j ∂m . (5.37)

Para calcular os outros termos, é necessário analisar o comutador [αl , ki
j]. Para l = 1

ou l 6= 1 e i = j = 1, tem-se [αl , ki
j] = 0; nos outros casos isso não acontece. Com

o objetivo de facilitar a derivação dos termos que faltam e a análise do resultado, é

importante definir

ki
j = −ih̄c




1 0 0

0 1− v + uα2α3 0

0 0 1 + v + uα2α3




, (5.38)

gi = (α1A1 , α2A2 , α3A3) , e εijk = (α1ε
i1k , α2ε

i2k , α3ε
i3k) . (5.39)

Com essas notações, temos

αjKi
j∂iα

lgl = αjKi
jα

lgl∂i + αjK i
j∂i(gl) =
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= Ki
jg

j∂i + Ki
j∂i(g

j) + iΣkεjlkK i
jgl∂i + iΣkεjlkKi

j∂i(gl) . (5.40)

O outro termo tem a forma

αjK i
j∂iα

lKm
l ∂m = αjKi

jα
l[∂i(K

m
l )∂m + Km

l ∂i∂m] =

= kil∂i(k
m
l )∂m + kilkm

l ∂i∂m + iεjlkki
j∂i(k

m
l )∂m . (5.41)

Enfim, temos o operador H2

H2 = m2c4 + K ilKm
l ∂i∂m + K i

jg
j∂i + gjKi

j∂i + g2 + K il∂i(K
m
l )∂m + iεjlkK i

j∂i(K
m
l )∂m +

+ ΣkiεjlkKi
jgl∂i − iεjlkΣkK

i
jgl∂i + iΣkεjlkKi

j∂i(gl) + Ki
j∂i(g

j) . (5.42)

É importante notar que K i
j possui apenas termos da métrica e gi possui termos da

métrica e termos de interação como Ai. Este operador H2 é exato. A única aproximação

feita foi desconsiderar termos de ordem superior para as amplitudes das ondas gravita-

cionais, mas eles também podem ser levados em conta, se for preciso. O próximo passo

seria utilizar a equação (4.68). Antes, porém, vamos considerar alguns casos particulares

interessantes desse resultado.

5.9 Análise de casos particulares

O resultado obtido na seção anterior precisa ser testado de alguma maneira. Um forte

ind́ıcio de que ele está correto pode ser dado quando se faz o estudo de casos particulares.

Algo interessante nesse resultado é que ele engloba vários sistemas. Esses sistemas são

aqueles em que a hamiltoniana pode ser colocada na forma da equação (5.32).

5.9.1 Part́ıcula livre

Este é o caso mais simples em que Ki
j se reduz a simplesmente a −i h̄ c δi

j e não há

termos de interação, ou seja, gi = 0, pois u = v = 0 e Ai = 0. Portanto,

H2 = (−ih̄c)2δilδm
l ∂i∂m + m2c4 = m2c4 + c2P 2 , (5.43)

ou ainda,

H = β
√

m2c4 + c2P 2 , (5.44)

que é um resultado conhecido de livros textos, como [2].
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5.9.2 Part́ıcula na presença do campo magnético

Vamos tomar agora o caso de uma part́ıcula de Dirac na presença de um campo

magnético constante. Para termos um campo constante da forma

−→
B = B1

−→
i + B2

−→
j + B3

−→
k , (5.45)

sabendo que
−→
B = rot

−→
A , devemos ter

−→
A =

1

2
(B2z −B3y)

−→
i +

1

2
(B3x−B1z)

−→
j +

1

2
(B1y −B2x)

−→
k . (5.46)

Neste caso temos também Ki
j = −i h̄ c δi

j, mas há agora o termo de interação gi = −eAi ,

pois u = v = 0. Teremos

H2 = m2c4 − h̄2c2∂i∂i + 2ih̄ceAi∂i − h̄ceεijkΣk∂i(Aj) + e2A2 =

= m2c4 + (c
−→
P − e

−→
A )2 − h̄ce

−→
Σ · −→B , (5.47)

ou ainda,

H = β
√

m2c4 + (c
−→
P − e

−→
A )2 − h̄ce

−→
Σ · −→B . (5.48)

Este resultado foi obtido por Eriksen e Kolsrud [9].

5.9.3 Part́ıcula com momento magnético anômalo num campo

magnetostático

Neste caso, vamos partir da hamiltoniana na qual K i
j = −i h̄ c δi

j e gi = −eAi +

αiµIη
−→
Σ .
−→
B , pois u = v = 0. Foi feito isso para poder comparar com o resultado obtido

por Eriksen e Kolsrud [9]. Deve-se levar em conta comutadores de gi com αj e β. Chega-se

a um Hamiloniano um pouco diferente de (5.42), pois agora se deve tomar um pouco mais

de cuidado, visto que gi também é uma grandeza vetorial. Deve-se calcular os comutadores

de gi com αj. Teremos no final

H2 = m2c4 + (c
−→
P − e

−→
A )2 − 2µImc2−→Σ .

−→
B + µ2

IB
2+

+µIβ
−→
Σ .(

−→
B ×−→P −−→P ×−→B ) , (5.49)

que também é um resultado obtido por Eriksen e Kolsrud em [9].
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Caṕıtulo 6

Equações de movimento

Nosso objetivo agora é obter as equações de movimento para uma part́ıcula sujeita

à interação estudada no caṕıtulo anterior. Vamos seguir a idéia usada na referência [10].

Todos os passos serão mostrados a seguir.

6.1 A hamiltoniana da part́ıcula

Primeiramente, vamos tomar uma onda com apenas uma polarização. Para isso vamos

fazer u ≡ 0. Com essa condição, as equações (5.33) e (5.34) têm a forma

K i
j = −ih̄c(δi

j + T i
jv) , gj = −e(δi

j + T i
jv)Ai , (6.1)

onde

T i
j =




0 0 0

0 −1 0

0 0 1


 . (6.2)

Podemos ver também que K i
j = K i

j. Além disso não há mais necessidade de escrever

gj nem εijk, pois ambos comutam com Ki
j e agora também com Ki

j. Sabemos também que

∂jhij = 0. Isso pode ser visto diretamente da equação (2.37). Usando as novas notações

temos que ∇jT
ijv = 0. Substituindo tudo isso em H2, obtido no caṕıtulo anterior,

equação (5.42), teremos um resultado mais simples

H2 = (δij + 2T ijv)(cPi − eAi)(cPj − eAj)− h̄c2PiT
ij[
−→
Σ ×∇v]j+

+h̄ce(δij + 2T ijv)(ΣiBj) + m2c4 . (6.3)
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Mas o interesse f́ısico não está em H2 e sim na própria hamiltoniana. Para obtê-la,

vamos escrever H2 = A2 + B, onde A são os termos que dependem de m e B os que não

dependem. Esse caso é simples, pois A = mc2. Vamos então procurar por um operador

K na forma

K = A +
1

A
K1 + K1

1

A
+ ϑ(

1

A
)2 , (6.4)

de tal maneira que K2 = H2. Nesse caso [K,A] = 0, logo

K2 = A2 + 4K1 ⇒ B = 4K1 ⇒ K1 =
B

4
. (6.5)

Podemos escrever então,

K = A +
B

2A
. (6.6)

Substituindo tudo em K,

√
H2 ' 1

2mc2
(δij + 2T ijv)(cPi − eAi)(cPj − eAj)−

− h̄

2m
PiT

ij[
−→
Σ ×∇v]j +

h̄e

2mc
(δij + 2T ijv)(ΣiBj) + mc2 . (6.7)

Resta agora apenas aplicar a equação (4.68) para obter H. Como todos os termos em

(6.7) são pares (comutam com β), basta multiplicá-la por β para obter H. Temos então

uma hamiltoniana em blocos. Finalmente encontramos

H tr ' 1

2mc2
β(δij + 2T ijv)[(cPi − eAi)(cPj − eAj)− eh̄cεlikΣ

k∂l(Aj)]+

+β
h̄

2mc
εjlk∂j(v)ΣkT

m
l (cPm − eAm) + βmc2 . (6.8)

Agora vamos escrever o spinor em duas componentes, na forma

ψ =




ϕ

χ


 e

−imc2t
h̄ (6.9)

e usar o fato que ih̄∂tψ = Hψ para acharmos a hamiltoniana para ϕ. Teremos, portanto,

ih̄
∂

∂t




ϕ

χ


 = −mc2




ϕ

χ


 + H




ϕ

χ


 . (6.10)
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Usando o fato de a hamiltoniana ser par, a hamiltoniana para ϕ será

H =
1

2mc2
(δij + 2T ijv)[(cPi − eAi)(cPj − eAj)− eh̄cεlikσ

k∂l(Aj)]+

+
h̄

2mc
εjlk∂j(v)σkT

m
l (cPm − eAm) . (6.11)

A hamiltoniana acima descreve uma part́ıcula na presença de um campo magnético

constante, numa região onde há ondas gravitacionais. Todos os termos presentes nela

possuem a massa na potência menos um. A equação de Pauli (3.30), a menos do termo

A0, que neste caso estamos assumindo nulo, também possui essa propriedade. Como a

hamiltoniana acima é exata, logo surge a idéia de tentarmos obtê-la como um limite não

relativ́ıstico para a hamiltoniana inicial, equação (5.32) (antes da transformação exata).

O cálculo é exatamente o mesmo feito na seção (4.4) para obter a equação de Pauli.

Tomamos a hamiltoniana (5.32) e supomos a solução na forma (6.9). Substitúımos em

ih̄∂tψ = Hψ e consideramos o limite de baixas energias, ou seja, que o termo mc2 é

dominante (|mc2χ| À |ih̄∂tχ|). Com essas considerações, chegamos a

ih̄
∂

∂t
ϕ =

1

2mc2
(σjKi

j∂i + σigi)(σ
lKm

l ∂m + σlgl)ϕ . (6.12)

Depois de alguns cálculos com o lado direito desta equação, chegamos a

H =
1

2mc2
(δij + 2T ijv)[(cPi − eAi)(cPj − eAj)− eh̄cεjmkΣ

k∂jAl]+

+
h̄

2mc2
εjlk∂j(v)σkT

m
l (cPm − eAm) , (6.13)

que é a mesma hamiltoniana (6.11). Este resultado já era esperado e é muito interessante,

pois valida o método de transformações exatas.

Como caso particular dessa hamiltoniana podemos facilmente eliminar as ondas gra-

vitacionais fazendo v ≡ 0. Teremos

ih̄
∂

∂t
ϕ =

1

2mc2
[−→σ (c−→p − e

−→
A ) · −→σ (c−→p − e

−→
A )]ϕ , (6.14)

que depois de alguns cálculos, nos fornece

ih̄
∂

∂t
ϕ = [

1

2m
(−→p − e

c

−→
A )2 − eh̄

2mc
−→σ · −→B ]ϕ , (6.15)

que é a equação de Pauli (3.30), com A0 = 0.
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6.2 Equações de movimento

Vamos agora fazer a quantização canônica da teoria não-relativ́ıstica. Para isso, intro-

duzimos os operadores de coordenada x̂i, momenta p̂i e spin σ̂i com as seguintes relações

de comutação (satisfeitas para instantes de tempos iguais)

[x̂i, p̂j] = ih̄δij , [x̂i, σ̂j] = [p̂i, σ̂j] = 0 , [σ̂i, σ̂j] = 2iεijkσ̂k . (6.16)

O operador hamiltoniano Ĥ que corresponde à energia (6.8) é constrúıdo em termo

dos operadores x̂i, p̂i, σ̂i, e esses operadores fornecem as equações de movimento

ih̄
dx̂i

dt
= [x̂i, H] , ih̄

dp̂i

dt
= [p̂i, H] , ih̄

dσ̂i

dt
= [σ̂i, H] . (6.17)

Depois de calcular os comutadores em (6.17), chegamos à forma expĺıcita das equações

de movimento dos operadores. Agora podemos omitir todos os termos que se anulam

quando h̄ → 0. Obtemos, portanto, equações clássicas de movimento que podem ser in-

terpretadas como as equações de movimento (quasi)clássicas para a part́ıcula na presença

de ondas gravitacionais fracas e campo magnético constante. Introduzindo A′
i = TijA

j, o

cálculo direto nos fornece as equações

dxi

dt
=

1

m
(δij + 2 Tij v)(P j − e

c
Aj) ,

m
dẋi

dt
=

e

c

{−̇→x ×
[−→
B + 2v rot

−→
A
′]}

i
− e

c
(δij + 2Tijv)

∂Aj

∂t
+

+2mTij
dv

dt
ẋj −mTjkẋ

jẋk(∇iv) ,

dσi

dt
=

e

mc
εijkσ

k[
−→
B + 2v rot (

−→
A
′
)]j +

1

mc
(cP l − eAl)σm[Tml(∂iv)− Til(∂mv)] . (6.18)

As soluções destas equações podem mostrar o efeito das ondas gravitacionais para o

movimento de uma part́ıcula carregada com spin. A diferença dessas equações para as

equações clássicas de uma part́ıcula um campo magnético aparecem nos termos onde v

está presente. A segunda equação, por exemplo, é a força de Lorentz mais alguns termos

onde v, ou seja, a interação com as ondas gravitacionais, está presente. O termo 2v rot
−→
A
′

mostra a interação das ondas gravitacionais com o campo magnético.
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Caṕıtulo 7

Conclusões

Nesta tese, foram estudados alguns aspectos de transformação Foldy-Wouthuysen

exata, inclusive na presença de campo externo da onda gravitacional e campo magnético

e o limite não relativ́ıstico. Os principais resultados que nós apresentamos neste trabalho

são os seguintes:

Na seção (4.4) foram considerados os critérios de transformação Foldy-Wouthuysen

exata e apresentados alguns detalhes técnicos desta transformação. O resultado principal

é a equação (4.68). Esta equação pode ser aplicada, em particular, a uma hamiltoniana

que anticomute com a matriz η. No caṕıtulo 5, foi obtido o operador H2 para o problema

f́ısico deste trabalho. Logo depois, foi mostrado que a equação (5.42) engloba alguns casos

particulares que foram explicitados nas equações (5.44), (5.48) e (5.49).

Para encontrar as equações de movimento no caso de campo de Dirac interagindo

com uma onda gravitacional, elaboramos o caso em que a onda possui apenas uma po-

larização. Desta maneira, no caṕıtulo 6, chegamos à hamiltoniana da part́ıcula (6.11).

Vimos também que essa hamiltoniana tem como caso particular o fato de gerar a equação

de Pauli (6.15) quando v ≡ 0, ou seja, quando não há ondas gravitacionais. Além disso,

foi mostrado que a equação (6.11) pode ser obtida fazendo o limite não-relativ́ıstico de

(5.32). Esta correspondência entre os resultados calculados independentemente fornece

uma confirmação particular das contas ligadas à transformação Foldy-Wouthuysen exata

na presença da onda gravitacional.

Finalmente, usando as relações de comutação (6.17), chegamos às equações de movi-

mento (6.18) para uma part́ıcula não relativ́ıstica de spin 1/2.

Podemos mencionar que, além dos cálculos apresentados neste trabalho, foram con-
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sideradas as versões da transformação Foldy-Wouthuysen exata para caso da torção e

para outro tipo de onda gravitacional (solução exata da equação de Einstein), sugerido

anteriormente pelo Prof. Yu. N. Obukhov.
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