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Resumo

No inicio desta tese apresentamos uma breve revisao dos elementos basicos da Relatividade
Geral, inclusive a informagao necessaria sobre ondas gravitacionais fracas. Serao intro-
duzidas as formulagoes dos campos de Klein-Gordon e Dirac num campo gravitacional
externo. Na parte original da tese, uma particula de Dirac serd considerada numa regiao
onde ha ondas gravitacionais e também um campo magnético. Para extrair informacoes
fisicas da hamiltoniana, é necessario fazer uma transformagao Foldy-Wouthuysen nela. A
transformacao Foldy-Wouthuysen padrao nao é exata, ela representa uma expansao em
séries de poténcias em campos externos. Nesta tese sera desenvolvida uma maneira de
se fazer a transformacao Foldy-Wouthuysen exata com os campos acima mencionados.
Além disso, o formalismo desenvolvido permite tratar varias versoes da transformacao
Foldy-Wouthuysen exata, estudados anteriormente, como casos particulares. Estas con-
tas servem como uma forte verificacao do resultado geral para a transformacao Foldy-
Wouthuysen exata. O limite nao relativistico mostra uma correspondéncia perfeita com
o resultado da trasformacao Foldy-Wouthuysen exata e, também, entre o resultado sem
as ondas gravitacionais e a equacao de Pauli, inclusive para caso (especialmente calcula-
do) de ondas gravitacionais. Finalmente, usando a hamiltoniana elaborada pelo método
Foldy-Wouthuysen, construimos as equacoes de movimento nao relativistico para uma

particula com spin 1/2.
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Abstract

At the beginning of this thesis, we present a brief review of the basic elements of Ge-
neral Relativity, including necessary information about weak gravitational waves. The
Klein-Gordon and Dirac fields will be formulated in an external gravitational field. In the
original part of the work, we consider a particle described by Dirac equation in presence
of a constant magnetic field, in a region where there are also gravitational waves. In order
to extract some physical information from the Hamiltonian, it is necessary to make a
Foldy-Wouthuysen transformation on it. The standard Foldy-Wouthuysen transformati-
on is not exact, it represents an expansion in power series in external fields. In the present
thesis, we introduce a method for performing an exact transformation Foldy-Wouthuysen
for the given case. The formalism is general in a sense it enables one to treat many
versions of exact Foldy-Wouthuysen transformation, studied before, as particular cases.
The corresponding calculations may be used as a strong verification of the general re-
sult of exact Foldy-Wouthuysen transformation. The non relativistic limit shows perfect
correspondence between the result of the exact Foldy-Wouthuysen transformation and
Pauli equation, including the (specially derived) case with gravitational waves. Finally,
using the Hamiltonian derived within the Foldy-Wouthuysen method, we write the non

relativistic equations of motion for a particle with spin 1/2.
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Capitulo 1

Introducao

A Relatividade Geral é uma teoria de gravitacao que apresenta bastante sucesso
em aplicagoes aos fenomenos gravitacionais e a area de cosmologia. Suas predicoes se
ajustam bem a maioria dos testes e ela é extremamente condizente com quase todos os
dados existentes (veja, por exemplo, [4, 5]). Os limites de validade da Relatividade Geral
sao notorios apenas quando se consideram alguns efeitos quanticos.

Com o surgimento da Relatividade Geral, previsoes nao contidas na Mecanica Cléassica
se mostraram presentes na teoria de Einstein, como, por exemplo, a precessao do periélio
de Merctrio, o desvio gravitacional para o vermelho e a deflexao da luz devido a presenca
de um campo gravitacional. Uma teoria completa das interagdes fundamentais deve conter
tanto a Relatividade Geral como a Mecanica Quantica. Por volta do século XX surge a
Teoria Quantica de Campos, incluindo varias abordagens em busca da Teoria Quantica
da Gravitagao.

Uma conseqiiéncia importante das equacoes da Relatividade Geral sao as ondas gra-
vitacionais, que podem ser entendidas de uma maneira simples como perturbacoes no
espaco-tempo, propagando-se segundo uma equacao de onda. As questoes que sao levan-
tadas nesta tese estao relacionadas a essas perturbacoes. A situacao que sera considerada
¢ a de um férmion de Dirac interagindo com ondas gravitacionais na presenca de um
campo magnético constante. Uma maneira 1util de tratar o campo de Dirac interagindo
com alguns campos de fundo é a transformacao Foldy-Wouthuysen que nos permite uma
separacao de componentes “grandes” e “pequenas” do bi-spinor de Dirac. Podemos dis-
tinguir duas versoes destas transformacoes: a transformacgao Foldy-Wouthuysen exata e

a transformacao Foldy-Wouthuysen aproximada, na qual a solucao é obtida em forma de



séries de poténcias em campos externos.

A solugao aproximada nao é muito complicada de se obter, mas neste caso existe um
certo risco de se perder termos relevantes [14]. Aqui, nds concentramos nossa atengao sobre
a solucao exata que é mais complicada e mais interessante do ponto de vista matemaético.
De posse da solugao, serd possivel ver pelos termos da hamiltoniana de campo de spin
1/2, se alguns deles apresentam uma mistura entre o campo magnético e o campo da onda
gravitacional.

Para se chegar a esses resultados, serd apresentada nesta tese uma breve revisao sobre
os conceitos basicos de Relatividade Geral, assim como o que motivou a introducao dos
campos de Klein-Gordon e de Dirac para descrever particulas quanticas. Sera apresen-
tada também uma maneira de descrever esses campos numa regiao que possua campo
gravitacional externo, através da tetrada e da generalizagao minima. Com esse método
serao introduzidas as ondas gravitacionais na acao de Dirac. Entao, serd desenvolvida
uma maneira de se fazer uma transformacgao canonica na hamiltoniana da qual poderd
se inferir os resultados desejados quando aplicada ao problema em questao. Antes, serd
feita uma breve revisao sobre a transformacao Foldy-Wouthuysen.

Nesse ponto, sera feito o desenvolvimento do método de obtencao do resultado dese-
jado, que serd chamado de transformacao Foldy-Wouthuysen exata. Esta transformacao
trard as informacoes relevantes para as questoes levantadas nesta tese. Sera estudado o
caso em que se consideram ondas gravitacionais fracas (aproximacao de primeira ordem).
Entretanto, a hamiltoniana obtida apds a transformacao engloba varios casos particulares
que também terao destaque neste trabalho. Por fim, serao apresentadas as equacoes de
movimento para a particula nos campos externos da onda gravitacional fraca e magnético

constante.



Capitulo 2

Elementos basicos de Relatividade

Geral

2.1 Notacao relativistica

Antes de comecarmos a discutir a teoria “em si” é necessario definir notagoes. Quando
as notacoes nao sao as mais claras quanto possiveis, as equagoes perdem um pouco de
seu sentido, pela possibilidade de nao expressarem exatamente o significado de cada ente
matematico presente nelas. Vamos entao definir as grandezas bésicas da teoria, entretanto
sem explicacoes minuciosas sobre cada uma, pois este nao é o objetivo desta tese.

Sera generalizada a nocao de distancia entre dois pontos do espago como o intervalo
entre dois pontos no espago-tempo, para que ele seja invariante perante as transformacoes

de Lorentz. O intervalo é dado por
datdz, = ds* = Pdt* — (da® + dy* + d2?), (2.1)
onde
ot = (2% 2t 2% %) = (ct,2,9,2) . (2.2)

Para os operadores diferenciais, definimos

9 10 9 0 9 10
On = G = O0:00.02.0) = (L5055 52) = (L0 V)
10 1 02
b vy (2 my — —~ _\7?
P =g"0= (5. -V) . POu= o5 -V (2.3)



O quadrivetor energia-momento de uma particula tem a forma
E E
w_ (= — (= _
p_(caﬁ>7 pu_<C> ) (24)
A relag@o entre o momento e energia da particula tem a forma
2
pQZP“Puzg—W:m?CZ-

Nas unidades em que ¢ = 1, temos

p* =p'p,=E*—P*=m?>. (2.5)

2.2 Grandezas basicas de Relatividade Geral

A Relatividade Geral é fundamentada no principio da equivaléncia de Einstein, que
diz: “em qualquer ponto do espaco-tempo, em qualquer campo gravitacional, pode-se es-
colher um sistema de coordenadas ‘localmente inerciais’ tal que numa vizinhanga suficien-
temente pequena desse ponto as leis da natureza terao a mesma forma como num sistema
de coordenadas cartesianas nao aceleradas”.

Para se definir grandezas nessa teoria é necessario usar uma ferramenta matematica
que seja condizente com o principio da equivaléncia. Utilizam-se os tensores, pois se sabe
que um tensor quando muda de sistema de coordenadas continua sendo um tensor, pela

prépria defini¢ao [7]. Um tensor de rank trés, por exemplo, é definido como

o g 0T Oxt Ox¥
5 () = ox> 0x'8 dx M (7).

(2.6)

Uma definicao importante da Relatividade Geral é que o campo gravitacional nao é
como os outros campos, mas uma caracteristica geométrica fundamental do espago-tempo.
Para se medir distancias nesse espago, utiliza-se o tensor métrica, pois o intervalo é escrito

da seguinte maneira
ds® = g, drtdz” (2.7)

onde temos que as componentes da métrica g,, descrevem o campo gravitacional.
Matematicamente, a descricao de campo gravitacional exige o uso da nocgao de va-
riedade. No caso em que a unica caracteristica do campo gravitacional é a métrica, a
construcao se chama “espaco de Riemann”. Nao serd exibida aqui uma revisao sobre
variedades, pois essa discussao foge ao objetivo deste trabalho. Como referéncia podemos

indicar, por exemplo, o livro [6].



2.3 Derivada covariante e conexao afim

A derivada parcial d,¢ de um campo escalar ¢ é um vetor covariante. Entretanto, a
derivada parcial de algum outro tensor nao forma um tensor. Porém, podemos adicionar
a derivada parcial alguns termos extras tal que a soma torna-se um tensor. Esta soma é
chamada derivada covariante V,. No caso de um vetor A% sua derivada covariante tem a

forma
VA® = 0gA" + I’gWA7 ) (2.8)

A derivada covariante (2.8) é um tensor se, e somente se, a conexao afim transforma-se
nao tensorialmente

o 02 Ozt dx¥ _,  Oxt Oz¥ &x™
YT 9x) 028 9z M 928 O Orrdxr

(2.9)

A regra para construir as derivadas covariantes de outros tensores vem do fato de o

produto de vetores contra e covariantes A* e B, ter de ser um escalar,

V3(A*B,) = 03(A°B,) (2.10)
e consequentemente

VsBy = 0sBa — '}, B, . (2.11)

Em geral os coeficientes I'gy, em Relatividade Geral, satisfazem duas condigoes

(i) Simetria
A e (2.12)
(ii) Metricidade da derivada covariante,
Vol = Oagur = Dhadrw — Doagur = 0. (2.13)

Se usarmos estas condi¢bes em uma equagao como a (2.8), para um tensor com nimero

de indices arbitrdrio, a unica solugao para I'g ¢é

1
By = §9M(3ﬁ9m + 0v928 — Orgy) - (2.14)

A expressao acima é chamada “simbolo de Cristoffel” que coincide, no caso de teoria sem

tor¢ao e nao-metricidade, com a conexao afim.



2.4 Tensor de curvatura e suas propriedades

Se tentarmos entender o principio de equivaléncia usando as notacoes que estamos
fixando, poderemos entendé-lo com um enunciado que diria que sempre se pode escolher
coordenadas locais tais que num dado ponto o, Féﬂ(xo) = (. Portanto necessitamos de
um tensor do espaco-tempo que nos diga se o transporte paralelo muda os componentes de
um vetor. Se a conexao afim admite coordenadas globalmente planas, nessas coordenadas

tem-se que para tensor qualquer

(0,00 — 0a0,)T1220m =) (2.15)

Q1a2...0n

entao, nestas coordenadas é valido que

[V, Vo] TO1220m — ) (2.16)

ajQag...0n

Contudo, num caso geral nao se pode esperar que as derivadas covariantes sempre

comutem, assim

V.V, T = 0,0,T* + 0,(Tg) T + T80, T* — T} ONT*—
~I) I T7 +T0,0,T + T0 T T7 (2.17)

VoV T = 0,0,T* 4 0,(T5, )T + T0,0,T* — T, 0T —

I, 0 T7 + 15,0, T + Lo\ T (2.18)
pontanto
[vlﬂ V’/] Ta = TA(aHF?\V - aVF?fu) + TT( ())\éuriu - ?\VF?',U‘) = A;LVT/\ (219)
onde
>\VM - 8 F aurgfu + F;r\u gu - 7):1/ gu : (220)

O termo acima é chamado de “tensor de curvatura” ou “tensor de Riemann”. Da
mesma forma temos que

V.. V. Zgs RﬁyuZA (2.21)

Juntamente com o tensor de Riemann ha algumas contragdes importantes. A primeira
delas é o tensor de Ricci

Ry = R (2.22)

e seu traco R = R, g" é chamado escalar de curvatura.
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2.5 Equacoes de Einstein

As equagoes dinamicas da Relatividade Geral podem ser formuladas através da agao

de Einstein-Hilbert

Syr = —i /d4a:\/—_g(R +20), (2.23)

onde v e A sdo constantes. O termo A é chamado de constante cosmoldgica. O proximo

passo é considerar a acao total, incluindo a parte da matéria .S,,
St = Sgr + S, (2.24)

e achar as equacoes de movimento §5;/0g,, = 0. O tensor energia-momentum da matéria

é definido como

-2 48,
vV —9g 5gp,u '

A variagao da agao total tem a forma (desconsiderando o termo com derivada total)

™

(2.25)

1 1 1
0S; = /d4:1:\/—g { (R“” — ig’“’R - g’“’A) — ZT‘“’} Py - (2.26)
8
Usando o principio da acao minima, as equagoes para a métrica tomam a forma

1 v
GMV = R,ul/ - §guyR = ET#V + Ag/ﬂ/ . (227)
Estas sao as equacgoes de Einstein com a constante cosmolégica, onde o tensor G, é

convencionalmente chamado de tensor de Einstein [17].

2.6 Ondas gravitacionais

Nesta secao serd feita uma breve revisao sobre ondas gravitacionais, em particular
da métrica que as descreve. Outros aspectos sobre ondas gravitacionais nao serao levados
em conta. Eles podem ser encontrados em [3]. Vamos estudar uma métrica que descreve
ondas gravitacionais fracas. Consideraremos propagacoes de perturbacgoes da métrica no

fundo da métrica de Minkowski. Vamos tomar

Guv = Nuv + h,uu ) |huy| <1. (228)



A conexao afim, levando em conta apenas a primeira ordem em h,, serd
D = 20O+ Dby — Oph) (2:29)
e o tensor de Ricci,
Ry — ;(aAayhg L+ 0Nk — 0 — D,0,h) + O(1). (2.30)
As equagdes de movimento tém a forma

1
RHV(hocﬁ) = 87TG<T;W - ig;wT)\ )\) . (2.31)

Levando em conta as condigoes de calibre 0,h% —1/2 0,h = 0 (veja por exemplo [4]),

chegamos a seguinte relagao
V?h,, = —167GS,, , (2.32)

onde S, = T}, — % T1,.. Consideramos que a fonte das ondas também ¢ fraca. Tomando

o caso especial quando o espago esta vazio, uma solucao em forma de ondas planas é
ikya? —ikya?
by = €ue™" + e, e (2.33)
onde k) é o vetor de onda. Temos também o vinculo devido a invariancia de gauge

1
kel = 5]@65 . (2.34)

Vamos considerar o caso de uma onda que se propaga na direcao x, ou seja, o vetor

de onda é tal que k3 = k* =0, k' = k% = k > 0. A partir de (2.34), podemos escrever

1
€03 = —€13 , €1 = _5(611 +ew), . €op=—€n , €x=—esx. (2.35)

/

Agora, vamos fazer a transformagao e/,

= e + k& + k€, Para isso vamos escrever
h,., como em (2.33) e supomos h;,,, = hy,, — 0,&, — 0,,. Usamos entao (2.34) e chegamos

a

/ / /
€33 = €33 , €39 =€3 , €33 = ez + k3,

6/21 = e9 + k& 6/11 =e11 + 2k&; . (2.36)



Podemos escolher &, tal que todas as componentes exceto ess, €22 € €3z sejam nulas.
Ja sabemos que e33 = —eoo.

Tomando ez3 = v e e3y = v/, levando em conta que g, = 1, + Ay, temos

h33 — Ulelkz+kt 4 Ulele~c:1:+kt7 h32 — u/ezkarkt i ulefzkarkt

h22 = —h33, pOiS €99 — —€33. (237)

Para simplificar as notagoes vamos chamar hsz = 2v e hzy = 2u. Essas sao as componentes

da métrica que serao utilizadas nesse trabalho para estudar ondas gravitacionais fracas

[15]

1 0 0 0
0 -1 0 0

M=o 0 —1-2 —2u (2.38)
0O O —2u —14+2v



Capitulo 3
Campos de Klein-Gordon e de Dirac

Os campos que aparecem quando se trata da mecanica quantica relativistica serao
apresentados agora. Mais a frente sera apresentada uma maneira de introduzir a interacao

desses campos com um campo gravitacional, no ramo da Relatividade Geral.

3.1 Equacao de Klein- Gordon

Podemos escrever agora uma equagao de onda para uma particula sem spin que
corresponda a um campo escalar. J& que nao possui spin, ela tem apenas uma componente,
que vamos denotar por ®. A equagdo de onda é obtida a partir de (2.5) , substituindo os
operadores diferenciais por E e P, como se faz na teoria quantica

0

E—ihp, P — —ihV. (3.1)
Podemos escrever entao
(01288; e Mg g
Usando ¢ = h =1, temos
(00, +m*)® =0. (3.2)

Essa é conhecida como equagao de Klein- Gordon. Nota-se que, substituindo (2.1) na
aproximacao nao relativistica de (2.5), E = P?/2m, chegamos a equagao de Schrodinger

para uma particula livre

)
2 .
(V2 +ih)® = 0, (3.3)

10



o que mostra que a equagao de Schrodinger é uma aproximacao nao relativistica da
equacao de Klein-Gordon. A densidade de probabilidade para a equacao de Schrodinger

e a corrente de probabilidade sdo as seguintes [16]

p=>o"D, (3.4)

— g
| =—— (O*VP —dVDY). .
J =1 (Ve -0V (35)

Elas obedecem a equacao de continuidade

8p — 0 th 2 2
= = —(P"P) — —(P*V°P - OV D") =0. .
5 T VT =5, (¥°0) — (@'Y V29*) =0 (3.6)

Na equacao de Klein-Gordon, para ser propriamente relativistico, p nao deve, como em
(3.5) transformar-se como escalar, mas como a componente temporal de um quadrivetor,

cuja componente espacial é 7, dado por (3.6). Entao p é dado por

ih, L0 0

p=g (B b — D) (3.7)
P = 0. T) = o[ (@) — (2@7)D, B (VD) — (V)] =
= ;Z[cp*(aﬂcb) — ("2")®], (3.8)

usando a equagao da continuidade

D" = (80,000 — B*0,0"D) — 0. (3.9)

2m

Neste momento, a equacao de Klein-Gordon apresenta dois “problemas”. Primeiro
se nota que a densidade de probabilidade nao é definida positivamente como na equacao
de Schrodinger. Outro problema é que ela fornece duas energias, uma positiva e outra
negativa. Para uma particula livre, cuja energia é constante, isso € dificil de se aceitar.
Esses “problemas” do campo de Klein Gordon s6 podem ser solucionados no ramo da
Teoria Quantica de Campos, onde ® nao é tratado com uma funcao de onda mas como

um operador no espaco de Fock.

11



3.2 A Equacao de Dirac

Para tentar resolver os problemas da equacao de Klein-Gordon citados no final da
secao anterior, vamos seguir o caminho tomado por Dirac em 1928, procurando por uma
equacao relativisticamente covariante com densidade de probabilidade positivamente de-
finida. Para que isso aconteca, ela deve ser linear na derivada temporal e, por esse fato,
deve ser linear nas derivadas espaciais também. Vamos assumir que essa equacao deva

ter a forma

2 ¥ +a3§f3>+6mc2wsz. (3.10)

oY he, Oy
ot i (a oxl ta 0x?

Entretanto os coeficientes o nao podem ser simplesmente niimeros, pois essa equacao

th——

nao seria invariante perante rotagoes espaciais. E ainda, para termos as leis da fisica
iguais em todos os referenciais, ¢ nao pode ser um escalar. De fato, a densidade de
probabilidade deve ser a componente temporal de um quadrivetor que, se integrado sobre
todo o espaco, em um tempo fixo, deve ser invariante. Para resolver esse problema, Dirac
propos que deveria ser considerada uma equacao matricial. A funcdo de onda como uma

matriz coluna com N componentes

0
Y=\ (3.11)
U

e os coeficientes a’ e 3 sdo matrizes N x N. Entao a equacao (3.10) deve ser substituida
por N equacoes

8 s hed , 0 0 N N
1/} - Z ( (91;1 a ; +a 8933)70% + Z_:lﬂmmc% = ;HmwT. (3.12)

Quando adotamos a convencao de soma dos indices repetidos e a notagao matricial, esta

equacao volta a ter a forma da (3.10).
Agora, apenas para simplificar a notacao, introduzir as notacoes o' = 37 e 1° = 3.

Com isso a equagao (3.12), pode ser escrita como
(iy"0, + mc*) = 0. (3.13)
As matrizes que aparecem nessa equagao podem ser representadas explicitamente como

0 g; 1 0
o = 5 B = s (314)
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onde o; sao as conhecidas matrizes de Pauli 2 x 2 e os blocos na matriz 3 sao matrizes
unitarias 2 x 2.

Escrevendo no espago de momentos, temos

(v Py —mc?)ih(p) =0, (3.15)

que é a equacao invariante perante transformacoes de Lorentz, que descreve particulas

quanticas com spin % e é conhecida como equacgao de Dirac. As matrizes 7 sao

0 0 01 0 00 — 0 01 0
0 0 10 0 0 ¢ O 0 01 —
0 -1 00 0 2 0 O -1 0 0 O
-1 0 00 — 0 0 0 0 10 O
e Y = 3. Elas stisfazem & 4lgebra de Clifford
{7 =21, (3.17)
onde 7, ¢ a métrica de Minkowski e I a matriz identidade 4 x 4.
3.3 Antiparticulas
Vamos definir o spinor adjunto de . Ele serd denotado por ¢ e
=97, (3.18)
onde 7° = 3, a partir dele podemos escrever a equacao adjunta de Dirac
Gy 0y —m) =0, (3.19)

nota-se que a atua pela direita. Usando a equacao adjunta e a equacgao de Dirac pode-se

mostrar que a corrente j* = y*1) é conservada.

A densidade é, portanto,
30 =" =t = ¢+ d 3+, (3.20)

que ¢ positiva. Isso resolve um dos problemas apresentados pela equacao de Klein-Gordon.
O outro problema esta associado aos estados de energia negativa. Tomando uma particula

parada, temos
Y Py = ma, € Potp = mny.
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Os autovalores de 7° sao 1 e -1 (duas vezes cada). Os autovalores de energia sao
E=+m*+P): e E=—(m*+P%3. (3.21)

Isso mostra que para cada valor de P, existem dois valores possiveis de energia para cada
valor de spin. Dirac supos que o vacuo esta preenchido de particulas, cujos valores de
energia seriam de sinal contrario das que l4 estao. Assim, pelo principio de exclusao,
uma particula nao poderia ir para um possivel valor negativo de energia e depois ir para
E = —o0. Entretanto, é possivel supor um buraco no vacuo de onde poderia ter pulado
um elétron. Esse buraco tem, entao, carga +e e é a antiparticula do elétron. A construgao

é chamada “mar de Dirac”.

3.4 Correspondéncia nao-relativistica

Para um elétron livre, temos
0
Zh@l/) = [c@ -7 + Bmci, (3.22)

onde as matrizes 3 e @ foram introduzidas na equagao (3.14).

Vamos tomar as componentes do spinor que estao relacionadas as energias positivas (as
negativas estao ligadas a defini¢ao de antiparticulas). Concentremo-nos nas primeiras para
mostrar que ha uma correspondéncia com a representagao de Pauli de duas componentes
de spin. Imaginemos entao que este elétron esta sujeito a um campo eletromagnético
externo descrito pelo quadrivetor A* = (A°, Z)

Isso é mais facilmente introduzido usando a invariancia de gauge [1], p, — p, — $A,.

A equagao de Dirac se torna
0
it = [c@ - (7 - ZZ) + Bme® + e Ao (3.23)

Consideremos a representacao em duas componentes de 1)

Tt
vz - | A7 (3.24)
x(7,t)
A substituigao direta de (3.24) na equagao de Dirac fornece
T (P -¢A
ihaa L I (ﬁ C_>>X + eAy 4 + mc? 4 (3.25)
E\ x @ (T Ay X —X



2

Se a energia de repouso mc® é maior que a derivada temporal e os termos de intercao,

a solucao em duas componentes é aproximadamente

T),t ?,t —imczt
o7.0 ) _(@l(@0)) g 520
X(.I',t) XO(x7t>

onde @y e xo sdo fungoes que mudam lentamente com o tempo. Substituindo (3.26) em

(3.25) e omitindo o indice 0, para simplificar a notagao, obtemos

(ih o —cdo)o = 67 - (F — e )y (3.27)
(zhaat —e® +2mc?)y = [co - (P — eZ)Lp. (3.28)

Em baixas energias, o termo 2mc? é dominante no lado esquerdo da equagao (3.28). A
componente de baixo, y, é algumas vezes chamada de componente “pequena” da funcao
de onda, em relacao a componente grande, ¢. A componente pequena é aproximadamente
v/c vezes menor que a componente grande no limite nao relativistico. A equacao (3.28)
toma a forma

=— [0 - (P —cA . 3.29
X=g5 [0 (P e (3.29)
Substituindo (3.29) na equacao (3.27), obtemos
0 eh 1 e—
ihep=[eAdy— —T - B+ —(7 — -A)?p, 3.30
5 = ledo— 5 5 (7 =AYy (3.30)
que é a equacao de Pauli. A derivacao da equacgao de Pauli como limite nao-relativistico

para a equacao de Dirac é um fato muito importante. Historicamente, Pauli chegou a

essa equacao de uma maneira diferente e independente.

3.5 (eneralizacao para o caso de campo gravitacional

externo

Serd suposto agora que os campos de Klein-Gordon e de Dirac possam estar sujeitos
a um campo gravitacional externo. Uma maneira de estudé-los sera descrita de forma
simples. A introdugao mais detalhada pode ser encontrada, por exemplo, no livro [§].

Serd introduzido para isso o conceito de tetrada e conexao espinorial.
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3.5.1 Tetrada

Ja sabemos que o campo gravitacional externo é descrito pelo tensor métrica g*”. Pelo
principio da Relatividade Geral, é sempre possivel fazer uma mudanca de coordenadas tal
que as coordenadas finais sejam sempre localmente descritas pela métrica de Minkowiski.
Queremos escrever as matrizes v* de forma que y* = ef+?, para podermos trabalhar com
as matrizes v* usuais do espacgo plano que ja conhecemos. Para isso vamos introduzir a
tetrada, definida pelas seguintes relagoes

av v a a b ab
Cheby = Tab 5 €he™ =g" | elew = gu , e’ =n". (3.31)

Assim, podemos introduzir o campo gravitacional nas nossas equacoes e trabalhar
com as matrizes y* conhecidas. Devemos também trocar os operadores (generalizagdo

minima), para que a equacao se mantenha covariante
Nuv = Guv ) O — V.

Temos que escrever agora todas as grandezas importantes em Relatividade Geral em

termos da tetrada. Depois de alguns célculos, chega-se a nova conexao afim
= gaﬁ(a)\gﬁu + OuGop — Opgau) =

1 1
= §e§eﬁc(edu8,\eg + edﬁ#e% — edué?ge&l — e&lageud) + iead(éhedu + 8MedA) . (332)

3.5.2 Conexao Espinorial

A derivada covariante de um spinor de Dirac, V.1, deve ser definida de maneira

consistente com a derivada covariante de tensores. Supomos que

Vit = 0+ St (3.33)
onde wzb ¢ um novo objeto chamado de conexao espinorial e
Tab = ;(Va% ~ WYa) - (3.34)
Consideramos entao a derivada covariante do vetor 171 para encontrar o termo wff’
Vﬂ(%’f%) = 8#(%7%/)) + Fip(@VHD) . (3.35)
Mas o importante é escrever todas as grandezas em termos da tetrada, logo
s = 2 (05000 — €80ucar) + §(elaeps — eheya) + {(€hel — cfe)eyeduc - (3:36)
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Capitulo 4

Transformacao Foldy-Wouthuysen

Este capitulo é dividido em trés partes. Na primeira é mostrada a transformagcao
Foldy-Wouthuysen comum, discutindo suas motivagoes e aplicacoes. Na segunda parte é
apresentada a transformacao exata. Ja na tltima, ¢é feita a explicacao detalhada de como

e em que casos se pode fazer a transformacao exata.

4.1 Transformacao Foldy-Wouthuysen

Pode-se descrever um férmion de Dirac em varios tipos de campos externos, usando

uma funcao de onda de quatro componentes 1, satisfazendo a equacao de Dirac

20— Hy = (Ho+ gHy)o, (4.1)

Hy ¢é o hamiltoniano da particula livre
Hy=08m+a.P, (4.2)

onde 3 e @ sao as bem conhecidas matrizes de Dirac. Neste capitulo as unidades sao
escolhidas de tal forma que h = ¢ = 1.

A interacao com o campo externo é feita pelo termo gH;. Identifica-se g como a
constante de acoplamento, por exemplo a carga elétrica do férmion no caso de campos
eletromagnéticos externos.

No caso geral quando se coloca a interacao de interesse na equagao acima e se obtém a
solucao, ha a mistura de estados ¢ e x . De certa forma, esse fato dificulta a interpretacao

fisica do resultado. Vamos buscar uma maneira de resolver esse problema.
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A solucao aproximada é bem conhecida e faz parte de muitos livros textos. Entretanto,
em alguns casos é possivel escrever a solucao exata. Primeiramente obteremos a solugao
aproximada comum e a usaremos como motivagao para chegamos a solucao exata, nos
casos em que esta é admitida.

Faz-se necessario, para o desenvolvimento da teoria, estabelecer a distin¢ao entre ope-
radores pares e impares. Um operador impar na teoria de Dirac é uma matriz que contem
elementos que conectam as componentes grandes e pequenas da fungao de onda, enquanto
que o par é aquele que nao possui esses elementos.

Pode-se mostrar que uma condicao necessaria e suficiente para uma matriz ser par
(impar) é que ela comute (anticomute) com (. Isso permite que se escreva para um

operador qualquer M
M =M+ M", (4.3)
onde MFT é a parte par e M! a parte impar

M' = ;(M +BMpB), M= ;(M — BMPB). (4.4)

As equagbes acima s@o simples de serem entendidas, basta substituir (4.4) em (4.3)

1

M:1M+1(5Mﬁ)+2

1
5 5 M—§(5Mﬁ)-

Algo natural de se pensar é que se o Hamiloniano fosse um operador par, poderiamos
separar a equacao de Dirac em duas, sem haver mistura de componentes. Ha uma maneira
de se fazer isso, utilizando-se de sucessivas transformagoes canonicas.

A hamiltoniana é colocada na forma
H=pm+e+9, (4.5)

onde € sao os operadores pares e ¥ sdo os impares (veja a equagao(4.4)).

Faz-se a seguinte transformagao candnica

Dai teremos
871/}/ _ [,88 . g —iST1 0 ol
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pois

l'gteisdjl — HQ/} — Hefisl/}/ — e*iS(i

o0
8t )+Z(ae

) (4.8)

Com o objetivo de obtermos uma solucao aproximada para um sistema qualquer,
vamos fazer a expansao do termo em que a hamiltoniana estd presente na equagao (4.7).

Essa expansao é feita através de um parametro 7, introduzido da seguinte maneira
F(r) =™ He ™ (4.9)

Depois de feita a expansao, tomamos 7 = 1. Calculando passo a passo

F — ZTSH —iTS — L 4.10
(r) = ¢ He T = S TS, (4.10)

oF A . A . A _
87 — ’iSGZTSHB_ZTS + BZTSH(_Z'S)G—ZTS — iGZTS[S, H]e—zTS )
T

Vemos entao que

O"F
o

= i"e™5[S,[S, ..., [S, H],...]e 7™ . (4.11)

No nosso caso como foi dito 7 = 1. Aplicando este resultado a equacao (4.7),

. 0. _. 0 0 1 0
/1 iS o -8 ; — ; — 4 S — g
H' = €5(H — i )e™ i = H il H =i ] = SIS (S, H =i ]|+ (412)

ot

Podemos fazer isso, ja que S é expandido em poténcias de 1/m e é portanto “pequeno”
no limite nao relativistico. Para comecar construindo S, vamos tomar a primeira ordem

em m
H' =pm+e+9+ilS, Bm. (4.13)

Podemos ver que para a particula livre, se escolhermos S = —if1/2m, em primeira
ordem o termo impar ¥ desaparece e a hamiltoniana torna-se par. Nesse caso a transfor-
macao sera exata.

Aplicando este S na equacao (4.13), tem-se, para o caso geral

—iBY —i3V
H' = Bm+¢e+ 9 +i( ;Z )Bm — Bm( QZZ )] =
:ﬁm—i—a—i—ﬁ—g—g:ﬁm-i-E, (4'14>
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lembrando que 52 = 1 e 3 anticomuta com 9.

Entao, fazendo uma seqiiéncia de transformacoes, com o gerador de cada passo sen-
do S = (—if/2m) x {termos impares na hamiltoniana de ordem mais baixa em 1/m}, a
hamiltoniana serd par em qualquer ordem desejada de 1/m.

Se escrevermos a hamiltoniana transformada como Hpy = Upw HUpy,, a transfor-

magcao resultante serd
Upw = ...exp(iSy)exp(iS) . (4.15)

Como ja conhecemos S;, tomando a primeira ordem, temos que descobrir quem é
Sy. Para isso como ja foi dito, basta fazer a transformacao com S; e ver quais sao os
termos fmpares que terao ordem 1/m. Esses serao os termos utilizados para formar Ss.
Conseqiientemente, para acharmos S3, fazemos a transformacao com Ss, identificamos os
termos fmpares de ordem 1/m? e assim sucessivamente. Vamos achar Sy, fazendo entao

a primeira transformacao

H:Bm—i—e—i—ﬁ—i—i[_wﬁ,ﬁm—l—e—l—ﬁ—ig]:
2m 0
B o0 1., B0 9.
=fmretV—g oo Al e —igl=
B 1o (BY 0
—6m+€+2519 —|—[2m,5—zat]. (4.16)

Podemos ver que o termo que sera usado para construir S, sera a ultima parcela do
segundo termo da equagao (4.16).
Entao, Sy sera
i3 ip .0 ? 0

SQ = _77[19,5 — 27] = —477712['!9,5 — ’La] .

4.1
2m2m (4.17)

Se quisermos encontrar S3, bastaria repetir esse processo. A transformacao nao é
complicada de ser feita. Na verdade, precisamos apenas calcular alguns comutadores.
Também é importante enfatizar que para a particula livre, a transformacao é feita de

forma exata. Basta tomar Hy, e escolher U, e S da seguinte maneira

_iS
Uo—@ )
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de tal forma que
S = ;—Zﬁ@.ﬁ arctan (p/m) . (4.18)
14

Tem-se que a hamiltoniana transformada sera

HEY = B\/m?2 + p2. (4.19)

Entao, o algoritmo que se usa para se obter as informacoes fisicas de uma hamiltoniana
de uma particula de Dirac com uma interacao qualquer, através da transformacao Foldy-
Wouthuysen é

1) identifica-se termos impares e pares na hamiltoniana;

2) faz-se a primeira transformagcao. Tem-se um resultado par em primeira ordem em
1/m;

3) faz-se a segunda transformagao para se obter um resultado par de ordem 1/m?;

4) deve-se parar quando se obtiver a ordem de precisao desejada, que é definida ana-
lisando o problema em questao. Tipicamente, usa-se até a terceira ordem.

Ao mesmo tempo, existem algumas situagoes em que é possivel fazer uma transfor-
macao canonica em que a hamiltoniana resultante serd par em todas as ordens. Este é o

caso da transformacao Foldy-Wouthuysen exata.

4.2 Transformacao Foldy-Wouthuysen exata

Vamos construir agora uma transformacao canonica exata, fazendo a hamiltoniana
par com campos externos. Ja foi afirmado que isso é possivel para alguns casos e durante
a obtencao desse resultado, poderd se entender quais sao esses casos. Até o final deste
capitulo, vamos seguir o artigo [9], abrindo vérias contas. Alguns detalhes também podem

ser encontrados em [11] e [12]. Vamos supor que o spinor se transforme da seguinte maneira
Y= U , W= U™, (4.20)

Se substituirmos (4.20) em iy /0t = H, supondo que i0¢"" /Ot = HY' | teremos
H" =UHU* —iUU", (4.21)

mas como U? = 1, (U é um operador unitario), sabemos que UU = 0, pois supomos

[U*, U]. Consideremos a equagao
16, H"] = [3,UHU"] =0, (4.22)
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que é uma condicao necessaria e suficiente para H ser par. Ela pode ser reescrita da

seguinte maneira (multiplicando por U* pela esquerda e U pela direita)

(U") x (BUHU* —UHU*3) =0,
(U*BUHU* — HU*B) x (U) =0,
U*BUH — HU*BU =0,
ou ainda,

[U*BU,H] = 0. (4.23)

Uma escolha possivel para U*pU é

U*BU = =\. (4.24)

Vi

Neste caso vV H? deve ser entendido da seguinte maneira: calcula-se H? na represen-
tacao de coordenadas. Em seguida, escreve-se H? na representacao de momentos e se
extrai a raiz quadrada. Em todos os passos daqui para frente onde aparecerem raizes de
operadores, essas grandezas serao entendidas dessa forma.

Da equagao (4.24) pode-se escrever

Ht’r
6:U)\U*:w/Ht2 thr:ﬁVHﬂr; (4.25)

que é um hamiltoniano par. Mas, na pratica, para se fazer os passos das equacoes (4.25)

é necessario conhecer o operador U como solucao da equagao (4.24). Vamos tomar

U =/Bx. (4.26)

O operador U deve ter a propriedade U = U*(3. Entao, tomando um operador S par

e hermitiano podemos escrever (U é unitatio)
U = exp(iS), (4.27)

que ¢é diferente de Upy da equagao (4.15) da sec@o anterior que é o operador que faz as
sucessivas transformacoes de Foldy-Wouthuysen. Essa discrepancia acontece pelo fato de

que
exp(A) x exp(B) = exp(A+ B + ;[A, Bl +...), (4.28)
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pois se tomarmos, por exemplo Ugy, em terceira ordem em =, teremos
: : : 1
Upw = exp(iSy + iS5y + iS5 + 5[51, So] + ...), (4.29)

e no caso geral [S7,Ss] nao é zero. Portanto, a principio ndo serd possivel escrever su-
cessivas transformagoes equivalendo a uma, como é o caso que estamos tomando agora
quando escolhemos a solucao da equagao (4.26). Este ponto “sutil” é a primeira diferenga
entre a transformacao Foldy-Wouthuysen e a Foldy-Wouthuysen exata.

Um caso particular para ilustrar o que foi dito até agora é quando o termo de interacao

é impar. Uma transformacao com /A fornece o resultado
H"™ = UHU*UHU* = UHU* = H? = m2 + 92 + Bmd + 98m.

Os dois tltimos termos se cancelam. No segundo passo, U comutou com H pois é

funcao de H. Entao
H" = Bvm? + 192, (4.30)

Ve . 7’ . ﬁ . . . .
Para um campo magnético estatico B = rot A introduzido de maneira convencional
. . . : . —
na hamiltoniana por uma transformacao de calibre no momento com o potencial vetor A,

tem-se

H" = gym? + (P —eA)—eX - B, (4.31)

onde ¥ é a matriz de spin > = —V5 .

E importante enfatizar que a dificuldade toda deste método reside apenas na com-
plexidade do entendimento de como ele atua em uma hamiltoniana, ou em que casos ele
pode ser utilizado. Entretanto depois que se entende seu “funcionamento” ele nao é muito
complicado de ser utilizado. Sao poucos os calculos necesséarios para se obter as infor-
macoes fisicas da hamiltoniana. No exemplo acima, apenas foi preciso elevar um operador
ao quadrado.

Na proxima segao serd descrito com detalhes como e em que casos a transformagao

Foldy-Wouthutsen exata atua.
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4.3 Como fazer a transformacao exata

Vamos analisar o caso agora em que o termo de interacao nao ¢ sé impar. Uma

condicao necessaria e suficiente para a hamiltoniana ser par é
UNU* =0, (4.32)

onde UU* =U*U =1

A solucao para o operador U é y/BX. No caso geral, podemos fazer uma expansao
de A em poténcias da constante de acoplamento do campo de interacao. Esta constante
para o campo é elétrico é a carga elétrica (e); para o campo gravitacional, a massa (m);
etc. Mas essa expansao na maioria dos casos fornece termos extremamente complicados
na poténcias de g (constante de acoplamento).

Na verdade, o problema aqui é achar uma transformacao que leva A a (3. Vamos
fazer isso em dois (ou mais) passos, usando o operador intermedidrio f, que é tal que

f=f*= f1 ou seja, faremos
A— f— 3. (4.33)

A primeira transformacao serd feita pela funcao transformacao /f\,

VIAMWAS = £ (4.34)

e a segunda,

Jﬁ? f\/ﬁ =0. (4.35)

A transformacao resultante sendo, portanto, o produto das duas

U =/BFVIA, (4.36)

de onde se vé

UNU* = \JBIIX WAEB = \JBF £y £8=15. (4.37)

O método pode ser generalizado para qualquer niimero de transformacoes

U = /Bfar/ fufuoro/ fofi/ LA (4.38)

24




Vamos usar a seguinte definicao de v/fA (note que f é completamente arbitrario até

aqui)

[N

VIN= (14 FAE+ FA+Af) 2. (4.39)

Para ver que isso é possivel, vamos tomar a raiz de um operador unitario,

D=

Vu=(1+u)2+u+u*)"2, (4.40)
e fazer que ele atue
uld >= exp(id)|0 >, u*|0 >= exp(—id)|o >,
somando as duas equagoes e depois adicionando 2|d > a ambos os lados

(u+u)|d >= (e + 76 >,

(24+u+u")][d >=2(1+ cosd)|d >,

podemos ver que (2+u+ u*)_% é definido a nao ser que cosd = —1. Sabendo disso vamos

calcular /u+/u,

Vuvu=(1+u?)2+u+u) =1+ 2u+u?)2+ut+u)T =

=u(u* +24+u)2+u+u)t=u. (4.41)
Dai, vemos que esta defini¢ao para /u faz sentido, pois /uy/u = u. O conjugado é
(V) = (14+u*)(2+u" +u)"2 = Vur. (4.42)

Uma expansao da equacao (4.36) em poténcias de g (expressa em termos de \; pode
ser obtida requerendo, por exemplo, que na ordem zero a raiz seja um niumero c, pois até
agora, temos total liberdade no operador intermedidrio f. Tomando f para ser de ordem

Z€ero, teremos
f)\o + )\of = C, (443)
onde \g é o A que corresponde ao Hy (hamiltoniano da particula livre).
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Neste ponto podemos resolver o problema da primeira transformagao (lembrando que
a transformagao é feita em dois passos). Existe uma matriz n tal que n = n* = n 1,

definida como n = —i3v5 = —fBajasas, com a seguinte propriedade

{n, B} = —ifysB +iBfys = —ivs +iv =0, (4.44)

ou seja, {n, Ao} =0.

A correspondente transformacao em dois passos sera

U =/Bn/n\. (4.45)
Usando (4.39) e (4.44), temos \/fn = %(1 + i7vs). Entao

U= \}5(1 +iv5)y/nA. (4.46)

Quanto ao segundo termo nao podemos fazer nada. No caso geral, devemos expandir

A em termos de g,
A= X+ g\ + A+, (4.47)
onde H = Hy + gH,. Temos que X2 = 1, pois A = H/V/H? e
(A, Hy +gH,] =0. (4.48)
Portanto
Mo+ g\ + A+ .2 =1, (4.49)
e, por igualdade de polinomios na ordens de g",
Ao + Mg =0, , oAz + AT+ Ao =0, (4.50)

e assim sucessivamente. Usando essas relagoes, os Ay podem ser escritos em funcao do \;
de ordem mais baixa.

Vamos fazer A = X\ + A%, onde \° comuta com \g e A* anticomuta. Dai

1
Ay = —§AOA§ , et (4.51)



Em geral,
1 n—1
A== > Mk (4.52)
2 =
A parte que anticomuta é determinada por (4.48). A parte anticomutativa de (4.48) é
[Ans Hol + [Ano1, Hi]* =0, (4.53)
colocando Hy = A\gE, e multiplicando por Ay,
{NE =02, by = Xo[Aao1, Hi. (4.54)
A solugao é nao é complicada; é possivel escrever \% da seguinte maneira
0
AL = / exp(E,T)brexp(E,T)dT . (4.55)
Para ver isso, vamos assumir que
0
N By} =t = [ can(Byr)(B, , Videan(Eyr)dr (4.56)
Integrando (4.56) por partes, obtemos
VB, = / (exp(E,T)brexp(E,T)) = by . (4.57)

A integral em 0 da b2 e em —oo da zero. Entao, A, pode ser escrito como

h= - S At b [ (B s e (B (458)

k=1

Essa equagao define todos os A\, em funcao dos \; de ordem mais baixa. Esta é a
solucao geral para uma hamiltoniana qualquer com a interacao desejada. Vemos que este
resultado nao é exato.

Entretanto, vamos voltar a equagao (4.46) e ver que em alguns casos é possivel se
obter o resultado exato. Antes, uma observacao interessante a se fazer é quando tomamos
a expansao em 1/m, ou seja,

A= A0+1)\1+( ) Ag + ... (4.59)

Usando a mesma técnica,

AX=1, [\H =0,
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agora, com H =mf+h=mpB+¢c+19. A parte impar de \ é
, 1 n—1
AT = =B MMkt (4.60)
24
A parte par é determinada por [\, H] =0

[)‘naﬁ] + [)‘nflv h] =0,

1
APAT = 55[)\”_1, h]. (4.61)
Portanto, os A, serao
, 1 n—1
A= NP X — B B = 3T M) (4.62)
k=1
O fato interessante comentado aparece nesse ponto, pois os primeiros termos sao
1 1.5
A =10 , A= 55[1975] - 5519 ) (4.63)

que vao nos fornecer a transformacao Foldy-Wouthuysen. Eo que realmente deveria
acontecer, pois esta transformagao é uma expansao em 1/m, que é exatamente a constante
de acoplamento escolhida neste exemplo. O que chama atencao é que o método empregado
é totalmente diferente daquele da se¢ao anterior.

Agora, vamos retornar a equacao (4.46). Para resolver a primeira parte de U, procu-
ramos por uma matriz que anticomutasse com 3. Vamos agir da mesma maneira. Vamos

tomar o caso em que H anticomuta com 7. Neste caso U = U, x Uy, onde

U = \}5(1 +nA) e U= \}5(1 +0n). (4.64)

Como {n, H} = 0, tem-se H?*y = nH?. Vemos entao

WHE =\l 2 = [P B2 = \JnHy = \JH22 = VIR = VI, (4.65)

obtém-se nv H? = v/ H?n. Basta agora fazer a transformacao

UHU; = \}5(1 + 77/\)H\/1§(1 —nA) = ;(H +nAH)(1—nA) =

1 1
= %(H — HnA +nAH — n\Hn\) = 5(277)\H) =nvVH?, (4.66)
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e, finalmente,

UsnV H2U; = Uy f(1+ﬁn)nrf(1—ﬂn)
= SOV + V(1 ) = S (VI /T + BV — VIR ) =

= n;(\/ﬁ — BVH?3) + ﬁ;(\/ﬁ + BVH?3) . (4.67)
Portanto,
H'" = UHU* = BV H?PAR 4 [V HZ)MPAR, (4.68)

Esta transformacao é exata. Como se pode ver, desde que H anticomute com 7 é
possivel fazer a transformacao. Como ja foi dito, a tnica dificuldade estd em entender o
método, pois aplica-lo nao é algo muito complexo do ponto de vista matemaético.

Um pequeno algoritmo para se fazer essa transformacao é

1) verificar se {n, H} = 0;

2) calcular H?;

3) identificar os termos pares e impares e utilizar a equagao (4.68).
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Capitulo 5

Ondas gravitacionais e campo

magnético

Neste capitulo serao utilizados todos os resultados que foram obtidos até agora. Serd
considerada a situagao de um férmion numa regiao do espaco onde ha ondas gravitacionais
na presenca de um campo magnético externo. O objetivo é obter a hamiltoniana que

descreve a situagao e depois fazer uma transformacao Foldy-Wouyhuysen exata.

5.1 Descricao do método

Para se obter o resultado desejado, deve-se tomar a acao de Dirac e introduzir
a métrica das ondas gravitacionais através da tetrada. Depois se introduz o campo
magnético e é feita a transformacao.

Vamos tomar

Sy = [ V=99t im)is (5.1)
Ja foi visto que
1 1
Vo =0+ §wzb0ab¢ ) Oab = 5(%% — VVa) ;
1
Whah = —(€6a0u€0 — €anOpey) + fFf\‘M(ebaei — Can)) . (5.2)

4 4

Para tornar este capitulo o mais claro possivel, os cédlculos serao divididos em sete

passos, descritos a seguir
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1) tomar a métrica g, = N + huw;

2) calcular e (hy,);

3) calcular wyap(hyw);

4) introduzir as ondas gravitacionais;

5) introduzir o resultado na agao de Dirac;

6) trocar ihd, — 1hd, — £A, (introduzir o campo A,);

7) encontrar a hamiltoniana e fazer a transformagao exata.

5.2 A métrica g,,.
Sera considerada a métrica g,, da seguinte maneira
G = My + Py - (5.3)

Nesta equacao, 7, representa a métrica de Minkowiski e ,,, uma pequena perturbacao
nessa métrica. Esta perturbacao, a principio, é totalmente arbitraria. Apenas no quarto
passo serao introduzidas as ondas gravitacionais. Também é importante dizer que esta
perturbagao é tomada apenas em primeira ordem. Os termos de ordem quadratica (O(h?))

serao considerados nulos.

5.3 [Escrevendo a tetrada em funcao de h,

E importante escrever a tetrada em funcao da métrica do problema, GZ(hW)7 pois ja

temos a conexao espinorial em funcao da tetrada. Desejamos, entao, obter ej;,. Temos que

€hva = Guv (5.4)
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portanto, vamos tomar a expansao em funcao da tetrada da métrica de Minkowiski

el = el + xhuael + ..., (5.5)
€va = €yq + Thp, €5, + ... (5.6)

Tomando apenas a parte linear em h,,, pois como ja foi dito, representa um campo

fraco,
€hra = €4Cuq + xhgl,éfj + The0) = N + 22hy (5.7)
mas como na equacao (5.4) vamos tomar apenas a parte linear na métrica g, = 7, +hyw,

1
Nuw + 22y = Ny + by = = 3" (5.8)

Entao, voltando em (5.5) e (5.6),

o1

en :€u+§huaeu+“'7 (5.9)
1

€va = Cpa — §hg,,€ﬁa + .. (5.10)

5.4 Escrevendo a conexao espinorial em funcao de h,

Com o resultado da segao anterior podemos escrever a conexao espinorial em funcao

de hy,. Para isso, basta substituir as equagoes (5.5) e (5.6) em (5.2). Calculando termo

a termo,
o ~—a 1 aff—— —1 afB=a 17@?
ey Opeaa = (€ — §h ebg)au(eaa§h ed) = 6 eaOuhag , (5.11)
8 SR SOV BN U W - vy
eaaﬁeub = (6a — ih €a)\)ag<eub§h Gb) = §€a€baﬂh“)\, (512)
o B & 1 ay =\ (0 IV —a.b 1 ays— 1 Moas—
ede, = (ed — §h €ay) (€ — §h exy) = €%ep — §h Cory — ih eYexp (5.13)
a8 s ay—08 1 BA\—a L, —_"5
ecey e = uc(efe, — §h Cor €y — §h emed) + §hweceaeb ) (5.14)
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_ 1 — 1 _ 1 — 3.1 _
eaereuclath = Buclefe) — Sh ey — Sheseq) + Shynelege; Oa(5hpy ) =

1. —3 1_—4
— Z0XeTe) Dyhgy, + O(h?) = §egegﬁahgx. (5.15)

= 50u€q

Com esses resultados, pode-se escrever a conexao espinorial em termos da tetrada,

3/,1_—F 1_— 1/ 1—5—~ 1_—
Wyah = g<§e§‘egﬁuha5 - ieg‘efaﬂha@ + 1(561156{7\85}1“)\ - §egegaghu,\)+
1,1_— 1_—
—i—Z(ieg‘ef&lhuﬁ — ieg‘eg@ahuﬂ =
3_—3 3_—3 1_— 1_—
= Eel‘}e/g(?uhag — Eegebﬂ@#hw + fegefaahw — Zeg“eg@ahug . (5.16)

5.5 Introduzindo as ondas gravitacionais

Como ja foi dito, as ondas gravitacionais podem ser interpretadas como perturbacgoes
no espago-tempo que se propagam satisfazendo uma equacao de onda. E fato que elas
possuem duas polarizagdes que aqui serdo descritas por v = v(ct — x) e u = u(ct — ). A

métrica que descreve essas perturbagoes pode ser escrita como
ds® = dt* — dz® — (1 — 2v)dy® — (1 — 2v)d2* — 4udydz . (5.17)

Neste caso, as componentes da perturbacao h,, sao tomadas como hgy = hi1 = 0,
hss = —hoy = 2v e hog = —hzs = —2u. Essas componentes serao substituidas nos

resultados da conexao espinorial obtidos na secao anterior.

5.6 Introduzindo as ondas gravitacionais na acao de

Dirac

Agora é possivel escrever a equacao de Dirac numa regiao onde existam ondas gravi-

tacionais fracas. Para isso, basta substituir os resultados obtidos até agora no operador

V) = 0, + %wgbaabw. (5.18)
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Mas ainda hé na equacao de Dirac a matriz «*, multiplicando essa expressao pela

direita. Sabendo que
— 1
Vo = eyl = (7 — S e o (519)
podemos calcular 7#W,,,0?°. Eliminando os termos de segunda ordem

3 1
’yuwuabgab = Evda“b(ﬁdhba — 8dhab) + 4’)/d0ab(8ahdb — é?bhda) . (520)

A primeira parcela nessa expressao é nula, pois hy, é simétrico e o

é antisimétrico.

J4 na segunda parcela, se definirmos S0 = ~dranb _ ~dabra o o genararmos na parte
)

simétrica e antisimétrica, termos

V(Y =) = wya(nn = g+ yy el (5.21)

Nao precisamos buscar os coeficienes x e y. A parte antisimétrica sera nula visto que ela
serd multiplicada por h,, que ¢ simétrico. Nao ¢ muito complicado se mostrar que a parte
simétrica se anula levando em conta que 0;h;; = 0 que vem da equagcdo (2.37).

Portanto, nao ha contribuicao da conexao espinorial para a acao neste caso. O outro

termo na agao, ¢
Y9, = *el0, = 7 (eh — e’h)d, . (5.22)

Calculando os termos

eghl = efhY + eshY =u , ehl = ejhl + e3h: = —v. (5.23)
Portanto, os termos nao nulos do operador da equagao (5.18) serao
1
yeko, = Efyoﬁt + 90, + (v —vy® —uy®)d, + (7P — uy® — vy?)0, . (5.24)

Agora, para achar a hamiltoniana, basta escrever a equacao de Dirac na forma da

equagao de Schrodinger [13]

e
=H 2
com o seguinte operador hamiltoniano
H = pmc* — ihc[a'd, + (o — va® —ua®)9, + (o — ua® + ua?)d,] . (5.26)
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5.7 Introduzindo o campo magnético na acao de Di-

rac

Para introduzir o campo magnético basta usar a transformacao de calibre usual, com

apenas o potencial vetor A diferente de zero. Teremos
L 0 .
ihm— —iho— — —A,. (5.27)

A hamiltoniana tem a forma

_ 2 _ 1 © 2,2 3 €
H = fmc® —ihc[a' (0, + Z,hCA;C) + (o —va® —ua’) (0, + ihcAy)+
3 . 2 3 €
+(a® — ua” 4+ ua”) (0, + —chz)] . (5.28)

5.8 Fazer a transformacao exata

Antes de fazer a transformacgao exata é importante escrever a hamiltoniana obtida na

secao anterior de forma mais conveniente

H = mc* — ihc[a'd, + (o — va® —ua®)9, + (® — ua® + ua®)d,]—

—e[a' Ay + a?(Ay — vAy — uAz) + @ (Az — uAy + vA3)]. (5.29)
Como serd necessario calcular H?, uma relacao extremamente ttil é
ol = 59 ity (5.30)
onde Y; é a ja conhecida matriz de spin

(% 0
Zk = — V50 = . (531)
0 Ok

Por isso, ¢ importante escrever os termos da hamiltoniana em termos dessas matrizes.

Introduzimos a seguinte notacao

H = fmc® + o Kj0; + o' g, (5.32)

35



1 0 0
Ki=—ihc| 0 1—v—ua?a? 0 (5.33)

J
0 0 14+ v —uala?

e também o termo com o portencial vetor
g; = —E(Al s AQ — UAQ — 'U,Ag s Ag — UAQ -+ ’UAg) . (534)
O operador H? tem a forma

H? = fmc*a’g; + o' g;Bmc? + ﬁmc2ozjK;(9i + ajK;8i5m02+

+ajK;8ialK["8m + ajKjaialgl + aigiajK]m@m + a'gial g; + m2ct. (5.35)

Os termos da primeira linha da equagao acima se cancelam, pois [af, 3] = 0. Calcu-

lando os outros um a um

a'adgigi = (67 +i€*S)gi9: = 9i9: = 9%, (5.36)
i Jjrem i - _ijk 1 m m 1 m m
o' giad KOy, = (0% + ie Ek)(i([gin Om + g K" Om] + §{gin On — g; K" 0n}) =

= g K]0 + i€ S gk O, (5.37)

Para calcular os outros termos, é necessdrio analisar o comutador [a!, k;] Paral =1
oul #1ei=j=1, tem-se [a, k:;] = 0; nos outros casos isso nao acontece. Com
o objetivo de facilitar a derivacao dos termos que faltam e a andlise do resultado, é

importante definir

1 0 0
k?-z—ihc 0 1—v+ua?a® 0
0 0 1+ v+ uala?
, (5.38)
gi= (A, 0?4y, 0®43), e P = (a1, ape® | aze™t). (5.39)

Com essas notagoes, temos
OzjK;aialgl = OéjK;Oélglaz‘ + OCjK;:&i(gl) =
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= Kig'0; + Ki0i(¢") + iSxel™® K1gi0; + iSyed ™ K10;(q) - (5.40)
O outro termo tem a forma

ozjK;aialenﬁm = ajK;al [0:(K[")0m + K["0:0p) =

= k10;(k") O + kK" 0:0p + 1€ k10; (K]") O, - (5.41)
Enfim, temos o operador H?

H? =m’c* + KUK[0;0,, + Kig'0; + ¢ Ki0; + ¢* + K"0,(K[")0 + i€/ K10;(K]")0pm +

+ Syie R Kigio; — i€ Sy K gi0; + iSpe®K10,(q1) + Ki0i(g’) . (5.42)

E importante notar que K]Z: possui apenas termos da métrica e g; possui termos da
métrica e termos de interacao como A;. Este operador H? é exato. A tnica aproximacao
feita foi desconsiderar termos de ordem superior para as amplitudes das ondas gravita-
cionais, mas eles também podem ser levados em conta, se for preciso. O préximo passo
seria utilizar a equagao (4.68). Antes, porém, vamos considerar alguns casos particulares

interessantes desse resultado.

5.9 Analise de casos particulares

O resultado obtido na segao anterior precisa ser testado de alguma maneira. Um forte
indicio de que ele esta correto pode ser dado quando se faz o estudo de casos particulares.
Algo interessante nesse resultado é que ele engloba varios sistemas. Esses sistemas sao

aqueles em que a hamiltoniana pode ser colocada na forma da equacao (5.32).

5.9.1 Particula livre

Este é o caso mais simples em que KJ’: se reduz a simplesmente a —ihcéj- e nao ha

termos de interacao, ou seja, g; = 0, pois u =v =0 e A; = 0. Portanto,
H? = (=ihc)?6" 6,00 + m2c* = m?c* + 2 P2, (5.43)
ou ainda,
H = gvVm2c + P2, (5.44)
que é um resultado conhecido de livros textos, como [2].
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5.9.2 Particula na presenga do campo magnético

Vamos tomar agora o caso de uma particula de Dirac na presenca de um campo

magnético constante. Para termos um campo constante da forma
B=B7+Bj +Bsk, (5.45)

sabendo que B = rot X, devemos ter

—

A= ;(BQZ — Byy) @ + ;(33:); — Bi2)7 + ;(Bly — Bor)k (5.46)
Neste caso temos também K} = —ih ¢}, mas ha agora o termo de interacao g; = —eA;
pois u = v = (. Teremos
H? = m*c* — h2c20,0; + 2ihce A'D; — hees" %,0;(A;) + e A% =
=m?ct + (C? — e_A))2 — heeX - B, (5.47)
ou ainda,
H= ﬁ\/m204 + (c? — e_A>)2 — heeX - B. (5.48)

Este resultado foi obtido por Eriksen e Kolsrud [9)].

5.9.3 Particula com momento magnético anémalo num campo

magnetostatico

Neste caso, vamos partir da hamiltoniana na qual K} = —ihcd} e g; = —edA; +
ai,umi.ﬁ, pois u = v = 0. Foi feito isso para poder comparar com o resultado obtido
por Eriksen e Kolsrud [9]. Deve-se levar em conta comutadores de g; com o/ e 3. Chega-se
a um Hamiloniano um pouco diferente de (5.42), pois agora se deve tomar um pouco mais
de cuidado, visto que g; também é uma grandeza vetorial. Deve-se calcular os comutadores

de g; com «;. Teremos no final

H? = m?c* + (01_3) - 671))2 - 2mm02§.§ + 2B+

+uBE.(Bx P -PxB), (5.49)

que também é um resultado obtido por Eriksen e Kolsrud em [9].
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Capitulo 6
Equacoes de movimento

Nosso objetivo agora é obter as equacoes de movimento para uma particula sujeita
a interagao estudada no capitulo anterior. Vamos seguir a idéia usada na referéncia [10].

Todos os passos serao mostrados a seguir.

6.1 A hamiltoniana da particula

Primeiramente, vamos tomar uma onda com apenas uma polarizacao. Para isso vamos

fazer u = 0. Com essa condi¢ao, as equagoes (5.33) e (5.34) tém a forma

K = —ilic(6; + Tiv) , gj = —e(0: +Tiv)A; (6.1)
onde
0O 0 0
Ti=|0 -1 0. (6.2)
0 0 1

Podemos ver também que Kj = ?} Além disso nao ha mais necessidade de escrever
g; nem €k pois ambos comutam com Kj e agora também com f; Sabemos também que
0;hij = 0. Isso pode ser visto diretamente da equacao (2.37). Usando as novas notacgoes
temos que V,;T%y = 0. Substituindo tudo isso em H?, obtido no capitulo anterior,

equagao (5.42), teremos um resultado mais simples
H? = (69 + 2T"v)(cP; — eA;)(cP; — eAj) — he* BTV [i x Vul;+
+hee(8Y + 2T7v)(X;B;) + m*c* . (6.3)
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Mas o interesse fisico nao estd em H? e sim na prépria hamiltoniana. Para obté-la,
vamos escrever H? = A? + B, onde A sao os termos que dependem de m e B os que nao
dependem. Esse caso é simples, pois A = mc?. Vamos entdao procurar por um operador
K na forma
1

1 1
K=A+ 3K+ Kig +9(5

SE K0 (64)

de tal maneira que K? = H%. Nesse caso [K, A] = 0, logo
2 2 B
K2 = A2+ 4K, = B = 4Ky = Ky = . (6.5)
Podemos escrever entao,

K=A+, . (6.6)

Substituindo tudo em K,

1
vH :2

mc?

(09 + 2T0)(cP; — eA;)(cP; — eAj)—

h g he .. -

——PTI[S (69 4 2TY0)(SB; 2 6.7
L PTS x Vol o+ o (57 + 2T 0) (Si;) + me (6.7)
Resta agora apenas aplicar a equacao (4.68) para obter H. Como todos os termos em

(6.7) sao pares (comutam com (3), basta multiplica-la por 3 para obter H. Temos entao

uma hamiltoniana em blocos. Finalmente encontramos

H'" ~ B(69 + 2Tv)[(cP; — eA;)(cPy — eA;) — ehce, SF0N(A;)]+

2mc?
h itk m 2
+5Tm€] 0;(v) kT (cPy, — €Ay,) + fmc”. (6.8)

Agora vamos escrever o spinor em duas componentes, na forma

9]
[P =—me| ¥ +H A (6.10)

o\ X X



Usando o fato de a hamiltoniana ser par, a hamiltoniana para ¢ sera

= ome (67 + 2T 0)[(cP; — eAi)(cP; — eA;) — ehceipad'(A;)]+
g 0, (oRT (e — ) (6.11)
2me A m m) :

A hamiltoniana acima descreve uma particula na presenca de um campo magnético
constante, numa regiao onde ha ondas gravitacionais. Todos os termos presentes nela
possuem a massa na poténcia menos um. A equagao de Pauli (3.30), a menos do termo
Ap, que neste caso estamos assumindo nulo, também possui essa propriedade. Como a
hamiltoniana acima é exata, logo surge a idéia de tentarmos obté-la como um limite nao
relativistico para a hamiltoniana inicial, equacao (5.32) (antes da transformacao exata).

O calculo é exatamente o mesmo feito na se¢do (4.4) para obter a equacao de Pauli.
Tomamos a hamiltoniana (5.32) e supomos a solu¢ao na forma (6.9). Substituimos em
ihOpp = H1) e consideramos o limite de baixas energias, ou seja, que o termo mc? é

dominante (|mc*y| > |ihd;x|). Com essas consideragoes, chegamos a

.0
zhagp =

2 (07 K;0; + o' g) (' K0, + dlg)p . (6.12)

Depois de alguns céalculos com o lado direito desta equacao, chegamos a

H= ﬁ(&] + 2T90)[(cP; — eA;)(cPy — eA;) — ehce jpXF 07 A+
me

+ e 0;(v)o T (P, — €Ay,) (6.13)

2mc?
que é a mesma hamiltoniana (6.11). Este resultado ja era esperado e é muito interessante,
pois valida o método de transformagoes exatas.
Como caso particular dessa hamiltoniana podemos facilmente eliminar as ondas gra-
vitacionais fazendo v = 0. Teremos

L0 1 N — N —
zhagp— W{?(cp —eA)-T(cp —eA)ep , (6.14)

que depois de alguns céalculos, nos fornece

o= (7 - AP - o T (6.15)

2m c 2me

que é a equagao de Pauli (3.30), com Ay = 0.
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6.2 Equacoes de movimento

Vamos agora fazer a quantizagao canonica da teoria nao-relativistica. Para isso, intro-
duzimos os operadores de coordenada I;, momenta p; e spin 6; com as seguintes relagoes

de comutagao (satisfeitas para instantes de tempos iguais)
[i’i,ﬁj] = zhdu s [ZIATZ, 5']] = [ﬁi, &]] =0 s [(Af“ [7]] = QZEZ]ké'k . (616)

O operador hamiltoniano H que corresponde a energia (6.8) é construido em termo

dos operadores Z;, p;, 7;, € esses operadores fornecem as equacoes de movimento

4z,
i
"t

dp; . . do;
) = i:H 5 h
[pi, H] th—

= AiaH ) h
(24, H] h—

= (6, H] . (6.17)

Depois de calcular os comutadores em (6.17), chegamos a forma explicita das equagoes
de movimento dos operadores. Agora podemos omitir todos os termos que se anulam
quando 7 — 0. Obtemos, portanto, equagoes classicas de movimento que podem ser in-
terpretadas como as equagdes de movimento (quasi)classicas para a particula na presenga
de ondas gravitacionais fracas e campo magnético constante. Introduzindo A} = T;; A7, o

calculo direto nos fornece as equagoes

dx; 1 ;€
22761“ 2,-Tz Pl — — A
i m( j+2T;50)( c )
dx; e (_, —/ e oA
m— :E{x X {?—1—21) rotA}}i—E((Sij-i-?TijU)W"‘
dl) L ik
+2mTij£xj —mT&’ 2" (Vv),
do; e K —/\1j 1 ! I\ m
= o [B + 2010t (X)) + — (P! — eA)o" [T (00) = Ta(@u0)] . (6.18)

As solugoes destas equacoes podem mostrar o efeito das ondas gravitacionais para o
movimento de uma particula carregada com spin. A diferenca dessas equagbes para as
equacoes classicas de uma particula um campo magnético aparecem nos termos onde v
estd presente. A segunda equagao, por exemplo, é a forca de Lorentz mais alguns termos

. . - o . —1
onde v, ou seja, a interacao com as ondas gravitacionais, esta presente. O termo 2v rot A

mostra a interagao das ondas gravitacionais com o campo magnético.
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Capitulo 7

Conclusoes

Nesta tese, foram estudados alguns aspectos de transformacao Foldy-Wouthuysen
exata, inclusive na presenca de campo externo da onda gravitacional e campo magnético
e o limite nao relativistico. Os principais resultados que nds apresentamos neste trabalho
sao 0s seguintes:

Na segao (4.4) foram considerados os critérios de transformacao Foldy-Wouthuysen
exata e apresentados alguns detalhes técnicos desta transformagao. O resultado principal
¢ a equagao (4.68). Esta equacdo pode ser aplicada, em particular, a uma hamiltoniana
que anticomute com a matriz 1. No capitulo 5, foi obtido o operador H? para o problema
fisico deste trabalho. Logo depois, foi mostrado que a equagao (5.42) engloba alguns casos
particulares que foram explicitados nas equagoes (5.44), (5.48) e (5.49).

Para encontrar as equacoes de movimento no caso de campo de Dirac interagindo
com uma onda gravitacional, elaboramos o caso em que a onda possui apenas uma po-
larizagao. Desta maneira, no capitulo 6, chegamos a hamiltoniana da particula (6.11).
Vimos também que essa hamiltoniana tem como caso particular o fato de gerar a equagao
de Pauli (6.15) quando v = 0, ou seja, quando nao ha ondas gravitacionais. Além disso,
foi mostrado que a equag@o (6.11) pode ser obtida fazendo o limite nao-relativistico de
(5.32). Esta correspondéncia entre os resultados calculados independentemente fornece
uma confirmacao particular das contas ligadas a transformagao Foldy-Wouthuysen exata
na presenca da onda gravitacional.

Finalmente, usando as relagdes de comutacao (6.17), chegamos as equagoes de movi-
mento (6.18) para uma particula nao relativistica de spin 1/2.

Podemos mencionar que, além dos célculos apresentados neste trabalho, foram con-
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sideradas as versoes da transformacao Foldy-Wouthuysen exata para caso da torcao e
para outro tipo de onda gravitacional (solugdo exata da equagao de Einstein), sugerido

anteriormente pelo Prof. Yu. N. Obukhov.
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