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Resumo

Neste trabalho, apresentamos métodos envolvendo sub e supersolucao para estudar
a existéncia de solucao, no sentido fraco, para trés classes de problemas elipticos de
segunda ordem com condicao de fronteira de Dirichlet homogénea. Nos dois primeiros
casos encontramos solugao em I/VO1 2(Q) e no terceiro caso encontramos solu¢ao em L'(Q)
com algumas restricoes.

Palavras-Chave: Método de sub e supersolucao; Solucoes fracas; Teorema do ponto
fixo de Schauder; Problema eliptico semilinear.



Abstract

This paper presents methods involving sub and supersolution in order to learn the
existence of weak solutions of three classes of second order elliptic problems with homo-
geneous Dirichlet boundary conditions. Tn the first two cases we find solution in W, *(Q)
and in the third case we find solution in L!(€) with some restrictions.

Key-words: Method of sub and supersolution; Weak solutions; Schauder’s fixed point
theorem; Semilinear elliptic problems.
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— convergéncia forte;
— convergéncia fraca;

q.t.p. quase todo ponto;

W:(au ou ﬁu);

Ox, Oxy’ 7 Ox,,

Au = Za—;;,

i=1

U — €, denota que U estd imerso em §) compactamente;

U CccC § indica que o fecho do aberto U é compacto e U C €;
0€) é a fronteira de (2;

|E| é a medida de Lebesgue de um subconjunto E de R";

Q é o fecho de Q;

C*(Q) = {u : Q — R;u é continuamente k vezes diferenciavel };
C*(Q) = {u € C*(Q); supp(u) é compacto};

C=(2) = () CH(9);
k

C(2) o espago das fungoes ¢ : 2 — R que possuem derivadas parciais continuas

de todas as ordens e suporte compacto em (2 ;

C2(Q) = {¢ € C*(Q); ¢ =0 sobre 9Q};

LP(Q) = {u: Q — R;u é mensurdvel e |lul|,, < oo};

L>(Q) = {u: Q@ — R;u é mensuravel e essencialmente limitada com |lul|;. < co};

WHkP(Q) & o espago de todas as fungoes u € LP(£2) tais que para cada multi-indice

a com |a] < k, D*u existe no sentido fraco e pertence a LP(Q);
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po(z) = d(z,09), Vo € Q, em que d(z,00) = inf{d(z,y);y € 0N};
olal

T 02710232 daon

Da

Uma sequéncia (¢;)jeny com ¢; € C2(Q2) converge ao valor ¢, quando existe um
conjunto compacto K C Q com supp(¢,;) C K para todo j e

limsup |=—
j—oo z€K Oz

(¢5(x) — ¢(x))| = 0,

para todo multi-indice & € N*. O espago C°(Q2) juntamente com este critério de

convergéncia define o espaco denotado por D();

D'(Q2) é o espaco das distribui¢oes em €, e é topologicamente o dual de D(2).
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1 Introducao

O método de sub e supersolucao tem desempenhado um papel importante no estudo
de problemas de contorno para as equacoes diferenciais parciais elipticas nao lineares.
Scorza Dragoni [53] foi um dos primeiros a utilizar a existéncia de um par ordenado de
solucoes de uma inequagao diferencial para determinar a existéncia de uma solucao de
um dado problema de valor de contorno de uma equacgao diferencial de segunda ordem
nao linear. Isto foi seguido por um trabalho fundamental de Nagumo ([45], [46]) que
foi inspirado em problemas sujeitos as condicoes de contorno de Dirichlet para equacoes
diferenciais parciais e ordinarias durante a década de sessenta (ver, por exemplo, [3], [4],
[30], [49], [50]). Usando o método de Cesari, Knobloch [32] introduziu o método de sub e
supersolucao para estudar problemas de valor de contorno para equacoes diferenciais or-
dinérias de segunda ordem nao lineares. Usando métodos um pouco diferentes, problemas

semelhantes foram posteriormente estudados em ([48], [42], [25]), dentre outros.

Em todos os trabalhos citados acima as sub e supersolugoes sao consideradas suaves,
isto é, sao solugoes no sentido classico, de tal forma que foram utilizadas para estudar
problemas de Dirichlet e/ou problemas de valor de fronteira de Neumann para problemas
elipticos semilineares em ([5], [47]), em geral para problemas de valor de contorno nao
lineares em ([19], [23], [43]) e também para sistemas de equagbes diferenciais ordinarias
ndo lineares em ([6], [28], [42]).

Deuel e Hess [18| e Hess [29] foram os primeiros a formular o conceito de sub e
supersolugoes fracas e obter existéncia de solucoes fracas para problemas de Dirichlet

elipticos semilineares. Posteriormente esse assunto foi abordado por varios outros autores

([14], [16], [35], [39], [40], [41], [36], [37], [38], [51])-

Neste trabalho, vamos considerar o seguinte problema semilinear:

{ —Au = f(x,u), em €, (1.1)

u = 0, sobre 0.
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em que Au é o laplaciano de u, 2 C R™ é um dominio suave e limitado e f satisfaz certas

condicoes que explicitaremos posteriormente.

O método classico de sub e supersolugao (ver, por exemplo, [20]) afirma que se f é
suave e se pode encontrar sub e supersolucao suaves, digamos v e vo de (1.1), tais que

v1 < w9, entdo existe uma solugao classica u de (1.1) tal que v; < u < vs.

A demonstracao usual deste método é baseada na técnica de iteragao mondtona, o
que requer que f seja Lipschitz (ou localmente Lipschitz). Tal argumento, nos mostra
também que é possivel encontrar uma solu¢ao menor e uma maior, digamos u; < us, no
intervalo [v1, v2]. Uma outra demonstragao, que pode ser encontrada em [3] é baseada no
Teorema do Ponto Fixo de Schauder. Nesse caso, a existéncia de uma solu¢ao menor e
uma maior é feita separadamente utilizando o método de Perron. Clément e Sweers [15]
baseados na estratégia de Ako, implementaram o método de sub e supersolucao quando
v1,v9 € C(Q) e f uma funcio continua. Outras versdes também podem ser encontradas

em Deuel-Hess [17], Dancer-Sweers [16] para solugoes H' e Brezis-Marcus-Ponce [13] para

solucoes L' com f continua e nao-decrescente.
Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma:

No Capitulo 2, fornecemos a base Matematica, uma vez que tais resultados serao
utilizados no capitulo posterior. Na primeira secao apresentamos a teoria basica de Medida
e Integracao de Lebesgue. Na segunda secao definimos o espaco LP e listamos algumas
de suas principais propriedades, bem como alguns resultados de convergénica fraca e
compacidade fraca em L!. Na terceira secao indroduzimos o espaco de Sobolev e elencamos
suas principais propriedades. Na quarta e dltima secao deste capitulo enunciamos duas
versoes do Teorema do Ponto Fixo de Schauder e demonstramos sua versao cléssica,
encontrada nas principais bibliografias de Equagoes Diferenciais Parcias. Neste capitulo
utilizamos como referéncias base, Bartle |7], Brezis [11] e Evans [20], onde podem ser

encontradas as demonstragoes nao feitas.

No Capitulo 3, utilizamos o método de sub e supersolugao para estudar a existéncia de
solucao, no sentido fraco, para trés classes de problemas elipticos de segunda ordem com
condicoes de fronteira de Dirichlet homogénea. Na primeira secao, {2 ¢ um subconjunto

de R” limitado e g : R — R uma funcao suave com
9| <c,

para alguma constante c e g(u) = f(x,u).
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Dizemos que u € WH2(Q) é uma subsolugéao fraca (ou no sentido fraco) de (1.1) se:

/Dg-Dv der < /g(g)v dx
Q Q

para cada v € C§°(£2), v > 0 q.t.p.

Analogamente, u € W12?(Q) ¢ uma supersolu¢ao fraca (ou no sentido fraco) de (1.1)

se:

/DE-DU de > /g(ﬂ)v dx
0 Q

para cada v € C§°(2), v > 0 q.t.p.

Finalmente, u € W,*(Q) é solucio fraca de (1.1) se:

/DU'DU de = /g(u)v dx
Q 0

para cada v € C§°(92).
O resultado principal que pode ser visto em Evans [20], nos diz que:

Teorema 1.1. Suponha que exista uma subsolucao fraca u e uma supersolucao fraca u

de (1.1), satisfazendo:
u < 0ew >0 sobre 0 no sentido do trago, u < u q.t.p. em €.
Entao existe v uma solugao fraca de (1.1), tal que:

u<u<uqtp. em .

Na segunda secao, 2 C R", n > 1, é um dominio limitado e suave, f: Q@ xR - R é

uma funcdo de Carathéodory. (Veja no Capitulo 3).

Uma fun¢ao u € W?(Q) é dita uma subsolu¢ao fraca do problema (1.1) se u < 0
sobre 0€) e

/QVQ'VU da:ﬁ/Qf(-,g)v dx

para toda v € C5°(Q), v > 0.

Analogamente, uma fungao uw € W12(Q) é dita uma supersolugio fraca do problema
(1.1) se u > 0 sobre 02 e

/QVH-VU d:BZ/Qf(-,H)U dx
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para toda v € C§°(£2), v > 0.

E por fim, dizemos que u € W, () é solugao fraca do problema (1.1) se:

/Qvu-vv dx:/gf(-,u)v dx

para toda v € C3°(Q2), v > 0.
O resultado principal, que pode ser visto em Struwe [55], nos garante que:

Teorema 1.2. Suponha u,u € W12?(Q) sub e supersolugao, respectivamente, do problema,

(1.1). Sejam ¢,¢ € R tais que
Entdo existe u € W, (Q) solugdo fraca de (3.18), satisfazendo a condicao
u<u<uq.tp. em (.
Na terceira se¢do, que é baseada no artigo de Montenegro e Ponce [44], consideramos
que Q C R", n > 1, é um dominio limitado e suave, f :  x R — R é uma funcao de

Carathéodory. Nesse caso, extendemos o método de sub e supersolucao para estabelecer

existéncia de solugao u em L'(Q) de (1.1). Dizemos que tal u ¢ solugao se satisfaz:
(i) uwe LY(Q);
(if) f(,u)po € L1(Q);
(iii)
—/QuAC do = /Qf(x,u)g dr, V¢ e C3(9Q), (1.2)
em que
po(x) = d(xz,00), Vo € Q, em que d(z,0) = inf{d(x,y);y € 00};

C}Q) = {¢€C*Q); (=0 sobre 0Q}.

O resultado principal é:

Teorema 1.3. Sejam v; e v uma sub e uma supersolu¢io do problema (1.1), respecti-

vamente. Suponha que vy < vy e

fG,v)po € LYY, Vo € LYQ) tal que v; < v < vy q.t.p.
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Entao, existem solugoes u; < uy do problema (1.1) em [v1, vs] de tal forma que qualquer

solucdo u de (1.1) no intervalo [vq, vo] satisfaz:

v Sup S u < uy < vy Qtp.

Além disso, nessa secao estabelecemos alguns resultados que serao utilizados na de-
monstracao do Teorema anterior, alguns resultados sobre existéncia, compacidade e com-

paracao de resultados relacionados com a equagao linear —Aw = h em que hpy € L*(Q).

No apéndice, listamos alguns resultados auxiliares utilizados ao longo deste trabalho.



18

2 Matemdtica Preliminar

Neste capitulo fornecemos resultados auxiliares da Matematica, que serao utilizados

nos capitulos posteriores.

2.1 Medida e Integral de Lebesgue

Nessa secao introduzimos definicoes e propriedades basicas da Teoria de Medida e

Integragao de Lebesgue.

2.1.1 Espaco Mensuravel

Definicao 2.1. Uma familia F de subconjuntos de um conjunto X ¢é chamada de o-

algebra se satisfaz as seguintes condicoes:

() 0, X e F;
(ii) Se A € F, entdo o complementar A° = X \ A € F;

(iii) Se (A,)nen € uma sequéncia de conjuntos em F, entao

JA.eF

neN
Observacao 2.1. Dada uma sequéncia (A,),ey em uma o-algebra F de um conjunto X,

segue que a intersecao ﬂ A, também é um elemento de F. Basta observar pelas relacoes

neN
de Morgan que:

(@) (4= 4%

a€cl a€l

(i) () 40 = | 45

a€el a€l
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Em que L é uma familia qualquer de indices.

Observacgao 2.2. Dada (F,)aecr uma cole¢ao qualquer de o-algebras de um conjunto X,

entao a intersecao ﬂ Fo € uma o-algebra de X.
a€l

Definicao 2.2. Seja A uma cole¢ao nao vazia de subconjuntos de um conjunto X, entao
existe a menor o-algebra de X que contém A. Que denotamos por F(A) e chamamos de

o-algebra gerada por A.

Observagao 2.3. Se F ¢é alguma o-algebra que contém A, entdo F(A) C F.

De fato, defina
F(A) =) Fa.

a€Lll

em que (F,)acr S30 todas as o-algebras de X que contém A.

Note que F(A) esta bem definida, pois o conjunto das partes de X, P(X), é uma o-

algebra que contém A. Além disso, pela Observagao 2.2 segue que F(A) é uma o-algebra.

Exemplo 2.1. Seja X = R. A c-algebra de Borel B é a o-algebra de R gerada pelos

intervalos abertos. Um conjunto A € B é chamado de conjunto de Borel ou boreliano.

Note que a o-algebra de Borel B também pode ser gerada pelos intervalos fechados
de R.

Definigao 2.3. Dizemos que o par (X, F), em que X é um conjunto qualquer e F é uma
o-algebra de X, é um espaco mensuravel. Chamaremos os elementos de X de conjuntos

F-mensuraveis, ou, quando a o-algebra estiver implicita, de conjuntos mensuraveis.

2.1.2 Funcao Mensuravel

Consideremos X = (X, F) um espaco mensuravel.

As demonstracoes omitidas aqui podem ser vistas em [7].

Definicao 2.4. Uma funcao f : X — R é F-mensuravel se, para cada a € R, o conjunto
{z € X; f(z) > a}
estd em JF, isto é, ¢ mensuravel.

Observacao 2.4. Na definicao de fungao mensuravel poderiamos utilizar qualquer um

dos conjuntos abaixo:



(i) {re X;f(z) <a} e F;
(ii) {zr € X; f(x) < a} € F;

(iii) {zr € X; f(x) > a} € F.

Vamos denotar por M(X,F) o espago das fungoes F-mensuraveis.

Observacao 2.5. Sejam f,g € M(X,F) e ¢ € R. Entdo as fungoes:

(a) cf
(b) f+y
(c) fg
(d) |7l

Sao mensuraveis.

Definicao 2.5. Seja f : X — R. Definimos as fungoes:

(i) fT: X — R dada por f*(z) = max(f(z),0);

(ii) f~ : X — R dada por f~(x) = max(—f(x),0).

Denominadas parte positiva e parte negativa de f, respectivamente.

Observacao 2.6. Podemos observar que:

WA
o lfl=f"+1"
Logo,

o fT=5(f1+1)
o fm=3(fl-1):
De onde segue que f* e f~ sdo mensuraveis.

Lema 2.6. Seja (f,)neny uma sequéncia em M (X, F) e defina as funcoes:

20
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() £(z) = inf fu(o)
(ii) F(z) = sup fu(x).

neN
(iif) f*(x) = liminf f, (x).

(iv) F*(xz) = limsup f,(z).
neN
Entao as func¢oes acima definidas sdo mensuréveis. Além disso, se f* = F*, entao linl\lI ful(z)
ne

é uma funcao mensuravel.

No Lema acima vimos que se uma sequéncia de fungoes mensuraveis converge pon-
tualmente para uma funcao f, entao f é mensuravél. O Lema seguinte vai garantir que
dada uma funcdo f € M(X, F), mensuravel e nao negativa, é possivel obter uma sequén-
cia monotona de fungoes mensuraveis nao negativas e com imagem finita ¢,, tais que

flz) = lir% ©n(x). A partir dai podemos definir a integral de Lebesgue.
ne

Lema 2.7. Se f € M(X,F) é uma fungdo ndo negativa, entdo existe uma sequéncia
(Son)neN em M(X, f) tal que:

(i) 0 <pu(z) < pnia(x), Vn € N;

(ii) f(z) = hngI ©n(x) para cada z € X;
ne

(iii) Cada ¢, tem um namero finito de elementos na sua imagem.

2.1.3 Medida

Ja conhecemos a ideia de espago mensuravel (X, F), em que X é um conjunto e F
uma o-algebra de X. Agora, vamos considerar as fungoes chamadas medidas, que estao
definidas em F e assumem valores no conjunto dos reais extendidos, a saber RU{+oo} =
R. Intuitivamente estas funcoes podem ser interpretadas como a &rea, comprimento ou

massa.

As demonstragoes omitidas aqui podem ser vistas em [7].

Defini¢do 2.8. Uma funcdo p : F — R, definida numa o-algebra de um conjunto X e

que assume valores em R U {+o0o} = R ¢ dita uma medida se satisfaz:

(1) w(®) =0;
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(ii) W(E)>0 VE€F:

(iii) Se (E))ien C F é uma sequéncia de conjuntos disjuntos entre si, entao
pwlJE) =D wE)
ieN ieN
Observacao 2.7. Como p assume valores em R, permitimos que ela assuma o valor +o0.

O que significa que podemos ter p(E;) = +oo para algum i ou a série de termos nao-

negativos Z,u(EZ) ¢ divergente. Por outro lado, se a medida nao assumir o valor 400
ieN
dizemos que ela é finita. Mais geralmente, se existir uma sequéncia (F;);ey C F tal que

p(E;) # +oo paratodoi € Ne X = U E;, dizemos que a medida p é o-finita.
ieN

Exemplo 2.2. Seja X = R e F = B a o-algebra de Borel. Entao, existe uma tnica
medida p, chamada de medida de Lebesgue, definida em B tal que, se F = (a,b) entdo

u(E) = b — a. Esta medida nao é finita, mas é o-finita.
Teorema 2.9. Seja ;1 uma medida definida na o-algebra F.
(i) Se E,F € Fe E C F, entao u(E) < p(F). Se pu(E) < oo, entdo u(F\E) =
p(F) = u(E);
(ii) Se (E,)nen € uma sequéncia crescente em F, entao
u (L_Jl En) = lim p(E,);
(iii) Se (F,)nen € uma sequéncia decrescente em F e u(F;) < oo, entao

i (ﬂ F) = lim p(F,).

n=1

Definigao 2.10. Uma tripla (X, F, u), em que X é um conjunto, F ¢ uma o-algebra e

é uma medida, ¢ chamada de espaco de medida.

2.1.4 Teorema de Egorov

Definicao 2.11. Dizemos que duas funcoes f e g, definidas sobre um mesmo conjunto

mensuravel F, sao equivalentes (f ~ g) se

p s fz) # g(x)} = 0.
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Dizemos que uma propriedade é verdaderira por quase toda parte (q.t.p.) em E, se

os pontos de F em que esta nao for verdadeira formarem um conjunto de medida nula.

Definigao 2.12. Uma sequéncia de fungoes (f,,)nen definidas sobre um espac¢o X, munido

de uma medida, é dita convergente por quase toda parte para f(x) se

lim f,(x) = f(z)

n—oo

em quase todo ponto x € X. Ou seja, os pontos x € X que nao cumprem essa condicao

formam um conjunto de medida nula.

Teorema 2.13. Se uma sequéncia de fun¢oes mensuraveis f,(x) convergir em quase todo

ponto em X para uma func¢ao f(x), entdo f(x) é mensuravel.

Prova. Vide Kolmogorov [34, Teorema 4’]. O

Teorema 2.14. (Teorema de Egorov) Seja £ um conjunto de medida finita e seja
(fn)nen uma sequéncia de func¢oes mensuraveis, convergindo em quase todo ponto em
E para uma funcao f(z). Entao, dado qualquer 6 > 0, existe um conjunto mensuravel

Es C E tal que

(i) p(Es) > p (E)—6;

(ii) sobre o conjunto Ejs, a sequéncia (f,),en converge uniformemente para f(x).

Prova.

De acordo com o Teorema 2.13, a funcao f(z) é mensuravel. Tomemos

B2 = (o 1) - sl < =1

i>n

Isto é, dados m,n, E;" é o conjunto dos z tais que

1
i\T) — < —
@) = f@)] < -
para todo i > n. Seja
E"=JE"
n=1
Fixado m, pela defini¢cao do conjunto E]" temos que,

E'"CEyC...CE)C..
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Dados m e 0 > 0, da continuidade de uma medida o-aditiva, é possivel encontrar
no(m) tal que
n(E™\ER ) < 5o
Defina -
— ﬂ E
m=1
Vejamos que tal Ej satisfaz as condi¢oes formuladas do teorema.

Primeiramente, vejamos que a sequéncia (f;);en converge uniformemente para f(x)

em Ejs. De fato, para todo x € Es5 e qualquer m,
1 .
[fi(z) = f(2)l < — para i >mno(m).

Agora vamos estimar a medida do conjunto E\Es. Observe que dado m qualquer se

xo € E\E™, entao, para todos os valores suficientemente grandes de ¢, se cumpre
0 3 3 )

| fi(z0) — f(20)| = —,

ou seja, a sequéncia (f,)neny ndo converge pra f(z) em xg. Por hipotese, temos que a

sequéncia (f,)nen converge por quase toda parte para f(z), logo
W(E\E™) =0,

Dai,
m m m 5
H (E\Eno(m)) =K (E \Eno(m)) < om’

resultando em

p(E\E;) = M(E m(m)

A
NE
=
5
EE
§

IA

WE

S
I

O que demonstra o teorema. a
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2.1.5 A Integral

J& apresentamos o conjunto de todas as funcoes F-mensuraveis denotado por M =
M(X, F). Vamos considerar agora o conjunto das fun¢oes F-mensuraveis ndo negativas
que denotamos por MT = M (X, F).

As demonstragoes omitidas aqui podem ser vistas em |7].

Definicao 2.15. Uma funcao ¢ : X — R é simples quando seu conjunto imagem é finito.

Podemos representar uma funcao simples ¢ da seguinte forma:

n
SD = § a/iXEi?
i=1

em que a; € R e Xp, é a funcao caracteristica do conjunto E; € F, para todo i €
{1,2,...,n}. Além disso, se exigirmos que os a; sejam distintos entre si e que os F; sejam
disjuntos, entao esta representacao é tnica e é chamada de Representacao Padrao da

funcao simples .

Definigao 2.16. (Integral de uma fungao simples) Seja ¢ € M™ uma fungao simples

com representacao padrao dada por:

i=1

Entao a integral de ¢ com respeito a medida p é definida como:
/(p dp = Zam(Ei).
i=1

Temos que vale as propriedades elementares de integral:

Lema 2.17. Sejam ¢, ¥ € M™ fungbes simples e ¢ > 0, entao
(@) [le+v)dp= [edu+ [¥du;

(i) [codp=c[ydp.

Além disso, se A é definida de E em F por

AME) = /@XE du

entao A é uma medida sobre F.
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Definigao 2.18. (Integral de uma fungao mensuravel nao negativa) Seja f € M+
e ® o conjunto de todas as fun¢oes simples de M™ tais que p(z) < f(z) para todo = € X.

Definimos a integral de f com respeito a medida p como:

/fduzsup/sodu~
ped

Por outro lado, se f € MT e E € F entdo temos que fy, € M" e a integral de f sobre
/fduz/fxE dp.
E

(i) Se f, g e Mt e f(z) < g(x) Vz € X, entdo

/fdué/gdu-

(ii) Se fe MT e E,F € F com E C F, entdo

/EfdMS/FdM-

Teorema 2.20. (Teorema da Convergéncia Mondtona) Seja (f,,)nen uma sequéncia

E ¢ dada por:

Lema 2.19.

de funcgoes em M™ tal que

(i) é monotona nao-decrescente, isto é, f,(z) < fhi1(x) Vo € X,

(i1) (fn)nen converge pontualmente para uma funcao f.

Entao, f € M* e

Listamos agora, alguns resultados que seguem do Teorema da Convergéncia Mono-

tona.

Corolario 2.21.

(i) Se fe Mt ec>0entaocf e MT e

/cfd,u:c/fdu.

(ii) Se f,g e MT entao f+g€ Mt e

Jt+aydn=[faws [gan
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Corolario 2.22. (Lema de Fatou) Seja (f,)neny uma sequéncia de fung¢oes em M™.

Entao,
o < T
i) o< timint [ 5,
Corolario 2.23. Se f € M™ e ) é definida em F por

NE) = [ 1 dy

entao A é uma medida sobre F.

Corolario 2.24. Seja f € M™. Entao f(x) =0 p-q.t.p. se, e somente se, /f dp = 0.

(Dizemos p-q.t.p se a propriedade vale em quase todo ponto de acordo com a medida p.)

Corolario 2.25. Seja (f,,)nen uma sequéncia de fungoes em M™ tal que

(i) é monotona nao-decrescente, isto €, f,(z) < fuy1(x) Vo € X,

(i1) (fn)nen converge p-q.t.p. para uma funcio f.

/fdu=7}gg10/fndu-

Corolario 2.26. Seja (g, )neny uma sequéncia em M™. Entéo

J{5) w5 (/e)

neN neN

Entao, f € Mt e

2.1.6 Funcoes Integraveis

As demonstragoes omitidas aqui podem ser vistas em [7].

Defini¢ao 2.27. O conjunto L = L(X,F,u) das funcoes integraveis a Lebesgue com
respeito a medida p consiste no conjunto de todas as fungoes mensuraveis f € M, tais

que a suas partes positiva e negativa possuem integral finita, isto é,

L:L(X,f,,u):{feM(X,f);/f+du<+ooe /f_ d,u<+oo}.

Se f € L entao sua integral com respeito a medida p é definida por:

[ran=[ s au- [ an

Se /€ F, entao a integral de f sobre E é definida por:

/Efdu=/fxE du= [t du= [ o, au
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Lema 2.28. Seja f € M. Entao f € L se, e somente se, |f| € L. Neste caso,

'/fdu'é/\f!du-

Corolario 2.29. Se f € M, g é integravel e |f| < |g|, entdo f é integravel e

/\fl dué/!g! dp.

Corolario 2.30. Se f,g € Le a € R, entao (f + g),af € L, e além disso vale

W [+ du= [ dus [gau
(ii)/afdu:a/fdu.

Teorema 2.31. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja

(fn)nen C L uma sequéncia de fungoes integraveis tal que,

(i) fu(z) = f(x) p-q.t.p., em que f é uma fun¢do mensuravel;
(ii) Existe g € L tal que para todo n,

| fu(z) | < g(x), VrelX.

Entao, f é integravel e além disso,

/fd,u: lir+n /fnd,u.

Prova.

Considere

f(z) = lim f,(x)

n—o0

para todo x € M = X\ N, em que N é um conjunto de medida nula.

Vamos considerar as fungoes f e f,, definidas em /N como identicamente nulas, obtendo
entao a convergéncia pontual para todo o conjunto X, ja que isso nao altera o valor das

integrais, pois N tem medida nula.

Dessa maneira, como |f| < g em X, segue que f é integravel.

/fd,u: lim /fnd,u.
n—-+o0o

Vamos mostrar agora que:



Sabemos que g — f,, > 0, dai pelo Lema de Fatou segue que

L S B
/ liminf(g — f,) dp < lim inf / (9—fu) d

Logo,
/gdu—/fdu = /(g—f)dﬂ

< Tmi _

< liminf / (9 — fa) du

= /g d,u—hmsup/fn dj.
Ou seja,

limsup/fn dp < /f du.
neN

Por outro lado, temos que g + f,, > 0. Analogamente segue que

/gdwr/fdu = /(g+f)du

< liminf/(g + fu) dp

= hmmf (/g du—l—/fn d,u)

= /g du—l—liminf/fn dpu.
neN

Logo,

/f dp < liminf/fn dp.

neN
Dali,
/f du < lirq?e}\lnf/fn dp < l1msup/fn dp < /fn du.

Portanto,

[ ran=tim [ 5, dn

2.2 O Espaco L?

Nesta se¢ao definimos o espago LP e listamos algumas propriedades elementares.

29
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2.2.1 Definicao do Espaco L?

Definicao 2.32. Sejam 2 C R” um conjunto mensuravel e 1 < p < oo. Definimos
o espaco LP(€) como sendo o espaco das (classes de equivaléncia de) funcoes reais p-

integraveis no sentido de Lebesgue, isto é,

LP(Q):{f:Q—HR;/UV’ du<—|—oo},
Q

1l = ( L du)” |

E o espaco L*>(€2) como sendo o espaco das (classes de equivaléncia de) fungoes reais

dotado da norma

mensuraveis limitadas, isto é,

LOO(Q):{f:Q—HR;

f é mensuravel e existe uma constante C }

tal que |f(z)| < C q.t.p. sobre

dotado da norma
| fllz = inf{C;|f] < C q.t.p. sobre Q}.

Admitimos que duas funcoes equivalentes entre si em {2 nao se distinguem, ou seja,

se identificam dentro do espago LP(€2).

Exemplo 2.3. Denotamos por L'(Q) o espago normado constituido pelas classes de fun-

¢Oes integraveis equivalentes entre si, f : 2 — R. Dotado da norma

1l = / £ dn

2.2.2 Propriedades Elementares

Relembramos que um espaco normado completo é chamado espaco de Banach. E que

um espaco normado N é dito reflexivo se N** = N, em que N** é o espaco bidual de N.
As demonstragoes omitidas aqui podem ser vistas em [11].

Teorema 2.33.

1. LP(Q) é um espago vetorial normado para 1 < p < oo;
2. L*(Q) é um espago de Banach para 1 < p < oo;

3. LP(Q) é um espaco reflexivo para 1 < p < oo.
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e Notagao: Se 1 < p < oo, denotamos por p’ o conjugado de p, isto é, — + — =1,
p p

Identificamos o dual de LP(Q) como sendo (LP(Q)) = L (Q), para 1 < p < co. E o
dual de L'(Q) como sendo (L'(Q)) = L>=(Q).

1 1
Teorema 2.34. (Desigualdade de Hélder) Sejam p,p’ > 1 tais que — + — = 1.

p D
Suponha que f € LP(Q) e g € LP(Q) com 1 < p < co. Entdo fg € L'(Q) e

/ Fal < 1 £l llgl

2.2.3 Convergéncia Fraca

Esta subsec@o esta baseada nas notas de aula de Karlsen |31].
As demonstracoes omitidas aqui podem ser vistas em [21], [22], [30], [32] e [56].

Nela vamos considerar 2 C R", aberto, limitado e suave, com n > 2. Suponha

1 <p< oo esejap oconjugado de p. Vamos assumir p’ := oo quando p = 1.

Dizemos que €2 ¢ um dominio suave se ¢ um subconjunto aberto e conexo de R", com

0f) suave, isto &, 02 pode ser vista como o grafico de uma funcao suave localmente.

A sequéncia (up)ney C LP(§2) converge fracamente para u € LP()), e escrevemos
u, — uem LP(),

se
/unv dx = / wo dz, v € LP(Q).
Q Q

Quando p = oo, dizemos que a sequéncia (u,)neny C LP(€2) converge fracamente - *

para u € L®(2), e escrevemos
w, = u em L®(Q),

se

/unv dx:/uv dr, Yve L'(Q).
Q Q

Observe que quando € ¢ limitado a convergéncia fraca - x de u,, € L*°(Q2) para algum

u € L*>(Q)) implica em convergéncia fraca de w, para u em qualquer LP(2), 1 < p < oc.

Teorema 2.35. (Limitacdo de sequéncias fracamente convergentes) Sejam
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1<p<ooe
U, — uem LP(Q) (2 em L®(Q) se p = o).
Entao,
u,, € limitada em LP(Q2)
e

lell 2oy < lim inf [|un | o).

Temos o seguinte teorema de compacidade:

Teorema 2.36. (Convergéncia Fraca em LP(Q2)) Sejam 1 < p < 0o e a sequén-
cia (up)nen limitada em LP(€2). Entdo existem uma subsequéncia, ainda denotada por

(tn)nen, € uma funcdo u € LP(Q) tais que
u, — uem LP(9).
Se p = 00, o resultado ainda se mantém substituindo — por 2.

Note que o Teorema 2.36 nao ¢ valido para p = 1, desde que L'(Q) nao seja o dual
de L>*(Q). Mas um bom resultado substituto existe sobre L'(£2) como subconjunto do
espago das medidas de Radon sobre {2 com massa finita. Tal espago é denotado por M(£),
e sobre ele é utilizada a convergéncia fraca - x. Denote por C.(£2) o espaco das fun¢oes
continuas sobre ) com suporte compacto. Lembramos que cada u € L'(Q) define um
funcional sobre C,(Q) via

v / wo dz, v e Cy(N).
Q

Se € M(Q), entdo
(u,v) = / vdp, Yve C(Q).
0

Recordamos que p € M(f) se, e somente se,
(1, 0)] < Cllollzmey, Vo € Co(9).
Defina

|1l ) = sup { {1, v)];v € Ce(), ||v]| Loo) < 1}

O espaco (M(Q); || | me)) € um espago de Banach e é isometricamente isomorfo ao espago
dual de (Co(2), || - || zoo(0))-

A sequéncia (i )neny € M(2) converge fracamente - x para p € M(€), e nesse caso
escrevemos

fin = 1 em M(9),
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se

/v dp, = / vdup, Yvée C(Q).
Q Q

Teorema 2.37. Suponha que
[ = 1 em M(S).
Entao

lim sup i (K) < p(K),

n—oo

para cada compacto K C 2, e

1(0) < liminf 1,(0),

n—o0

para cada conjunto aberto O C Q.

Temos o seguinte teorema de compacidade para medidas:

Teorema 2.38. (Compacidade Fraca em M(€2)) Seja (i, )nen uma sequéncia limi-
tada em M(). Entdo existem uma subsequéncia, ainda denotada por (i, )nen, € uma
medida p € M(Q) tais que

[ = em M(Q).

Teorema 2.39. (Caracterizacdo da Convergéncia Fraca em LP?) Dada u,, : Q — R,
sejam (u,)neny uma sequéncia em LP(Q) e u € LP(Q)), 1 < p < oo. Suponha que tal

sequéncia é equi-limitada em LP(2). Entdo as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

(i) u, — uem LP(Q);
(ii) u, = u em M(Q);
(iii) w, — u em D'(Q);

(iv) Para qualquer conjunto de Borel E C Q, |E| > 0,

), ),
Up)g = — [ up dr — (u)g:= — | udx.
e = g1 =15,

Observacgao 2.8. Se p = 0o, (i) é valida substituindo convergéncia fraca por convergéncia
fraca - x em L>(9).
O préximo lema é simples, mas bastante Gtil numa série de situagoes.

Lema 2.40. (Produtos de sequéncias convergentes fraco-forte) Sejam 1 < p < oo,

(Un)neny uma sequéncia em LP(§2) com u, : @ — R, u € LP(2) e (v,)nen uma sequéncia
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/ 1 1
em L7 () com v, : @ — R, — + — = 1. Suponha
p p
u, — uem LP(Q),

v, — v em LP (Q).

Entao

UV, — uv em L(Q).

2.2.4 Compacidade Fraca em L!

Esta subsec@o esta baseada nas notas de aula de Karlsen |31].
As demonstracoes omitidas aqui podem ser vistas em [21], [22], [30], [32] e [56].

Definigao 2.41. (Equi-integrabilidade) Sejam 2 C R" e & C L'(Q2) uma familia de

funcoes integraveis. Dizemos que a familia U/ é equi-integravel se satisfaz duas condigoes:

(i) Para qualquer € > 0 existe um conjunto mensuravel A com |A| < oo tal que

/ lu| do < e,
O\A

para toda u € U. (Esta condicdo é satisfeita se |2| < oo, basta tomar 2 = A.)

(ii) Para qualquer ¢ > 0 existe § > 0 tal que para cada conjunto E mensuravel com
/ lu| dz < e,
E

O proximo lema exibe trés formulacoes equivalentes sobre equi-integrabilidade.

|E| < § entdo

para toda u € U.

Lema 2.42. Sejam Q C R" e Y C L'(Q) uma familia de fungoes integraveis.

(i) Entao, U é equi-integravel se, e somente se, para qualquer sequéncia de conjuntos

mensuraveis F,, com E, — ()

lim sup / |u| dz = 0.

n—o0 ueU

(ii) Se |Q| < 0o e U € limitada em L'(Q), entdo U é equi-integravel se, e somente se,

Uc {u e Ll(Q);/Q\IJ(]u\) dr < 1},
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para alguma funcao crescente W : [0, 00) — [0, 00| satisfazendo

v(s)

lim —* — oo
£—o00 f

(iii) Se |Q] < oo e U ¢é limitada em L'(£2), entdo U ¢ equi-integravel se, e somente se,

lim sup / |u| do =0
E—roo uel J {Ju|>¢}

O item (iz) pode ser reformulado da seguinte forma:

Se |Q] < co e U ¢ limitada em L'(Q), entdo U é equi-integravel se, e somente se,

sup/ U(lu|) de < oo,
Q

ueU

para alguma fungao crescente W : [0, 00) — [0, o] satisfazendo

Y
Elim ﬁ — 0.

O seguinte exemplo ilustra como falar de equi-integrabilidade no contexto das sequén-
cias. Sejam || < 00 € (Up )nen, com u, : Q@ — R, uma sequéncia de fung¢oes equi-limitadas

(uniformemente limitada) em L'(Q), isto é,
/ lup| de < C,  Vn.
0

Uma condigao suficiente para que a sequéncia (u,),en Seja equi-integravel é que exista

uma constante C, independente de n, tal que

/ |up| " do < C,
Q

para algum 6 > 0.

O proximo teorema da uma condicao necessaria e suficiente para a compacidade com

respeito a convergéncia fraca em L.

Teorema 2.43. (Dunford-Pettis) Seja (uy)nen, com u, : @ — R, uma sequéncia de

fungoes em L'(2). Suponha que
(i) a sequéncia (uy,)nen ¢ equi-limitada em L'(Q), isto €,
sup [|un|| 1 (@) < oo,
n

(ii) a sequéncia (uy,),ey € equi-integravel.
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Entdo existe uma subsequéncia de (u,)neny que converge fracamente em L'(Q). Recipro-

camente, se (u,),en converge fracamente em L'(Q), entao (i) e (it) sao validas.

O teorema seguinte é analogo ao Teorema (2.39)

Teorema 2.44. (Caracterizagao da Convergéncia Fraca em L') Dada u, : Q — R,
sejam (U, )ney Uma sequéncia em L'(Q) e u € L'(2). Suponha que tal sequéncia é equi-

limitada em L'(Q). Entdo as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) up, — uem LY(Q);
(i) w, = u em M(Q);
(iii) w, — u em D'(Q);

(iv) Para qualquer conjunto de Borel E C Q, |E| > 0,

(un)p = ’E’/undx% : |E|/udx

O proximo lema é simples, mas bastante util.

Lema 2.45. (Produtos de sequéncias convergentes fraco-forte) Sejam, u,,, u, v, v :

) — R funcoes mensuraveis.

(i) Se u, — u q.t.p. em Q, [[u,||z=() < C, para todo n, e v, — v em L'(), entdo

v, — uv em L'(€).

(ii) Se u, — uwem L'(Q), |[uy|/ro@) < C, para todo n, e v, — v em L'(Q), entdo

Up vy — uv em L'(0).

O proximo lema bastante util em muitas aplicagoes.

Lema 2.46. (Vitali) Sejam Q C R” limitado e (u,)neny uma sequéncia em L'(Q) , com

u, : 2 = R. Suponha que

(i) lim w,(z) existe e é finito para quase todo ponto x € €,
n—oo

(ii) a sequéncia (uy,)ney € equi-integravel.
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Entao,
lim [ w,(z)dx = / lim u,(x) dz.
Q Q

n—oo n—oo
Uma aplicacao do Lema de Vitali 2.46 é dada pelo seguinte lema.

Lema 2.47. Sejam Q C R” limitado e (u,),ey uma sequéncia em L'(Q) , com u, : Q — R.

Suponha que

(i) up, = u q.t.p. em €,

(ii) a sequéncia (uy)nen € limitada em LP(2) para algum p > 1.
Entao, u, — uwem L"(£2) para todo 1 <7 < p.

Prova. Pelo Teorema 2.36

u € LP(Q) (e também u, — u em LP(Q2)).

Defina:
Uy = lu—u,|", r<p.

Entao,

v, — 0 q.t.p. em 2
e
L. . 2(Q) P
v, & limitada em L-V% e = > 1.

T

Dai, pelo Lema 2.42 a sequéncia (v,)nen é equi-integravel. E pelo lema de Vitali

lim [ v, dov =0,
n—0o0

isto é, u,, = u em L"(). O

2.3 Espacos de Sobolev

Nesta secao definimos o espaco de Sobolev W*?(Q) e listamos algumas propriedades

elementares desse espaco.

As demonstracoes omitidas nesta se¢do podem ser vistas em [11] e [20].
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2.3.1 Derivada Fraca

Seja 2 C R™ um subconjunto aberto.

Denotamos por C°(Q2) o espago das fungdes ¢ : Q@ — R que possuem derivadas
parciais continuas de todas as ordens e suporte compacto em ). Denominamos a funcao

p € C*(Q) de funcao teste.

Dado o = (a1, ag, ..., ;) € N um multi-indice, define-se a ordem de « por
la] = a1 + ag + ... + a,,. Por D denota-se o operador de derivagao de ordem « definido

por
olal
(e5] a2 n’
0x]" 0x3*...0x8

ou 0 9,
Em particular, define-se D°u = u, D'u = Vu = grad v = 4 , 4 I “ , em que
0x, O0xo oz,
ou

i=3 com i € {1,2,...,n} representa a derivagdo parcial e u é uma fun¢ao qualquer.

)

Suponha u € C'(Q), uma fungao real continuamente diferenciavel. Se ¢ € C>°(Q) é

uma funcao suave com suporte compacto em €2, segue da formula de integracao por partes

ou / ov
V= uvn; — U
Q Ox; N Q ox;

/(gw) :_/Q@Z)@” 2.1

parai € {1,2,...,n} e n; é a derivada normal exterior. Observamos que nao ha termos de

que

fronteira pois ¢ tem suporte compacto em ().

Mais geralmente, se k ¢ um inteiro positivo, u € C*(Q2), dado a = (a1, ay, ..., a,,) com

la] = a3 + as + ... + o, = k, entdo

/uDO‘@:(—l)la/Do‘ugo
Q Q

esta igualdade mantém-se desde que

gt gen
dr " Oxon

D%p 77

e pode-se aplicar a formula (2.1) |«| vezes.

Defini¢do 2.48. Sejam u,v € L} (), ¢ @ um multi-indice. Dizemos que v é a a-ésima
derivada fraca de u, e escrevemos

D% =wv
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se

/QHD%Z (—D“'/QW

para toda fungao teste ¢ € C°(QQ).

Dizemos que u é fracamente diferenciavel se todas as derivadas parciais fracas de

primeira ordem de u existirem.

Lema 2.49. A a-ésima derivada fraca de u, se existir, é unicamente determinada a menos

de conjuntos de medida nula.

2.3.2 Definicao do Espaco de Sobolev

Fixe 1 < p < 00 e seja k um inteiro nao negativo.

Definigao 2.50. O Espago de Sobolev W*P(Q) ¢ o espago de todas as fungoes u € LP(€2)
tais que para cada multi-indice o com |a| < k, D%u existe no sentido fraco e pertence a
LP(92).

WHP(Q) é um espago normado com as seguintes normas:

Z | D%l ey, se 1< p < oo;

||u||Wkp(Q) = lo|<k X
Z | D%y, se p=oo.

<k
Observacao 2.9.
(i) Se p =2, escrevemos H*(Q)) = W*2(Q), com k € {0,1,2,...};
(ii) Denotamos por Wi?(Q) o fecho de C(Q) em WP (Q);
(iif) H§(Q) = Wy (Q);
(iv) Wor(Q) = Lr(Q);
ou

(v) HY(Q)=W'(Q) = {u € L*(0): oz, € L*(Q) para i € {1, ,n}}

Em particular, o Espago de Sobolev W?() é equipado com a norma

[ullwir@) = llullzr@) + [ Vul o).
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2.3.3 Propriedades Elementares

Teorema 2.51. Dado 2 C R" dominio limitado, n > 1, k > 1. Entao

1. WrP(Q) é um espaco de Banach para 1 < p < oo;

2. WkP(Q) é um espaco reflexivo para 1 < p < oco.

Teorema 2.52. (Desigualdade de Poincaré) Sejam 1 < p < oo e 2 um conjunto

aberto e limitado. Entao existe uma constante C' tal que

ull o) < O\Vulloy  Yu € WP ().

Em particular, ||Vul|z»(q) é uma norma em Wy(Q), e é equivalente a norma l|wllwe@)-

2.4 Teorema do Ponto Fixo de Schauder

A influéncia do Teorema do Ponto Fixo de Schauder na anélise matematica moderna
é enorme. Nesta secao, enunciamos e apresentamos a prova de tal teorema em sua versao
encontrada nas principais bibliografias. Além disso, o enunciamos baseado em sua versao

original de acordo com [27].
Teorema 2.53. Seja X um espaco vetorial topologico localmente convexo e seja K C X
um conjunto nao-vazio, compacto e convexo. Entao, dada qualquer funcao continua f :
K — K, existe x € K tal que f(z) = x.

Prova.

Suponhamos que X é um espaco de Banach.

A idéia da prova é reduzir o problema para o caso de dimensao finita.

Dado € > 0, a familia de conjuntos abertos
{B:(z);x € K}

é uma cobertura aberta de K.

Sendo K compacto, existe uma subcobertura finita, isto é, existem n pontos de K

digamos py, pa, ..., pn tais que as bolas B.(p;) cobrem K.

Sejam K a envoltoria convexa de py, ps, ..., p, € V- 0 espaco (n — 1) - dimensional que

contém esses pontos de modo que K, C V..
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Agora, considere a projecao

. X — V.

tal que
I7e(2) = ()] < llz =yl
Defina
fe i Ko — K.
por

Esta é uma funcao continua definida num conjunto compacto e convexo K. de uma espago

vetorial V. de dimensao finita. Entao, pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, fixado z.

fa(-ra) = Te¢.

Como K é sequencialmente compacto, podemos encontrar uma sequéncia £ tal que

T = T, converge para algum ponto T € K.

Temos que f(Z) =7 e f., (xr) = xx — T. De fato, basta ver que

fer(wx) = (@),
isto &,
[/ () = f(@)]] = 0.
Com efeito,
1 feeCox) = F@I = e, (f () = F(@)]
< e (F (k) = Fla)ll + [1f (2) — F(@)]
< et 1f () = f@) =0,
pois ||me(z) — z|]| < e dado x € K contido em alguma bola B. centrada sobre k.. O

De acordo com [27] enunciamos a seguinte versao do Teorema do Ponto Fixo de
Schauder:

Teorema 2.54. Seja K C X, um subconjunto de um espago de Banach, convexo e
fechado. Se f : K — K define um funcional continuo e compacto, entao f possui ponto

fixo.
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3 O Método de Sub e Supersolucao
no Sentido Fraco

Neste capitulo apresentamos métodos envolvendo sub e supersolucao, para estudar
a existéncia de solucao, no sentido fraco, para trés classes de problemas diferentes. No
primeiro, consideramos 2 C R™ um dominio limitado e f : R — R uma func¢ao suave,
isto é, que possui derivada de todas as ordens, com solugao u € WOI’Q(Q). No segundo
e terceiro, 2 C R™ é um dominio limitado e suave, e f : 2 x R — R uma funcao de
Carathéodory. No segundo caso consideramos a solucao u € Wol’2(Q), jd no terceiro
u € LY(Q).

3.1 Primeiro Caso

Nesta secao estudamos a existéncia de solucao em VVO1 2(Q) quando f é uma funcao

suave, baseado em [20].

Suponha €2 um dominio limitado de R", e considere o problema de Dirichlet

homogéneo:
—Au = u), em (),
u = 0, sobre 0.
em que f: R — R é suave, com
| [l <ec (3.2)

para alguma constante c.

Definicao 3.1.

(i) Uma fun¢io u € C*(2) ¢é dita subsolucgao de (3.1) se:

u < 0, sobre 0f2
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(ii) Analogamente, uma fun¢ao u € C*(2) é dita supersolu¢ao de (3.1) se:

~Au > f(u), em Q
u > 0, sobre 02

Definicao 3.2. Neste caso, vamos considerar a medida de Lebesgue dos conjuntos bore-
lianos. Assim, utilizamos / f dzx ao invés de / f dpu.
Q Q

(i) Dizemos que u € WH2(Q) ¢ uma subsolugao fraca (ou no sentido fraco) de (3.1) se:

/Q Du-Dvde < /Q Flwo de (3.3)

para cada v € C§°(Q2), v > 0 q.t.p.

(ii) Analogamente, u € W1?(Q) é uma supersolugao fraca (ou no sentido fraco) de (3.1)

se:

/ Du-Dvdx > / f@)v dx (3.4)
Q Q
para cada v € C§°(2), v > 0 q.t.p.

(iii) Finalmente, u € W, () é solucao fraca de (3.1) se:

/ Du-Dvdx = f(u)v dx
Q Q

para cada v € C§°(92).

O método de sub e supersolucao nos diz que, se existe uma subsolucao u e uma
supersolugdo @ para o problema (3.1) e, além disso, u < @, entdo existe de fato uma
solucao satisfazendo:

u<u<7u.

O resultado seguinte nos garante a existéncia de uma solugao fraca entre uma sub e

uma supersolucdo fraca do problema (3.1).

Teorema 3.3. Suponha que exista uma subsolucao fraca u e uma supersolucao fraca u

de (3.1), satisfazendo:
u < 0ew >0 sobre 02 no sentido do traco, u < u q.t.p. em €. (3.5)
Entao existe v uma solucao fraca de (3.1), tal que:

u<wu<uq.tp. em .
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Prova.
Dividiremos a demonstracao em cinco passos.
Passo 1.

Fixe A\ > 0 suficientemente grande tal que
2z f(2)+ Az (3.6)

¢ ndo-decrescente. Isto é possivel ja que | f/ |< c.

Agora, escreva ug = u, e entdao dada u, com k € {0,1,2,...} indutivamente defina

Up1 € W,(Q) como a tinica solucio fraca do problema:

{ —Aupyr + Mgy = f(ug) + Mug, em €, (3.7)
Uk+1 = 0, sobre 0.
(Ver Teorema C.1)
Passo 2.
e Afirmacao:
u=uy <u <..<wu,<.. qtp. emQQ. (3.8)
Fazendo k = 0 em (3.7) temos que:
—Auy + Ay = f(ug) + Aug, em €,
{ Uy = 0, sobre Of).
Dali,
/Q (Duy - Do + duyv) dz = /Q (f (o) + Aluo))v d (3.9)

para cada v € C§°(Q).

Subtraindo (3.9) de (3.4) temos que:

/Q(Duo - Dv) da — /Q(Dul Do+ ug) da < /Qf(u[))v i — /Q(f(uo) + Auo))v da.

Entao,
/(D(uo —uy) - Dv+ Mug — up)v) de < 0.
Q

Defina v := (ug — uy)t € C°(Q2), v >0 q.t.p.
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Assim,

/ D(ug —uy) - D(ug — up)t + Mug — uy)(ug —up)t dz < 0. (3.10)
Q

Mas, (Ver [26, Lema 7.6])

Dl — u)* = { D(ug —uy) q.t.p. sobre {ug > u1},
0—up)" =

0 q.t.p. sobre {ug < wuy}.

Consequentemente,
/ | Do — )™ 2 +A((uy — wn)*)? da < 0.
{uo>u1}

Dessa forma, devemos ter (ug — u1)™ = 0 entao up < uy q.t.p. em €.

Agora, suponha que

Up—1 < up q.t.p. em §Q, para algum k € N. (3.11)

De (3.7) encontramos:

/Q(Dukﬂ - Du + Mugyqv) doe = /Q(f(uk) + AMug))v dx (3.12)

/(Duk - Dv + Auyv) de = /(f(Uk_1) + Mug—1))v dz
Q Q
para cada v € C§°(Q).

Defina v := (uy — uyy1)", subtraindo as desigualdades acima, segue que

/(Duk - Dv 4+ Augv) dx — /(Dukﬂ - Dv 4+ Augy1v) dx
Q Q

— [ (a4 Mo do = [ (7l + Mo de
Q

Q
Dali,
/QD(uk — uk+1) . D(uk — Uk+1)+ + )\('LLk — uk+1)(uk — uk+1)+ dz
= [0 + Aaee) = () + M)l = )" o
Mas,

Dlup — uper)* { D(up — ugy1) q.t.p. sobre {ug > ugi1},
k= Uky1) =

0 q.t.p. sobre {ug < upyq}.
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Assim,
/ | Dus — uen)* [P A — wpan))? de
{upg>ug41}

= /Q[(f(ukl) + A1) — (f (ur) + Aug) | (ug — upr) ™ doe <0
por (3.11) e (3.6).
Portanto, u; < ugyq q.t.p. em Q.
Passo 3.

Vamos mostrar que

up <uqtp. em§, ke{0,1,2, ..} (3.13)

Temos que (3.13) é valida para k = 0, pois u = ug < @, pela hipotese (3.5).

Suponha que

up < 7T q.t.p. em 2, para algum k € N. (3.14)

Entao subtraindo (3.4) de (3.12) temos

/Q(DukH - Dv 4 Augyqv) do — /QDE - Dv dx < /Q(f(uk) + AMug))v do — /Q f(u)v dz.

Logo,

/Q (D(ugsy — @) - Do + Mugss — 0)) da < /Q ((F () + ) — (F(@) — Ao de

Defina v := (ugy1 — )T, segue que

/ (| Dl — )" P +A\((upr — 0)*)?) do
{ug41>u}

< [ () + ) = (7@ + D) s =) o <0
por (3.14) e (3.6).
Assim, upyq < T q.b.p. em €.
Passo 4.

De acordo com (3.8) e (3.13), temos que:

U< ... <up <up <..<u qt.p. em Q. (3.15)



Defina,

que existe q.t.p. para .

e Afirmacao:

up — u em L*(Q).

De fato, como

w< . <up <y < ... <T com T e W(Q),

temos que
| wr(x) |< maz{u, —u} = g € Wy?(Q) € LA(9).

Entao,
|ur(z) P < g% g € L2(Q).

Ou seja, g> € L'(Q). Além disso, por definigio
ug(x) — u(z) q.t.p.
Dai, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

/uz(:v) dr = lim [ ui(z) dx.
Q

k—o0 Q
Dat,
/(uk—u) dr| < /|uk—u] dx
Q Q
3
< (/ |y, — ul? dx) )
Q
Entao,

/u(x) dr = lim [ wg(x) dx.
Q

k—o00 QO

Por outro lado, sabemos que | f'(ux) |< ¢. Isto nos diz que,

| flug) |< cu + a =| flug) |2§ cgui + 2cauy, + a?,

47

(3.16)

(3.17)
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em que a,c € R. Dai,

1) 2oy = / ) [ de

62/ | uy, 2 d:1:+/a2 dx+2ac/uk dx
Q 0

< c1||Uk||L2 + co + cslluk| 2 (o)

IN

Esta tltima desigualdade segue de

1

1 1
/uk dx:/uk-l do < </ | ug |? dx) (/ 12 da:) < oljug| 2
Q Q Q Q

Ja que €2 é limitado, e ¢y, co, 3, & a0 constantes.

Entao,

1
I llzey < (eallunlFam + e + csllunllize )

IN

1, 1, ., \?
crllukl|Zei) + c2 + 56 + sllullz g

2 2
C4||Uk||L2(Q) + ¢5

< (Juellz@) + 1),

IN

em que ¢ = mazx{cy,cs} e cq,c5 € R Na pentltima desigualdade usamos o fato de que

b< = —b?.
a _2a2+2

De (3.7) temos que,
—Augi1 + Mg = f(ug) + Aug  (no sentido fraco).

Portanto,

/VukHVukH dx + / Mugy1)? do = /(uk+1f(uk) + AMuggsq) do.
Q Q

Q

Entao,

sl < [ (1 Tu P addyy) do

= /(Uk+1f<uk) + Augugy1) do

([rma) ([ota) on( [t ) ([ )

1f (ur) || 22y llursl 22 ) + Murll o lurst | 22 < K.

IN
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Logo, sup Hu’“”ivg’g(m < 0.

Portanto, existe uma subsequéncia (uy, ) jen que converge fracamente em W,y (Q) para
u € Wy?(Q). (Ver [8, Teorema 5.25]).

Passo 5.

Finalmente falta verificar que u é uma solugao fraca de (3.1). Para isso, fixe

v e C§°(R2). De (3.7) temos que

/ Dugi1 - Dv + Augyqv de = /(f(uk) + Auyg)v dx.
Q Q

Observacao 3.1. Sabemos que up — u q.t.p. em €2, entao

flug) — f(u) q.t.p. em Q.
Além disso, |f(ur(z))]* < h% h € L*(Q), por (3.17). Assim, h* € L'(Q) e pelo Teorema

da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

k—oo

/Q f(u(z)) do = lim /Q Flu(z)) da.

Dessa forma, podemos fazer k — oo no Passo 5.

Fazendo k — oo, segue que

/Du-Dv+/\uv dx:/(f(u)+)\u)v dx.
Q Q

Eliminando os termos com A concluimos que

/QDu-Dv dx:/ﬂf(u)'u dx.

3.2 Segundo Caso
Nesta secao estudamos a existéncia de solucao em VVO1 2(9) quando f é uma funcgao
de Carathéodory, baseado em [55].

Definicao 3.4. Sejam 2 C R™, n > 1 um conjunto mensuravel nao-vazio, e

f:QxR™ =R, m>1. Dizemos que f é uma funcao de Carathéodory se satisfaz:
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(i) z — f(x,s) é mensuravel em € para todo s € R™;
(ii) s+ f(z,s) é continua em R™, q.t.p. em €.

Definicao 3.5. Sejam V um espac¢o de Banach reflexivo com norma || - ||, e M C V um

subconjunto fracamente fechado de V. Dizemos que £ : M — R é:

(i) coercivo se E(u) — oo quando || u ||— oo, u € M;

(ii) fracamente semicontinuo inferiormente se para todo u € M, qualquer sequéncia

(Up)neny em M tal que w,, — u fracamente em V' entdo:

E(u) < liminf E(u,).

n—-+0o

Teorema 3.6. Sejam V um espaco de Banach reflexivo com norma || - ||, e M C V
um subconjunto fracamente fechado de V. Suponha E : M — R coercivo e fracamente
semicontinuo inferiormente em M com respeito a V. Entao E ¢é limitado inferiormente, e

atinge seu infimo em M.

Prova. Ver |55, Teorema 1.2]. O

Considere o problema de Dirichlet homogéneo:

(3.18)

—Au = f(-,u), em €,
u = 0, sobre 0.

em que 2 C R", n > 1, ¢ um dominio limitado e suave, f : 2 x R — R é uma funcao de

Carathéodory.

Definicao 3.7.

(i) Uma fungao u € W2(Q) é dita uma subsolugio fraca do problema (3.18) se u < 0
sobre 0f) e

/ Vu- Vv dr < / fl u)v de
Q 0
para toda v € C§°(2), v > 0.

(ii) Analogamente, uma fungao uw € WH2(Q2) ¢ dita uma supersolugao fraca do problema
(3.18) se u > 0 sobre OS2 e

/QVE~VU dxz/ﬂf(-,ﬂ)v dx

para toda v € C§°(2), v > 0.
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(iii) E por fim, dizemos que u € W, () é solucdo fraca do problema (3.18) se:

/Qvu-vv dx:/ﬂf(-,u)v dx

para toda v € C5°(Q2), v > 0.

Teorema 3.8. Suponha u,u € WH%(Q2) sub e supersolugao, respectivamente, do problema

(3.18). Sejam ¢,¢ € R tais que

Entdo existe u € Wy*(Q) solugdo fraca de (3.18), satisfazendo a condicao

u<u<uq.tp. em (.

Prova.

Denote por

F(z,u) = /0 fla,v) dv

a primitiva de f. Note que a equagdo (3.18) tem o seguinte funcional associado
1
E(u) = —/ | Vu |? dz — / F(z,u) dx.
2 Ja Q

Como F' ¢é a primitiva de f e esta ¢ uma funcao de Carathéodory, segue que F' também
é uma funcao de Carathéodory. Dessa maneira, nao temos informagcoes suficientes para
garantir que o funcional E seja limitado ou até mesmo diferenciavel em V := W;*(1).

Para garantir a coercividade de E vamos restringi-lo ao conjunto

M={ueW,?*(Q):u<u<Tqtp.}.

Como u,u € L>®(Q), temos que se u € M entdo u < u < @, logo u € L®(Q).
Portanto, M C L*>(2). Além disso, como F ¢ funcao de Carathéodory, ou seja, continua

na segunda coordenada, e o intervalo [c, €] é compacto
{F(z,u(z));z € Q} C{F(x,2);c < z<¢ux e},

e daf
| F(z,u(z)) |< c(x) Yu € M e para quase todo x € €, (3.19)

em que ¢(x) é uma fun¢ao mensuravel.
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Agora, vamos verificar as hipoteses do Teorema 3.6. Temos que,

12) V := W,*(Q) é um espaco de Banach reflexivo (Ver [11]).

22) O conjunto M é fechado e convexo.

De fato, seja (U, )men uma sequéncia em M tal que u,,, — u em Wol’Q(Q), temos que

Uy — U Q0D € U € Wol’Q(Q), pois este ¢ Banach. Como u,, € M entao
Passando o limite quando m — oo, encontramos

u(x) <wu(x) <u(x).

Portanto, u € M de onde segue que M ¢ fechado.

Agora, dadas u,u € M entao

B
IA
N
IA
=

IS

IN
S|
IA
£

Dado t € [0, 1], segue que

(- tu<(—tu<(-tu

tu < 1 < 1.
Entao,
u=1-tu+tu<(1—thu+tu<(l—1t)u+tu=nu.
Portanto, M é convexo.
Como M & fechado e convexo entdo M ¢é fracamente fechado (Ver [11, Teorema 3.7]).

32) Da desigualdade de Poincaré temos que ||Vul| 2y ¢ uma norma em W, (), que

equivalente a ||uHW01,2(Q). Por (3.19), temos

Blu) = %/Q|Vu 2 dx—/QF(x,u) dz

1
> §||VU||%2(Q) —c

1

2
Z §||U‘HW012(Q)

— C.

Dai, se ||u]| = oo entdo E(u) — 0o, isto é, o funcional E é coercivo em M.
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42) Finalmente, falta verificar que F é fracamente semicontinuo inferiormente em M.

Isto &, dadas um,u € M tais que u,, — u (fracamente) em W,*(Q) entdo

E(u) < liminf E(u,,).

m—0o0
De fato, como u,, — u em Wy *(Q) entdo ([11, Proposicio 3.5])
||| < liminf |[u,,||.
m—r0o0

Logo, para ver que E é fracamente semicontinuo inferiormente em M falta mostrar

que

/F(x,um) dx—>/F(9c,u) dzx.
Q Q
Mas (passando a uma subsequéncia se necessario), podemos assumir que
Uy —> U
pontualmente em quase toda parte. Como F' é continua na segunda coordenada
F(z,up) — F(z,u)
pontualmente em quase toda parte. E ainda,
| F (2, um (1)) |< cz)
uniformemente. Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

/F(:c,u) de = lim [ F(x,u,) dz.
Q

m—o0 QO

Como todas as condicoes do Teorema 3.6 sao satisfeitas, podemos garantir a existéncia

de um minimizador relativo v € M.

Para ver que u ¢ solugao fraca de (3.18), para ¢ € C§°(2) e € > 0 seja
ve = min{u, maz{u, u+e}} =u+ep —p*+ . € M

com
¢° =maz{0,u+ep —u} >0,
0. = —min{0,u+cp —u} > 0.

Observe que ¢, p. € W, N L>(Q).

Como M é convexo, entdao (1 —t)u + tv. € M. Além disso, como v minimiza £ em
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M, temos que

Eu+tv.—u)) — E(u) = E((1 —t)u+tv.) — E(u) > 0.

Dai, E ¢ diferenciavel na direcao de v, — u, e tomando ¢ > 0

Elu+t(ve —u)) = E(u)

DE(u).(ve —u) = tlllgi ;
— i E((1—-t)u+tv.) — E(u) >0,
t—0+ t

Logo,

0<{(ve —wu),DE(u)) = {((ve—u),DE(u) — DE(u) + DE(u))
e(p, DE(u)) — (¢°, DE(u)) + (¢, DE(u)),

de modo que,
(¢, DE(u)) =

o | =

[{¢%, DE(u)) = (@, DE(u))] .

Agora, ja que T é uma supersolucio para (3.18), segue que

(L)

(¢, DE(u))

DE(%) + DE(u) — DE(T))

u)) + (¢, DE(u) — DE(u))

— DE(u))

[V(u—0)V(e°) = (f(z,u) = f(z,0)¢"] dx

Y4
SIS
& =
=

ST~ ST~ S—5—5—% © %

V(u—u)V(u+ep —1)] do—

[(f ;) = f(2,w))(u+ep —u)] dx

v

[V(u—u)V(ep) + V(u—1)]| do—

1 (2, u) = [z, w)llee] = [f(2,u) = f(z,0)][(u —u)l] do

€

>

)

V(u - 1)V de —e/ | (Fla,u) - f(em) || ¢ | de,
Q. Qe

em que Q. = {z € Qu(z) +ep(xr) > u(z) > u(x)}.
Note que Q2| — 0 quando ¢ — 0. Entdo, pela continuidade absoluta da integral de

Lebesgue, obtemos que
(6%, DE(u)) = o(¢),
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em que 0—8> — 0 quando € — 0. Analogamente, obtemos
€
(pe, DE(u)) < o(e).

Dai,
(¢, DE(u)) = 0
para toda ¢ € C3°(Q2).

Como ¢ é arbitraria, invertendo o seu sinal temos que
(=, DE(u)) = — (¢, DE(u)) < 0.

Entao,
(¢, DE(u)) =0, V¢ e C5°(Q).

Como Cg°(Q) é denso em W, (Q), finalmente vemos que

como queriamos. O

Observacao 3.2. O resultado anterior pode ser demonstrado para

{ —Au = f(-,u), em

u = ug, sobre 0f2.

em que 2 C R", n > 1, é um dominio limitado e suave, f : Q2 x R — R é uma funcao de
Carathéodory e uy € Wy*(Q).

Exemplo 3.1.

(3.20)

—Au = k(z)u—ulu[P72, em Q
u = ug, sobre 0f2.

2n

em que 2 C R", n > 3, ¢ um dominio limitado e regular, p = 5 e k ¢ uma funcao

continua tal que

1<k(z) <K<
uniformemente em ). Suponha ug € C1(Q) satisfazendo ug > 1 sobre 9.

Entao, u = 1 é uma subsolucao. De fato, temos que

—Au=0.
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Logo,
/0-Dvdx—/(k(x)—1)vdx§0
Q Q
ja que k(z) > 1ewv >0 q.t.p.

Analogamente, temos que u = ¢, ¢ constante suficientemente grande, com ¢ > 1 é

uma supersolucao. Temos que,

/0-DU d:r;—/(k(x) ce—c Hudr >0
Q Q
dai,
—c/(k:(x) — & Hudr >0
Q
ja que k(z) < @2, pois k(z) < K ev >0 q.t.p.

Consequentemente, pelo teorema (3.8) segue que o problema (3.20) admite uma solu-

cao fraca u > 1.

3.3 Terceiro Caso

Nesta se¢ao mostraremos os resultados provados por Montenegro e Ponce em [44].
Neste trabalho, eles estendem o método de sub e supersolucao a fim de estabelecer a
existéncia de solucdes L' de (3.23) no sentido da Definicio 3.9 que veremos abaixo. E
seguida a estratégia de [3], [15] e [16] baseada no Teorema do Ponto Fixo de Schauder,
mas alguns detalhes foram modificados substancialmente. Mostraremos e provaremos
alguns resultados utilizados na demonstracao do Teorema 3.16, resultados de existéncia,
compacidade e comparacao relacionados com a equacao linear —Aw = h em que

hpo € L'(Q), além de exibir a prova do Teorema 3.16.

Ao longo desta se¢ao vamos supor:

2 C R" dominio suave e limitado; (3.21)

f: 2 xR — R funcao de Carathéodory. (3.22)

3.3.1 Definicoes Preliminares

Considere o problema de Dirichlet homogéneo
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(3.23)

—Au = f(z,u), em €,
u = 0, sobre 0,

em que 2 C R™ é um dominio suave e limitado, f :  x R — R é uma funcao de

Carathéodory e Au é o Laplaciano de wu.

A seguir explicitamos a noc¢ao de definicao que vamos utilizar.

Defini¢ao 3.9. Dizemos que u é uma solugao L'(Q) de (3.23) se satisfaz:

(1) we L)
(i) (- u)po € L'(Q):
(iii)
—/QuA( d = /Qf(m,u)g de, V(e C2(Q), (3.24)
em que

po(x) = d(xz,00), Ve € Q, em que d(z,00) = inf{d(x,y);y € 00};
C3(Q) = {¢€C*Q); ¢=0sobre 00Q}.

Observagao 3.3. Note que (7i7) esta bem definida de acordo com (i) e (i7) da Defini¢ao
3.9. Com efeito, como ¢ € CZ(Q) entdo V¢ e AC estdo bem definidos e sdo limitados até

a fronteira. Além disso, por (i) temos que v € L'(Q). Dai,

/uACdx §/|uAC\dx§a/|u]dx<oo,
Q Q Q

com « € R*. Portanto, o lado esquerdo da equacao (3.24) esta bem definido.

Po

Por outro lado, pela Observacao D.1, temos que é limitada. Como

Loo(Q)
f(-,u)py € LY(Q), segue que
[ swacan < [ 15wl aa
Q Q
= [ rwam| as
Q Po

<
Po

IA

Portanto, o lado direito da equacao (3.24) estd bem definido.

/Q]f(:t,u)\po dxr < 0.

Lo(Q)
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Dizemos que u é uma subsolucao de (3.23) se satisfaz:

(i) ue LY(Q);
(ii) f(-,u)po € L'();

(i) — [ udc dr < [ fau)Cdr, ¥ e CRE)
Analogamente, @ é uma supersolugao de (3.23) se satisfaz:

(i) we L'();

(ii) f(,w)po € L'(Q);

(iii) —/mg da z/f(x,ﬂ)( dr, V(€ CQ).
Q Q

3.3.2 Limitacao e Equi-Integrabilidade em Lll)0

Comecamos esta subsecao com o seguinte resultado sobre nao equi-integrabilidade.

Um lema de concentracao.

Lema 3.10. Sejam (wy)neny C L'(2) e (E,)neny uma sequéncia de subconjuntos mensu-

raveis de Q tal que
|En|—>0e/ |w, | de >1, Vn>1. (3.25)
E,

Entdo, existem uma subsequéncia (w,, )reny € uma sequéncia disjunta de conjuntos men-

suraveis (F)ren tais que

1
F.CE, e / | wy, | de > =, Vk>1. (3.26)
P, 2

Prova.

Vamos construir por indu¢do uma sequéncia crescente de inteiros (ng)ren € de con-
juntos mensuraveis (Ay)gen como segue. Utilizaremos o fato de que uma familia finita de

fungoes L' sao equi-integraveis.

Facan, :=1e Ay := E,,. Tome k > 2.

e Se k =2 a condicao é vazia;



e Se k=3, j=1. Como {w,, } é equi-integravel, escolha ny > n; tal que

1 1 1
|wm|d:10 S—ZZ———z
A2 22 2

em que Ay C E,,.

e Se k=4, je{1,2}. Como {w,,,w,,} é equi-integravel, escolha n3 > ny tal que

][ | W,
As

1 :
de < 5 Vi e {1,2}.

em que Az C E,,. Dal,

99

e Se k=57 €{1,2,3}. Como {wy,,wn,, w,,} € equi-integravel, escolha ny > ns tal

que
1
/ | wy, | de < o, Vie{1,2,3}.
As 2
em que Ay C F,,. Dai,

/ | | dr < 1 1 . 1 1 1
wn | de <5 — s+ o0=5" o1
AsUA3UA, ' 2 23 24 2 24

Continuando com o processo de inducao encontramos inteiros n; < ... < ng_1 e conjuntos

Ay, ..., Ag_1 (ndo necessariamente disjuntos) tais que A; C E; e

/ | wn, | dz <
A‘j+1U...UAk_1

Como {wy,, Wny, ..., Wn,_, } €& equi-integravel, existe ny > ni_1 tal que

1
2k—1’

Vje{l,...k—2}

N | —

L
/ wn, | de < op Vi€ (Lo k1)
En,
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Entao,

/ | wy, | dz = / |wnj|dx—|—/ | wy, | do
Aj+1U...UAk Aj+1U..‘UAk,1 Ay

1 1 1
S 2T TR
1 1 ,

Continuando com essa construgdo obtemos as sequéncias (ng)ren € (Ag)gen-

Agora defina:

i=k+1

Entao, os conjuntos F} sao disjuntos e
/ | wy, | dv = / o | wy, | dx

= lim | wy, | dx
100 Ak\(Ak_‘_lUUAL)

= lim / |wnk|d:c—/ | Wy, || dx
100 Ap Ak+1U...UAi

>11+1
= 2 i
11
2 9
1
> —,
= 92

Como consequéncia do Lema 3.26 apresentamos a seguinte Proposicao:

Proposigdo 3.11. Sejam g : Q X R — R uma funcao de Carathéodory e vy, vy € L(Q)
tais que v; < vy q.t.p. Suponha que

g(-,v)po € L*(Q) para todo v € L*(Q) tal que v; < v < vy q.t.p. (3.27)
Entao, o conjunto

B = {g(-,v) € L"(Qpo dz); v € L) ev; <v <y qtp} (3.28)
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¢ limitado e equi-integravel em L'(Q; po dz).

Prova.

Inicialmente vamos mostrar que B é equi-integravel. Para isso, suponhamos que B
nao seja equi-integravel. Isto é, existem & > 0, (U )neny C L(2) com vy < u,, < vy q.t.p.

e (Fy)nen C € uma sequéncia de conjuntos mensuraveis, tais que
|E|—=0 e / | g(z,up,) | po dx >e, Vn>1.
E’IL
Que podemos reescrever como:

/ | g(x,up,) 2 g > 1.
€

; Po . .
Dai, fazendo w,, = ¢(-, u,)— podemos aplicar o Lema 3.10, de onde segue que existem
€
uma subsequéncia (u,, Jreny € uma sequéncia (Fy)ren de conjuntos mensuraveis disjuntos

em (2, tais que

F,CE, e / | g(z,up,) | po dz > Vk > 1. (3.29)
Fy,

DO | M

Defina

{ Un, (), sex € Fy, para algum k > 1,
v(z) =

v1(x), caso contrario.

Sabemos que v; < u,, < vy e v; < vy q.t.p. Logo, v; < v < vy q.t.p. e portanto
ve LY Q).

Além disso, (Fx)ken C 2 € uma sequéncia de conjuntos mensuraveis disjuntos, dessa
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forma podemos escrever F1 U Fo U... U Fp U ... C Q. Dal,

/|g<x,v>|podx 2/ o) | po do
Q F1UF>U...UFU...

:llgilOZ/ g(x,v) | po dx
Y e
E&Zé

v

o que contradiz (3.27), ja que / | g(x,v) | po dr < oo. Portanto, B é equi-integravel em
Q
LY(Q; po d).

Por hipétese, 2 é um subconjunto limitado de R”, portanto Q C R” é compacto.

Assim a cobertura aberta (B,),.q como segue

QC UB(x,a) tal que / dr <9,

2€Q B(xz,e)

possui subcobertura finita

Logo,

= U B([Ek,é) nQ
k=1

Faca B, = B(xy,e) N Q. Dai, podemos escrever ) = U Ey tal que | By | < 4,0 > 0.
k=1
Como B é equi-integravel

/\g(x,v)|p0 dx—Z/ | g(x,v) | po dz < ne.
& i=1 / Ei

De onde segue que o conjunto B ¢ limitado em L'(Q; py dz). O

Teorema 3.12. Seja g : {2 X R — R uma funcao de Carathéodory tal que

g(-,v)po € LY(Q), Vv e L'(Q). (3.30)
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Entao, o operador Nemytskii

G : L'Q) — LYQ;po dx)

v g(-,v)

¢é continuo.

Prova.
Suponhamos que v, — v em L'(().

Seja (v, )reny uma subsequéncia tal que
Up, > U Qtp.e v, | <V,

para alguma fungao V € L'(Q). (Ver |24, Lema A.1.1].)

Em particular, como g ¢ uma funcao de Carathéodory é continua na segunda variavel,
logo
g(-,vn,) = g(-,v) q.t.p.

Fazendo v; = —V e vy = V podemos aplicar a Proposi¢ao 3.11, de onde segue que a
sequéncia

(g('7 Uﬂk))

é equi-integravel, ou seja, Ve > 0, 36 > 0 tal que

ECQe|E|<5:>/|g(-,vnk)\podx<§. (3.31)
E

Pelo Teorema de Egorov para (g(-, vn, ))ken, dado § > 0 existe o conjunto Es tal que
W) < By +6

Logo,
H(Q\E5) = u(Q) — p(Es) < 6. (3.32)

Dai,
/Q | 9(vmg) — 9(-0) | po da =

S Un,) —g(-,v o dx Y Un,) — g(-v o dx
/Q\E5|g< )= g(20) | p +/\g< )= g(0) | p

Es
7 N
~~ N~

(1) (I1)




Por (3.31) e por (3.32)
2e

19 g
< [ Vgt Imdot [ =gl pde <S4S =2
O\E; O\ s 33 3

Pelo Teorema de Egorov, para n > ng

€
s Un, ) — g(-, < .
Integrando,
€
11 :/ S Up, ) — dr < —— dr = —.
() = [ Vgtm) = g) I de < g | e =2
Portanto,

2¢ ¢
vy ) — d =y =
1t =gt Ipode < 543

Dessa forma,
(s vny) = g+, v) em LY(Q; py da).

Como o limite independe da subsequéncia tomada segue que

G(v,) = G(v) em LY(Q; py dz),

de onde podemos concluir que o operador GG é continuo. De fato, suponhamos que

G(vy) - G(v) em L'(S2; po dx).
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Entéo, existe uma subsequéncia (v,, )reny que ndo converge para v, o que contradiz nossa

hipotese.

3.3.3 Existéncia, Compacidade e Comparacao de Resultados

Nesta subsecao, apresentamos resultados relacionados a solucoes fracas do problema

linear:

—Aw = h, em €,
w = 0, sobre 0.

(3.33)

Comecamos com um resultado de existéncia e compacidade de solucoes fracas de

(3.33).
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Teorema 3.13. Dada h € L*(Q; py dr), existe uma tnica w € L'(Q) tal que

—/QwAQ dr = /th dr V(€ CiQ). (3.34)
Além disso,
(i) Paracada 1l <p< N Ve LP(QY) e
lw @) < Cp |l hpo o) - (3:35)

(ii) Dada h, € L'(Q; py dz), n > 1, seja w, solugao de (3.34) associada a h,. Se (h,)nen
¢ limitada em L'(€;py dx), entdo (wp)nen € relativamente compacta em LP(S),

para todo 1 <p<

N-—-1
Observacao 3.4. Denotamos por N a dimensao de R™. Nao utilizamos o proprio n para

nao confundir com a notagao dos indices das sequéncias.

Prova.

Dividiremos a demonstracao em quatro passos.
Passo 1. (Unicidade de w)

Sejam w; e wy duas solucoes de (3.33). Logo satisfazem
—/wlAC dr = / h¢ dz V¢ € C(Q),
0 0

—/ng( dx = / h¢ dr V¢ € CF(Q).
0 Q
Faca w = w; — wy. Dal,
—/wA( dr = —/(w1 — w9)A( dx
Q Q

= —/leACdx+/Qw2A§dx
— /thdx—/ghgdatzo V¢ € C2(9).
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Dada alguma ¢ € D(Q), entao ¢ € L*(Q) e pelo Teorema C.2 seja ¢ solucao de

A( = ¢, em €,
¢ = 0, sobre 0f).

Logo,

Oz/wACdx:/wcpdx.
Q Q

Como ¢ é arbitréria, segue que w = 0, isto é, w; = ws.
Passo 2. (Existéncia de w)
Vamos supor h > 0 (caso contrario, escreva h = ht — h™).

Dado um inteiro k > 0, defina

Por defini¢ao, (hx)ren € uma sequéncia mondtona nao-decrescente (hy, < hyy1).

Quando k — 400 temos que

lim hy(z) = lim min{h(z),k} = h(z).

k——+o00 k——+o0
k— +
Logo, hy © =5 h pontualmente.

Pelo Teorema da Convergéncia Mono6tona segue que

hy — h em L'(S; py dx).

Por defini¢ao temos que hy € L>®(Q), pois |hy| < k, dai by € L*(Q) e pelo Teorema

C.2 seja wy solucao de

—A = hy, em €,
ok b O (3.36)
wp = 0, sobre 0f2.
Temos que
0<hip1 —hy = —A(wps1 — wg)
= —Awk+1 + Awy, Va € Q.
Entao,

{ _A(wk+1 _wk) > 07 em Qa

Wry1 — W = 0, sobre 09.
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Do Principio do Maximo B.2 segue que
Wry1 — wy > 0.

Ou seja, (wg)ren € uma sequéncia mondtona nao-decrescente.

Sabemos que
—A(wy — wi)Co = (b, — Iu)Co.

Integrando ambos os lados,

— / A(wg — wy)Cp dx = /(hk — hy)¢p dx.
Q Q
Por Green,
/QV(wk —w;)V{ dx = /Q(hk — hy)¢p dx.
Novamente por Green,

_/(wk —wy) Ay dx = /(hk — hy)(o dz.
Q Q

Tome (y definida por
_ACO = 17 e Q,
(o = 0, sobre 09.

Entao,

/(wk — wl) dxr = /(hk — hl)CO dzx.
Q Q
Dai,

[lwe=witde = [ o~ hlg ds
Q Q
= /!(hk—hlﬂpo@ dx
Q £o
Co
- h. —h d
\ M)/ﬂm Do da

Po
Q

IN

Como hy, é convergente em L'(€2; py dz) da desigualdade anterior, segue que ||wy||z1() ¢

uma sequéncia de Cauchy.

Agora, multiplicando (3.36) por (,

—Awi( = (.



Integrando ambos os lados,

—/QAka dm:/ﬂhkg da.
—/kaAC dx:/ﬂhkc dz.

Por Green,

Passando o limite,

klg]go [—/kaAC da:] = khﬁrgo [/Q hiC dx] )

Temos que |wiAl| < CO € LY(Q),C, 0 € R, entao

—/ lim w, A dx :/ lim h.(C dx,
Q )

k—o0 k—o0

—/QwACdx:/Qthm.

dai,

Passo 3. (Prova de (7))

/QwAC dx

Note que

< [ |h¢ da
Q

= / hpo£ dx

Q Po
< kool Ly || =

0llLee ()
Portanto, w satisfaz
Q Po |l Lo ()
Dada f € C*(Q), seja ¢ € C2(Q) solugao de

AC = [, emQ,

¢ = 0, sobre 09.

Do Teorema A.3, como ¢ € Wi (Q) temos que

1<l (@) < CrlllCl o @) + 11l Lr @)

V¢ € C2(Q).
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(3.37)

(3.38)



em que C é uma constante.

Agora,
~AC=f.

Multiplicando ambos os lados por (,

—(AC = f¢.

—/QCACdx:/Qdea:.
/Q\qu dx:/Qfg dxg/gu‘q dz.

Por outro lado, pelas desigualdades de Hélder e Poincaré,

Jwerar = [ 15 a
() ([ o)’
Cy (/ﬂ|f|2 dm)2 </Q|vg|2 dx)2.

(/Qw daz)é <y (/Q|f|2 das)é

em que Cy é uma constante. Ainda utilizando a desigualdade de Hélder temos que

/Q|f|2dx < </|f|2 da:) 2(/1%[3:);
< a1 ar)”

1
e (3 é uma constante. Elevando a 3 temos que

(/WﬂQMJ <o iy a)

Juntando as informagoes temos que,

(/|VC|2 dzr) < Oy (/ ik dx)%<(]203 (/|f|P dx)

Integrando ambos os lados,

Por Green,

IN

IN

Logo,

/

emqueq:p—
p—2

=

=
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Dai, podemos observar pelo Teorema de Imersdo de Sobolev A.4 que

1
o

jld ’ C V 2d>2
Cy,C 2/d ’ .
S 2 3(/ |f| {L’)

Dessa forma, por (3.38) e por (3.39) podemos concluir que

=

HCHWW(Q) < CHf”LP’(Q)'

Tome p’ > n. Da Observacao D.1 e por Sobolev-Morrey A.2 segue que

I
Po
Combinando (3.37) - (3.41), temos que

/wadx /QwACdx

¢
ool \—
Po L>®(Q)

< Nhpoll @ ClIlwaw
||hPOHL1(Q)OO||f||Lp’(Q)

Lo (Q)

IN

IN

= Gllhpollevay I flr @  Vf € C™(Q).

Ou seja,

/wada:

Por dualidade temos que

< Collhpoll@llfllr gy V€ C™(Q).

/wf dx
|w| oy = sup H—

< Cpllhpollr @,

fery’ HfHLP’(Q)

de onde concluimos que w € LP(2) e (3.35) é satisfeita.
Passo 4. (Prova de (ii))

Dado um dominio regular U CC €, seja v, € L*(U) solugao de

Av, = h,, em U,
0, sobre OU.

Un

< OISl + V<= @) < Cliclwz ()
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(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)
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Podemos observar que

hnp()
|onllzry = H
Po Al w)
b,
_ / Po du
ul Po

< K/ |hnpol| dx
U

< K/!hnpol dr < C.
Q

De fato, como py > 0 em U CC €2 compacto, entao existe 6 > 0 tal que py > 6 > 0.
1

Logo, — < 5= K é limitado. Além disso, por hipotese temos que h, é limitada em
Po
LI(Q, Lo d.flf)

Dai, por estimativas elipticas [54] podemos escrever

[vnllwir@) < CpllhallLrwy < Cyp (3.44)

dal<p< .
paracada 1 <p N1

Observacao 3.5. Note que o raciocinio para obter a estimativa em (3.44) ndo seria vélida

para a equacao (3.33), pois, nesse caso, ndo poderiamos garantir a limitacdo de — perto
Po
da fronteira de €.

Por outro lado, note que w, — v, é harménica em U. Pelo Teorema A.1, temos que
(wn = vn) € Wit 21 (U).
E por defini¢ao, para todo w CC U
(w, — vp) € WF21(w).
E além disso, tomando ky = k + 2 ainda pelo Teorema A.1

[ = v} lwrorgey < Cll(wn = w030y

Pelo Teorema A.2 temos que
Whol(w) — 0M0(@).

Dali,

(wa —va)lex@) < Cull(wn — va) o) < CrColl(wn — v loqor. (3.45)
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Por (3.43) temos que
[(wn = va)llrwy < Cllhapoll ). (3.46)

Por hipotese, h, ¢ limitada em L'(Q; py dz), e, por (3.45) e (3.46) podemos concluir que

l(wn — v)llcr@) < Coll(wa —v) [0y < Cullhupolline < Coe (347)

Por (3.47),

(= vl = ( / 1V (= on)? dg;>‘l’ + ( / ((wn — va)? dx)" <K

Logo, (W, — vn)nen possui uma subsequéncia (w,, — vp, )ren tal que
(Wn,, — Vp,) = h q.t.p. em @.
Por outro lado, por (3.44) (v, Jken possui uma subsequéncia (v, )z tal que
Up, =V q.t.p. em w.

Dali,
(Wn, — Un_) +Vp. = h+v q.t.p. em ©.

Entao,

Wy, — h+ v q.t.p. em w.

De acordo com a construcao feita anteriormente, dados os conjuntos 2; C €y C ...

tais que §2,, CC 2, observe o diagrama:

Wnp, € Ql . w1 W2 ... Wi
wm € Q2 . W21 W22 Waop,
W3p
Wy, € Qp i Wyl Wpy oo Wpp
W3n

Dai, pelo argumento de diagonalizagdo existe uma subsequéncia (w,, )ren tal que

Wy, — w q.t.p. em .

Por outro lado, por (i) temos que a sequéncia (wy,)nen € limitada em LP(2) para todo

1<p< N1 A conclusao segue do Lema 2.47. O
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A seguir apresentamos a seguinte versao da Desigualdade de Kato
(Ver |13, Proposicao B.5|).

Proposic¢ao 3.14. Seja w € L*(Q) e h € LY(; py dx) tais que

—/wAgda; < /h(dx V¢ € C3(9), ¢ >0em Q.
0 Q

Entao,

—/wmgda; g/ h¢ dr V¢ € CF(Q), ¢>0em Q.
Q

[w>0]

Corolario 3.15. Se u e v sdo solugoes do problema (3.23), entdo o max{u,v} é uma

subsolucao.

Prova.
Se u e v sao solugoes do problema (3.23), entao satisfazem (i) — (iii) da Definigao 3.9.

Fazendo w =v—wueh = f(-,v)— f(-,u) podemos aplicar a Proposi¢ao 3.14 e obtemos

que

—/Q(U—u)+AC dr < / [f(z,v) — f(z,u)]¢ dv V¢ € C3HQ), ¢>0em .

=0
Tome max{u, v} = u+ (v — u)", segue que
(i) max{u,v} =u+ (v —u)* € L'(Q), pois é soma de funcdes em L'(Q);
(ii) Temos que
/(o max{u, v})pol < 17 (@, w)pol + 1z, 0)pol € L(9).

Logo, f(-max{u, v})pn € L1(Q);
(iii) Além disso,

—/Q[u+(v—u)+]Ag dr = —/QuAC dx—/Q(v—u)mg dx

< [ /[ W) = f e de

= flx,u)¢ de + [z, v)¢ dx

[v<u] [v>u]

= f(x, max{u,v})( dx +/ f(xz, max{u,v})( dx
=

[v<u]

= /Qf(x,max{u,v})C de V(¢ e CHQ).
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Portanto, max{u,v} ¢ uma subsolucao de (3.23).

3.3.4 Resultado Principal

A seguir o enunciado do resultado principal:

Teorema 3.16. Sejam v; e vy uma sub e uma supersolu¢ao do problema (3.23), respec-

tivamente. Suponha que v; < vy e
fG,v)po € LYY, Vo € LYHQ) tal que v; < v < vy q.t.p. (3.48)

Entéao, existem solugoes u; < us do problema (3.23) em [vy, v5] de tal forma que qualquer

solu¢ao u de (3.23) no intervalo [vy, vo] satisfaz:

v Sup S u < uy < vy Qtp.

Prova.
Vamos dividir a demonstragao em dois passos.
Passo 1.

O problema:

{—Au = flz,u), em Q, (3.49)

u = 0, sobre 0f)

possui solucao u tal que v; < u < vy q.t.p.
Dado (z,t) € 2 x R, defina
vi(z), se t<wv(x),

gz, t) = t, se wvi(x) <t < wy(x),
ve(x), se wo(z) < t.

Entao, g : 2 x R — R é uma funcao de Carathéodory. De fato,

(i) A func@o g é mensuravel na primeira coordenada.

Fixe t e defina:

Q) = {x € Qo (r) > t},



75

Oy ={z € Que(x) < t},
Qs ={z € Qu(z) <t} n{z € Quv(r) >t}

Temos que

g(x,t) = v (2) X, + vo(x)Xa, + tXo,

em que Xg,, Xo, e Xo, sdo as funcoes caracteristicas em relacao a 2,825 e Qs,
respectivamente. Como os espagos definidos sao mensuraveis segue que as funcoes
caracterfsticas, neles definidas, também o sdo. Além disso, vy (x), vo(x) e t € L' (),

logo sao mensuraveis. Portanto, g(x,t) é mensuravel.
ii) A fungdo g é continua na segunda coordenada.
g
Sejam vy () e vo(x) fixados.

e Set <w(z)entdo g(x,t) = vi(x). Logo constante e portanto continua,;
e Set > vy(x) entdo g(z,t) = vao(x). Logo constante e portanto continua,;

e Se v(x) <t < wvy(x) entdo g(x,t) =t, que é uma fungdo continua;

Basta agora observar o comportamento de g(x,t) nos pontos t = vi(x) e t = va(x).

Se t = vy(x) temos

lim g(z,t) = lim t=uv(x)

t—o) (z) t—o) (z)

lim g(z,t) = lim ov(x) = v (x).
t—v; () t—v; ()

Portanto, em ¢t = vy(z), g(x,t) ¢ continua. Se t = vo(z) ¢ analogo.
Além disso, por (3.48) segue que

g(-,v)po € L*(Q) para cada v € L*(Q).

Agora considere o operador

G : LY(Q) — LYQ;po dz)
voo— g()

que é continuo pelo Teorema 3.12.

Considere ainda o operador

K : LY p0 dz) — LYQ)
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em que w é solucao tnica de

—Aw = h, em €,
(3.50)

w = 0, sobre 0f).

Sejam h,,, h € L'(Q, py dz) com h,, — h em L'(Q, po dz). Pelo Teorema 3.13 existem

Ginicas w,,w € L'(Q) tais que

—/wnAC dx = / h.¢ dz V¢ € C5(9) (3.51)
Q Q

—/QwAg dr = /th dr V(€ Q) (3.52)
Subtraindo (3.51) de (3.52) temos que
— /Q(wn —w)Al dx = /Q(hn —h) dv V¢ € CHR).
Dai, novamente pelo Teorema 3.13, segue que
lwn —wl[pr) < Cpll(hn = h)pollLr@)

ja que h, — h em LY, pg dz), existe ng tal que n > ng e

3

h, —h —.
1( )pollLi) < c,

De onde segue que o operador K ¢é continuo. Logo a composigao KG : L'(Q) — LY(Q) é

continua.

Além disso, pela Proposicao 3.30 aplicada a f, defina:

f(z,v(x)), se t<wvi(x),
gz, t) = fa,t), se vi(x)
f(z,ve(x)), se wvo(zx) <t.

Temos que, G(L'(Q)) = {g(-,v) € L}(Q; po dx); v € L'(Q)} e

v < g(Hv) <oy

/|g |p0dx</|vl|p0dx+/|v2|p0dx <K,

em que K é uma constante.

entao

Dessa forma, pelo Teorema 3.13 temos que KG é compacto e existe uma constante
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C > 0 tal que

IK(G)llre) < ClIGW)plle <C  VYve L(Q).

Podemos observar entdao que o operador KG : B¢(0) — Bo(0) é limitado, pois
1K (G ()l < C,

com Bc(0) =: {v € LY(Q);||v|l1@) < C}. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Schauder

temos que K'G possui um ponto fixo u € L'(Q). Em outras palavras, u satisfaz

—Au = g(z,u), em €, (3.53)
u = 0, sobre 0f).
e Afirmacgio: u é solucao de (3.23) e
v1 <u < wyq.t.p. (3.54)

E suficiente mostrar que (3.54) é satisfeita. Vamos mostrar que u < vy q.t.p.; a prova

da inequacao v; < u q.t.p. é andloga. Note que

g(-,u) = g(-,v2) q.t.p. sobre o conjunto [u > vs).

Aplicando a Proposicao 3.14 para w = u — v9 temos que

~[w—wracde s [ (gla) — gle, )¢ do.

[u—v2>0]

entao

— / wrAC dr < / (g(z,u) — g(z, 1)) de =0 V(€ CHR), ¢>0em Q.
0

[uzv2]
Ou seja, / wTAC dx < 0, o que significa que wt < 0 q.t.p.; entdo wt = 0 q.t.p. O que
nos diz qugu < vy q.t.p.
Passo 2.
Existe uma menor e uma maior solu¢ao u; < uy de (3.23) no intervalo [vq, vg].

Vamos mostrar a existéncia da solu¢do maior us, a existéncia de u; (solu¢do menor)

é analoga. Defina

A = sup {/ w dr; v <w < vy q.t.p. e w é solugdo de (3.23)} )
Q



78

Note que,

v < w < g,

entao,

|w] < for] + Jvs]

Integrando em ambos os lados

/wdx §/|w]dx§/|vl|dx+/]v2|dx§cl<oo,
0 Q Q Q

j& que vy, vy € L1(2). Portanto, A < occ.

e Afirmacao: Se wy, ws sdo duas solugoes de (3.23) tais que vy < wy, wy < vy q.t.p.,

entao (3.23) possui uma soluc¢do w tal que
v1 < max{wy, we} < w < vy q.t.p. (3.55)

Com efeito, como wy, wy sdo solugdes de (3.23) pelo Corolario 3.15, max{w;, ws} é uma
subsolugao de (3.23). Sendo max{w;, ws} < v9 uma subsolugao e vy uma supersolugao de
(3.23), podemos aplicar o Passo 1. De onde segue que podemos encontrar w solu¢ao de
(3.23) satisfazendo (3.55).

1
< -

Sejam ¢y, solucoes de (3.23) tais que ’

[

[ Fa(;a w, = ¢1.
e Seja wo tal que
v1 < max{wy, g2} < wy < vy q.t.p., we solugao.

Temos que

wy = wy q.t.p.;

w22¢z=>/w2dx2/¢>2dx=>
Q Q

<1
5

/Q(wQ—A) dz

e Seja ws tal que
v1 < max{ws, p3} < w3 < vy q.t.p., w3 solugao.

Temos que

w3 > wa q.t.p.;

w32¢3:>/w3dx2/¢3dx:>
Q Q

1
5

/Q(wg —A) dx
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e Seja w, tal que
v1 < max{wy, p3} < wy < vy q.t.p., wy solucao.

Temos que

wy 2 w3 q.t.p.;

<1
4’

w42¢4:>/w4dx2/¢4dx:>
Q Q

/Q(w4 —A) dx

e assim sucessivamente.

Isto é, de acordo com a afirmacao anterior, podemos construir uma sequéncia nao-

decrescente de solugoes (wy,)nen de (3.23) tal que

v <w, < vy q.t.p. e / wy, do — A. (3.56)
Q

Pelo Teorema da Convergéncia Monoétona, existe wy € L'(Q2) tal que w,, — wq q.t.p.,

v < wy < vg q.t.p. e /

wndxd%/wodx:/l.
Q Q

Por outro lado, pela Proposicao 3.11, a sequéncia (f(-,wy)), oy € equi-integravel em

LY(Q; po dz). Ou seja, Ve > 0, 3§ > 0 tal que

ECQe|E|<5:/\f(-,wn)|p0dx<s. (3.57)
E

Pelo Teorema de Egorov dado § > 0 existe o conjunto Ejs tal que
1) < p(Es)+o.

Logo,

u(Q\Es) = p(Q) — u(Es) < 6. (3.58)
Dal,

15w = o) o=

/ | FCowm) = £ w0) | po dw+/ | F(rwa) = F(wo) | po de
Q\Es Es

g (. J
~~ ~

(1) (I7)

Por (3.58) e (3.57)

€ € 2
[ Vstuw) mdet [ st pde <55 =2
Q\Es Q\Es 3 3 3
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Pelo Teorema de Egorov, para n > ng

£
| f(wn) = [ wo) |< STET
Integrando,
€ €
(11 = [ 1 fCown) = S Lo e < o [ e =2
Portanto,
o | f(;wn) = f(-,wo) | po dz < %—F%:S.

Dessa forma,
e wy) — f(-,wo) em LY po dx).

/wodx:A.
Q

De onde concluimos que wy ¢ a maior solugdo de (3.23) no intervalo [vy,vs]. De fato,

Entao, wy é solugao de (3.23) e

seja wy < vg uma solugao de (3.23). Entao, pelo Corolario 3.15 max{w;,wo} < vy é uma
subsolugao de (3.23). Pelo Passo 1 existe w' solugdo de (3.23) tal que max{w;,wy} <
w' < wy. Dai, A > / w' dv > / wo dr = A, contradicao.

Q Q
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APENDICE A - Resultados de Regularidade e

FEstimativas

Sobre o dominio Q C R" e u € C?(Q), considere os operadores diferenciais elipticos

de segunda ordem da forma

Lu = —a--a—2u+b»iu+cu (A.1)
N " aa:jﬁj Z@xi ’ ’
ou na forma 5 5
Lu = _8_% (awa—%u> + cu, (A2)

com coeficientes limitados a;; = a;;, b;, e ¢ satisfazendo a condigao de elipticidade
;€& > NP
com uma constante uniforme A > 0, para toda £ € R".

Teorema A.1l. Suponhamos que h € VV;Z?(Q), k>0,1<p< oo, L operador da forma

(A.1) e que u € H*(Q) seja uma solugao fraca do problema
L*u = h(z) em 2

no seguinte sentido
/uLv dx = / hv dzx,  Yve CX(Q).
Q Q

Entao,
ue W (Q),

loc

e, além disso
[ullwen(w) < (Z ||hi||WkivP(U) + ||u||LP(U)) .
i=1

(Neste caso, consideramos L* o operador adjunto.)

Prova.
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Vide Agmon |2, Teorema 7.1']. O

Teorema A.2. (Sobolev-Morrey) Seja @ C R™ um aberto limitado com fronteira

n
Lipschitz, ke N, 1 <p<o0. Se 0 <m <k — — <m+ 1, entado
p

Whp <y C™*(Q), para 0<a<k—m-— n
p

Prova.

Vide Struwe [55, Teorema A.5]. O
Observacao A.1. Dado p > ¢ se |u| < oo, entdo
LP(Q) — LY(Q).

Teorema A.3. Seja L operador eliptico do tipo (A.1) com coeficientes continuos a;;.

Suponha que u € W2P(Q) satisfazendo Lu = f em Q com f € LP(Q), 1 < p < co. Entdo

loc

para qualquer ' CC Q temos

lullwzey < C (lJulle@) + 11fllr@)) -

Se & de classe C1!, e se existe uma funcio uy € W2P(Q) tal que u — ug € W, 7(Q),

entao
ullwzr@y < C (Jullr@) + 11 fll o) + luollwze) -
Prova.
Vide Struwe [55, Teorema B.2]. O

Teorema A.4. (Imersiao de Sobolev) Seja Q C R™ um aberto de classe C' com 9

limitada. As seguintes inclusoes sao continuas.
(i) se 1 < p < n, entao WHP(Q) — LF (),
(i) se p = n, entao WHP(Q) — LI(Q),

(iii) se p > n, entao W'P(Q) — L>(Q),

1

n

1
Vg € [pa—l-oo)el;:

e~

Prova.

Vide Brezis [11, Corolario 9.14]. O
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APENDICE B - Principio do Mdximo

Teorema B.1. Sejam L operador eliptico da forma (A.1) e u € C?(Q)NC*(Q) satisfazendo
Lu>0em €, e u > 0 sobre 0f).

Além disso, suponha que exista h € C2(Q) N C°(Q) tal que
Lh > 0em €2, e h > 0 sobre Q.

Entao u > 0 em €2, ou u = Sh para algum g < 0.

Prova.

Vide Struwe [55, Teorema B.4]. O

Para solucgoes fracas de equacoes elipticas temos o seguinte teorema anélogo:

Teorema B.2. Sejam L operador eliptico da forma (A.2) e £ operador de Dirichlet
definido positivo sobre W,*(Q) de forma que

L(u,u) > 0 para toda u € W, *(Q),u # 0.
Entao, se u € W, () satisfaz fracamente Lu > 0 de forma que
L(u, @) > 0 para toda ¢ € W;*(),¢ > 0,
e u > 0 sobre 0B, em que B = Bg(0) C R" segue-se que u > 0 em (2.

Prova.

Vide Struwe [55, Teorema B.6]. O
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APENDICE C - Ezxisténcia de Solucées Fracas

Teorema C.1. Existe v > 0 tal que
=
e para cada funcao

fe L),

existe uma tnica solucdo fraca u € W,*(€) do problema

Lu+4+pu = f, em Q,
s / (C.1)
U = 0, sobre 0f).
Prova.
Vide Evans |20, Teorema 3, Capitulo 6]. O

Teorema C.2. Para cada funcio f € L*(Q) existe uma tinica solucio fraca u € W,>(Q)

do problema

{ Lu = f, em Q, (C2)

u = 0, sobre 0.

Prova.

Vide Evans |20, Teorema 4, Capitulo 6]. a
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APENDICE D - Diferenciabilidade

Definicao D.1. Dado U um abeto do espaco de Banach X seja ¢ : U — R. O funcional
¢ é Gateaux diferenciavel em u € U se existe f € X', tal que para todo h € X
el th) = pu) = (f. th)

t—0 t

=0.

Se o limite acima existir, ele é Gnico e a derivada de Gateaux em u serd denotada por

¢'(u), e dada por

O funcional ¢ é diferenciavel a Fréchet em u se existe f € X’

o e B) = o) = ()
h—50 1Rl

=0.

Se ¢ é diferenciavel a Fréchet e é continua em U entao ¢ € C(U,R).

o)

Observacao D.1. Vamos estimar .
po(z)

Defina o conjunto
Qs :={z € Q; po(x) < 0}.

Consideremos dois casos:
12 Caso) Se z € Q\ Qs existem constantes K, Ky tais que
K; < po(z) < Ks.

Entao,

(@) _ ¢@) _ @)
Ky = po(w) = Ky
((x)

()

22 Caso) Dado zg € 012, seja v um caminho diferenciavel tal que y(0) = z¢ e v'(0) = v,

De onde segue que < K||{(x)|| L (0\04), com K constante.




com v # 0. Dali,

[C(y(@))'
d(~(t), xo)'
V((zo)v
Vpo(zo)v
((z0 + tv) — ((z0)

lim
T—x0 t—0

po(z)

C(zo + tv) — ((z0)
|t

|V ((o)|[v]

|v]

= lim

t—0

K/

IN

= K'|V((x0)]-

Isto é, para cada x € Qs

ﬂ’ < K'||V(2) || e (@y)-

po(z)

Pela compacidade de 0f), esta pode ser coberta pela cobertura finita

lim
T—rx0

n

UB(I‘Z-,(%), x; € Q.

i=1

Dessa forma, para cada x; € ()5

() .
‘Po(xi = |VC($1)| e
Portanto,
‘ ffﬁ) < V¢ (@)= + <.
Dai,
/f;(xx)) < C(K@le@an + IVC(@)lxan)
< (IK@) o) + IVE(@) ] oo ) 5
em que C' = max{l,K7 M}

86
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