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Resumo

Neste trabalho, apresentamos métodos envolvendo sub e supersolução para estudar
a existência de solução, no sentido fraco, para três classes de problemas elípticos de
segunda ordem com condição de fronteira de Dirichlet homogênea. Nos dois primeiros
casos encontramos solução em W 1,2

0 (Ω) e no terceiro caso encontramos solução em L1(Ω)
com algumas restrições.

Palavras-Chave: Método de sub e supersolução; Soluções fracas; Teorema do ponto
�xo de Schauder; Problema elíptico semilinear.



Abstract

This paper presents methods involving sub and supersolution in order to learn the
existence of weak solutions of three classes of second order elliptic problems with homo-
geneous Dirichlet boundary conditions. In the �rst two cases we �nd solution in W 1,2

0 (Ω)
and in the third case we �nd solution in L1(Ω) with some restrictions.

Key-words: Method of sub and supersolution; Weak solutions; Schauder's �xed point
theorem; Semilinear elliptic problems.
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Índice de Notações

� → convergência forte;

� ⇀ convergência fraca;

� q.t.p. quase todo ponto;

� ∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, ...,
∂u

∂xn

)
;

� ∆u =
n∑
i=1

∂2u

∂x2
i

;

� U ↪→ Ω, denota que U está imerso em Ω compactamente;

� U ⊂⊂ Ω indica que o fecho do aberto U é compacto e U ⊂ Ω;

� ∂Ω é a fronteira de Ω;

� |E| é a medida de Lebesgue de um subconjunto E de Rn;

� Ω é o fecho de Ω;

� Ck(Ω) = {u : Ω→ R;u é continuamente k vezes diferenciável};

� Ck
c (Ω) = {u ∈ Ck(Ω); supp(u) é compacto};

� C∞(Ω) =
⋂
k

Ck(Ω);

� C∞c (Ω) o espaço das funções ϕ : Ω → R que possuem derivadas parciais contínuas

de todas as ordens e suporte compacto em Ω ;

� C2
0(Ω) = {ζ ∈ C2(Ω); ζ = 0 sobre ∂Ω};

� Lp(Ω) = {u : Ω→ R;u é mensurável e ‖u‖Lp <∞};

� L∞(Ω) = {u : Ω→ R;u é mensurável e essencialmente limitada com ‖u‖L∞ <∞};

� W k,p(Ω) é o espaço de todas as funções u ∈ Lp(Ω) tais que para cada multi-índice

α com |α| ≤ k, Dαu existe no sentido fraco e pertence a Lp(Ω);
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� ρ0(x) = d(x, ∂Ω), ∀x ∈ Ω, em que d(x, ∂Ω) = inf{d(x, y); y ∈ ∂Ω};

� Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 ...∂x

αn
n

;

� Uma sequência (φj)j∈N com φj ∈ C∞c (Ω) converge ao valor φ, quando existe um

conjunto compacto K ⊂ Ω com supp(φj) ⊂ K para todo j e

lim sup
j→∞ x∈K

∣∣∣∣ ∂α∂xα (φj(x)− φ(x))

∣∣∣∣ = 0,

para todo multi-índice α ∈ Nn. O espaço C∞c (Ω) juntamente com este critério de

convergência de�ne o espaço denotado por D(Ω);

� D′(Ω) é o espaço das distribuições em Ω, e é topologicamente o dual de D(Ω).
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1 Introdução

O método de sub e supersolução tem desempenhado um papel importante no estudo

de problemas de contorno para as equações diferenciais parciais elípticas não lineares.

Scorza Dragoni [53] foi um dos primeiros a utilizar a existência de um par ordenado de

soluções de uma inequação diferencial para determinar a existência de uma solução de

um dado problema de valor de contorno de uma equação diferencial de segunda ordem

não linear. Isto foi seguido por um trabalho fundamental de Nagumo ([45], [46]) que

foi inspirado em problemas sujeitos as condições de contorno de Dirichlet para equações

diferenciais parciais e ordinárias durante a década de sessenta (ver, por exemplo, [3], [4],

[30], [49], [50]). Usando o método de Cesari, Knobloch [32] introduziu o método de sub e

supersolução para estudar problemas de valor de contorno para equações diferenciais or-

dinárias de segunda ordem não lineares. Usando métodos um pouco diferentes, problemas

semelhantes foram posteriormente estudados em ([48], [42], [25]), dentre outros.

Em todos os trabalhos citados acima as sub e supersoluções são consideradas suaves,

isto é, são soluções no sentido clássico, de tal forma que foram utilizadas para estudar

problemas de Dirichlet e/ou problemas de valor de fronteira de Neumann para problemas

elípticos semilineares em ([5], [47]), em geral para problemas de valor de contorno não

lineares em ([19], [23], [43]) e também para sistemas de equações diferenciais ordinárias

não lineares em ([6], [28], [42]).

Deuel e Hess [18] e Hess [29] foram os primeiros a formular o conceito de sub e

supersoluções fracas e obter existência de soluções fracas para problemas de Dirichlet

elípticos semilineares. Posteriormente esse assunto foi abordado por vários outros autores

([14], [16], [35], [39], [40], [41], [36], [37], [38], [51]).

Neste trabalho, vamos considerar o seguinte problema semilinear:{
−∆u = f(x, u), em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω.
(1.1)
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em que ∆u é o laplaciano de u, Ω ⊂ Rn é um domínio suave e limitado e f satisfaz certas

condições que explicitaremos posteriormente.

O método clássico de sub e supersolução (ver, por exemplo, [20]) a�rma que se f é

suave e se pode encontrar sub e supersolução suaves, digamos v1 e v2 de (1.1), tais que

v1 ≤ v2, então existe uma solução clássica u de (1.1) tal que v1 ≤ u ≤ v2.

A demonstração usual deste método é baseada na técnica de iteração monótona, o

que requer que f seja Lipschitz (ou localmente Lipschitz). Tal argumento, nos mostra

também que é possível encontrar uma solução menor e uma maior, digamos u1 ≤ u2, no

intervalo [v1, v2]. Uma outra demonstração, que pode ser encontrada em [3] é baseada no

Teorema do Ponto Fixo de Schauder. Nesse caso, a existência de uma solução menor e

uma maior é feita separadamente utilizando o método de Perron. Clément e Sweers [15]

baseados na estratégia de Akô, implementaram o método de sub e supersolução quando

v1, v2 ∈ C(Ω) e f uma função contínua. Outras versões também podem ser encontradas

em Deuel-Hess [17], Dancer-Sweers [16] para soluções H1 e Brezis-Marcus-Ponce [13] para

soluções L1 com f contínua e não-decrescente.

Esta dissertação está organizada da seguinte forma:

No Capítulo 2, fornecemos a base Matemática, uma vez que tais resultados serão

utilizados no capítulo posterior. Na primeira seção apresentamos a teoria básica de Medida

e Integração de Lebesgue. Na segunda seção de�nimos o espaço Lp e listamos algumas

de suas principais propriedades, bem como alguns resultados de convergênica fraca e

compacidade fraca em L1. Na terceira seção indroduzimos o espaço de Sobolev e elencamos

suas principais propriedades. Na quarta e última seção deste capítulo enunciamos duas

versões do Teorema do Ponto Fixo de Schauder e demonstramos sua versão clássica,

encontrada nas principais bibliogra�as de Equações Diferenciais Parcias. Neste capítulo

utilizamos como referências base, Bartle [7], Brezis [11] e Evans [20], onde podem ser

encontradas as demonstrações não feitas.

No Capítulo 3, utilizamos o método de sub e supersolução para estudar a existência de

solução, no sentido fraco, para três classes de problemas elípticos de segunda ordem com

condições de fronteira de Dirichlet homogênea. Na primeira seção, Ω é um subconjunto

de Rn limitado e g : R→ R uma função suave com

|g′| ≤ c,

para alguma constante c e g(u) = f(x, u).
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Dizemos que u ∈ W 1,2(Ω) é uma subsolução fraca (ou no sentido fraco) de (1.1) se:∫
Ω

Du ·Dv dx ≤
∫

Ω

g(u)v dx

para cada v ∈ C∞0 (Ω), v ≥ 0 q.t.p.

Analogamente, u ∈ W 1,2(Ω) é uma supersolução fraca (ou no sentido fraco) de (1.1)

se: ∫
Ω

Du ·Dv dx ≥
∫

Ω

g(u)v dx

para cada v ∈ C∞0 (Ω), v ≥ 0 q.t.p.

Finalmente, u ∈ W 1,2
0 (Ω) é solução fraca de (1.1) se:∫

Ω

Du ·Dv dx =

∫
Ω

g(u)v dx

para cada v ∈ C∞0 (Ω).

O resultado principal que pode ser visto em Evans [20], nos diz que:

Teorema 1.1. Suponha que exista uma subsolução fraca u e uma supersolução fraca u

de (1.1), satisfazendo:

u ≤ 0 e u ≥ 0 sobre ∂Ω no sentido do traço, u ≤ u q.t.p. em Ω.

Então existe u uma solução fraca de (1.1), tal que:

u ≤ u ≤ u q.t.p. em Ω.

Na segunda seção, Ω ⊂ Rn, n ≥ 1, é um domínio limitado e suave, f : Ω × R → R é

uma função de Carathéodory. (Veja no Capítulo 3).

Uma função u ∈ W 1,2(Ω) é dita uma subsolução fraca do problema (1.1) se u ≤ 0

sobre ∂Ω e ∫
Ω

∇u · ∇v dx ≤
∫

Ω

f(·, u)v dx

para toda v ∈ C∞0 (Ω), v ≥ 0.

Analogamente, uma função u ∈ W 1,2(Ω) é dita uma supersolução fraca do problema

(1.1) se u ≥ 0 sobre ∂Ω e ∫
Ω

∇u · ∇v dx ≥
∫

Ω

f(·, u)v dx
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para toda v ∈ C∞0 (Ω), v ≥ 0.

E por �m, dizemos que u ∈ W 1,2
0 (Ω) é solução fraca do problema (1.1) se:∫

Ω

∇u · ∇v dx =

∫
Ω

f(·, u)v dx

para toda v ∈ C∞0 (Ω), v ≥ 0.

O resultado principal, que pode ser visto em Struwe [55], nos garante que:

Teorema 1.2. Suponha u, u ∈ W 1,2(Ω) sub e supersolução, respectivamente, do problema

(1.1). Sejam c, c ∈ R tais que

−∞ ≤ c ≤ u ≤ u ≤ c ≤ ∞, q.t.p. em Ω.

Então existe u ∈ W 1,2
0 (Ω) solução fraca de (3.18), satisfazendo a condição

u ≤ u ≤ u q.t.p. em Ω.

Na terceira seção, que é baseada no artigo de Montenegro e Ponce [44], consideramos

que Ω ⊂ Rn, n ≥ 1, é um domínio limitado e suave, f : Ω × R → R é uma função de

Carathéodory. Nesse caso, extendemos o método de sub e supersolução para estabelecer

existência de solução u em L1(Ω) de (1.1). Dizemos que tal u é solução se satisfaz:

(i) u ∈ L1(Ω);

(ii) f(·, u)ρ0 ∈ L1(Ω);

(iii)

−
∫

Ω

u∆ζ dx =

∫
Ω

f(x, u)ζ dx, ∀ζ ∈ C2
0(Ω), (1.2)

em que

ρ0(x) = d(x, ∂Ω), ∀x ∈ Ω, em que d(x, ∂Ω) = inf{d(x, y); y ∈ ∂Ω};

C2
0(Ω) = {ζ ∈ C2(Ω); ζ = 0 sobre ∂Ω}.

O resultado principal é:

Teorema 1.3. Sejam v1 e v2 uma sub e uma supersolução do problema (1.1), respecti-

vamente. Suponha que v1 ≤ v2 e

f(·, v)ρ0 ∈ L1(Ω), ∀v ∈ L1(Ω) tal que v1 ≤ v ≤ v2 q.t.p.
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Então, existem soluções u1 ≤ u2 do problema (1.1) em [v1, v2] de tal forma que qualquer

solução u de (1.1) no intervalo [v1, v2] satisfaz:

v1 ≤ u1 ≤ u ≤ u2 ≤ v2 q.t.p.

Além disso, nessa seção estabelecemos alguns resultados que serão utilizados na de-

monstração do Teorema anterior, alguns resultados sobre existência, compacidade e com-

paração de resultados relacionados com a equação linear −∆w = h em que hρ0 ∈ L1(Ω).

No apêndice, listamos alguns resultados auxiliares utilizados ao longo deste trabalho.
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2 Matemática Preliminar

Neste capítulo fornecemos resultados auxiliares da Matemática, que serão utilizados

nos capítulos posteriores.

2.1 Medida e Integral de Lebesgue

Nessa seção introduzimos de�nições e propriedades básicas da Teoria de Medida e

Integração de Lebesgue.

2.1.1 Espaço Mensurável

De�nição 2.1. Uma família F de subconjuntos de um conjunto X é chamada de σ-

álgebra se satisfaz as seguintes condições:

(i) ∅, X ∈ F ;

(ii) Se A ∈ F , então o complementar Ac = X \ A ∈ F ;

(iii) Se (An)n∈N é uma sequência de conjuntos em F , então⋃
n∈N

An ∈ F .

Observação 2.1. Dada uma sequência (An)n∈N em uma σ-álgebra F de um conjunto X,

segue que a interseção
⋂
n∈N

An também é um elemento de F . Basta observar pelas relações

de Morgan que:

(i) (
⋃
α∈L

Aα)c =
⋂
α∈L

Acα;

(ii) (
⋂
α∈L

Aα)c =
⋃
α∈L

Acα.
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Em que L é uma família qualquer de índices.

Observação 2.2. Dada (Fα)α∈L uma coleção qualquer de σ-álgebras de um conjunto X,

então a interseção
⋂
α∈L

Fα é uma σ-álgebra de X.

De�nição 2.2. Seja A uma coleção não vazia de subconjuntos de um conjunto X, então

existe a menor σ-álgebra de X que contém A. Que denotamos por F(A) e chamamos de

σ-álgebra gerada por A.

Observação 2.3. Se F é alguma σ-álgebra que contém A, então F(A) ⊂ F .

De fato, de�na

F(A) =
⋂
α∈L

Fα,

em que (Fα)α∈L são todas as σ-álgebras de X que contém A.

Note que F(A) está bem de�nida, pois o conjunto das partes de X, P(X), é uma σ-

álgebra que contém A. Além disso, pela Observação 2.2 segue que F(A) é uma σ-álgebra.

Exemplo 2.1. Seja X = R. A σ-álgebra de Borel B é a σ-álgebra de R gerada pelos

intervalos abertos. Um conjunto A ∈ B é chamado de conjunto de Borel ou boreliano.

Note que a σ-álgebra de Borel B também pode ser gerada pelos intervalos fechados

de R.

De�nição 2.3. Dizemos que o par (X,F), em que X é um conjunto qualquer e F é uma

σ-álgebra de X, é um espaço mensurável. Chamaremos os elementos de X de conjuntos

F -mensuráveis, ou, quando a σ-álgebra estiver implícita, de conjuntos mensuráveis.

2.1.2 Função Mensurável

Consideremos X = (X,F) um espaço mensurável.

As demonstrações omitidas aqui podem ser vistas em [7].

De�nição 2.4. Uma função f : X → R é F -mensurável se, para cada α ∈ R, o conjunto

{x ∈ X; f(x) > α}

está em F , isto é, é mensurável.

Observação 2.4. Na de�nição de função mensurável poderíamos utilizar qualquer um

dos conjuntos abaixo:
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(i) {x ∈ X; f(x) ≤ α} ∈ F ;

(ii) {x ∈ X; f(x) < α} ∈ F ;

(iii) {x ∈ X; f(x) ≥ α} ∈ F .

Vamos denotar porM(X,F) o espaço das funções F -mensuráveis.

Observação 2.5. Sejam f, g ∈M(X,F) e c ∈ R. Então as funções:

(a) cf

(b) f + g

(c) f.g

(d) |f |

são mensuráveis.

De�nição 2.5. Seja f : X → R. De�nimos as funções:

(i) f+ : X → R dada por f+(x) = max(f(x), 0);

(ii) f− : X → R dada por f−(x) = max(−f(x), 0).

Denominadas parte positiva e parte negativa de f , respectivamente.

Observação 2.6. Podemos observar que:

� f = f+ − f−;

� |f | = f+ + f−.

Logo,

� f+ = 1
2
(|f |+ f);

� f− = 1
2
(|f | − f).

De onde segue que f+ e f− são mensuráveis.

Lema 2.6. Seja (fn)n∈N uma sequência emM(X,F) e de�na as funções:
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(i) f(x) = inf
n∈N

fn(x).

(ii) F (x) = sup
n∈N

fn(x).

(iii) f ∗(x) = lim inf
n∈N

fn(x).

(iv) F ∗(x) = lim sup
n∈N

fn(x).

Então as funções acima de�nidas são mensuráveis. Além disso, se f ∗ = F ∗, então lim
n∈N

fn(x)

é uma função mensurável.

No Lema acima vimos que se uma sequência de funções mensuráveis converge pon-

tualmente para uma função f , então f é mensuravél. O Lema seguinte vai garantir que

dada uma função f ∈M(X,F), mensurável e não negativa, é possível obter uma sequên-

cia monótona de funções mensuráveis não negativas e com imagem �nita ϕn, tais que

f(x) = lim
n∈N

ϕn(x). A partir daí podemos de�nir a integral de Lebesgue.

Lema 2.7. Se f ∈ M(X,F) é uma função não negativa, então existe uma sequência

(ϕn)n∈N emM(X,F) tal que:

(i) 0 ≤ ϕn(x) ≤ ϕn+1(x), ∀n ∈ N;

(ii) f(x) = lim
n∈N

ϕn(x) para cada x ∈ X;

(iii) Cada ϕn tem um número �nito de elementos na sua imagem.

2.1.3 Medida

Já conhecemos a ideia de espaço mensurável (X,F), em que X é um conjunto e F
uma σ-álgebra de X. Agora, vamos considerar as funções chamadas medidas, que estão

de�nidas em F e assumem valores no conjunto dos reais extendidos, a saber R∪{+∞} =

R. Intuitivamente estas funções podem ser interpretadas como a área, comprimento ou

massa.

As demonstrações omitidas aqui podem ser vistas em [7].

De�nição 2.8. Uma função µ : F → R, de�nida numa σ-álgebra de um conjunto X e

que assume valores em R ∪ {+∞} = R é dita uma medida se satisfaz:

(i) µ(∅) = 0;
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(ii) µ(E) ≥ 0 ∀E ∈ F ;

(iii) Se (Ei)i∈N ⊂ F é uma sequência de conjuntos disjuntos entre si, então

µ(
⋃
i∈N

Ei) =
∑
i∈N

µ(Ei)

Observação 2.7. Como µ assume valores em R, permitimos que ela assuma o valor +∞.

O que signi�ca que podemos ter µ(Ei) = +∞ para algum i ou a série de termos não-

negativos
∑
i∈N

µ(Ei) é divergente. Por outro lado, se a medida não assumir o valor +∞

dizemos que ela é �nita. Mais geralmente, se existir uma sequência (Ei)i∈N ⊂ F tal que

µ(Ei) 6= +∞ para todo i ∈ N e X =
⋃
i∈N

Ei, dizemos que a medida µ é σ-�nita.

Exemplo 2.2. Seja X = R e F = B a σ-álgebra de Borel. Então, existe uma única

medida µ, chamada de medida de Lebesgue, de�nida em B tal que, se E = (a, b) então

µ(E) = b− a. Esta medida não é �nita, mas é σ-�nita.

Teorema 2.9. Seja µ uma medida de�nida na σ-álgebra F .

(i) Se E,F ∈ F e E ⊆ F , então µ(E) ≤ µ(F ). Se µ(E) < ∞, então µ(F\E) =

µ(F )− µ(E);

(ii) Se (En)n∈N é uma sequência crescente em F , então

µ

(
∞⋃
n=1

En

)
= lim

n→∞
µ(En);

(iii) Se (Fn)n∈N é uma sequência decrescente em F e µ(F1) <∞, então

µ

(
∞⋂
n=1

Fn

)
= lim

n→∞
µ(Fn).

De�nição 2.10. Uma tripla (X,F , µ), em que X é um conjunto, F é uma σ-álgebra e µ

é uma medida, é chamada de espaço de medida.

2.1.4 Teorema de Egorov

De�nição 2.11. Dizemos que duas funções f e g, de�nidas sobre um mesmo conjunto

mensurável E, são equivalentes (f ∼ g) se

µ {x; f(x) 6= g(x)} = 0.
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Dizemos que uma propriedade é verdaderira por quase toda parte (q.t.p.) em E, se

os pontos de E em que esta não for verdadeira formarem um conjunto de medida nula.

De�nição 2.12. Uma sequência de funções (fn)n∈N de�nidas sobre um espaço X, munido

de uma medida, é dita convergente por quase toda parte para f(x) se

lim
n→∞

fn(x) = f(x)

em quase todo ponto x ∈ X. Ou seja, os pontos x ∈ X que não cumprem essa condição

formam um conjunto de medida nula.

Teorema 2.13. Se uma sequência de funções mensuráveis fn(x) convergir em quase todo

ponto em X para uma função f(x), então f(x) é mensurável.

Prova. Vide Kolmogorov [34, Teorema 4']. 2

Teorema 2.14. (Teorema de Egorov) Seja E um conjunto de medida �nita e seja

(fn)n∈N uma sequência de funções mensuráveis, convergindo em quase todo ponto em

E para uma função f(x). Então, dado qualquer δ > 0, existe um conjunto mensurável

Eδ ⊂ E tal que

(i) µ (Eδ) > µ (E)− δ;

(ii) sobre o conjunto Eδ, a sequência (fn)n∈N converge uniformemente para f(x).

Prova.

De acordo com o Teorema 2.13, a função f(x) é mensurável. Tomemos

Em
n =

⋂
i≥n

{
x : |fi(x)− f(x)| < 1

m

}
.

Isto é, dados m,n, Em
n é o conjunto dos x tais que

|fi(x)− f(x)| < 1

m

para todo i ≥ n. Seja

Em =
∞⋃
n=1

Em
n .

Fixado m, pela de�nição do conjunto Em
n temos que,

Em
1 ⊂ Em

2 ⊂ ... ⊂ Em
n ⊂ ...
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Dados m e δ > 0, da continuidade de uma medida σ-aditiva, é possível encontrar

n0(m) tal que

µ
(
Em\Em

n0(m)

)
<

δ

2m
.

De�na

Eδ =
∞⋂
m=1

Em
n0(m).

Vejamos que tal Eδ satisfaz as condições formuladas do teorema.

Primeiramente, vejamos que a sequência (fi)i∈N converge uniformemente para f(x)

em Eδ. De fato, para todo x ∈ Eδ e qualquer m,

|fi(x)− f(x)| < 1

m
para i > n0(m).

Agora vamos estimar a medida do conjunto E\Eδ. Observe que dado m qualquer se

x0 ∈ E\Em, então, para todos os valores su�cientemente grandes de i, se cumpre

|fi(x0)− f(x0)| ≥ 1

m
,

ou seja, a sequência (fn)n∈N não converge pra f(x) em x0. Por hipótese, temos que a

sequência (fn)n∈N converge por quase toda parte para f(x), logo

µ(E\Em) = 0.

Daí,

µ
(
E\Em

n0(m)

)
= µ

(
Em\Em

n0(m)

)
<

δ

2m
,

resultando em

µ (E\Eδ) = µ

(
E\

∞⋂
m=1

Em
n0(m)

)

= µ

(
∞⋃
m=1

(
E\Em

n0(m)

))

≤
∞∑
m=1

µ
(
E\Em

n0(m)

)
≤

∞∑
m=1

δ

2m
= δ.

O que demonstra o teorema. 2
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2.1.5 A Integral

Já apresentamos o conjunto de todas as funções F -mensuráveis denotado por M =

M(X,F). Vamos considerar agora o conjunto das funções F -mensuráveis não negativas

que denotamos porM+ =M+(X,F).

As demonstrações omitidas aqui podem ser vistas em [7].

De�nição 2.15. Uma função ϕ : X → R é simples quando seu conjunto imagem é �nito.

Podemos representar uma função simples ϕ da seguinte forma:

ϕ =
n∑
i=1

aiXEi ,

em que ai ∈ R e XEi é a função característica do conjunto Ei ∈ F , para todo i ∈
{1, 2, ..., n}. Além disso, se exigirmos que os ai sejam distintos entre si e que os Ei sejam

disjuntos, então esta representação é única e é chamada de Representação Padrão da

função simples ϕ.

De�nição 2.16. (Integral de uma função simples) Seja ϕ ∈M+ uma função simples

com representação padrão dada por:

ϕ =
n∑
i=1

aiXEi .

Então a integral de ϕ com respeito a medida µ é de�nida como:∫
ϕ dµ =

n∑
i=1

aiµ(Ei).

Temos que vale as propriedades elementares de integral:

Lema 2.17. Sejam ϕ, ψ ∈M+ funções simples e c ≥ 0, então

(i)
∫

(ϕ+ ψ) dµ =
∫
ϕ dµ+

∫
ψ dµ;

(ii)
∫
cϕ dµ = c

∫
ϕ dµ.

Além disso, se λ é de�nida de E em F por

λ(E) =

∫
ϕXE dµ

então λ é uma medida sobre F .
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De�nição 2.18. (Integral de uma função mensurável não negativa) Seja f ∈M+

e Φ o conjunto de todas as funções simples deM+ tais que ϕ(x) ≤ f(x) para todo x ∈ X.

De�nimos a integral de f com respeito a medida µ como:∫
f dµ = sup

ϕ∈Φ

∫
ϕ dµ.

Por outro lado, se f ∈ M+ e E ∈ F então temos que fXE ∈ M+ e a integral de f sobre

E é dada por: ∫
E

f dµ =

∫
fXE dµ.

Lema 2.19.

(i) Se f , g ∈M+ e f(x) ≤ g(x) ∀x ∈ X, então∫
f dµ ≤

∫
g dµ.

(ii) Se f ∈M+ e E,F ∈ F com E ⊂ F , então∫
E

f dµ ≤
∫
F

dµ.

Teorema 2.20. (Teorema da Convergência Monótona) Seja (fn)n∈N uma sequência

de funções emM+ tal que

(i) é monótona não-decrescente, isto é, fn(x) ≤ fn+1(x) ∀x ∈ X,

(ii) (fn)n∈N converge pontualmente para uma função f .

Então, f ∈M+ e ∫
f dµ = lim

n→∞

∫
fn dµ.

Listamos agora, alguns resultados que seguem do Teorema da Convergência Monó-

tona.

Corolário 2.21.

(i) Se f ∈M+ e c ≥ 0 então cf ∈M+ e∫
cf dµ = c

∫
f dµ.

(ii) Se f, g ∈M+ então f + g ∈M+ e∫
(f + g) dµ =

∫
f dµ+

∫
g dµ.
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Corolário 2.22. (Lema de Fatou) Seja (fn)n∈N uma sequência de funções em M+.

Então, ∫
(lim inf
n→+∞

)fn dµ ≤ lim inf
n→+∞

∫
fn dµ.

Corolário 2.23. Se f ∈M+ e λ é de�nida em F por

λ(E) =

∫
E

f dµ

então λ é uma medida sobre F .

Corolário 2.24. Seja f ∈M+. Então f(x) = 0 µ-q.t.p. se, e somente se,
∫
f dµ = 0.

(Dizemos µ-q.t.p se a propriedade vale em quase todo ponto de acordo com a medida µ.)

Corolário 2.25. Seja (fn)n∈N uma sequência de funções emM+ tal que

(i) é monótona não-decrescente, isto é, fn(x) ≤ fn+1(x) ∀x ∈ X,

(ii) (fn)n∈N converge µ-q.t.p. para uma função f .

Então, f ∈M+ e ∫
f dµ = lim

n→∞

∫
fn dµ.

Corolário 2.26. Seja (gn)n∈N uma sequência emM+. Então∫ (∑
n∈N

gn

)
dµ =

∑
n∈N

(∫
gn dµ

)
.

2.1.6 Funções Integráveis

As demonstrações omitidas aqui podem ser vistas em [7].

De�nição 2.27. O conjunto L = L(X,F , µ) das funções integráveis a Lebesgue com

respeito a medida µ consiste no conjunto de todas as funções mensuráveis f ∈ M , tais

que a suas partes positiva e negativa possuem integral �nita, isto é,

L = L(X,F , µ) =

{
f ∈ M(X,F);

∫
f+ dµ < +∞ e

∫
f− dµ < +∞

}
.

Se f ∈ L então sua integral com respeito a medida µ é de�nida por:∫
f dµ =

∫
f+ dµ−

∫
f− dµ.

Se E ∈ F , então a integral de f sobre E é de�nida por:∫
E

f dµ =

∫
fXE dµ =

∫
f+
XE dµ−

∫
f−XE dµ.
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Lema 2.28. Seja f ∈M. Então f ∈ L se, e somente se, |f | ∈ L. Neste caso,∣∣∣∣∫ f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫ |f | dµ.
Corolário 2.29. Se f ∈M, g é integrável e |f | ≤ |g|, então f é integrável e∫

|f | dµ ≤
∫
|g| dµ.

Corolário 2.30. Se f, g ∈ L e α ∈ R, então (f + g), αf ∈ L, e além disso vale

(i)
∫

(f + g) dµ =

∫
f dµ+

∫
g dµ;

(ii)
∫
αf dµ = α

∫
f dµ.

Teorema 2.31. (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja

(fn)n∈N ⊂ L uma sequência de funções integráveis tal que,

(i) fn(x)→ f(x) µ-q.t.p., em que f é uma função mensurável;

(ii) Existe g ∈ L tal que para todo n,

| fn(x) | ≤ g(x), ∀x ∈ X.

Então, f é integrável e além disso,∫
f dµ = lim

n→+∞

∫
fn dµ.

Prova.

Considere

f(x) = lim
n→∞

fn(x)

para todo x ∈M = X\N , em que N é um conjunto de medida nula.

Vamos considerar as funções f e fn de�nidas em N como identicamente nulas, obtendo

então a convergência pontual para todo o conjunto X, já que isso não altera o valor das

integrais, pois N tem medida nula.

Dessa maneira, como |f | ≤ g em X, segue que f é integrável.

Vamos mostrar agora que: ∫
f dµ = lim

n→+∞

∫
fn dµ.
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Sabemos que g − fn ≥ 0, daí pelo Lema de Fatou segue que∫
lim inf
n∈N

(g − fn) dµ ≤ lim inf
n∈N

∫
(g − fn) dµ.

Logo, ∫
g dµ−

∫
f dµ =

∫
(g − f) dµ

≤ lim inf
n∈N

∫
(g − fn) dµ

=

∫
g dµ− lim sup

n∈N

∫
fn dµ.

Ou seja,

lim sup
n∈N

∫
fn dµ ≤

∫
f dµ.

Por outro lado, temos que g + fn ≥ 0. Analogamente segue que∫
g dµ+

∫
f dµ =

∫
(g + f) dµ

≤ lim inf
n∈N

∫
(g + fn) dµ

= lim inf
n∈N

(∫
g dµ+

∫
fn dµ

)
=

∫
g dµ+ lim inf

n∈N

∫
fn dµ.

Logo, ∫
f dµ ≤ lim inf

n∈N

∫
fn dµ.

Daí, ∫
f dµ ≤ lim inf

n∈N

∫
fn dµ ≤ lim sup

n∈N

∫
fn dµ ≤

∫
fn dµ.

Portanto, ∫
f dµ = lim

n∈N

∫
fn dµ.

2

2.2 O Espaço Lp

Nesta seção de�nimos o espaço Lp e listamos algumas propriedades elementares.
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2.2.1 De�nição do Espaço Lp

De�nição 2.32. Sejam Ω ⊂ Rn um conjunto mensurável e 1 ≤ p < ∞. De�nimos

o espaço Lp(Ω) como sendo o espaço das (classes de equivalência de) funções reais p-

integráveis no sentido de Lebesgue, isto é,

Lp(Ω) =

{
f : Ω→ R;

∫
Ω

| f |p dµ < +∞
}
,

dotado da norma

‖f‖Lp =

(∫
Ω

|f |p dµ
) 1

p

.

E o espaço L∞(Ω) como sendo o espaço das (classes de equivalência de) funções reais

mensuráveis limitadas, isto é,

L∞(Ω) =

{
f : Ω→ R;

f é mensurável e existe uma constante C

tal que |f(x)| ≤ C q.t.p. sobre Ω

}

dotado da norma

‖f‖L∞ = inf{C; |f | ≤ C q.t.p. sobre Ω}.

Admitimos que duas funções equivalentes entre si em Ω não se distinguem, ou seja,

se identi�cam dentro do espaço Lp(Ω).

Exemplo 2.3. Denotamos por L1(Ω) o espaço normado constituído pelas classes de fun-

ções integráveis equivalentes entre si, f : Ω→ R. Dotado da norma

‖f‖L1 =

∫
Ω

|f | dµ.

2.2.2 Propriedades Elementares

Relembramos que um espaço normado completo é chamado espaço de Banach. E que

um espaço normado N é dito re�exivo se N∗∗ = N , em que N∗∗ é o espaço bidual de N .

As demonstrações omitidas aqui podem ser vistas em [11].

Teorema 2.33.

1. Lp(Ω) é um espaço vetorial normado para 1 ≤ p ≤ ∞;

2. Lp(Ω) é um espaço de Banach para 1 ≤ p ≤ ∞;

3. Lp(Ω) é um espaço re�exivo para 1 < p <∞.
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� Notação: Se 1 ≤ p ≤ ∞, denotamos por p′ o conjugado de p, isto é,
1

p
+

1

p′
= 1,

Identi�camos o dual de Lp(Ω) como sendo (Lp(Ω))′ = Lp
′
(Ω), para 1 < p < ∞. E o

dual de L1(Ω) como sendo (L1(Ω))′ = L∞(Ω).

Teorema 2.34. (Desigualdade de Hölder) Sejam p, p′ > 1 tais que
1

p
+

1

p′
= 1.

Suponha que f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lp′(Ω) com 1 ≤ p ≤ ∞. Então fg ∈ L1(Ω) e∫
|fg| ≤ ‖f‖p‖g‖p′ .

2.2.3 Convergência Fraca

Esta subseção está baseada nas notas de aula de Karlsen [31].

As demonstrações omitidas aqui podem ser vistas em [21], [22], [30], [32] e [56].

Nela vamos considerar Ω ⊂ Rn, aberto, limitado e suave, com n ≥ 2. Suponha

1 ≤ p <∞ e seja p′ o conjugado de p. Vamos assumir p′ :=∞ quando p = 1.

Dizemos que Ω é um domínio suave se é um subconjunto aberto e conexo de Rn, com

∂Ω suave, isto é, ∂Ω pode ser vista como o grá�co de uma função suave localmente.

A sequência (un)n∈N ⊂ Lp(Ω) converge fracamente para u ∈ Lp(Ω), e escrevemos

un ⇀ u em Lp(Ω),

se ∫
Ω

unv dx =

∫
Ω

uv dx, ∀v ∈ Lp′(Ω).

Quando p = ∞, dizemos que a sequência (un)n∈N ⊂ Lp(Ω) converge fracamente - ?

para u ∈ L∞(Ω), e escrevemos

un
?
⇀ u em L∞(Ω),

se ∫
Ω

unv dx =

∫
Ω

uv dx, ∀v ∈ L1(Ω).

Observe que quando Ω é limitado a convergência fraca - ? de un ∈ L∞(Ω) para algum

u ∈ L∞(Ω) implica em convergência fraca de un para u em qualquer Lp(Ω), 1 ≤ p <∞.

Teorema 2.35. (Limitação de sequências fracamente convergentes) Sejam
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1 ≤ p <∞ e

un ⇀ u em Lp(Ω) (
?
⇀ em L∞(Ω) se p =∞).

Então,

un é limitada em Lp(Ω)

e

‖u‖Lp(Ω) ≤ lim inf
n↑∞

‖un‖Lp(Ω).

Temos o seguinte teorema de compacidade:

Teorema 2.36. (Convergência Fraca em Lp(Ω)) Sejam 1 < p < ∞ e a sequên-

cia (un)n∈N limitada em Lp(Ω). Então existem uma subsequência, ainda denotada por

(un)n∈N, e uma função u ∈ Lp(Ω) tais que

un ⇀ u em Lp(Ω).

Se p =∞, o resultado ainda se mantém substituindo ⇀ por
?
⇀.

Note que o Teorema 2.36 não é válido para p = 1, desde que L1(Ω) não seja o dual

de L∞(Ω). Mas um bom resultado substituto existe sobre L1(Ω) como subconjunto do

espaço das medidas de Radon sobre Ω com massa �nita. Tal espaço é denotado porM(Ω),

e sobre ele é utilizada a convergência fraca - ?. Denote por Cc(Ω) o espaço das funções

contínuas sobre Ω com suporte compacto. Lembramos que cada u ∈ L1(Ω) de�ne um

funcional sobre Cc(Ω) via

v 7→
∫

Ω

uv dx, v ∈ Cc(Ω).

Se µ ∈M(Ω), então

〈µ, v〉 =

∫
Ω

v dµ, ∀v ∈ Cc(Ω).

Recordamos que µ ∈M(Ω) se, e somente se,

|〈µ, v〉| ≤ C‖v‖L∞(Ω), ∀v ∈ C0(Ω).

De�na

‖µ‖M(Ω) := sup
{
|〈µ, v〉|; v ∈ Cc(Ω), ‖v‖L∞(Ω) ≤ 1

}
.

O espaço (M(Ω); ‖·‖M(Ω)) é um espaço de Banach e é isometricamente isomorfo ao espaço

dual de (Cc(Ω), ‖ · ‖L∞(Ω)).

A sequência (µn)n∈N ⊂ M(Ω) converge fracamente - ? para µ ∈ M(Ω), e nesse caso

escrevemos

µn
?
⇀ µ emM(Ω),
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se ∫
Ω

v dµn =

∫
Ω

v dµ, ∀v ∈ Cc(Ω).

Teorema 2.37. Suponha que

µn
?
⇀ µ emM(Ω).

Então

lim sup
n→∞

µn(K) ≤ µ(K),

para cada compacto K ⊂ Ω, e

µ(O) ≤ lim inf
n→∞

µn(O),

para cada conjunto aberto O ⊂ Ω.

Temos o seguinte teorema de compacidade para medidas:

Teorema 2.38. (Compacidade Fraca em M(Ω)) Seja (µn)n∈N uma sequência limi-

tada em M(Ω). Então existem uma subsequência, ainda denotada por (µn)n∈N, e uma

medida µ ∈M(Ω) tais que

µn
?
⇀ µ emM(Ω).

Teorema 2.39. (Caracterização da Convergência Fraca em Lp) Dada un : Ω→ R,
sejam (un)n∈N uma sequência em Lp(Ω) e u ∈ Lp(Ω), 1 < p < ∞. Suponha que tal

sequência é equi-limitada em Lp(Ω). Então as seguintes a�rmações são equivalentes:

(i) un ⇀ u em Lp(Ω);

(ii) un
?
⇀ u emM(Ω);

(iii) un → u em D′(Ω);

(iv) Para qualquer conjunto de Borel E ⊂ Ω, |E| > 0,

(un)E :=
1

|E|

∫
E

un dx→ (u)E :=
1

|E|

∫
E

u dx.

Observação 2.8. Se p =∞, (i) é válida substituindo convergência fraca por convergência

fraca - ? em L∞(Ω).

O próximo lema é simples, mas bastante útil numa série de situações.

Lema 2.40. (Produtos de sequências convergentes fraco-forte) Sejam 1 < p <∞,

(un)n∈N uma sequência em Lp(Ω) com un : Ω → R, u ∈ Lp(Ω) e (vn)n∈N uma sequência
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em Lp
′
(Ω) com vn : Ω→ R,

1

p
+

1

p′
= 1. Suponha

un ⇀ u em Lp(Ω),

vn → v em Lp
′
(Ω).

Então

unvn ⇀ uv em L1(Ω).

2.2.4 Compacidade Fraca em L1

Esta subseção está baseada nas notas de aula de Karlsen [31].

As demonstrações omitidas aqui podem ser vistas em [21], [22], [30], [32] e [56].

De�nição 2.41. (Equi-integrabilidade) Sejam Ω ⊂ Rn e U ⊂ L1(Ω) uma família de

funções integráveis. Dizemos que a família U é equi-integrável se satisfaz duas condições:

(i) Para qualquer ε > 0 existe um conjunto mensurável A com |A| <∞ tal que∫
Ω\A
|u| dx < ε,

para toda u ∈ U . (Esta condição é satisfeita se |Ω| <∞, basta tomar Ω = A.)

(ii) Para qualquer ε > 0 existe δ > 0 tal que para cada conjunto E mensurável com

|E| < δ então ∫
E

|u| dx < ε,

para toda u ∈ U .

O próximo lema exibe três formulações equivalentes sobre equi-integrabilidade.

Lema 2.42. Sejam Ω ⊂ Rn e U ⊂ L1(Ω) uma família de funções integráveis.

(i) Então, U é equi-integrável se, e somente se, para qualquer sequência de conjuntos

mensuráveis En com En → ∅

lim sup
n→∞ u∈U

∫
En

|u| dx = 0.

(ii) Se |Ω| <∞ e U é limitada em L1(Ω), então U é equi-integrável se, e somente se,

U ⊂
{
u ∈ L1(Ω);

∫
Ω

Ψ(|u|) dx ≤ 1

}
,
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para alguma função crescente Ψ : [0,∞)→ [0,∞] satisfazendo

lim
ξ→∞

Ψ(ξ)

ξ
→∞.

(iii) Se |Ω| <∞ e U é limitada em L1(Ω), então U é equi-integrável se, e somente se,

lim sup
ξ→∞ u∈U

∫
{|u|>ξ}

|u| dx = 0

O item (ii) pode ser reformulado da seguinte forma:

Se |Ω| <∞ e U é limitada em L1(Ω), então U é equi-integrável se, e somente se,

sup
u∈U

∫
Ω

Ψ(|u|) dx <∞,

para alguma função crescente Ψ : [0,∞)→ [0,∞] satisfazendo

lim
ξ→∞

Ψ(ξ)

ξ
→∞.

O seguinte exemplo ilustra como falar de equi-integrabilidade no contexto das sequên-

cias. Sejam |Ω| <∞ e (un)n∈N, com un : Ω→ R, uma sequência de funções equi-limitadas

(uniformemente limitada) em L1(Ω), isto é,∫
Ω

|un| dx ≤ C, ∀n.

Uma condição su�ciente para que a sequência (un)n∈N seja equi-integrável é que exista

uma constante C, independente de n, tal que∫
Ω

|un|1+θ dx ≤ C,

para algum θ > 0.

O próximo teorema dá uma condição necessária e su�ciente para a compacidade com

respeito a convergência fraca em L1.

Teorema 2.43. (Dunford-Pettis) Seja (un)n∈N, com un : Ω → R, uma sequência de

funções em L1(Ω). Suponha que

(i) a sequência (un)n∈N é equi-limitada em L1(Ω), isto é,

sup
n
‖un‖L1(Ω) <∞,

(ii) a sequência (un)n∈N é equi-integrável.
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Então existe uma subsequência de (un)n∈N que converge fracamente em L1(Ω). Recipro-

camente, se (un)n∈N converge fracamente em L1(Ω), então (i) e (ii) são válidas.

O teorema seguinte é análogo ao Teorema (2.39)

Teorema 2.44. (Caracterização da Convergência Fraca em L1) Dada un : Ω→ R,
sejam (un)n∈N uma sequência em L1(Ω) e u ∈ L1(Ω). Suponha que tal sequência é equi-

limitada em L1(Ω). Então as seguintes a�rmações são equivalentes:

(i) un ⇀ u em L1(Ω);

(ii) un
?
⇀ u emM(Ω);

(iii) un → u em D′(Ω);

(iv) Para qualquer conjunto de Borel E ⊂ Ω, |E| > 0,

(un)E :=
1

|E|

∫
E

un dx→ (u)E :=
1

|E|

∫
E

u dx.

O próximo lema é simples, mas bastante útil.

Lema 2.45. (Produtos de sequências convergentes fraco-forte) Sejam, un, u, vn, v :

Ω→ R funções mensuráveis.

(i) Se un → u q.t.p. em Ω, ‖un‖L∞(Ω) ≤ C, para todo n, e vn ⇀ v em L1(Ω), então

unvn ⇀ uv em L1(Ω).

(ii) Se un → u em L1(Ω), ‖un‖L∞(Ω) ≤ C, para todo n, e vn ⇀ v em L1(Ω), então

unvn ⇀ uv em L1(Ω).

O próximo lema bastante útil em muitas aplicações.

Lema 2.46. (Vitali) Sejam Ω ⊂ Rn limitado e (un)n∈N uma sequência em L1(Ω) , com

un : Ω→ R. Suponha que

(i) lim
n→∞

un(x) existe e é �nito para quase todo ponto x ∈ Ω,

(ii) a sequência (un)n∈N é equi-integrável.
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Então,

lim
n→∞

∫
Ω

un(x) dx =

∫
Ω

lim
n→∞

un(x) dx.

Uma aplicação do Lema de Vitali 2.46 é dada pelo seguinte lema.

Lema 2.47. Sejam Ω ⊂ Rn limitado e (un)n∈N uma sequência em L1(Ω) , com un : Ω→ R.
Suponha que

(i) un → u q.t.p. em Ω,

(ii) a sequência (un)n∈N é limitada em Lp(Ω) para algum p > 1.

Então, un → u em Lr(Ω) para todo 1 ≤ r < p.

Prova. Pelo Teorema 2.36

u ∈ Lp(Ω) (e também un ⇀ u em Lp(Ω)).

De�na:

vn = |u− un|r, r < p.

Então,

vn → 0 q.t.p. em Ω

e

vn é limitada em L
p
r

(Ω) e
p

r
> 1.

Daí, pelo Lema 2.42 a sequência (vn)n∈N é equi-integrável. E pelo lema de Vitali

lim
n→∞

∫
vn dx = 0,

isto é, un → u em Lr(Ω). 2

2.3 Espaços de Sobolev

Nesta seção de�nimos o espaço de Sobolev W k,p(Ω) e listamos algumas propriedades

elementares desse espaço.

As demonstrações omitidas nesta seção podem ser vistas em [11] e [20].
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2.3.1 Derivada Fraca

Seja Ω ⊂ Rn um subconjunto aberto.

Denotamos por C∞c (Ω) o espaço das funções ϕ : Ω → R que possuem derivadas

parciais contínuas de todas as ordens e suporte compacto em Ω. Denominamos a função

ϕ ∈ C∞c (Ω) de função teste.

Dado α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Nn um multi-índice, de�ne-se a ordem de α por

|α| = α1 + α2 + ...+ αn. Por Dα denota-se o operador de derivação de ordem α de�nido

por
∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 ...∂x

αn
n

.

Em particular, de�ne-se D0u = u, D1u = ∇u = grad u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, ...,
∂u

∂xn

)
, em que

Di =
∂u

∂xi
com i ∈ {1, 2, ..., n} representa a derivação parcial e u é uma função qualquer.

Suponha u ∈ C1(Ω), uma função real continuamente diferenciável. Se ϕ ∈ C∞c (Ω) é

uma função suave com suporte compacto em Ω, segue da fórmula de integração por partes∫
Ω

∂u

∂xi
v =

∫
∂Ω

uvηi −
∫

Ω

u
∂v

∂xi

que ∫
Ω

u

(
∂ϕ

∂xi

)
= −

∫
Ω

(
∂u

∂xi

)
ϕ (2.1)

para i ∈ {1, 2, ..., n} e ηi é a derivada normal exterior. Observamos que não há termos de

fronteira pois ϕ tem suporte compacto em Ω.

Mais geralmente, se k é um inteiro positivo, u ∈ Ck(Ω), dado α = (α1, α2, ..., αn) com

|α| = α1 + α2 + ...+ αn = k, então∫
Ω

uDαϕ = (−1)|α|
∫

Ω

Dαuϕ

esta igualdade mantém-se desde que

Dαϕ =
∂α1

∂xα1
1

...
∂αn

∂xαnn
ϕ

e pode-se aplicar a fórmula (2.1) |α| vezes.

De�nição 2.48. Sejam u, v ∈ L1
loc(Ω), e α um multi-índice. Dizemos que v é a α-ésima

derivada fraca de u, e escrevemos

Dαu = v
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se ∫
Ω

uDαϕ = (−1)|α|
∫

Ω

vϕ

para toda função teste ϕ ∈ C∞c (Ω).

Dizemos que u é fracamente diferenciável se todas as derivadas parciais fracas de

primeira ordem de u existirem.

Lema 2.49. A α-ésima derivada fraca de u, se existir, é unicamente determinada a menos

de conjuntos de medida nula.

2.3.2 De�nição do Espaço de Sobolev

Fixe 1 ≤ p ≤ ∞ e seja k um inteiro não negativo.

De�nição 2.50. O Espaço de Sobolev W k,p(Ω) é o espaço de todas as funções u ∈ Lp(Ω)

tais que para cada multi-índice α com |α| ≤ k, Dαu existe no sentido fraco e pertence a

Lp(Ω).

W k,p(Ω) é um espaço normado com as seguintes normas:

‖u‖Wk,p(Ω) =


∑
|α|≤k

‖Dαu‖Lp(Ω), se 1 ≤ p <∞;∑
|α|≤k

‖Dαu‖L∞(Ω), se p =∞.

Observação 2.9.

(i) Se p = 2, escrevemos Hk(Ω) = W k,2(Ω), com k ∈ {0, 1, 2, ...};

(ii) Denotamos por W k,p
0 (Ω) o fecho de C∞c (Ω) em W k,p(Ω);

(iii) Hk
0 (Ω) = W k,2

0 (Ω);

(iv) W 0,p(Ω) = Lp(Ω);

(v) H1(Ω) = W 1,2(Ω) =

{
u ∈ L2(Ω) :

∂u

∂xi
∈ L2(Ω) para i ∈ {1, ..., n}

}
.

Em particular, o Espaço de Sobolev W 1,p(Ω) é equipado com a norma

‖u‖W 1,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) + ‖∇u‖Lp(Ω).
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2.3.3 Propriedades Elementares

Teorema 2.51. Dado Ω ⊂ Rn domínio limitado, n ≥ 1, k ≥ 1. Então

1. W k,p(Ω) é um espaço de Banach para 1 ≤ p ≤ ∞;

2. W k,p(Ω) é um espaço re�exivo para 1 < p <∞.

Teorema 2.52. (Desigualdade de Poincaré) Sejam 1 ≤ p < ∞ e Ω um conjunto

aberto e limitado. Então existe uma constante C tal que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω) ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Em particular, ‖∇u‖Lp(Ω) é uma norma emW 1,p
0 (Ω), e é equivalente a norma ‖u‖W 1,p(Ω).

2.4 Teorema do Ponto Fixo de Schauder

A in�uência do Teorema do Ponto Fixo de Schauder na análise matemática moderna

é enorme. Nesta seção, enunciamos e apresentamos a prova de tal teorema em sua versão

encontrada nas principais bibliogra�as. Além disso, o enunciamos baseado em sua versão

original de acordo com [27].

Teorema 2.53. Seja X um espaço vetorial topológico localmente convexo e seja K ⊂ X

um conjunto não-vazio, compacto e convexo. Então, dada qualquer função contínua f :

K → K, existe x ∈ K tal que f(x) = x.

Prova.

Suponhamos que X é um espaço de Banach.

A idéia da prova é reduzir o problema para o caso de dimensão �nita.

Dado ε > 0, a família de conjuntos abertos

{Bε(x);x ∈ K}

é uma cobertura aberta de K.

Sendo K compacto, existe uma subcobertura �nita, isto é, existem n pontos de K

digamos p1, p2, ..., pn tais que as bolas Bε(pi) cobrem K.

Sejam Kε a envoltória convexa de p1, p2, ..., pn e Vε o espaço (n− 1) - dimensional que

contém esses pontos de modo que Kε ⊂ Vε.
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Agora, considere a projeção

πε : X −→ Vε

tal que

‖πε(x)− πε(y)‖ ≤ ‖x− y‖.

De�na

fε : Kε −→ Kε

por

fε(x) = πε(f(x)).

Esta é uma função contínua de�nida num conjunto compacto e convexo Kε de uma espaço

vetorial Vε de dimensão �nita. Então, pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, �xado xε

fε(xε) = xε.

Como K é sequencialmente compacto, podemos encontrar uma sequência εk tal que

xk = xεk converge para algum ponto x ∈ K.

Temos que f(x) = x e fεk(xk) = xk → x. De fato, basta ver que

fεk(xk)→ f(x),

isto é,

‖fεk(xk)− f(x)‖ → 0.

Com efeito,

‖fεk(xk)− f(x)‖ = ‖πεk(f(xk))− f(x)‖

≤ ‖πεk(f(xk))− f(xk)‖+ ‖f(xk)− f(x)‖

≤ εk + ‖f(xk)− f(x)‖ → 0,

pois ‖πε(x)− x‖ ≤ ε dado x ∈ K contido em alguma bola Bε centrada sobre kε. 2

De acordo com [27] enunciamos a seguinte versão do Teorema do Ponto Fixo de

Schauder:

Teorema 2.54. Seja K ⊂ X, um subconjunto de um espaço de Banach, convexo e

fechado. Se f : K → K de�ne um funcional contínuo e compacto, então f possui ponto

�xo.
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3 O Método de Sub e Supersolução
no Sentido Fraco

Neste capítulo apresentamos métodos envolvendo sub e supersolução, para estudar

a existência de solução, no sentido fraco, para três classes de problemas diferentes. No

primeiro, consideramos Ω ⊂ Rn um domínio limitado e f : R → R uma função suave,

isto é, que possui derivada de todas as ordens, com solução u ∈ W 1,2
0 (Ω). No segundo

e terceiro, Ω ⊂ Rn é um domínio limitado e suave, e f : Ω × R → R uma função de

Carathéodory. No segundo caso consideramos a solução u ∈ W 1,2
0 (Ω), já no terceiro

u ∈ L1(Ω).

3.1 Primeiro Caso

Nesta seção estudamos a existência de solução em W 1,2
0 (Ω) quando f é uma função

suave, baseado em [20].

Suponha Ω um domínio limitado de Rn, e considere o problema de Dirichlet

homogêneo: {
−∆u = f(u), em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω.
(3.1)

em que f : R→ R é suave, com

| f ′ | ≤ c (3.2)

para alguma constante c.

De�nição 3.1.

(i) Uma função u ∈ C2(Ω) é dita subsolução de (3.1) se:{
−∆u ≤ f(u), em Ω

u ≤ 0, sobre ∂Ω
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(ii) Analogamente, uma função u ∈ C2(Ω) é dita supersolução de (3.1) se:{
−∆u ≥ f(u), em Ω

u ≥ 0, sobre ∂Ω

De�nição 3.2. Neste caso, vamos considerar a medida de Lebesgue dos conjuntos bore-

lianos. Assim, utilizamos
∫

Ω

f dx ao invés de
∫

Ω

f dµ.

(i) Dizemos que u ∈ W 1,2(Ω) é uma subsolução fraca (ou no sentido fraco) de (3.1) se:∫
Ω

Du ·Dv dx ≤
∫

Ω

f(u)v dx (3.3)

para cada v ∈ C∞0 (Ω), v ≥ 0 q.t.p.

(ii) Analogamente, u ∈ W 1,2(Ω) é uma supersolução fraca (ou no sentido fraco) de (3.1)

se: ∫
Ω

Du ·Dv dx ≥
∫

Ω

f(u)v dx (3.4)

para cada v ∈ C∞0 (Ω), v ≥ 0 q.t.p.

(iii) Finalmente, u ∈ W 1,2
0 (Ω) é solução fraca de (3.1) se:∫

Ω

Du ·Dv dx =

∫
Ω

f(u)v dx

para cada v ∈ C∞0 (Ω).

O método de sub e supersolução nos diz que, se existe uma subsolução u e uma

supersolução u para o problema (3.1) e, além disso, u ≤ u, então existe de fato uma

solução satisfazendo:

u ≤ u ≤ u.

O resultado seguinte nos garante a existência de uma solução fraca entre uma sub e

uma supersolução fraca do problema (3.1).

Teorema 3.3. Suponha que exista uma subsolução fraca u e uma supersolução fraca u

de (3.1), satisfazendo:

u ≤ 0 e u ≥ 0 sobre ∂Ω no sentido do traço, u ≤ u q.t.p. em Ω. (3.5)

Então existe u uma solução fraca de (3.1), tal que:

u ≤ u ≤ u q.t.p. em Ω.
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Prova.

Dividiremos a demonstração em cinco passos.

Passo 1.

Fixe λ > 0 su�cientemente grande tal que

z 7→ f(z) + λz (3.6)

é não-decrescente. Isto é possível já que | f ′ |≤ c.

Agora, escreva u0 = u, e então dada uk com k ∈ {0, 1, 2, ...} indutivamente de�na

uk+1 ∈ W 1,2
0 (Ω) como a única solução fraca do problema:{

−∆uk+1 + λuk+1 = f(uk) + λuk, em Ω,

uk+1 = 0, sobre ∂Ω.
(3.7)

(Ver Teorema C.1)

Passo 2.

� A�rmação:

u = u0 ≤ u1 ≤ ... ≤ uk ≤ ... q.t.p. em Ω. (3.8)

Fazendo k = 0 em (3.7) temos que:{
−∆u1 + λu1 = f(u0) + λu0, em Ω,

u1 = 0, sobre ∂Ω.

Daí, ∫
Ω

(Du1 ·Dv + λu1v) dx =

∫
Ω

(f(u0) + λ(u0))v dx (3.9)

para cada v ∈ C∞0 (Ω).

Subtraindo (3.9) de (3.4) temos que:∫
Ω

(Du0 ·Dv) dx−
∫

Ω

(Du1 ·Dv + λu1v) dx ≤
∫

Ω

f(u0)v dx−
∫

Ω

(f(u0) + λ(u0))v dx.

Então, ∫
Ω

(D(u0 − u1) ·Dv + λ(u0 − u1)v) dx ≤ 0.

De�na v := (u0 − u1)+ ∈ C∞0 (Ω), v ≥ 0 q.t.p.
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Assim, ∫
Ω

D(u0 − u1) ·D(u0 − u1)+ + λ(u0 − u1)(u0 − u1)+ dx ≤ 0. (3.10)

Mas, (Ver [26, Lema 7.6])

D(u0 − u1)+ =

{
D(u0 − u1) q.t.p. sobre {u0 ≥ u1},

0 q.t.p. sobre {u0 ≤ u1}.

Consequentemente,∫
{u0≥u1}

| D(u0 − u1)+ |2 +λ((u0 − u1)+)2 dx ≤ 0.

Dessa forma, devemos ter (u0 − u1)+ = 0 então u0 ≤ u1 q.t.p. em Ω.

Agora, suponha que

uk−1 ≤ uk q.t.p. em Ω, para algum k ∈ N. (3.11)

De (3.7) encontramos:∫
Ω

(Duk+1 ·Dv + λuk+1v) dx =

∫
Ω

(f(uk) + λ(uk))v dx (3.12)

e ∫
Ω

(Duk ·Dv + λukv) dx =

∫
Ω

(f(uk−1) + λ(uk−1))v dx

para cada v ∈ C∞0 (Ω).

De�na v := (uk − uk+1)+, subtraindo as desigualdades acima, segue que∫
Ω

(Duk ·Dv + λukv) dx−
∫

Ω

(Duk+1 ·Dv + λuk+1v) dx

=

∫
Ω

(f(uk−1) + λ(uk−1))v dx−
∫

Ω

(f(uk) + λ(uk))v dx.

Daí, ∫
Ω

D(uk − uk+1) ·D(uk − uk+1)+ + λ(uk − uk+1)(uk − uk+1)+ dx

=

∫
Ω

[(f(uk−1) + λuk−1)− (f(uk) + λuk)](uk − uk+1)+ dx.

Mas,

D(uk − uk+1)+ =

{
D(uk − uk+1) q.t.p. sobre {uk ≥ uk+1},

0 q.t.p. sobre {uk ≤ uk+1}.
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Assim, ∫
{uk≥uk+1}

| D(uk − uk+1)+ |2 +λ((uk − uk+1)+)2 dx

=

∫
Ω

[(f(uk−1) + λuk−1)− (f(uk) + λuk)](uk − uk+1)+ dx ≤ 0

por (3.11) e (3.6).

Portanto, uk ≤ uk+1 q.t.p. em Ω.

Passo 3.

Vamos mostrar que

uk ≤ u q.t.p. em Ω, k ∈ {0, 1, 2, ...}. (3.13)

Temos que (3.13) é válida para k = 0, pois u = u0 ≤ u, pela hipótese (3.5).

Suponha que

uk ≤ u q.t.p. em Ω, para algum k ∈ N. (3.14)

Então subtraindo (3.4) de (3.12) temos∫
Ω

(Duk+1 ·Dv + λuk+1v) dx−
∫

Ω

Du ·Dv dx ≤
∫

Ω

(f(uk) + λ(uk))v dx−
∫

Ω

f(u)v dx.

Logo,∫
Ω

(D(uk+1 − u) ·Dv + λ(uk+1 − u)v) dx ≤
∫

Ω

[(f(uk) + λuk)− (f(u)− λu)]v dx.

De�na v := (uk+1 − u)+, segue que∫
{uk+1≥u}

(
| D(uk+1 − u)+ |2 +λ((uk+1 − u)+)2

)
dx

≤
∫

Ω

[(f(uk) + λuk)− (f(u) + λu)](uk+1 − u)+ dx ≤ 0

por (3.14) e (3.6).

Assim, uk+1 ≤ u q.t.p. em Ω.

Passo 4.

De acordo com (3.8) e (3.13), temos que:

u ≤ ... ≤ uk ≤ uk+1 ≤ ... ≤ u q.t.p. em Ω. (3.15)
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De�na,

u(x) := lim
k→∞

uk(x)

que existe q.t.p. para x.

� A�rmação:

uk → u em L2(Ω). (3.16)

De fato, como

u ≤ ... ≤ uk ≤ uk+1 ≤ ... ≤ u, com u ∈ W 1,2
0 (Ω),

temos que

| uk(x) |≤ max{u,−u} = g ∈ W 1,2
0 (Ω) ⊂ L2(Ω).

Então,

| uk(x) |2 ≤ g2, g ∈ L2(Ω).

Ou seja, g2 ∈ L1(Ω). Além disso, por de�nição

uk(x)→ u(x) q.t.p.

Daí, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos∫
Ω

u2(x) dx = lim
k→∞

∫
Ω

u2
k(x) dx.

Daí, ∣∣∣∣∫
Ω

(uk − u) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|uk − u| dx

≤
(∫

Ω

|uk − u|2 dx
) 1

2

.

Então, ∫
Ω

u(x) dx = lim
k→∞

∫
Ω

uk(x) dx.

Por outro lado, sabemos que | f ′(uk) |≤ c. Isto nos diz que,

| f(uk) |≤ cuk + a⇒| f(uk) |2≤ c2u2
k + 2cauk + a2, (3.17)
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em que a, c ∈ R. Daí,

‖f(uk)‖2
L2(Ω) =

∫
Ω

| f(uk) |2 dx

≤ c2

∫
Ω

| uk |2 dx+

∫
Ω

a2 dx+ 2ac

∫
Ω

uk dx

≤ c1‖uk‖2
L2(Ω) + c2 + c3‖uk‖L2(Ω).

Esta última desigualdade segue de∫
Ω

uk dx =

∫
Ω

uk · 1 dx ≤
(∫

Ω

| uk |2 dx

) 1
2
(∫

Ω

12 dx

) 1
2

≤ α‖uk‖L2(Ω).

Já que Ω é limitado, e c1, c2, c3, α são constantes.

Então,

‖f(uk)‖L2(Ω) ≤
(
c1‖uk‖2

L2(Ω) + c2 + c3‖uk‖L2(Ω)

) 1
2

≤
(
c1‖uk‖2

L2(Ω) + c2 +
1

2
c2

3 +
1

2
‖uk‖2

L2(Ω)

) 1
2

≤ c4‖uk‖L2(Ω) + c5

≤ c′(‖uk‖L2(Ω) + 1),

em que c′ = max{c4, c5} e c4, c5 ∈ R. Na penúltima desigualdade usamos o fato de que

ab ≤ 1

2
a2 +

1

2
b2.

De (3.7) temos que,

−∆uk+1 + λuk+1 = f(uk) + λuk (no sentido fraco).

Portanto,∫
Ω

∇uk+1∇uk+1 dx+

∫
Ω

λ(uk+1)2 dx =

∫
Ω

(uk+1f(uk) + λukuk+1) dx.

Então,

‖uk+1‖2
W 1,2

0 (Ω)
≤

∫
Ω

(
| ∇uk+1 |2 +λu2

k+1

)
dx

=

∫
Ω

(uk+1f(uk) + λukuk+1) dx

≤
(∫

Ω

f 2(uk) dx

) 1
2
(∫

Ω

u2
k+1 dx

) 1
2

+ λ

(∫
Ω

u2
k dx

) 1
2
(∫

Ω

u2
k+1 dx

) 1
2

= ‖f(uk)‖L2(Ω)‖uk+1‖L2(Ω) + λ‖uk‖L2(Ω)‖uk+1‖L2(Ω) ≤ K.
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Logo, sup ‖uk‖2
W 1,2

0 (Ω)
<∞.

Portanto, existe uma subsequência (ukj)j∈N que converge fracamente emW 1,2
0 (Ω) para

u ∈ W 1,2
0 (Ω). (Ver [8, Teorema 5.25]).

Passo 5.

Finalmente falta veri�car que u é uma solução fraca de (3.1). Para isso, �xe

v ∈ C∞0 (Ω). De (3.7) temos que∫
Ω

Duk+1 ·Dv + λuk+1v dx =

∫
Ω

(f(uk) + λuk)v dx.

Observação 3.1. Sabemos que uk → u q.t.p. em Ω, então

f(uk)→ f(u) q.t.p. em Ω.

Além disso, |f(uk(x))|2 ≤ h2, h ∈ L2(Ω), por (3.17). Assim, h2 ∈ L1(Ω) e pelo Teorema

da Convergência Dominada de Lebesgue,∫
Ω

f(u(x)) dx = lim
k→∞

∫
Ω

f(uk(x)) dx.

Dessa forma, podemos fazer k →∞ no Passo 5.

Fazendo k →∞, segue que∫
Ω

Du ·Dv + λuv dx =

∫
Ω

(f(u) + λu)v dx.

Eliminando os termos com λ concluimos que∫
Ω

Du ·Dv dx =

∫
Ω

f(u)v dx.

2

3.2 Segundo Caso

Nesta seção estudamos a existência de solução em W 1,2
0 (Ω) quando f é uma função

de Carathéodory, baseado em [55].

De�nição 3.4. Sejam Ω ⊂ Rn, n ≥ 1 um conjunto mensurável não-vazio, e

f : Ω× Rm → R, m ≥ 1. Dizemos que f é uma função de Carathéodory se satisfaz:
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(i) x 7→ f(x, s) é mensurável em Ω para todo s ∈ Rm;

(ii) s 7→ f(x, s) é contínua em Rm, q.t.p. em Ω.

De�nição 3.5. Sejam V um espaço de Banach re�exivo com norma ‖ · ‖, e M ⊂ V um

subconjunto fracamente fechado de V . Dizemos que E : M → R é:

(i) coercivo se E(u)→∞ quando ‖ u ‖→ ∞, u ∈M ;

(ii) fracamente semicontínuo inferiormente se para todo u ∈ M , qualquer sequência

(un)n∈N em M tal que un ⇀ u fracamente em V então:

E(u) ≤ lim inf
n→+∞

E(un).

Teorema 3.6. Sejam V um espaço de Banach re�exivo com norma ‖ · ‖, e M ⊂ V

um subconjunto fracamente fechado de V . Suponha E : M → R coercivo e fracamente

semicontínuo inferiormente em M com respeito a V . Então E é limitado inferiormente, e

atinge seu ín�mo em M .

Prova. Ver [55, Teorema 1.2]. 2

Considere o problema de Dirichlet homogêneo:{
−∆u = f(·, u), em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω.
(3.18)

em que Ω ⊂ Rn, n ≥ 1, é um domínio limitado e suave, f : Ω× R→ R é uma função de

Carathéodory.

De�nição 3.7.

(i) Uma função u ∈ W 1,2(Ω) é dita uma subsolução fraca do problema (3.18) se u ≤ 0

sobre ∂Ω e ∫
Ω

∇u · ∇v dx ≤
∫

Ω

f(·, u)v dx

para toda v ∈ C∞0 (Ω), v ≥ 0.

(ii) Analogamente, uma função u ∈ W 1,2(Ω) é dita uma supersolução fraca do problema

(3.18) se u ≥ 0 sobre ∂Ω e∫
Ω

∇u · ∇v dx ≥
∫

Ω

f(·, u)v dx

para toda v ∈ C∞0 (Ω), v ≥ 0.
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(iii) E por �m, dizemos que u ∈ W 1,2
0 (Ω) é solução fraca do problema (3.18) se:∫

Ω

∇u · ∇v dx =

∫
Ω

f(·, u)v dx

para toda v ∈ C∞0 (Ω), v ≥ 0.

Teorema 3.8. Suponha u, u ∈ W 1,2(Ω) sub e supersolução, respectivamente, do problema

(3.18). Sejam c, c ∈ R tais que

−∞ ≤ c ≤ u ≤ u ≤ c ≤ ∞, q.t.p. em Ω.

Então existe u ∈ W 1,2
0 (Ω) solução fraca de (3.18), satisfazendo a condição

u ≤ u ≤ u q.t.p. em Ω.

Prova.

Denote por

F (x, u) =

∫ u

0

f(x, v) dv

a primitiva de f . Note que a equação (3.18) tem o seguinte funcional associado

E(u) =
1

2

∫
Ω

| ∇u |2 dx−
∫

Ω

F (x, u) dx.

Como F é a primitiva de f e esta é uma função de Carathéodory, segue que F também

é uma função de Carathéodory. Dessa maneira, não temos informações su�cientes para

garantir que o funcional E seja limitado ou até mesmo diferenciável em V := W 1,2
0 (Ω).

Para garantir a coercividade de E vamos restringi-lo ao conjunto

M = {u ∈ W 1,2
0 (Ω) : u ≤ u ≤ u q.t.p.}.

Como u, u ∈ L∞(Ω), temos que se u ∈ M então u ≤ u ≤ u, logo u ∈ L∞(Ω).

Portanto, M ⊂ L∞(Ω). Além disso, como F é função de Carathéodory, ou seja, contínua

na segunda coordenada, e o intervalo [c, c] é compacto

{F (x, u(x));x ∈ Ω} ⊂ {F (x, z); c ≤ z ≤ c, x ∈ Ω} ,

e daí

| F (x, u(x)) |≤ c(x) ∀u ∈M e para quase todo x ∈ Ω, (3.19)

em que c(x) é uma função mensurável.
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Agora, vamos veri�car as hipóteses do Teorema 3.6. Temos que,

1ª) V := W 1,2
0 (Ω) é um espaço de Banach re�exivo (Ver [11]).

2ª) O conjunto M é fechado e convexo.

De fato, seja (um)m∈N uma sequência emM tal que um → u em W 1,2
0 (Ω), temos que

um → u q.t.p. e u ∈ W 1,2
0 (Ω), pois este é Banach. Como um ∈M então

u(x) ≤ um(x) ≤ u(x).

Passando o limite quando m→∞, encontramos

u(x) ≤ u(x) ≤ u(x).

Portanto, u ∈M de onde segue que M é fechado.

Agora, dadas u, ũ ∈M então

u ≤ u ≤ u,

u ≤ ũ ≤ u.

Dado t ∈ [0, 1], segue que

(1− t)u ≤ (1− t)u ≤ (1− t)u

e

tu ≤ tũ ≤ tu.

Então,

u = (1− t)u+ tu ≤ (1− t)u+ tũ ≤ (1− t)u+ tu = u.

Portanto, M é convexo.

ComoM é fechado e convexo entãoM é fracamente fechado (Ver [11, Teorema 3.7]).

3ª) Da desigualdade de Poincaré temos que ‖∇u‖L2(Ω) é uma norma em W 1,2
0 (Ω), que é

equivalente a ‖u‖W 1,2
0 (Ω). Por (3.19), temos

E(u) =
1

2

∫
Ω

| ∇u |2 dx−
∫

Ω

F (x, u) dx

≥ 1

2
‖∇u‖2

L2(Ω) − c

≥ 1

2
‖u‖2

W 1,2
0 (Ω)

− c.

Daí, se ‖u‖ → ∞ então E(u)→∞, isto é, o funcional E é coercivo em M .
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4ª) Finalmente, falta veri�car que E é fracamente semicontínuo inferiormente em M .

Isto é, dadas um, u ∈M tais que um ⇀ u (fracamente) em W 1,2
0 (Ω) então

E(u) ≤ lim inf
m→∞

E(um).

De fato, como um ⇀ u em W 1,2
0 (Ω) então ([11, Proposição 3.5])

‖u‖ ≤ lim inf
m→∞

‖um‖.

Logo, para ver que E é fracamente semicontínuo inferiormente em M falta mostrar

que ∫
Ω

F (x, um) dx→
∫

Ω

F (x, u) dx.

Mas (passando a uma subsequência se necessário), podemos assumir que

um → u

pontualmente em quase toda parte. Como F é contínua na segunda coordenada

F (x, um)→ F (x, u)

pontualmente em quase toda parte. E ainda,

| F (x, um(x)) |≤ c(x)

uniformemente. Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue∫
Ω

F (x, u) dx = lim
m→∞

∫
Ω

F (x, um) dx.

Como todas as condições do Teorema 3.6 são satisfeitas, podemos garantir a existência

de um minimizador relativo u ∈M .

Para ver que u é solução fraca de (3.18), para ϕ ∈ C∞0 (Ω) e ε > 0 seja

vε = min{u,max{u, u+ ε}} = u+ εϕ− ϕε + ϕε ∈M

com

ϕε = max{0, u+ εϕ− u} ≥ 0,

ϕε = −min{0, u+ εϕ− u} ≥ 0.

Observe que ϕε, ϕε ∈ W 1,2
0 ∩ L∞(Ω).

Como M é convexo, então (1 − t)u + tvε ∈ M . Além disso, como u minimiza E em



54

M , temos que

E(u+ t(vε − u))− E(u) = E((1− t)u+ tvε)− E(u) ≥ 0.

Daí, E é diferenciável na direção de vε − u, e tomando t > 0

DE(u).(vε − u) = lim
t→0+

E(u+ t(vε − u))− E(u)

t

= lim
t→0+

E((1− t)u+ tvε)− E(u)

t
≥ 0,

Logo,

0 ≤ 〈(vε − u), DE(u)〉 = 〈(vε − u), DE(u)−DE(u) +DE(u)〉

= ε〈ϕ,DE(u)〉 − 〈ϕε, DE(u)〉+ 〈ϕε, DE(u)〉,

de modo que,

〈ϕ,DE(u)〉 ≥ 1

ε
[〈ϕε, DE(u)〉 − 〈ϕε, DE(u)〉] .

Agora, já que u é uma supersolução para (3.18), segue que

〈ϕε, DE(u)〉 = 〈ϕε, DE(u) +DE(u)−DE(u)〉

= 〈ϕε, DE(u)〉+ 〈ϕε, DE(u)−DE(u)〉

≥ 〈ϕε, DE(u)−DE(u)〉

=

∫
Ω

[∇(u− u)∇(ϕε)− (f(x, u)− f(x, u))ϕε] dx

=

∫
Ωε

[∇(u− u)∇(u+ εϕ− u)] dx−∫
Ωε

[(f(x, u)− f(x, u))(u+ εϕ− u)] dx

≥
∫

Ωε

[
∇(u− u)∇(εϕ) +∇2(u− u)

]
dx−∫

Ωε

[|f(x, u)− f(x, u)||εϕ| − |f(x, u)− f(x, u)||(u− u)|] dx

≥ ε

∫
Ωε

∇(u− u)∇ϕ dx− ε
∫

Ωε

| (f(x, u)− f(x, u) || ϕ | dx,

em que Ωε = {x ∈ Ω;u(x) + εϕ(x) ≥ u(x) > u(x)}.

Note que |Ωε| → 0 quando ε → 0. Então, pela continuidade absoluta da integral de

Lebesgue, obtemos que

〈ϕε, DE(u)〉 ≥ o(ε),
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em que
o(ε)

ε
→ 0 quando ε→ 0. Analogamente, obtemos

〈ϕε, DE(u)〉 ≤ o(ε).

Daí,

〈ϕ,DE(u)〉 ≥ 0

para toda ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Como ϕ é arbitrária, invertendo o seu sinal temos que

〈−ϕ,DE(u)〉 = −〈ϕ,DE(u)〉 ≤ 0.

Então,

〈ϕ,DE(u)〉 = 0, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Como C∞0 (Ω) é denso em W 1,2
0 (Ω), �nalmente vemos que

DE(u) = 0,

como queríamos. 2

Observação 3.2. O resultado anterior pode ser demonstrado para{
−∆u = f(·, u), em Ω,

u = u0, sobre ∂Ω.

em que Ω ⊂ Rn, n ≥ 1, é um domínio limitado e suave, f : Ω× R→ R é uma função de

Carathéodory e u0 ∈ W 1,2
0 (Ω).

Exemplo 3.1. {
−∆u = k(x)u− u|u|p−2, em Ω

u = u0, sobre ∂Ω.
(3.20)

em que Ω ⊂ Rn, n ≥ 3, é um domínio limitado e regular, p =
2n

n− 2
, e k é uma função

contínua tal que

1 ≤ k(x) ≤ K <∞

uniformemente em Ω. Suponha u0 ∈ C1(Ω) satisfazendo u0 ≥ 1 sobre ∂Ω.

Então, u = 1 é uma subsolução. De fato, temos que

−∆u = 0.
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Logo, ∫
Ω

0 ·Dv dx−
∫

Ω

(k(x)− 1)v dx ≤ 0

já que k(x) ≥ 1 e v ≥ 0 q.t.p.

Analogamente, temos que u = c, c constante su�cientemente grande, com c > 1 é

uma supersolução. Temos que,∫
Ω

0 ·Dv dx−
∫

Ω

(k(x) · c− cp−1)v dx ≥ 0

daí,

−c
∫

Ω

(k(x)− cp−2)v dx ≥ 0

já que k(x) ≤ cp−2, pois k(x) ≤ K e v ≥ 0 q.t.p.

Consequentemente, pelo teorema (3.8) segue que o problema (3.20) admite uma solu-

ção fraca u ≥ 1.

3.3 Terceiro Caso

Nesta seção mostraremos os resultados provados por Montenegro e Ponce em [44].

Neste trabalho, eles estendem o método de sub e supersolução a �m de estabelecer a

existência de soluções L1 de (3.23) no sentido da De�nição 3.9 que veremos abaixo. É

seguida a estratégia de [3], [15] e [16] baseada no Teorema do Ponto Fixo de Schauder,

mas alguns detalhes foram modi�cados substancialmente. Mostraremos e provaremos

alguns resultados utilizados na demonstração do Teorema 3.16, resultados de existência,

compacidade e comparação relacionados com a equação linear −∆w = h em que

hρ0 ∈ L1(Ω), além de exibir a prova do Teorema 3.16.

Ao longo desta seção vamos supor:

Ω ⊂ Rn domínio suave e limitado; (3.21)

f : Ω× R→ R função de Carathéodory. (3.22)

3.3.1 De�nições Preliminares

Considere o problema de Dirichlet homogêneo
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{
−∆u = f(x, u), em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω,
(3.23)

em que Ω ⊂ Rn é um domínio suave e limitado, f : Ω × R → R é uma função de

Carathéodory e ∆u é o Laplaciano de u.

A seguir explicitamos a noção de de�nição que vamos utilizar.

De�nição 3.9. Dizemos que u é uma solução L1(Ω) de (3.23) se satisfaz:

(i) u ∈ L1(Ω);

(ii) f(·, u)ρ0 ∈ L1(Ω);

(iii)

−
∫

Ω

u∆ζ dx =

∫
Ω

f(x, u)ζ dx, ∀ζ ∈ C2
0(Ω), (3.24)

em que

ρ0(x) = d(x, ∂Ω), ∀x ∈ Ω, em que d(x, ∂Ω) = inf{d(x, y); y ∈ ∂Ω};

C2
0(Ω) = {ζ ∈ C2(Ω); ζ = 0 sobre ∂Ω}.

Observação 3.3. Note que (iii) está bem de�nida de acordo com (i) e (ii) da De�nição

3.9. Com efeito, como ζ ∈ C2
0(Ω) então ∇ζ e ∆ζ estão bem de�nidos e são limitados até

a fronteira. Além disso, por (i) temos que u ∈ L1(Ω). Daí,∣∣∣∣∫
Ω

u∆ζ dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|u∆ζ| dx ≤ α

∫
Ω

|u| dx <∞,

com α ∈ R+. Portanto, o lado esquerdo da equação (3.24) está bem de�nido.

Por outro lado, pela Observação D.1, temos que

∥∥∥∥ ζρ0

∥∥∥∥
L∞(Ω)

é limitada. Como

f(·, u)ρ0 ∈ L1(Ω), segue que∣∣∣∣∫
Ω

f(x, u)ζ dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|f(x, u)ζ| dx

=

∫
Ω

∣∣∣∣f(x, u)ρ0
ζ

ρ0

∣∣∣∣ dx
≤

∥∥∥∥ ζρ0

∥∥∥∥
L∞(Ω)

∫
Ω

|f(x, u)|ρ0 dx <∞.

Portanto, o lado direito da equação (3.24) está bem de�nido.
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Dizemos que u é uma subsolução de (3.23) se satisfaz:

(i) u ∈ L1(Ω);

(ii) f(·, u)ρ0 ∈ L1(Ω);

(iii) −
∫

Ω

u∆ζ dx ≤
∫

Ω

f(x, u)ζ dx, ∀ζ ∈ C2
0(Ω).

Analogamente, u é uma supersolução de (3.23) se satisfaz:

(i) u ∈ L1(Ω);

(ii) f(·, u)ρ0 ∈ L1(Ω);

(iii) −
∫

Ω

u∆ζ dx ≥
∫

Ω

f(x, u)ζ dx, ∀ζ ∈ C2
0(Ω).

3.3.2 Limitação e Equi-Integrabilidade em L1
ρ0

Começamos esta subseção com o seguinte resultado sobre não equi-integrabilidade.

Um lema de concentração.

Lema 3.10. Sejam (wn)n∈N ⊂ L1(Ω) e (En)n∈N uma sequência de subconjuntos mensu-

ráveis de Ω tal que

| En |→ 0 e
∫
En

| wn | dx ≥ 1, ∀n ≥ 1. (3.25)

Então, existem uma subsequência (wnk)k∈N e uma sequência disjunta de conjuntos men-

suráveis (Fk)k∈N tais que

Fk ⊂ Enk e
∫
Fk

| wnk | dx ≥
1

2
, ∀k ≥ 1. (3.26)

Prova.

Vamos construir por indução uma sequência crescente de inteiros (nk)k∈N e de con-

juntos mensuráveis (Ak)k∈N como segue. Utilizaremos o fato de que uma família �nita de

funções L1 são equi-integráveis.

Faça n1 := 1 e A1 := En1 . Tome k ≥ 2.

� Se k = 2 a condição é vazia;
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� Se k = 3, j = 1. Como {wn1} é equi-integrável, escolha n2 > n1 tal que∫
A2

| wn1 | dx ≤
1

22
=

1

2
− 1

22
.

em que A2 ⊂ En2 .

� Se k = 4, j ∈ {1, 2}. Como {wn1 , wn2} é equi-integrável, escolha n3 > n2 tal que∫
A3

| wni | dx ≤
1

23
, ∀i ∈ {1, 2}.

em que A3 ⊂ En3 . Daí,∫
A2∪A3

| wn1 | dx ≤
1

2
− 1

22
+

1

23
=

1

2
− 1

23

e ∫
A3

| wn2 | dx ≤
1

23
<

1

2
− 1

23
.

� Se k = 5, j ∈ {1, 2, 3}. Como {wn1 , wn2 , wn3} é equi-integrável, escolha n4 > n3 tal

que ∫
A4

| wni | dx ≤
1

24
, ∀i ∈ {1, 2, 3}.

em que A4 ⊂ En4 . Daí,∫
A2∪A3∪A4

| wn1 | dx ≤
1

2
− 1

23
+

1

24
=

1

2
− 1

24
,

∫
A3∪A4

| wn2 | dx ≤
1

2
− 1

23
+

1

24
=

1

2
− 1

24

e ∫
A4

| wn3 | dx ≤
1

24
<

1

2
− 1

24
.

Continuando com o processo de indução encontramos inteiros n1 < ... < nk−1 e conjuntos

A1, ..., Ak−1 (não necessariamente disjuntos) tais que Aj ⊂ Ej e∫
Aj+1∪...∪Ak−1

| wnj | dx ≤
1

2
− 1

2k−1
, ∀j ∈ {1, ..., k − 2}.

Como {wn1 , wn2 , ..., wnk−1
} é equi-integrável, existe nk > nk−1 tal que∫

Enk

| wnj | dx ≤
1

2k
, ∀j ∈ {1, ..., k − 1}.
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Então,∫
Aj+1∪...∪Ak

| wnj | dx =

∫
Aj+1∪...∪Ak−1

| wnj | dx+

∫
Ak

| wnj | dx

≤ 1

2
− 1

2k−1
+

1

2k

=
1

2
− 1

2k
∀j ∈ {1, ..., k − 1}.

Continuando com essa construção obtemos as sequências (nk)k∈N e (Ak)k∈N.

Agora de�na:

Fk := Ak\
∞⋃

i=k+1

Ai.

Então, os conjuntos Fk são disjuntos e∫
Fk

| wnk | dx =

∫
Ak\

∞⋃
i=k+1

Ai

| wnk | dx

= lim
i→∞

∫
Ak\(Ak+1∪...∪Ai)

| wnk | dx

= lim
i→∞

(∫
Ak

| wnk | dx−
∫
Ak+1∪...∪Ai

| wnk |

)
dx

≥ 1− 1

2
+

1

2i

=
1

2
+

1

2i

≥ 1

2
.

2

Como consequência do Lema 3.26 apresentamos a seguinte Proposição:

Proposição 3.11. Sejam g : Ω× R→ R uma função de Carathéodory e v1, v2 ∈ L1(Ω)

tais que v1 ≤ v2 q.t.p. Suponha que

g(·, v)ρ0 ∈ L1(Ω) para todo v ∈ L1(Ω) tal que v1 ≤ v ≤ v2 q.t.p. (3.27)

Então, o conjunto

B = {g(·, v) ∈ L1(Ω; ρ0 dx); v ∈ L1(Ω) e v1 ≤ v ≤ v2 q.t.p.} (3.28)
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é limitado e equi-integrável em L1(Ω; ρ0 dx).

Prova.

Inicialmente vamos mostrar que B é equi-integrável. Para isso, suponhamos que B
não seja equi-integrável. Isto é, existem ε > 0, (un)n∈N ⊂ L1(Ω) com v1 ≤ un ≤ v2 q.t.p.

e (En)n∈N ⊂ Ω uma sequência de conjuntos mensuráveis, tais que

| E |→ 0 e
∫
En

| g(x, un) | ρ0 dx ≥ ε, ∀n ≥ 1.

Que podemos reescrever como:∫
En

| g(x, un) | ρ0

ε
dx ≥ 1.

Daí, fazendo wn = g(·, un)
ρ0

ε
podemos aplicar o Lema 3.10, de onde segue que existem

uma subsequência (unk)k∈N e uma sequência (Fk)k∈N de conjuntos mensuráveis disjuntos

em Ω, tais que

Fk ⊂ Enk e
∫
Fk

| g(x, unk) | ρ0 dx ≥
ε

2
, ∀k ≥ 1. (3.29)

De�na

v(x) =

{
unk(x), se x ∈ Fk, para algum k > 1,

v1(x), caso contrário.

Sabemos que v1 ≤ unk ≤ v2 e v1 ≤ v2 q.t.p. Logo, v1 ≤ v ≤ v2 q.t.p. e portanto

v ∈ L1(Ω).

Além disso, (Fk)k∈N ⊂ Ω é uma sequência de conjuntos mensuráveis disjuntos, dessa
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forma podemos escrever F1 ∪ F2 ∪ ... ∪ Fk ∪ ... ⊂ Ω. Daí,∫
Ω

| g(x, v) | ρ0 dx ≥
∫
F1∪F2∪...∪Fk∪...

| g(x, v) | ρ0 dx

= lim
i→∞

i∑
k=1

∫
Fk

| g(x, v) | ρ0 dx

= lim
i→∞

i∑
k=1

∫
Fk

| g(x, unk) | ρ0 dx

≥ lim
i→∞

i∑
k=1

ε

2

= lim
i→∞

iε

2
= ∞,

o que contradiz (3.27), já que
∫

Ω

| g(x, v) | ρ0 dx <∞. Portanto, B é equi-integrável em

L1(Ω; ρ0 dx).

Por hipótese, Ω é um subconjunto limitado de Rn, portanto Ω ⊂ Rn é compacto.

Assim a cobertura aberta (Bx)x∈Ω como segue

Ω ⊂
⋃
x∈Ω

B(x, ε) tal que
∫
B(x,ε)

dx ≤ δ,

possui subcobertura �nita

Ω ⊂
n⋃
k=1

B(xk, ε).

Logo,

Ω =
n⋃
k=1

B(xk, ε) ∩ Ω.

Faça Ek = B(xk, ε) ∩ Ω. Daí, podemos escrever Ω =
n⋃
k=1

Ek tal que | Ek | < δ, δ > 0.

Como B é equi-integrável∫
Ω

| g(x, v) | ρ0 dx =
n∑
i=1

∫
Ei

| g(x, v) | ρ0 dx < nε.

De onde segue que o conjunto B é limitado em L1(Ω; ρ0 dx). 2

Teorema 3.12. Seja g : Ω× R→ R uma função de Carathéodory tal que

g(·, v)ρ0 ∈ L1(Ω), ∀v ∈ L1(Ω). (3.30)
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Então, o operador Nemytskii

G : L1(Ω) −→ L1(Ω; ρ0 dx)

v 7−→ g(·, v)

é contínuo.

Prova.

Suponhamos que vn → v em L1(Ω).

Seja (vnk)k∈N uma subsequência tal que

vnk → v q.t.p. e | vnk | ≤ V,

para alguma função V ∈ L1(Ω). (Ver [24, Lema A.1.1].)

Em particular, como g é uma função de Carathéodory é contínua na segunda variável,

logo

g(·, vnk)→ g(·, v) q.t.p.

Fazendo v1 = −V e v2 = V podemos aplicar a Proposição 3.11, de onde segue que a

sequência

(g(·, vnk))

é equi-integrável, ou seja, ∀ε > 0, ∃δ > 0 tal que

E ⊂ Ω e | E | < δ ⇒
∫
E

| g(·, vnk) | ρ0 dx <
ε

3
. (3.31)

Pelo Teorema de Egorov para (g(·, vnk))k∈N, dado δ > 0 existe o conjunto Eδ tal que

µ(Ω) < µ(Eδ) + δ.

Logo,

µ(Ω\Eδ) = µ(Ω)− µ(Eδ) < δ. (3.32)

Daí, ∫
Ω

| g(·, vnk)− g(·, v) | ρ0 dx =∫
Ω\Eδ

| g(·, vnk)− g(·, v) | ρ0 dx︸ ︷︷ ︸
(I)

+

∫
Eδ

| g(·, vnk)− g(·, v) | ρ0 dx︸ ︷︷ ︸
(II)
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Por (3.31) e por (3.32)

(I) ≤
∫

Ω\Eδ
| g(·, vnk) | ρ0 dx+

∫
Ω\Eδ

| −g(·, v) | ρ0 dx <
ε

3
+
ε

3
=

2ε

3
.

Pelo Teorema de Egorov, para n > n0

| g(·, vnk)− g(·, v) |< ε

3|Eδ|
.

Integrando,

(II) =

∫
Eδ

| g(·, vnk)− g(·, v) | ρ0 dx ≤
ε

3|Eδ|

∫
Eδ

dx =
ε

3
.

Portanto, ∫
Ω

| g(·, vnk)− g(·, v) | ρ0 dx <
2ε

3
+
ε

3
= ε.

Dessa forma,

g(·, vnk)→ g(·, v) em L1(Ω; ρ0 dx).

Como o limite independe da subsequência tomada segue que

G(vn)→ G(v) em L1(Ω; ρ0 dx),

de onde podemos concluir que o operador G é contínuo. De fato, suponhamos que

G(vn) 9 G(v) em L1(Ω; ρ0 dx).

Então, existe uma subsequência (vnk)k∈N que não converge para v, o que contradiz nossa

hipótese.

2

3.3.3 Existência, Compacidade e Comparação de Resultados

Nesta subseção, apresentamos resultados relacionados a soluções fracas do problema

linear:

{
−∆w = h, em Ω,

w = 0, sobre ∂Ω.
(3.33)

Começamos com um resultado de existência e compacidade de soluções fracas de

(3.33).
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Teorema 3.13. Dada h ∈ L1(Ω; ρ0 dx), existe uma única w ∈ L1(Ω) tal que

−
∫

Ω

w∆ζ dx =

∫
Ω

hζ dx ∀ζ ∈ C2
0(Ω). (3.34)

Além disso,

(i) Para cada 1 ≤ p <
N

N − 1
, w ∈ Lp(Ω) e

‖ w ‖Lp(Ω) ≤ Cp ‖ hρ0 ‖L1(Ω) . (3.35)

(ii) Dada hn ∈ L1(Ω; ρ0 dx), n ≥ 1, seja wn solução de (3.34) associada a hn. Se (hn)n∈N

é limitada em L1(Ω; ρ0 dx), então (wn)n∈N é relativamente compacta em Lp(Ω),

para todo 1 ≤ p <
N

N − 1
.

Observação 3.4. Denotamos por N a dimensão de Rn. Não utilizamos o próprio n para

não confundir com a notação dos índices das sequências.

Prova.

Dividiremos a demonstração em quatro passos.

Passo 1. (Unicidade de w)

Sejam w1 e w2 duas soluções de (3.33). Logo satisfazem

−
∫

Ω

w1∆ζ dx =

∫
Ω

hζ dx ∀ζ ∈ C2
0(Ω),

e

−
∫

Ω

w2∆ζ dx =

∫
Ω

hζ dx ∀ζ ∈ C2
0(Ω).

Faça w = w1 − w2. Daí,

−
∫

Ω

w∆ζ dx = −
∫

Ω

(w1 − w2)∆ζ dx

= −
∫

Ω

w1∆ζ dx+

∫
Ω

w2∆ζ dx

=

∫
Ω

hζ dx−
∫

Ω

hζ dx = 0 ∀ζ ∈ C2
0(Ω).
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Dada alguma ϕ ∈ D(Ω), então ϕ ∈ L2(Ω) e pelo Teorema C.2 seja ζ solução de{
∆ζ = ϕ, em Ω,

ζ = 0, sobre ∂Ω.

Logo,

0 =

∫
Ω

w∆ζ dx =

∫
Ω

wϕ dx.

Como ϕ é arbitrária, segue que w = 0, isto é, w1 = w2.

Passo 2. (Existência de w)

Vamos supor h ≥ 0 (caso contrário, escreva h = h+ − h−).

Dado um inteiro k ≥ 0, de�na

hk(x) = min{h(x), k}.

Por de�nição, (hk)k∈N é uma sequência monótona não-decrescente (hk ≤ hk+1).

Quando k → +∞ temos que

lim
k→+∞

hk(x) = lim
k→+∞

min{h(x), k} = h(x).

Logo, hk
k → +∞−→ h pontualmente.

Pelo Teorema da Convergência Monótona segue que

hk → h em L1(Ω; ρ0 dx).

Por de�nição temos que hk ∈ L∞(Ω), pois |hk| ≤ k, daí hk ∈ L2(Ω) e pelo Teorema

C.2 seja wk solução de {
−∆wk = hk, em Ω,

wk = 0, sobre ∂Ω.
(3.36)

Temos que

0 ≤ hk+1 − hk = −∆(wk+1 − wk)

= −∆wk+1 + ∆wk ∀x ∈ Ω.

Então, {
−∆(wk+1 − wk) ≥ 0, em Ω,

wk+1 − wk = 0, sobre ∂Ω.
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Do Princípio do Máximo B.2 segue que

wk+1 − wk ≥ 0.

Ou seja, (wk)k∈N é uma sequência monótona não-decrescente.

Sabemos que

−∆(wk − wl)ζ0 = (hk − hl)ζ0.

Integrando ambos os lados,

−
∫

Ω

∆(wk − wl)ζ0 dx =

∫
Ω

(hk − hl)ζ0 dx.

Por Green, ∫
Ω

∇(wk − wl)∇ζ0 dx =

∫
Ω

(hk − hl)ζ0 dx.

Novamente por Green,

−
∫

Ω

(wk − wl)∆ζ0 dx =

∫
Ω

(hk − hl)ζ0 dx.

Tome ζ0 de�nida por {
−∆ζ0 = 1, em Ω,

ζ0 = 0, sobre ∂Ω.

Então, ∫
Ω

(wk − wl) dx =

∫
Ω

(hk − hl)ζ0 dx.

Daí, ∫
Ω

|(wk − wl)| dx =

∫
Ω

|(hk − hl)|ζ0 dx

=

∫
Ω

|(hk − hl)|ρ0
ζ0

ρ0

dx

≤
∥∥∥∥ ζ0

ρ0

∥∥∥∥
L∞(Ω)

∫
Ω

|(hk − hl)|ρ0 dx

≤ C

∫
Ω

|(hk − hl)|ρ0 dx.

Como hk é convergente em L1(Ω; ρ0 dx) da desigualdade anterior, segue que ‖wk‖L1(Ω) é

uma sequência de Cauchy.

Agora, multiplicando (3.36) por ζ,

−∆wkζ = hkζ.
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Integrando ambos os lados,

−
∫

Ω

∆wkζ dx =

∫
Ω

hkζ dx.

Por Green,

−
∫

Ω

wk∆ζ dx =

∫
Ω

hkζ dx.

Passando o limite,

lim
k→∞

[
−
∫

Ω

wk∆ζ dx

]
= lim

k→∞

[∫
Ω

hkζ dx

]
.

Temos que |wk∆ζ| ≤ Cθ ∈ L1(Ω), C, θ ∈ R, então

−
∫

Ω

lim
k→∞

wk∆ζ dx =

∫
Ω

lim
k→∞

hkζ dx,

daí,

−
∫

Ω

w∆ζ dx =

∫
Ω

hζ dx.

Passo 3. (Prova de (i))

Note que ∣∣∣∣∫
Ω

w∆ζ dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω

hζ dx

∣∣∣∣
≤

∫
Ω

|hζ| dx

=

∫
Ω

∣∣∣∣hρ0
ζ

ρ0

∣∣∣∣ dx
≤ ‖hρ0‖L1(Ω)

∥∥∥∥ ζρ0

∥∥∥∥
L∞(Ω)

.

Portanto, w satisfaz∣∣∣∣∫
Ω

w∆ζ dx

∣∣∣∣ ≤ ‖hρ0‖L1(Ω)

∥∥∥∥ ζρ0

∥∥∥∥
L∞(Ω)

∀ζ ∈ C2
0(Ω). (3.37)

Dada f ∈ C∞(Ω), seja ζ ∈ C2
0(Ω) solução de{

∆ζ = f, em Ω,

ζ = 0, sobre ∂Ω.

Do Teorema A.3, como ζ ∈ W 1,p′

0 (Ω) temos que

‖ζ‖W 2,p′ (Ω) ≤ C1(‖ζ‖Lp′ (Ω) + ‖f‖Lp′ (Ω)) (3.38)
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em que C1 é uma constante.

Agora,

−∆ζ = f.

Multiplicando ambos os lados por ζ,

−ζ∆ζ = fζ.

Integrando ambos os lados,

−
∫

Ω

ζ∆ζ dx =

∫
Ω

fζ dx.

Por Green, ∫
Ω

|∇ζ|2 dx =

∫
Ω

fζ dx ≤
∫

Ω

|fζ| dx.

Por outro lado, pelas desigualdades de Hölder e Poincaré,∫
Ω

|∇ζ|2 dx =

∫
Ω

|fζ| dx

≤
(∫

Ω

|f |2 dx
) 1

2
(∫

Ω

|ζ|2 dx
) 1

2

≤ C2

(∫
Ω

|f |2 dx
) 1

2
(∫

Ω

|∇ζ|2 dx
) 1

2

.

Logo, (∫
Ω

|∇ζ|2 dx
) 1

2

≤ C2

(∫
Ω

|f |2 dx
) 1

2

em que C2 é uma constante. Ainda utilizando a desigualdade de Hölder temos que∫
Ω

|f |2 dx ≤
(∫

Ω

|f |
2p′
2 dx

) 2
p′
(∫

Ω

1q dx

) 1
q

≤ C3

(∫
Ω

|f |p′ dx
) 2

p′

.

em que q =
p′

p′ − 2
, e C3 é uma constante. Elevando a

1

2
temos que

(∫
Ω

|f |2 dx
) 1

2

≤ C3

(∫
Ω

|f |p′ dx
) 1

p′

.

Juntando as informações temos que,(∫
Ω

|∇ζ|2 dx
) 1

2

≤ C2

(∫
Ω

|f |2 dx
) 1

2

≤ C2C3

(∫
Ω

|f |p′ dx
) 1

p′

.
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Daí, podemos observar pelo Teorema de Imersão de Sobolev A.4 que(∫
Ω

|ζ|p′ dx
) 1

p′

≤ C2

(∫
Ω

|∇ζ|2 dx
) 1

2

≤ C2C3

(∫
Ω

|f |p′ dx
) 1

p′

. (3.39)

Dessa forma, por (3.38) e por (3.39) podemos concluir que

‖ζ‖W 2,p′ (Ω) ≤ C‖f‖Lp′ (Ω). (3.40)

Tome p′ > n. Da Observação D.1 e por Sobolev-Morrey A.2 segue que∥∥∥∥ ζρ0

∥∥∥∥
L∞(Ω)

≤ C(‖ζ‖L∞(Ω) + ‖∇ζ‖L∞(Ω)) ≤ C‖ζ‖W 2,p′ (Ω). (3.41)

Combinando (3.37) - (3.41), temos que∣∣∣∣∫
Ω

wf dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω

w∆ζ dx

∣∣∣∣
≤ ‖hρ0‖L1(Ω)

∥∥∥∥ ζρ0

∥∥∥∥
L∞(Ω)

≤ ‖hρ0‖L1(Ω)C‖ζ‖W 2,p′ (Ω)

≤ ‖hρ0‖L1(Ω)CC‖f‖Lp′ (Ω)

= Cp‖hρ0‖L1(Ω)‖f‖Lp′ (Ω) ∀f ∈ C∞(Ω).

Ou seja, ∣∣∣∣∫
Ω

wf dx

∣∣∣∣ ≤ Cp‖hρ0‖L1(Ω)‖f‖Lp′ (Ω) ∀f ∈ C∞(Ω). (3.42)

Por dualidade temos que

‖w‖Lp(Ω) = sup
f∈Lp′

∣∣∣∣∫
Ω

wf dx

∣∣∣∣
‖f‖Lp′ (Ω)

≤ Cp‖hρ0‖L1(Ω), (3.43)

de onde concluímos que w ∈ Lp(Ω) e (3.35) é satisfeita.

Passo 4. (Prova de (ii))

Dado um domínio regular U ⊂⊂ Ω, seja vn ∈ L1(U) solução de{
∆vn = hn, em U,

vn = 0, sobre ∂U.



71

Podemos observar que

‖hn‖L1(U) =

∥∥∥∥hnρ0

ρ0

∥∥∥∥
L1(U)

=

∫
U

∣∣∣∣hnρ0

ρ0

∣∣∣∣ dx
≤ K

∫
U

|hnρ0| dx

≤ K

∫
Ω

|hnρ0| dx ≤ C.

De fato, como ρ0 > 0 em U ⊂⊂ Ω compacto, então existe δ > 0 tal que ρ0 > δ > 0.

Logo,
1

ρ0

<
1

δ
= K é limitado. Além disso, por hipótese temos que hn é limitada em

L1(Ω; ρ0 dx).

Daí, por estimativas elípticas [54] podemos escrever

‖vn‖W 1,p(U) ≤ Cp‖hn‖L1(U) ≤ Cp (3.44)

para cada 1 ≤ p <
N

N − 1
.

Observação 3.5. Note que o raciocínio para obter a estimativa em (3.44) não seria válida

para a equação (3.33), pois, nesse caso, não poderíamos garantir a limitação de
1

ρ0

perto

da fronteira de Ω.

Por outro lado, note que wn − vn é harmônica em U . Pelo Teorema A.1, temos que

(wn − vn) ∈ W k+2,1
loc (U).

E por de�nição, para todo ω ⊂⊂ U

(wn − vn) ∈ W k+2,1(ω).

E além disso, tomando k0 = k + 2 ainda pelo Teorema A.1

‖(wn − vn)‖Wk0,1(ω) ≤ C1‖(wn − vn)‖L1(U).

Pelo Teorema A.2 temos que

W k0,1(ω) ↪→ C1,0(ω).

Daí,

‖(wn − vn)‖C1(ω) ≤ C1‖(wn − vn)‖Wk0,1(ω) ≤ C1C2‖(wn − vn)‖L1(U). (3.45)
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Por (3.43) temos que

‖(wn − vn)‖L1(U) ≤ C‖hnρ0‖L1(U). (3.46)

Por hipótese, hn é limitada em L1(Ω; ρ0 dx), e, por (3.45) e (3.46) podemos concluir que

‖(wn − vn)‖C1(ω) ≤ Cω‖(wn − vn)‖L1(U) ≤ Cω‖hnρ0‖L1(Ω) ≤ Cω. (3.47)

Por (3.47),

‖(wn − vn)‖W 1,p(ω) =

(∫
ω

|∇(wn − vn)|p dx
) 1

p

+

(∫
ω

|(wn − vn)|p dx
) 1

p

≤ K.

Logo, (wn − vn)n∈N possui uma subsequência (wnk − vnk)k∈N tal que

(wnk − vnk)→ h q.t.p. em ω.

Por outro lado, por (3.44) (vnk)k∈N possui uma subsequência (vn
k̃
)k̃∈N tal que

vn
k̃
→ v q.t.p. em ω.

Daí,

(wn
k̃
− vn

k̃
) + vn

k̃
→ h+ v q.t.p. em ω.

Então,

wn
k̃
→ h+ v q.t.p. em ω.

De acordo com a construção feita anteriormente, dados os conjuntos Ω1 ⊂ Ω2 ⊂ ...

tais que Ωn ⊂⊂ Ω, observe o diagrama:

wn1 ∈ Ω1 : w11 w12 ... w1n ...

wn2 ∈ Ω2 : w21 w22 ... w2n ...
...

...
...

. . . w3n ...

wnn ∈ Ωn : wn1 wn2 ... wnn ...
...

...
... ... w3n ...


Daí, pelo argumento de diagonalização existe uma subsequência (wnk)k∈N tal que

wnk → w q.t.p. em Ω.

Por outro lado, por (i) temos que a sequência (wn)n∈N é limitada em Lp(Ω) para todo

1 ≤ p <
N

N − 1
. A conclusão segue do Lema 2.47. 2



73

A seguir apresentamos a seguinte versão da Desigualdade de Kato

(Ver [13, Proposição B.5]).

Proposição 3.14. Seja w ∈ L1(Ω) e h ∈ L1(Ω; ρ0 dx) tais que

−
∫

Ω

w∆ζ dx ≤
∫

Ω

hζ dx ∀ζ ∈ C2
0(Ω), ζ ≥ 0 em Ω.

Então,

−
∫

Ω

w+∆ζ dx ≤
∫

[w≥0]

hζ dx ∀ζ ∈ C2
0(Ω), ζ ≥ 0 em Ω.

Corolário 3.15. Se u e v são soluções do problema (3.23), então o max{u, v} é uma

subsolução.

Prova.

Se u e v são soluções do problema (3.23), então satisfazem (i)− (iii) da De�nição 3.9.

Fazendo w = v−u e h = f(·, v)−f(·, u) podemos aplicar a Proposição 3.14 e obtemos

que

−
∫

Ω

(v − u)+∆ζ dx ≤
∫

[v≥u]

[f(x, v)− f(x, u)]ζ dx ∀ζ ∈ C2
0(Ω), ζ ≥ 0 em Ω.

Tome max{u, v} = u+ (v − u)+, segue que

(i) max{u, v} = u+ (v − u)+ ∈ L1(Ω), pois é soma de funções em L1(Ω);

(ii) Temos que

|f(x,max{u, v})ρ0| ≤ |f(x, u)ρ0|+ |f(x, v)ρ0| ∈ L1(Ω).

Logo, f(·,max{u, v})ρ0 ∈ L1(Ω);

(iii) Além disso,

−
∫

Ω

[u+ (v − u)+]∆ζ dx = −
∫

Ω

u∆ζ dx−
∫

Ω

(v − u)+∆ζ dx

≤
∫

Ω

f(x, u)ζ dx+

∫
[v≥u]

[f(x, v)− f(x, u)]ζ dx

=

∫
[v<u]

f(x, u)ζ dx+

∫
[v≥u]

f(x, v)ζ dx

=

∫
[v<u]

f(x,max{u, v})ζ dx+

∫
[v≥u]

f(x,max{u, v})ζ dx

=

∫
Ω

f(x,max{u, v})ζ dx ∀ζ ∈ C2
0(Ω).
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Portanto, max{u, v} é uma subsolução de (3.23).

2

3.3.4 Resultado Principal

A seguir o enunciado do resultado principal:

Teorema 3.16. Sejam v1 e v2 uma sub e uma supersolução do problema (3.23), respec-

tivamente. Suponha que v1 ≤ v2 e

f(·, v)ρ0 ∈ L1(Ω), ∀v ∈ L1(Ω) tal que v1 ≤ v ≤ v2 q.t.p. (3.48)

Então, existem soluções u1 ≤ u2 do problema (3.23) em [v1, v2] de tal forma que qualquer

solução u de (3.23) no intervalo [v1, v2] satisfaz:

v1 ≤ u1 ≤ u ≤ u2 ≤ v2 q.t.p.

Prova.

Vamos dividir a demonstração em dois passos.

Passo 1.

O problema:

{
−∆u = f(x, u), em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω
(3.49)

possui solução u tal que v1 ≤ u ≤ v2 q.t.p.

Dado (x, t) ∈ Ω× R, de�na

g(x, t) =


v1(x), se t < v1(x),

t, se v1(x) ≤ t ≤ v2(x),

v2(x), se v2(x) < t.

Então, g : Ω× R→ R é uma função de Carathéodory. De fato,

(i) A função g é mensurável na primeira coordenada.

Fixe t e de�na:

Ω1 = {x ∈ Ω; v1(x) > t},
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Ω2 = {x ∈ Ω; v2(x) < t},

Ω3 = {x ∈ Ω; v1(x) ≤ t} ∩ {x ∈ Ω; v2(x) ≥ t}.

Temos que

g(x, t) = v1(x)XΩ1 + v2(x)XΩ2 + tXΩ3

em que XΩ1 , XΩ2 e XΩ3 são as funções características em relação a Ω1,Ω2 e Ω3,

respectivamente. Como os espaços de�nidos são mensuráveis segue que as funções

características, neles de�nidas, também o são. Além disso, v1(x), v2(x) e t ∈ L1(Ω),

logo são mensuráveis. Portanto, g(x, t) é mensurável.

(ii) A função g é contínua na segunda coordenada.

Sejam v1(x) e v2(x) �xados.

� Se t < v1(x) então g(x, t) = v1(x). Logo constante e portanto contínua;

� Se t > v2(x) então g(x, t) = v2(x). Logo constante e portanto contínua;

� Se v1(x) < t < v2(x) então g(x, t) = t, que é uma função contínua;

Basta agora observar o comportamento de g(x, t) nos pontos t = v1(x) e t = v2(x).

Se t = v1(x) temos

lim
t→v+

1 (x)
g(x, t) = lim

t→v+
1 (x)

t = v1(x)

e

lim
t→v−1 (x)

g(x, t) = lim
t→v−1 (x)

v1(x) = v1(x).

Portanto, em t = v1(x), g(x, t) é contínua. Se t = v2(x) é análogo.

Além disso, por (3.48) segue que

g(·, v)ρ0 ∈ L1(Ω) para cada v ∈ L1(Ω).

Agora considere o operador

G : L1(Ω) −→ L1(Ω; ρ0 dx)

v 7−→ g(·, v)

que é contínuo pelo Teorema 3.12.

Considere ainda o operador

K : L1(Ω; ρ0 dx) −→ L1(Ω)

h 7−→ w
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em que w é solução única de {
−∆w = h, em Ω,

w = 0, sobre ∂Ω.
(3.50)

Sejam hn, h ∈ L1(Ω, ρ0 dx) com hn → h em L1(Ω, ρ0 dx). Pelo Teorema 3.13 existem

únicas wn, w ∈ L1(Ω) tais que

−
∫

Ω

wn∆ζ dx =

∫
Ω

hnζ dx ∀ζ ∈ C2
0(Ω) (3.51)

−
∫

Ω

w∆ζ dx =

∫
Ω

hζ dx ∀ζ ∈ C2
0(Ω) (3.52)

Subtraindo (3.51) de (3.52) temos que

−
∫

Ω

(wn − w)∆ζ dx =

∫
Ω

(hn − h)ζ dx ∀ζ ∈ C2
0(Ω).

Daí, novamente pelo Teorema 3.13, segue que

‖wn − w‖L1(Ω) ≤ Cp‖(hn − h)ρ0‖L1(Ω),

já que hn → h em L1(Ω, ρ0 dx), existe n0 tal que n > n0 e

‖(hn − h)ρ0‖L1(Ω) <
ε

Cp
.

De onde segue que o operador K é contínuo. Logo a composição KG : L1(Ω)→ L1(Ω) é

contínua.

Além disso, pela Proposição 3.30 aplicada a f , de�na:

g(x, t) =


f(x, v1(x)), se t < v1(x),

f(x, t), se v1(x) ≤ t ≤ v2(x),

f(x, v2(x)), se v2(x) < t.

Temos que, G(L1(Ω)) = {g(·, v) ∈ L1(Ω; ρ0 dx); v ∈ L1(Ω)} e

v1 ≤ g(·, v) ≤ v2

então ∫
Ω

| g(·, v) | ρ0 dx ≤
∫

Ω

| v1 | ρ0 dx+

∫
Ω

| v2 | ρ0 dx < K,

em que K é uma constante.

Dessa forma, pelo Teorema 3.13 temos que KG é compacto e existe uma constante
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C > 0 tal que

‖K(G(v))‖L1(Ω) ≤ C1‖G(v)ρ0‖L1(Ω) ≤ C ∀v ∈ L1(Ω).

Podemos observar então que o operador KG : BC(0)→ BC(0) é limitado, pois

‖K(G(v))‖L1(Ω) ≤ C,

com BC(0) =: {v ∈ L1(Ω); ‖v‖L1(Ω) ≤ C}. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Schauder

temos que KG possui um ponto �xo u ∈ L1(Ω). Em outras palavras, u satisfaz{
−∆u = g(x, u), em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω.
(3.53)

� A�rmação: u é solução de (3.23) e

v1 ≤ u ≤ v2 q.t.p. (3.54)

É su�ciente mostrar que (3.54) é satisfeita. Vamos mostrar que u ≤ v2 q.t.p.; a prova

da inequação v1 ≤ u q.t.p. é análoga. Note que

g(·, u) = g(·, v2) q.t.p. sobre o conjunto [u ≥ v2].

Aplicando a Proposição 3.14 para w = u− v2 temos que

−
∫

Ω

(u− v2)+∆ζ dx ≤
∫

[u−v2≥0]

(g(x, u)− g(x, v2))ζ dx,

então

−
∫

Ω

w+∆ζ dx ≤
∫

[u≥v2]

(g(x, u)− g(x, v2))ζ dx = 0 ∀ζ ∈ C2
0(Ω), ζ ≥ 0 em Ω.

Ou seja,
∫

Ω

w+∆ζ dx ≤ 0, o que signi�ca que w+ ≤ 0 q.t.p.; então w+ = 0 q.t.p. O que

nos diz que u ≤ v2 q.t.p.

Passo 2.

Existe uma menor e uma maior solução u1 ≤ u2 de (3.23) no intervalo [v1, v2].

Vamos mostrar a existência da solução maior u2, a existência de u1 (solução menor)

é análoga. De�na

A = sup

{∫
Ω

w dx; v1 ≤ w ≤ v2 q.t.p. e w é solução de (3.23)

}
.
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Note que,

v1 ≤ w ≤ v2,

então,

|w| ≤ |v1|+ |v2|

Integrando em ambos os lados∣∣∣∣∫
Ω

w dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|w| dx ≤
∫

Ω

|v1| dx+

∫
Ω

|v2| dx ≤ c1 <∞,

já que v1, v2 ∈ L1(Ω). Portanto, A <∞.

� A�rmação: Se w1, w2 são duas soluções de (3.23) tais que v1 ≤ w1, w2 ≤ v2 q.t.p.,

então (3.23) possui uma solução w tal que

v1 ≤ max{w1, w2} ≤ w ≤ v2 q.t.p. (3.55)

Com efeito, como w1, w2 são soluções de (3.23) pelo Corolário 3.15, max{w1, w2} é uma

subsolução de (3.23). Sendo max{w1, w2} ≤ v2 uma subsolução e v2 uma supersolução de

(3.23), podemos aplicar o Passo 1. De onde segue que podemos encontrar w solução de

(3.23) satisfazendo (3.55).

Sejam φk soluções de (3.23) tais que

∣∣∣∣∫
Ω

(φk − A) dx

∣∣∣∣ < 1

k
.

� Faça w1 = φ1.

� Seja w2 tal que

v1 ≤ max{w1, φ2} ≤ w2 ≤ v2 q.t.p., w2 solução.

Temos que

w2 ≥ w1 q.t.p.;

w2 ≥ φ2 ⇒
∫

Ω

w2 dx ≥
∫

Ω

φ2 dx⇒
∣∣∣∣∫

Ω

(w2 − A) dx

∣∣∣∣ < 1

2
.

� Seja w3 tal que

v1 ≤ max{w2, φ3} ≤ w3 ≤ v2 q.t.p., w3 solução.

Temos que

w3 ≥ w2 q.t.p.;

w3 ≥ φ3 ⇒
∫

Ω

w3 dx ≥
∫

Ω

φ3 dx⇒
∣∣∣∣∫

Ω

(w3 − A) dx

∣∣∣∣ < 1

3
.
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� Seja w4 tal que

v1 ≤ max{w4, φ3} ≤ w4 ≤ v2 q.t.p., w4 solução.

Temos que

w4 ≥ w3 q.t.p.;

w4 ≥ φ4 ⇒
∫

Ω

w4 dx ≥
∫

Ω

φ4 dx⇒
∣∣∣∣∫

Ω

(w4 − A) dx

∣∣∣∣ < 1

4
,

e assim sucessivamente.

Isto é, de acordo com a a�rmação anterior, podemos construir uma sequência não-

decrescente de soluções (wn)n∈N de (3.23) tal que

v1 ≤ wn ≤ v2 q.t.p. e
∫

Ω

wn dx→ A. (3.56)

Pelo Teorema da Convergência Monótona, existe w0 ∈ L1(Ω) tal que wn → w0 q.t.p.,

v1 ≤ w0 ≤ v2 q.t.p. e
∫

Ω

wn dx d→
∫

Ω

w0 dx = A.

Por outro lado, pela Proposição 3.11, a sequência (f(·, wn))n∈N é equi-integrável em

L1(Ω; ρ0 dx). Ou seja, ∀ε > 0, ∃δ > 0 tal que

E ⊂ Ω e | E | < δ ⇒
∫
E

| f(·, wn) | ρ0 dx < ε. (3.57)

Pelo Teorema de Egorov dado δ > 0 existe o conjunto Eδ tal que

µ(Ω) < µ(Eδ) + δ.

Logo,

µ(Ω\Eδ) = µ(Ω)− µ(Eδ) < δ. (3.58)

Daí, ∫
Ω

| f(·, wn)− f(·, w0) | ρ0 dx =∫
Ω\Eδ

| f(·, wn)− f(·, w0) | ρ0 dx︸ ︷︷ ︸
(I)

+

∫
Eδ

| f(·, wn)− f(·, w0) | ρ0 dx︸ ︷︷ ︸
(II)

.

Por (3.58) e (3.57)

(I) ≤
∫

Ω\Eδ
| f(·, wn) | ρ0 dx+

∫
Ω\Eδ

| −f(·, w0) | ρ0 dx <
ε

3
+
ε

3
=

2ε

3
.
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Pelo Teorema de Egorov, para n > n0

| f(·, wn)− f(·, w0) |< ε

3|Eδ|
.

Integrando,

(II) =

∫
Eδ

| f(·, wn)− f(·, w0) | ρ0 dx ≤
ε

3|Eδ|

∫
Eδ

dx =
ε

3
.

Portanto, ∫
Ω

| f(·, wn)− f(·, w0) | ρ0 dx <
2ε

3
+
ε

3
= ε.

Dessa forma,

f(·, wn)→ f(·, w0) em L1(Ω; ρ0 dx).

Então, w0 é solução de (3.23) e ∫
Ω

w0 dx = A.

De onde concluimos que w0 é a maior solução de (3.23) no intervalo [v1, v2]. De fato,

seja w1 ≤ v2 uma solução de (3.23). Então, pelo Corolário 3.15 max{w1, w0} ≤ v2 é uma

subsolução de (3.23). Pelo Passo 1 existe w′ solução de (3.23) tal que max{w1, w0} ≤
w′ ≤ v2. Daí, A >

∫
Ω

w′ dx >

∫
Ω

w0 dx = A, contradição.

2
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APÊNDICE A -- Resultados de Regularidade e

Estimativas

Sobre o domínio Ω ⊂ Rn e u ∈ C2(Ω), considere os operadores diferenciais elípticos

de segunda ordem da forma

Lu = −aij
∂2

∂xj∂j
u+ bi

∂

∂xi
u+ cu, (A.1)

ou na forma

Lu = − ∂

∂xi

(
aij

∂

∂xj
u

)
+ cu, (A.2)

com coe�cientes limitados aij = aji, bi, e c satisfazendo a condição de elipticidade

aijξiξj ≥ λ|ξ|2

com uma constante uniforme λ > 0, para toda ξ ∈ Rn.

Teorema A.1. Suponhamos que h ∈ W k,p
loc (Ω), k ≥ 0, 1 < p < ∞, L operador da forma

(A.1) e que u ∈ H1(Ω) seja uma solução fraca do problema

L∗u = h(x) em Ω

no seguinte sentido ∫
Ω

uLv dx =

∫
Ω

hv dx, ∀v ∈ C∞c (Ω).

Então,

u ∈ W k+2,p
loc (Ω),

e, além disso

‖u‖Wk,p(ω) ≤

(
n∑
i=1

‖hi‖Wki,p(U) + ‖u‖Lp(U)

)
.

(Neste caso, consideramos L∗ o operador adjunto.)

Prova.
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Vide Agmon [2, Teorema 7.1']. 2

Teorema A.2. (Sobolev-Morrey) Seja Ω ⊂ Rn um aberto limitado com fronteira

Lipschitz, k ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞. Se 0 ≤ m < k − n

p
< m+ 1, então

W k,p ↪→ Cm,α(Ω), para 0 ≤ α ≤ k −m− n

p
.

Prova.

Vide Struwe [55, Teorema A.5]. 2

Observação A.1. Dado p ≥ q se |µ| <∞, então

Lp(Ω) ↪→ Lq(Ω).

Teorema A.3. Seja L operador elíptico do tipo (A.1) com coe�cientes contínuos aij.

Suponha que u ∈ W 2,p
loc (Ω) satisfazendo Lu = f em Ω com f ∈ Lp(Ω), 1 < p <∞. Então

para qualquer Ω′ ⊂⊂ Ω temos

‖u‖W 2,p(Ω′) ≤ C
(
‖u‖Lp(Ω) + ‖f‖Lp(Ω)

)
.

Se Ω é de classe C1,1, e se existe uma função u0 ∈ W 2,p(Ω) tal que u − u0 ∈ W 1,p
0 (Ω),

então

‖u‖W 2,p(Ω′) ≤ C
(
‖u‖Lp(Ω) + ‖f‖Lp(Ω) + ‖u0‖W 2,p(Ω)

)
.

Prova.

Vide Struwe [55, Teorema B.2]. 2

Teorema A.4. (Imersão de Sobolev) Seja Ω ⊂ Rn um aberto de classe C1 com ∂Ω

limitada. As seguintes inclusões são contínuas.

(i) se 1 ≤ p < n, então W 1,p(Ω) ↪→ Lp
∗
(Ω),

(ii) se p = n, então W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω),

(iii) se p > n, então W 1,p(Ω) ↪→ L∞(Ω),

∀q ∈ [p,+∞) e
1

p∗
=

1

p
− 1

n
.

Prova.

Vide Brezis [11, Corolário 9.14]. 2
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APÊNDICE B -- Princípio do Máximo

Teorema B.1. Sejam L operador elíptico da forma (A.1) e u ∈ C2(Ω)∩C1(Ω) satisfazendo

Lu ≥ 0 em Ω, e u ≥ 0 sobre ∂Ω.

Além disso, suponha que exista h ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) tal que

Lh ≥ 0 em Ω, e h > 0 sobre Ω.

Então u > 0 em Ω, ou u = βh para algum β ≤ 0.

Prova.

Vide Struwe [55, Teorema B.4]. 2

Para soluções fracas de equações elípticas temos o seguinte teorema análogo:

Teorema B.2. Sejam L operador elíptico da forma (A.2) e L operador de Dirichlet

de�nido positivo sobre W 1,2
0 (Ω) de forma que

L(u, u) > 0 para toda u ∈ W 1,2
0 (Ω), u 6= 0.

Então, se u ∈ W 1,2
0 (Ω) satisfaz fracamente Lu ≥ 0 de forma que

L(u, ϕ) ≥ 0 para toda ϕ ∈ W 1,2
0 (Ω), ϕ ≥ 0,

e u ≥ 0 sobre ∂B, em que B = BR(0) ⊂ Rn segue-se que u ≥ 0 em Ω.

Prova.

Vide Struwe [55, Teorema B.6]. 2
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APÊNDICE C -- Existência de Soluções Fracas

Teorema C.1. Existe γ ≥ 0 tal que

µ ≥ γ

e para cada função

f ∈ L2(Ω),

existe uma única solução fraca u ∈ W 1,2
0 (Ω) do problema{

Lu+ µu = f, em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω.
(C.1)

Prova.

Vide Evans [20, Teorema 3, Capítulo 6]. 2

Teorema C.2. Para cada função f ∈ L2(Ω) existe uma única solução fraca u ∈ W 1,2
0 (Ω)

do problema {
Lu = f, em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω.
(C.2)

Prova.

Vide Evans [20, Teorema 4, Capítulo 6]. 2
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APÊNDICE D -- Diferenciabilidade

De�nição D.1. Dado U um abeto do espaço de Banach X seja ϕ : U → R. O funcional

ϕ é Gateaux diferenciável em u ∈ U se existe f ∈ X ′, tal que para todo h ∈ X

lim
t→0

ϕ(u+ th)− ϕ(u)− 〈f, th〉
t

= 0.

Se o limite acima existir, ele é único e a derivada de Gateaux em u será denotada por

ϕ′(u), e dada por

〈ϕ′(u), h〉 = lim
t→0

ϕ(u+ th)− ϕ(u)

t
.

O funcional ϕ é diferenciável a Fréchet em u se existe f ∈ X ′

lim
h→0

ϕ(u+ h)− ϕ(u)− 〈f, h〉
‖h‖

= 0.

Se ϕ é diferenciável a Fréchet e é contínua em U então ϕ ∈ C(U,R).

Observação D.1. Vamos estimar

∣∣∣∣ ζ(x)

ρ0(x)

∣∣∣∣.
De�na o conjunto

Ωδ := {x ∈ Ω; ρ0(x) < δ}.

Consideremos dois casos:

1º Caso) Se x ∈ Ω\Ωδ existem constantes K1, K2 tais que

K1 ≤ ρ0(x) ≤ K2.

Então,
ζ(x)

K2

≤ ζ(x)

ρ0(x)
≤ ζ(x)

K1

.

De onde segue que

∣∣∣∣ ζ(x)

ρ0(x)

∣∣∣∣ ≤ K‖ζ(x)‖L∞(Ω\Ωδ), com K constante.

2º Caso) Dado x0 ∈ ∂Ω, seja γ um caminho diferenciável tal que γ(0) = x0 e γ′(0) = v,
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com v 6= 0. Daí,

lim
x→x0

∣∣∣∣ ζ(x)

ρ0(x)

∣∣∣∣ = lim
t→0

∣∣∣∣ [ζ(γ(t))]′

d(γ(t), x0)′

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∇ζ(x0)v

∇ρ0(x0)v

∣∣∣∣
=

lim
t→0

∣∣∣∣ζ(x0 + tv)− ζ(x0)

t

∣∣∣∣
lim
t→0

∣∣∣∣d(x0 + tv, x0)

t

∣∣∣∣
= lim

t→0

∣∣∣∣ζ(x0 + tv)− ζ(x0)

|tv|

∣∣∣∣
≤ K ′

|∇ζ(x0)||v|
|v|

= K ′|∇ζ(x0)|.

Isto é, para cada x ∈ Ωδ

lim
x→x0

∣∣∣∣ ζ(x)

ρ0(x)

∣∣∣∣ ≤ K ′‖∇ζ(x)‖L∞(Ωδ).

Pela compacidade de ∂Ω, esta pode ser coberta pela cobertura �nita

n⋃
i=1

B(xi, δi), xi ∈ Ωδ.

Dessa forma, para cada xi ∈ Ωδ∣∣∣∣ ζ(xi)

ρ0(xi)

∣∣∣∣ ≤ |∇ζ(xi)|+ ε.

Portanto, ∣∣∣∣ ζ(x)

ρ0(x)

∣∣∣∣ ≤ ‖∇ζ(x)‖L∞(Ωδ) + ε.

Daí, ∣∣∣∣ ζ(x)

ρ0(x)

∣∣∣∣ ≤ C
(
‖ζ(x)‖L∞(Ω\Ωδ) + ‖∇ζ(x)‖L∞(Ωδ)

)
≤

(
‖ζ(x)‖L∞(Ω) + ‖∇ζ(x)‖L∞(Ω)

)
,

em que C = max
{

1, K, ε
‖ζ(x)‖L∞(Ω\Ωδ)

}
.
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