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RESUMO

Passados mais de 60 anos da sua formulacio inicial, o método de Dirac-Bergmann para hamil-
tonizacdo de sistemas lagrangianos singulares continua sendo uma ferramenta poderosa para
andlise e investigacdo de modelos atuais de fisica teérica. Como motivacdo, apresentaremos
varios exemplos onde o método € utilizado e o descreveremos em detalhes em uma sequén-
cia de passos. O objetivo central deste trabalho serd entdo apresentar uma série de aplicagdes
distintas do método de Dirac, incluindo a busca de simetrias locais para teorias singulares, a
construcdo da proposta de relatividade especial dupla de Magueijo-Smolin, a formulacdo da
mecanica cldssica com invariancia de reparametrizacdes e sua quantizagdo e por fim, discutire-
mos um modelo semicldssico mecanico que, quando quantizado, reproduz a equagao de Dirac.

Palavras-chave: Teorias singulares; Simetrias de calibre; Quantizacdo canodnica; Relativi-
dade especial dupla; Equagao de Dirac.



ABSTRACT

After more than 60 years of its initial development, the Dirac-Bergmann method for hamilto-
nization of constrained systems is still a powerful tool for analysis and investigation of modern
theoretical models. As a motivation, we shall present several models where the method is ap-
plied, then we will describe it in details, with a sequence of steps. The main objective of this
work is to provide distinct applications of the Dirac method, including the search for local
symmetries of singular theories, the construction of the Magueijo-Smolin doubly special relati-
vity proposal, the formulation of classical mechanics with reparametrization invariance and its
quantization and finally, we discuss a semiclassical mechanical model that produces the Dirac
equation through quantization.

Keywords: Singular theories; Gauge symmetries; Canonical quantization; Doubly Special
Relativity; Dirac equation.
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1 INTRODUCAO

Passados mais de 60 anos dos trabalhos de Dirac [1] e Bergmann [2, 3], onde eles colocam
as bases da hamiltoniza¢@o de sistemas vinculados e a sua relagcdo com a invariancia local dos
modelos [4], temos ainda motivos de sobra para escrever uma tese baseada nesta poderosa
ferramenta: muitos modelos bem sucedidos de fisica tedrica sdo descritos por uma Lagrangiana
singular L(¢*,4?) (ou densidade Lagrangiana no caso de teorias de campo), i.e., det% =0,
que apresenta vinculos, ou seja, equagdes da forma ®(g, p) = 0 ao construirmos o formalismo
Hamiltoniano correspondente. De fato, vamos considerar abaixo varios exemplos que vao servir
de motivagdo para a estrutura em que este trabalho dispde-se, a saber, descreveremos o método

de Dirac, seguido de vdrias aplicacdes nas mais diferentes éreas [5, 6, 7, 8].
a) Mecanica Classica

Considere a acao

m [ dx\> .
S:/dt E(E) V@], (1.1)

que descreve uma particula massiva no potencial V. Podemos escrevé-la de forma equivalente
usando a representacdo paramétrica x'(7), ¢(7) da trajetéria x'(¢). Neste caso, obtemos a se-
guinte a¢do invariante por reparametrizagdes T — 7' = f(7),

S= /dr {m(jy —iV(Ec’)} , (1.2)

— da
= i

tratando de um sistema singular, que apresenta o seguinte vinculo,

onde a Passando ao formalismo Hamiltoniano [9], imediatamente vemos que estamos

1 —_
pz+%p2+V=0. (1.3)

p: € p sdo os momentos conjugados as varidveis independentes 7 e X. Mais a frente daremos
os detalhes destes cdlculos e veremos que este modelo simples pode ser usado para obtermos a

equacdo de Schrodinger [6].
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b) Mecanica Quantica

E possivel mostrar que a equacdo de Schrédinger pode ser originada da Lagrangiana singu-
lar [10],

n, 1 1
— [ad* |26+ 202 1~ o(A—V)o|. 1.4
5= x| 362+ o>+ oV (14
A metodologia de trabalho € a seguinte: dada a equagdo de Schrodinger,

2 2 . . . .
onde A = %# e V(x') é o potencial independente do tempo, escrevemos ¥ = ¢ + ip, com

@ e p duas funcdes reais de x’ e ¢. (1.5) é entdio equivalente ao sistema,
hg =—(A=V)p, (1.6)

hp=(A—V)o. (1.7)

Com efeito, basta substituir y = @ +ip de volta na equacdo de Schrodinger e comparar as partes
real e imagindria de ambos os lados da equag¢do. Buscamos entdo uma solucdo para (1.5) na

forma,
y=—(A—V)¢+ihd, (1.8)
onde ¢ & alguma fungio de x’ e 1. W serd solugio da equacdo de Schrodinger se ¢ satisfizer,
o+ (A-V)*p =0. (1.9)

Voltamos agora as equacdes de movimento para a agdo (1.4),

e —(A—V)p =0, (1.10)

0o=—(A-V)o. (1.11)

Logo, ¢ satisfaz (1.9), como desejado. Basta agora escrever y a partir de (1.8) usando ¢. Por
construcdo, Y satisfaz a equacdo de Schrodinger e foi obtida a partir de um sistema vinculado

(aequacgdo (1.11) € um vinculo da teoria).
¢) Eletromagnetismo

Mais um exemplo cldssico do uso de um sistema singular para sua descricao € o Eletromag-
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netismo. O principio de agdo minima aplicado a densidade Lagrangiana,

1
L =~ FuyF* (1.12)

fornece parte das equacdes de Maxwell sem fontes. As equacdes restantes sdo obtidas direta-

mente pelas defini¢Oes,

B, = sijk8jAk, (1.13)
E; = 0iAg — QoA;. (1.14)

Aqui Fyyy = dyAy — dvAy, Ay = Ay (x) € o quadrivetor potencial e E;, B; sdo as componentes dos
campos elétrico e magnético. Se tentarmos escrever o formalismo Hamiltoniano, encontramos

inicialmente,

po=20, (1.15)
Como veremos adiante, o método de Dirac revela também o vinculo

dipi =0, (1.16)

onde p, sdo os momentos conjugados a A¥. Como veremos adiante, estes vinculos estio dire-

tamente relacionados com a simetria local presente no modelo,
onde o = o (x) é uma fungdo arbitraria.
d) Yang-Mills

A teoria de Yang-Mills [11] pode ser descrita pela densidade Lagrangiana singular,
1
Z:—ZFﬁVF““V, (1.18)

onde Fjj,, = dyAj, — 8VAZ +ig f“bCAZAf,. Z tem invariincia global sob a¢ao do grupo SU(N) e

o campo Ay assume valores na dlgebra de Lie correspondente, com geradores 77,
Ay =A T (1.19)

£ sdo as constantes de estrutura. Assim como no caso do Eletromagnetismo, o modelo de
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Yang-Mills apresenta dois vinculos no formalismo Hamiltoniano,

pe=0, (1.20)
31']9? i l-gfabcp?Alg’ =0. (1.21)

Neste caso também mostraremos mais a frente que os vinculos estao diretamente relacionados

com a simetria local presente no formalismo Lagrangiano,
a la a ac £¢
AL — A :A“—i—Dqu , (1.22)

onde D = 5 Oy —ig f“"bAZ ¢ a derivada covariante.

e) Relatividade Geral

Historicamente, a teoria da gravitacdo foi um dos pontos iniciais para o desenvolvimento e
constru¢do do formalismo dos sistemas vinculados ja que apds a construcao da Eletrodinamica
Quantica, a proxima teoria a ser quantizada seria a gravitacdo [12]. O ponto inicial para a quan-
tiza¢do candnica seria entdo construir a formulagdo Hamiltoniana a partir de uma determinada

Lagrangiana. A a¢d@o para o campo gravitacional na auséncia de matéria, proposta por Einstein

e Hilbert foi,

4
167:G/d xv/—gR, (1.23)

onde g,y € a métrica, g = detgyy e R € o escalar de curvatura. O principio da a¢do minima

fornece as equacdes de Einstein na auséncia de matéria,

1

Podemos reescrever S em fungao da métrica e das conexdes,
S— /d4x {1 [T TPy = Thpu TP | + RV 3y — 0T b7y, (125)
onde "V = \/—gghV e T; é o termo de superficie,
T, = / d*xdy (WVT* 1y — hYATH, ). (1.26)

Para passar para o formalismo Hamiltoniano encontramos por exemplo os vinculos,

0.7

[lV = ————— =
n 5 (00g™) 0, (1.27)
0¥ 1 1
uv, — ooV s0, _ —, u0sv_ ~ Ovsu
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onde g"v e T",, sdo tratados como varidveis independentes. Naturalmente esperamos mais

vinculos na teoria jd que deve valer a relacdo entre a métrica e a conexao,

1
Fluv = Eg/lp (avgpu + augpv - apguv)- (1.29)

Nao desenvolveremos todo o formalismo aqui. A ideia € ressaltar mais uma teoria fundamental
que pode ser descrita por meio de um sistema vinculado. Para deixar claro qual o motivo
de se tratar a gravitagdo usando o formalismo de Dirac para sistemas vinculados, observamos
que ¢é invariante sob transformagdes de coordenadas arbitrarias x* — x"*(x). Assim como nos
exemplos anteriores esta invariancia estd relacionada com a presenca de vinculos no formalismo

Hamiltoniano [13].
f) Teoria de Cordas e Membrana

A estrutura formal da teoria de cordas e membranas € muito similar. A primeira varre uma
superficie bidimensional com o passar do tempo enquanto a segunda varre um volume. As

acOes naturais para cada um dos exemplos sdo, para a corda,
1
Se=— / dodt [(XX')* - X?X"?]? (1.30)

onde X* = %, XM= %, XX =nuXHX Ve 0, T parametrizam a drea descrita pela evolucdo

da corda. Para a membrana,
S = [dE(-n)}, (131)

onde & = (7,01, 02) parametriza o volume descrito pela evolugdo da membrana e h;; = d; X" d;X,;.
Em ambos os casos consideramos os objetos imersos no espaco de Minkowski X*. Tanto para
a corda como para a membrana estdo presentes vinculos no formalismo Hamiltoniano ligados

com a invariancia de reparametrizacdo dos modelos [14].
g) Teorias de Calibre

Suponhamos que um modelo de teoria de campo seja descrito por uma densidade Lagrangi-
ana .Z e que ela seja invariante sob a agdo de um grupo de simetrias globais (isto €, os parame-
tros da simetria sdo constantes). E possivel reformular a teoria para que ela seja invariante pelo
mesmo grupo mas com parametros locais. Para isso, uma interagdo com um campo vetorial,
que chamaremos campo de calibre, € introduzida. Essa prescricdo de impor invariancia local
para determinada teoria € chamada Principio de Gauge [15, 16]. Teorias que sdo construidas

com invariancia local sdo chamadas Teorias de Calibre ou de Gauge. Para ver como o principio
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funciona, considere modelo descrito por,
= l/?iF“&ul//—mll_/l//, (1.32)

que descreve um campo espinorial massivo livre. Notemos que a equa¢do de movimento para a

varidvel ¥ (considerada independente de y) € a equacdo de Dirac,
(iTHdy —m)y =0. (1.33)
A teoria € invariante sob a a¢do do grupo U(1),

v =y =%y, (1.34)
V= =y, (1.35)

onde o é uma constante real. Seguindo a proposta do principio de gauge, impomos que o

modelo seja invariante sob a transformacao local,
v — Y =Wy (1.36)
Neste caso, oc = o¢(x) é uma fungdo arbitraria de x*. Temos,
Ay’ =9y +idya)y. (1.37)

A invariancia é quebrada pela presenca do termo dy ¢t. Para que tenhamos de fato invaridncia,
vamos introduzir o objeto Dy, = dy, —iA, no lugar da derivada d;;, onde A, é um campo vetorial.
Para que tenhamos £ = ", deve ocorrer Dy y' = Dy, com D), = dy — iA},. Vamos entio

determinar qual deve ser a regra de transformagio para A :
Dy = (dy— l-A/u)(eia(x) y) = ei“(")(c}’uw+ ooy —iALy). (1.38)

Logo, A}, = Ay +dya e teremos Dy y' = ¢'*) Dy, como querfamos. Chamaremos D, = d, —
iAy de derivada covariante, em analogia com a derivada covariante que aparece na Relatividade
Geral. Ay faz o papel da conexdo. A analogia acaba quando tentamos escrever A, como
combinacdo de objetos mais bésicos da teoria: na Relatividade Geral a conexao € escrita em
funcdo da métrica e suas derivadas, veja a formula (1.29) [16]. Escrevemos agora a densidade

Lagrangiana com a substitui¢do d,, — Dy,

onde .Z,; = YI'"A, v é a Lagrangiana de interacdo de y com o campo vetorial Ay, como

descrito anteriormente. Acrescentando a 2" um termo que contenha a dindmica para Ay, que
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seja também invariante sob a transformacgdo local imposta, a saber —}‘Fqu 1V obtemos a Ele-
trodindmica Quantica (QED) [17]. Um outro exemplo de teoria de calibre descrita por uma
Lagrangiana singular é o Modelo Padrao de fisica de particulas. Seu grupo de simetrias (locais)
é 0 SU(3) x SU(2) x U(1), que estdo relacionados com as interagdes forte, fraca e eletromag-
nética. Para ver como o Modelo Padrao € construido com base no principio de gauge, veja [17]
(em particular, o primeiro Capitulo explica de forma clara e simples a quebra espontinea de
simetria local e o mecanismo de Higgs para geracdo de massa). Referéncias mais recentes e
pedagdgicas podem ser encontradas em [18] e [19]. A razdo de termos citado aqui teorias de
calibre vem pelo seguinte resultado [20], se uma teoria Lagrangiana apresenta invariancia lo-
cal, entdo ela é, em primeiro lugar, singular e segundo, apresenta vinculos (de primeira classe)
no formalismo Hamiltoniano. O inverso também € vdlido: se uma teoria apresenta vinculos
(de primeira classe) no formalismo Hamiltoniano, entdo a Lagrangiana correspondente possui

invariancia local.
h) Particula Relativistica Livre

Vamos agora considerar o dltimo exemplo de um modelo descrito por um modelo singular,

a particula relativistica livre. Consideremos a seguinte a¢ao,

S= —mc/dT\/—T]“v)‘C”)‘CV, (1.40)
dxt

onde x* = %= e Nuy = diag(—1,+1,+1,+1). S possui invaridncia de reparametrizagdes T —
7/(7) e quando definimos 0 momento conjugado a x* para passar ao formalismo Hamiltoniano,

encontramos um vinculo,

oL i 1
mc u =T= —(p”p“+m202) =0, (1.41)

P an = i 2

que nada mais € que a relacdo de dispersdo de energia-momento que toda particula massiva

obedece. Nos exemplos anteriores, apesar de ter sido mencionado, ndo fica claro como relaci-
onar os vinculos da teoria com a simetria local. No caso da particula relativistica podemos ver

explicitamente que o vinculo gera a transformacdo de simetria,

xH
uo_ — U
oM =¢ i e{x ,T}|pu_>8%, (1.42)

onde € = €(x) é uma fungdo arbitraria de x*. Adiante voltaremos neste ponto: vamos descrever
um método de obten¢do de simetrias locais para teorias singulares tanto para o caso discreto

[21, 22] quanto para o caso continuo [5].

Com todos estes exemplos apresentados fica claro como o método de Dirac ainda € atual e
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serve como um importante aparato para andlise de sistemas singulares em diversas areas. Esta
tese é baseada exatamente nisto: no Capitulo 2 faremos uma revisdo do método de Dirac para
fixar a notacdo e nomenclatura que serd utilizada no texto. Discutiremos também a interpretacao
para teorias singulares. Na sequéncia, descreveremos o método tanto para sistemas mecanicos
discretos quanto para teorias de campo. No segundo caso, levantaremos algumas novidades que
ndo estdo presentes para sistemas com um nimero finito de graus de liberdade. Como objetivo

principal desta tese, apresentaremos diversas aplicacdes do método de Dirac, a saber,

1. Sugerimos durante a discussdo conduzida até aqui que as simetrias locais de uma La-
grangiana singular estdo relacionadas com os vinculos (de primeira classe) presentes no
formalismo Hamiltoniano. A luz disso, foi desenvolvido um método construtivo de ob-
tencdo de simetrias locais para uma teoria singular [21, 22]. Partindo de uma Lagran-
giana singular, constroi-se uma Lagrangiana estendida, equivalente a inicial através de
métodos algébricos e em termos das quantidades da formulacao inicial. Os geradores das
simetrias da teoria estendida sdo os proprios vinculos (de primeira classe) da formulagdo
inicial. Ap6s uma revisdo do método de obtencdo de simetrias descrito, discutiremos em
detalhes sua aplicagdo para teorias de campo, com aplicacdes para o Eletromagnetismo,

Yang-Mills e modelo de Sigma ndo linear [5].

2. Discutiremos uma maneira de obter as regras cinemdticas da Relatividade Especial Dupla
[23, 24, 25, 26] (para uma revisdo recente, veja [27]), incluindo a relagdo de dispersao
deformada de energia-momento e a transformacdo de Lorentz ndo linear dos momentos.
Partimos de uma Lagrangiana singular invariante sob a a¢do do grupo SO(1,4). A rela-
¢do de dispersdo deformada aparece quando fixamos um calibre especifico. A regra de

transformacdo dos momentos surge quando impomos a covariancia do calibre escolhido

[8].

3. Mostraremos que € possivel obter a equacio de Schrodinger a partir de uma reformulagdo
do paradigma da quantizacio candnica, onde espaco e tempo sdo quantizados. Usamos
uma Lagrangiana singular com invariincia de reparametrizacdes, construida usando a
forma paramétrica da trajetéria da particula (veja (1.1) e (1.2)). O vinculo do modelo,

imposto sobre o vetor de estado, fornece a equacdo de Schrodinger [6].

4. Construiremos um modelo semicldssico que descreve uma particula relativistica com
spin. Usamos varidveis de momento angular para parametrizar o espaco do spin, que
€ construido a partir de vinculos presentes no formalismo Hamiltoniano correspondente.

A quantiza¢do do modelo leva a equacao de Dirac e as matrizes gama [7].
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2  METODO DE DIRAC PARA SISTEMAS VINCULADOS

Faremos agora uma revisao do método de Dirac para sistemas vinculados [1, 20, 28, 29]. O
método consiste em uma receita de como partir de uma Lagrangiana singular L e obter o forma-
lismo Hamiltoniano H correspondente. A transicdo L — H damos o nome de hamiltonizacdo. O
método revela a estrutura da teoria, que além de conter equacgdes diferencias, apresenta também
equagdes algébricas envolvendo as varidveis de configuracido g e os momentos p. Lembramos

ainda que os formalismos L e H sdo equivalentes [20].

Dividiremos o Capitulo em quatro partes. Na primeira, descreveremos o método detalha-
damente para sistemas mecanicos com um ndmero finito de graus de liberdade. A interpretacdo
para teorias singulares serd dada na segunda. Na terceira parte usaremos um sistema de massas
e molas para caracterizar a transi¢ao de um sistema mecénico discreto para um continuo. Por
fim, na quarta parte discutiremos o método de Dirac para um sistema com infinitos graus de
liberdade.

2.1 HAMILTONIZACAO DE SISTEMAS COM NUMERO FINITO DE GRAUS DE
LIBERDADE

Seja L(¢”,¢®) a Lagrangiana de uma teoria singular, isto &,

2
OL 1<l @.1)

pOStOW = [l] [

definida no espaco de configuracdes parametrizado por ¢*;A = 1,..., [A].!

%L
d¢hdgP

. 2148 P . . . . 2
que determina o posto da dltima é formada pelas [i] primeiras linhas e colunas de aqu—anB' Neste

Do inicio podemos supor [30], sem perda de generalidade, que a submatriz da matriz

caso, o conjunto de indices A fica dividido da seguinte maneira: A = (i,a), onde i = 1,...,[i] e

o=i+1,..,][A]

!'A notacio [A] significa que o indice A corre os valores inteiros de 1 até [Al].
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Primeiro passo: momentos canonicos e vinculos primarios.

Introduzimos os momentos,

aL

pPA = W’ (2.2)
ou entao,
oL
pi= EXe (2.3)
JL
Pa = W- 2.4)

Estas equagdes sdo consideradas equagdes algébricas para determinarmos o ndmero maximo
possivel de velocidades ¢ em fungﬁo dos ¢’s e p’s. De acordo com o teorema da aplicacdo
implicita [31] (e a condigdo rank57=-5 qA a — = [i]) podemos obter [i] velocidades em fungdo dos ¢’s,

p’s e ¢’s restantes, ou seja,

JdL

pi= 52 d =v(q"pjd%). (2.5)
q'
E imediata a seguinte identidade,
oL
Pi= 54 (2.6)
2%
Substituindo as solucdes (2.5) em (2.4), obtemos,
JL JL
Pa =54 = 9a(q:P) =Pa— 54 =0. (2.7)
dg* aG*| . . .
q'=vi(q*.pj,q*)

Notemos que as fungdes @y (g, p) ndo dependem de ¢*. De fato, se isto ocorresse poderiamos
usar a equacdo (2.6) para obter mais uma velocidade ¢ em fungﬁo dos ¢’s, p’s e ¢ restantes,

contrariando o teorema da aplicacao implicita, ja que rank==-5 % A a = = [i].

Assim, até agora temos:

oL
PA= 5ox <4 =v(q",1;,4%); 0a(q,P) = Pa— fald®,p)) (2.8)

onde

oL
falq®,p)) =9 . (2.9)

Gi=vi(q*,p;,q*)
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Obtivemos fungdes das varidveis g € p que ndo envolvem derivadas temporais. Chamaremos

0 (g, p) vinculos primdrios.
Segundo passo: Hamiltoniana H, do sistema singular.

Definimos a Hamiltoniana Hy do sistema singular da seguinte maneira,

def )
o™ (pad -1)| . (2.10)
( ) ql:Vl(qAapjaq-a)vpa:fa(qAapj)
Por construcio Hy nio depende das velocidades ¢*. De fato, a dependéncia com ¢’ desapa-

rece pois usamos as solucdes (2.5) na defini¢do de Hy. Para ver que Hy também ndo depende

de g%, fazemos:

dHy oV oL| V'  JL
— = pi——— —_— == . 2.11
9qe ~ Pigga TPeT 54| G4@ T 9q%| -11)
Vi v
Usando a identidade (2.6) e a definicdo (2.9),
J0H,
szpa— % = 0. (2.12)

Notemos também que, por construcdo, Hy = Ho(q", p).
Terceiro passo: Hamiltoniana completa H no espaco de fase estendido.

Consideremos o espaco de fase estendido parametrizado por,

(qA(T),pA(’C),v“(”L')). (2.13)

Definimos a Hamiltoniana completa do sistema singular no espaco de fase estendido da seguinte

maneira,

H(q",pa,v™) = Ho(q",pj) +v*a(q”, pa,) (2.14)

onde os v* sdo chamados multiplicadores de Lagrange e aparecem em nimero igual ao niimero

de vinculos primarios.
Quarto passo: Paréntesis de Poisson no espaco (¢, ps,v%).

Dadas duas fungdes A = A(q, p,v) e B = B(q, p,v) definidas no espaco (¢*, p4,v*), o pa-

réntesis de Poisson de A e B € definido por,

gy 2A 9B 04 9B
" 0qh dpa Opa dgt

(2.15)
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Quinto passo: Equacoes de movimento hamiltonianas.

No espago (¢, pa,v*) de 2[A] + [«] dimensdes construimos as seguintes equagdes,

¢ ={¢" H} = {¢" Ho+ v} = {¢* . Ho} +v*{q", 0} = %’4 (2.16)

oH
Pa={pa,H} ={pa.Ho+v* 0o} = {pa,Ho} +v*{pa,da} = Pt (2.17)

dal(q”, pa) =0. (2.18)

Como j4 citamos anteriormente, as formulacdes Lagrangiana e Hamiltoniana sdo equiva-
lentes [20]. Observemos contudo que no formalismo Hamiltoniano, as equagdes diferenciais
estdo na sua forma normal, isto é, a derivada de maior ordem esta isolada (lhs de (2.16) e

(2.17)). Isto ndo ocorre no formalismo Lagrangiano. Com efeito, se escrevermos as equagoes

de Euler-Lagrange,
JL d [ JL
“ _ 2 [ =) =0 Muri®P =K 2.19
onde,
J°’L
Myp=————= 2.20
AB anaq.Ba ( )
oL ’L
Ky (2.21)

“ ¢ 9gFagh T
entdo concluimos imediatamente que ¢ ndo fica isolada em (2.19) pois detMyp = 0 ja que do
comego consideramos o sistema com sendo singular. Notemos também que além de equacdes
diferenciais, o método revelou que parte das equagdes de movimento sao dadas por [@] equagdes

algébricas: ¢, = 0, que também nio € evidente no formalismo Lagrangiano.

Pode acontecer que existam mais equagdes algébricas na teoria, além das [o] j4 encontradas.
Para ver como elas podem aparecer, vamos substituir o sistema de equacdes (2.16), (2.17) e

(2.18) pelo sistema abaixo,

¢ ={q" H}, (2.22)

pa={pa,H}, (2.23)
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¢a(q,p) =0, (2.24)

{¢a,H} =0. (2.25)

Eles sdo equivalentes. De fato, é imediato que qualquer solucdo do sistema acima € também
solucdo do sistema (2.16), (2.17) e (2.18). Por outro lado, se ¢* = x*(7) e ps = m(7) é solucdo
de (2.16), (2.17) e (2.18), entdo ¢ (x* (1), Ma(7)) = 0. Assim,

d
0= ~-0a((1),m(1)) = {9a, H} = 0= {90, H}. (2.26)
Este resultado nos leva ao,

Sexto passo: Trocar o sistema (2.16), (2.17), (2.18) pelo sistema (2.22), (2.23), (2.24),
(2.25).

Como mostramos a equivaléncia entre os dois sistemas acima, ¢ questdo de conveniéncia

usar um ou outro. Usaremos o segundo € vamos mostrar no proximo passo que a equacao,

{¢a,H} =0 (2.27)

pode trazer novas equagdes algébricas, ou seja, novas equacgdes de vinculo ao sistema. A equa-
cdo (2.27) apresenta uma interpretacao simples: € natural pensar que um vinculo é preservado

para todo instante de tempo, ou seja, sua evolucdo temporal é dada por,
d
%q)a ={¢q,H} =0. (2.28)

Sétimo passo: Analise das equacdes {¢q,H} = 0.

Temos,
0={¢a,H} = {9a,Ho} +V/{¢a.95}. (2.29)

Definindo,
{¢a,Ho} = Hg, (2.30)
{00, 05} = Ap; (2.31)

as equagoes (2.29) tomam a forma,

AgpVP = —H. (2.32)
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7.1) detAaB #£0.
Se detAaB = 0, entdao obtemos todos os multiplicadores vB ,
W= —(aYBeH, WP =P (g, p). (2.33)

Nao aparecem mais equagdes algébricas e as equacdes de movimento tomam a forma,

A=y, 234
v (g.p)

pa :{pA,H}‘vﬁ(qp), (2.35)

¢a(q,p) =0. (2.36)

Como o sistema acima estd em sua forma normal, ou seja, a derivada temporal de maior ordem
estd isolada, fixadas 2[A] condi¢des iniciais, existe dnica solucdo para (2.34), (2.35). Notemos

que neste caso, os multiplicadores foram todos encontrados e retornamos ao espago ¢, p4.
7.2) detAyp = 0.

Seja postoAypg = [a] < [a]. Vamos supor, sem perda de generalidade [21], que a submatriz

que determina o posto de Aqp seja formada pelas primeiras [@] linhas e colunas de A, B

A Aay
Aaﬁ:< ab b > 2.37)
Aa’}_; Agy

onde detA; # 0. Reescrevendo o sistema linear (2.32), encontramos,

AVP + Agyy? = —Hj, (2.38)
AypV? + Ay’ = —Hy. (2.39)

Da equagdo (2.38), temos,
vl; = —(A_l)Ba_(Ha— +Aﬁb/vb/). (240)

Encontramos [a@] multiplicadores em fun¢io dos multiplicadores restantes. Substituindo (2.40)
em (2.39),

_Aa/l;(A*I)'ﬁ(Hﬁ +Adhlvbl) _|_Aa'h’vb/ =—H,, (2.41)
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que implica,

AV = A (AP H, — Hy, (2.42)
onde

Ay =Dy — A s (AP0, (2.43)

Se pudéssemos encontrar mais um multiplicador v a partir de (2.42) estariamos contrariando
o teorema da aplicacdo implicita jd que postpAyp = [a] e jé obtemos [a] multiplicadores em

fungdo dos demais. Portanto, obrigatoriamente, devemos ter,
postoA. = posto(Agyy — Az (A1) Az, ) = 0. (2.44)
Isto implica,
A=Aty — Ayp(A")PA L, = 0. (2.45)

De fato, se algum elemento de A’ fosse diferente de zero, digamos A’C/ 4> €Ntéo o determinante
da submatriz de ordem 1, formada pelo elemento A/, , # 0 teria determinante diferente de zero

e assim postoA’ = 1, contrariando (2.44). Retornando com (2.45) em (2.42),

Hy—Ayp(ANH; = 0. (2.46)
Até agora encontramos, a partir de {¢q,H} =0,

V= — (AN (A; V4 H), (2.47)

0 (¢, p) = Hy — A 5(A")Hy = 0. (2.48)

Dentre as equagdes (2.48), podemos ter consequéncias dos vinculos primdrios @y (g, p) =
0 ou ainda podem ocorrer identidades 0 = 0. Como ndo queremos informagdes irrelevantes,

considere a seguinte defini¢ao,

Sejam fp = fp(&') funcdes das varidveis &/, com [D] < [i]. As fungdes fp sdo ditas funci-

onalmente independentes quando,

dfp B
posto(a—éi) Io(E)—0 [d]. (2.49)

Ou seja, quando, a partir das equagdes fp(&E') = 0, pudermos encontrar [d] varidveis & em

funcao das demais.
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Assim, entre as fungoes ¢, (g, p) escolhemos [a] < [@] fungdes funcionalmente indepen-

dentes e independentes dos ¢y (g, p):
0a(q,p) = Ha— A (A™")"He; [a] < [d]). (2.50)

As fungdes (2.50) sdo os vinculos secundérios.
Oitavo passo: Substituicao dos multiplicadores encontrados.

Conseguimos mostrar a equivaléncia entre {@y, H} = 0¢ (2.47), (2.50) (em (2.50) retiramos

as informacdes irrelevantes de (2.48)), nosso sistema de equagdes serd,

¢ ={q" H}, (2.51)

pa=A{pa,H}, (2.52)
Pe =0, (2.53)

¢ =0, (2.54)

v =g, p,v"), (2.55)

ou seja, substituimos os v? encontrados nas demais equagoes,

q' = {qA,H}(Va, (2.56)

pa={paH }‘ (2.57)
0o =0, (2.58)
¢, =0. (2.59)

Nono passo em diante: Repeticao dos passos 6, 7 e 8.

Submeteremos agora ¢, a mesma andlise feita para os vinculos primdrios. Assim, encon-
traremos, quando existirem, vinculos de terceira etapa e alguns multiplicadores. Os passos
repetem-se para os vinculos de terceira etapa e assim sucessivamente. Este procedimento € fi-

nito pois temos um numero finito de graus de liberdade. Assim completamos o método de Dirac
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de hamiltonizagdo de sistemas singulares. Por fim, destacamos algumas vantagens do uso do

método de Dirac,

a) No formalismo Hamiltoniano, as equacdes diferenciais estdo na sua forma normal. As-
sim, fixadas condi¢des iniciais, conseguimos garantir existéncia e unicidade das solugdes (pelo

menos no caso de modelos com vinculos de segunda classe, como discutiremos abaixo).
b) E possivel mostrar que todos os vinculos do modelo sdo revelados [20].

¢) Quando os multiplicadores de Lagrange ndo sdo encontrados, o modelo apresenta arbitrio
no seguinte sentido: a solugdo das equagdes de movimento apresenta funcdes arbitrdrias. Com
o método de Dirac, fica claro quais as varidveis possuem dindmica arbitraria ou ndo. O mesmo

nao acontece no formalismo Lagrangiano.

2.2 INTERPRETACAO PARA TEORIAS SINGULARES

Faremos agora uma discussdo breve sobre a interpretacdo de teorias singulares. Quando
fomos para o sétimo passo, vimos que a obtenc¢ao de vinculos de etapas superiores e dos multi-

plicadores de Lagrange dependia fortemente de,

a) det{dq, Pp}

0=0"
b) posto{ ¢y, da} 6ut’

O determinante acima motiva a separagdo dos vinculos em primeira e segunda classes.

Vamos discutir cada um dos casos separadamente. Antes, consideremos as seguintes defini¢oes,

Definicao 1. Seja uma teoria singular com sistema de todos os vinculos dados por Gy, I =

1,...,[I]. Dizemos que um vinculo T é de primeira classe quando,
{T,G;} =C'G)vi=1,...]1], (2.60)
onde Cy”’ sdo fungées de q e p.

Definicao 2. Seja G,,a = 1,...,[a] um sistema de vinculos. Dizemos que o sistema G, é de

segunda classe quando,

det{G,,G,} #0. (2.61)

Suponhamos inicialmente que temos uma teoria onde a matriz Ayg = {¢q, Pp } ¢ seja
o

invertivel, isto €, s6 estdo presentes vinculos de segunda classe. De acordo com o método de
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Dirac descrito, temos

¢ ={q" . Ho} +v*{q", ¢}, (2.62)
pA — {PA;HO} +Va{pA7 ¢o¢}7 (263)
Pa(q”, pa) = 0. (2.64)

Da condi¢do 0 = { ¢y, H }, podemos obter todos os multiplicadores
0= {0a,Ho} +Agp? = vF = —(A71P¥{ 9o, Ho}. (2.65)
Retornando com os multiplicadores encontrados nas equacdes (2.62) e (2.63), obtemos

¢ = 1{¢" Ho} — {¢",9a} (A1) *P {95, Ho}, (2.66)
pa={paHo} — {pa, 0} (AP {05, Ho}. (2.67)

Definimos entdo o paréntesis de Dirac de duas funcdes definidas no espago de fase
{A,B}" = {A,B} —{A,9a}(8™")*P {95.B}. (2.68)

Com esta defini¢io, podemos reescrever as equacdes de movimento para g% e p4 de forma

compacta

¢ ={q",Ho}", (2.69)
pa={pa,Ho}". (2.70)

Assim, em teorias singulares onde estao presentes somente vinculos de segunda classe, todos os
multiplicadores podem ser encontrados: ndo existe arbitrariedade na teoria. Fixando condic¢des
iniciais (¢* (7o), pa(70)), existe tnica solucio para as equacdes de movimento acima, escritas
em termos do paréntesis de Dirac. Logo, identificamos unicamente pontos (¢*, pp) da superficie

definida pelos vinculos no espago de fase com estados fisicos do modelo.

Suponhamos agora que s6 estejam presentes vinculos de primeira classe. Neste caso, ne-

nhum dos multiplicadores pode ser obtido através da condi¢do 0 = { ¢y, H}. Isto significa que
~ . ~ P . _—

as equagdes de movimento possuem funcdes arbitrarias v¥*. Assim, mesmo fixando condigdes

iniciais (¢* (%), pa(10)), podemos obter vdrias solugdes (¢ (), pa(7)) tal que

(¢ (%), pa(7))r=z, = (¢"(70), Pa(70)) (2.71)

bastando para isso escolher outros v*(7). Logo, a dindmica dos ¢’s e p’s é ambigua e entdo

nio podemos associar univocamente pontos (¢, p4) da superficie definida pelos vinculos com
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estados fisicos do modelo. Por outro lado, dado (¢*, p4), o estado fisico é definido univoca-
mente. Intuitivamente, as varidveis g e p carregam informacao irrelevante para a descricao do
modelo. Vejamos entdo como obter o setor fisico do modelo. Consideremos uma varidvel di-
namica f(7) = f(¢*(7), pa(t)), com valor inicial f(0) = f. Passado um intervalo de tempo

infinitesimal A7, temos:

f(AT) = fo+Atf = fo+At{f,H}
= fo+At({f,Ho} +v*(T){f, Pa})- (2.72)

Por outro lado, podemos escolher outros multiplicadores v'%(7) e entdo a evolugdo de f € dada

por

F(AT) & fo+ At({f,Ho} +V'*(0){f, 9a})- (2.73)

Quando trocamos de um conjunto de multiplicadores v*(7) para outro v'*(7), a varia¢do de
f(A7) é dada por

8f(At) = At(v'¥(7) —v*(T)){f, Pa}- (2.74)

Como A7 € infinitesimal e v'*(T) — v*(7) € arbitrério, escrevemos

8f(At) = e*(){f, Pu}, (2.75)

onde £€%(7) sdo fungdes arbitrarias de 7. Em particular podemos escrever,

8" = e*(t){q", da}, (2.76)
Opa = €%(t){pa, ba}- (2.77)

E natural esperar que um estado fisico representado por (¢, p4) nio se altere sob as transfor-
macodes (2.76) e (2.77). Portanto, em teorias com vinculos de primeira classe, a dindmica das
varidveis ¢* e p4 é ambigua: a solucdo geral das equacdes de movimento apresentam funcoes
arbitrérias (refletido pelo fato que os multiplicadores ndo foram obtidos), ndo sendo possivel
definir um problema de Cauchy. De acordo com (2.76) e (2.77), os vinculos de primeira classe
geram transformacdes locais e o setor fisico da teoria é dado por varidveis dindmicas que nao
se alteram sob as transformacdes geradas por @y, e parametrizadas por fungdes arbitrarias de 7,

€%(7). As transformagdes locais (2.76) e (2.77) permitem construir classes de equivaléncia de
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trajetérias: (¢ (7), pa(t)) é equivalente a (¢"(7), p/y (7)) quando

g (t) = 4" (1) + e*(1){q", da}, (2.78)
Pa(t) = pa(t) +€%(t){pa, 9a}- (2.79)

Qualquer representante da classe pode ser usado para descrever o estado fisico. Finalmente,
para obter varidveis dindmicas fisicas, que chamaremos de invariantes de calibre ou de gauge,
buscamos combinagdes dos ¢’s e p’s que ndo se alteram sob as transformacdes locais (2.76) e
(2.77).

Para exemplificar, podemos considerar o Eletromagnetismo. Seu setor fisico é descrito

pelas equagdes de Maxwell sem fontes

diBi=0, JE; =0, (2.80)

a()Bi = —s,-jk8jEk, aoEi = sijk8jBk. (2.81)

Chamaremos os campos elétrico E; e magnético B; de varidveis fisicas. As equagdes acima nos
permitem introduzir o potencial vetor A,

B; = SijkajAk, (2.82)

E; = 0iAg — doA;. (2.83)

Parte das equagdes de Maxwell aparecem a partir da defini¢do do potencial A, acima: d;B; =0

e doB; = —&;jxd;Ex. As outras equacdes podem ser obtidas a partir de um principio variacional

aplicado a densidade Lagrangiana

1

As equacdes de Euler-Lagrange dyFY* = 0 fornecem as equagdes restantes d;E; = 0 e dyE; =

EijkajBk.

E bem conhecido que o modelo apresenta a seguinte simetria local
Ay —>A;L =Ay+oua; Va(x). (2.85)

Dado Ay, = Ay (x), podemos obter univocamente as varidveis fisicas E; e B;: de acordo com
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(2.82) e a defini¢do de Fj,y, temos

0 —E, —-E, —E;
Ei 0 By -B

Fo=|"" : 2 (2.86)
E, By 0 B

Es B, -B 0

e chamamos E;, B; de varidveis fisicas pois Fj,y ndo se altera sob as transformagoes (2.85). Por
outro lado, dados E;, B;, se conseguirmos obter um A, que os represente, entdo podemos obter
infinitos A, bastando para isso usar (2.85), variando . Qualquer dos A;;’s assim obtidos levam

ao mesmo estado fisico E*, B;.

2.3 PASSAGEM AO CONTINUO

Como vamos tratar na Secdo 3.1 da busca de simetrias de modelos de teorias de campo,
discutiremos o método de Dirac para sistemas com infinitos graus de liberdade e veremos quais
as novidades aparecem neste caso. Antes contudo, vale a pena considerar o exemplo cldssico
de transi¢do para o continuo [33]. Consideramos um conjunto de N massas m separadas por
molas idénticas com constante eldstica k. Em equilibrio, as molas possuem o comprimento a.
Por conveniéncia, vamos supor que as molas oscilem em uma dire¢do somente. Neste caso, a
coordenada de cada massa é dada por x; = x;(t),i = 1,...,N. Seja x? a posic¢ao de equilibrio de

cada massa. Definimos,
ni=xi—xi=1,..,N, (2.87)

onde 1); corresponde ao deslocamento da posi¢cao de equilibrio de cada massa. Podemos escre-

ver a Lagrangiana do sistema como,
1 ., 1 2
L=Y S = k(i —1m:)° (2.88)
i

As equacdes de Euler-Lagrange,

d oL L

fornecem,

mij = —k(Nj —Njs1) +k(nj—1 —n;), (2.90)



31

que correspondem exatamente a segunda lei de Newton. A j-ésima particula estd sujeita as
forcas que as molas de cada um de seus lados lhe impde. Vamos tomar agora dois limites para
este modelo: ¢ — 0 e N — +o. Neste caso, ndo tem mais sentido falar no deslocamento de
cada massa e sim numa funcdo que descreve o deslocamento do continuo de massa criado com

os limites acima em cada ponto do eixo x,

ni(t) — n(x,t). (2.91)
A fungio n damos o nome de campo de deslocamentos. E possivel ainda usar os limites,

Za — / dx, (2.93)

ja que a — 0. Reescrevemos entdo L,

_ Hoo 1 (M1 —Ni
L—Xi:a 51 ( ) , (2.94)

a

onde 4 = 7 € a densidade linear de massa e 1 = ka € identificado com o médulo de Young,
que caracteriza a elasticidade de um material sob a acao de uma forca aplicada em determinada

direcdo. Usando as aproximagdes acima, chegamos a,

B u/on\> Y (an\’

A fungio .¥ = % (%—?) -5 (%’;) damos o nome de densidade Lagrangiana.

Apesar de ingénuo, o exemplo traz intui¢ao e deixa claro a terminologia utilizada na passa-

gem para o continuo, por exemplo,

a) Dizemos que tratamos um sistema com infinitos graus de liberdade pois precisamos de
um objeto (o campo) que descreva o deslocamento em cada ponto do eixo x. Observe que no
fundo, apds o limite, usamos efetivamente somente um grau de liberdade, 1. De fato, esta € a
nomenclatura em teorias de campo: o nimero de campos em cada ponto do espago sob o qual

estdo definidos corresponde ao nimero de graus de liberdade do sistema [5].

b) A Lagrangiana foi escrita na forma L = [dx.¥ (n, aa—?, %—Z) . Dai fica claro usarmos uma

densidade Lagrangiana .Z em teoria de campos.

Na préxima Secao, descreveremos o método de Dirac para sistemas com infinitos graus de
liberdade.
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2.4 HAMILTONIZACAO DE SISTEMAS COM NUMERO INFINITO DE GRAUS DE
LIBERDADE

Vamos agora desenvolver o formalismo Hamiltoniano para um modelo descrito por uma
densidade Lagrangiana (na verdade, vamos discutir somente o caso em que 0 modelo seja sin-
gular). Primeiro, notamos que agora a propria Lagrangiana € um funcional. Lembrando que o
primeiro passo na passagem para o formalismo Hamiltoniano é definir os momentos, precisa-
mos entdo da defini¢cao de uma derivada que possa ser aplicada a um funcional. A derivada que
buscamos € chamada variacional (ou funcional). Seja B um funcional que atua sobre um campo
¢© = @(x) e suas derivadas. x pertence ao dominio onde ¢ esta definido. A derivada funcional é
definida por [29],

§Blp(x),d0(x)] B oB
= — O(x— - do(x—v). 2.96
500) 30 10-000° ) T 309) lporpn 20 ) (2.96)

Usamos a nota¢do d ¢ para representar a derivada espacial de @ em relagdo a x. Suponhamos

entdo que temos um modelo com Lagrangiana dada por,
L= / dEx 29, duet). (2.97)

O indice A pode corresponder a vdrios tipos de campos: escalar, vetorial, espinorial, etc e
estamos usando a notagdo padrdo dy, = &i“, i,j,k=1,2,3 correspondem aos indices das co-
X!

ordenadas espaciais e x°

corresponde ao tempo. Vamos considerar o funcional acima em trés
dimensdes. Assim, a derivada espacial que mencionamos em (2.96) corresponde derivada em
relacdo a x' e a delta de Dirac estd definida em trés dimensdes. A generalizacio para mais
dimensdes € imediata. Vale mencionar que, por simplicidade, vamos usar o que Dirac [34] cha-
mou de instant form, onde declaramos x° como o tempo. Naturalmente outras opcdes podem
ser tomadas, como por exemplo, a front form, onde uma combinagio de x° e x’ faz o papel
de parametro de evolugdo. Assim como no caso mecanico discreto, dizemos que o modelo é

singular quando a matriz,

L
Man = 2.98
" G097 () 279
€ singular, isto é, detMsp = 0. A matriz M aparece na verdade a partir de,
- 52L 02.Z Lo
M 5(%.3) 5 (F-5). (2.99)

T SPALN)SGR(Y)  99A1T)IPP(F)
Suponhamos entdo que a teoria seja singular. As proximas consideracdes seguem andlogas

ao descrito anteriormente. Comecamos separando os indices dos campos de acordo com a
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condigio postoMpp = [i] < [A], @* = (@', %*). Agora definimos os momentos conjugados aos

campos,

oL 0J0Z 0.Z 07

Obtemos parte das velocidades e vinculos primarios,

0%
pi= 00 < ¢ =V (9,00, pi, 9%), (2.101)
0o (02,0,0%, pi) = pa — fal9*, ;0% pi), (2.102)
onde
Jfoa = 3(";’2 : (2.103)
P'=vi(9A,0;04,pi,9%)

Escrevemos Hy = [ d*x.7% e H = [ d*x.¢ para a Hamiltoniana e Hamiltoniana completa, onde

as densidades %) e ¢ sdo dadas por,

A
0 = (pa9” —2) P'=vi (91,0, 07 pi. %), pa=Fu (P, 0;01 ;) (2.104)
H = I+ v*Pq. (2.105)
Os paréntesis de Poisson sdo definidos por,
6A x1 63()62) 5A(X1> SB(XQ)
A,B / dx : 2.106
B N S A () 5pata) ~ Bpale) 597 () (2100

A e B sio fungdes definidas no espaco de fase estendido dos campos ¢?, p4 e v* e sdo tomados
no mesmo instante de tempo. Vinculos de etapas superiores podem aparecer na formulagdo
impondo a condi¢do de consisténcia,
5 OH 0 OH
0={¢%x),H} = /d3 % xl) 0a(x1) ! (2.107)
A(x) Spax)  8palx) 89A(x)

Temos entdo o sistema de equacdes de movimento e vinculos,

¢t ={o" H},  pa={pa,H}; (2.108)

{G1} = {9a, T.}. (2.109)

Vinculos primdrios foram denotados @ e vinculos de estdgios superiores 7,. {G;} denota o

sistema completo de vinculos.

Fizemos questdo de deixar clara a dependéncia tanto da Hamiltoniana quanto dos vinculos
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das derivadas espaciais dos campos. Para finalizar esta Se¢do, vejamos com alguns exemplos
quais as sutilezas aparecem com a presenca das derivadas espaciais, que ndo estavam presentes

no formalismo apresentado para um sistema mecénico discreto.

1. Eletromagnetismo

Como ja mencionamos anteriormente, o Eletromagnetismo, descrito por,
LY [ aer, v = [ a3xrt A, — aag)? — Lr Fi 2.110
=7 xFyy = X[E( i_iO)_Zij , (2.110)
onde Fjy = 8NAV —dyA u» apresenta os seguintes vinculos no formalismo Hamiltoniano,

po=0, 2.111)
dipi = 0. (2.112)

Quando tratamos sistemas com graus de liberdade finitos, um vinculo tinha a forma
®(g,p) = 0. Sendo ® uma fungdo boa o suficiente, podemos usar o teorema da apli-

cacgdo implicita para obter uma das varidveis em funcio das demais, digamos, ¢,

®(q,p) =0 G = f(q", pp), (2.113)

para alguns indices a e b. Desta maneira, podemos esquecer sobre a equagcao de movi-

mento,

q=1{q.H}, (2.114)

pois a dinamica de g ja foi determinada por (2.113). A situacdo para uma teoria de campos
singular ndo permite fazer essas mesmas consideracdes justamente pela presenga de de-
rivadas espaciais dos campos. Consideremos o exemplo do Eletromagnetismo. Observe
que d;p; = 0 ndo é uma equagio algébrica e sim uma equagao diferencial parcial. Ndo po-
demos, em principio, isolar uma das varidveis em fun¢do das demais. Logo, a eliminagdo

de graus de liberdade espurios ndo pode ser feita diretamente como em (2.113).

2. Modelo Sigma ndo linear

Mostraremos com um exemplo simples que se seguirmos a prescri¢do dada até agora para
o método de Dirac, entdo obteremos uma cadeia infinita de vinculos. Para evitar este pro-
blema, que também esta relacionado com a presenga de derivadas espaciais, precisaremos
ainda adicionar uma hipétese na prescri¢ao. Vale lembrar que o nimero de vinculos para

sistemas mecanicos €, obrigatoriamente, finito ja que temos um nimero finito de graus de
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liberdade [20]. Seja o modelo de Sigma nao linear descrito por,
1
S= /d4x[§(8“¢“)2 —29,ed" 99" + A((6)* —1)]. (2.115)

Como veremos em detalhes na Se¢do 3.1, a Hamiltoniana correspondente €,

) (2¢p+pe)* | 1 ay2 aigaga
H—/dx[ip St (00 2010t
—A (9> —1)4vpy |, (2.116)

onde usamos a notacio ¢?¢* = ¢2, p, sdo os momentos conjugados a ¢, p. aee p; a

A. O modelo apresenta os seguintes vinculos, até terceira etapa,

Gi = pa, 2.117)
Gy =¢>—1, (2.118)
G3 = pe. (2.119)

De acordo com o método de Dirac que descrevemos, o préximo passo seria submeter G3
a condicao de consisténcia G3 = 0. Obteriamos, se existisse, um vinculo de quarta etapa

ou multiplicador de Lagrange e assim sucessivamente. Temos entdo,

Gz ={G3,H} = —9'9,G, = Gy, (2.120)

Gy = —0'0,Gy = —0'0,{G2,H} = 9'9,G3 = Gs, (2.121)
Gs = 0'0,G3 = —(9'9,)*G, = G, (2.122)

G = —(0'9))°G, = (3'9;)°G3 = G, (2.123)
G7=(0'9)?G3 = —(9'9;)° G, = Gg, (2.124)

Gg = —(0'9,)°G, = (9'9,)°G3 = Go, (2.125)

e assim por diante. Podemos entdo escrever as férmulas de recorréncia,

Gn,=—(0'9,)2"'Gy; n € {4,6,8,10,...}, (2.126)
Gy =(9'9)"T "Gy n e {5,7,9,11,...). (2.127)

A primeira impressdo é que temos uma cadeia infinita de vinculos. E este problema
novamente estd relacionado com a presenca de derivadas espaciais dos campos. Com
as formulas acima fica claro que o que estamos chamando de vinculo para n > 4 nada
mais € do que derivadas espaciais (produto de Laplacianos) atuando nos vinculos G; e
G3. Parece entdo sugestivo e natural postular que a derivada espacial de um vinculo ndo é

um vinculo j4 que s@o consequéncias de expressoes ja obtidas. Observe contudo que esta
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hipdtese adicional ndo estava presente no método de Dirac.

. Toy model

Vamos mostrar agora um exemplo aparentemente simples que a separagdo de vinculos
em classes para teorias de campo ndo é imediata como no caso de sistemas mecanicos

discretos [36]. Seja o modelo descrito por,

1, 1
Z=¢"— 59" +&¢7, (2.128)
onde ¢ = @(x,1), E =&E(x,1), ¢ %(f e = ago Passando para o formalismo Hamilto-

niano, temos os momentos e vinculo primadrio,

7 <
Po = Er = Q; pe = 85 =0. (2.129)
A Hamiltoniana é dada por,
1 1
H = 5Pp+ 50" = &7 +vpe, (2.130)

onde v € o multiplicador para o vinculo primério pg. As equagdes de movimento sdo,

®=pp, DPp=9"+2E0, (2.131)
E=v, pe =0. (2.132)

Agora preservamos no tempo os vinculos primdrios e de estagios superiores,

pe=0=G,=¢* =0, (2.133)

() =0=G3=py=0, (2.134)

(@pe) =0= G4 =py+@¢" +2E¢> =0, (2.135)

(5 + 09"y =0= Gs =3pe¢" + pply =0, (2.136)
(3pp@” + @py) =0= G =3(¢")* +6£ 0" +4pypiy+

‘|—(P(P”” + 2(P(€(0)” —0. (2.137)

Finalmente, a preservagdo no tempo de G¢ fornece,

n__1

109" py +6vQ0” +6& pp¢” + 145 ppy + 5pp ™"+

"

PPy +10pp(E@)" +20(veo+Epy)” =0. (2.138)

Notemos primeiramente que esta tltima equacao ndo € um vinculo pois contém o multi-

plicador v. Por outro lado, ndo podemos dizer que obtivemos v pois (2.138) é na verdade
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uma equagdo diferencial de segunda ordem em v (o Gltimo termo é proporcional a v'").
Vimos anteriormente que os vinculos sdo separados em primeira e segunda classes, de
acordo com a obten¢ao dos multiplicadores de Lagrange em funcdo dos ¢’s e p’s. Logo,
em teoria de campos, esta separacdo nao € tao direta quanto no caso discreto. Em particu-
lar, em sistemas com infinitos graus de liberdade os vinculos podem ainda ser separados
em proprios e impréprios [35, 36, 12] mas ndo discutiremos este ponto aqui. Na Secdo
3.1, vamos tratar teorias de campo em que nao hd ambiguidade na separacio dos vinculos
em classe, incluindo por exemplo, o Eletromagnetismo e Yang-Mills (em ambos os casos
os vinculos sdo de primeira classe e estdo relacionados com a simetria local dos mode-
los). Uma discussdo do modelo descrito por (2.128) mas com & = —m? pode ser vista em
[12]. O autor usa a front form para mostrar que .Z € singular nestas coordenadas e des-
creve certas peculiaridades também relacionadas com a presenga de derivadas espaciais

nos vinculos, sua separagdao em classes e a obten¢do dos multiplicadores de Lagrange.

Com estes trés ultimos exemplos finalizamos esta Se¢dao. No préximo Capitulo aplicaremos

o método de Dirac e todo o formalismo desenvolvido até aqui em véarios exemplos distintos.
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3 APLICACOES DO METODO DE DIRAC EM DIFERENTES CONTEXTOS

Como j& mencionamos, o método de Dirac é uma poderosa ferramenta para andlise de
sistemas singulares. O objetivo deste Capitulo € aplicar o método e o formalismo apresentado

até agora em diferentes dreas, reunindo os trabalhos centrais que compdem esta tese.

3.1 METODO DA LAGRANGIANA ESTENDIDA PARA TEORIAS DE CAMPO

Esta Secdo serd baseada no trabalho [5]. Apresentaremos o formalismo da Lagrangiana
estendida [21, 22] para busca de simetrias locais de sistemas mecanicos discretos e entdao o
método serd generalizado para teorias de campo. Como aplicacdo buscaremos as simetrias

locais do Eletromagnetismo, Yang-Mills e modelo Sigma nao linear.

3.1.1 Introducao

Em teorias de campo com invariincia local, o niimero de varidveis utilizadas na descri¢dao
é maior que o nimero de graus de liberdade fisicos. E importante manter todas as varidveis
usadas para garantir, por exemplo, covariancia de Lorentz. Por outro lado, é necessério carac-
terizar, de uma forma ou de outra, o setor fisico de uma dada teoria. Isto pode ser feito através
das simetrias locais: entre todas as varidveis, as fisicas sdo aquelas invariantes sob a acdo das
simetrias locais. Assim, o conhecimento das simetrias de calibre em muitos casos € crucial na

andlise do conteudo fisico de uma teoria, como discutido em varios pontos deste trabalho.

Como ja discutimos anteriormente, uma Lagrangiana com invaridncia local apresenta vin-
culos (de primeira classe) no formalismo Hamiltoniano. Assim, um problema interessante sob
investigagdo por varios grupos [35, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52] ¢
a formulagdo de um procedimento relativamente simples e pratico para a restauragao das sime-
trias a partir dos vinculos conhecidos. No formalismo Hamiltoniano, o problema foi resolvido
para o caso de um sistema mecéanico com vinculos de primeira classe ao longo da seguinte

linha [37]. A a¢do Hamiltoniana inicial (que, por constru¢do contém apenas os vinculos prima-
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rios) pode ser substituida pela acdo Hamiltoniana estendida, com todos os vinculos de ordem
superior adicionados a a¢do com seus multiplicadores de Lagrange. As formulacdes sdo equi-
valentes [20]. As simetrias locais da acdo Hamiltoniana estendida foram encontrados de forma
fechada [28, 37]. Além disso, na auséncia de vinculos de segunda classe, as simetrias locais da
acdo Hamiltoniana inicial podem ser restauradas de forma algébrica [28, 37]. Buscar as sime-
trias locais da acdo Lagrangiana inicial representa uma outra questdo. Para sistemas mecanicos
com vinculos de primeira e de segunda classes, uma maneira possivel para resolver o problema
foi desenvolvido nos trabalhos [21, 22]. Dada uma Lagrangiana singular L, a teoria pode ser
reformulada em termos de uma Lagrangiana estendida, L, equivalente a L. Devido 2 estrutura
especial de L, suas simetrias de gauge podem ser completamente obtidas. Todos os vinculos de
primeira classe de L vém a ser os geradores das simetrias de L. A Hamiltoniana estendida da
teoria inicial vem a ser a Hamiltoniana para a Lagrangiana estendida [22]. Para uma teoria com
vinculos de primeira classe, também € possivel encontrar as simetrias da Lagrangiana inicial L
[21, 22, 28, 37]. O objetivo deste Capitulo € discutir o método descrito acima para o caso de
uma teoria do campo, mostrando explicitamente as diferencas que surgem quando passamos de

um sistema mecanico discreto para uma teoria de campo, e aplicd-lo para modelos particulares.

Esta Secdo serd dividida da seguinte forma. Comecamos revisando o método de obtengao
de simetrias locais para modelos mecanicos singulares. Generalizaremos entdo o método para
modelos de campo. O método € ilustrado com os exemplos do Eletromagnetismo, campo de

Yang-Mills e modelo Sigma nao linear. Encerramos o Capitulo com as conclusdes.

3.1.2 Busca de simetrias locais - Método da Lagrangiana Estendida

Revisaremos agora o método de obtengdo das simetrias locais de um sistema mecanico
singular [21, 22]. Isto é feito deformando a Lagrangiana inicial de tal forma que todas as
suas simetrias possam ser facilmente encontradas. Como serd mostrado, todos os vinculos
de primeira classe da Lagrangiana inicial acabam por ser os geradores das simetrias locais
da Lagrangiana deformada. As simetrias da Lagrangiana inicial sdo também encontradas. A

discussdo aqui serd breve pois os detalhes dos cédlculos podem ser vistos em [32].

3.1.3 Construcao da Lagrangiana e Hamiltoniana estendidas

Partindo de uma Lagrangiana singular L(g*,4"), aplicamos o método de Dirac ja descrito,
obtendo uma Hamiltoniana Hy e uma Hamiltoniana completa H. O sistema de vinculos € dado
por {G;} = {¢q,T,}, onde @y sdo os vinculos primdrios e denotamos 7, todos os vinculos de

estdgios superiores. Vamos supor que todos os vinculos sdo de primeira classe. Neste caso, eles
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obedecem a algebra

{G1,G1} = c1/%Gx, 3.1

{G1,Ho} = b/’ Gy, (3.2)

onde c;;X e b/ sdo fungdes de ¢ e pp. Suponhamos também que o procedimento pare no

estdgio N. Isto € equivalente a existéncia de simetrias locais para L da forma [20, 28, 37, 43],

Nfls

6queR‘3+éR‘{‘+.‘.+d—R‘§,. (3.3)

dtN-1

Observamos que esta transformacgdo tem uma forma bastante complicada. Vamos tentar cons-

truir um modelo, equivalente ao inicial de forma que a estrutura da simetria seja mais simples.

Construimos a seguinte funcio definida no espaco de fase parametrizado por ¢*, p4, s, 7,

VeV,

I:I(qAaﬁAvsa7navvaava> = HO(qAaﬁjasa) +va¢a(qA=p~B) +Va7ca7 (34)

onde,

Ho=Ho(q",pj) +5"Tu(q" . 7))- (3.5)
As funcdes @y, Hy e T, foram tomadas da fung¢ao inicial.

Afirmamos que,

a) H é a Hamiltoniana completa para uma Lagrangiana L(¢*,4",s%), que ainda vamos de-

terminar;

b) Hy é a Hamiltoniana para L:

¢) 0o =0, 1, = 0 sdo os vinculos primarios (7, sdo os momentos conjugados as varidveis
5);

d) Finalmente, L e L sdo equivalentes.

Para mostrar estes fatos, comecamos escrevendo a seguinte equacao de movimento,

.i_ﬁ _ a110 _vaafa 4+ aaTa

1= op;  Ip; Ip; * Ipi

(3.6)

Esta equacgdo pode ser invertida em relacdo a p; numa vizinhanga do ponto s* = 0, para detalhes,
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veja [21]. Vamos denotar a solugdo por,

pi = ai(q*, ' v, sY). (3.7)

Agora, no espaco ¢*, s definimos,

L¢",q¢",s") =

0+ falg" 0,)8" ~ Hold @)~ Tula 0] | . (3:8)
Na definicao acima, usamos a notagao,
oi(q" g’ v sY)| = wi(q.45)- (3.9)
V& —g

Se supormos que L é alguma Lagrangiana singular, entio um calculo direto nos mostra
que Hy e H sdo as Hamiltoniana e Hamiltoniana completa correspondentes, respectivamente.
O método de Dirac aplicado a H mostra que todos os vinculos de estigio superiores da teoria
inicial sdo agora, no maximo, secunddrios. Isto implica, em particular, que a simetria local
de L é de primeira ordem, apresentando uma estrutura bem mais simples quando comparada 2
simetria de ordem N — 1 da formulagao inicial (veja a equacdo (3.3)). Se fixarmos os calibres
5% =0 para os vinculos 7, = 0, entdo o setor (s, 7, ) desaparece da formulagdo estendida. Assim

retornamos a formulagdo inicial, mostrando equivaléncia entre as formulacdes L e L.

3.1.4 Restaurando as simetrias locais

Antes de obtermos as simetrias dos modelos inicial e estendido, vale ressaltar que definimos
uma simetria médulo um termo de derivada total, isto €, uma transformacao da Lagrangiana é
dF
dt’

uma simetria quando 6L = para alguma funcdo F. Partimos da formulacdo Hamiltoniana

estendida, passamos pela Lagrangiana estendida e finalmente chegamos a formulacao inicial.

Comecamos entdo com a agao Hamiltoniana,

Sgr = /dr(ﬁAczA+nas“—H). (3.10)

De acordo com a conjectura de Dirac [1], os vinculos de primeira classe deveriam gerar as trans-
formagdes de calibre (foi exatamente isto que mostramos quando discutimos a interpretagao
para teorias singulares com vinculos de primeira classe no Capitulo 2). Assim, consideramos

as transformacdes

&q* =€'{q",G}, (3.11)
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8194 = €' {pa,Gr}, (3.12)

onde &' = ¢!(1) sdo funcdes arbitrarias e I pode assumir qualquer valor & ou a. Omitindo
termos de derivada total, é possivel mostrar que estas transformagdes implicam que 8Sy; €
proporcional a ¢y, T,. Portanto, é possivel encontrar transformacdes apropriadas para v¥,s?

que deixam Sg; invariante. De fato um cdlculo direto mostra que as transformagdes abaixo,

&iq" = €'{q", Gy}, 8194 = €'{pa,Gr},
Ops? = €90, + 8Ib1a — Sbé‘lcb[a - VﬁSICBla, om, =0,
51va = éa5a1, 51v“ = (5[Sa)' (3.13)

mantem a acdo Hamiltoniana invariante [21]. Isto nos motiva a encontrar as simetrias da acdo

Lagrangiana estendida,

S; = /d’cf,. 3.14)
Com efeito, as seguintes variagdes,
oq* = £%0q1,
S = €' {¢",G1} &% s G
P=0(q.4,5) o = € G ;
Pilp—w(q.4,s)
st = <£‘a al + 81b[a - sbs’cbl" - qﬁ SIC[;IC’) . (3.15)
P—0(q,4,5)

representam as simetrias locais da a¢do. Veja a demonstragao detalhada em [21, 32].

Vamos obter agora as simetrias da acdo inicial. Para isso, devemos eliminar o setor s¢
da formulacdo estendida de maneira apropriada. Assim, consideramos as combinag¢des das

simetrias de L,
§=Y 6, (3.16)
7

que obedecem 8s% = 0 para todos s*. Usando a propriedade L(¢*,¢*,s* = 0) = L(¢*,¢*), entio

L ¢ invariante sob qualquer transformacgao,

8q" = 21‘,5161‘4

(3.17)

54=0
que obedega &5* =0, ou seja,
s4=0

£+ e'b — gPeg* = 0. (3.18)

Temos [a] equagdes para [a] + [a] varidveis /. Quando s6 estdo presentes vinculos de primeira
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classe, este sistema pode ser resolvido iterativamente [28, 37], levando a [¢t| simetrias de L.
Este cdlculo longo pode ser visto com detalhes em [21, 32]. Na presenc¢a de vinculos também
de segunda classe, as simetrias de L ndo podem ser restauradas de acordo com o procedimento
discutido. A razdo é que o nimero de equacdes do sistema (3.18) pode ser maior ou igual ao

nimero de pardmetros €. Veja um exemplo deste tipo em [22].

3.1.5 Simetrias Locais para Teorias de Campo

Vamos discutir o método da Lagrangiana estendida para obtencio de simetrias locais para
teorias de campo. O método serd conduzido da mesma maneira como descrito anteriormente.

As novidades presentes para sistemas com infinitos graus de liberdade serdo apontadas.

Comegamos com uma Lagrangiana singular L = [ d*x.%(¢*,d,¢*). Conduzimos entdo a
hamiltoniza¢do do sistema de acordo com o Capitulo 2. Escrevemos a formulacao Hamiltoniana

estendida e comegamos o método de obtencao de simetrias pela equagdo de movimento,

-0 a% Vaafa+ a5Ta

v= opi I ’ opi

(3.19)

Esta equacdo deveria ser invertida em termos de p; para construirmos a Lagrangiana estendida.
Entretanto, em geral temos uma equacdo diferencial parcial para p;. Isto acontece pela pre-
senca de derivadas espaciais nos vinculos, como ja mencionamos no Capitulo 2. Para evitar
este problema, vamos supor que os vinculos sejam, no mdximo, lineares nas derivadas espaciais
dos momentos. Neste caso, a equacdo (3.19) pode ser invertida. Vale mencionar que vinculos
de forma polinomial nos campos e nos momentos correspondentes ndo apresentam nenhuma
restri¢do para a inversao de (3.19), veja [21]. Embora restritiva, até onde sabemos, todos 0s mo-
delos importantes da fisica que possuem invariancia local apresentam esta estrutura particular
na formulacdo Hamiltoniana, isto é, com vinculos lineares nas derivadas espaciais dos momen-
tos. De fato, Eletrodinamica, campo de Yang-Mills, Modelo Padrao, Cordas e Membranas sao
deste tipo. Observe que os coeficientes da algebra de gauge podem agora assumir a forma de

operadores diferenciais e.g., {G;, G} ~ 8j8f Gk. Finalmente, os geradores de calibre sio,
G- / Bxel (0)Gi(x), (3.20)

onde a integragcdo é tomada por o todo espago. Agora conduzimos o método de maneira com-

pletamente andloga.
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3.1.6 Aplicacoes

Vamos considerar alguns exemplos especificos do método apresentado para modelos sin-
gulares de teorias de campo, incluindo Eletromagnetismo, Yang-Mills e modelo de Sigma nao

linear.

3.1.7 Simetria local do Eletromagnetismo

Vamos considerar a Lagrangiana do campo eletromagnético,

1 1, . | i
L=~ / dPxFyyF*Y = / d*x[(Ai — 0io)? — 2 FijFY), (3.21)

onde Fj,y = dyAy — dyAy. O vinculo primdrio e os momentos conjugados séo,

0L
94, Po =0 =po=0, (3.22)
o = pi =A;— dAg = A; = pi+ 9iAo. (3.23)

0A;
A Hamiltoniana Hy e a Hamiltoniana completa H sdo,

1 1
Hy = /d3x[§p,-2 + pidiAo + ZFI%], (3.24)

H = Hy+ / B0 po, (3.25)

onde v é o multiplicador de Lagrange correspondente. O vinculo secunddrio segue a partir da
condi¢do de consisténcia 0 = {po(x1),H}. Isto leva ao vinculo T = d;p; = 0. Nao ha vinculos

de terceira etapa. A algebra de gauge € dada por,

{po,dipi} =0, {po,Ho} = dipi, {dipi,Ho} = 0. (3.26)

Se tentdssemos usar a conjectura de Dirac ao pé da letra, imediatamente veriamos que os vin-

culos da teoria ndo geram diretamente a simetria,

SA, = Iy (3.27)
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bem conhecida do Eletromagnetismo. De fato, considere as transformagdes abaixo, geradas por

o1 e D,

814, (x) / 281 (2) [Au (1), P°(2)} = 8,01 (3): (3.28)
S:u(x) = [ 2622 {Au(x).0pi(2)} =~ 8,/ (). (3.29)
Ou seja, somente ,A; = —d;& tem a forma esperada de (3.27). Desta maneira, de um jeito

ou de outro precisamos ajustar os geradores das simetrias para que tenhamos as transformacoes

desejadas. Isto serd feito com o formalismo da Lagrangiana estendida.

Escrevemos a Hamiltoniana estendida,

1
—p;§+s28iﬁ,-+v27r2+v0ﬁo]. (3.30)

~ 1_ B
H= /d3x[§P%+PiaiAo+4

Partindo de,
Ai={A,H} = pi+ 0iAo— dis> = pi = A; — iAo + 9;s”, (3.31)
encontramos L
L= d3 A diAo + 0; Lp2 3.32
0 + N ) — Z ijl ( . )

As simetrias de L sdo dadas por,

61 : 51Al’ =0 61A0 = 51S2 = 81, (3.33)
&1 = [ dae (A} =9 (3.34)
&A= 0; 857 = 2. (3.35)

Podemos obter as simetrias de L, veja (3.17) e (3.18),

S1A; + &A; = —di€?, (3.36)
81A0+ 8Ag = €', (3.37)
onde os €’s obedecem a equacao,
tel =0=¢'=-¢% (3.38)
Definindo €2 = —a, obtemos a simetria conhecida do Eletromagnetismo,

Ap(x") = AL (x") = Ap(x") + Iy a(xY), (3.39)
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onde oo = o¢(x") é uma fungdo arbitréria de x".

3.1.8 Simetria local do campo de Yang-Mills

No seu trabalho pioneiro [11], Yang e Mills consideraram a ideia de interagir um conjunto
de campos invariante pela acdo de um grupo com parametros constantes com um novo campo
(o campo de gauge). Isto foi feito postulando a invaridncia do sistema sob a acdo do mesmo
grupo mas agora os parametros passam a ser fungdes arbitrarias. Isto é na verdade o principio
de gauge, que ja discutimos na Introdu¢do. Vamos descrever o campo de Yang-Mills via método

de Dirac e obter suas simetrias locais. O modelo € descrito pela seguinte Lagrangiana singular,
1
L= / Pxg =~ / PxFE FAY, (3.40)

onde Fyj, = A — 8vAfl +ig f“bCAZAf,. L possui simetria global SU(N), o campo A, assume

valores na dlgebra de Lie correspondente com geradores 7¢,
Ay =ALTY, (3.41)
e f“bc sdo as constantes de estrutura,
[T, T?) = ifebeTe. (3.42)

Os vinculos primdrios € momentos conjugados sdo,

oA
Sqe —P0=0=901=pr=0, (3.43)
0
oA .
1o = Pl = AT = 0AG + i AGAT =
i

A = pf + %A — igf " AGAT. (3.44)

A Hamiltoniana Hy e Hamiltoniana completa H sdo dadas por,

1 1
Ho = [ &[5 (67 + phaAg — igr ™ AfAc i + 5 (F?] (3.45)
H = Hy+ / AP, (3.46)

onde A? sdo os multiplicadores de Lagrange correspondentes. O vinculos secundarios vém a

partir da condigiio de consisténcia 0 = { pd(x;),H}. Obtemos, T§' = 9;p¢ —ig f** p?A¢ = 0. Nao



47

ha mais vinculos. A élgebra de gauge é,

{of. 07} ={of. 17} =0, (3.47)

{13 (01), T3 (%)} = —igf°T5 (x1)8 (x1 — x2), (3.48)
{0, Ho} = T3, (3.49)

{T§,Hy} = igAb foc 1. (3.50)

Ja estamos aptos a escrever a Hamiltoniana estendida, que toma a forma,

8 1, _ _ . a1
A= [ @[55 + 5o — igf " ARAT 5 + 4 (F*+

() (9 — igf ™ pPAS) + (V)75 +v g | (3.51)
Partindo de,

A = (A} H} = B} + OAG — ig f*AGAT+
—9i(s2)“—igfb“CAf(s2)b (352)

encontramos,
P = AL = 0i(AG — (57)) +ig f(AG — (7)) AS. (3.53)
Assim, escrevemos L,

L= / d3x{%<fi§‘ — 0i(AG — (7)) +igf (AT — (s°)")AF)*+

1
—(ED . (3.54)
As simetrias de L sdo dadas por,

81 : §1AY =0; §A% = (") §(s)* = ()% (3.55)
0y HAY = —d;(e?)4 — igf“bc(ez)bAf; 8A% = 0;8,(s*)* = (%)% (3.56)

Podemos reconstruir as simetrias de L,
SIA] +5rA] = —0i(?)" — ig /" (%) AT, (3.57)
81A% + &A% = (e1)?, (3.58)

onde os €’s obedecem,

(22>b + (Sl)b +l~gA8fabC(82)c —0=
(1) =—do(e?)" —igf " (e?)°AG, (3.59)
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Definindo (&2)¢ = —£¢, obtemos o resultado esperado,
A — Al = A} +DE, (3.60)

onde D = 0%dy —ig f“CbAZ € a derivada covariante.

3.1.9 Simetrias locais do modelo Sigma nao linear

No trabalho [45], é discutido um método de conversdo de vinculos de segunda classe em
primeira classe baseado em transformagdes que envolvem derivadas das varidveis no espaco de
configuracdes. Vamos aqui considerar uma versao de um modelo Sigma nao linear apresentado
em [45]. O modelo € ttil para os nossos propdsitos ja que, apos a conversao, s6 estdo presentes

vinculos de primeira classe. Assim, vamos buscar as simetrias locais da acdo,

S— /d4 2 _29,0dM 99 + A((99)2 — 1)]. (3.61)
Os vinculos primdrios e momentos conjugados sdo,
1< 4 naa 0L 1< B
W—Pa—¢ — 2607 - = pe Pe=—209"; 7 =py=0. (3.62)

Podemos encontrar as seguintes velocidades,

(pa

i 1
¢ = =352 (20P+ 0 ¢ = pu— 555 (20p+pe). (3.63)
Estamos usando a notacio ¢“¢* = ¢>. A Hamiltoniana Hy e Hamiltoniana completa H sio
dadas por,
1 5 (29p+pe) | 1
0 / xX|5Pp T +2(,¢)+
~20,¢9'9%9 — A (9° — l)} ; (3.64)
H = Hy+ / d*xvpy, (3.65)

onde v € o multiplicador de Lagrange correspondente. Os vinculos secundérios seguem a partir
da condicio de consisténcia 0 = {p; (x1),H}. Encontramos G, = ¢> — 1 = 0. Ainda encontra-

mos um vinculo de terceira etapa: 0 = {G(x;),H} = —p,. G3 = p, = 0.
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Se definirmos {G;} = {G| = p;,G> = ¢> —1,G3 = p,}, entdo a dlgebra de gauge &,

{G1,G;)} =0= /X =0vI,J.K; (3.66)

{G|,H)) =Gy = b’ =1,b' =b> =0; (3.67)
{Gy,Hy} = —G3 = by’ = —1,b,! =2 =0; (3.68)
{G3,Hy} = —0'9;G2 = b3> = —9'0;,b3' = b3> =0. (3.69)

Como ja mencionamos antes, expressdes da forma d;G», 9'9;G,, etc sdo consequéncias de
vinculos ja obtidos. Eles ndo implicam em simplificacao das equagdes dindmicas. Isto nos levou
a adotar o seguinte ponto: derivadas espaciais dos vinculos ndo sdo novos vinculos. Assim, o
procedimento para no terceiro estagio. Observe que neste caso temos um operador diferencial

como coeficiente da algebra.

A Hamiltoniana estendida tem a forma,

H = /d3 2 2¢p+pe) l(ai¢a)2_2aieai¢a¢a+

8¢2
q) 1)—|—s ((]) 1)+s pe~|—vpx+v T+ 3. (3.70)
Partindo de,
: i 205+ Pe .,
§ = (0%, A} = p° %¢ (371
. ~ 20p+ Pe
e:{e,H}:—Tqbz+s3, (3.72)
encontramos,
Pa=0"—20%(e—5), (3.73)
Pe=—200. (3.74)

Logo, obtemos L,

i— /d3 ~ (3,092 =20 (¢ —57) +20,e0" 09"+

H(A— ) (9% — 1)}. (3.75)

As simetrias de L sdo dadas por,
51:810°=0;61=¢':8e=0;85>=¢';85°=0. (3.76)
8 : 85,09 =0;5A = 0;6re = 0;6,5° = £%;8,5° = —€2. (3.77)

8 85309 = 0; 01 = 0;81e = €3, 835° = b3’e® = —0;0,€>; 835° = &°. (3.78)
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Podemos entdo obter as simetrias de L,

0109+ 60" 4+ 830 =0, (3.79)
SiA+8A+8A=¢, (3.80)
Sie+ Sre+ 8ze =€, (3.81)
onde os €’s obedecem,

& —gigie’ +el =0, (3.82)
& —e>=0. (3.83)

Definindo €3 = —¢, obtemos a seguinte simetria local,
00 =0; 04 = 8,&”8; 0e = —¢. (3.84)

onde € = £(x) é uma fungdo arbitrdria de x".

3.1.10 Resumo dos resultados

Nesta Secdo, apresentamos uma generalizacdo do método da Lagrangiana estendida para
obten¢do de simetrias locais para teorias de campo. Como ilustrado nos exemplos, consegui-
mos um procedimento sistematico de obtencao de simetrias de calibre para uma Lagrangiana
singular L com vinculos de primeira classe. A teoria inicial é deformada de maneira especial, de
forma que todas as simetrias da Lagrangiana deformada L podem ser encontradas facilmente.
As simetrias de L sdo também obtidas. De acordo com o esquema descrito, todos os vinculos

de primeira classe da teoria inicial sdo os geradores das simetrias da teoria deformada.

3.2 RELATIVIDADE ESPECIAL DUPLA DE MAGUEIJO-SMOLIN A PARTIR DE
UM MODELO SINGULAR EM 5D

Vamos mostrar como € possivel construir o modelo de Magueijo-Smolin de Relatividade
Especial Dupla [25] partindo de uma Lagrangiana singular definida num espag¢o 5-dimensional.
A relagdo de dispersdao deformada de energia-momento € obtida a partir da fixacdo de um calibre
para um dos vinculos do formalismo, j4 a regra de transformac¢ao nao linear dos momentos é
obtida impondo covariancia do calibre escolhido. Neste caso, quebramos a invariancia local do

modelo, fixando o parametro da simetria. Nos basearemos aqui no trabalho [8].
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3.2.1 Introducao

Virias propostas de Relatividade Especial Dupla tem recebido atencdo nos tltimos anos
[23, 24, 25, 26, 27, 67, 68, 69, 70,71, 72,73, 74, 75,76, 77,78, 79, 80]. Eles foram formulados
com base na realiza¢do ndo linear do grupo de Lorentz no espaco 4-dimensional de energia-
momento {p*} de uma particula [25]. Isto ¢ feito introduzindo, em adi¢do a velocidade da luz,
mais uma escala independente do observador, {, associada com a escala de Planck. Por sua vez,

a realizacao nao linear implica numa relag¢do de dispersao de energia-momento deformada,

Nuvp*p = —m?*c® + £(&,p°). (3.85)

E suposto que no limite ¢ — 0, recuperamos a relagdo padrio pypt = —m*c?. Aqui Nuv =

diag(—1,+1,+1,+1).

A ideia de incluir outra escala invariante no espago-tempo, além de c, € bastante antiga.
Snyder construiu um espago-tempo com invariancia de Lorentz e que admitia um comprimento

invariante, em um dos primeiros esforcos para evitar problemas de divergéncia [81]. !
Vamos listar algumas motivacdes para tal modificacdo da Relatividade Especial.

a) Motivacao Fisica. Ha evidéncias de uma estrutura discreta de espago-tempo a partir
de cdlculos ndo perturbativos ligados com gravitacdo quantica [83]. H&4 também indicacdes
de possiveis corre¢des da forma (3.85), assim acredita-se que a Relatividade Dupla seja uma
teoria que descreva possiveis efeitos de gravitacdo quantica, mesmo com campo gravitacional

desprezivel [84, 85].

b) Motivacao Observacional. A relacdo de dispersdo deformada implica corre¢des para
o limite GZK [86], assim a Relatividade Dupla poderia ser relavante para estudar possiveis
anomalias com raios cosmicos de altas energias [67, 87]. Além disso, dados observacionais de

2.2

explosdes de raios gama podem ser usados para possiveis corregdes para p, p* = —m~c”, veja

[77].

¢) Motivacao Experimental. Em um trabalho recente [78] foi sugerido que experimentos
poderiam detectar correcdes para a relacdo de dispersdo de energia-momento e f # 0 em (3.85)

poderia ser interpretado como um efeito de gravitagdo quantica.

'Uma outra maneira de introduzir uma escala (de comprimento) independente de observador foi sugerida em
[82], numa tentativa de construir a gravitacdo quantica. A ideia € a seguinte: o0 movimento de uma particula num
campo gravitacional externo é independente da sua massa. Se tentarmos quantizar a teoria, a massa € incluida no
formalismo pois escrevemos, [x', p;] = ih8';. Definindo um operador v; = p;/m, chegamos a [x',v;] = ii/m. Para
eliminar m, introduz-se uma escala de comprimento Ay, além de ¢, como 7i/m = cAp.
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d) Motivacdo Matematica. Para relacionar a realizacdo do grupo de Lorentz
KH = AH XY (3.86)

com transformagdo entre observadores inerciais, em particular com boosts, introduzimos o pa-

rametro ¢: x°

= ct, que possui propriedades especiais na teoria resultante: (i) as transformacgdes
sdo degeneradas para V — c; (ii) o limite ¢ — oo reproduz a relatividade de Galileo; (iii) a velo-
cidade v = ¢ € a escala independente de observador da teoria. Assim, podemos nos perguntar se
nao € possivel generalizar a Teoria da Relatividade Especial para que admita mais uma escala

dimensional com propriedades similares a c.

Nesta Se¢do, vamos discutir a proposta inicial de Magueijo-Smolin (MS) [25], que afirma
que todos os observadores inerciais devem concordar em usar a seguinte relagdo de dispersao

de energia-momento deformada para uma particula
p?=—m?c?(1+¢p°)>. (3.87)

A relacdo acima € invariante sob a acdo da seguinte transformacdo ndo linear:

o Aty pY
1+ 8(pO =A% pY)

Contudo, a lista de regras cinematicas do modelo ndo ¢ completa, levantando um debate na

P (3.88)

literatura sobre o status da Relatividade Especial Dupla como teoria [27]. Um dos proble-
mas estd ligado com uma definicio de momento total de um sistema de particulas. Devido a
transformacdo ndo linear, a soma ordindria de momentos ndo se transforma como a soma dos
momentos apos a transformacio, ou seja, se escrevermos (3.88) simbolicamente como p' = Tp
e se temos um sistema com de particulas com momentos enumerados pelo indice a, entdao
Y.pP =YuTpa# TY,pa No trabalho [26] este problema foi resolvido: observamos que a
cinematica de MS pode ser relacionada com uma realizag@o linear do grupo de Lorentz num
espaco de posi¢cdes 5S-dimensional. Desta maneira, foi construido um exemplo de Relatividade
Dupla livre do problema do momento total (veja também [88] para uma sugestdo de como
construir a lei de composi¢cdo dos momentos). Diferentes leis de composicao covariantes na

literatura levaram a alguns efeitos intrigantes, como por exemplo,

a) Soccer ball problem [79]. A energia de Planck Ep é assumida como um limite superior
de energias e a Relatividade Dupla degenera quando p° — Ep, similarmente ao que acontece
quando V — ¢ na Relatividade Especial. O problema é que Ep realmente limita particulas

elementares mas esse valor de energia pode facilmente ser atingido por corpos macroscopicos;

b) Rainbow geometry [72]. A métrica agora passa a ser dependente da energia da particula,
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difucultando a interpretacao da teoria no espago de configuracoes.

Para entender estas propriedades controversas, € desejavel ter em maos um modelo de par-
ticula relativistica formulado no espaco de configuracdo, que leve as relacoes (3.87) e (3.88)
no espaco dos momentos. Apesar de grande esforco [70, 73, 74, 75, 76], ainda ndo temos um
modelo satisfatério. Assim, o objetivo desta Secdo € construir um modelo que possa ser usado

como um laboratdrio para simulagdes da cinematica da Relatividade Especial Dupla.

Realizacdes ndo lineares do grupo de Lorentz no espago das varidveis (fisicas) dindmicas
frequentemente aparecem apods a fixacdo de um calibre numa teoria com realizagdo linear do
grupo de Lorentz no espaco de configuragdes inicial. Adotando este ponto de vista, vamos
estudar uma Lagrangiana singular num espaco de posi¢cdes 5-dimensional x4, A = (u,4), u =
0,1,2,3, com realizagdo linear do grupo SO(1,4) (em [85], o autor sugere que de fato este
€ grupo de simetrias para construirmos a Relatividade Dupla). Para garantir o nimero certo
de graus de liberdade, precisamos de dois vinculos de primeira classe. As tinicas combinagdes
quadriticas de varidveis que sio SO(1,4)-invariantes sdo p?, xp, x>. Vamos rejeitar x” ja que ele
leva a um espago-tempo curvo. (Existem algumas propostas considerando o espago de de Sitter
como a arena para teorias de Relatividade Especial Dupla [68, 69, 70, 80]). Assim, olhamos
para um modelo com vinculos p?> = 0, xp = 0. Eles correspondem a uma particula onde o
quadri-momento ndo esté fixo e sem invariincia de translacdo no espago 5-dimensional. Vamos
mostrar que a relacdo de dispersao de Magueijo-Smolin aparece pela fixacdo de um calibre para
um dos vinculos e a lei de transformacao nao linear dos momentos € ditada pela covariancia do

calibre escolhido.

3.2.2 Realizacdo dindmica do modelo com invaridncia pelo grupo SO(1,4)

Agora motivaremos a constru¢do do modelo de Magueijo-Smolin partindo de uma Lagran-
giana em 5 dimensdes. Discutiremos o setor fisico da teoria e sua formulacdo Hamiltoniana, de

acordo com o método de Dirac para sistemas vinculados.

O movimento de uma particula com o ponto de vista da Relatividade Especial pode ser

descrito partindo de uma acdo em 3 dimensdes
dxi

2
§=— 2/d 1— 3.89
o f anfi- (5 5

que implica as seguintes equacdes Hamiltonianas de movimento

dy P dp'

A0 " R rme A

0. (3.90)
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O problema aqui € que as transformagdes de Lorentz x’* = A*,x" agem de maneira ndo linear
nas varidveis fisicas x'(x°). Para melhorar este quadro, passamos de uma formulagio tridimen-
sional para uma quadridimensional introduzindo a representagio paramétrica x'(7), x°(7) da
trajetéria da particula x'(x°). Usando a relagdo
dx*  x(1)
dx® (1)’

(3.91)

a acdo (3.89) toma a forma

—me / AT/ Ty (3.92)

Como jd vimos anteriormente, ela é invariante por reparametrizagdes da trajetéria, T — /(7).
P . .« A . d . ~ . 1 P 1 ‘LL 2 _ 2 2 P

or sua vez, a invariancia de reparametriza¢des implica no vinculo (pH)= = —m*c*, que é pre-
cisamente a relacdo de dispersdo de energia-momento. A presenca do vinculo é evidente se
introduzirmos uma varidvel auxiliar ¢(7) e reescrever a agdo de forma equivalente

- 1oy e 2o
s —/df(ze(x“) Eme?). (3.93)

A equacdo de movimento para e implica na relacdo de dispersdo de energia-momento corres-
oS

pondente no formalismo Lagrangiano 5> ~ %24 e?m*c? = 0. Além do vinculo, a acdo " implica

nas equagdes de movimento
it =ep*, p*=0. (3.94)

A varidvel auxiliar ¢ ndo pode ser determinada por essas equagdes e entra na solugdo x*(7)
como uma funcao arbitrdria. A ambiguidade reflete a liberdade que temos na escolha da para-
metrizacdo da trajetéria da particula. Por construcdo, a ambiguidade é removida excluindo o

parametro arbitrario 7 das respostas finais. Equivalentemente, podemos impor um calibre para
1

excluir a arbitrariedade da formulag@o singular. O calibre mais conveniente € e = -, K0 = % °t,

j& que ele nos leva diretamente as equagdes (3.90) para as varidveis fisicas.

Em resumo, para evitar a realiza¢do ndo linear do grupo de Lorentz na Relatividade Es-
pecial, elevamos a dimensao do espago de 3 para 4. No caso da Relatividade Especial Dupla,
as transformacgdes de Lorentz sdo ndo lineares num espago-tempo com dimensdo 4. Portanto,
em analogia com o que acabamos de descrever, partimos de uma teoria com relizacdo linear do

grupo de Lorentz num espago com dimensao 5. Consideremos a acio
m B
S / az 2D D, (3.95)

onde Nyp = (—1,+1,+1,+1,+1), Dx* é a "derivada covariante"Dx* = x* — gx4, e g(7) é uma
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varidvel auxiliar. A acdo € invariante globalmente sob a¢@o do grupo SO(1,4)
X = At (3.96)

Temos também invariincia local com o pardmetro (1),

T—7( il; Y (1),
(r) = ()(=)()XA(())
/ YT 8\1

g(r) = ¢'(v) = e ReTe (3.97)

A lei de transformacgao para g implica na regra de transform¢ao simples para a derivada cova-
riante Dx* — ?l,DxA. Logo g tem o papel de campo de calibre na simetria. Como ja sabemos,
a presenca de simetria local significa que o modelo apresenta vinculos no formalismo Hamil-
toniano correspondente. Vamos entdo aplicar o método de Dirac para analisar a acdo (3.95).

Comegamos com 0S momentos

dL dL
PA= 55 = m(xa — gxa), pg:a—gzo. (3.98)

pg = 0 representa o vinculo primério. A Hamiltoniana Hy e a Hamiltoniana completa H sio

dadas pelas expressoes

1
Ho=—pi+epax’, H=Ho+Aps, (3.99)

onde A é o multiplicador de Lagrange para o vinculo primdrio. Os paréntesis de Poisson sido

definidos de maneira usual e as equacdes de movimento sdo dadas por
ya“:§+gx“, pPr=—gpt, s=A. (3.100)
Preservando no tempo o vinculo primario, p, = 0, encontramos um vinculo secundério
pax’ =0. (3.101)
Por sua vez, ele implica no vinculo de terceira etapa
pi=0. (3.102)

O método de Dirac para neste estagio. Todos os vinculos sido de primeira classe, ja que obede-

cem a algebra

{pg.x*pat =1{pg.Pi} =0, (3.103)
{*pa,pi} =2p;. (3.104)
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Como tratamos de uma teoria vinculada, nossa primeira tarefa € especificar o setor das varidveis
fisicas [37]. O espaco de fase inicial é parametrizado por 12 varidveis x4, p?, g, pg. Levando
em conta que para cada vinculo de primeira classe podemos eliminar duas varidveis, o nimero
de variaveis fisicas no espaco de fase é 12 —2 x 3 = 6, como deveria ser para uma particula
descrita pela Relatividade Especial Dupla. Observe que o multiplicador de Lagrange A ndo
foi determinado durante o método de Dirac, e entra como uma fungdo arbitrdria nas solucdes
das equagdes de movimento. De acordo com a teoria geral [1, 20, 29], varidveis com dindmica
ambigua ndo representam observaveis. Para o nosso caso, todas as varidveis iniciais sao ambi-
guas (observe que elas se transformam sob a¢do da simetria local do modelo, ou seja, ndo s@o

invariantes de calibre).

Para construir as variaveis fisicas, notamos que as quantidades 7 = 2—4 obedecem a " =0,

= Z(nt —yH), onde e = %. Como estas equacdes assemelham-se com as de uma particula
relativistica sem spin, a ambiguidade devido a e tem interpretacdo bem conhecida, sendo relaci-
onada com a invarincia de reparametrizagdes da teoria. Desta maneira, assumimos que y* ()
representam as equagdes paramétricas para a trajetoria y'(¢). As varidveis y'(¢) com invariancia

. - - o d i n.i_ i
de reparametrizagdes possuem evolugdo deterministica dada por 5- = ¢ 2.
m0—y

Podemos ainda olhar para as combinacdes no espaco de fase que sejam invariantes de cali-
bre. A propriedade notdvel e bem conhecida no formalismo Hamiltoniano € que existem coor-
denadas no espaco de fase cuja Hamiltoniana anula-se [29]. Nestas coordenadas as trajetdrias
sdo linhas retas. Para o caso, as varidveis com dindmica deterministica e com essa propriedade

sdo M, st = yH — M,

3.2.3 Calibre para Relatividade Especial Dupla

Vamos reproduzir a cinemadtica da proposta de Magueijo-Smolin de Relatividade Especial
Dupla. Primeiro, obteremos a rela¢io de dispersao (3.87) impondo um calibre particular para o
modelo. Geralmente, as simetrias local e global sobrevivem separadamente apds a fixagao do
calibre. Mas podemos olhar pela sua combinacdo que ndo estraga o calibre escolhido. Seguindo

esta linha, chegaremos a transformacao dos momentos (3.88).

De acordo com Dirac, cada vinculo de primeira classe deve ser acompanhado por alguma
condi¢do de calibre da forma h(x,p) = 0, onde a fun¢do & deve ser escolhida de forma que o
conjunto formado pelos vinculos e calibres seja de segunda classe. Os vinculos e calibres podem
entdo ser usados para representar parte das varidveis do espago de fase através de outras. As
equagdes de movimento para as varidveis restantes sao obtidas substituindo vinculos e calibres

nas equacoes ja obtidas.
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Escolhemos o gauge g = 0 para o vinculo p, = 0. Este calibre fixa a simetria local, como

deveria ser,

2 :_+% — 7=0. (3.105)

Ficamos entdo com dois vinculos. Para obter a relagdo de dispersdo deformada, impomos
o calibre p* = mch(¢, p®) para o calibre psx* = 0. Usando esta expressio no vinculo (3.102),

obtemos

pup* = —m*H* (&, p°). (3.106)
Escrevemos a funcio 4 dependente dos argumentos ¢ e p” mas a escolha do calibre é livre.

Agora nos voltamos para a transformagdo de Lorentz induzida para os momentos. Sob as

simetrias (3.96) e (3.97), o momento conjugado p* = mDx* transforma-se como

1
Para o subgrupo SO(1,3) 2
A*, 0
A= Y , (3.108)
0 1
temos
wooom_Vepov o4 a4 1y

Agora, como acontece frequentemente em teorias de calibre, a simetria global da formulagao
com o calibre ja fixado € uma combinacao da simetria global inicial e da simetria com o pa-
rimetro Y especialmente escolhido. Como o calibre p* = mch(¢, p®) ndo é preservado pelas
transformacoes (3.96) e (3.97) separadamente, somos for¢cados a buscar uma combinacao das

duas, (3.109), que preserve o calibre. Impondo covariancia do gauge
p* =meh(§,p°) & p"* = meh(g, p), (3.110)
obtemos a equacdo que determina y

1
h(,p") = Yh(CWAOup“). G.111)

Discutiremos somente as transformagdes de Lorentz induzidas. As transformagdes restantes sio boosts na
quinta dimensdo. Na versdo com o calibre ja fixado, eles produzem transformagdes ndo lineares que tem o papel
de translacdes quadri-dimensionais.
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No calibre g = 0, temos p4 = const. nas equagdes de movimento, assim a equagdo (3.111) é
consistente com (3.105). A equagdo (3.109) com este ¥ fornece a realiza¢io ndo linear do grupo

de Lorentz que deixa invariante a relacdo de dispersao deformada (3.106).

Vamos especificar tudo isto para o modelo de Magueijo-Smolin. Se fixarmos o calibre
p* =mc(1+ ¢pY), entdo o vinculo p3 = 0 toma a forma da relagdo de dispersdo de Magueijo-

Smolin (3.87). Impondo a covariancia do calibre, a equacgdo (3.111) para determinar ¥ fica
0 1 0 u
1+Cp :}/(1+C}A upt). (3.112)
Logo, y é dado por
y=1+¢(p" =A% pH). (3.113)

Usando este ¥ na equacdo (3.109), vemos que os momentos p* transformam-se de acordo com

a equacdo (3.88).

3.2.4 Resumo dos resultados

Construimos um exemplo de modelo de particula relativistica (3.95) num espago-tempo
5-dimensional plano com realiza¢do linear do grupo de simetrias globais SO(1,4) e sem inva-
riancia de translagdo 5-dimensioal. Devido a simetria local que a acdo apresenta, o nimero de
graus de liberdade fisicos do modelo é o mesmo que os de uma particula na Teoria da Relati-
vidade Especial. Aplicamos o modelo para simular a proposta cinemdtica de Magueijo-Smolin
de Relatividade Especial Dupla. Isto foi feito fixando um calibre apropriado para o vinculo
(3.101), que levou a relacdo de dispersdo deformada de Magueijo-Smolin dada em (3.87). A
transformacao ndo linear dos momentos (3.88) foi encontrada quando forcamos a covariancia

do calibre escolhido.

Terminaremos esta parte com um comentdrio sobre a lei de transformacgdo para as coorde-
nadas espaciais. Usando o parametro y obtido na equacdo (3.113), a transformacgado das coorde-

nadas do espago de configuracdo podem ser encontradas a partir de (3.96) e (3.97)

M =1+ (P — A%yt AF Y, (3.114)

= =14+ C(p° - AV pH)]at (3.115)

A componente x* é afetada somente por um fator de escala. As coordenadas x* transformam-

se como normalmente acontece nas teorias de Relatividade Especial Dupla: temos uma lei de
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transformacdo que € dependente da energia e momento da particula [85]. Estas transformagdes
foram obtidas no trabalho [71] pelo argumento que campos livres definidos no espaco da Re-
latividade Dupla (3.87) deveriam ter solu¢des de onda plana na forma ¢ ~ Ae e assim a
contragdo p,x* deveria permanecer linear em qualquer sistema de referéncia. Observamos que

isto acontece no nosso modelo

1
Muvp™a" = nu\’(]—//\ual’a)(?’/\vﬁxﬁ) = Nopp®x’. (3.116)

A equagdo (3.114) leva também a uma métrica no espaco de configuracdo dependente da energia

[72]. Veja as tentativas de interpretacio de p® neste caso em [71, 72].

3.3 INVARIANCIA POR REPARAMETRIZACOES NA MEC. CLASSICA E A EQUA-
CAO DE SCHRODINGER

Vamos basear esta Secdo no trabalho [6]. Apresentaremos a formulagdo da Mecanica Clas-
sica invariante por reparametrizacdes. Discutiremos entdo a quantizacdo candnica nesta for-
mulagdo, onde tempo e espaco sdo quantizados. Isto nos levard precisamente a equagao de

Schrodinger. Como exemplo, abordaremos a Mecanica Quantica de uma particula relativistica.

3.3.1 Introducao

A descri¢do de uma particula sob o ponto de vista da Mecanica Quantica pode ser feita
de vdrias maneiras. Por exemplo, Feynman derivou a equacido de Schrodinger a partir da re-
presentacdo integral de Dirac da func¢do de onda W [53]. Outra possivel construgdo € baseada
em argumentos fisicos: a difracdo de elétrons produz um padrao de interferéncia similar ao
padrdo produzido pela luz e sugere a existéncia de uma funcio de onda, governada por uma
equacdo de onda, que é exatamente a equacdo de Schrodinger [54, 55]. Podemos ainda aplicar

o procedimento da quantizag¢do candnica [55, 56] a um sistema mecanico cldssico com a¢ao

S:/dt [% (%)2—V(X,t)
1,2 .3

onde x = (x',x”,x°). Para quantizar o sistema, nds o reescrevemos no formalismo Hamilto-

: (3.117)

niano em termos das varidveis do espaco de fase x', p' e paréntesis de Poisson {x', p/} = 8".
A quantidade bésica é a Hamiltoniana H(x,p,t) = p>/2m+ V. De acordo com o paradigma
da quantizacdo candnica, associamos com as varidveis do espaco de fase operadores com co-

mutadores que se assemelham ao paréntesis de Poisson [£', p/] = ifid"/ (aqui £ é o operador
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associado a x*)

S ) ) p)
x =% =X, pl— pl=—ih—, (3.118)
ox!
e postulamos a equag@o de Schrodinger para a funcio de onda W(z,x)
_d N
ih—¥Y =HY, (3.119)

ot
com H = H(&,p,1).

Todos os sistemas mecanicos podem ser escritos de forma que apresentem invariancia de
reparametrizacdes. Para isso, introduzimos a representaciio paramétrica da trajetéria x = x(z),
digamos x =x(7),t =1(7), onde T é um pardmetro arbitrario ao longo da trajetéria. Denotamos
da/dt = a e escrevemos as igualdades dt = idt e dx/dt = x/i. Se usarmos estas relacdes em

(3.117), obtemos a agdo invariante por reparametrizagdes T — 7' = f(7)

2

S:/dri, i= %—fv(x,t). (3.120)

A equagido (3.120) é equivalente a (3.117) pois as equagdes Lagrangianas para as fun¢des x(7),
t(7), que seguem de (3.120), implicam as equagdes corretas para x(¢). De fato, as equagdes de

movimento para (3.120) fornecem,

)
%—FV:const. (3.121)
m (X av
—(Z)=—=—. 3.122
f (t) ox ( )
Usando a igualdade % = ’t—‘ e excluindo 7, chegamos aos resultados: a) a primeira equagao

acima € a conservacdo da energia e b) a segunda equacdo € a propria equacdo de movimento

oriunda de (3.117),

d*x oV
—_— = 12
" ar ox (3.123)

Observe que chegamos a equacao (3.121) e ao resultado a) acima a partir do calculo de % que
¢ o proprio momento conjugado a varidvel + = 7(7). Por esta razdo, energia e tempo sdo ditas

varidveis conjugadas [57].

Enfatizamos que, por construg@o, o pardmetro 7 e as fung¢des x(7), (7) ndo possuem inter-
pretacao fisica direta. Como exemplo, considere a particula livre, V = 0. Entdo (3.120) implica

~ , 2 S A o ~ R
as equagdes, (7) =0, (’;—2) = 0. Devido a invariancia de reparametrizacdes, a solugcdo geral a
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essas equacoes apresenta, além das constantes de integragdo v e Xo,uma fungdo arbitraria g(7)
x=vg(T)+x9, *=g(7). (3.124)

A equag@o (3.124), embora determine uma linha reta nos espagos x e (¢, X), ndo especifica a evo-
lugdo particular ao longo da linha. Somente x(¢) possui interpretacdo fisica. A partir de (3.124)
obtemos x(¢) = vt +X9. Como veremos logo abaixo, a formulagdo Hamiltoniana de (3.120)
apresenta um vinculo de primeira classe, que estd associado a invariincia de reparametrizacoes.
Esse exemplo simples da particula livre fornece ainda uma interpretacdo para teorias com inva-
ridncia local (ou com vinculos de primeira classe): a teoria fornece as trajetérias acessiveis mas

nao a evolugdo sobre as trajetorias.

Chegamos entdo ao objetivo principal deste trabalho. Vamos reformular as regras de quan-
tizacdo na formulagdo com invariancia de reparametrizacdes. As razdes para essa formulagao

da mecanica quantica estdo abaixo.

1. A forma de (3.118) sugere que somente a coordenada espacial estd submetida a quanti-
zacdo (veja, por exemplo, [58] e [59])). Além do mais, em [59], o autor afirma que é
surprisingly complicated promover tempo a um operador. Vamos mostrar que a quanti-
zacdo da coordenada temporal ndo representa nenhum problema especial na formulagao
com invariancia de reparametrizacdes. Ou seja, o fato que tempo ndo € quantizado pode
ser visto como um artefato da formulacao utilizada e ndo representa nenhuma propriedade

intrinseca do paradigma da quantizacao.

2. Na formulag@o com invaridncia de reparametrizagdes, a quantidade que se anula para
qualquer trajetdria acessivel para a particula aparece naturalmente. O correspondente
quantico desta quantidade € a equacdo de Schrodinger. Assim a formulagdo com invari-
ancia de reparametrizagcdes implica num argumento simples e construtivo para postular a

equacao de Schrodinger.

3. Sistemas relativisticos sdo usualmente formulados com invariancia de reparametrizacoes
[20, 28, 29, 60, 61], assim a familiaridade com a formula¢do da mecanica cldssica com
invariancia de reparametrizacOes € ttil para entendimento, por exemplo, da relatividade

especial.

3.3.2 Formulacao com invariancia de reparametrizacoes da Mec. Quantica

A acio (3.120) é definida no espaco de configuragdes parametrizado pelas coordenadas x', 7.

Para obter a formulacdo Hamiltoniana, introduzimos o espago de fase parametrizado por x’, p',
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t, ps, com paréntesis de Poisson definido por
{(x',p'} =8V (3.125)
{t,p;} =1 (3.126)

De acordo com a prescricdo padrio [9], as varidveis x'(7), () satisfazem as equagdes de Euler-

Lagrange e a dinamica dos momentos conjugados € especificado por

. dL  mi
P = 5% i ( )
oL mx>
Estas equacgdes implicam no seguinte vinculo
~ 1
H=p+—p*+V =0, (3.129)

2m

que ¢ satisfeito para qualquer solu¢do das equacdes de movimento no espaco de fase. Este
vinculo reaparece quando tentamos construir a Hamiltoniana da acdo (3.120)
i 'i . . 1 2
px+pit—L=t pt—i—ﬁp +V|, (3.130)
que se anula para qualquer trajetdria acessivel da particula.

A invariancia de reparametrizagdes de (3.120) é equivalente a dizer que a teoria possui in-
variancia local [62]. Logo, o formalismo Hamiltoniano correspondente apresentou um vinculo,

COmo esper. avamos.

Para quantizar a formulacdo com invaridncia de reparametriza¢des, substituimos as varid-

veis do espaco de fase por operadores que assemelham-se com os paréntesis (3.125) e (3.126)

t—1t=t, pr — pr = —iho;, (3.131)
X f=x, p—p=—iho. (3.132)

Como a fungiio H anula-se no espaco de fase na teoria cldssica, esperamos que o operador
correspondente na Mecanica Quantica tenha a propriedade HY = 0. Se levarmos em conta

(3.130) e (3.131), esta propriedade torna-se
hz
ihd¥ = (——V>+V)¥. (3.133)
2m

Chegamos entdo a equagdo de Schrodinger.

Observe que na formulagdo padrdo (3.117) os comutadores [&, p/] = ihd"/, combinados
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com a relacdo
(AA)*(AB)* > (=-[A,B))?, (3.134)

para o desvio padrio de dois operadores A e B (veja uma demonstragio em [56]) implicam em
(Ax")(Ap’) > 18" /2. Ou seja, a relagdo de incerteza para posigdo-momento surge como um
resultado algébrico. Em contraste, a relacdo de incerteza para energia-tempo tem diferentes

origens e interpretacoes [63, 64, 65].

Na formulagio com invariancia de reparametrizacdes, além de [£, p/] = ih6%/, temos tam-
bém o comutador [7, p;] = ih. Assim, nos perguntamos se a relacdo de incerteza de energia-
tempo pode ser derivada da mesma maneira, como consequéncia algébrica de (3.126). Infeliz-
mente, o paréntesis (3.126) no mesmo pé de igualdade com (3.125) nao significa uma completa
simetrizac@o das varidveis de posi¢ao e tempo na formulacao da Mecanica Quantica. Esta assi-

metria possui varias origens, incluindo,
a) O produto escalar implica integragcao das varidveis de posicao, mantendo o tempo fixo;

b) O operador p; € hermitiano somente no subespaco de solucdes da equacao de Schrodin-

ger, veja a equacgao (3.133);

¢) A varidvel conjugada parat € p; e ndo H.

3.3.3 O caso geral

O procedimento também funciona no caso geral. Considere a seguinte acao
d B
Sz/dtL (f‘,%,r), (3.135)

onde ¢* = (X1,X2,...,X,), A,B,C = 1,2,...,3n representam as coordenadas generalizadas do
espaco de configuracdo 3n-dimensional de n particulas. Se a acdo ndo € singular, entdo as
equacdes para os momentos pg = dL(g,v,t)/dv? podem ser resolvidas para v = A (g5, p© 1)

e a Hamiltoniana tem a forma

H(q", pg,t) = pav* —L(g,v,1). (3.136)

A acdo com invariancia de reparametrizagdes €

B
S:/dzzz/dn'L (qA,qT,t). (3.137)
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(3.137) leva as seguintes equagdes para os momentos conjugados

~ dL(g,v,t)
PA=—5 5 wﬁ@, (3.138)
¢ aL(q,v,t)} ‘
pr= |Lgvt)— ————7— : (3.139)
! ( ) t oA A

12

A solugdo da equagao (3.138) é ? = vA(q,p,t). Usamos essa expressdao em (3.139), e obtemos

o vinculo p; + pav* — L(g,v,t) = 0, ou, equivalentemente
p:+H=0. (3.140)

Ele € satisfeito para todas as solucdes das equacdes de movimento no espaco de fase. Aqui H é
a Hamiltoniana da formulac¢do inicial L. Similarmente ao exemplo prévio, na formulagdo com

invariancia de reparametrizag¢des, a Hamiltoniana candnica € proporcional ao vinculo

padt+pi ~ L=t i+ pa/ 1. (3.141)
Para quantizar a formula¢do com invariancia de reparametrizagdes, substituimos as varia-
veis do espago de fase por operadores, p; — p; = —ihid;, pa — pa = —ihdy, € impomos a equa-

¢do (3.140) na fungio de onda, que imediatamente leva i equagio de Schrodinger ihd, ¥ = HY.

3.3.4 Mecanica Quantica de uma particula relativistica

Em termos das coordenadas fisicas x(¢), a acdo da particula relativistica pode ser expressa

S— —mc/dt - (Z—’t‘)z, (3.142)

onde m € a massa da particula e ¢ € a velocidade da luz. Introduzimos uma parametrizacao

por

arbitraria x(7), t(7) da trajetdria, de maneira que a agdo com invaridncia de reparametrizacdes

o2
Sz—mc/d”ci\/cz—);—z. (3.143)

Se concordamos em considerar somente parametrizacdes ajustadas com o "fluxo do tempo"

assume a forma

dt/dt > 0,
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entdo a acdo pode ser escrita com invariancia relativistica manifesta

§— —mc/dré—.“/(ci)z — %2 (3.144)
= —mc / AT\ /My iP5, (3.145)

onde usamos a métrica no espago de Minkowski Ny = (+,—, —, —).

Passamos agora ao formalismo Hamiltoniano para (3.143), introduzindo os momentos

oL mcxX
ngz—‘z’ (3.146)
dL 2
=57 = —meyJ -5 (3.147)

A equacio (3.146) pode ser usada para expressar X em termos de p e f como
X = icp/\/ m2c? +p2. (3.148)
Usamos este resultado na equacgdo (3.147) e obtemos o vinculo bésico

pr = —c\/m2c? +p2. (3.149)

Como esperado, a Hamiltoniana € proporcional a
H =i(p; +c/m2c? +p2). (3.150)

Quantizando o modelo via o método desenvolvido aqui, chegamos a equagao de Schrodin-

ger, que € na verdade a raiz da equagdo de Klein-Gordon [58]

iho,¥ = ¢V m2c? — B*V2 ¥, (3.151)

onde V2 = 22 + % + ;—;2 Vamos reescrever a equagao (3.151) de forma equivalente
3

8x% %
li%—\/uz—vz}‘l’:o, (3.152)

onde it = mc/h. Vemos que se expandirmos a raiz quadrada em série de poténcias com respeito
a 1/c? e mantendo somente os dois primeiros termos, a fun¢io y = exp(—imc?t/h)¥ satisfaz a

equagdo de Schrodinger ndo relativistica ifid, y = — (1% /2m)V?y.

Encontramos entdo dois problemas bem conhecidos relacionados a equacao (3.152). Ela

contém uma raiz quadrada de um operador e nao estd escrita com invariancia relativistica ma-
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nifesta. Vamos mostrar que ambos os problemas podem ser evitados reformulando a teoria de
forma equivalente em termos de um campo escalar real ¢(x*), no lugar da funcdo de onda

complexa V.

Consideremos a equagdo de Klein-Gordon para o campo real ¢ com invariancia relativistica

manifesta
[a,lahr(%)z} 0 =0. (3.153)

As equacdes (3.152) e (3.153) sao equivalentes no seguinte sentido. Se ¢ € solu¢ao da equagao
de Klein-Gordon (3.153), entao

Y=, 4P, = — ,u2—V2¢—i%t¢, (3.154)
&

satisfaz a equacdo de Schrodinger (3.152). Assim como o potencial vetor A produz os campos
elétricos e magnéticos E = —(1/c)d,A, B =V x A (no gauge de Coulomb), o campo real ¢
produz as partes real e imagindria da funcao de onda de acordo com (3.154). Assim, chamamos

¢ de potencial escalar da funcdo de onda [66].

Se ¥ € solugdo da equagao de Schrodinger (3.152), entdo a fungdo

0 = k(x) —c/otd’c‘Pz(r,x). (3.155)

satisfaz a equagao de Klein-Gordon (3.153). Denotamos como

3 ip-x
k(x):—/( dp P (p) (3.156)

21)3/2 \/u? +p?’

onde ¥ (p) € a transformada de Fourier de W1 (0,x):

¥, (0,x) = / P ipxy, (p) (3.157)
’ (2m)3/2 ' '
A fung¢do k(x) representa a solu¢do formal para a equagdo /U2 — V2 k(x) = =¥ (0,x), onde a

ultima € a parte real da equagdo (3.152) tomada no instante ¢ = 0.

De acordo com a equacdo (3.154), a densidade de probabilidade pode ser escrita em termos

da funcdo de onda

P 2 2
\P*\P:(—q)) +< u2—v2¢> . (3.158)
cot

Podemos identificar a densidade de probabilidade com a densidade de energia do campo ¢. A
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equacao de movimento (3.153) pode ser obtida da acdo

2
S:/d4x (ao¢)2—( uz—vzq)) , (3.159)

assim o lado direito da equagdo (3.158) € a densidade de energia do campo ¢.

Em resumo, a mecanica quantica de uma particula relativistica pode ser escrita numa forma

com invariancia relativistica manifesta em termos do potencial para funcao de onda (3.153).

A interacdo com o campo eletromagnético pode ser conseguida adicionando o termo

d i
Sy = / dr {erJrfA,-—x] (3.160)
c dt
:/drEAux“. (3.161)
C

Repetindo a andlise prévia, chegamos a equacao (3.151), com as substitui¢des
0; — d; —i(e/hc)A;, cdy — dy — i(e/hc)Ap.

Neste caso ndo conseguimos formular a teoria com invariancia relativistica.

3.3.5 Resumo dos resultados

Mostramos nesta Secao que a quantizacdo candnica pode ser reformulada de maneira que
tanto a coordenada espacial quanto a temporal sdo quantizadas. Para isso, trabalhamos com uma
acdo com invariancia de reparametrizacdes, onde as varidveis x e ¢ sdo fun¢des de um parametro
arbitrario ao longo da trajetéria. A invariancia por reparametriza¢des implica o vinculo (3.140),
que é valido para qualquer trajetoria verdadeira da particula. O operador correspondente na
Mecanica Quantica leva a equagdo de Schrodinger. Desta maneira, conseguimos construir a
Mecanica Quantica para uma particula sem impor a equagao de Schrodinger como postulado.
Ela aparece naturalmente como um vinculo de primeira classe da teoria, que de acordo com

Dirac [1], deve ser imposto sobre o vetor de estado.

Como aplicagdo para a formulacdo com invaridncia de reparametrizacdes, demonstramos

que a equagdo de Klein-Gordon para o campo escalar real possui interpretaco probabilistica.

Por fim, este trabalho ainda sugere uma maneira de tratarmos uma particula com spin.
Como vimos, o vinculo (3.140) nos leva a equagdo de Schrodinger. Se conseguirmos construir

uma teoria singular que nos leve ao vinculo

puXt +mch =0, (3.162)
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entdo quantizando a teoria de acordo com,
pu — —ihdy; H — al*, (3.163)

chegamos a equagado de Dirac. Usaremos esta ideia na proxima Secao.

3.4 DESCRICAO DE UMA PARTICULA RELATIVISTICA COM SPIN USANDO VA-
RIAVEIS COMUTATIVAS E A EQUACAO DE DIRAC

Trataremos agora uma particula com spin. Comec¢aremos descrevendo as razdes para de-
formarmos o Hamiltoniano de uma particula na presenca de campo eletromagnético, para que
seja levado em conta efeitos de spin, chegando na equagdo de Pauli. Discutiremos entdo o caso
relativistico, deduzindo a equacdo de Dirac. Mostraremos que em um certo limite, ela se reduz

a equacdo de Pauli. Levantaremos alguns pontos negativos da equacao de Dirac, entre eles,
a) Um desequilibrio entre pares de varidveis conjugadas de posi¢ao e momento;
b) A velocidade da particula no quadro de Heisenberg s6 pode ser +c;

¢) E por fim, a solucdo da equacdo de movimento para a posicao da particula, que além
do movimento retilinear, prevé também um movimento oscilatério nomeado por Schrodinger

Zitterbewegung.

Estes problemas nos motivardo a construir um modelo semicldssico, que produz a equagao
de Dirac através da quantizacdo canOnica. Conseguiremos contornar os problemas acima a

partir da redefini¢do do operador posicdo. Infelizmente o modelo ndo apresenta o vinculo
p*+m*e? =0, (3.164)

antes da quantizacdo e esperamos que todas as particulas massivas o obedecam. Na sequéncia
apresentaremos entao uma generalizacdo deste modelo que também produz a equagio de Dirac,
além de conter (3.164).

3.4.1 Momento magnético do elétron e a equacao de Pauli

Virios experimentos comprovam o spin do elétron, por exemplo, Stern-Gerlach [89], ex-
perimentos com linhas atdmicas espectrais mostram desdobramentos em outras linhas com
frequéncias proximas, revelando a estrutura fina [90], ou ainda, as propriedades magnéticas
de certos materiais [91]. Vamos considerar um efeito particular de desdobramentos de linhas

espectrais na presenga de campo magnético externo, o efeito Zeeman. Vamos mostrar que uma
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deducao tedrica classica do termo de perturbacdo no Hamiltoniano do dtomo leva a resultados
incoerentes com a experiéncia. Consideremos o caso mais simples em que um elétron de massa
m e carga e = —|e| numa 6rbita circular de raio R é colocado na presenca de um campo mag-
nético constante B. Se o elétron tem uma velocidade angular @, entdo seu momento angular
orbital € dado por (vamos supor que seu movimento se dé no plano xy, logo o momento angular

estd na direcdo z)

A

L = moR*k. (3.165)

Esta situacdo € equivalente a uma espira circular com corrente I = % e drea A = R>. O

momento magnético da espira é definido por

— ~ (DR2 ~
i, = 1Ak = ¢ k. (3.166)
Juntando as expressdes acima podemos escrever
— e -
Mo = -—L, (3.167)
2m

" n

onde usamos o indice "0" em [i, para indicar que associamos 0 momento magnético ao mo-
mento angular orbital do elétron. Do Eletromagnetismo cldssico, sabemos que a energia po-
tencial de uma espira num campo B é U = —[i - B. O Hamiltoniano que descreve o dtomo na

presenca do campo é
H = Hy+ Hjy, (3.168)

onde Hy é o Hamiltoniano sem perturbacdo e H;,; corresponde a interacdo do elétron com o
campo magnético

Hyy = ——1I1-B. (3.169)
2m

O termo de interacdo acima podia explicar a separacao de certas linhas espectrais mas nao cor-
respondia a descricao do desdobramento das linhas de 4&tomos principalmente com um nimero
atdmico Z impar, que ficou conhecido como efeito Zeeman andmalo [90]. Para explicar este
impasse, Uhlenbeck e Goudsmit [92] sugeriram que o elétron girasse, possuindo uma espécie
de momento angular intrinseco S, que ficou conhecido como spin. Para que o split nas linhas
de energia que citamos fosse explicado, foi ainda necessario impor que o fator de proporciona-

lidade entre momento magnético [l e spin S fosse o dobro do que foi dado em (3.167)

i, =255 (3.170)
2m
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O fator "2" em (3.170) é conhecido como fator g de Landé. Agora, como vamos escolher
57 0 experimento de Stern-Gerlach, por exemplo, nos leva naturalmente a descrever o spin
com duas componentes, ja que o feixe de atomos incidente é desdobrado em outros dois. Foi
sugerido ainda que o spin aparece como um momento angular. Sua magnitude pode ser obtida

experimentalmente [93] e € dada por g Escrevemos entdo S = g&, onde
[0, 0] = 2ig;j0 (3.171)

ja que G deve obedecer as relagdes de comutagido de um momento angular e juntamente com o
fato que os autovalores de S, devem ser j:% (ou seja, os autovalores de o, sdo £1), chegamos a

622 = 1. Analogamente para Oy € Oy, Gx%y = 1. Podemos escrever ainda,

GXZGZ = GZGXZ =0 = GXZGZ — GZGXZ

= 0x(0,0; — 0,0x) + (—0,0y + 0,0;) 0y

= 0,0y + 0yOy. (3.172)

Logo, o anticomutador dos ¢’s € nulo. Uma possivel representacdo para o; sdo as matrizes
de Pauli 6 = (01, 02,03), que satisfazem tudo o que pedimos acima. Assim, com S = %5, o)

momento magnético fica i = %5 e o termo de interacdo em H toma a forma

ho oo
Hipy = — 5. B. (3.173)
2m

Esta interacdo € exatamente a que aparece na equacao de Pauli, que vamos obter em um mo-
mento. O Hamiltoniano que descreve a interagdo de uma particula carregada na presenca de
um campo eletromagnético externo € obtido pelo acoplamento minimo: fazemos a substitui-
clop —p— ¢A em Hy. Para entender este procedimento, precisamos retornar ao formalismo

Lagrangiano. A particula livre relativistica pode ser descrita pela acdo

1, _mc?
S—/d’c(z—éx —f )—/dTLo, (3.174)

com invaridncia de reparametrizacdes Ogx* = €x*. A variagdo da varidvel é é dada por 6¢é =
(g€), mas ndo é importante no momento. Ja o Eletromagnetismo é descrito pela densidade

Lagrangiana
1
& = —Z(aﬂAv—avA#)z, (3.175)

que apresenta a simetria local 6cAy = dya. O tnico termo que pode ser adicionado a S que

descreva a interagdo sem quebrar ambas as simetrias € L;,, = —ex*Ay. Sob reparametrizagdes,
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temos,
SrAy = Ap(x+ex) —Au(x) = €dyAuxY = eAy. (3.176)
Assim,
SrLins = —e|(exty +xH 8pAy] = —e(—ex* A, +ex*Ay) = 0. (3.177)
Por outro lado,
OcLim = —ext'dya = —(ear). (3.178)

Portanto, (8g + dc)Liny = —(eat). A Lagrangiana serd entdo dada por L = Lo+ L;,,;,. Passando ao
formalismo Hamiltoniano, se p (), = % foi o momento inicial sem interacao, teremos agora
com a interagdo py = p(g)y — €Ay, justificando o acoplamento minimo. Voltamos a dedugdo da

equacdo de Pauli [33]. No lugar de fazer a substituicdo do momento em

1
H=—p, (3.179)
2m
faremos o acoplamento em
H= (555 p) (3.180)
~om P); .

onde & sdo as matrizes de Pauli. Como elas obedecem

— -

(6-A)(G-B)=A-B+i6-(AxB). (3.181)

segue que (G - j)> = p?, logo ndo hd diferenca entre as expressdes (3.179) e (3.180) na auséncia

de campo. Fazendo entdo o acoplamento em (3.180) e usando a identidade (3.181), chegamos a

1 - ] —_ = — N —
H= %(ﬁ—eA)quﬁG- (7 — eA) x (5 — eA)]. (3.182)
Lembrando que p = —ifiV, temos, para uma fungdo arbitraria y(x),
(PXA+AX Py = —ihVx (Ay)—ihA x Vy
— —ihV X Ay. (3.183)
Como B =V x X,
S (P—ed)”—5 G (3.184)
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Se o campo elétrico for ndo nulo, basta adicionar o termo —eAq a H,

1 eh , -

H=_—(p—eA)? —eAy—-—0-B. 1
5 (P—ed)” —eAo— -G (3.185)
Finalmente obtemos a equacao de Pauli,
h— = |—(P—eA)"—eAg— —O0 -B| y. 1
ih—> 2m(p eA)” —eAp 5,0 BV (3.186)

Neste caso, ¥ = (y1,ys) é uma func¢do de onda com duas componentes, que chamaremos
espinor. (A razdo para termos dois graus de liberdade foi discutida anteriormente, quando
mencionamos pela primeira vez as matrizes de Pauli). Esta dedugdo evita, por exemplo, assumir
que o fator de Landé € 2. O termo de interagcao —%6 -B aparece naturalmente. No préximo
tépico, vamos deduzir a equagdo de Dirac e mostrar que no limite de baixas energias e campo
fraco, ela leva a equagdo de Pauli e ao fator de Landé 2, que antes foi imposto para descrever
corretamente resultados experimentais. Esta foi uma das grandes conquistas da equagdo de
Dirac, ou seja, poderemos interpretd-la como a generalizacdo relativistica para a equacao de

Pauli.

3.4.2 Derivacio e triunfo da equacao de Dirac

Vamos agora derivar a equacdo de Dirac seguindo seus proprios passos [93, 94]. A equa-
cdo foi construida para incluir o spin para particulas relativisticas, que satisfazem a relagdao de
dispersdo p”> +m?*c> = 0. Ela admite interagio com o campo eletromagnético e no limite de
campo fraco e baixas energias fornece a equacdo de Pauli e o fator de Landé correto. Este foi
um dos grandes triunfos da equacao de Dirac ja que ela foi deduzida de maneira independente

da equacdo de Pauli e ainda assim leva a tltima no limite mencionado.

A suposic¢do inicial de Dirac foi que a equacgdo deveria ser linear em py € como na quan-
tizagdo faremos py ~ d, a equagdo deveria ser linear em ;. Esta suposi¢do foi baseada no
principio da superposicdo de estados, que é assumido ainda ser valido. Para entender como a
evolucdo temporal estd ligada com um operador linear, consideremos um estado que seja dado

pela superposicao de outros dois em determinado instante 7,

9(t0)) = a' |y (1)) + a®|ya(to)), (3.187)

onde os a’s sdo alguns coeficientes complexos. E natural esperar que se o sistema nao é pertur-

bado, quando 7y — ¢, devemos ter ainda

9(t)) =a'|wi (1)) +a®|ya(1)). (3.188)
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Se assumirmos que a evolugdo temporal seja dada por um operador 7', entdo

T|¢(t0)) = [@(2)). (3.189)

Com mais detalhes,

T(a'lyi(00) +aya(to))) = a'|yi(t)) +a|ya(1))
= a' Ty (1)) + @’ T |y (10))- (3.190)

Logo, T deve ser linear. Voltemos agora a construcdo da equacdo de onda relativistica. Como
queremos que de um jeito ou de outro a equacdo leve a condigdo p? + m?c* = 0, uma sugestdo

z

c
(po— VP> +m?c?)y =0. (3.191)

Interpretamos os p’s como operadores sobre a func¢do de onda ¥ = y(x). Neste caso, pg e p
aparecem de forma ndo simétrica na equacao (3.191), além de conter a raiz de operadores. Seria
desejavel que numa teoria relativistica eles fossem tratados no mesmo pé de igualdade. Vamos
entdo buscar uma equagao linear em p,,, que facilita por exemplo a constru¢do do acoplamento
com o campo eletromagnético e ainda implique na relacdo de dispersdao de energia momento

prevista pela Relatividade Especial. Escrevemos entao

(po+'pi+B)y=0 (3.192)

e vamos buscar a' e B independentes dos momentos de forma que esta equagiio implique na

equagdo de Klein-Gordon
(pg— P> —m*c?)y =0. (3.193)

Como ndo estamos considerando ainda a interacdo com algum campo externo, os operadores
o' e B nio devem depender de x*, ji que nenhum ponto do espaco-tempo deve ser privilegiado
em relacdo a outro. Estes novos operadores devem descrever um grau de liberdade extra do
elétron. Como veremos mais a frente, eles estdo ligados com o spin. Aplicando o operador

po—0o/p ;— B aequagdo (3.192) encontramos

[p5 — o'l pip; — (B + Bo)pi— By = 0. (3.194)
O segundo termo tem a forma,
a'alpipj = (@' pi+(a?)’pi+ ()’ p3 + (a'o® + a’al)pipa+
+(ala® +aal)pips + (2o’ + & o) paps. (3.195)
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Assim, para que (3.194) satisfaca p? +m?c? = 0, vamos pedir que

(a)? =1, (3.196)
ala/+o/al =0, (3.197)
a'B+Ba’ =0, (3.198)

B =meca®; (a)?=1. (3.199)

A dlgebra das matrizes o* = (a, o) fica reduzida a
oto¥ + oot =281, (3.200)

que € similar a das matrizes de Pauli. Assim, uma realizagcao possivel para esta dlgebra &,

0 1 0 ; 0 o
ol = o= , (3.201)
0 —1 o 0

onde 1 é a identidade 2 x 2 e ¢’ sdo as matrizes de Pauli. Uma razio para usarmos matrizes
4 x 4 é a seguinte: na equacgdo de Pauli, para uma dada energia pg, vimos que a funcio de
onda possuia duas componentes. Como estamos construindo uma teoria que satisfaca a relacao
p* +m*c? =0, po pode ser positivo ou negativo. Assim, os operadores o atuam numa funcgdo
de onda com 4 componentes, sendo que 2 graus de liberdade de y correspondem a pg > 0 e os

outros 2 a pg < 0. A equagdo que assumimos ser correta tem a forma
(po+ o' pi+meca®)y = 0. (3.202)

Aplicando o 2 esquerda e redefinindo,
. . 0 o
M=o r'=da= < ) , (3.203)

chegamos a forma conhecida da equagdo de Dirac

(THpu+me)y =0, (3.204)
ou levando em conta que p, — —ihdy,

(iTHoy — —)y=0. (3.205)
As matrizes I'* satisfazem a algebra

Y +TVTH = —2ntY. (3.206)
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Vamos listar algumas consequéncias da equagdo Dirac (sem demonstragdo):

a) Invariancia sob transformacgdes de Lorentz: fixada a regra de transformacao para y sob a
acdo do grupo de Lorentz (representagio espinorial de SO(1,3)), a equacao (3.204) é covariante
[93].

b) Se a equagdo de Dirac € valida para todo sistema de referéncia, como mencionamos em
a), podemos olhar o sistema que py, = (mc,0,0,0). Usando a representagdo dos momentos, a

equacgao tem a forma,
(T*py +me)y(p) =0= T+ 1)y(p) =0 (3.207)

Escrevendo,

v = ( Xl ) (3.208)
X2

onde cada y possui duas componentes, chegamos a equagao

(1 0><XI>=0=>;¢1:0. (3.209)
00 X

Ou seja, no sistema de repouso, sO sdo necessarios dois graus de liberdade para descrever o

elétron, e ndo quatro [95].

¢) Definindo ¥ = y'T?, w em (3.204) pode ser usado para construir o vetor > YT y [96],

que se preserva para solugdes da equacdo de Dirac dy, (YI'*y) = 0. Assim a sua componente

Zero,
Vi
WFOW:WTFOFOII/:(‘I/T ZaR" t/fi‘) Kz =Z:|wa!220 (3.210)
Yy

se preserva no tempo e admite interpretagcdo probabilistica.

d) Aplicando I'Y py, a (3.204) e usando a prépria equacio (3.204), chegamos a
(TVTH pypy — m*c*)y = 0. (3.211)

Como pypy ~ dydy = dydy, os p’s comutam. Assim, somando a equacdo acima ela mesma

3Chamaremos vetor o objeto V* que se transforma como V'# = A*, V'V sob acio do grupo de Lorentz.
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mas fazendo a troca <+ v encontramos
(p* +mc?)y =0, (3212)

devido a algebra (3.206) das matrizes I, ou seja, cada uma das 4 componentes de Y satisfaz a

equacao de Klein-Gordon, como desejado.

e) A interagdo com o campo eletromagnético pode ser feita pelo acoplamento minimo py, —

pu — eAy. Assim, quando ligamos o campo Ay, a equagdo de Dirac assume a forma

[TH (py — eAy) +mc]y = 0. (3.213)

Para ver qual a o significado das matrizes I" e mostrarmos que de fato elas estdo ligadas com
o spin, vamos analisar o limite da equac@o de Dirac acoplada com o campo eletromagnético
mas para baixas energias e campo fraco. Em cada passagem que precisarmos usar algum destes
limites, deixaremos claro quais aproximacoes serdo feitas. Consideremos entdo a equagdo de

Dirac na presenga do campo A,

[T (pu — eAy) +mely = 0 (1" Dy = =)y =0, (3.214)

onde fizemos p;, — —ihd, e usamos a notagdo D, para a derivada covariante

e

Ay (3.215)
Aplicamos o operador (il'VDy + %°) a equagdo (3.214), chegando a
[ruer“Dv + (%)2} v =0. (3.216)
Escrevemos ['*I"V como a soma de suas partes simétrica e antissimétrica,
Y = %(F“F"+FVF“)+%(F“FV—F"F“). (3.217)
Definindo o objeto I'*V = L(THTY —TVI*), temos
LY = —nHY —iTHY, (3.218)

Retornamos agora com (3.218) em (3.216). Notemos antes que I'*V € antissimétrico, logo, sua

contragdo com Dy Dy € reduzido a

. : — _T*[D,, D], (3.219)

D,D DyD D,,D 1
F“VDuDv:F”V( uDy + Dy u+[ i V]) =
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onde [,] acima representa o comutador. Assim,

uv i " me\ 2 B
0" DuDy ~ ST Dy, Dy) + (7) w=0. (3.220)
Como [Dy,Dy|y = —if Fyy Y, Yy, chegamos finalmente a equagdo de Klein-Gordon com aco-
plamento minimo
eh
(" (pu — eAu) (pv — eAv) = S T* Fyy +m*P|y = 0. (3.221)

Estamos usando a notagdo usual Fj,y = dyAy — dyA,. Consideremos o caso particular em que
temos um campo magnético B = B3k e E = 0. Como temos liberdade na escolha do potencial

Ay, fixamos

B3y B
AP = (0,222 23 ). (3.222)
272
Assim,
0O 0 0 O
0 0 B3 O
Fuy = (3.223)
0 —B3 0 O
0O 0 0 O
E entio
h ho3B 0 2B 0
P Fyy, = enBal2 = | O3 [ = ) G224
2 0  ehosB; 0 2eS-B
onde usamos 25 = /8. O primeiro termo de (3.221) assume a forma,
n*Y (pu —eAu)(py —eAy) = hz% — V4 eB3(p1y —xp2)+
BZ
f(x2 +3%), (3.225)

onde usamos py, — —ihd,. Se assumirmos que o campo magnético é fraco o suficiente para

desprezarmos termos de ordem 2 em (3.225) e reconhecendo o momento angular
L=7xp=L3=xpr—p1y (3.226)
chegamos a

™Y (pu —eAy) (py — eAy) =~ 1293 — 12V?* —eL - B. (3.227)
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Reunindo as expressdes acima de volta em (3.221)
(120 — h*V? — e(L+25)- B+m*?y = 0. (3.228)

Queremos ainda analisar o limite de baixas energias, ou seja, |p| < mc. Anteriormente (le-
tra "b" das consequéncias da equacdo de Dirac), discutimos o caso limite quando p' =0 e
chegamos a y; = 0. Duas das componentes de y era nulas. Como |p| < mc, vamos usar

1 .2

a aproximagdo que as duas componentes de x| = (x; ’,X,”) sdo muito menores que as de

() 2. (@) (@)

X2 = (%2 X2 ): X1 < XZLZ . Assim,

v =(x1,2x)~(0,x2). (3.229)

Neste caso, (3.228) fica reduzida a substituicdo de y por x>
(1203 — 2V —e(L+25) - B+m2*]y, = . (3.230)

Agora, vamos tentar uma solucgdo para ), na forma

xo=e T g, (3.231)

onde @ oscila com frequéncia muito menor comparada a @ = mTcz Temos entio
272 2.2 . hz 2 _mec,0
(h“dy +m=c” )y = (—21mh8t(p+c—29t Qe 7
~ —2imhd,pe T, (3.232)

J4 que na aproximagdo que estamos fazendo, ¢ — +oo. Retornando em (3.230) com (3.232)

obtemos
[ihd +h—2v2+i(1?+2§) B] (3.233)
T o 2m e '
ou,
7o = | 2 — - (1+25)-B (3.234)
AP = 12mP " 2m ¢ '

Este ¢ um dos grandes sucessos da equagdo de Dirac: no limite de baixas energias e campo
fraco, ela fornece a equagao de Pauli e o fator de Landé "2" correto, que antes foi adicionado
pela mao, para descrever corretamente, por exemplo, o efeito de Zeeman. Agora ele apareceu
naturalmente. Vale mencionar que a equacdo de Dirac foi derivada de maneira completamente
independente da equagdo de Pauli. Introduzimos graus de liberdade a mais com as matrizes I,
que agora fica claro que estao ligados com o spin do elétron. Para a deducao da equacao tudo

que pedimos foi linearidade em p,,, para que fosse vélida superposicdo de estados e ainda para
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que a energia e o momento fossem tratados no mesmo pé de igualdade.

3.4.3 Alguns pontos negativos da equacao de Dirac

No parédgrafo anterior mostramos um dos grandes sucessos da equagdo de Dirac: no limite
de baixas energias e campo eletromagnético fraco, ela se reduzia a equacao de Pauli. Este é
um indicio que de fato a equagdo de Dirac descreve corretamente efeitos do spin do elétron.
Infelizmente a equagdo de Dirac apresenta alguns pontos controversos, se a interpretarmos com
o ponto de vista da Mecanica Quantica Relativistica. Vamos descrever trés destes pontos. O
primeiro deles estd ligado com um desequilibrio entre varidveis de configuragdo e momento.

Vamos escrever a equacao de Dirac na seguinte forma
ihdyy = (T p; + mc*TO) . (3.235)

A equacdo tem a forma de uma equagdo de Schrodinger. Assim, identificamos o operador no

lado direito de (3.235) como o Hamiltoniano do sistema
H=c(d'pi+B), (3.236)

onde usamos a notacdo das matrizes &' e . Na representacio de Heisenberg, a evolucio do
operador posicdo x/ é dada por
1

X = E[xj JH] = ca’. (3.237)

A equacdo (3.237) nos permite interpretar (x/, @') como um par de varidveis conjugadas. Por
outro lado, temos também as varidveis p;. Quais sdo entdo as varidveis de configuracdo, diga-
mos ¢/, que formam pares de varidveis conjugadas com os momentos p;? Este € o desequilibrio

que mencionamos, que pode ser descrito esquematicamente por
x,al); (2, pi). (3.238)
O segundo problema que vamos falar estd ligado com os possiveis valores que %/ pode

assumir. Os possiveis resultados das medidas da velocidade de um elétron sdo dados pelos

autovalores de cot/. A equacdo caracteristica que fornece os autovalores de, digamos o é dada
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por

A 0 1 0
0 -2 0 —1
0=det(a® — A1) = det = (A2 —1)% (3.239)
( ) o0 -1 o ( )

0O -1 0 -2

Logo, os dois valores de A sdo +1. Ou seja, as medidas da velocidade de um elétron leva-
riam somente aos valores ¢, o que é um absurdo ja que elétrons podem ser observados com
velocidades menores do que ¢. Com isso, concluimos o segundo problema da equacao de Di-
rac. Passamos agora ao terceiro e ultimo problema que vamos descrever aqui. Apesar de tentar
descrever um elétron livre, a solucdo da equacdo de movimento para x’ obtida com o uso de
(3.236), além de conter um movimento retilineo, apresenta também um movimento oscilatério,
conhecido na literatura por Zitterbewegung [97]. Vejamos como varia a velocidade do elétron

com o tempo, por exemplo, na dire¢do z,
ihe® = [0 H) = o®H —Ha’. (3.240)
Por outro lado, vamos calcular o anticomutador de o e H,
PH+HO = a’co’ps+ca’pso’ = 2cps (3.241)

jd que as matrizes a* obedecem a* oY + oV ot =28V e ainda [a', p;] = 0. Assim, usando
(3.241) em (3.240)

ihe® = o*H — (2cp3 — a®H) = 20°H — 2cps. (3.242)
Como p; e H sdo constantes pois comutam com H, chegamos a equacio de segunda ordem
ihe® =20°H = &’ = —%(fH. (3.243)
Esta equacdo pode ser integrada e fornece
_2

(1) = & (0)e™ #H, (3.244)

onde ¢&>(0) é o valor que o operador &> assume em # = 0. Retornamos agora com (3.244) em
(3.242)

ihe3(0)e~ 11! = 203H — 2¢ps. (3.245)
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Assumindo que exista H~!, chegamos a

h ;
(1) = cpsH ' +iz o’ (0)e 7 H g1, (3.246)
Como x* = ca?, podemos obter x* = x3(¢),
h? ;
B(t)=X3+EpsH 't — CTOP(O)e—%HfH—Z. (3.247)

Logo, o movimento do elétron previsto pela equag@o de Dirac € composto de duas partes

R(1)=X>+c?psH 't (3.248)
Z3(1) = —— 0 (0)e™n "H™2, (3.249)

A primeira, R3 (1), corresponde a um movimento retilinear, com velocidade constante. Se in-
terpretarmos H como a energia da particula e fizermos H = cp?, entdo R3(t) = clp%, que é a
velocidade de uma particula relativistica livre andando na dire¢do z. A segunda parte, Zg(t), é
um movimento oscilatorio, primeiro previsto teoricamente por Schrédinger [97], que recebeu o
nome de Zitterbewegung. Existe intenso trabalho experimental atualmente ligado com o Zitter-
bewegung [98]. Chamamos aqui o Zitterbewegung de "problema" associado com a equacio de

Dirac ja que ela deveria descrever um elétron livre, sem aceleracdo, e ndo € isto que ocorre, ja
que 3(¢) # 0.

Estes problemas da equacio de Dirac motivam os trabalhos que serdo discutidos: vamos
apresentar primeiramente um modelo semicldssico tal que sua quantizacdo fornece a equagdo
de Dirac. Este primeiro modelo consegue evitar os problemas da equagdo de Dirac citados aqui
a partir da construcé@o de varidveis ¥ no espago de fase que podem ser interpretadas como va-
ridveis de posicao. A particula X é livre do Zitterbewegung, anda com velocidade constante,
limitada por ¢ quando p?> < 0 e podemos interpretar pu como momentos conjugados a &,
Infelizmente p, nio satisfaz p? +m?c? = 0 antes da quantizacdo. Assim, na sequéncia apre-
sentaremos um modelo que contém a relacdo de dispersdo de energia momento cldssica. Com
isso conseguimos eliminar o indesejavel Zitterbewegung, ja que o vinculo de primeira classe
p? +m*c? = 0 gera transformacdes para x*. Neste caso x* ndo pode ser um observavel, ma-

tando o Zitterbewegung.

3.4.4 Modelo mecanico para descri¢ao do spin relativistico

Até agora discutimos as equacdes que descrevem o spin, a equacao de Pauli e a sua gene-

ralizagdo para o caso relativistico: a equacdo de Dirac. Em ambos os casos, ja do inicio, as
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equagdes sdo quanticas. Muito esfor¢o foi feito para entender o spin classicamente, de forma
que as equacdes correspondentes fossem obtidas, por exemplo, quantizando o respectivo mo-
delo classico [100, 101, 102, 103, 104, 105, 60, 106, 107]. Os primeiros trabalhos que foram
dedicados a dinamica do spin sdo o de Thomas [100] e de Frenkel [101].4 Depois disso, citamos
ainda o trabalho cldssico de Bargmann-Michel-Telegdi (BMT) [103], em que o movimento do
spin sob campos uniformes prediziam teoricamente, por exemplo, a auto-polarizacao de elé-
trons, observado experimentalmente [104]. O problema é que os artigos baseados nos trabalhos
de Frenkel ou BMT nao levavam a uma formulacao quéntica razodvel ja que ndo produzem a
equacdo de Pauli ou Dirac apés a quantizacdo [105]. Este problema particular foi resolvido
por Berezin e Marinov [60]: eles apresentaram uma Hamiltoniana cldssica para uma particula
com spin. A quantizacdo do modelo leva a equagdo de Pauli e € possivel generaliza-lo para
uma versao relativistica, que leva a equacgao de Dirac. Entretanto o espaco do spin € construido
com variaveis de Grassmann ou anticomutativas. Neste caso, temos uma estrutura matematica
formal que apresenta dificuldades se tentamos descrever efeitos de spin antes da quantizagdo.
Existem outras possibilidades para a descri¢do de spin. Por exemplo, Barut e Zhangi [106]
evitam as varidveis de Grassmann, construindo um tensor de spin com a ajuda de espinores.
Entretanto a equagdo de Dirac ndo esta presente e a massa da particula ndo esta fixa. O trabalho
de Hanson e Regge [105] fornece uma teoria quantica para uma particula com spin embora ndo
produza as matrizes I'. Assim, o objetivo central desta Secdo € apresentar um modelo que des-
creva uma particula com spin, utilizando varidveis comutativas. Além de posi¢cdo e momento
x*, py, usaremos varidveis de momento angular J°, J% para parametrizar o espaco do spin. A
quantizacdo do modelo leva a equagio de Dirac e as matrizes I', com a dlgebra correspondente.’
Para obter o modelo, poderfamos tentar incluir o vetor de spin tridimensional S’ no vetor quadri-
dimensional S* de BMT ou inseri-lo no tensor de spin de Frenkel M*Y [101]. Infelizmente, os
modelos baseados neste esquema, além de ndo fornecer a equagdo de Dirac ndo obedecem a um
principio variacional, isto €, ndo existem Lagrangianas ou Hamiltonianas de onde poderiamos
obter as equagdes de movimento correspondentes. Como veremos estes problemas serdo evita-
dos. Observemos que o problema aqui € inverso a quantiza¢do: nds ja temos a equacao para o
elétron com spin. Agora buscaremos um modelo semicldssico® que quando quantizado produz a
equacao de Dirac. O procedimento de quantizacao [93] pode ser resumido da seguinte maneira.
Sejam z% varidveis no espaco de fase que descrevem determinado modelo, onde {z% 7%} é o

paréntesis de Poisson correspondente. De acordo com Dirac, associamos as varidveis z% com

4Para uma revisdo moderna do trabalho de Frenkel, veja [102].

SEste trabalho é uma continuagio do trabalho [107], que descreve o spin nio relativistico com varidveis comu-
tativas. A quantizacdo do modelo fornece a equacdo de Pauli.

®Usamos a palavra "semicldssico" ja que a Lagrangiana (e Hamiltoniana) cldssica que apresentaremos contem
a fator 7.
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operadores hermitianos 2% agindo no espago de estados, obedecendo
1
(e Pz = (2%, 2°). (3.250)

Ou seja, o procedimento de quantizacdo candnica nada mais € que a realizacdo de determinada

algebra num espaco vetorial.

Para o nosso caso, posi¢do e momento da particula correspondem as varidveis do espago de

fase x* e py, com paréntesis de Poisson {x*, p, } = 6#,. A quantizagio leva a

gt = (3.251)
pu — Py = —ihoy, (3.252)
{x*,pv} — [, py] = ins",. (3.253)
Além disso, € sugestivo impor o vinculo
puXt +mch =0 (3.254)

escrevendo, na quantizacdo X* — AI'*. O vinculo (3.254) é imposto no vetor de estado, levando
a equagdo de Dirac. Agora precisamos exibir varidveis cldssicas X* que produzem as matrizes
. Como veremos, isto pode ser feito inserindo as varidveis de spin S’ no tensor de momento
angular JAB, gerador do grupo SO(2,3). Aqui A = (u,5) = (0,1,2,3,5) e a métrica é dada por
nA8 = (—=1,4+1,+1,+1,—1).

Consideremos a representacdo de Dirac

0 1 0 . 0 o
= , I'= . : (3.255)
0 —1 —¢ 0

onde 1 é a matriz identidade 2 x 2 e ¢’ sdo as matrizes de Pauli. Definindo T*" = %(F HTV —

I'YTH") conseguimos uma dlgebra fechada entre os objetos T,

T4 TV = —2iT"Y, (3.256)
[THY T = 2i(nHoTY — nVoTH), (3.257)

[TV TP = 2i(nHoTVP — nHPTVE _ nvopub 4 nvBruey, (3.258)
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Fazendo a correspondéncia

TH ¢y 3H = o1 (3.259)
THY ¢ JHY (3.260)

entdo, por comparagdo, o ultimo comutador acima pode ser identificado com algebra de Lie

5-dimensional so(2,3), com geradores JA3

Vamos introduzir agora varidveis cldssicas que produzem (3.261) apés a quantizacdo. Para
as varidveis de spin tomamos o espaco 10-dimensional parametrizado pelo par de varidveis
conjugadas @, 7%, equipado com o paréntesis de Poisson {@", 78} = n48. Assim, o paréntesis

de Poisson do momento angular definido por
JAB =2(0 78 — 0Brt) (3.262)
¢ exatamente (3.261), omitindo i,
(JAB JCPY — o(nACyBD _ pAD JBC _ nBC jAD 4 1 BD JAC) (3.263)

O paréntesis acima fornece uma realizacio possivel do comutador (3.261) da élgebra de Lie
50(2,3). Como estamos interessados em obter as matrizes I" no procedimento de quantizagio,
reparametrizamos o espaco (@”,78). No lugar das dez varidveis (@*, %), vamos usar J45.

JAB

Notamos entretanto que somente sete das dez fungdes sdo independentes. De fato, elas

obedecem a identidade
JI = (30 TH(gPI g0 — J3I g0, (3.264)

Somos obrigados a adicionar mais trés varidveis a descricdo, digamos, T, = f,(@*,78), n =

3,4,5, para termos uma mudanca de coordenadas
(0, 78) — (FPH I 13, T4, T5). (3.265)

Tomamos, por exemplo, 73 = P, T, = e T5 = 7. Se quantizarmos o modelo com as novas
varidveis, entio produziremos operadores @°, @> e &>, que ndo estdo presentes na teoria de
Dirac e ndo s@o necessdrios para a descri¢ao do spin. Assim, devemos eliminar 7, restringindo
o modelo a uma superficie 7-dimensional do espago (@”,78). Uma sugestdo é vincular o

modelo impondo 7,, = 0 e tomamos as fungdes 7, como os trés invariantes sob a acao de SO(2,3)
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que temos a nossa disposicao

;= ()2 +as, (3.266)
T = (0*)? +ay, (3.267)
Ts = 1t (3.268)

ou seja, {J48,T,,} = 0. a3 4 sdo constantes positivas. Esta escolha sera justificada um pouco a

frente. Infelizmente, a troca

nao € invertivel ja que

Entretanto, a mudancga

¢ invertivel pois

(0", 78) < (JP* J% T, (3.269)

(PH JY% T

S = (3.270)

rank

(0*,78) & (JP* I Ty, Ts, @) (3.271)

a(]SN’JOi,T4’]‘57a)5)
Jd(w?, 7h)

rank = 10. (3.272)

Ainda definimos a superficie de spin por (3.266)-(3.268). A coordenada @’ permanece na

formulacao mas ela ndo pode ser um observdvel como mostraremos a frente.

Vamos motivar a escolha de 7, = 0, que definem a superficie de spin, como SO(2,3)-

invariantes. Primeiro, obtemos a sua dlgebra. Temos

{T4,T5} = —2614. (3273)

De acordo com a terminologia de Dirac, (74,75) forma um par de segunda classe, que chama-

remos de K,, a = 1,2. A combinacao

Ty =T+ 87, (3.274)
as
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¢ um vinculo de primeira classe ja que sua algebra € dada por

(15,13} = 4;ﬁT5, (3.275)
4

(T3, Ty} = —4T5, (3.276)

(13,15} = —2T5. (3.277)

Para uma quantizagado consistente de uma teoria com vinculos de segunda classe, os parénte-
sis de Poisson (PP) sdo substituidos pelos de Dirac (PD), definidos, como vimos anteriormente,

por
{A,B}pp = {A,B}pp — {A,K.}A,} {Kp, B} (3.278)
onde A, B sdo funcdes definidas no espago de fase e A € a matriz ndo singular
Agp = {K4,Kp};  detA#D0. (3.279)

Como queremos reproduzir a dlgebra (3.258) depois da quantizacio, (3.263) deve permanecer
inalterado na transicdo dos paréntesis de Poisson para o de Dirac, que acontecerd, caso os

vinculos de segunda classe sejam invariantes pela agdo de SO(2,3)

{]AB7JCD}PD — {JAB;JCD}PP . {JAB,Ka}A;bl {Kb,JCD}
— [JAB D)y (3.280)

Além do mais, como 73 é de primeira classe, o modelo apresenta simetria local, que apresen-
taremos mais a frente. Os observaveis da teoria devem ser invariantes da simetria local gerada

por T3. Assim, é conveniente também tomar
{48 T3} =0, (3.281)

ou seja, as varidveis de spin serdo quantidades invariantes de gauge, e bom candidatos a obser-

vaveis. Além do mais, se {JAB , T3} # 0, entdo teremos que matar outras varidveis JAB que nao
¢ do nosso interesse. A discussao acima justifica a escolha de SO(2,3)-invariantes para definir
a superficie de spin. Notamos ainda que {®>,73} # 0, ou seja, ®> nio é invariante de gauge,

logo nao pode ser um observavel da teoria.

Ja estamos aptos a quantizar o modelo

==X py— pu=—ihdy; (3.282)
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JH s hTH, JRY 5 pTHY. (3.283)

A equagdo de Dirac € encontrada se impormos mais uma restricao ao modelo, a saber
Ty = puJ™* +mch = 0. (3.284)

Finalmente concluimos que a dindmica do spin relativistico pode ser descrita se construirmos
uma teoria Hamiltoniana com todos os vinculos (3.266)-(3.268) e (3.284). Vamos apresentar

uma realizac¢do deste logo abaixo.

3.4.5 Realizacao Dinamica

Vamos discutir uma possivel realiza¢do dindmica para o modelo algébrico da superficie de
spin apresentado. Comecaremos com a a¢cdo Hamiltoniana, passando para a formulacdo Lagran-

giana. Terminaremos esta parte discutindo algumas formulagdes Lagrangianas equivalentes.
Ac¢ao Hamiltoniana.

A luz dos vinculos (3.266)-(3.268) e (3.284), é sugestivo escrever a seguinte acao Hamilto-

niana
Sp = / a7 (puit + m @ + 70— H) (3.285)

onde a Hamiltoniana completa H é dada por

€l

H:HO_}'A«eljre] — 2

Ty + A, T (3.286)

A, sdo os multiplicadores de Lagrange para 7,,; [ =2,3,4 e T; sdo os vinculos (3.266)-(3.268).
Com mais detalhes, Hy é

€2

Hy >

(Pl +meh) + 2 [(x") +a3] + T (0" +R]. (3.287)

A variagdo de Sy com respeito as varidveis de momento fornece as equagdes de movimento

para as variaveis de posicao,

5S
LCH 0= it =2 = oy (0O 1* — M), (3.288)
Opu 2

65H . 5

H 0= oM = st + e pr, (3.289)

omy

5S

H 0= @ =e3n’ +erpy ot (3.290)

571'5

oS
H_0=¢=2, (3.291)

o,
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bem com a variagdo de Sy com respeito as varidveis de posicdo nos da as equacgdes para os

momentos

OSH

)
% =0= 7t = e’ pH — eq0*, (3.293)
58S

5_;5 =0= 1 = erpu* — e40°. (3.294)

Temos os vinculos 7, = 0, que aparecem a partir da variacao da acdo Hamiltoniana com respeito
aos multiplicadores A,, e ainda temos a variagdo de Sy com respeito as varidveis auxiliares, que

fornece parte dos vinculos desejados da teoria

OSH

= =0= puJ* +mch=0 (3.295)
582

oS

oM 0= (m4)?+az =0, (3.296)

Oe;3

OSH _ 6 = (@) +as—0. (3.297)
Oey

A preservagio no tempo de (@*)% + a4 nos dé o vinculo 75 = @74 = 0, que por sua vez nos
levaaeq = Z—ie3. Para ver isso, usamos as equac¢des de movimento (3.289), (3.290), (3.293) e
(3.294),

[(0*)? 4+ as] = 20" 0" = 230" 7" = 0= w7t =0; (3.298)
(A7) = e3(n4)? — eq(0)? :O:>e4—Z—363 ~0. (3.299)
4

A evolucdo de (7rA)2 +az e puJS“ + mch ndo traz informagdo relevante. De fato, 7474 =

—2esnh e (p“JS” ) = 0. Finalmente, o vinculo e4 — 2—163 = 0 implica A,, = 2—213.

Temos dois pares de vinculos de segunda classe

a
(e4—ie3,ne4); (07, (™) +ay).

Os vinculos restantes 7,,, T, € (71'A)2 + a3 sdo de primeira classe (a combinagdo correta de
vinculos que é de primeira classe é dada por 73 = T3 + Z—2T4, como j4 discutimos). Dois deles
sdo primadrios (7,,, T,,) € de acordo com a teoria geral [20, 28, 29], indicam a presenca de duas

simetrias locais. Uma delas € invariancia de reparametrizacoes, que pode ser escrita na forma

Y =¢Y, (3.300)

Se; = (ge)), 6m, =0 (3.301)
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8, = (8e)), (3.302)

onde Y = (x*, py, ", mg) € € = €(7) é uma fungio arbitrdria. A variagdo de Sy com as trans-

formacgdes acima nos da

1
58 — / dle(puit + mer — )] (3.303)
como desejado. A outra simetria é dada por

oxt =0, d8pu=0, (3.304)
ot = Ea, éﬂA:—éﬂA+£wA, (3.305)

e3
662 = 0, 563 = 2&63, 664 = — <e£> — 264&, (3.306)

3
OAe, = (0¢;), Om, =0, (3.307)

onde § = é(eq—gles3) +2€(é4—g2¢é3). € = €(7) € 0 parAmetro arbitrdrio da simetria. A variagdo
de Sy também nos da um termo de derivada total

- 2
5Sy = / dr(%ﬂ + gages + eZ—ieg —2eazazes). (3.308)

Ambas as simetrias serdo usadas posteriormente para discutirmos o contetido fisico do modelo.

Vamos discutir a estrutura das equagdes de movimento de Sy. Primeiro vemos que A, e
Ae; ndo podem ser determinados nem com o sistema de vinculos nem com as equagdes dina-
micas. Como eles estdo presentes nas equacgdes para ¥ = (x*,py, w?,my), sua solugio geral
contem fungdes arbitrarias. Contudo, podemos contornar este problema. De fato, a equacdo de
movimento (3.288) para x* tem uma estrutura similar comparada a particula relativistica livre
descrita pela agdo S = [d r(ziexz — ¢m?*c?). No iltimo caso, temos X = epH, p, = 0, junto
com o vinculo p? 4+ m?c? = 0. A varidvel auxiliar e entra na solucio como uma funcio arbi-
traria. A ambiguidade reflete a liberdade que temos para selecionar uma parametrizagao para a
trajetdria da particula. Podemos ver este fato de outra maneira, notando que a a¢do € invariante

sob reparametrizagdes

oxt =ext, Oe=(ee). (3.309)
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De fato, a variagcdo de S tem a forma

55 = / dr[e(ziexz - gmzcz)]‘. (3.310)

Neste caso, x°(7), x'(7) sdo consideradas equagdes paramétricas para a trajetéria fisica x'(z).
Obtemos x'(¢) invertendo x°(7) com respeito a 7, T = 7(x°), entdo x (1) = x’(7(x")). A dindmica
deterministica da trajetdria da particula é dada por

dxt x!

— =c 3.311
¢ (3.311)

= C——=

PO

Podemos ainda mostrar que a particula tem uma velocidade restrita. O vinculo p? +m?c* =0

nos permite obter p° como fungdo dos momentos restantes,
PV =1/ (p)2 +m2c2. (3.312)
Assim, tomando o quadrado de (3.311) e usando (3.312),
i 2 ; i\ 2
dx' > () dx' 2
— | =¢S5 =>(—] <c". 3.313
( dt ) ¢ (p)? 4+ m?c? dt ¢ ( )

Alternativamente, podemos mostrar que a velocidade da particula ndo excede ¢ se notarmos que

% é negativo. Tomamos o quadrado de #* = epH junto com o vinculo p* +m?*c> =0

B e e = —€mc. (3.314)

dx' X
Como dar —CE,

iN 2 i\ 2 i\ 2
dx'\" L (X\" _ , e*m?c? dx' ’

A situagdo descrita acima € similar no nosso modelo. Primeiro olhamos para a equagao
de movimento x* = %2]5“. A ambiguidade introduzida por e; tem a mesma origem do que
para a particula relativistica livre, sendo relacionada com a invariancia de reparametrizacdes da
teoria, veja (3.300)-(3.302). Entdo interpretamos x*(7) como as equagdes paramétricas para a
trajetéria fisica x'(¢), cuja dindmica deterministica é governada por

dxi J5i

=C

— =C—=. 31
7 750 (3.316)

Neste caso também podemos mostrar que a velocidade da particula ndo pode exceder a velo-

cidade da luz, embora o vinculo p? +m?c? = 0 ndo esteja presente na formulagio. Para isso,
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observamos que
(1°#)? +4(a3(0°)* +ay(n°)%) = 0, (3.317)

devido aos vinculos (74)% +a3 =0, @*7* =0 e (0?)? + a4 = 0. Isolamos J>°

IO = \J (502 + 4as(0%)? + as(79)2), (3.318)

e o usamos no quadrado da velocidade (3.316). Portanto,

dxt 2_ ) (]51')2 dx 2 )
(E) - (JSi)2+4(a3(w5)2+a4(7t5)2):>(E ) = (3:319)

Equivalentemente, o quadrado da equagdo de movimento para x* nos da

&= —e3(a3(0°)" +as(7°)?), (3.320)
ou seja, x> é negativo para todo az 4 > 0. (3.320) implica a restri¢do na velocidade da particula
i\ 2 2 5)2 5\2
dx' 2 e3(a3(@)” +aq(7°)7) 2
— ) = 11— <c. 3.321
(%) =( (192 ‘ (20

Assim, (J)? +4(a3(0°)? + aq(7°)?) = 0 faz o papel de p? + m?c? = 0 para a particula livre

relativistica.

Agora discutiremos a estrutura do setor (@4, 75). As equagdes de movimento para @ e 7p
contem ambos e; e e3. Para remover esta arbitrariedade, buscamos equacdes de quantidades do

modelo que ndo possuam dependéncia com e3. Notamos que

JHY = ey (pHJdY — pY PR, (3.322)
FH = erpyJ¥H. (3.323)

Removemos a ambiguidade introduzida por e3. Assim como no caso anterior, interpretamos

JAB(T) como as equagdes paramétricas para JAB(r). Assim, a dindmica deterministica de JA5

pode ser encontrada excluindo e;

dJj* () TR 5 pH ()Y (1) = p¥ (1) PH (1)
ar a0 ¢ JO(1) ’
RO N MY )

R = T

(3.324)

(3.325)

A dindmica acima pode ser reproduzida se usarmos a no¢do de invariantes de calibre (ou gauge).
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As varidveis JA? sdo invariantes com respeito a simetria (3.304)-(3.307)

8B =2[Ew’n +a)A(—§7tB+e—wB)+
e

—§a)BnA—a)B(—§7rA+ga)A)] =0. (3.326)

Isto indica que as equacdes de movimento ndo podem depender da funcdo arbitréria ez, como
vimos em (3.322). Além do mais, a invariincia §J4% = 0 nos permite interpretarmos estas

varidveis como possiveis observaveis do modelo.
Busca pela formulacao Lagrangiana.

Agora vamos encontrar a formulacido Lagrangiana correspondente a acio Hamiltoniana Sy .

Primeiro, notamos que Hy em (3.287) tem a forma
lP Gabe -I- mch + —€3 + T4
2 2 2 277
onde P, = (pu, My, s) e G2 = G%(w?, ;) é uma matriz 9 x 9 ndo singular,

detG = éSe3(0°)° ()2,

que pode ser escrita esquematicamente como

Ouxa)y 0 N"Y 4 x4) 200y, )
G = e20°n(3) 4 e3Mfyra) Ouxty |- (3.327)
ezw(“lx4) O(1x4) —e3(1x1)

A notag@o 0(44) indica que o primeiro elemento de G acima é formado pela matriz nula
4 x 4, por exemplo. Para achar a Lagrangiana, invertemos as equagdes Hamiltonianas para as

varidveis de posigio Q¢ = (x*, 0", ®%), 0% = G*P,, com respeito a P, P, = G_,' O°. Entio

escrevemos
L= (P,0"—Hy)| P—G-1 0P (3.328)
Assim,
- %G;le“Q” - e—;mch - %3@ - %n. (3.329)

O problema de restabelecer a formulacao Lagrangiana partindo da acio Hamiltoniana € redu-
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zido a obter a inversa da matriz G**. Como G;bl ¢ dada por

e 1 1
TFeEh et G
-1 _ 1 1 4]
Gab = mhuv rwA)ZS(D‘u(DV —W(Dv s (3.330)
1 [0) (0]
Qo 2O Tae % Gl
onde hyy = Nyy — % edetG™! = W finalmente temos a Lagrangiana
2
L=-—2 2y 1 gy 1 (0o — 2 i)+
2e3(w3)? e’ 2e3(wA)? e’
—%mch— %%3 %‘[(co/‘)2 +ay). (3.331)

Ela é definida no espaco de configuragdes {x*, w*, w5,62,63,e4}. ey, e3, e4 SA0 variaveis au-
xiliares, m, ¢, h tem o seu significado usual, a3 4 sdo constantes positivas e estamos usando a

notagdo @wx = Nyy®Hx". A acdo S = [d7L é invariante por reparametrizagdes,

St =g, St =ed?, (3.332)

oe; = (gey), (3.333)
onde € = &(7) é o parAmetro arbitrdrio, bem como sob acdo da simetria local

Sxt =0, S0’ =Ew?, (3.334)

362 = 0, 563 = 2563, 664 = — <e£) — 2645, (3.335)
3

onde § = &(e4 — le3) +2€(és — 1é3) e € = €(T) € uma fungdo arbitrdria de 7. Para ver isso,

reescrevemos L numa forma equivalente, rearranjando seus termos

_ e w1 By V214 L (A2
—%zmch— e—;[(a)A)erR], (3.336)

onde usamos a definicao sugestiva de derivada covariante

€2 ;5u
€3

DxH = M —

~ 5
e o correspondente momento angular no espago de configuracdes J; ",

5 .
M=o’ o! — o’ o
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Sob reparametrizagdes, os termos de L variam segundo

€3 _ € e3 €3 .
0 (_2e§(a)5)2> 2 (2e§(a)5)2) * 2e§(a)5)28’ (3-337)
ODx! = (eDx"), éDxMwy = (eDx" o), (3.338)
Uooave) (.1 a0
0 (2—83((0 ) ) = (8263((1) ) ), (3.339)
S(es[(0™)? +as)) = (ges[(0*)? +ay)). (3.340)

Com as transformacdes acima, encontramos 6L = (e€L). Sob a simetria (3.334), (3.335) as

seguintes quantidades sdo invariantes

e3 B
5 <e%(w5)2> —0, (3.341)
) (e—JZ”) —0, (3.342)
e3
§(DxM) =0, (3.343)
(Dx* oy )*\
5 (W) ) (3.344)

Vamos usé-las para mostrar que 8L = div. Primeiro, tomamos um & = £ (1) arbitrario. Como o

primeiro termo de (3.336) € invariante (veja a lista acima), temos

1 2&
SL= E{ﬁaf‘af‘ —2Eazes — Sey|(0*)? + ag] — 2Eeq(0™)?}. (3.345)
€3
Se tomarmos 8eq = —2e4& — ), onde ¥ € uma fungdo a ser determinada, entdo podemos can-

celar o dltimo termo em (3.345). Ficamos com

l{gwAa)A_Fx[(a)A)z—kaé;] —2&(aze3 —ageq)} (3.3406)

oL =
2 e;3

Assim escolhemos y = <§—3> e o fator 2& (aze3 — ageq) serd uma derivada total quando & =

E(eq — Z—ieg) +2¢(é4— Z_ié3)' Finalmente chegamos a

1 & a2
SL = —{eé [(0?) + as] + 2€[e3as — 2azezes + a—3e§] ¥, (3.347)
3 4

2
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como afirmamos.” As simetrias acima tiveram um papel crucial quando discutimos o setor
fisico da teoria. Em particular, devido a invariincia por reparametrizac¢des, interpretamos x* =
x(T) como a trajetéria parametrizada para x'(¢); i = 1,2,3 e a outra simetria local nos permitiu

JAB

achar algumas quantidades invariantes, como por exemplo , que sdo possiveis candidatos a

observaveis do modelo.

De acordo com a teoria geral [20, 28, 29], a presenca de simetrias locais em uma Lagrangi-
ana singular é equivalente a presenga de vinculos de primeira classe na descricdo Hamiltoniana
correspondente. Parte dos vinculos que aparecem no curso da hamiltonizacido de L sdo os que
usamos para construir o espaco de spin. Reconstruiremos a formulagdo Hamiltoniana via o
método de Dirac para sistemas vinculados, mas antes vamos analisar as consequéncias da La-
grangiana obtida. Comecamos escrevendo as equacOes de Euler-Lagrange (usamos L dada em
(3.331))

88 e3 o . wx es0°
— = X" — 0 A— h= 34
5oy 0= eza)5x wx + (@A) 5 me 0, (3.348)
38 1 A? OiA a3
9 _, 2 B _9 3.349
Ses 220 220 T eeod@E T2 T (3.349)
oS
Ser =0= (") +as =0, (3.350)
oS e3 1 A
=0 - 0y — =0 3.351
Oxk [ e%(ws)zxu e’ Du ezws(a)A)Zw“] ’ ( )
o5 _ [ ! Xy + ! Awy| A° W, +
St 62(1)5 K 63(CL)A)2 H 63((L)A)4 H
1 ey .
oS A e3 1
=0 [ = X — i+
Swd . e3(@A)? e%(w5)3 er ()2
A 5 5 €3 . 5
— — 3.353
Tat@ T aer T T g T (359

onde A= 0 @&* — . eg)s wx. Vamos enumerar algumas conclusdes que podem ser obtidas a partir
2

das equagdes de movimento.

7Observe que temos uma simetria da forma &
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a) g—i = 0 implica o vinculo (@*)? + a4 = 0, que, por sua vez leva a

oot =0. (3.354)
Ambeas (3.350) e (3.354) serdo usadas para simplificar as equagdes de movimento.

b) Como (5971;1 = 0, podemos integrar a equagdo de movimento para x*

€3

- L e3(wx)
F=— M —— ot - ", 3.355

P="20)" T a0’ T d(05)a (3.355)

onde p* é um quadrivetor constante e usamos (3.350) and (3.354).

¢) Podemos demonstrar mais uma vez que a velocidade da particula € menor que c. Usando

(3.350) e (3.354) de volta nas equagdes para e3, encontramos

)2
X = ((wx) +a3e§(w5)2) =-¢2 (3.356)

as

Como x* € do tipo tempo, a velocidade da particula € limitada por ¢

dx\ 2 4
P=-0= (E) =c (1 — (x0)2> < (3.357)

d) Vamos obter a equacdo que corresponde a equacao de Dirac na formulacao Lagrangiana.

Se usarmos (3.350), (3.354) e (3.356) na equacgdo para ep, entao

2w
DX+ er @ azes + 22 mch = 0. (3.358)

Contraimos (3.355) com x* e usamos (3.356), (3.358), obtendo
pit %zmch —0. (3.359)

Na teoria de Dirac do elétron, x* ~ I'M. Assim podemos interpretar (3.359) como a equagio de

Dirac.

e) Vamos mostrar que as equacdes de movimento Lagrangianas implicam e4 = 3—263. Com-

binamos as equagdes para @4

oS oS
0= " + o = —e4(0™)? + azes. 3.360
Sof S0 4(0%)" +azes (3.360)
Jaque (a)"‘)2 = —ay, temos e4 = ‘a’—ie3, como afirmamos. Vamos discutir uma maneira alternativa

para encontrarmos e4 = %63. Existe a seguinte identidade

0" = =0, (3.361)
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que pode ser verificada explicitamente

oL JdL 1 ((L))'C)e:;
ot o’ = ox) — =0. 3.362
Jork P 96 er 3 (03) er3e3 ( :
Se diferenciarmos a identidade acima
oL JdL
A v
0] —F =0 3.363
26" to dwA ’ ( )
onde usamos as equagdes de movimento 5 coA <a‘9—LA . Ja que
JdL 1 A
W’ A A
[0) [0} 3.364
8a)A 62(1)5( x>+e3(0)A)2 ’ ( )
e
JdL 1 A
A .. A . A AN2
= [0) 0" 0" —es(@
8wA 62605( x>+€3((x)A)2 64( ) +
2
e3 ) A
+ 3.365
202 e (3.365)
entdo a equacgdo (3.363) fornece (sobre a superficie dos vinculos)
\2
e wx a
0=aqe4+ 2—352(X2 + ( ) ) = e4 = —363 (3.366)
e5(w) as as

onde usamos (3.356).

f) Juntando as informagdes acima, € possivel simplificar as equacdes de movimento para as

varidveis w?. A equagio para ®> assume a forma

O8N _ e’ + 82, PRGN RN (3.367)
() 203 62(05 asqen

A equagao para w* fica

as o (@F) N\ u
(ez(x)Sx +e2w5w = (0x)p" —azeso". (3.368)

Hamiltonizacdo: método de Dirac para sistemas vinculados.

Como queremos quantizar o modelo e confirmar que somos levados a equacao de Dirac, va-
mos reescrever sua formulacdo Hamiltoniana de acordo com o método de Dirac para sistemas
vinculados e confirmar que a Lagrangiana (3.331) realmente implica na formulagao Hamiltoni-
ana (3.286). Partimos dos momentos conjugados

oL ez . n 1 o 1
= — x _———
Pu= 0% = T 202 T g0’ T e (0h)?

(0o — wx)oy,  (3.369)

e >
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JL 1 1 A A
= = ‘ o w" — wx) 3.370
K dam e2w5x“ e3(a)A)2( er %)@y, ( )
I = o’ 0" — wx)o 3.371
> 8(1‘)5 e3(a)A)2( 62(05 )C) ’ ( )
e vinculos primarios

oL
Tte, = e =0;1=2,3,4. (3.372)

1

Invertendo as equagdes (3.369), (3.370) e (3.371) (elas sdo a forma explicita de P, = G;bl o>,

expressamos as velocidades em termos dos momentos e varidveis de configuracao

M = ey (0’ 7H — M), (3.373)
" = e3mH + er 0 pH, (3.374)
@ = e37m° + erpw. (3.375)

Estamos aptos agora a escrever a Hamiltoniana H,

Hy = (ppi* + mye™ + 7,6, — L) (3.372),(3.373),(3.374),(3.375)

= 2 (pud™ - meh) + S [(x4) +as] + (@)t (3.376)

A Hamiltoniana completa é dada por H = Hy+ A, 7,,, onde A,,,l =2,3,4 sdo os multiplicadores
de Lagrange para os vinculos primarios 7,, = 0, que € exatamente (3.286). De acordo com o
método de Dirac, vinculos devem ser zero por todo o tempo. Entdo, temos a seguinte cadeia de

vinculos de etapas superiores

Segunda etapa:

T, = puJS“ +mch =0
T3 = (1) +a3 =0, (3.377)
= (a)A)2+a4 =0.

Terceira etapa:

Ts = 0wy = 0. (3.378)
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Quarta etapa:

es—Bes=0. (3.379)
aq

Este dltimo vinculo, por sua vez, nos permite encontrar um dos multiplicadores de Lagrange

Aoy = 2 2. (3.380)
as

O par (eq — Z—ie3, m.,) € de segunda classe. Eliminamos essas varidveis passando do paréntesis
de Poisson para o de Dirac. Notamos que o par (®* @, +ay, ®* 74 ) também é de segunda classe.
Como eles sdo invariantes sob a¢do de SO(2,3), os paréntesis de Poisson e de Dirac para os J’s
coincidem, veja (3.280). Relembramos que vamos quantizar o modelo de acordo com a édlgebra
(3.261)), entdo mantemos os vinculos na formulagdo. Ficamos entdo com o seguinte quadro: a

Hamiltoniana completa é

e e a
H = = (pud™ +meh) + (1) 4 a3] + 5 [(0")? +aal+
Dy Ty + Ay Tl (3.381)
Temos a cadeia de vinculos
Moy =0, T =0, (3.382)
pulPt +mch =0, (7*)*+a3=0, (3.383)
(0" +as=0, w'n*=0. (3.384)
As equacdes de movimento sio
= 6—2215“, M =0; (3.385)
" = e3mH + er0°pt, T = erxpt — LByt (3.386)
as
0 = 3T+ erpw, T =eapm— Doz, (3.387)
as
ér= Aoy, Tpy =0; (3.388)
é3= Doy, Toy = 0. (3.389)

Isto completa a realizacdo dinamica. Nossos préximos passos serdo discutir a quantiza¢ao

candnica do modelo e ainda resolver as equacdes de movimento cldssicas.
Formulacées equivalentes.

Antes de continuarmos, vamos discutir duas formulag¢des equivalentes para o nosso modelo.

A estrutura da Lagrangiana (3.331) sugere pelo menos duas modificacdes na sua estrutura, a
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saber
a) a mudanca de varidveis: er — &,
b) a substituicio (®*)?> — —ay no terceiro termo.

A ideia por trds de a) e b) é simplesmente a simplificacdo da forma de L. Com isso, geramos

as seguintes Lagrangianas,

e3 » 1 . 1 A.A €3 .\2
L =¥+ —0i+——s (00" -~
1 2é%x +e~2 x+2e3(wA)2( % X))+
2 a3 ear A\ :
2wsmci’z 565 (@) +aa); (3.390)
L e 2. 1 gie 1 (oot — 2 ony
26%((05)2 62605 . 263a4a . 6'26()5
—Ezmch - §e3 34K(0A)2 +ay). (3.391)

Para o primeiro caso, a Hamiltoniana correspondente é dada por

e e e
2 T2—|——3T3+—4

Hi=351773 2

Th 4 Ao, Tz + Aoy Mooy + Ao, T, (3.392)

Os vinculos coincidem com os da formulagdo inicial e as equagdes de movimento também
sd0 as mesmas como antes, com exce¢do da substituicio e;®> — &, que nada mais é que
uma mudancga de varidveis, logo as formulag¢des sdo equivalentes. Para o caso b), ndo estamos
fazendo uma troca de varidveis. Entdo ndo € possivel concluir imediatamente a equivaléncia
entre L e L,. Vamos analisar em detalhes a formula¢do Hamiltoniana de L; (neste caso, também

vamos usar a substitui¢io e;®> — &). Os momentos conjugados sio

es 1 A
=—= —0y ———O 3.393
Pu é%xﬂ + & H a4é; o ( )
1 A
- X, ——® 3.394
T ézx“ ases o ( )
A
5 = —(I)S, (3.395)
ases

onde A = o @? — Z—;a)x. Encontramos entdo as velocidades como funcdo dos momentos e

varidveis de configuragcdo

é)

=< (07H - o), (3.396)
(0]
ot = ép* +esmt, (3.397)

3 637[5

(0°)?

5

@ = %pw+e3n5 + Ta. (3.398)
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Observamos que as equacdes acima sdo as mesmas que para L, a unica diferenca aparece em
(3.398): ela contem um termo adicional proporcional a 7;. Neste caso, a Hamiltoniana também

conterd um termo a mais proporcional a 73

o ) T+e3T—|—1 (77:5)2 Tut
=— = ~les—e3—==
2= 552ty Ty e 3(0)5)2 4
+ A6, Tz, + Aoy Tooy + e, T, (3.399)
As equacdes de movimento sdo
W= %(w%ﬂ oM, pt=0; (3.400)
5 5\2
TRV wooap_ @ sy (T) u.
" =ép” +eyn, T = wsﬂr p <e4 63((05)2 [ s (3.401)
5 é) 5 €37755
= Epw—f-e:‘)ﬂ: -+ WTA‘,,
5 5\2 5\2
.5 € (77: ) (77: ) 5
T = ﬁpﬂ—l-eg, (605)3 Ty — (64 —e3 (a)S)Z . (3.402)
Vinculos de etapas superiores sdo dados por
Ty = puJ°* +mch =0, (3.403)
;= (7")? +a3 =0, (3.404)
T, = (0*)* +a4 =0, (3.405)
Ts = w'my =0, (3.406)
5\2
T as
é4 — %63 — a€3 =0. (3.407)

O multiplicador de Lagrange A, pode ser encontrado com a evolucao do ultimo vinculo acima

5\2 5\27°
Ae, = [Z—i + %} Doy + [%} e3. (3.408)
Se substituirmos os vinculos (3.405) e (3.407) de volta nas equagdes de movimento, entdo elas
coincidem com as de H, sendo que a diferenca estd na substitui¢io e»®> — &,. Como somos
levados a mesma formulagdo dinamica, concluimos que as formulacdes H e H, também sdo
equivalentes. Destacamos ainda que a modificacio b), isto &, a substitui¢io (@?)?> — a4 em
L efetivamente s6 gerou um deslocamento na varidvel e4 na formulacdo Hamiltoniana e4 —

)2
€4 — We:;.
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3.4.6 Quantizacao candnica

Com a formulagdo hamiltoniana em maos, estamos aptos a quantizar o modelo. O par
(e4— Z—ie3, 7, ) foi eliminado da construgio e deixamos o par (@” ws + a4, ®* 74 ) intocado pois

JAB

os paréntesis de Dirac e Poisson das quantidades coincidem, veja (3.280). Quantizamos

o modelo de acordo com (3.282), (3.283) e o vinculo de primeira classe puJ5“ +mch =0 ¢

imposto ao vetor de estado, levando precisamente a equacao de Dirac, como desejado.

3.4.7 Solucao para as equacoes classicas de movimento

Estamos interessados em resolver as equacdes de movimento para as varidveis que possuem

invariancia local: x/(z), p*(¢) e JAB(t). Suas equagdes sido

== R (3.409)

—— =2 Jso_(t) : (3.410)
‘UZ:U )~ 2ep, szg((;)) , (3.411)
veja (3.316), (3.324) e (3.325). Elas foram obtidas de
W= 6—2215“, (3.412)
JHY = ey (pH Y — pY PR, (3.413)
JH = erpyJ¥H, (3.414)

eliminando a ambiguidade devido a e;. Como as equagdes (3.409)-(3.411) ndo dependem de
ey € e3, podemos tomd-los como quiser. A escolha mais simples que nos permite resolver
(3.412)-(3.414) € fazer e, constante. ApOs integrar (3.412)-(3.414), estaremos aptos a cons-
truir a solugdo de (3.409)-(3.411). Como veremos, teremos dois tipos de solu¢des distintas.
Uma delas prevé o Zitterbewegung: além do movimento linear, a particula também oscila com

frequéncia angular constante. A outra solucdo nos fornece um movimento parabdlico.

Fixado entdio e, constante, vemos que J°* obedece uma equacdo diferencial de segunda

ordem fechada, que nos permitird obter as solugdes de x*(7) e JAB(t). De fato,
PH = erpyd"H = PH = e3py (p¥PH — ptIY), (3.415)

onde usamos a equagio (3.413) para J*V (p, é um quadrivetor constante ja que p, = 0). Usando
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o vinculo

pvJ?Y = —mch

temos entao
JH — 3 pPH = e3mchp*, (3.416)

cuja solucdo depende do sinal de p?. Vamos discutir as duas possibilidades separadamente.
i) Primeiro caso: p*> = —|p|*> < 0.

Neste caso, a solucao geral de (3.416) ¢ dada por

n
JoH = % Pt + AH cos(w7) + B* sin(071), (3.417)

onde @ = ;| p|. Como #* = £J°H, a solugdo para xH () €

f 1
T+ sin(@t) — — B cos(07). (3.418)

m
H(r)=Xt+ep
2|p|

2|p|

1 Al
2|p|
Podemos também integrar a equacio J% = e, ( POt — pi 50)

. | o
JO =30y ﬂ(pOA’ — p'A%sin(wT)—
p

. .
—H(pOB’ — p'B') cos(w7), (3.419)

onde A, B*, X* e Y% sdo constantes. Os J’s restantes sdo dados por
JI = (PO NP = i, (3.420)

Escreveremos a solugdo explicita para os JY em um momento. Antes, vamos considerar algu-

mas restrigdes sobre as solucdes. Para que o vinculo 7; = 0 seja satisfeito, devemos ter
pul** = —mch+ pAcos(wt) + pBsin(wt) = —mch, V1. (3.421)
Assim, deve valer

puAt =0, (3.422)
puB" =0. (3.423)

Quando mostramos que a particula possuia velocidade limitada por ¢, usamos o fato que (J SH )2 <

0, veja (3.317). Assim, as constantes A* e B* sdo tais que

h 2
A%cos?(0T) + 2ABsin(@7) cos(®T) + B sin*(07) < (%) , VT. (3.424)
p
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Vamos olhar agora para a solugéo x* (7). Como o modelo apresenta invariincia de reparame-
trizagdes, x° deve ser uma fungio monétona de 7. Assim, fazemos A = B® = 0. Esta restri¢io

sobre a componente zero de (3.418) nos dé (por simplicidade, fixamos X 0—=0)

h 2|pl?
WO = 2 og o 2P (3.425)
2|p|? exmhp?
Conseguimos entio encontrar x' = x'(t),
x(r) =X’ ~|—cp—t + LA’ sin(@t) — LB’ cos(@t), (3.426)
2/p| 2|p| '
onde @ = 2lpP A solugio para J*/ com A? = B = 0 ¢ dada por,
= hp0” ¢ao p p
. i fi . o .
Jl] (mcz pO) {mcz( Z()J jZOl) + p_(BlAj _BjAl)+
|| Pl . |
sin(@7)[Tg p(p'A7 — pIAT) + B'EY — BIE0] 4
\plh
cos(07) [—% PO (p'BI — pIBY) + AIET — ATSOY (3.427)
p

Para que as solucdes acima sejam consistentes, devemos ainda verificar se a equacio Jo* =
erpyJ'H € satisfeita. Substituindo nesta equacgdo as solu¢des que obtivemos, para cada valor

que o indice livre u pode assumir, teremos uma identidade quando,

u=0=px®=o0, (3.428)
w=i= mchr" = |p|(A'B° — A°B), (3.429)

ou seja, fixamos as constantes . Temos ainda uma tltima restricdo a ser considerada no

modelo:
(JAB)? = 8[(0")*(7B)? — (0 7)?] = 8azay. (3.430)

Substituindo as solugdes para as varidveis J, temos

(JAB)Z — _2(J5/,L)2_2(J0i)2_|_(Jij)2
_ mch\ ? 2. B2 Pl ? 1282 _ (.82
= 2(@) —2(A*>+B )+2<mch) (A%B*— (A-B)?)
= 8a3a4’ (3431)

ou seja,

N 2 .
(%) _(A2+BZ)+(|L|I‘1) (A’B*> — (A-B)*) = 4azay. (3.432)
p
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Vamos discutir a solugdo x'(¢), que € dada por um movimento retilineo,

i

R(t) =X+ el (3.433)
p
somado ao movimento oscilatorio
Zi(t) = LY sin(@t) — L cos(@r), (3.434)
2|p| 2|p|

nomeado por Schrodinger de Zitterbewegung [97]. Comecamos mostrando que de fato a velo-
cidade da particula € restrita. Para isso, vamos precisar das restrigdes (3.422)-(3.423) quando
AY =BV =0,

p-A=0, p-B=0; (3.435)

2
(Acos(at) + Bsin(a1))? < (’%’h> . (3.436)

Agora olhamos para o quadrado da velocidade,

dx\’ > P P i E
(E) = ¢ (p0)2+(mhpo)z(Acos(wt)—I—Bsm(a)t))

o2 7 4 P (mCh)2:C2
(p°)?  (mnp®)? |p|? ’

como queriamos. Curiosamente, o Zitterbewegung se dd num plano perpendicular ao movi-

<

(3.437)

mento retilinear, devido a (3.435). Poderiamos agora nos perguntar se o Zitterbewegung pode
ser circular. Neste caso, de acordo com (3.434), devemos ter |Z| = |§| =reA-B=0. Substi-
tuindo estas condi¢des em (3.432), encontramos a seguinte equagao para r,

ﬂr meh =4azay. (3.438)
men’  Tpl

Mas pela restricao (3.436), obrigatoriamente,

»_ mch (mch
Pl \ [Pl

2\/azay ) (3.439)

Finalmente, com a solu¢@o acima temos o valor do raio para que o Zitterbewegung seja circular

mch mch
—/azay. (3.440)
~20p| \/ |p| | |

ApOs a quantizagdo, conseguimos ainda fixar o valor do produto entre as constantes a3 € a4, ja

que

(F1B)? = 212 (T#)2 4 R2(THY)? = 2042 = 8asay. (3.441)
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Assim, o raio acima toma o valor

mc
V10—. (3.442)
2|p|\/ Ipl \p!

Para concluir, vamos calcular o seguinte momento angular associado ao Zitterbewegung

.5 dZ  |p| ix B
— m7 x B. 3.443
SEMLX = 0 (3.443)

Usaremos 5 um pouco mais a frente para darmos uma possivel interpretagdo para o spin.

Vamos resumir os resultados obtidos com as restri¢des correspondentes. A solucdo para as
variaveis invariantes de calibre sdo,

i

: : p 1 1
x(t :X’—I—c—t—I——Al sin(@t) — —— B cos( @t (3.444)
(7) 2 (1) 2 (@1),
SH (4 meh u
J ():’ |2p +AH cos(dr) + B sin(@r ), (3.445)
JO = W(Al sin(wt) — B'cos(@1)), (3.446)
p
o Ipl R T
JY (¢ B'A/ —BIAN + —(p'A/ — p/A! ot)—
)=-L8 ) /0 = p ) sinfa)
1.
—ﬂ(p’Bf — p’B")cos(®t), (3.447)
p
onde sdo vélidas as seguintes restri¢des
p-A=0, p-B=0; (3.448)
, . n\’
(Acos((I)t)+Bsin(cZ)t))2< (%) : (3.449)
p
meh\? 232 Al 3\2
—_— —(A +B )+ (AXB) =4dazay. (3.450)
7l me

ii) Segundo caso: p?> = +|p|* > 0.
A solucao geral de (3.416) € agora dada por

h
T (1) = —%p“  AREDT | BHem 0T (3.451)

com ® = e>|p|. Com J°*(7) nas mios, podemos integrar ambas as equagdes para x* e JHV.

eomch 1 1 _
H(T) = XM — HTf — AHe®T _ _— gHe—0t 3.452
(@) A A Tt (3:452)
1 1
TV (E) = BRY 4 (pHAY = AT — (B = p B, (3.453)
p p
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onde A*, B#, X* e T*V sio constantes. Devemos nos lembrar que somente J sio independen-
tes. J¥/ sdo dados por (3.420). Vamos agora checar a consisténcia das solucdes. J2* = e, py,JV*
impde, para 4 =0,

pix¥ =0. (3.454)

Para u =i, devemos ter
P = ey(po” + p o) (3.455)

onde J = (J20)~1(J2J% — j3iJO). Com esses J¥/ substituidos em (3.455), podemos encontrar
os XV,

_ 2l

EOi
mch

(A°B' — BYAY). (3.456)
Agora, retornamos com esses dados em (3.420), obtendo os ¥’s restantes,

) S
Y = M(A’BJ —A'B"). (3.457)
mch

Vamos agora impor as restricdes que os vinculos da teoria impdem. Para que 73 seja vélido,

p“JS“ = —mch+ pAe®* + pBe”®* = —mch, V1, (3.458)

colocamos entao
puA“ =0, (3.459)
puB* =0. (3.460)

Como antes, (J°*)? < 0,

2\ 2
()2 = (%) AP 1 2AB 1 B2 207 < 0, Yt (3.461)
14
Como 2?7 cresce, A2 deve ser negativo.

A% <0, (3.462)

pelo menos para T — +oo. A solugdo geral para x'(7) e x%(7) é

eomch 1 1

i :Xi o i Ai oT _Bi —07T 3.463
O =X P T e TP (3:463)
0 o exmch 1 0 wr |
x(1)=X"— P14+ ——A"?" — ——BYe 7, (3.464)
) o ? T ) 2

Este movimento hiperbdlico ja foi observado [111]. Infelizmente a descri¢ao aqui ndo pode ser
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dada com tantos detalhes como no primeiro caso. E impossivel inverter x* = x°(7). Podemos,

entretanto, exibir uma solugio estaciondria no seguinte sentido: T — +oo. Neste caso, x° é
proporcional a e®? e os termos com T e e~ ®" sdo despreziveis comparados a e®*. Entdo,
1 2|ple
0 0,01 T
T)~ —A = = t, 3.465
x°(7) 2 e e A0 ( )
que implica
. LAl
X)) =X"+ CEI' (3.466)
Se lembrarmos que A% < 0, veja (3.462), entdo a velocidade da particula é restrita
A=A = (A" = A2+ A% (3.467)

Substituindo esta expressao no quadrado da velocidade

2 = =c"= <c, 3.468
(dt) C@ T Reiup s (3.468)

como queriamos. Finalmente, resta considerar o vinculo (JA%)? = 8a3ay.

8azay = (JAB)2 = _2(J5ﬂ)2 + (J,UV)Z

2
- 2 (’%T’) + (ZHV)2 — 8AB. (3.469)

Para o cdlculo acima usamos os fatos que pA = pB = 0 e ainda p X"V = 0. Calculando entdo

(ZHV)2, chegamos a

AN\ 20\~ = I
dazas = — (K> + (M) [(A x B)? — (AB — BA)?] — 4AB. (3.470)
o) T e

Para finalizar, facamos um resumo das solugdes obtidas com as respectivas restricoes. As

varidveis x* e JAB sio dadas por,

eamch 1 1

gy = xH = 20 | pMeOT __ pH 0T 3.471
* () 2 P Tt ¢ G470
i
JH(7) = —%p“ 4 AH 9T 4 BHeOT, (3.472)
p
1 1
JHY(T) = THY ¢ H(p“AV — pYAR)e®T m(p”Bv — pVBM)e O, (3.473)

onde @ = e;|p|. Infelizmente neste caso s6 foi possivel escrever a solu¢do na sua forma impli-
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cita. As constantes de integracdo satisfazem,

p“A“ = puB“ =0, puZ”" =0 (3.474)
) . ) o .
¥ = M(AOB’ —BYAY), ¥ = M(A’Bf —A/BY); (3.475)
mch mch
mch\>  (2|pI\* .+ =0 08 p07\2
dazay=—— ) + (25 ) [(AxB)>—(A°B—B°A)?| —4AB. (3.476)
P mch

Por fim, as constantes A¥ e B* sdo tais que (J°*)? < 0 para todo 7. Em particular, como

T — oo, temos A2 < 0.

3.4.8 Variaveis livres do Zitterbewegung

No trabalho [97], Schrodinger separou o operador de posicdo X para o elétron de Dirac em
duas partes, uma relacionada com o movimento retilineo e a outra com o Zitterbewegung. As
duas partes sdo chamadas usualmente de centro de massa e centro de carga. Na nossa teoria,

para o andlogo ao centro de massa (coordenadas de Pryce-Newton-Wigner), tomamos
1
=t + —zpvJ”V. (3.477)
2p

A equacdo de movimento para a varidvel X é

eomch
2p?

it =éept; é= (3.478)
onde usamos as equagdes de movimento de JAB dadas em (3.322), (3.323) e o vinculo (3.284).
Assim, a particula ¥ se move numa linha reta % (¢) = X' + Czl:_‘l)t’ livre do Zitterbewegung. A
equagio (3.478) nos permite interpretar p* como o momento para varidvel 4. E interessante

observar que #*(¢) é invariante de calibre. Para p? < 0, a velocidade da particula é restrita.

Escrevemos (p°)? = (p')? + |p|%. Assim, substituindo p® no quadrado da velocidade fornece
dx » (P 2
— | = " <c". (3.479)
( dt ) (P")*+Ipl?

Para as varidveis de spin livres do Zitterbewegung tomamos o vetor de Pauli-Lubanski

1
SH = Eeﬂvaﬂ PvJap- (3.480)

Ele ndo precessiona S* = 0 e no sistema onde a particula ndo tem movimento retilineo p* =

(mc,0,0,0), temos

1 ,
SH = (0, 5mcg’f".ljk), (3.481)
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que € exatamente o gerador de rotacdes em 3 dimensdes, como esperado. S*(f) é também

invariante de calibre. Substituindo a solug¢ao (3.446) para J;; em S dado acima, encontramos
Si— %e"ﬂ‘BiAk. (3.482)
Agora utilizando o vetor 5 construido em (3.443), temos
S' = 2mes'. (3.483)

Logo, temos uma possivel interpretacdo para o vetor de spin de Pauli-Lubanski: é o momento

angular associado ao Zitterbewegung.

3.49 Comparaciao com a teoria de Barut-Zanghi

Barut e Zanghi construiram um tensor de spin S,y com ajuda do espinor de Dirac z
Suv = 37l e (3.484)
Parte das equagcdes de movimento sdao
= SHY = gHyY — Vot (3.485)

Se fizermos a identifica¢do JOH 5 pH JHY £y SHV @ pH %7{”, entdo, no calibre e, = 2 nossas

equagdes coincidem com as de Barut e Zanghi.

3.4.10 Generalizacio: modelo com p* +m?*c* =0

Quando derivamos a equagdo de Dirac, obrigamos que as matrizes ! satisfizessem a 4l-
gebra (3.200), que implicava na relagio p? +m?c? = 0. Isto é, cada uma das 4 componentes de

v = (y,),a=1,2,3,4 em (3.204) satisfazem
(p* +m*c*)y, = 0. (3.486)
Por outro lado, classicamente o vinculo
T = puJ " +mch =0 (3.487)
nao implica em

Ty = p* +m*c*. (3.488)
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Para melhorar esta situacio seria interessante construir uma teoria em que 7] aparecesse como
um vinculo independente. Observe que quando discutimos as varidveis X em (3.477), para que
a particula tivesse velocidade restrita, pedimos que p* < 0. Esta situacdo é imediatamente satis-
feita caso a teoria contenha 77. Vamos entdo discutir brevemente o modelo para uma particula
com spin onde além de 75, a teoria apresente também o vinculo 77 [112]. A acdo Hamiltoniana

neste caso sera

S— / dT[puit + Ty @ + 7,0 — H] (3.489)
ondea=1,2,3,4¢
H= %"Ta + AeuT, . (3.490)

Estamos usando a mesma notag@o anterior. A unica diferenca da Hamiltoniana acima para
(3.286) € a presenca do termo %‘Tl, juntamente com o multiplicador de Lagrange e momento
correspondente: A, T.,. A variagdo da agdo com respeito as varidveis ®”* e g nos leva s mes-
mas equacgdes dadas em (3.289)-(3.290) e (3.293)-(3.294). A variagdo com respeito as varidveis
auxiliares e, nos leva aos vinculos 7, = 0. Como antes, T = 0 implica 75 = 0. J4 temos todos
os vinculos que definem a superficie de spin. Com 75 = 0 obtemos e4 = Z—ieg e por fim o mul-
tiplicador A,, = 2—32,63. Como anteriormente, 4., € A., ndo podem ser encontrados, bem como
Ae,» ja que adicionamos o vinculo de primeira classe 77 na formulagdo. Anteriormente, quando
e1 = 0, as varidveis e e e3 entravam como fungdes arbitrarias nas equagdes de movimento para

oA

e mp. x* s6 tinha o arbitrio devido a e, que estava relacionado com invaridncia de repa-
rametrizagdes da teoria. Agora a propria equag¢do de movimento para x* possui dois arbitrios

devidos a ej € en
W :elp”+%2J5”. (3.491)

Varidveis com dinamica ambigua nao representam observaveis do modelo, que é exatamente o
caso de x*. Neste sentido matamos o Zitterbewegung: como para e, = const. temos

1
i = _Eegw Dy, (3.492)

a coordenada apresenta 0 movimento oscilatério, que como discutimos, ndo pode ser um feno-
meno observavel. De acordo com a teoria geral [20, 28, 29], as varidveis fisicas sdo aquelas que
possuem dinamica deterministica. Para a varidvel de posi¢do, assim como antes, tomamos as

coordenadas de Pryce-Newton-Wigner

#=xt 4 pvHY. (3.493)

2p?
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A equagdo de movimento para i é

. h
M—gph e—e 4 2 (3.494)
2mc

Se lembrarmos que p, = 0, temos uma estrutura similar a da particula relativistica livre: a
ambiguidade devido a ¢é estd relacionada com a invariancia de reparametrizacdes da teoria. A

dindmica deterministica € dada por

d~i i
d—t - cl%. (3.495)

Como p? +m?c* =0, a velocidade da particula ¥ é restrita. Observe que estas coordenadas sdo
livres do Zitterbewegung.
Para as variaveis de spin livres do Zitterbewegung tomamos, como antes, o vetor de spin de

Pauli-Lubanski,

1
SH = Eeﬂ”“ﬁ Pvlap- (3.496)

Nao h4 diferenga nenhuma desta parte para a da Subsecdo anterior, j4 que com o acréscimo
do vinculo 77 = 0, o setor (@*, 7z) ficou intocado. Vamos terminar com um comentério sobre
a interacdo com o campo eletromagnético externo. As equacdes de Klein-Gordon e Dirac na
presenca de campo externo sao dadas por (3.221) e (3.213). Logo os vinculos que deveriam

reproduzi-las sdo

Ty = (py — eAp)J** +mch = 0. (3.498)

O seu paréntesis de Poisson é dado por
(T, 1) = g&aFqu“"JS“. (3.499)
Quando o campo externo € constante,
{T1,,} =0. (3.500)

Assim, os vinculos sdo de primeira classe e conseguimos ligar a interacao sem quebrar as sime-

trias locais do modelo.
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3.4.11 Resumo dos resultados

Apresentamos uma derivacdo da equagdo que primeiramente tentou descrever efeitos de
spin: a equacdo de Pauli. Usando somente argumentos ligados com Mecanica Quantica (princi-
pio da superposi¢do) e Relatividade Especial (tratar momento e energia no mesmo pé de igual-
dade), derivamos a equacao de Dirac. Ela apresenta varidveis adicionais que descrevem o spin
relativisticamente. Mostramos um dos grandes sucessos da equagdo de Dirac: ela leva a equa-
cdo de Pauli no limite de baixas energias (e campo eletromagnético fraco). Levantamos entao
alguns problemas da equacao de Dirac, entre eles, um desequilibrio entre varidveis de posi¢do
e momento; a velocidade do elétron de Dirac e o Zitterbewegung para motivar a constru¢ao
de um modelo semiclédssico que pode contornar estas dificuldades. A descri¢do dos graus de
liberdade de spin foram feitos numa superficie 7-dimensional imersa no espaco de fase w*, 7z
equipado com os paréntesis de Poisson {@”, 78} = n4B. A superficie foi definida pelas equa-
¢des (m1)? +a3 =0, 07 =0 e (0*)? +as =0, onde a3 4 sdo constantes positivas. No lugar
das varidveis iniciais, usamos varidveis de momento angular JS“,JOi como coordenadas do es-

paco de spin. As razdes, entre outras, sao

1. J48(t) sdo quantidades invariantes de calibre do modelo. Logo, podem ser possiveis

observdaveis para a teoria.

2. A quantizacio das varidveis de spin J42 leva s matrizes I" e a dlgebra correspondente.

Além do mais, 0 modelo também apresenta o vinculo p,J K mch = 0, que imposto no vetor

de estado produz a equagdo de Dirac na quantizagdo.

Apresentamos uma possivel realizagao dinamica do modelo: a acdo Hamiltoniana foi de-
finida no espago de fase com coordenadas x*, p,, w?, T, e; € T, As varidveis auxiliares
e; garantiram a aparéncia dos vinculos desejados que definem a superficie do spin. Devido a
relacio (J°*)? +4[a3(@>)* +a4(7°)?] = 0, a particula possui velocidade restrita, veja (3.321).
Esta propriedade contorna o primeiro problema da equacdo de Dirac discutido anteriormente,

que os Unicos possiveis valores para a velocidade do elétron sdo =-c.

O modelo apresentou duas simetrias locais, sendo uma delas invariancia de reparametriza-

coes.

Resolvemos as equacdes de movimento para as varidveis invariantes de calibre x(¢) e
JAB(¢). Ambas as solugdes apresentaram Zitterbewegung. Foi possivel mostrar que o Zitter-
bewegung ocorre num plano ortogonal ao movimento retilineo. Outra possivel solu¢do para as

equagdes de movimento produziu um movimento hiperbdlico.



114

Exibimos varidveis também invariantes de calibre #(¢), operador de posicdo de Pryce-

Newton-Wigner do elétron de Dirac, que resolveu os problemas da equagdo de Dirac:
i) Como i = ép*, p* pode ser interpretado como 0 momento conjugado a F-.
ii) Para p> < 0, a particula & tem uma velocidade restrita, veja (3.479).
iii) A solugdo & = ¥(¢t) é livre do Zitterbewegung.

Para as varidveis de spin livres do Zitterbewegung tomamos o vetor de spin de Pauli-
Lubanski. Mostramos o seguinte resultado: o vetor de spin de Pauli-Lubanski pode ser in-
terpretado como o momento angular associado ao Zitterbewegung (3.483). Discutimos também
outra maneira de matar o movimento oscilatério da particula x, [112]. Foi construido um mo-
delo com ambos os vinculos p> +m?c? =0e p“JS" +mch = 0. O vinculo de primeira classe
p? +m?c?* =06 o gerador de uma simetria local para x*, que ndo pode ser invariante de gauge.
Neste caso, o modelo é livre do Zitterbewegung, ja que x* ndo pode ser observavel. Este modelo
supre uma deficiéncia do modelo anterior, ja que p“JS“ -+ mch = 0 ndo implica na relacdo de
dispersdo p? +m?*c? = 0. Por fim descrevemos como fazer a interacio do modelo com campo

eletromagnético externo homogéneo.
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4 CONCLUSAO

Comecgamos este trabalho motivando o uso de método de Dirac-Bergmann para hamiltoni-
zacdo de sistemas singulares a partir de varios exemplos, incluindo mecanicas cldssica e quan-
tica, teoria eletromagnética, teoria de Yang-Mills, gravitacdo, teoria de cordas e membranas, te-
orias de calibre e particula relativistica livre. Eles compartilham a seguinte similaridade: todos
sdo descritos por uma Lagrangiana singular, cuja anélise pode ser feita utilizando o algoritmo de
Dirac para a correspondente hamiltonizagdo. Apresentamos entdo o método em detalhes, numa
sequéncia de passos. Discutimos também a interpretacdo para teorias singulares para os casos
em que estdo presentes vinculos de primeira e segunda classes separadamente. Como continu-
acdo natural, estendemos o método para teorias de campo. Com alguns exemplos, deixamos

claro certas sutilezas que aparecem quando passamos de sistemas discretos para continuos.

O objetivo central desta tese foi apresentar diversas aplicacdes distintas para o método de
Dirac, tanto para sistemas mecanicos discretos quanto para continuos. Vamos resumir os resul-

tados.

1. Ap6s revisar um algoritmo de obtencdo de simetrias locais para teorias singulares, des-
crevemos o método para teorias de campo. O método de obtencdo de simetrias pode ser
resumido da seguinte maneira: partindo de uma Lagrangiana singular, constroi-se uma
Lagrangiana estendida, equivalente a inicial através de métodos algébricos e em termos
das quantidades da formulacdo inicial. Os geradores das simetrias da teoria estendida sao
os proprios vinculos (de primeira classe) da formulacao inicial. O método € aplicado para

alguns exemplos, incluindo Eletromagnetismo, Yang-Mills e modelo Sigma ndo linear.

2. Apresentamos uma maneira de obter as regras cinemdticas da Relatividade Especial Du-
pla de Magueijo-Smolin, incluindo a relagdo de dispersdo deformada de energia-momento
e a transformacdo de Lorentz ndo linear dos momentos. Partimos de uma Lagrangiana
singular invariante sob a acdo do grupo SO(1,4). A relagdo de dispersdo deformada apa-
rece quando fixamos um calibre especifico. A regra de transformac¢do dos momentos

surge quando impomos a covariancia do calibre escolhido.
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3. Mostramos que € possivel obter a equacdo de Schrodinger a partir de uma reformulagdo
do paradigma da quantizagc@o candnica, onde espago e tempo sao quantizados. Usamos
uma Lagrangiana singular com invariincia de reparametrizacdes, construida usando a
forma paramétrica da trajetoria da particula. O vinculo do modelo, imposto sobre o vetor
de estado, fornece a equagdo de Schrodinger. Observamos ainda que ndo precisamos pos-
tular a equacgdo de Schrodinger, ja que ela surge naturalmente da formulagdo da mecanica

classica de uma particula com invariancia de reparametrizacoes.

4. Ap6s umarevisao sobre as descri¢des do spin, incluindo a equagdo de Pauli e a equacao de
Dirac, construimos um modelo semicldssico que descreve uma particula relativistica com
spin. Usamos varidveis de momento angular para parametrizar o espago do spin, que €
construido a partir de vinculos presentes no formalismo Hamiltoniano correspondente. A
quantiza¢do do modelo leva a equacdo de Dirac e as matrizes gama. O modelo conseguiu
cobrir algumas dificuldades apresentadas pela equagdo de Dirac, apesar de ndo apresentar
a relagio p? +m?c* = 0, antes da quantizagio. Assim, como sua generalizagio natural,
discutimos por fim um modelo que continha as mesmas propriedades do primeiro, além de
conter também a condi¢do de massa prevista pela relatividade especial para toda particula

massiva.
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S PERSPECTIVAS

Na Secdo 3.4 discutimos como o modelo de particula relativistica com spin poderia cobrir

os problemas da equacgdo de Dirac levantados. Para isso, definimos coordenadas

1
)Z”:X"L—I—z—pzpv.]uv. (51)

A particula X apresentou as seguintes propriedades:
a) pH foi interpretado como 0 momento conjugado a ¥*;
b) A particula possui velocidade restrita devido  relagio p? +m?c? = 0;
¢) A particula X € livre do indesejavel Zitterbewegung.

Contudo, precisamos pagar um preco para esta descri¢do: temos uma geometria ndo co-
mutativa, ja que {¥#,%¥} # 0. Neste caso, as letras a), b) e ¢) acima nos motivam a usar ndo

comutatividade para analisar o modelo de particula relativistica com spin.
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