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RESUMO

A simulacao de reservatorios é uma ferramenta amplamente utilizada por engenheiros
de reservatério. E principalmente utilizada com o objetivo de prever o comportamento
de reservatorios sob diferentes condigoes, auxiliando os engenheiros a tomarem importan-
tes decisoes que podem envolver custos financeiros elevados. A fim de obter predicoes
confiaveis, diferentes propriedades petrofisicas do reservatoério, como a porosidade e a
permeabilidade, devem ser conhecidas. Porém, medicoes diretas dessas propriedades sao
possiveis apenas nas proximidades dos pog¢os. Uma forma de estimar essas propriedades
é através do processo de ajuste de historico. O processo de ajuste de historico consiste
no problema inverso de estimar as propriedades de um reservatoério através do ajuste de
dados simulados ao histoérico do reservatorio, o qual esta disponivel em reservatorios em
operacao ja ha algum tempo. Neste trabalho apresentamos um estudo para o ajuste de
historico automatico baseado em um modelo de reservatorio bifasico (6leo/agua) e bidi-
mensional. A taxa de producao de 6leo e a pressao, medidas nos pogos sao tomadas como
histérico do reservatorio. Desejamos estimar a distribuicao de permeabilidades do reser-
vatorio. O problema de ajuste de histérico consiste em minimizar uma funcao objetivo
que quantifica o erro entre o historico e os dados simulados, o que leva a um problema
de minimos quadrados nao-linear. Para resolver este problema, utilizamos o método de
Gauss-Newton combinado com o método de Decomposicao em Valores Singulares Trun-
cada (TSVD). O método TSVD reduz consideravelmente o niimero de parametros a serem
estimados, reduzindo também o custo computacional envolvido na resolu¢ao do problema.
A fim de utilizarmos o método TSVD eficientemente é necessario dispor da derivada e
adjunta do problema direto. O desenvolvimento dessas ferramentas consistiu de parte

importante no desenvolvimento deste trabalho.

Palavras-chave: Reservatorios. Modelos Matematicos. Otimizagao.



ABSTRACT

Reservoir simulation is an essential tool extensively used by reservoir engineers. It is
mostly employed to predict reservoir behavior under different circumstances, thus sup-
porting decisions that frequently involve large financial costs. In order to use this tool
properly different petro-physical properties of the reservoir must be well known, such as
permeability and porosity. Unfortunately, direct measures of these properties are viable
only near the wells. A way of estimating these properties is through the so called History
Matching process. History matching process consists on the inverse problem of estima-
ting reservoir properties through matching simulated data to reservoir history, which are
available in reservoirs that are operating for some time. In this work we present a study
for the automatic history matching based in a two-phase (oil/water), two dimensional
reservoir model. The rate of oil production and the pressure measured at the wells are
taken as the history of the reservoir. In this work, we aim to estimate the permeability
distribution of the reservoir. The history matching problem consists on minimizing an
objective function that measures the mismatch between reservoir history and simulated
data, which turns the problem into a nonlinear least square problem. In order to solve this
problem the Gauss-Newton method was employed combined with the Truncated Singu-
lar Value Decomposition (TSVD) technique. The TSVD technique reduces considerably
the number of parameters to estimate, reducing also the computational effort involved in
solving the problem. In order to use the TSVD method in an efficient way it is necessary
to have the derivative and the adjoint of the direct problem. The development of these

tools was an important part of this work.

Key-words: Reservoirs. Mathematical Models. Optimization.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

O petroleo encontra-se, em geral, a uma grande profundidade da superficie terrestre,
incrustado em um meio poroso. Ao se perfurar um poco, parte do 6leo pode ser expelida
da rocha e atingir a superficie apenas pelo efeito do gradiente de pressao. FKEste é o
chamado processo de recuperacao primario. Apenas um pequeno percentual do 6leo pode
ser recuperado desta forma. O processo de recuperacao secundério consiste em injetar
um liquido (dgua) através de pocos injetores para expulsar o 6leo restante, recuperando-
0 nos pogos produtores. Existem ainda modos mais sofisticados de recuperagao, mas
neste trabalho nos restringimos aos processos secundarios. Vamos supor ainda que o 6leo

encontra-se apenas na fase liquida, tornando o escoamento bifasico (dgua-6leo).

Um processo secundario é modelado por um sistema de equacoes diferenciais parciais.
A resolucao numérica deste modelo integra a Simulacao de Reservatorios de Petroleo, area
essencial na Engenharia de Petroleo. Um de seus principais objetivos é auxiliar os enge-
nheiros a obter melhores predicoes do comportamento de um reservatorio sob diferentes
condigoes de operacao. Em um projeto de recuperacao de 6leo, decisoes envolvem custos
financeiros muito elevados. A simulacao de reservatorios pode fornecer informacoes que

tém grande impacto no planejamento da recuperacao de 6leo.

O escoamento de fluidos em um meio poroso depende crucialmente das caracteristicas
petrofisicas do meio, como discutiremos no Capitulo 2. Em geral, o meio poroso estéi
inacessivel e, portanto, nao se pode medir as propriedades que o caracterizam. Assim,
usualmente o reservatorio estd mal caracterizado e o resultado efetivamente obtido em
um campo ap6s um periodo de operacao difere do predito. Pode-se usar o histdrico do
campo (vazoes e pressoes medidos nos pocos) para melhor estimar as propriedades do
reservatorio. Este é o chamado Ajuste de Historico. Note-se que este é um problema
wwverso: conhecida a resposta, desejamos obter os parametros que descrevem o meio.

Como é tipico de problemas inversos, o Ajuste de Histérico é um problema de dificil
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resolucao.

O Ajuste de Historico pode ser realizado manualmente, através de um processo de ten-
tativa e erro. No entanto, este ajuste manual é custoso e frequentemente mal sucedido.
Este trabalho trata do estudo de uma ferramenta computacional para o ajuste automa-
tico. Nesta abordagem, o problema de ajuste de histérico pode ser entendido como um
problema de otimizacao baseado na minimizacao de uma funcao objetivo que quantifica
o erro entre os dados observados e os dados obtidos a partir do simulador. Métodos de
otimizacao eficientes sao baseados no uso de derivadas da fun¢ao objetivo. No caso, a de-
rivada dos dados observados com relacao aos parametros do modelo que se deseja estimar.
Para problemas de grande porte como o nosso, o calculo da derivada de todos os dados
de observacao com relacao a propriedade de todos os blocos da malha que representa nu-
mericamente o reservatorio, nao ¢ computacionalmente viavel. H4 na literatura algumas
propostas para reduzir o nimero de parametros a serem estimados, como o trabalho de
TAVAKOLI e REYNOLDS (2009). Nossa abordagem ¢ o chamado método SVD truncado
(TSVD), que reduz o espaco de busca do problema de minimizagao, diminuindo os custos
computacionais associados a sua resolucao. Esquemas TSVD de Ajuste de Histérico foram
discutidos em TAVAKOLI e REYNOLDS (2009), RODRIGUES (2005) e RODRIGUES
(2006).

O esquema TSVD requer nao apenas a resolugao do problema direto (o escoamento,
conhecidos os parametros do reservatorio), mas também de outros problemas auxiliares,
para o calculo do jacobiano e de sua transposta. Estas sao ferramentas que em geral
nao estao disponiveis em simuladores, comerciais ou académicos. Parte importante deste

trabalho foi o desenvolvimento destas ferramentas.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: o Capitulo 2 apresenta os conceitos
relacionados aos reservatorios de petroleo, suas propriedades e a modelagem matematica
proposta para a resolucao do problema de escoamento bifasico de fluidos em meios porosos;
o Capitulo 3 apresenta o problema de Ajuste de Histérico proposto neste trabalho; o
Capitulo 4 apresenta o método de otimizacao baseado em TSVD utilizado para a resolucao
do problema de Ajuste de Histérico; o Capitulo 5 apresenta a modelagem das ferramentas
necessarias para a otimizacao; o Capitulo 6 apresenta os esquemas numéricos utilizados
para a implementacao dos modelos; o Capitulo 7 apresenta a metodologia utilizada a
fim de testar o otimizador; o Capitulo 8 apresenta os resultados obtidos; o Capitulo 9

apresenta as conclusoes do trabalho e possiveis trabalhos futuros.

Esta dissertacao foi desenvolvida no ambito do projeto de colaboracao “Desenvolvi-
mento de Coédigo Computacional Eficiente para Ajuste Automaético de Historico Baseado
em TSVD”, da rede SIGER, envolvendo a Petrobras, a UFRJ e a UFJF.



CAPITULO 2

MODELAGEM

A simulacao de reservatérios consiste em inferir o comportamento de um reservatorio
real a partir de um modelo, que pode ser fisico, estatistico ou mateméatico. Uma discussao
mais detalhada sobre estes trés modelos pode ser encontrada em ERTEKIN e KING
(2001). O modelo matemético é o mais utilizado e é também o foco de nosso interesse. Ele
é constituido de um sistema de equagoes diferenciais parciais que descrevem o escoamento
de um ou mais fluidos em um meio poroso. A seguir, serdo apresentados os conceitos
fundamentais da Engenharia de Reservatorios de Petroleo e as equagoes que governam

este escoamento.

2.1 Reservatorios de petréleo

Reservatorios de petroleo sao meios porosos naturais, constituidos por rochas sedimen-
tares, cujos poros contém hidrocarbonetos, geralmente denominados "6leo". Um meio

poroso ¢ um so6lido com espagos vazios, como ilustrado na Figura 2.1.

O —» Slido

O0 “LUss

Figura 2.1: Meio poroso.




2.1 Reservatoérios de petroéleo 19

Importantes caracteristicas de um reservatorio sao encontradas na natureza da rocha

e dos fluidos que a preenchem.

As caracteristicas macroscopicas do meio poroso mais relevantes na érea de engenharia

de petroleo sao a porosidade e a permeabilidade.

2.1.1 Propriedades da rocha
2.1.1.1 Porosidade
A porosidade é a fracdo volumétrica do espaco vazio existente na rocha, ou seja, é o

volume disponivel para o fluido. Ela é dada pela seguinte relagao
p=-—=1—— (2.1)

onde ¢ é a porosidade, V,, é o volume de poros, V; é o volume de sélido e V; é o volume
total.

Teoricamente, a porosidade pode assumir qualquer valor entre zero e um. Na préatica,

no entanto, em reservatorios de petroleo este valor é tipicamente menor que 0, 5.

Na realidade a definicao acima corresponde ao conceito de porosidade absoluta. No
entanto, o conceito mais relevante em Engenharia de Petroleo é o de porosidade efetiva.
Uma rocha pode ter alta porosidade e ainda assim nao ser capaz de conduzir fluidos,
por ter poucos poros interconectados. A porosidade efetiva leva em conta apenas os
poros interconectados, sendo assim o parametro utilizado nos calculos de engenharia de
reservatorios, ja que para haver producao de 6leo é necessario que o mesmo escoe através
dos canais de poros da rocha. (COSSE, 1993)

OoRDoN| o

o
é%§§§§] m-O-

Figura 2.2: Porosidades absoluta e efetiva.

2.1.1.2 Permeabilidade
A porosidade nao determina completamente a capacidade da rocha em permitir o

escoamento de fluidos através de seus poros. A habilidade da rocha de conduzir fluidos ¢é
denominada permeabilidade (TIAB e DONALDSON, 1996).
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A permeabilidade é extremamente importante pois sua distribui¢ao dita a conectivi-
dade e o fluxo dos fluidos no reservatorio. Ela geralmente varia com a posicao e, em
muitos casos praticos, é possivel assumir que ela ¢ um tensor diagonal, como no exemplo

para duas dimensoes a seguir (CHEN, 2007)

k:

O conceito de permeabilidade foi introduzido pelo engenheiro francés Henry Darcy
(DARCY, 1856) que, através de um experimento classico, obteve uma lei empirica para o
escoamento de fluidos em um meio poroso. Esta lei é uma das ferramentas fundamentais

para a modelagem de fluxo em meios porosos.

I:’a I:’b

A
Q Q

L

Figura 2.3: Esquema do experimento de Darcy.

Darcy observou que a taxa de escoamento (ou velocidade) da adgua através de um meio
poroso especifico, é diretamente proporcional & diferenca de pressao entre a entrada e a
saida deste meio. A constante de proporcionalidade ¢ uma propriedade caracteristica do
meio, dita permeabilidade. A constante de proporcionalidade varia com diferentes fluidos,
e deve ser escrita como a permeabilidade do meio dividida pela viscosidade do fluido. A

lei de Darcy pode ser escrita da seguinte maneira:

KA (P, — F,)

Q=== 22)

onde @ é a vazao do fluido (m?/s), K ¢ a permeabilidade do meio, u ¢ a viscosidade
do fluido (Pa.s), A ¢é a segao de area (m?) e P, — P, (Pa) é a diferenga de pressao em
uma distancia dada por L (m). Através desta equac¢do, uma analise dimensional para a

permeabilidade pode ser feita

QuL m3/s X Pa.s x m )
K = = = 2.3
AP, — P,) m2Pa e (2:3)

A unidade mais utilizada para a permeabilidade é o Darcy, onde 1 Darcy corresponde
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a 0,986923(um)?. 1 Darcy ¢ uma permeabilidade relativamente alta. Na maioria dos
reservatorios de petroleo, esse valor é menor que 1 Darcy. Assim, uma menor unidade, o
miliDarcy (mD), é amplamente utilizada na industria de 6leo e gas. Utilizando o SI, o
micrometro quadrado (um)? é utilizado ao invés de m?. Os valores mais comuns para as
rochas em reservatorios de petroleo estao na faixa de 0.1 a 1000 milidarcies. A Tabela 2.1

contém exemplos de valores para a porosidade e permeabilidade de alguns campos.

Tabela 2.1: Permeabilidade e porosidade de alguns campos de 6leo. Adaptado de TTAB
e DONALDSON (1996)

Nome do Campo Porosidade % Permeabilidade (mD)
"Second Wilcox", Oklahoma Co., OK 12.0 100.0
Clinch, Lee Co., VA 9.6 0.9
Strawn, Cook Co., TX 22.0 81.5
Bartlesville, Anderson Co., KS 17.5 25.0
Olympic, Hughes Co., OK 20.5 35.0
Nugget, Fremont Co., WY 24.9 147.5
Cut Bank, Glacier Co., MT 15.4 111.5
Woodbine, Tyler Co., TX 22.1 3390.0
Eutaw, Choctaw Co., AL 30.0 100.0
O’Hern, Dual Co., TX 28.4 130.0

A Equagao (2.2) pode também ser escrita em termos da velocidade da seguinte forma

_ _K(Pb_Pa)
71}7?7’ (2.4)

=[O

onde v = % ¢ a chamada velocidade de Darcy.

Um conhecimento preciso da porosidade e da permeabilidade, juntamente com as
propriedades dos fluidos é necessario para uma predicao eficiente do desempenho do re-
servatorio (TTAB e DONALDSON, 1996). A porosidade e a permeabilidade podem ser
obtidas para algumas regioes do reservatorio através de medigoes em grande escala como

testes em pogos ou por medigao direta em laboratorio.(FANCHI, 2005)

2.1.2  Propriedades dos fluidos
Existem diversas propriedades dos fluidos que sao importantes para a modelagem de

reservatorio. Porém, neste trabalho foram feitas simplificacoes que desconsideram algumas
destas propriedades. Discutiremos apenas duas propriedades importantes: a viscosidade

e a massa especifica.

2.1.2.1 Viscosidade
A viscosidade de um fluido é a medida da resisténcia do fluido ao escoamento resultante

da aplicacao de um gradiente de pressao e serd referenciada neste texto por . Sua unidade
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é Pa x s. Para um fluido diluido (gasoso), as moléculas estdo distantes umas das outras e
oferecem pouca resisténcia ao escoamento, como consequéncia de seu movimento aleatorio.
J& um fluido denso oferece alta resisténcia ao escoamento. Devido a proximidade de suas

moléculas, seu movimento aleatério retarda o escoamento.

2.1.2.2 Massa especifica
A massa especifica de um fluido é o quociente de sua massa pelo volume. Sua unidade

¢ kg/m? e sera referenciada neste texto por p. Na modelagem proposta neste trabalho,
consideramos que os fluidos sao incompressiveis. Um fluido incompressivel é aquele cuja

massa especifica nao se altera com a pressao. Ou seja

v

oV 9p _
dp

0 —
op

0. (2.5)

Deste modo, a densidade ¢ constante. (AHMED e MCKINNEY, 2004)

2.2 Recuperacao do 6leo

A saturacao dos fluidos em um reservatorio de petroleo depende fortemente do estagio
de recuperagao do 6leo. Em um primeiro estagio, o reservatorio contém, essencialmente,
um tnico fluido como 6leo ou gés (a presenca de dgua pode ser desconsiderada). Frequen-
temente, a pressao neste estagio é tao alta que o géas ou 6leo é produzido por uma simples
descompressao natural, sem nenhum tipo de esforco de bombeamento nos pocos. Este
estagio é denominado recuperacao primdria e termina quando ocorre um equilibrio entre
a pressao do campo de 6leo e da atmosfera. A recuperacao priméria geralmente deixa
70%-80% dos hidrocarbonetos no reservatorio (CHEN et al., 2006).

Para recuperar parte do 6leo que permaneceu no reservatorio, um fluido (geralmente
agua) é injetado através de alguns pocos (pogos injetores) enquanto o 6leo é produzido
atraveés de outros pogos (pogos produtores). Este processo mantém uma alta pressao no
reservatorio e altas taxas de escoamento. Ele também desloca parte do 6leo e o empurra em
diregao aos pogos produtores. Este estagio de recuperagao de 6leo é chamado recuperacao

secunddria e é o processo que propomos estudar. (CHEN et al., 2006)

Existe ainda um estagio de recuperacao tercidria ou Enhanced Oil Recovery que com-
preende uma série de técnicas que foram desenvolvidas a fim de recuperar ainda mais
hidrocarbonetos. Essas técnicas envolvem complexos efeitos quimicos e térmicos. Mais
detalhes podem ser encontrados em GREEN (1998).

Neste trabalho, o modelo que apresentamos esta relacionado a recuperagao secundéa-
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ria, ou seja, modelamos um reservatorio de petroleo com producao de 6leo nos pocos

produtores baseado na injecao de agua através de pocos injetores.

2.3 Escoamento bifasico

O problema apresentado neste trabalho ¢ o do escoamento bifasico (6leo/4gua) de flui-
dos incompressiveis e imisciveis (que nao se misturam) em meios porosos, negligenciando-
se os efeitos da gravidade. Nesta secao, serao desenvolvidas as equacoes bésicas que regem

este fendmeno.

2.3.1 Equagoes bdsicas
As leis que governam o escoamento de um fluxo bifdsico em meios porosos sao a

equacao da conservagdo de massa e a lei de Darcy. Antes de apresenta-los, é necessario
introduzir o conceito de saturacao de uma fase. A saturacao de uma fase é definida como
a fracao de volume vazio de um meio poroso preenchida por esta fase. O fato de termos

dois fluidos que preenchem os espacos vazios implica na relagao

Sw+ S0 =1, (2.6)

onde s, e s, sao as saturagoes da dgua e do 6leo respectivamente.

2.3.1.1 Lei da conservacao de massa

AV eN
> - >
Fluxo entrando Fluxo saindo
> . Ea
> (X1,X%3,X3 >
AXx,
Ax,

Figura 2.4: Volume diferencial.

Vamos deduzir a equacao da conservacao de massa para um tnico fluido. As variaveis
espaciais e temporal serdo representadas por (zy,zs,x3) e t, respectivamente. Sejam ¢

a porosidade efetiva do meio poroso, p a densidade do fluido por unidade de volume,
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v = (v1,v9,v3) a velocidade de Darcy e @ as fontes e sumidouros externos. Considere
um cubo retangular de tal modo que suas faces sejam paralelas aos eixos de coordenadas,
como o apresentado na Figura 2.4. O centroide do cubo é denotado por (z1, zo, x3) e seu
tamanho na direcao da coordenada z; é Ax;, 7 = 1,2,3. A componte z; do fluxo de massa

(fluxo de massa por unidade de area por unidade de tempo) do fluido é pv;. De acordo

Axq
2

com a Figura 2.4, a massa entrante através da interface z; — por unidade de tempo é

(pv1),, o1, AxaAxs,

2

e a massa que sai na interface x; + % é

(pvl)xl+A;1 ,xz,ngxQAx‘g'

Analogamente, nas coordenadas de direcao x5 e x3, as massas que entram e saem das

interfaces sao, respectivamente,

<pv2)$1@2—¥,$3 Az1Azs, <pv2)$17$2+%,$3 AziAzs,

(Pvg)th’xr%AIlAaEg, (,01)3)xhxz’:cﬁAQI2 Ax1Axy.

Seja % a diferenciacao no tempo, o acimulo de massa por unidade de tempo é

0
%AJHALUQALU&

e a remocao de massa do cubo, isto é, o decréscimo de massa devido a uma fonte de

intensidade ) (massa por unidade de volume por unidade de tempo) é

—QA$1A$2A$3.

A diferenca entre a massa que entra e a massa que sai é igual & soma do actimulo de

massa dentro do cubo:
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_(pvl)m—%,xz,m - (pvl)xﬁ-%@zw:ﬂ_ Ax2Ax3

+ (p02)$1,$2*ﬂ713 - (p02>x1,$2+¥7x3 Al‘lAZL‘S

2

- _(pvg)m,rz,xs—% - (p03)117x2,x3+¥_ AxleZ
= (_8(;;,0) — Q) A$1A$2A$3.

Dividindo esta equagao por Ax;AxsAxs vemos que

(pvl)x1+%y$2@3 - (Pvl)xl,%@%m

A.CEl

B ('OUQ)xl,zﬁ%,xg - (pvQ)l,wT%w3
AIEQ

_(pv?’)m,xz,xsﬁ-% B (pUS)CC1,CC2,I3—A;3 _ a((bp) B Q
ALEg ot '

Seja Ax; — 0,7 =1,2,3 obtemos a equag¢do da conservacao de massa

—— =-V. 2.7
=) +Q 27)
onde V. é o operador de divergéncia:
Vo — 8?)1 n 8'02 n 8’03

81'1 (9.1'2 8.1'3 .

E importante observar que QQ é negativo para sumidouros e positivo para fontes.

A Equagao (2.7) foi deduzida para 3 dimensoes mas ela é também valida para uma ou

duas dimensoes.

Deduzimos (2.7) para um exemplo monofasico. Derivagio anéaloga se aplica ao caso de
mais de uma fase. A acumulacao de massa num volume diferencial por unidade de tempo

para um sistema bifasico é dada por

IPpasa

8t ASL’lAl’QAJIg.
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onde s, € a saturacao da fase a.

Com isto e a suposicao de que nao existe transferéncia de massa entre as fases no fluxo

imiscivel, a massa é conservada em cada uma das fases:

OPpasa
ot

= —V-(Poﬂfa) + Qau o =w,o. (28)

Neste trabalho, assumimos a incompressibilidade dos fluidos (2.5) e também consi-
deramos a porosidade constante ao longo do tempo. A Equagdo (2.8) é entdo reescrita

como

954
¢Pa% = —V.(pava) + Qa, a=w,o. (2.9)
onde cada fase tem sua propria densidade (p,), velocidade de Darcy(v,) e taxa de fluxo

de massa(Q,). A Equacao (2.9) é a lei de conservagao de massa para a fase a.

2.3.1.2 Lei de Darcy
A lei de Darcy indica uma relagao linear entre a velocidade do fluido e o gradiente

de pressao. Esta equacao ja foi apresentada em (2.2) e sua forma diferencial para o

escoamente monofésico é escrita da forma
K
v=——Vp, (2.10)
1

onde K é o tensor de permeabilidade absoluta, i é a viscosidade do fluido e V é o operador

gradiente:

Vp:(ap Op @>

dx1’ Oy’ Oy

A Lei de Darcy pode ser diretamente estendida para o fluxo bifasico:

K,
Vo = —— Va, a=w,o, (2.11)

«

onde K,, po € o sa0 a permeabilidade efetiva, pressao e viscosidade para a fase «,
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respectivamente.

A Equagdo (2.11) evidencia o fato de que a pressdo da dgua e do 6leo podem ser
diferentes. Devido & curvatura e tensao na superficie da interface entre as duas fases,
a pressao do fluido molhante (dgua) é menor que a do fluido ndo molhante (6leo). A
diferenca entre a pressao do 6leo e a pressao da agua é chamada pressao capilarCHEN
et al. (2006):

Pe = Po — Pw- (212)

A pressao capilar resulta da descontinuidade de pressao na interface entre os fluidos

que saturam a rocha.

Como o escoamento simultaneo entre dois fluidos causa a interferéncia de um no outro,
as permeabilidades efetivas nao sao maiores que a permeabilidade absoluta K do meio
poroso. A permeabilidade relativa k,., é definida como a razao entre a permeabilidade
efetiva de um fluido ndo saturado e a permeabilidade com saturagao 100% (permeabilidade

absoluta):

Kq
kro = 7d a = w,o. (2.13)

A funcao k,, indica como o Oleo e a dgua compartilham a permeabilidade disponivel
da rocha do reservatorio, quando cada um dos fluidos ocupa parte do espaco poroso. Ela é
uma fungao da saturacdo da fase. A Figura (2.5) mostra curvas tipicas de permeabilidade

relativa.

Pode ser observado que, quanto maior a saturagao do o6leo (s,), maior sua perme-
abilidade relativa. Em outras palavras, quanto mais 6leo existir nos poros, maior sua
facilidade em se mover através deles. Da mesma forma, quanto mais agua existir nos
poros(s,,), menos facilmente o 6leo ira se mover (DIKKERS, 1985). O valor de s,, em que
a adgua comega a escoar é chamado saturacao irredutivel da dgua (Sy.;) e o valor de s, em

que o Oleo para de escoar é chamado de saturacao residual do oleo.

Sao também introduzidas a mobilidade das fases

Aa(s) = : a=w,o, (2.14)
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Figura 2.5: Curvas de permeabilidade relativa.
a mobilidade total
At = Aw + Ao, (2.15)
e as transmissibilidades
Kk, .(s
To(s) = KX\u(s) = Khra(s) (2.16)
Ha
Desta forma, podemos escrever as velocidades dos fluidos como v, = —T,,Vp, e v, =

=T, Vp,.

Combinando (2.8) e (2.11), obtemos um sistema de EDPs que modela o escoamento

bifasico em um meio poroso. A Equagao da conservagao de massa (2.8) pode ser escrita

para a agua e Oleo:

¢,0w3t3w + v-(Pwa) = Qun
OPoOiSo + V.(povo) = Q-

(2.17)

Considerando p,, constante e p,, = p, (pressdo capilar nula) podemos dividir a primeira

Equacao de (2.17) por p, e a segunda por p,:
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¢at3w + V~(Uw) = Qu,
qb@tso + V-(Uo) = (o,

(2.18)

onde g, é a vazao volumétrica da fase «, que denotaremos simplesmentes por vazao da

fase a. Somando as duas equacoes, obtemos:

¢<a(5w + 50>> + V.Ut = ({4,

onde v; = v, + v, é a velocidade total e ¢; = g, + ¢, é a vazao total. Como s, + s, = 1,

a equagcao anterior é reescrita da seguinte forma:

V.Ut = (- (219)

Utilizando a primeira Equagdo de (2.18) e (2.19), obtemos o seguinte sistema:

0, w+v- w — Yw;
#0Ls w4 (2.20)

V.Ut = (.

Chamando de s a saturagao da agua, omitindo subscritos, a funcao fluxo fraciondrio é

definida como

f(s) == =— a = w,o, (2.21)

e (2.20) é reescrita como:

¢0s + V.(f(s)vi(s,p)) = qu,
V,Ut(s,p) = (-

(2.22)

E importante observar que a vazio total ¢, de todos os pocos, tanto produtores quanto
injetores, é prescrita para todos os instantes de tempo. Nos pocos injetores, temos ¢; = ¢y,
e nos pogos produtores, ¢; = ¢, + q,. Assim sendo, ¢, é conhecida nos pocos injetores mas
nao o é nos pogos produtores. A fim de completar o Sistema (2.22), é preciso acrescentar

uma equacao relacionando ¢; e ¢, nos pocos produtores. Isto é feito através da relacao
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Gw = f(8)g:- (2.23)

Ou seja, ¢, ¢ uma fracao de ¢;. A fungao f(s) é dada, e é dita o fluxo fracionario.
Incluindo (2.23) em (2.22), obtemos um sistema de duas equagdes para o escoamento
bifasico em meios porosos cujas incognitas sao a saturagao da agua (s) e a pressao do
campo (p). As duas equagbes que compoem o sistema sao fortemente acopladas e a
maneira de resolvé-las serd discutida no Capitulo 6. Para que o sistema fique completo é

necessario introduzir as condi¢oes de contorno e inicial.

2.3.2 Condigoes de contorno e inicial
Para este problema, foi assumido um reservatorio isolado, o que significa que v, e v,

sao nulos nos bordos de €2. Temos, portanto, uma condicao de fronteira do tipo Neumann

do seguinte formato
V.V =0,z € 01,

onde v é o vetor normal a fronteira 0€) do dominio €.

Definimos também a condicao inicial, dada por

s(x,0) = so(z),x € Q.

Temos, portanto, um sistema completo de equacoes diferenciais parciais dado por
(2.24)

)
¢Os + V.(f(s)vi(s,0)) = Gu,

v-vt(sap) = (]t>

VoV = 0,2 € 012,

(2.24)

\3(3@0) = so(z),z € Q.

2.4 Exemplo

Nesta secao serd apresentada uma simulacao do modelo apresentado. Estes resultados
foram obtidos através do simulador desenvolvido neste trabalho, cuja implementacao sera

discutida no Capitulo 6.
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Consideremos um reservatorio de petréleo retangular bidimensional de area 200x200
m? e altura h = 20 m. Neste reservatorio foram perfurados 5 pocos: 4 injetores e 1
produtor. Este pogos estao dispostos de modo a formar uma estrutura simétrica conhecida

como five-spot, ilustrada na Figura 2.6.

%) %)

® @( Poco injetor

@ Poco produtor

200 m

& &

I 200 m |

Figura 2.6: Reservatorio five-spot.

Este reservatorio possui as seguintes propriedades: permeabilidade (K') constante igual
a 100 pD; porosidade ¢ constante igual a 0.2 ; vazao total ¢; em cada um dos pocos
injetores igual a 100 m?/dia; vazao total no po¢o produtor igual a 400 m?/dia; tempo

total de producao igual a 600 dias.
A Figura 2.7 apresenta a evolugao da vazao do 6leo e da dgua no poco produtor.

Como pode ser observado, inicialmente h& apenas producao de 6leo, ja que a dgua in-
jetada no reservatério ainda nao chegou ao pogo produtor. Aproximadamente no 120 dia,
acontece o chamado breakthrough. O breakthrough é a chegada de 4gua no pogo produtor.
Neste instante a vazao de dgua @), deixa de ser nula e passa a aumentar, enquanto ocorre

uma diminuicao na vazao de 6leo ),. A vazao total é prescrita e constante, e temos que

Qt = Qw"’@o-

J& a Figura 2.8 apresenta o campo de saturagao de 4gua no reservatorio em 4 instantes

de tempo diferentes.
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Figura 2.7: Vazao 6leo x agua - poco produtor.

Podemos observar que nos dias iniciais de producao a dgua esta concentrada nas proxi-
midades dos pocos injetores. Ja nos dias finais de producao a dgua ja ocupa praticamente

todo o reservatorio e nao resta mais muito 6leo a ser produzido.

E interessante observar também que o exemplo apresentado corresponde a um reser-
vatorio totalmente simétrico, com propriedades fisicas constantes. Portanto, o campo de

saturacao da agua é também totalmente simétrico em todos os instantes de tempo de

simulagao.



‘
"

%‘%

ey

Figura 2.8: Saturagao de agua (s,,) ao longo do tempo. (a) 20 dias; (b) 100 dias; (c) 400
dias; (d) 600 dias.
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CAPITULO 3

AJUSTE DE HISTORICO

Como vimos no capitulo anterior, a caracterizacao petrofisica de um reservatorio é
essencial para a determinacao do escoamento dos fluidos em seu interior. Portanto, esta
informacao é valiosissima para a otimizacao do processo de producao. Porém, é inviavel
determinar valores das propriedades de um reservatorio em toda sua extensao. Medicoes
diretas sao viaveis apenas perto dos pocos que, por sua vez, encontram-se a centenas de

metros de distancia um do outro.

Apos alguns anos de operacao, tém-se informacgoes sobre a producao do reservatoério.
Tipicamente, taxas de producao de 6leo e pressoes nos pocos. Este é o chamado historico
do reservatorio. Com este historico, pode-se tentar obter uma melhor caracterizacao do
reservatorio, ao se procurar um campo que forneca um melhor ajuste aos dados do his-
torico. Isto permite fazer melhores predicoes futuras, e tomar melhores decisoes. Este
processo é denominado Ajuste de Historico. Nosso interesse principal é o de construir
uma ferramenta computacional de modo a fazer o Ajuste de Histérico de forma automa-
tica. E importante ressaltar que este é um problema muito dificil. Até onde vai o nosso

conhecimento, tal ferramenta computacional nao existe hoje.

O procedimento para realizar o Ajuste Automatico de Historico é iterativo e seus

passos principais estao representados na Figura 3.1.

Exemplos tipicos de dados utilizados para gerar o historico do campo sao a taxa de
producao de 6leo em cada poco produtor e a pressao associada aos po¢os. Ja os parametros

tipicos a se determinar sao a porosidade e a permeabilidade do reservatorio.

Ainda hoje é pratica corriqueira o ajuste manual. Ele exige uma grande experiéncia e
depende fortemente do julgamento pessoal do engenheiro de reservatério. O profissional
deve modificar manualmente os parametros do modelo que possuem maior incerteza e

que tenham maior efeito na solucao. A sensibilidade da solucao a alguns parametros é
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[

. Determinar os dados do hist6-
rico que devem ser ajustados

v

2. Determinar a propriedade do
reservatorio a ser ajustada

v

3. Executar o simulador com os
dados de entrada disponiveis

v

4. Comparar os resultados obtidos
pelo simulador e as observacées
do reservatdrio

v

5. Modificar a propriedade
selecionada no passo 2

v

6. Repetir os passos de 3 a 5 até
o critério de parada ser satisfeito

Figura 3.1: Processo iterativo do ajuste de historico.

frequentemente estabelecida durante o proprio processo de Ajuste de Histérico. Apesar
desta abordagem demandar uma quantidade considerével de tempo e estar sujeita a diver-
sos erros, ela é ainda muito utilizada pelos profissionais da area. Recentemente, tém sido
realizados esforcos consideraveis em pesquisas a fim de desenvolver técnicas automaticas

de ajuste de histoérico.

O problema de ajuste de historico consiste em um problema inverso. Nossa aborda-
gem ¢ resolvé-lo através de um problema de minimos quadrados. Trata-se de minimizar
uma funcao objetivo que é o erro quadratico entre os dados observados e os dados esti-
mados. Algoritmos de minimos quadrados baseados em derivadas sao entao utilizados a
fim de acelerar o processo de estimativa de parametros. O problema de ajuste de histo-
rico se transforma em um problema de minimizagao e torna-se possivel criar ferramentas

computacionais a fim de resolvé-lo de maneira sistematica.

O ajuste automético de historico tem o potencial de economizar uma quantidade

significativa de tempo e fornecer estimativas mais precisas para o modelo de parametros.

Neste trabalho discutimos um esquema de ajuste automatico de histérico. Os detalhes

do esquema serao apresentados nas proximas secoes.
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3.1 Problema direto

Em um problema direto, as propriedades fisicas de algum sistema (ou modelo de
parametros) sao conhecidas, e um método deterministico permite calcular a resposta do
sistema a um estimulo dado. As propriedades fisicas sao referidas como sistema ou modelo

de parametros.

Neste trabalho, o problema direto consiste no Sistema de equagoes (2.24), apresentado
no Capitulo 2, que rege o escoamento bifasico em meios porosos. Suas propriedades fisicas
sao a permeabilidade K, porosidade ¢, viscosidade p e densidade p e gera como saida os
campos de pressao p e saturagao s e pode ser representado da seguinte maneira (OLIVER
et al., 2008)

S(K, ¢, 1, p) = (s,p).

3.2 Problema inverso

Em sua forma mais geral, um problema inverso refere-se a determinacao de proprie-

dades fisicas do sistema, dada a resposta observada do sistema a um estimulo.

O problema inverso proposto neste trabalho consiste em determinar o campo de per-
meabilidades (K) de um reservatorio utilizando como histérico os dados de producao de

6leo e de pressao nos pocos.

Denotando por K o vetor de parametros a determinar, por O o vetor de observacoes
do Historico e definindo u = (s,p) como o vetor incognita do problema direto, pode-se

escrever

u=uE) e OK)=O0(K,u(K)).

Seja O o conjunto de observagoes reais, o parametro K é determinado através da

resolugéo do problema de minimos quadrados
min ||O(K) — O|? 3.1
c 1N+ || ( ) || ’ ( )

onde N ¢ o numero de parametros que se deseja determinar e K deve ser um valor

positivo.
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Este problema de minimos quadrados pode ser resolvido utilizando diversos métodos de
otimizacao. Dado que o campo de permeabilidades pode variar com ordens de grandeza, é
usual otimizar m = log K no lugar de K. Além disso, a utilizacao do logaritmo transforma
o problema de minimiza¢do com restrigdo (3.1) em um problema de minimizacao sem

restricao. Temos, da mesma forma

min_ [O(m) — O, (5.9
meRN

onde N é o niimero de parametros que se deseja estimar.



CAPITULO 4

TSVD

No Capitulo 3 foi apresentado o problema de Ajuste de Histoérico que resulta na resolu-
¢ao de um problema de minimos quadrados nao linear. Neste capitulo, serao apresentados
os métodos utilizados para a resolucao deste problema. Antes disso é necessario introduzir

alguns conceitos de Algebra Linear importantes para a discussio que segue.

Posto de uma matriz
O posto de uma matriz é o nimero de colunas linearmente independentes dessa matriz.

O posto de uma matriz m X n é, no maximo, igual a min(m, n). Uma matriz cujo posto é
o maior possivel é chamada de matriz de posto cheio; caso contrario a matriz é chamada

de posto incompleto.

Problema de minimos quadrados linear
O problema de minimos quadrados linear é um problema de suma importancia que

surgiu devido a necessidade de ajustar um modelo matemético linear a dados observados.
Em termos de matriz, dado um vetor b € R™ e uma matriz A € R™*", desejamos encontrar

um vetor x € R” tal que Az seja a “melhor” aproximacao para b.

Existem diversas formas de definir a “melhor” solucao. Uma possibilidade que leva a

um problema computacional simples é ter x como a solucao do problema de minimizacao
min [|Ax — b2, A e R™™ beR™, (4.1)

onde |.||2 indica a norma euclidiana do vetor. O problema (4.1) é chamado problema de
minimos quadrados linear e x ¢ a solugao de minimos quadrados linear para o sistema

Ax = b. Chamamos de r = b — Ax de vetor residuo. Uma solugao de minimos quadrados

m
=1

matriz A for menor que n, entdo a solucao x nao é unica. Entretanto, dentre todas as

minimiza [|r||3 = Y., r; , isto ¢, a soma dos quadrados dos residuos. Se o posto da
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solucoes para o problema de minimos quadrados existe uma tnica solucao que minimiza
||7]|2, apresentada no proximo tépico. (BJORCK, 1996)

Pseudoinversa de uma matriz
Se A é uma matriz n X n nao singular, a solucao para o problema linear Az = b pode

ser escrita como x = A7'b, onde A™! é a (tinica) matriz inversa da matriz A.

Em problemas de minimos quadrados lineares a matriz A tipicamente nao é quadrada,
mas possui dimensao m X n. Portanto, para estes casos nao existe uma matriz inversa
A1l Existe, porém, uma matriz AT unicamente determinada por A tal que a solucao
de menor norma do problema de minimos quadrados linear dado por (4.1) é igual a
r = Atb. A matriz AT é denominada pseudoinversa de A (LAWSON e HANSON, 1987).
A pseudoinversa existe para uma matriz arbitraria m x n. Caso a matriz seja invertivel,

AT = AT,

4.1 Problema de minimos quadrados nao-linear

Como apresentado no Capitulo 3, o problema proposto neste trabalho consiste em
determinar um mapa de permeabilidades de forma que o modelo (2.22) reproduza o me-
lhor possivel o histérico do campo. Sejam n, e n,, o nimero de dados do historico, ou
observagoes, e o nimero de parametros a determinar, respectivamente. Seja o residuo

ri(m) o erro na predi¢gao do modelo para a observacao i, dado por

r; = Oz — Oz(m), 1= 1, oy Ny (42)

O problema de otimizagao nao linear sem restricao consiste em encontrar um minimi-

zador global da soma de quadrados de n, funcoes nao lineares,

_ Lo 1%,

Jmin f(m),  f(m) =gl =3 27“ (m). (4.3)
1=

Os métodos bésicos para o problema de minimos quadrados nao linear requerem infor-

magoes de derivada sobre os componentes de r;(m). Podemos escrever o Jacobiano J(m)

do vetor residuo 7(m) = (r1(m), ...,r,,(m))" da seguinte forma

J(m) € Rnoxnmy J(m)” = 8Tz<m)

my (4.4)
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1=1,....n0, ] =1, ..., np.

Substituindo (4.2) em (4.4) obtemos
(0 — O(my)) 90 (m;)

A derivada primeira de f(z) = ir(m)"r(m) = §||r(m)||3 ¢ dada por

Vf(m) = Jm)'r(m) = -0 (m)'r(m). (4.6)

Vi(m*) = -0 (m*)'r(m*) =0. (4.7)

E natural aproximar r(m) por um modelo linear em uma vizinhanca de um dado ponto

mC7

re(m) =r(me) + J(me)(m —m,). (4.8)

Podemos entao utilizar o problema de minimos quadrados linear
min [|7(me) + J(me)(m —me)||s, (4.9)

a fim de derivar uma aproximacdo para a solugao de (4.3). Esta abordagem, que utiliza
apenas derivada de primeira ordem, leva ao método de Gauss-Newton apresentado na

préxima segao.

4.1.1 O método de Gauss-Newton
O método Gauss-Newton para a resolugao do problema (4.3) baseia-se em uma sequén-
cia de aproximagoes lineares para r(m). Se my corresponde & aproximagao corrente entao

a correcao py € calculada como a solucao do problema de minimos quadrados linear

P = arg mpin | (mue) + J (mu)p||2- (4.10)

Aplicando (4.4) em (4.10) escrevemos o problema de minimizac¢do da seguinte forma
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pe = argmin (i) — O’ )pll (111)

€ a nova aproximacgao para m € mpygyq = Mg + Dk.

A fim de obter um método que garanta descida na funcao objetivo podemos tomar
M1 = My + QPk, (4.12)

onde py é a solugao de (4.11) e ax ¢ um passo a ser determinado. O método resultante
que utiliza py como uma dire¢do de busca, é chamado Damped Gauss-Newton (BJORCK,

1996). O passo oy é determinado através de métodos de busca linear.

O’(m) é uma matriz de dimensdo n, X n,. O problema de minimos quadrados nao

linear é reduzido a resolucao de diversos problemas de minimos quadrados lineares.

4.2 A decomposicao SVD

A decomposi¢ao em valores singulares (SVD, do inglés Singular Value Decomposition)
de uma matriz A € R"*" ¢ uma decomposi¢ao matricial de grande importancia tedrica
e pratica para o tratamento de problemas de minimos quadrados. Esta decomposicao for-

nece uma forma diagonal de A por meio de duas mudangas de base ortogonais (BJORCK,
1996).

A decomposicao em valores singulares é dada da seguinte forma: seja A € R™*"m
uma matriz retangular ou quadrada de posto = r. Entao, existem matrizes unitarias
U € R"*" e IV € R" X" tais que

1 0
A=uxv?T, v =( " , (4.13)
0 0
onde
Y € Roxnm, ¥ = diag(oy, ..., 0.), (4.14)

e Y1 possui elementos nao negativos na diagonal, que aparecem em ordem decrescente
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op> 09> ...>0,>0. (4.15)

Os valores o; sao chamados de valores singulares de A. Temos também que U € R" " ¢

V € R™>"m g30 matrizes com colunas ortonormais. Se escrevermos
U= (u1,...,Un,), V= (vy,...,vp,,), (4.16)

0s vetores u; e v; sao, respectivamente, os vetores singulares a esquerda e a direita, asso-

ciados a 0;, 1 =1, ..., 7.

Aplicando (4.14) e (4.16) em (4.13) escrevemos

A=USVT =) wo! (4.17)
i=1

A decomposicao SVD esta definida para quaisquer valores de n,, e n,.

4.2.1 A decomposicio SVD e o problema de minimos quadrados
A utilizacdo da decomposicao SVD esta ligada a resolu¢ao do problema de minimos

quadrados. Se A possui posto r e é invertivel entao sua pseudoinversa escrita em termos
de SVD é

AT = Zviai_lu? (4.18)

i=1

e a solugdo de norma minima x;g para o problema de minimos quadrados ||Az = b, &

dada por

r

Tp
rs = ATh =Y "y, (4.19)

O'.
i=1

A solugao x5 = A7'b € o caso especial de (4.19) em que n,, = n, = n e posto(A) = n.
Tipicamente, o; é pequeno para i grande. Podemos perceber por (4.19) que é a divisdo

por valores singulares pequenos que amplifica os erros de b.
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4.3 Posto numérico

O posto de uma matriz A é igual ao nimero de colunas linearmente independentes de
A e é igual ao numero de valores singulares de A estritamente positivos. Na presenca de
erros (erros de medicao, aproximagao, discretizagao e arredondamento) esta definicdo nao
é util ja que as colunas de A que, por um ponto de vista matematico, sao estritamente
linearmente independentes, podem ser consideradas quase linearmente dependentes de um
ponto de vista pratico. Logo, uma definicao informal para o posto numérico é o nimero de

colunas de A que, relativo a um nivel de erro, sao linearmente independentes na pratica.

Um defini¢do mais rigorosa para o posto numérico possui a seguinte forma. Definimos

o posto numérico-€ r. de uma matriz A em relagdo a tolerancia €, por

re =1(A,€) = min posto(A+ E). (4.20)

1 Ell2<e

Em outras palavras, o posto-¢ de A é igual ao nimero de colunas de A que garante-se
serem linearmente independentes para qualquer perturbacao de A com uma norma menor
ou igual & tolerancia e. Em termos de valores singulares de A, o posto numérico posto-e

r. satisfaz

Op. > €2 0y y1. (4.21)

4.4 TSVD

Tendo definido o posto numeérico em termos de SVD podemos falar do uso desta decom-
posicao para regularizagao de problemas que possuem posto incompleto ou numericamente

incompleto, ou sao mal-postos.

4.4.1 Sistema de equacoes com posto incompleto
Na situacao ideal, sem perturbacoes e erros de arredondamento, o tratamento de

problemas que possuem posto incompleto é simples: basta ignorar os componentes do

SVD associados a valores singulares nulos e calcular a solu¢do utilizando (4.19):

posto( A

)
ul'd
rrs = E V; .
0i

=1

Na pratica, A nunca é uma matriz exatamente de posto incompleto, mas uma matriz de
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posto numericamente incompleto; isto é, A possui um ou mais valores singulares pequenos
mas nao-nulos de tal forma que r. < posto(A). Este é o caso do jacobiano J(m), em que
esperamos encontrar valores singulares muito pequenos em relagao ao seu maior valor
singular. Valores singulares pequenos inevitavelmente causam dificuldades. Para ver um

exemplo, a norma de z;g é dada por

posto(A)

9 ulh\?
sl = Y, (%) (1.22)

=1

Entdo, ||z1s]| pode ser muito grande devido a pequenos valores de o;.

A abordagem mais comum para a regularizacdo de problemas que possuem posto
numericamente deficiente é considerar que a dada matriz A é uma representagao com
ruido de uma matriz matematicamente posto incompleto e substituir A por uma matriz
proxima de A e matematicamente posto incompleto. A escolha padrao é a matriz de

posto = k, Ay, definida como

k
A = Zuiaiv?. (4.23)
i=1

Isto é, os pequenos valores singulares proximos de zero oy 1, ..., 0, sa0 substituidos por
zeros. E natural escolher o posto k de Ay como o posto numérico € de A, isto &, k = r,
ja que se k < r. entao ocorrerda uma perda de informacao associada a valores singulares
maiores, enquanto que se k > r. acarreta em uma solu¢ao com uma norma grande.
Entao, a regularizacao da solucao é alcancada projetando a matriz mal-condicionada A

no conjunto de matrizes com posto-r..

Quando A é substituida por A, obtemos um novo problema de minimos quadrados

min ||Agm — bl|. (4.24)

A solucdo de menor norma para este problema, isto é, a tnica solu¢ao com norma-2

||m||2 minima é dada por

n i ul'd
v =Afb =) v (4.25)

O’.
i=1 '

2,

A solucao zp é denominada de solucao de SVD truncado, por motivos 6bvios. O

método completo é denominado método de SVD truncado (TSVD, do inglés Truncated
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SVD) e a matriz Ay é denominada matriz de TSVD.

Existem diversos métodos computacionais para o calculo do TSVD. O método que
utilizamos neste trabalho foi o de Lanczos que exige o calculo de Az e ATz, onde A =
O’(m). Detalhes sobre o método de Lanczos podem ser encontrados em KOMZSIK (1987).
Além disso, podemos ver pela Equagdo (4.6) que para calcularmos V f precisamos saber

calcular calcular ATz,



CAPITULO 5

DERIVADA E ADJUNTA

Como apresentado no Capitulo 4 o método utilizado para computar o TSVD da matriz
O'(m) exige o calculo de O'(m) aplicado a um vetor e também O’(m)” aplicado a um

vetor. Neste capitulo serd apresentada a modelagem de O'(m)z e (O'(m)) T w.

5.1 Derivada O'(m)

O vetor O de observagoes do historico pode ser escrito como O(m) = O(m, u(m)),
onde u = (s,p) é o vetor incognita do Sistema (2.24). Desta forma, a derivada O’(m)

pode ser escrita utilizando a regra da cadeia

O'(m) = 8,0(m,u(m)) + 9,0(m,u(m))u'(m). (5.1)

Portanto, a fim de calcular O’(m) é necesséario computar: 9,,0, 9,0 e u'(m). O calculo

de u/(m) é o mais delicado e sera discutida a seguir.

5.1.1 Cllculo de u'(m)
A parcela u'(m) é a parte mais delicada do célculo de O'(m), ja que u(m) é defi-

nido implicitamente por um sistema de equacoes diferenciais parciais. O sistema bifésico

apresentado no Capitulo 2 pode ser reescrito da seguinte forma

S(m,u(m)) = 0. (5.2)

Entao, aplicando a regra da cadeia temos
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S'(m) = 0pS + 0,50, u = 0. (5.3)

Temos ainda que J = 0,5 é o jacobiano de S e escrevemos

u'(m) = —J710,8S. (5.4)

Aplicando (5.4) em (5.1) podemos escrever

O'(m) = 0,,0 — 0,0J710,,,S. (5.5)

Na verdade, o que se deseja calcular é a derivada direcional O'(m)z e, consequente-
mente, u/(m)z = —J10,,5z. Portanto, para o calculo de u/(m)z ¢ necessario obter 9,5z

e resolver um sistema do tipo Jxr = y.

5.1.1.1 Calculo de 9,,5%

Seja m = log K, m um campo de log-permeabilidades dado, u = (5, p) a saturagao e
pressdo relativas a m, z um vetor de log-permeabilidades e 9,5z = (ys,yp)", onde ys e
Yy, possuem dimensao igual a de 5 e p, respectivamente. A derivada direcional 0,,52z que

desejamos calcular pode ser escrita, utilizando a regra da cadeia, como

0,0Sz = (95 SOMK)z. (5.6)

Chamando de E; e Es a primeira e segunda equagcoes de S, podemos escrever

s — < ok ) _ ( —V.(\(s)Vp), ) 67)
o —V.(f(s)A(5) VD).

e escreveremos 0, Kz = K'(m)z. A derivada direcional 0,,Sz pode entdo ser escrita como

(yp>:< —V-(K(m)2A(5)Vp) ) 658)
Ys —V.(f(s)K'(m)zA(s)Vp)

5.1.1.2 Calculo do jacobiano
Vimos que J(u) = 0,5(u). Desejamos calcular a derivada direcional J(u)z = y, onde

x = (ds,dp) e y = (ys,yp). Podemos escrever J(u)x utilizando a defini¢io de derivada



5.1 Derivada O'(m) 48

S(u+ hz) — S(a)

J(u)x = flblir(l) 7 =y. (5.9)
Aplicando (5.9) nas duas equagoes do sistema S, obtemos:
(. 0 (5+hds—3) V.(f(5+ hds)Ty(5+ hds)V(p + hdp))
lim ¢p— =
h—0 " Ot h h
_V.(f(s)z;t(s)Vp) L fG hdsff mACN " (5.10)
iy VUG M)V i) = V(T
Aplicando a Série de Taylor, escrevemos
(. 0 (5+hds—35)  V.((f(5)Tu(5) + (f(5)T,(5)) hds + O(h?))V(p + hdp)
R h B h
—V(f(5)T(5)Vp)  (f(5) + ['(5)hds + O(h*) — f(5))a
h + h +Ys
iy VGO ©hds +O0)V(p + hp) - V(LG _
s " (5.11)
que resulta em
(9ds  V.(J(5)TU5)hVdp) + V((f(5)T(5)) hdsVp) + O(h?)
T h
+f’(§)hdsqt + O(hQ) i ” (512)
i VUTEYE) ~ V(HE)Vdp) +00)
h—0 h
e
U= VUOLEVa) + VETE) YR + FGdsactvs
—V((T}(5)dsV) — V.(T:(5)Vdp) = v

A resolucao de Jxr = y consiste na resolucao do sistema de equagoes diferenciais

parciais dado por (5.13), com as seguintes condigoes inicial e de fronteira
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ds(z,0) =0, V.V =0,z € O (5.14)

Logo, dados @ = (8, p), desejamos encontrar (ds, dp) tais que

(528 = v.(1(5)T2(5)Vdp) + V((f(5)T(5))dsVE) + F'(3)dsas + v
Y ((TU(5)dsVp) — V.(T(5)Vdp) =

V.V = 0,2 € 01,

kals(yc,()) = 0.

(5.15)

5.1.2 Cadlculo de 0,,0 e 0,0
Como mostrado no Capitulo 3, o vetor de histérico utilizado contém informagcoes

sobre a vazao de 6leo nos pocos produtores e a pressao nos pocos tanto injetores como

produtores. Entao, o vetor O pode ser escrito como

O = (¢, D).

Para a observacao da vazao de o6leo, sabemos que ¢, = ¢; — ¢ = ¢:(1 — f(s)). Logo,

temos

aon = 07 (516)

Ouo = (= 1'(5)a,0)- (5.17)

Definimos no problema direto a condigao de fronteira do tipo Neumman (2.24). Por
isso, a pressao esta definida a menos de uma constante. Assim, introduzimos o operador
linear M : R/ — R’, onde J é ntimero total de pocos, injetores mais produtores, definido

por

J
1
Mp:p—jzpj- (5.18)
j=1

Desta a forma, a pressao torna-se unicamente determinada. A observacao da pressao
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nos pocos serda dada por Mp. Logo,

On(Mp) =0, (5.19)
Ou(Mp) = (0, M). (5.20)

Logo, com O = (¢(1 — f(s)), Mp) temos
0,0 =0, (5.21)

0,0(1) = ( - /(?% ]\04 > | (5.22)

Reunindo todos os elementos apresentados anteriormente, podemos calcular O'(m)z.

Os passos para este calculo estao resumidos a seguir.

1. Calcule (ys,y,)" = 0,5z utilizando (5.8).

2. Calcule (ds,dp)” = J(ys,yp)" como discutido na Se¢ao 5.1.1.2.

/ ds _ _f,(g)qt,pr 0 ds _ _f/(§>qt,prodd3
3. Calcule O'(m)z fazendo 0,0 ( dp ) = ( 0 Y, i )= Mdp

5.2 Adjunta O'(m)?

Nesta secao apresentaremos o calculo de O'(m)Tw, onde w é um vetor que pertence

ao espago das observagoes. Por (5.5) podemos escrever O'(m)T como segue

O'(m)" = 9,0(m,u(m))* — (0,9 (JH)T9,0(m, u(m))*. (5.23)
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Da Equacao (5.21) temos que (9,,0)" = 0. Portanto, para resolver (O'(m))'w preci-

samos calcular (9,0)" aplicado ao vetor w, um sistema do tipo J'w = z e (9,,95)".

5.2.1 Cdleulo de (0,0)"w
De (5.22) obtemos

(0.0(@)" = ( _flf)qt”"" VJ",SS) ]\gt > - (5.24)

A respeito de M!, podemos escrever

(M'p,p) = (p, Mp) = Zpk Pk — Z Zpkpk ~ 7 Zp] (ZPk) .

Assim, M é simétrico, ou seja M' = M.

Portanto, se w = (wq, wy,, w,), entao

2 @ Vi) 0\ [
% 0 0o M el

Wp

( Zs ) _ ( _f/<§)wsqt,pr + V;U’(S)va ) 7 (5.25)
2p Muw,

onde M é dado por (5.18).

logo

5.2.2 Caleulo de JTw = z
Podemos escrever o jacobiano transposto em termos do jacobiano utilizando a relagao

(J"(ws,wp), (ds,dp)) = ((ws,wp), J(ds,dp)) = ((ws, wp), (ys,yp)) - (5.26)

Ja foi mostrado como calcular J(ds, dp) = (ys, yp). Portanto, se escrevemos o produto

interno (5.26) de modo a isolarmos os termos ds e dp podemos obter J7 (ws, wp).

O produto interno é definido no continuo como

(2, y) = /O ' /Q wydVt. (5.27)
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Isolando os vetores ys e yp do Sistema de equagoes (5.15) temos

{ys = 0% — V(f(3)Ti(5)Vdp) — V((F(5)T(3))dsVp) — f'(5)dsqs (5.28)

yp = —V((TZ(E)dSW) — V.(T;(5)Vdp).

(w, Jx) = / / ws(0 5 Y (F(SVT()Vdp) — V((F(S)TH(5))dsVF) — ' ()dsay)

//wp (5)dsVp) — V.(T,(5)Vdp)).
(5.29)

Vamos dar nomes a cada termo de (5.29), a fim de facilitar o entendimento

termo | = fo Jowso%;

termo 2 = — fo JowsV.( f(E)Tt(E)Vdp)

termo 3= — [ [ wsV((f(5)T}(5))'dsVp) (5.30)
termo 4 = — fOT Jo wsf'(5)dsqy)

termo 5 = — fDT Jo wpV ((T{(5)dsVp

| termo 6 = — fOT Jo wpV (T,(5)Vdp).

Para o termo 1, podemos escrever

¢/ /ws—det qﬁ// ws—dtdQ (5.31)

Utilizando a regra do produto (uv)' = u'v + v'u — u'v = (uwv)’ — v'u, a Equagao 5.31

é escrita

¢/ wsds}o / %ds dt)d // ¢%ds (5.32)

O primeiro termos da Equacao 5.32 pode ser escrito como

pwsds|; = ¢ws(T)ds(T) — dws(0)ds(0). (5.33)
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Sabemos que ds(0) = 0. A fim de cancelar este termo é necessario fazer ws(7T") = 0.

Os termos 2 e 6 podem ser reescritos utilizando a segunda identidade de Green, que
diz

/Q WY (0V2)dS — /Q 2.V (0V)dS) + /8 (Ve —aVu)i (5.34)

e eles ficam como

—/ /de.(f(s)ﬂ(s)sz)det—/ f(3)T(35)(wsVdp — dpVws)vdS, (5.35)
0 Q 0 o0N

—/0 /prV.(Tt(E)Vdp) = —/deV.(Tt(E)pr)dQ - /BQ Ti(5)(wpVdp — dpNVwp)vdS.
(5.36)

Os termos 3 e 5 podem ser reescritos utilizando o Teorema da Divergéncia, dado por

T T
/ /gV.U:—/ /U.Vg—l—/ guvds. (5.37)
0o Jo 0o Jo 20

e eles sao reescritos como

/0 /Q(((f(s)Tt(s))’dsz)sz)det—/ wsV.((f(5)T(5))'dsVp)vdS (5.38)

o0
T
—/ /(Tt’(g)dsVﬁ).pr—/ wpT}(5)dsVprdS (5.39)
o Jo 00

O termo 4 ja encontra-se no formato em que desejamos.

- /0 ' /Q wsf(5)dsq (5.40)

Coletando os dados que multiplicam ds e dp nas integrais obtemos J”w = z, onde

w = (ws,wp) e z = (zs,2zp). Mais uma vez temos um sistema de equacoes diferenciais
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parciais.

- % + V.(Ty(5)Vwp) + (f(5)14(5)) ' VpVws
~T}(5)VpVuwp — f'(s)wsg, = 25
V. ETEVwS) + V(TG Vup) = 2 (5.41)
Vo.v = 0,2 € 0N
\ws(x, T) = 0.

Podemos perceber que, pela condicao final, o sistema de equacoes 5.41 que calcula
JTw deve ser resolvido comecando no tempo ¢t = T e indo até o tempo t = 0, ou seja, de

tras para frente no tempo.

5.2.8  Calculo de (9,,5)"
De (5.8) podemos escrever

0nS)" = ( =V.(K(m)N5)VD) ~V.(f(5)K (mA)VD) ). (5.42)

(5.43)

~ V(K (m)\(s) Vpuw,) ) |
—V.(f(s)K'(m)A(s)Vpw,)

<8mS)T(w87 wp)T = (

Utilizando as etapas mostradas anteriormente, podemos resumir o calculo de O'(m)Tw

da seguinte forma,

1. Calcule (2, 2,)" = (9,0)"w utilizando (5.8).
2. Calcule (wg, wy)" = (J71)7 (24, 2,)7 como discutido na Segao 5.2.2.

3. Calcule O'(m)w = (9,,5)T ( s ) como apresentado em (5.43).

Wp




CAPITULO 6

ESQUEMAS NUMERICOS

Neste capitulo serao apresentados os esquemas numéricos utilizados para a resolucao
do modelo descrito no Capitulo 2. Serao também apresentados detalhes da implementacao
da derivada e adjunta, necessarias para a resolucao do problema de otimizacao utilizando
TSVD, como descrito no Capitulo 4.

6.1 Problema direto

O sistema de equacoes diferenciais apresentado no Capitulo 2 é nao linear e acoplado.
Existem diversas alternativas para a resolucao deste sistema, como o método IMPES, SS
(solugoes simultaneas), métodos implicitos sequenciais e adaptativos, entre outros. Neste
trabalho foi utilizado o método IMPES, que é ainda popular na induastria de petroleo
e util para resolver o problema de escoamento bifasico (particularmente para fluidos in-
compressiveis) CHEN et al. (2006). Na proxima segao este método serd apresentado e

discutido.

6.1.1 IMPES
Um método IMPES foi desenvolvido originalmente por SHELDON e CARDWELL

(1959) e STONE e Jr. (1961). A idéia basica deste método classico para a resolugao
de (2.24) é separar a computagao da pressao da computagao da saturagdo. Isto &, o
sistema acoplado é dividido em uma equacgao da pressao e uma equacao da saturacao, e
essas equacoes sao resolvidas utilizando uma aproximacgao de tempo implicita e explicita,
respectivamente (o nome IMPES significa "implicito para a pressao e explicito para a
saturagao"). Este método é simples e eficiente de ser implementado e requer menos
memoria do que outro métodos, como o SS. Entretanto, para que seja estavel, ele requer

passos de tempo muito pequenos para a saturacao. Este requisito é caro e pode se tornar
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proibitivo. Nesta secao iremos revisar o método IMPES classico e entao introduzir o
método IMPES aperfeicoado (CHEN et al., 2004).

Desacoplando (2.24), obtemos uma equacao eliptica para a pressdo, e uma equagao

hiperbolica para a saturacao, dadas por (6.1) e (6.2), respectivamente.

—V.ui(s,p) = ¢, (6.1)

65+ .(f($uls, ) = (6.2

E importante também observar que

ko K
v, =—K <£ + “") Vp. (6.3)
Ho  Hw

Seja I = (0,T)(T > 0) um intervalo de tempo de interesse, e para um inteiro positivo
N, seja 0 =t < t! < ... < t¥ = T uma particdo de I. Para a computacdo da pressao
no método IMPES cléssico, a satura¢ao s em (6.1) é considerada conhecida e a Equacao

(6.1) é resolvida implicitamente para p. Ou seja, para cada n = 0,1, ..., p" satisfaz
V(T (s")Vp") = ¢, (6.4)

onde s™ é dado.

Segue de (6.2) que

% = —V.(f(5)T(s)VP) + qu- (6.5)

No método IMPES, a Equagao (6.2) é resolvida explicitamente para s; isto é, para cada

n=0,1,2, ..., utilizando diferencas finitas no tempo, s"! satisfaz
sl — gn 0s
—_— R — =V.(f(s")v}) + q.,
¢tn+1 —in (bat N— (f( ) t ) qy

logo,
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At”+1

s ="+ (V(f(s")0)) + au) 5

O algoritmo do método IMPES classico é apresentado a seguir:

IMPES

sY — s(z,0)

paran «— 0,1,...N faca
Dado s™, calcule p™ como solugao de (6.4)
Calcule v™ utilizando (6.3)
Conhecidos p”, s™ e v™
Calcule s"™! utilizando (6.6)

fim para

Como observado anteriormente, o passo de tempo At" = " — "~ ! deve ser suficiente-
mente pequeno para que este método seja estavel. A maior parte do tempo de computacao
no método IMPES classico é gasto no calculo implicito da pressao. Segue da mecanica
do escoamento de fluidos em meios porosos que a pressao muda menos rapidamente em
tempo que a saturacao. Além disso, a restri¢ao nos passos de tempo é primariamente uti-
lizada no calculo explicito da saturacao. Por essas razoes, é apropriado tomar um passo

maior de tempo para a pressao do que para a saturagao.

O método IMPES aperfeicoado baseia-se nestas consideracoes para fazer uma discreti-
zacao diferente no tempo. Novamente, para um inteiro positivo IV, seja 0 = t° < t! < ... <
tN = T uma partigao J em subintervalos J" = ("1, #"], com tamanho Aty =1" — AL
Esta particao é utilizada para a pressao. Para a saturacao, cada subintervalo J" é dividido

em sub-subintervalos J™! = (¢n- b1 =Ll

At

tnfl,l — tTL*l + m ,
Mn

m=1,..,L"

O tamanho de J™! & denotado por At = ¢n=Lt —qn=LI=l =1 " n = 0,1,...
Temos portanto dois passos de tempo diferentes no método IMPES aperfeicoado: uma

passo de tempo para a pressao (At,) e outro para a saturacao (At, ).
O algoritmo do método IMPES aperfeicoado é apresentado a seguir.

Como a equacao da saturacao é resolvida explicitamente, é necessario que o passo de
tempo a ela associado seja escolhido de forma a obedecer a condicao de CFL, que sera

discutida na Se¢ao 6.1.4.
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IMPES aperfeicoado

sY «— s(z,0)

paran < 0,1,...N faca
Dado s™, calcule p" como solucgao de (6.4)
Calcule v" utilizando (6.3)
Conhecidos p", s" = s™0 e V"
paral «— 1,2, ...L faca
Calcule s™! utilizando (6.6)
fim para
Sn+1 — Sn,L

fim para

6.1.2 Discretizacao espacial
O modelo proposto no Capitulo 2 foi implementado utilizando duas dimensoes no

espaco. A fim de resolvé-lo, foi utilizada a discretizacao espacial conhecida como diferencas
finitas bloco-centradas. Nesta se¢ao serd feita uma breve introducao a este método. Serao

também discutidas algumas de suas particularidades no problema em questao.

6.1.2.1 Meétodo de diferencas finitas bloco-centradas
A idéia basica por tras de qualquer método de aproximacao é substituir o problema

original por outro de resolucao mais simples cuja solucao é proxima da solucao do problema
original. No método de diferencas finitas buscamos aproximar valores da solu¢do em um
conjunto finito de pontos x1, zs, ..., z, no intervalo do dominio do problema, ao invés de
buscarmos uma solug¢ao continua. Os pontos x; sao denominados pontos da malha e o

termo bloco-centrada refere-se a forma como estes pontos estao distribuidos na malha.

A fim de exemplificar esta distribuicdo, consideremos um reservatorio retangular de
dominio €2 e dimensoes M, e M,. Os lados x e y de 2 sao divididos em N, e N, partes,
respectivamente, o que virtualmente cria a malha. A partir desta divisao sdo obtidos

: ~ _ My _ M
blocos de dimensées Az = = e Ay = N
bloco-centrada, os pontos da malha sao alocados no centro destes blocos, como ilustrado

Utilizando o método de diferencas finitas

na Figura 6.1.

Os pontos da malha estdo localizados em (z;,y;), onde z; = (i + 1/2)Ax, y; =
(j+1/2)Ay e 0 < i< N, e0 < j < N,eiejsao valores inteiros. As interfaces
estao localizadas nos pontos (z;+1/2,v;) € (%i,Yj+1/2). Assim, indices inteiros (i, j) estdo
relacionados aos pontos da malha ao passo que indices (i+1/2, j+1/2) estao relacionados

as interfaces.

Consideremos como exemplo o problema unidimensional dado por (6.7)

AU = — —q(x) =0, O<z<L, U0)=U(L)=0 (6.7)
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oy

1 Mx 1

Pontos do grid

Figura 6.1: Reservatorio discretizado

No método de diferencas finitas, ao invés de buscarmos uma fungao continua U(z) que
satisfaca (6.7), buscamos apenas valores que aproximem a solugao, chamados de u, em um
conjunto de pontos finitos, xy, za, ..., z, dentro do intervalo [0, L]. A equacao diferencial é
entao substituida por um conjunto de equacoes algébricas que relacionam valores u; com
x; para todos os pontos. Essa equacoes sao chamadas equacoes de diferencas finitas e o
problema diferencial é entdo reduzido a um problema algébrico. Se for possivel mostrar
que o problema discreto é proximo do problema original, entdao os valores u; serao uma

aproximacao da solucao verdadeira nos pontos da malha x;.

6.1.2.2 Operadores discretos
No Sistema de equagdes (2.22) existem dois operadores diferenciais relacionados ao

espaco, o gradiente e o de divergéncia.

Os operadores gradiente e de divergéncia, aplicados a uma funcao f em um dominio

bidimensional sao escritos, respectivamente, da seguinte forma:

(% 0 _of  of
I XA R T

Utilizando os métodos de diferencas finitas, aproximamos as derivadas através do
truncamento da série de Taylor. Seja F' uma fun¢ao definida nas interfaces (i + 1/2,j) e

(1,7 +1/2). O operador de divergéncia discreto (V},.) é escrito como
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Fripi— Fr i Fiiiiyg— Fri
vh-FiJ’: -l-l/2,jAa7 1/2,5 + ,]+1/2Ay N 1/2‘ (68)

Para f definida nos centros dos blocos, ou seja, nos pontos da malha (4, j), o gradiente

discreto (V) é definido como uma funcao de interface dada por

f2+1,J fm fm+1 fm
Vifivi25 = o Vifijri == Ay (6.9)
Desta forma obtemos aproximacgoes de segunda ordem para os operadores diferenciais
A Figura 6.2 ilustra os pontos da malha utilizados para o calculo de cada uma dessas
As equacoes da pressao e saturagao sao escritas com os operadores discretos,

funcoes.
respectivamente da seguinte forma
=V (Ti(s")Vip") = g, (6.10)
e
0ys™ = V. (f(s"H™) + ¢ (6.11)
fi,j+1
Fiiin
Vfi,j+|/2
g VE; g I
o = fi : firt
S
Fi jrin
(b)

(@
Figura 6.2: (a) Divergente discreto; (b) Gradiente discreto

6.1.2.3 'Tratamento nas interfaces
A fim de utilizar o operador de divergéncia discreto (6.8), é necessario calcular as

funcoes de transmissibilidade (2.16) e fluxo fracionario (2.21) nas interfaces da malha. A
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funcao de fluxo fracionario é a razao entre as transmissibilidades da agua e total. Portanto
basta discutirmos o calculo da funcao de transmissibilidade nas interfaces. A funcao de
transmissibilidade depende tanto da permeabilidade absoluta quanto da relativa e ambas

estao definidas no centro de cada bloco da malha.

Para as permeabilidades absolutas, é necessario estimar seus valores nas interfaces, o

que é feito utilizando a média harmonica, apresentada na Equagio (6.12)

2K, ; Kit1 2K ;K j1

; Kiji2 = ) (6.12)
Kij+ Kit1 aad Kij+ Kijn

Kit125 =

ou seja, as permeabilidades calculadas na interface dependem dos valores de permeabili-

dade das células vizinhas.

A justificativa para a utilizacdo da média harmonica é baseada na continuidade do
fluxo na face. Consideremos o problema unidimensional e uma malha uniforme com

Ax; = Ax;y1 = h, como ilustrado na Figura 6.3.

i+1

i+1/2

Figura 6.3: Média harmonica

Podemos escrever o seguinte a respeito da velocidade de Darcy (2.10) na interface
(i+1/2)

Ki(pivap —p1) _ K1 (pivs — pivay)

h h ’

2 2

de onde obtemos

Kipi + Kiy1pin
Ki+Kiy1

Pit1/2 = (6.13)
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Podemos também escrever

Kity 2(pi+1 - pi) Kipiti/2 — pi
/ . = 24— (6.14)

2
Kz’+1/2(pi+l —pi) = 2Ki(pi+1/2 —Di). (6.15)

Substituindo p;;1/2 em (6.14) por (6.13) obtemos

(Kipi + Kit1Dit1)

Kiv/a(pin1 — pi) = 2Ki—~ TR, P
7 1+
e finalmente
2K Kiq
Kij1jp = il
TR+ K

Fazendo de forma analoga para o problema bidimensional obtemos as equagoes des-
critas em (6.12).

J& as permeabilidades relativas sao um funcao da saturacao que também esta definida
no centro dos blocos. A fim de calcular as funcdes de permeabilidades relativas nas
interfaces é necessario ter um critério para determinar o bloco cuja saturacao deve ser
utilizada. O critério utilizando neste trabalho é o chamado esquema a montante (upwind,
em inglés) e é apresentado no Algoritmo a seguir para a interface (7,7 + 1/2). Tratamento

analogo para as demais interfaces.

Algoritmo 1 Esquema a Montante para a Interface (i + 1/2)
Esquema a Montante

1: s€ piy1; > p;; entao

2 (kr)it1/25 = kr(Siy1)
3: senao

4: (kr)it1/2, = kr(Si)
5: fim se

6.1.3 FEquacao da pressao
A Equagao (6.10) é resolvida implicitamente para a pressao. Ela pode ser escrita da

seguinte forma

0 op 0 op\
% (th%> + a_y (Ttya—y) = Qt(%?/)- (6-16)
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Integrando a equagao anterior em um bloco de centro i, j, temos

1,j+1/2 i+1/2,5 8
/J 1/2 /11/23

Entao,

J+1/2 )

[
i,j—1/2

i+1/2,5 9
p
+ / Tti,j+1/za_y’i7j+1/2dx -

_ / T,
i,j—1/2

P
i+1/2,5 % |i+1/27jdy

i+1/2,5  pit+1/2,5 ) ap
T, — ) dx dy+/ / (T )dydm
< : ) i-1/2,5 Ji—-1/2,j 89 " oy

i,J+1/2

i+1/2,5
= / / q
i—1/2,5 4,5—1/2

,

(x,y)dydzx.

J+1/2 dp
i—1/2,j % |i*1/2»jdy

5,

i+1/2,5 9
P
/Z Tl] 1/28 |Z.7 1/2d$

i—1/2,j

/Z+1/27J/7]+1/2
i—1/2,5 Jij—1/2

(x,y)dydx.

Aproximando as integrais pela regra do ponto médio, obtemos

dp
i+1/2,5 % |i+1/27J
dp

1]+1/2a

Ay;T,

+Ax, T} — s j+1/2 —

Utilizando (6.9), escrevemos

Dit1,5
Ax
Dij+1 — Pij

Ay

AyT,

i+1/2,5

"‘AQETt

i,5+1/2

— Ay
Fazendo TtHl/m - Athwl/z,j’

Ay
A—thme escrevemos

—DPij

ti—1j2,; —

dp
ijﬂq 1/216 ’Z 1/2,j
dp
szTt” 1/28 —; G—1/2
- szAyJQt(xv y)
DPij — Pi-1,
Ayﬂzfl/zj ’ Ax ’
Pij — Pij—
_ Athi’j_l/QA—y
= ArAyg(z,y).
A
th 1/2,5° Tti,j+1/2 - A_aycTti,Hl/z ¢ th‘,jfl/z -



6.1 Problema direto 64

Tti+1/2,j (pi—i-l,j - pi,j) - Ei—1/2,]‘ (p@j - pi—l,j)
+Ei,j+1/2 (pl}j-i-l - pi,j) - Ei,j71/2 (pivj - pi,j—l)
= AzAyq(z,y).

o que leva a

Ei,jfl/Qpivj_l + Eifl/Q,jpi_lvj + Tti+1/2,jpi+1J + Ei,j+1/2pi7j+1
_(E + T, + th‘,j+1/2 + th‘,j—l/z )pi,j

i+1/2,5 i—1/2,j

= AzAyq(z,y).

Portanto, resolver implicitamente a equagao da pressao utilizando o esquema numérico
aqui apresentado é equivalente a resolver um sistema linear. Cada bloco da malha resulta
em uma equagao linear, ou seja, a pressao & determinada com N, x N, equagoes lineares.
Para blocos no interior da malha, a equacao envolve a pressao no proprio bloco e nos
quatro noés vizinhos. J& para pontos na borda da malha, a equacao envolve a pressao no

proprio bloco e nos dois ou trés vizinhos.

A fim de analisarmos o sistema, seja uma malha de dimensoes 4 x 4 com numeracao
natural, como ilustrado na Figura 6.4. Como podemos observar temos um sistema linear
pentadiagonal. Como utilizamos a condicao de fronteira do tipo Neumman, o sistema
linear é determinado a menos de uma constante. A fim de resolver esse sistema optamos
por prescrever o valor da pressao em um dos blocos da malha de forma a obter um sistema

linear determinado.

6.1.4 Condicao de CFL
Escolhemos (At),,; de modo a respeitar a condi¢do de CFL, que discutimos a seguir.

Seja V; ; um bloco da malha de discretizagao e considere o caso em que a velocidade total
v é positiva em todas as interfaces. De acordo com o esquema a montante, a Equacao

(6.6) se escreve

A1 1 (At)n, . 1
SZ]‘JF - SZj + ¢A; (f(SZj)U?Jrl/z,j - f(SzY’L—l,j>Uznfl/2,j>+

(At)n,l
PAy

At),
( ) )0 q;z,l.
¢

) y)
(f(SZjW?,jJrl/z - f(SZj—l)Uijl/Q) =
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1234567 8910111213141516

1 [ XX X 7
2 XXX X
3 XXX X
4 X X X X
5 X XX X
1j2|3]4 6 X X X X X
7 X XXX X
i I R 8 X XX X
9 X X X X
9 [10]11]12 o X XX X X
13|14|15|16 1 X XXX X
12 X X X X
13 X X X
14 X X X X
15 X XXX
16 L X XX

Figura 6.4: Sistema pentadiagonal
Mas Vj.v = ¢, isto é.
_(U?—H/Qj - U?—1/2 j) + _(U?j+1/2 - U?j—l/Q) =q.
Ax ’ ’ Ay " ’

Deduzimos que

n,l+1 n,l (At)n,l n,l n,l n
Si,j+ —8;; T —¢Ax (f(sz_]) - f(sifl,j))vi—l/zj—i_

(At)n (At)n,

W(f(s?]l) - f(SZ;‘l—l))Uijl/Q = T( Z’l - f(s?jl)%n)

Comecamos por considerar o caso em que o lado direito da equacao acima é nulo. Isto

ocorre nos blocos sem poc¢os, mas também nos blocos com pocos produtores.

Neste caso, usando o Teorema do Valor Médio, escrevemos

n n At n,l n At n,l n
Si,}'lH = i,}'l(l - (¢T)xf,<sl)vi_l/2’j - %f,(@)%‘,jam)"‘
(At)ml n n,l (At)n,l n n,l

Wf/(sl)vi_l/zjsi—l,j —+ Wf/(SQ)Ui,j—I/QSi,j_l’

para algum sp, So. Assim, se

(At 4\ (At g1\
1- OAT f(sl)vifl/lj - dAy f(SQ)Ui,jfl/Q >0,
garantimos que
: 1 1l I+1 1 1 nl
min{s;", 85,805 1) < s < max{s]" ;, 55,8 1}

(6.17)

Nos blocos onde as velocidades interfaciais ndo sdo todas positivas, a condigao (6.17) deve
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ser modificada para

S8t g o < 1, (6.15)

onde o indice m indica as interfaces com fluxo entrante, A,, é igual a Az em faces
verticais, e igual a Ay em faces horizontais. Além disso, s,, esta situado entre o menor e
o maior valor das saturagoes no bloco e seus vizinhos, no instante associado a (n,[). Na

implementagao do esquema, mudamos (6.18) para

(At)
A,

loml < p1, (6.19)

m

s (5,) 3

onde 0 < p; < 1 é um parametro a escolher e 0 maximo é tomado entre a menor e a maior

saturacao de cada bloco e seus vizinhos cuja interface seja de fluxo entrante no bloco.

Falta considerar blocos com poco injetor. E razoavel admitir que ndo haja fluxo

entrando nestes blocos. Neste caso, lembrando que ¢, = ¢;, obtemos

sttt = Bt guiq gty

0] by ) a ,J

Escolhemos (At),; de modo a garantir que

(At)
¢

onde pp > 1 é um parametro a escolher e s, ., é a saturagao residual do 6leo.

Sn,l + s

2%

(@' (1= f(s])) < 1= Sores, (6.20)

Resumindo, escolhemos At de modo a satisfazer (6.19) e (6.20). Deste modo, ga-
rantimos que em cada instante a saturacao da agua e do 6leo permanecem maiores que
as respectivas saturagdes minimas admissiveis (saturagoes residuais). Isto assegura, em

particular, a estabilidade do esquema explicito.

Além disso, controlamos o passo de tempo da pressdao (At), da seguinte forma. Cal-

culamos a variacao percentual da pressao

n+1 _anoo

vpr - Ip
[F2

Caso V P™ ultrapasse V P,,,,, uma variacao méaxima estabelecida, diminuimos o passo de
tempo da pressdo na proxima etapa, fazendo (At),1 = «(At),, onde o < 1 é dado. Da
mesma forma, podemos aumentar (At),.; = B(At),, onde § > 1, caso V P™ seja menor

que uma variacao minima estabelecida.

Note que, para compatibilizar os passos de tempo da saturagao e da pressao, precisa-

mos que (At),, = (At),1+- -+ (At), . Paraisso, basta ajustar o ultimo passo de tempo
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da saturacao (At),, 1.

6.2 Derivada O'(m)z

Vimos na Segao 5.1 as etapas necessarias para o calculo de O'(m)z. Nesta se¢ao, serdo

apresentados os detalhes de implementacao de cada uma dessas etapas.

6.2.1 Cdlculo de 0,,5%
A expressao (5.8) pode ser escrita utilizando os operadores discretos (6.8) e (6.9)

( Yy > _ ( =V (K (0)2A(5) Vip) ) | (6.21)
Ys —Vin(f(s)K'(m)z\(s)Vpp)

E ainda necessario calcular K’(m)z. O calculo de K’(m)z em uma interface (i+1/2, 5)

depende de z e K nas células (i,7) e (i + 1,7). Temos

K'(m)z = O, [ K(m)zij + O,y K (M) 2i41 5. (6.22)

Como K nas interfaces é calculado através da média harmonica, substituimos K = e™

em (6.12) e obtemos

2eMi,j @Mit1,j

Kitip25 = T
Logo,
2K, K2 OK2 K,
O, K(m) = ety e O, . K(m) = b CA—
o K(m) (Kij + Ki1,)? s 0m) (Kij + Kip1)?
Finalmente,

2K K (K jzi g + K jzig)

K'(m)z
(m) (Kij + Kit15)?

(6.23)

O mesmo estende-se para as interfaces (i — 1/2,7), (i,5 —1/2) e (4,5 + 1/2).

6.2.2 Cadlculo do jacobiano
Vimos na Segao 5.1.1.2 que o cdlculo de Jx = y é equivalente a resolver um sistema

de EDPs, dado por (5.15). Aplicando os operadores gradiente e de divergéncia discretos,
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podemos reescrever o Sistema (5.15) como

—Vi(Ty(3)Vadp) = yp + Vi.(T/(5)dsVip),
Povds = ys + f'(5)dsqypr + Vi (f'(5)ds(vy) (6.24)
+f(8)(T(8)dsVp + T3(5) Vidp)),

onde (3, p) sao obtidos através da resolucao do problema direto.

A fim de resolver o Sistema (6.24) corretamente, ¢ necessario que todos os termos sejam
avaliados no mesmo instante de tempo utilizado para a resolucao do problema direto.
Além disso, assim como no problema direto, os termos avaliados nas interfaces devem
ter o mesmo tratamento upwind apresentado na Secao 6.1.2.3. A seguir é apresentado o

Sistema (6.24) reescrito de forma a incluir esses detalhes importantes

—Vn(Ty(5,,)Vidp) =y, + Vi (T{(5,,)ds;,Vip"),
P0,ds™ =y (3G, et (6.25)
Vi (f (5D ds (07 )y + f (SR (T} (57, dsy, Vip + Ti(5,,) Vidp™)),

onde o subscrito up indica tratamento upwind.

Um aspecto delicado e importante da implementacao do jacobiano é consequéncia do
tratamento upwind. Observe que f'(5)ds aparece como a derivada de f(5). Quando f
¢ avaliado em interfaces, o mesmo deve ser feito para derivada. Assim, se na interface
(i +1/2,7) a avaliagao de f(3) ¢é feita em (i, 7), além de f'(5), ds também ¢ avaliado em
(7,7). O mesmo ocorre para o calculo de T}(5,)ds, na equacao de ds e de T/(S)ds na

equacao de dp.

De modo analogo ao problema direto, a resolucdo de (6.25) é feita através do método
IMPES aperfeicoado. Desta forma, desacoplamos os calculos de ds e dp e obtemos uma

EDP parabolica para dp, dada por

(TS, Vadp) = o + Vi (T(S0,)dsly V"), (6.26)

e uma EDP hiperbdlica para ds, dada por
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Qbétdsml = y?l + f/(gml)dsmlqt,pr—i_ (6 27)
Vi (f'(Sup)dsiy (07 )up + [ (S0 (T (55,)dst, Vap + Ti(53,) Vadp™)). '
A Equagao (6.26) é resolvida implicitamente para dp e sua resolucdo equivale a re-

solucao de um sistema linear pentadiagonal, como o apresentado na Secao 6.1.3 para a
resolucao de (6.10).

Ja (6.27) é resolvido explicitamente para ds, de modo analogo ao apresentado para

(6.11). O calculo de ds™*! pode ser escrito como

dsn,lJrl — dsn,l(y;z,l + f/(gn,l)dsn,lqtmr_'_

1(gn,l n,l(=n an,l 1(=n n _ —n n Agnil (628)
vh(f (Su;n)dsui) (Ut )UP + f(sub)(n (Sup)dsupvhp + E(‘Sup)vhdp )))T

Utilizando os mesmos passos de tempo do problema direto, a condicao de CFL apre-

sentada em 6.1.4 estd automaticamente satisfeita para (6.27).

O algoritmo para a resolucao de (6.25) é apresentado a seguir

Algoritmo 2 Calculo de Jx =y
Jacobiano
1. ds® «— 0
2: paran < 0,1,...N faga
3: Calcule dp™ utilizando a Equagao (6.26)

4 paral «— 0,1,...L — 1 facga

5 Calcule ds™** utilizando (6.28)
6: fim para

7 ds"t «— ds™t

8

: fim para

6.3 Adjunta (O'(m))Tw

No Capitulo 5 foram mostradas as etapas necessarias para o calculo de O'(m)Tw.

Nesta secao serao apresentados os detalhes de implementacao de cada uma dessas etapas.
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6.3.1 Cdlculo de J"w = Y
Determinamos J¢ usando a relacao

(J'w, 2) = (Jz,w). (6.29)

Aqui, z = (ds,dp), onde ds® = ds®® = 0. O vetor w = (ws,w,)" estd no espago dual.

Definimos w11 = w® = 0 e introduzimos um novo operador de diferengas-finitas

w™ J+1 wn,l

(At)n 11 (At)w‘

dtw

Com isso, ¢é valida a formula de integracao por partes discreta

N-1L-1 N-1L-1
(6,ds)™ w™" = Z Z (dywg)™ ds™* . (6.30)

n=0 ¢=0 n=0 ¢=0
Sejam F' uma funcao de interface que se anula na fronteira (Fii1/2; = Fn,—1/2; =

Fijy12 = Fin,—1/2 = 0) e f uma fun¢ao de bloco. Usando (6.8) e (6.9), temos

Np—1 Ny—1

7 - L j Fi,’ _E, j—
th f Z Z ( +1/2] 1/2,5 + J+1/2Ay J 1/2) fi,j _
=1 j=1

Ny—1Ny—1

Fit1/2, <f” Aflﬂj) + Fijr1/2 (f” Af”_H) = —(F,Vinf). (6.31)

T
i=1 j=1 Yy

(Estamos usando a mesma notagao para produtos internos em espacos diferentes.) Usando

(6.31) duas vezes, escrevemos

(Vi (aVf),g9) = —(aV [, Vig) = —(aVyg, Vi f) = (V.(aVg), Vi f) (6.32)

Para facilitar o calculo, definimos

p

P = P EE.
30 = FEm) @),
3i = fE TV, (633
= FEROTES,),
5 =T{(5,,)Vip",
" =Ti(s%,)
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Usando (6.28), se J(ds,dp)" = (ys, yp)', entéo

yrt = g8ds™ — [t ds™ — V. (fytdstl + fitdst, + 1 Vdp™),

p (6.34)

De (6.29) temos

(J! (wy, wy), (ds, dp)) = > (=Va.(frdsy,) = Va-(f§Vadp™))wy+

n=0

N—

=

L—

Z(@Stds"’K — st — Vh.(f;l’gdsz;f + fg’gdszp + [ pdp™) ) w™

=0

[y

o~

n—=
Usamos agora (6.30) nos termos de acumula¢ao (primeiro termo), (6.31) nos termos em

f2, f3, f5 e (6.32) nos termos em f4, fg. Usando a convencio que w:* = 0, para todo ¢,

obtemos que

N—-1L-1

(J'(we,wp), (ds, dp)) = Y Y ds™ (—gdaw ™" — fiw?) + dsil £V w4

n=0 /(=1

N L-1
> ds™ (=gl — frwl) + dsl, (V! + fEV ) + dsh, > f Y wt
n=1 £=0

N L-1
_ Z dp” (Z Vi (f1V w™t) + vh.(fgvhwg)> .
n=0

£=0

Usando (6.33), vemos que J'(ws, wy)" = (ys,y,)" é equivalente a

¢8tws = —Zs — f/(g)wsqt,pr + f/(g)ﬁt'vhws"’
T (S)Vip(Vrw, + f(5)Vaws)doe, (6.35)
—Vi-(f(5)Ti(5)Vrws) — Vi (Ti(35) Vawp) = 2,

De modo anélogo a resolugao do problema direto e de Jd = y, a resolugao de (6.35) é
feita com o método IMPES aperfeicoado. As duas equagoes de (6.35) sao desacopladas,
de forma a obtermos uma equacao para w, e outra para w,. Assim como em Jd = y,
utilizando os mesmos passos de tempo utilizados no problema direto, a condicao de CFL

estd automaticamente satisfeita para o problema (6.35).

Como apresentado na Secdo 5.2.2 para o caso continuo, a resolucdo de J'w = z deve ser
feito de tras pra frente. Isto pode ser também observado no caso discreto, como ilustrado

pelas Figuras 6.5 e 6.6 que apresentam a estrutura da matriz J e JT, respectivamente.



6.3 Adjunta (O'(m))"w 72

A matriz J é uma matriz triangular inferior, consequentemente a matriz J7 ¢ triangular

superior.

Figura 6.6: Matriz jacobiano transposto

Desta forma, a resolucao de J'w = z deve ser feita de tras para frente, ou seja,
comecando no tempo final ¢ = T até o tempo inicial ¢ = 0. Portanto, a fim de obtermos
a adjunta (O'(m))Tw é necessério resolver o problema direto e salvar todos os dados
(saturacdo, pressao, At, upwind, etc.) em todos os passos de tempo. Isso pode ser
proibitivo em problemas maiores. Em GUNZBURGER (2002) sdo apresentadas algumas
alternativas de armazenamento de dados que podem ser tteis para problemas de maior

porte. No método totalmente implicito esse problema nao ocorre.

O algoritmo para a resolucao de JTw = z é apresentado a seguir
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Algoritmo 3 Calculo de JTw = 2

Jacobiano Transposto

NOHO

1w
2 A=B=0
3: paran <« N,N —1,..0 faga

4 Determine wg utilizando

V(TS0 V) = + A

—1,L—1

5: Determine w} utilizando

¢dtwg_17L_1 = _y? - f/(EZp)w?a?,pr (f,( up)(vt) Vhw )up_'_
(T;i/<§2p)vh1_jnvhwp )up + Bup~
A= V(TGN @ ) Vi b
B<_f(n1L 1)vwn 1,L-1

paral <« L —1,....1 faca
n—1,0—1

Determine w} utilizando

—1,l— 1, -1, 1,l=n—1
gbdtw? y? f/(g’;lp )wn q?pv +

(f’(gﬁp M) @) Vel up

10: A— A+ VY (TENfES ) Vawp Wt
11: B« B+ f(5 LI=1)y7 qn=1i=1

12: fim para

132 B« BT/(si )V, p" !

14: fim para

6.5.2 Cilculo de (0,,5)"
Usando (6.21) e integracao por partes, escrevemos

(O S) (ws, wp), 2) = (OS2, (we, wp)) = (=Viu.(f(5) K'(m)2A(5)V1p), wa) +

(= Vi (K'(m)2M(5)Vip), wp) =
(f(8)K'(m) 2 (5)Vap, Viws) + (K'(1)2A(5)V D, Vawy).

Usando (6.23), e coletando os termos que multiplicam cada z; ;, obtemos

(0 S) (ws, wy), 2) = (O, K (M)A (5)Vip.(f(5)Viws + Viw,), 2).



6.4 Validacao 74

Aqui, 0,,, K (m) é obtido para cada interface da célula (i,7) da malha. Para uma
interface, se K; é o valor de K(m) na célula (i,j) e K;11 é o valor na célula (i + 1, 7),
entao Oy, K (m) na interface (i + 1/2,7) ¢ dado por

QKZ'K@?H

K(m) = ——— .
O () (Ki + Ki1)?

O mesmo célculo é feito de forma andloga as outras interfaces do bloco. Com isto,

escrevernos

(OmS) (ws, wy)" = K'(M)N(8)Vip.(f(5)Vaws + Viw,). (6.36)

6.4 Validacao

Foram realizados alguns testes a fim de validar as implementacoes apresentadas neste
trabalho. A seguir, os erros relativos utilizados sao calculados através da norma L2. Isto

é, o erro entre dois vetores a e b é dado por

> llai = bif)?

n

J;”‘“”Q

6.4.1 Problema direto
Para a validacao do problema direto foram realizados dois conjuntos de testes, para

os quais a solucao analitica de parte do problema ¢ conhecida.

O primeiro teste é baseado no problema de Buckley Leverett. O problema de Buckley

Leverett consiste no problema de escoamento unidimensional a seguir

0s Os
onde
_Qdf

u(s) = %ds'

f & a funcao de fluxo fracionario, ) é a vazao total, ¢ é a porosidade e A é a area da

secao transversal do volume.

A solucao analitica para o problema de Buckley Leverett é conhecida e é da forma
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s(x,t) = s(z — u(s)t). (6.38)

Foram obtidas solucoes numéricas para o problema de Buckley Leverett utilizando
o simulador aqui descrito. O problema foi simulado com diferentes malhas, Nx = 100,
Nz =200, Nz =800 ¢ Nx = 1600. Além disso, fizemos Q = 100m?/dia, ¢ = 0.2, campo
de permeabilidades constante igual a 100uD, p, = 1.0, p, = 0.8, ,, = 1.0 € p, = 5.0.

As Figuras 6.7 e 6.8 apresentam os perfis de saturacao obtidos através da resolucao

numérica e a solucao analitica, para os casos com Nx = 100 e Nx = 1600.

0.8 T T

T T
Solucao Numérica

Solugdo Analitica
(=]
g
O
g
p=}
©
(%]
0.4 -
0.3 —
0.2 | L I l ]
0 100 200 300 400 500 600
X

Figura 6.7: Solucao do problema de Buckley Leverett para Nx=100

Os erros obtidos nesse teste sao apresentados na Tabela 6.1.

Tabela 6.1: Validagao do problema direto - Buckley Leverett

Nx e,

100 1.63e-02
200  1.32e-02
800  9.75e-03

1600 5.79e-03
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Figura 6.8: Solucao do problema de Buckley Leverett para Nx=1600

O segundo teste realizado é o problema 2-spot para um tracador em um reservatorio
com dimensoes L, X Ly com dois pogos, um injetor na posi¢ao (1,1) e um produtor na

posi¢ao (L, Ly ), como ilustrado na Figura 6.9.

Figura 6.9: Problema 2-spot

Para este problema a solugao analitica do campo de pressoes é conhecida. Foram
analisados os erros relativos na norma L? para malhas de dimensao 25 x 25, 50 x 50,
100 x 100, 200 x 200,400 x 400. Os resultados sao apresentados na Tabela 6.2.

6.4.2 Deriwada
A fim de validar o calculo de O'(m) foi realizado o seguinte teste baseado em diferengas

finitas: seja K um campo de permeabilidade qualquer, m = log K e z um vetor de



6.4 Validacao 77

Tabela 6.2: Validacao do problema direto - Two-spot
Malha e,
25 x 25 2.10e-03
50 x 50 8.60e-04
100 x 100  2.45e-04
200 x 200 6.30e-05
400 x 400 1.58e-05

dimensdo n,. Calculamos w; = O'(m)z utilizando (5.1), O = O(m) e Ot = O(m + hz)
o0+—0 ,

—= &
uma aproximacao de primeira ordem de O'(m)z. E esperado que e, seja da ordem de h.

utilizando o problema direto, onde A é um escalar qualquer. Temos que w,; =

Para o primeiro teste foi utilizado o problema 2-spot, com malha de dimensoes 3x3,
campo de permeabilidades nao homogéneo variando de 80uD a 110uD e o vetor z variando
de —1.0 a 1.0.

O segundo teste de validacao da derivada foi com um problema 5-spot com malha de
dimensoes 25x25, campo de permeabilidades nao homogéneo variando de 80 a 120 uD e

vetor z variando de 1.0 a —1.0.

Os resultados obtidos para o primeiro e segundo testes sao apresentados na Tabela

6.3, como e, e e.9, respectivamente.

Tabela 6.3: Erros relativos para o calculo da derivada

h €r1 €r2
1l.e-03 4.83e-03 4.82e-03
l.e-04 4.83e-04 4.82e-04
1.e-05 4.83e-05 4.82¢-05
1.e-06 5.36e-06 5.00e-06
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6.4.3 Adjunta
T

Sabemos que (O(m))!; = (O(m));, porém as matrizes O'(m) e (O'(m))" nao sao
conhecidas. O que conhecemos é a aplicacao destas matrizes a um vetor. Podemos
validar (O'(m))Tw fazendo v = O'(m)e; e u = (O'(m))Te;, onde ¢; e e; sdo os vetores

canonicos, e calculando o erro entre o elemento 7 de v e o elemento j de u.

O teste foi realizado com quatro problemas 5-spot, trés deles com malha de dimensoes
25 x 25 e um de 27 x 27 e campos de permeabilidades com diferentes variacoes. Os

resultados sao apresentados na Tabela 6.4.3.

Tabela 6.4: Erros relativos Adjunta
Malha Variagdo de K Erro (ordem de grandeza)

25x25 constante 1013
25x25 10* a 107 1013
25x25 10' a 10? 1014

27x27 10* a 103 1071°




CAPITULO 7

METODOLOGIA

Neste capitulo serao apresentados os testes que foram realizados utilizando as ferra-

mentas apresentadas neste trabalho em conjunto com o otimizador baseado em TSVD.

7.1 Detalhes de implementacao

A implementacao do simulador bifasico, de sua derivada e adjunta, além do otimizador,
foram realizadas utilizando a linguagem de programacao C. Além disso, a fim de resolver
o sistema linear apresentado na Se¢ao 6.1.3 foi utilizada a biblioteca PETSc (BALAY

et al., 2002). O sistema foi resolvido utilizando um método direto com reordenamento.

A implementacao do otimizador foi realizada pelo Prof. Paulo Goldfeld, também
com a linguagem de programacao C. Como ja apresentado no Capitulo 4, o método de
otimizacao adotado foi o de Gauss-Newton e para o calculo do TSVD foi utilizado o

método de Lanczos.

Os testes foram realizados em uma plataforma com sistema operacional Linux 64-bits,
processador AMD Turion 64 X2 TL-60 com 2 GHz e memoria RAM de 2 GB.

7.2 Testes

Os primeiros testes realizados correspondem a uma malha uniforme de 21 x 21 blocos.
As dimensdes do reservatorio sao de 200m de largura por 200m de comprimento e uma
espessura h = 20m. As dimensoes de cada bloco da malha sao iguais a Ax = Ay ~ 9, 52m.
Existem cinco pocos no reservatorio, distribuidos de forma simétrica. Um poco injetor

(Inj), localizado no centro do reservatorio, na posigao (11,11) da malha e quatro pocos
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produtores (P1, P2, P3, P4) localizados nas "quinas"do reservatorio, respectivamente nas
posi¢oes (1,1), (1,21), (21,1) e (21,21) da malha. A porosidade do reservatorio é constante
e igual a 0.2. A saturacgao inicial do reservatorio é igual & saturagao irredutivel da agua
dada por s,; = 0.2. A saturacao residual do 6leo é dada por s, = 0.2. As viscosidades
da agua e do 6leo sao dadas respectivamente por p,, = 1.0 e g, = 5.0 e as densidades por
pw = 1.0 e p, = 0.8. A funcoes de permeabilidade relativa da agua (k,.,) e do oleo (k)

sao as chamadas curvas de Corey dadas por

S — Swi 2
b =0 (0 )
1_507‘_5102'

1—5,—s \°
o = 0.8 (—) |
1 - Sor — Swi
As vazoes totais dos pocos injetor e produtores, em todos os instantes de tempo, sao

dadas por Qin; = 400m?/dia e Quproa = 100m?/dia, respectivamente. Os dados do

historico foram obtidos em intervalos de 10 dias em um tempo total de 400 dias.

Foram gerados dois exemplos a partir de historicos sintéticos, obtidos com dois campos
de permeabilidade diferentes. Os dados de historico utilizados para realizar o ajuste de
historico foram obtidos de forma sintética, executando o problema direto uma vez. Os

dois problemas testados sao iguais, a nao ser pelo campo de permeabilidade objetivo.

Esse mesmo teste, com as mesmas propriedades descritas acima, foram repetidos com
uma discretizacao mais fina, de 51 x 51. O campo sintético utilizado neste caso é equiva-
lente ao do Exemplo 1 que sera apresentado a seguir. Os historicos de producao e pressao

sao equivalentes ao caso com discretizagao de 21 x 21.

7.2.1 FEzemplo 1
O campo de permeabilidades objetivo do Exemplo 1 é apresentado na Figura 7.1.

Todos os campos de permeabilidade sao apresentados como log(K).

Este campo possui quatro quadrantes distintos, num dos quais existe um canal, ou

seja, uma regiao com alta permeabilidade, alinhada entre o pogo injetor e o poco P1.

A Figura 7.2 apresenta o histérico do corte de 4gua nos pocos produtores relativo a
este campo. O corte de dgua nada mais é que a razao entre a vazao de agua e a vazao
total.

Podemos perceber que o breakthrough no poco P1 é o que ocorre mais cedo, devido ao
canal alinhado entre o poco injetor e este poco. O segundo breakthrough ocorre no poco

P4, que se encontra em um quadrante com alta permeabilidade. Em seguida, temos o
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Corte de Agua
°
&
T
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0 50 100 150 200 250 300 350 400

Tempo (dias)

Figura 7.2: Historico do corte de agua para o campo de permeabilidades sintético 1.

breakthrough do poco P3 e, por ultimo, o do poco P2, que se encontra em uma regiao de

menor permeabilidade.

Por serem as pressoes determinadas a menos de uma constante, o histérico dos cinco
pocos fornece uma informacao redundante. Por isso, o que apresentamos é a diferenca de
pressao entre o poco injetor e os pocos produtores. A Figura 7.3 apresenta o histérico de

diferencas de pressao para o campo sintético 1.
O campo de permeabilidades com discretizacao 51 x 51 é apresentado na Figura 7.4

As Figuras 7.5 e 7.6 apresentam as curvas de corte de dgua e diferencga de pressao para

este caso.
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Figura 7.3: Historico das diferencas de pressao para o campo de permeabilidades

Diferenca de Pressao (10° Pa)

Corte de Agua

L T L
0 50 100 150 200 250 300 350
Tempo (dias)

sintético 1

40 50

Figura 7.4: Campo objetivo 1 51 x 51.

I I I
0 50 100 150 200 250 300 350

Tempo (dias)

400

Figura 7.5: Historico do corte de dgua para o campo de permeabilidades sintético 51 x 51
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Figura 7.6: Historico das diferencas de pressao para o campo de permeabilidades
sintético 51 x 51
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7.2.2  Ezemplo 2
O campo de permeabilidades sintético do Exemplo 2 é apresentado na Figura 7.7.

Figura 7.7: Campo de permeabilidade objetivo 2

A caracteristica marcante deste campo de permeabilidades é a presenca de dois canais
com alta permeabilidade, um alinhado entre o poco injetor e o poco P2 e outro que

atravessa os quadrantes onde se encontram os pogos P1 e P3.

A Figura 7.8 apresenta os dados de corte de agua nos pogos produtores, obtidos a

partir do campo de permeabilidades apresentado na Figura 7.7.

Corte de Agua
°
&

|
‘ A ‘ ‘
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Tempo (dias)

Figura 7.8: Historico das vazoes de 6leo nos pocos produtores para o campo de
permeabilidades objetivo 2

O breakthrough no pogo P2 ocorre mais cedo que o dos demais, devido ao canal de alta
permeabilidade que liga o poco injetor a ele. Logo em seguida observamos breakthrough dos
pocos P3 e P1 que encontram-se em quadrantes "cortados'"pelo segundo canal. Por dltimo
é observado o breakthrough do poco P4 que encontra-se em uma regiao de permeabilidade

mais baixa.
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A Figuras 7.9 apresenta o historico da diferenca de pressao referentes ao campo sinté-

tico 2.

1000

900 -

(106 Pa)

800 [~

Diferenca de Presséo

700 [~

600 [~

| L
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Tempo (dias)

Figura 7.9: Historico das diferencas de pressao para o campo de permeabilidades
objetivo 2

7.3 Otimizador

Nesta Secao serao apresentados aspectos importantes do otimizador, como a formula-
cao da funcao objetivo, os parametros utilizados e os critérios de parada adotados para

0s testes.

7.3.1 Funcao objetivo

Foi apresentado no Capitulo 4 o problema de minimos quadrados nao lineares, que
. . . . ~ o 1 2
consiste em minimizar a funcao f(m) = 5|lr(m)|,

ponto m. Temos dois conjuntos de dados distintos que desejamos ajustar: a vazao de 6leo

onde r(m) é o residuo associado ao

nos pogos produtores e a pressdo em todos os pogos. Portanto, a fungido objetivo f(m)

pode ser dividida da seguinte forma

fulm) = (0, ~ Oy (1)

o) = 3110, = Oy ) (7.2

onde f, e f, correspondem as fung¢oes objetivo relacionadas a vazao e a pressao, respecti-
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vamente.

A funcao objetivo total pode entao ser escrita da seguinte maneira

f(m) = agfe(m) + g fy(m) = %(H%(@q = Oy(m)|I* + oy (0, = Op(m))|I*), (7.3)

onde a4 e o, sa0 pesos que devem ser introduzidos na funcao objetivo devido as diferentes

ordens de grandeza em que se apresentam os vetores O, e O,.

Neste trabalho fixamos ag para todos os casos como

1

ag = A ﬁ :p7q (74)
2 10s]]

7.83.2 Pardmelros

Nos dois casos apresentados, temos uma malha de 21x21 blocos e, portanto, o nimero
de parametros que desejamos estimar é 441. Os dados de historico foram obtidos em um
periodo total de 400 dias e em intervalos de tempo de 10 dias, o que nos da um total de 40
pontos de observacao. Como a vazao de 6leo é obtida apenas nos pogos produtores, que
sao quatro, temos 40 x 4 = 160 observacoes de vazao. Ja a pressao é observada em todos
08 pocos, que sao cinco. Temos entao 40 x 5 = 200 observacoes de pressao. O niimero de

observacoes total para os exemplos apresentados é de 360.

Para cada um dos casos apresentados anteriormente, foram realizados testes com di-
ferentes configuracoes para o otimizador. Consideramos trés pontos iniciais diferentes,

todos homogéneos, dados por

e Média Geométrica do campo de permeabilidades sintético (de K, nao log K). (O
logaritmo neperiano da média geométrica de K é igual a média aritmética do loga-

ritmo neperiano de K).
e O menor valor do campo de permeabilidades objetivo.
e O maior valor do campo de permeabilidades objetivo.

Para cada um desses pontos iniciais foram realizados experimentos com diferentes

numero de valores singulares, a saber, 7, 15 e 25.
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Além disso, foi realizada uma estratégia utilizando ntimero de valores singulares cres-
cente. Esta estratégia consiste em fixar um ntmero de valores singulares e rodar o pro-
grama até a convergéncia. Em seguida, aumentar este nimero. Realizamos estes teste

com os seguintes nimeros de valor singular: 2, 4, 8, 12, 16, 20 e 25.

Para o caso com malha 51 x 51 foi realizado apenas um teste com campo inicial igual
a média geométrica do campo sintético e estratégia de valores singulares crescente, com

os mesmos valores utilizados nos demais teste.

Critérios de parada
Os critérios de parada para os testes realizados sao:
e Numero maximo de iteragoes = 50.
e Funcao objetivo menor que l.e — 6.

e Norma do gradiente menor que 1l.e — 6.



CAPITULO 8

RESULTADOS

Neste Capitulo sao apresentados os resultados obtidos nos testes descritos no Capitulo
7. Os termos fo, fq0 € fpo referem-se aos valores das funcoes objetivo total, de producao
e pressao, respectivamente, obtidas com o campo inicial, ou seja na primeira iteracao
do otimizador. Introduzimos também f, = f—’;, frq = % e frp = % a razao entre o
valor funcao objetivo da tltima iteracao e da primeira. Desta forma, sao apresentados os
valores relativos da funcao objetivo, ou seja, quanto o otimizador conseguiu decrescé-la
com relacdo ao campo inicial. Além disso, NI é o namero de iteragoes realizadas pelo
otimizador até atingir um critério de parada e T(s)/I & o tempo médio gasto em cada

iteragao da otimizacao.

8.1 Resultados campo sintético 1

Os resultados incluidos nesta secao referem-se aos testes realizados com campo sinté-

tico dado pela Figura 7.1.

8.1.1 Campo inicial igual a média geométrica do campo sintético

Nesta secao apresentamos os resultados obtidos com campo inicial igual & média ge-
ométrica do campo sintético. A Tabela 8.1 apresenta algumas informagoes com rela-
cao a este conjunto de testes. Os valores da funcao objetivo na primeira iteracao sao
fo = 8.066e — 01, sendo f,0 = 1.37261e — 01 e f,0 = 6.69339e — O1.

Podemos ver que, quantitativamente, o caso que mais obteve sucesso foi com nimero
de valores singulares igual a 25, em que a fun¢ao objetivo relativa da ultima iteragao é
igual a 1.8974e — 04. O caso com nimero de valores singulares crescente obteve resultado
similar, tendo reducao final de 2.0822e — 04.

As Figuras 8.1 e 8.2 apresentam o ajuste obtido para a producdo e pressao, onde
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Tabela 8.1: Campo inicial igual a média geométrica

VS fr frq frp NI T(s)/I

7 1.5379e-02  5.0650e-02 8.1463e-03 33  29.36

15 2.3810e-03  3.9070e-03 2.0680e-03 29  63.59

25 1.8974e-04 2.9941e-04 1.6725e-04 34 92.02
Crescente 2.0822e-04 2.5547e-04 1.9853e-04 99 73.56

podemos visualizar os dados apresentados na Tabela 8.1. As Figuras apresentam uma

simulacao de 600 dias, 200 dias a mais que a obtencao do histérico, a fim de apresentar a

previsao feita pelo simulador.

P1 P3
1 1
09 09 -
0.8 0.8 -
s 071 s O7F
>3 >3
> o06f > o6
8 o5} S 05+
[0} Q
S 0.4 S 0.4
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0 | | | 0 | ! L | |
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0.9 |- 09 - -
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> 06 > o6 .
S 05| S o051 -
£ 04l £ o4l -
o . [e] .
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X Histérico — Ajuste Inicial Ajuste 7 VS Ajuste 15 VS —— Ajuste 25 VS —— Ajuste VS Crescente

Figura 8.1: Ajuste de producao para campo inicial igual & média geométrica.

As curvas de ajuste podem indicar se a funcao objetivo foi realmente minimizada.

Porém, elas nao indicam o quao proximo do campo sintético o otimizador conseguiu

chegar. A Figura 8.3 apresenta os campos de permeabilidades encontrados para cada

caso.

Visualmente, todos os casos reproduziram de alguma forma o campo sintético. Os

detalhes, como o canal, foram melhor reproduzidos com nimero de valores singulares
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Figura 8.2: Ajuste de pressao para campo inicial igual & média geométrica.
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Figura 8.3: Campos de permeabilidades encontrados; (a)7 VS; (b)15 VS; (¢)25 VS;
(d)VS crescentes.
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crescentes e feicoes de mais baixa resolucao estao mais nitidas, como os quadrantes, no

caso com 7 valores singulares.

Outras informagoes interessantes de serem visualizadas sao os vetores singulares a
direita (Vs) e a esquerda (Us) obtidos através da decomposicao SVD. Os primeiros formam
a base do espaco de busca utilizado pelo otimizador e os outros representam a perturbacao
causada nas observagoes se aplicarmos aquele vetor. A Figura 8.4 apresenta os oito
primeiros vetores singulares a direita da primeira iteracao para o caso com 25 valores

singulares.

Figura 8.4: 8 primeiros vetores singulares a direita da primeira iteragao com VS=25.

Observando a Figura 8.4, o algoritmo parece identificar o fato de que as células dos
pocos tém grande impacto nas observacgoes, ja que os primeiros quatro vetores singulares

apresentam pontos isolados na regiao dos pocos.

As Figuras 8.5 e 8.6 apresentam o resultado da aplicacdo de cada um destes vetores

nos dados observados de produgao (U,) e pressao (U,), respectivamente.

A Tabela 8.2 apresenta as normas ||U,|| e ||U,| para a primeira iteracao.

Tabela 8.2: Norma dos vetores singulares & esquerda

Vi Va Vs Vi Vs Vs Vz Vs

|U,l| 1.26e-01 1.41e-01 1.26e-01 1.35¢-02  9.61e-01 9.63e-01 9.63e-01 9.93e-01
|Upll  9.92e-01  9.90e-01  9.92e-01 1.00e+00 2.77¢-01 2.71e-01 2.71e-01 1.21e-01

Podemos perceber que os vetores singulares a direita tém seus efeitos concentrados ou
na pressao ou na vazao. Os primeiros quatro vetores singulares tem grande efeito sobre

a pressao e pouco sobre a vazao. Estes sao justamente os campos que parecem priorizar
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Figura 8.5: 8 primeiros vetores singulares a esquerda, relacionados a producao, da
primeira iteracao com VS=25.

as regioes dos pocos. Ja os quatro vetores singulares seguintes exercem maior efeito na
vazao e menor na pressao. Estes sao os vetores singulares a esquerda relativos aos vetores
singulares a direita que identificam canais ligando o poco injetor aos pocos produtores,

como pode ser observado na Figura 8.4.

A Figura 8.7 apresenta os oito primeiros vetores singulares relativos a tltima iteracao

do otimizador com ntimero de valores singulares igual a 25.

Podemos observar que novamente aparecem singularidades nas regioes dos pogos, mais
ainda que a observada na primeira iteracao. De fato, estas células exercem grande impacto

nas observacoes.

As Figuras 8.8 e 8.9 apresentam os vetores singulares & esquerda referentes a producao

e pressao, respectivamente.
A Tabela 8.3 apresenta as normas dos vetores U, e U, para a tultima iteracao.

Podemos observar nesta tltima iteracao que os efeitos dos vetores singulares a direita
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Figura 8.6: 8 primeiros vetores singulares a esquerda, relacionados a pressao, da
primeira iteracao com VS=25.
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Figura 8.7: 8 primeiros vetores singulares a direita da dltima iteragdo com VS=25.
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Figura 8.8: 8 primeiros vetores singulares a esquerda, relacionados a producao, da
ultima iteracao com VS=25.

Tabela 8.3: Norma dos vetores singulares a esquerda

Vi Va Vs Vi Vs Ve V7 Vs

[ug| 2.83e-01 5.52e-01 7.80e-01 8.24e-01 4.88¢-01 9.61e-01 8.62e-01 2.43e-01
lup|| 9.59¢-01 8.34¢-01 6.26e-01 5.67e-01 8.73¢-01 2.75e-01 5.07e-01 9.70e-01

nas observacoes de vazao e pressao sao mais distribuidos que na primeira iteragao.

8.1.2 Campo wnicial igual ao valor minimo do campo sintético
Nesta secao serao apresentados alguns dos resultados obtidos para o campo inicial igual

ao menor valor existente no campo sintético. A Tabela 8.4 apresenta dados referentes ao
otimizador. O valor da funcdo objetivo na primeira iteracao é fy = 1.22598e + 00, sendo
fq0 = 1.37261e — 01 e f,p = 1.08872¢ + 00.

Neste caso obtemos resultados quantitativos semelhantes ao apresentado para o campo
inicial igual & média geométrica. Mais uma vez, o melhor ajuste foi com 25 valores

singulares.
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Figura 8.9: 8 primeiros vetores singulares a esquerda, relacionados a pressao, da tltima
iteracao com VS=25.

Tabela 8.4: Campo inicial igual ao minimo

VS fr frq frp NI T(s)/I

7 6.2878¢-03 2.6359¢-02 3.7573e-03 24 28.72

15 9.1269e-04 5.7433e-04 9.5535e-04 34 56.38

25 1.1950e-04 1.8844e-04 1.1081e-04 36 94.93
Crescente 5.9831e-04 4.4024e-04 6.1823e¢-04 81 45.96

As Figuras 8.10 e 8.11 apresentam as curvas de ajuste para cada caso e uma predicao
de 200 dias.

A Figura 8.12 apresenta os campos de permeabilidade encontrados para cada caso.

Diferente do que foi mostrado para o caso anterior, os campos estimados ficaram mais

distantes do sintético, apesar de o ajuste ter sido equivalente para os dois casos.

8.1.3 Campo wnicial igual ao valor mdximo do campo sintético
Nesta secao serao apresentados os resultados obtidos com campo inicial igual ao maior

valor do campo sintético. A Tabela 8.5 apresenta os resultados obtidos neste caso. O valor
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Figura 8.10: Ajuste de producao para campo inicial igual ao minimo.

da func¢ao objetivo na primeira iteracao ¢ fy = 1.12074e + 00, sendo f,0 = 1.37261e — 01
e fpo = 9.83477e — O1.

Tabela 8.5: Campo inicial igual ao maximo

VS fr fra fro NI T(s)/1

7 8.7664e-01  2.9829e-03 9.9857e-01 30  33.12

15 7.8881e-01 1.1746e-02 8.9727e-01 50  63.69

25 2.3996e-03  4.9945e-03 2.0375e-03 25  84.13
Crescente 1.6894e-02 3.4790e-03 1.8766e-02 115 60.77

As Figuras 8.13 e 8.14 apresentam as curvas de ajuste para a producdo e pressao,

respectivamente, além da predicao de 200 dias.

Diferente dos casos anteriores, os ajustes obtidos nao foram satisfatorios para todos os
casos. O melhor ajuste foi obtido com 25 valores singulares. Com 7 e 15 valores singulares,

o otimizador nao consegue melhorar o ajuste da pressao com relagdo ao campo inicial.

A Figura 8.15 apresenta os campos de permeabilidade encontrados para cada caso.
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Figura 8.11: Ajuste de pressao para campo inicial igual ao minimo.
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Figura 8.12: Campos de permeabilidades encontrados; (a)7 VS; (b)15 VS; (¢)25 VS;
(d)VS crescentes.

Podemos observar que nenhum dos campos encontrados retrata bem o campo sintético.
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Figura 8.13: Ajuste de producao para campo inicial igual ao maximo.

8.2 Resultados campo sintético 2

Esta secao apresenta os resultados obtidos para o campo sintético apresentado na
Figura 7.7. Os resultados sao bastantes similares aos obtidos para os casos anteriores.
Por isso, aqui apresentamos apenas os dados referentes ao melhor caso obtido, com campo

inicial igual & média geométrica. O restante dos resultados encontra-se no Apéndice A.

8.2.1
A Tabela 8.6 apresenta os resultados obtidos para a otimizagdo com campo inicial

Campo inicial igual a média geométrica do campo sintético

igual & média geométrica do campo sintético.

Tabela 8.6: Campo inicial igual a média geométrica

VS fr fra fro NI T(s)/I

7 3.3875e-02  6.3416e-02 1.1010e-02 20  29.60

15 1.0763e-03  8.0289¢-04 1.2879e-03 15 60.28

25 1.7985e-03  8.4626e-04 2.5355e-03 20 105.76
Crescente 2.6641e-04 7.5795e-05 4.1395e-04 42  51.33
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Figura 8.14: Ajuste de pressao para campo inicial igual ao maximo.
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Figura 8.15: Campos de permeabilidades encontrados; (a)7 VS; (b)15 VS; (¢)25 VS;
(d)VS crescentes.
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O melhor ajuste foi obtido com a estratégia de nimeros singulares crescentes, onde a
fungdo objetivo decresceu 2.6641e — 04 vezes. As Figuras 8.16 e 8.17 apresentam as curvas

de ajuste para a producao e pressao, respectivamente.
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Figura 8.16: Ajuste de producao para campo inicial igual a média geométrica.

A Figura 8.18 apresenta os campos de permeabilidade estimados para todos os casos.
Apenas o canal que apresenta conexao direta entre o pogo injetor e um dos pogos produ-
tores é claramente detectado nos casos com 7 valores singulares e com valores singulares

crescentes.

A forma como o algoritmo reproduz o segundo canal é com outros dois canais, que
ligam o poco injetor aos pocgos P1 e P2. Isso pode ser entendido observando que os quatro
ultimos vetores singulares & direita que aparecem na Figura 8.19 parecem priorizar as

conexdes entre os Pogos.

Além disso, mais uma vez podemos verificar pela Figura 8.19 que os primeiros vetores

singulares dao prioridade as células dos pocos.

As Figuras 8.20 e 8.21 apresentam o resultado da aplicacao de cada um destes vetores

nos dados observados de producao e pressao, respectivamente.
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Figura 8.19: 8 primeiros vetores singulares a direita da primeira iteracao com VS=25.

P1 P3
© ©
S .
o o
] ]
@ @
<l o
a a

| | I | | |
100 200 300 400 100 200 300 400
Tempo (dias) Tempo (dias)

P2 P4

T T
© ©
& .
o o
(T g
@ @
<t o
o a

| | I | | |
100 200 300 400 100 200 300 400
Tempo (dias) Tempo (dias)
1 — 2 —— 3 4 5 —— 6 —— 7 8 —

Figura 8.20: 8 primeiros vetores singulares a esquerda, relacionados a producao, da
primeira iteracao com VS=25.
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Figura 8.21: 8 primeiros vetores singulares & esquerda, relacionados a pressao, da
primeira iteracao com VS=25.

A Tabela 8.7 apresenta as normas dos vetores U, e U, para cada um dos vetores

singulares a esquerda.

Tabela 8.7: Norma dos vetores singulares a esquerda da primeira iteragao
Vi Va Vs Va Vs Ve Vz Va

lugl|  5.79e-02  5.64e-02  5.79e-02  6.47e-03  9.22e-01  9.20e-01  9.20e-01  9.78e-01
lupll 9.98e-01  9.98e-01  9.98e-01  9.99e-01  3.88e-01  3.92e-01  3.92e-01  1.99¢-01

Mais uma vez, podemos verificar que, na primeira iteracao, a influéncia exercida pelos
vetores singulares & direita concentram-se ou na producao ou na pressdo. A influéncia
sobre a pressao é muito grande nos quatro primeiros vetores singulares, enquanto e os

quatro restantes exercem influéncia muito maior na producao.

A Figura 8.22 apresenta os oito primeiros vetores singulares relativos a ultima iteracgao

do otimizador com ntumero de valores singulares igual a 25.

Observamos um caso muito semelhante ao do anterior, em que na ultima iteragao

da otimizacao aparecem nos vetores singulares a direita ainda mais singularidades nos
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Figura 8.22: 8 primeiros vetores singulares & direita da tltima iteracao com VS=25.

pocos que na primeira iteracao. Observemos as Figuras 8.23 e 8.24 apresentam os valores

singulares & esquerda referentes a producao e pressao, respectivamente.

A Tabela 8.8 apresenta as normas dos vetores singulares a esquerda na tltima iteragao.

Tabela 8.8: Norma dos vetores singulares a esquerda da taltima iteragao
Vi Va Vs Va Vs Ve Vz Vs

[Jug] 2.60e-02 1.28e-01  2.75e-01  5.92e-01  2.24e-01  7.53e-01 7.54e-01  4.68e-01
lup]l  1.00e+00  9.92e-01  9.61e-01  8.06e-01  9.75e-01  6.58e-01  6.57e-01  8.84e-01

Mais uma vez, podemos observar que existe um equilibrio maior entre a influéncia
exercida pelos vetores singulares a esquerda na pressao e producao, basta olharmos os

valores de ||U,]|| e ||U,|| de Vs e Vz, por exemplo.

8.2.2 FEzemplo 51 x 51
Foi realizado apenas um teste para malha 51 x 51. O campo inicial ¢ igual & média

geométrica do campo sintético e a mesma estratégia de valores singulares crescente utili-
zado nos demais testes foi aqui utilizado. Os valores das funcoes objetivos obtidas foram
fr = 7.52926e — 04, f,q = 8.7560e — 05 e f,, = 6.6537e — 04.

As Figuras 8.25 e 8.26 apresentam os ajustes obtidos neste teste.
A Figura 8.27 apresenta o campo de permeabilidade estimado para este caso.

Mesmo tendo 2061 parametros a estimar, o algoritmo se comportou de forma equiva-
lente ao caso com 441 parametros, sem que fosse necessario aumentar o nimero de valores

singulares utilizados.

As Figuras 8.28, 8.29, 8.30 apresentam os primeiros vetores singulares a direita da
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Figura 8.23: 8 primeiros vetores singulares & esquerda, relacionados a producao, da
ultima iteracao com VS=25.

primeira iteragao com 2, 4 e 8 valores singulares, respectivamente.

Assim como nos casos analisados anteriormente, com malhas mais grosseiras, os vetores
singulares a direita neste caso com malha mais refinada parecem priorizar as células dos

pPOCos e 0s canais entre poco injetor e produtores.
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Figura 8.24: 8 primeiros vetores singulares & esquerda,

iteracao com VS=25.

relacionados & pressao, da tltima
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Figura 8.25: Ajuste de producao para campo inicial igual ao minimo.
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Figura 8.26: Ajuste de producao para campo inicial igual ao minimo.
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Figura 8.27: Campo de permeabilidade estimado 51 x 51.



8.2 Resultados campo sintético 2 109

H

08
0.6
04
02
0

-0z
-04
-06

5 10 15 #0 25 30 35 40 45 50

Figura 8.28: 2 primeiros vetores singulares a direita da primeira iteracao, VS=2.

0s

0B

04

[R-3
10 20 30 40 50 10 200 30 40 50

3 a 0

-0.2
-0.4
-0.6

10 20 30 40 50 10 z0 30 40 50

Figura 8.29: 4 primeiros vetores singulares a direita da primeira iteracao, VS=4.
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Figura 8.30: 8 primeiros vetores singulares a direita da primeira iteracao, VS=S8.



CAPITULO 9

DISCUSSAO

No Capitulo 8 apresentamos dois conjuntos de testes com campos sintéticos diferentes,
e ainda um teste complementar para observarmos o comportamento do método TSVD
com malhas mais refinadas. Utilizamos trés campos iniciais distintos e quatro estratégias
distintas com relagao ao ntimero de valores singulares. As Tabelas 9.1 e 9.2 apresentam os
valores da funcgao objetivo total relativa para todos os campos iniciais utilizados referentes
a0s campos sintéticos 1 e 2, respectivamente, a fim de melhor observarmos o efeito do

campo inicial escolhido e nimero de valores singulares utilizados para cada caso.

Tabela 9.1: f,. do campo sintético 1

VS
Campo inicial 7 15 25 Crescente
M. Geom. 1.5379¢-02  2.3810e-03 1.8974e-04 2.0822¢-04
Minimo 6.2878e-03  9.1269e-04 1.1950e-04 5.9831e-04
Maximo 8.7664e-01 7.8881e-01 2.3996e-03 1.6894e-02

Tabela 9.2: f,. do campo sintético 2

VS
Campo inicial 7 15 25 Crescente
M. Geom. 3.3875e-02  1.0763e-03 1.7985e-03 2.6641e-04
Minimo 1.3181e-02  4.0355e-03 2.7609e-03 1.6322e-03
Maéaximo 8.6106e-01 4.8827e-01 6.3315e-03 1.8490e-02

Em geral, os métodos de otimizacao apresentam convergéncia apenas local. Nos casos
com o campo inicial igual ao maximo do campo sintético, o desempenho do algoritmo nao
foi satisfatorio. Em casos reais, esperamos que uma estimativa inicial adequada esteja

disponivel.

Vemos também que o nimero de valores singulares exerce grande influéncia sobre o

resultado final. De modo geral, os testes usando maior ntimero de valores singulares
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apresentaram maior decréscimo na fun¢ao objetivo. Porém isso nao significa que o campo
foi melhor estimado, como pudemos ver nas Figuras 8.3 e 8.18 no Capitulo 8. E importante
ainda observar que quanto mais valores singulares sao utilizados, mais custoso torna-se
o problema de otimizacao. Isto estd de acordo com o esperado. De fato, um ntamero
excessivo de valores singulares nao apenas implica em um maior custo computacional,
mas também tende a produzir piores resultados, veja VOGEL (1987) e HANSEN (1998).

Outro aspecto importante é o fato de constatarmos a existéncia de diversas solucoes
para o problema de ajuste de historico. Nos resultados referentes ao campo sintético 1, por
exemplo, vemos que grande parte dos casos conseguiu ajustar bem o histérico, mas cada
um deles convergiu para campos diferentes. A incorporacao de mais informacdo, como

dados hard, a priori e de sismica 4D, devem reduzir o ntimero de solugoes do problema.

N

Foram analisados também os vetores singulares a esquerda e a direita, os vetores
chamados de U e V, respectivamente, na decomposicao SVD, apresentada no Capitulo 4.
Cada vetor singular a direita representa uma dire¢ao no espaco dos parametro. Em cada
iteracao do processo de otimizacao, a busca fica restrita ao espago gerado pelos poucos
vetores singulares a direita calculados. Os vetores singulares a esquerda mostram o efeito
sobre as observagoes de uma perturbacao no campo de parametros na direcao dada pelo
respectivo vetor singular a direita Foi verificado que na primeira iteracao da otimizacao,
alguns dos vetores singulares mais importantes tendem a dar uma grande énfase as células
dos pocos e outros as ligagoes existentes entre o poco injetor e os produtores. Os primeiros
influenciam quase exclusivamente as observacoes de pressao, enquanto os tltimos quase

exclusivamente as de producao.

Cabe notar que, tanto no caso 1 como no caso 2, na primeira iteracao do algoritmo,
em que se parte de um campo homogéneo, os vetores singulares sdo os mesmos (pois estao
relacionados a linearizagdo do simulador em torno do mesmo campo). A informagao do
histérico nao entra neste calculo, de forma que os vetores singulares refletem a geometria
do fluxo no campo. Canais ligando o poco injetor a cada um dos produtores aparecem,
assim, naturalmente nos vetores singulares. Por esta razao, os canais alinhados com esta
direcao sao melhor identificados pelo algoritmo. No caso 2, o algoritmo reproduziu o efeito

do canal nao-alinhado alocando dois canais ligando o injetor aos dois pogos produtores.

Na tltima iteracao do algoritmo, os vetores singulares a esquerda apresentam ainda
mais singularidades nas regioes dos pocos e suas proximidades. De fato, estas células
possuem grande impacto nas observagoes. Mas gostariamos de encontrar solucoes sem
este tipo de descontinuidades. Esperamos que a introducao da informacao geoestatistica

ajude a regularizar a solucao, diminuindo este efeito.

Fizemos ainda um terceiro teste utilizando o mesmo campo sintético 1, porém com

uma malha mais refinada de 51 x 51, ou seja, o niimero de parametros a serem estimados
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aumentou de 441, no caso da malha mais grosseira, para 2601. Utilizamos campo inicial
igual & média geométrica do campo sintético e aplicamos a estratégia do niimero de valores
singulares crescente. O resultado obtido foi bastante similar ao obtido com o mesmo teste

com malha 21 x 21, como mostra a Tabela 9.3.

Tabela 9.3: f. malha 21 x 21 e 51 x 51
Malha /. Fra I
21 x 21 2.0822e-04 2.5547e-04 1.9853e-04
51 x b1 7.5293e-04 8.7560e-05 6.6537e-04

Além dos resultados quantitativos serem equivalentes, qualitativamente obtemos um
resultado bastante similar ao caso menos refinado, ja o otimizador conseguiu detectar o
canal ligando o poco injetor ao produtor P1 da mesma forma como o teste com malha
mais grosseira. Estes resultados sugerem que o niimero de valores singulares necessarios

para a otimizacao com TSVD independe do ntimero de parametros a serem estimados.

9.1 Trabalhos futuros

O problema de ajuste de historico possui diversas solucoes. Isto significa que apenas os
dados de historico nao sao suficientes para caracterizar bem o campo. A incorporacao de
dados a priori (geoestatistica) e dados hard é uma idéia bastante promissora no sentido
de diminuir o niimero de solucoes do problema. Neste mesmo contexto, seria interessante
estudarmos o impacto da incorporacao de dados de sismica 4D. Além disso, poderia ser
feito um estudo a respeito de como se obter multiplas solucdes para o problema, em

particular solugoes que nao superestimem as células dos pocos.

A implementacao de uma condi¢ao de pressao prescrita nos pocos, em vez de vazao
total prescrita, poderia tornar o problema de ajuste histérico mais interessante e mais
proximo da realidade. Além disso, utilizar um método totalmente implicito, ao invés do
método IMPES, para a resolucao do problema direto, da derivada e da adjunta seria um
importante avanco, ja que os passos de tempo utilizados para o esquema explicito da
saturacao podem ser proibitivos para casos mais realistas, com uma discretizacao mais

refinada.

Seria também muito interessante considerar modelos mais realistas que incluem, por
exemplo, a compressibilidade de fluidos, pressao capilar nao nula e efeitos gravitacionais,

além de trés dimensoes no espaco.

Além disso, poderia ser feito um estudo no sentido de comparar o método aqui proposto

baseado em TSVD com esquemas classicos da literatura, como os do tipo Krylov-Newton.



CAPITULO 10

CONCLUSOES

Neste trabalho, apresentamos um método para a resolucdo do problema de ajuste
automatico de historico baseado em TSVD, para o problema de escoamento bifésico (6leo
e agua) bidimensional. O trabalho envolveu uma etapa preliminar, de desenvolvimento de
um simulador-prototipo com as ferramentas necessarias ao método de ajuste (a derivada

e a adjunta).

O problema que propomos ¢ a determinacao do campo de permeabilidade de um re-
servatorio a partir de dados de producao e pressao observados nos pocos. O niamero de
parametros a serem estimados é o nimero de blocos da malha que discretiza o reserva-
torio. Em geral sao utilizados muitos blocos, a fim de melhor representar o campo. Por
isso, existem muitos parametros a serem estimados e muitos métodos usuais de otimiza-
¢ao baseados em derivada tornam-se inviaveis. O método TSVD reduz de forma muito
significativa o espago de busca durante o processo de otimizacao, reduzindo os custos

computacionais associados ao problema.

Realizamos alguns testes baseados em campos de permeabilidade sintéticos. Veri-
ficamos em boa parte dos casos que o otimizador conseguiu bons ajustes aos dados de
historico e em alguns desses foi possivel reproduzir caracteristicas importantes dos campos
de permeabilidade. Além disso, verificamos através de um exemplo com mais parametros,
que o numero de valores singulares necessarios para a otimizacao independe do nimero

de parametros a serem estimados.

Foi também constatado que o problema de ajuste de historico possui intimeras solucoes,
ou seja, existem diversos campos de permeabilidade que fornecem o mesmo historico de
pressao e producao. Isto reflete o fato de que apenas a informacao do histérico nao é
suficiente para caracterizar o campo completamente e, portanto, a incorporacao de mais

informacgao tende a minorar o problema.
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Em geral, a ferramenta desenvolvida foi capaz de identificar um campo que reproduzia
muito bem o histérico, ainda que sem identificar tao bem o campo sintético a partir do
qual o histérico foi originado. Esta ferramenta ¢ completamente automatica, o que é uma
caracteristica muito positiva em um processo tradicionalmente laborioso como o ajuste

de historico.



Apéndice A

CONTINUACAO DOS RESULTADOS
PARA O CAMPO SINTETICO 2

A.1 Campo inicial igual ao valor minimo do campo sin-

tético

A Tabela A.1 apresenta os resultados obtidos com campo inicial igual ao valor minimo
do campo sintético. O valor da fungao objetivo na primeira iteragao é fy = 0.31369, onde
fq0 = 0.158857 e fpo = 0.154832.

Tabela A.1: Campo inicial igual ao valor minimo

VS f/fo fal fao fo/ Fro NI NC T(s)/1

7 1.3181e-02 1.8415e-02 7.8122e-03 28 30.87

15 4.0355e-03 8.8538e-04 7.2676e-03 14 56.67

25 2.7609e-03 9.4168e-04 4.6275e-03 28 117.56
Crescente 1.6322e-03 2.0517e-04 3.0964e-03 53 51.66

O melhor resultado quantitativo foi obtido com 25 valores singulares. As Figuras A.1

e A.2 apresentam os ajustes obtidos para a producao e pressao, respectivamente.

Os campos de permeabilidades encontrados para cada caso sao apresentados na Figura
A3
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Figura A.1:

Ajuste de producao para campo inicial igual ao minimo.
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Figura A.2: Ajuste de pressao para campo inicial igual ao minimo.

A.2 Campo inicial igual ao valor maximo do campo

sintético

A Tabela A.2 apresenta os dados obtidos para o campo inicial igual ao valor maximo

do campo sintético. O valor da fungao objetivo na primeira iteracao é fy = 1.13754, sendo

fao =0.158857 e f,0 =

0.978686.
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Figura A.3:

Histdrico () 3]

Campos de permeabilidades para campo inicial igual ao minimo; (a)7 VS;
(b)15 VS; (¢)25 VS; (d)VS crescentes.

Tabela A.2: Campo inicial igual ao valor maximo

VS f/fo fal fao o/ Fro NI NC T(s)/1

7 8.6106e-01 4.1264e-03 1.0002¢e+00 11 34.77

15 4.8827e-01 2.6491e-02 5.6323e-01 10 68.33

25 6.3315e-03  4.3262e-04  7.2890e-03 24 101.65
Crescente 1.8490e-02 3.4663e-04  2.1435e-02 78 52.61

O namero de valores singulares igual a 25 foi o que mais decresceu a funcao objetivo.

As Figuras A.4 e A.5 apresentam os ajuste obtidos para cada caso.

J& a Figura A.5 apresenta o ajuste obtido para a pressao neste mesmo caso.

A Figura A.6 apresenta os campos de permeabilidade estimados para cada caso.
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Figura A.4: Ajuste de producao para campo inicial igual ao méaximo.
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Figura A.5: Ajuste de pressao para campo inicial igual ao maximo.
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Figura A.6: Campos de permeabilidades para campo inicial igual ao maximo; (a)7 VS;
(b)15 VS; (¢)25 VS; (d)VS crescentes.
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