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RESUMO

As estruturas atuais de engenharia civil têm apresentado pronunciado comportamento

dinâmico, impondo a necessidade de se veri�car, durante a fase de projeto, este compor-

tamento.

Apesar dessas veri�cações e das recomendações normativas, algumas estruturas apre-

sentam grandes amplitudes de deslocamentos ao experimentarem combinações de ações

imprevistas, sendo necessária a aplicação de um sistema para controle de vibrações. Uma

forma e�ciente de controle destas estruturas é através de sistemas passivos via materiais

viscoelásticos (MVE).

Modelos determinísticos são numerosos na literatura e conseguem aproximar rela-

tivamente bem o comportamento dinâmico de estruturas amortecidas via MVE. Esses

modelos, porém, são incapazes de capturar as incertezas associadas, por exemplo, às pro-

priedades mecânicas dos materiais. Uma forma para capturar essas incertezas é através

da modelagem não determinística.

Neste sentido, este trabalho discutirá a modelagem numérica dos MVE abordando

alguns dos fatores que in�uenciam o desempenho de modelos numéricos, estratégias para

ajuste dos parâmetros que de�nem o comportamento dependente da frequência desses

materiais e apresentará uma proposta de um modelo não determinístico. Comparam-se

as frequências naturais e taxas de amortecimento de vigas sanduíche identi�cadas com

os resultados obtidos com o modelo proposto e aqueles obtidos através de ensaios experi-

mentais.

Pretende-se com este modelo fornecer ao projetista, ao invés de um único valor para

os parâmetros modais da estrutura e deslocamentos, uma representação probabilística.

Palavras-chave: Viga sanduíche. Material viscoelástico. Modelo não determinístico.

Amortecimento estrutural.



ABSTRACT

The current civil engineering structures have shown pronounced dynamic behavior, im-

posing the need to check, during the design phase, this behavior.

Despite these veri�cations and normative recommendations, some structures experi-

ence large amplitudes of displacements under unexpected actions, then a vibration control

system is required. An e�cient way to control these structures is through passive vibration

control systems with viscoelastic materials (VEM).

Deterministic models are numerous in literature and they present fairly good approx-

imations for the dynamics behavior of structures damped with VEM. These models how-

ever are unable to capture uncertainties associated, for instance, with the mechanical prop-

erties of materials. One way to capture these uncertainties is through non-deterministic

models.

Thus, this thesis discusses the numerical modeling of MVE addressing some of the

factors that in�uence the performance of numerical models, some strategies to adjust the

parameters that de�ne the frequency dependent behavior of these materials and present

a proposal for a non-deterministic model.

The aim of this model is provide to the designer, rather than a single value for the

structures modal parameters and displacements, a probabilistic representation.

Keywords: Sandwich beam. Structural dinamics. Nondeterministic model. Structural

damping.
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1 INTRODUÇÃO

Os problemas de dinâmica estrutural só começaram a se tornar evidentes no início do

século XIX, com a construção das primeiras pontes ferroviárias em aço. Antes desse pe-

ríodo, os efeitos dinâmicos das ações nas estruturas não eram perceptíveis, uma vez que

estas ações eram de ordem reduzida e as estruturas portantes possuíam grande rigidez

e inércia. Desde então, o desenvolvimento do conhecimento no campo de Engenharia

de Estruturas e Engenharia de Materiais tem permitido a construção de estruturas cada

vez mais esbeltas, tornando os efeitos de carregamentos dependentes do tempo mais pro-

nunciados, impondo a necessidade de veri�car o comportamento dinâmico estrutural até

mesmo durante a fase de projeto, salvo exceções.

Com o objetivo de reduzir estes efeitos, foram desenvolvidas várias técnicas de controle

de vibrações, que podem ser divididas em três categorias: técnicas de controle ativo,

passivo e semiativo.

O controle ativo de estruturas é realizado através de um sistema de sensores e atuadores

que modi�ca a resposta da estrutura às ações a ela impostas [1]. Este tipo de controle

foi proposto inicialmente para aumentar a segurança de estruturas frente a condições

extremas. No entanto, a con�abilidade destes sistemas para aplicações em estruturas com

grande vida útil e carregamentos com longos períodos de retorno é um tema que ainda se

encontra em aberto.

As técnicas de controle passivo utilizam dispositivos que não necessitam de fonte de

energia externa para o seu bom funcionamento e são usualmente empregadas em estru-

turas onde somente um modo de vibração contribui signi�cativamente para o seu com-

portamento dinâmico. Algumas dessas técnicas obtêm a redução de vibrações através de

sistemas que absorvem as vibrações, incluindo-se nesta categoria o uso de amortecedores.

Os sistemas semi-ativos adotam uma estratégia de controle numa posição intermediá-

ria aos sistemas passivos e ativos. Com esta estratégia, consegue-se obter mecanismos

com a con�abilidade dos sistemas passivos e a adaptabilidade dos sistemas ativos. Os dis-

positivos utilizados nestes sistemas somente absorvem ou armazenam energia, isto é, não

adicionam energia ao sistema. Portanto, eles não induzem efeitos adversos à estabilidade

da estrutura [2].
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Dentre os diferentes sistemas de controle passivo, aqueles que utilizam materiais vis-

coelásticos (MVE) mostram-se como uma alternativa atrativa, por serem um sistema

robusto e e�ciente. Esses sistemas têm sido empregados em várias áreas, por exemplo, em

aeronáutica [3, 4, 5], em biomedicina [6, 7], além das tradicionais aplicações em engenharia

civil [8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15], constituindo o foco do presente trabalho.

1.1 Histórico

Os primeiros estudos relativos ao amortecimento de estruturas com tratamentos viscoe-

lásticos datam do início da década de 1950 sendo feitos por Liénard [16], Oberst e seus

colaboradores [17, 18, 19] e, mais tarde, por Ross et al. [20]. Liénard e Oberst desen-

volveram de forma independente um conjunto de equações para descrever analiticamente

o amortecimento conferido a vigas e placas obtido através de uma camada viscoelástica

livre; Ross estudou, também, um conjunto de equações que descreve o movimento destas

mesmas estruturas tratadas com uma camada de material viscoelástico restringida. Ou-

tro trabalho relevante desta época foi conduzido por Myklestad [21] onde foi introduzido

o conceito do módulo complexo, o que permitiu modelar o Módulo de Elasticidade em

função da frequência.

Desde aquela época, o estudo de materiais viscoelásticos vem sendo realizado e novos

modelos foram apresentados. Podem-se citar Mead [22] e Ungar [23] que propuseram um

modelo baseado na energia de deformação modal (Modal Strain Energy - MSE); Bagley

e Torvik [24, 25] que desenvolveram um modelo para materiais viscoelásticos usando os

conceitos de cálculo fracionário; Lesieutre e Mingori [26] que apresentaram o método dos

campos termodinâmicos aumentados (Augmenting Thermodynamic Fields - ATF) e, mais

tarde, Lesieutre [27, 28] que propôs o modelo do campo de deslocamentos inelásticos

(Anelastic Displacement Field - ADF).

Outro trabalho relevante foi desenvolvido por Golla e Hughes [29], que desenvolveram

um modelo de dissipação de energia baseado na introdução de variáveis dissipativas. Mc-

Tavish e Hughes [30] expandiram o trabalho original e de�niram o método Golla-Hughes-

McTavish (GHM). Este modelo tem sido estudado por outros pesquisadores. Dentre eles,

pode-se citar Friswell et al. [31] e Martin [32] que apresentaram modi�cações ao modelo

original procurando facilitar o ajuste das curvas do módulo de elasticidade complexo do
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MVE.

Mais recentemente, Vasques et al. [33] apresentam um algoritmo iterativo para solu-

cionar o problema de autovalor para matrizes na forma complexa e utilizar os resultados

na modelagem de MVEs, o algoritmo Iterative Complex Eigensolution (ICE). Neste algo-

ritmo, os autovalores são calculados a partir do sistema não amortecido, dada uma aproxi-

mação inicial da frequência amortecida, e através de um processo iterativo, determina-se

o fator de perda e, consequentemente, a taxa de amortecimento para cada um dos modos

considerados. Outra abordagem iterativa é apresentada por Adhikari [34, 35, 36]. Em

seus trabalhos é proposta uma metodologia para cálculo iterativo dos autovalores reais e

complexos de um sistema amortecido com MVE, utilizando a série de Taylor e o modelo

de Biot. Se comparados com os outros métodos, a desvantagem desses dois métodos é

a elevada demanda computacional devido à necessidade de se resolver um problema de

autovalor a cada iteração e para cada modo considerado.

No Brasil, diversos pesquisadores desenvolvem formulações e/ou implementam mode-

los computacionais no intuito de simular numericamente o comportamento dinâmico de

materiais viscoelásticos. Destaca-se o Programa de Engenharia Civil da COPPE/UFRJ

onde há mais de 15 anos vêm sendo desenvolvidos diversos trabalhos de pesquisa e consul-

toria que abordam esse tema. Pode-se citar os trabalhos de Barbosa [37], Vasconcelos [38],

Santos [39] e Castello [40] que estudaram diversas formas de aplicação de MVE em amor-

tecimento de estruturas; Faísca [41] e Silva [42] que realizaram testes para caracterização

de MVE e; Borges [43, 44] que ensaiou um variado conjunto de vigas sanduíche com

núcleo viscoelástico, avaliando modelos constitutivos e numéricos para modelagem deste

material.

Ainda no panorama nacional, Trindade [45, 46, 47] tem pesquisado a aplicação de ma-

teriais viscoelásticos em sistemas semiativos de amortecimento. Vassoler [48] e Endo [49]

pesquisaram a aplicação de modelos viscoelásticos a materiais compostos e termoplásticos

quando submetidos a grandes deformações e sua caracterização. Souza [50] e Santade [51]

�zeram um estudo experimental de vigas sanduíche com camada amortecedora de mate-

rial viscoelástico. Sales [52] estudou a modelagem de sistemas multicorpos com MVEs via

modelo de derivadas com ordem fracionária.

Visando contribuir nessa linha de pesquisa, o Programa de Pós-graduação em Modela-

gem Computacional (PPGMC) da Universidade Federal de Juiz de Fora vem desde 2008
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desenvolvendo trabalhos sobre MVEs. Assim, Barbosa [53] apresenta a caracterização de

um MVE e compara resultados experimentais de vigas bi-apoiadas com camada amortece-

dora de MVE com resultados numéricos obtidos via GHM. Além disso, em dissertação de

mestrado, o presente autor [54] fez estudos preliminares de modelos GHM, via Elementos

Finitos. Especi�camente no presente trabalho, novos aspectos sobre a modelagem com-

putacional de MVEs são abordados conforme detalhados na seção de objetivos e síntese

da metodologia.

1.2 Motivação e justi�cativa

Os materiais viscoelásticos possuem pouca capacidade de carga, mas, em contrapartida,

possuem elevada capacidade dissipativa ao serem submetidos a deformações cíclicas. Es-

sas características fazem com que a aplicação dos MVEs seja feita em conjunto com outros

materiais com efetiva capacidade portante em tratamentos multicamada, como por exem-

plo em vigas sanduíche com núcleo viscoelástico, ou inseridos em amortecedores. De fato,

a aplicação desses materiais em sistemas de amortecimento de estruturas de engenharia

civil teve início em 1969, onde aproximadamente 10000 amortecedores viscoelásticos fo-

ram instalados nas duas torres do World Trade Center em Nova York. A �gura 1.1(a)

apresenta um desenho desses amortecedores, onde no destaque pode-se ver as três ca-

madas elásticas, aço, e duas camadas de MVE. A �gura 1.1(b) mostra o local típico de

instalação dos amortecedores, na ligação do banzo inferior das treliças de suporte das lajes

aos pilares externos dos edifícios.

Outro exemplo de aplicação é no edifício SeaFirst em Seattle: em 1982 foram instalados

260 amortecedores no sistema de contraventamento, conforme ilustrado na �gura 1.2, para

amortecer vibrações induzidas pelo vento.

No Japão, pode-se citar o edifício de 100m de altura Seavans S Tower, que em 1991

foi equipado com amortecedores viscoelásticos.

O uso sistemas de amortecimento com materiais viscoelásticos não se limita à edifícios

residenciais: em 1993 foram instalados amortecedores viscoelásticos no telhado da estação

de trem de Chientan em Taipei, que tem 187,6m de comprimento por 16,6m de largura e

é suportado por cabos.

Atualmente estão sendo instalados amortecedores no edifício YC Condominiums em
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(a) Amortecedor típico (b) Localização típica dos amortecedores

Figura 1.1: Amortecedor e seu local de implantação no WTC. Extraído de Samali e
Kwok [55].

Toronto, com conclusão prevista para 2017. Este possuirá 66 pavimentos e ao todo serão

instalados 42 amortecedores em 21 pavimentos para mitigar vibrações devidas ao vento.

Esses amortecedores serão instalados entre duas paredes de concreto armado projetadas

para contraventar o edifício (Shear wall). A �gura 1.3(a) mostra diferentes vistas desses

amortecedores a serem instalados; pode-se ver que se trata de um sistema multicamada,

onde várias camadas de MVE são sobrepostas por camadas de aço. Na �gura 1.3(b)

encontra-se uma foto do amortecedor instalado entre duas paredes de contraventamento

para ensaios em laboratório.

Outro exemplo de amortecedor viscoelástico é o proposto por Banisheikholeslami et

al. [12], que ainda se encontra em fase de pesquisa. Eles propõem em seu trabalho uma

nova ligação Viga × Pilar para edi�cações estruturadas em aço, onde essa ligação confere

à estrutura capacidade dissipativa de energia graças à utilização conjunta de MVE e

parafusos com características elasto-plásticas. A �gura 1.4 ilustra esta ligação. Pode-se

ver nesta �gura que o amortecedor �ca integrado à ligação.

Em todas essas aplicações, para conceber o sistema de amortecimento com MVE de

forma e�caz, deve-se compreender o comportamento dinâmico da estrutura, do material

viscoelástico a ser utilizado e das deformações que este sofrerá. Uma ferramenta que au-

xilia o engenheiro no projeto de sistemas de amortecimento com MVEs é a modelagem

computacional. Nesse contexto, cabe ao projetista optar por modelos que melhor simu-

lem o comportamento dinâmico de MVEs. Entretanto, mesmo aplicando modelos que

descrevam de forma razoável a resposta dinâmica de MVEs, incertezas que vão desde a



6

Figura 1.2: Exemplo típico dos amortecedores utilizados no edifício SeaFirst em Seattle.
Extraído de Samali e Kwok [55].

(a) Amortecedor. (b) Amortecedor instalado na estrutura para ensaios
de laboratório.

Figura 1.3: Amortecedor viscoelástico utilizado no edifício YC Condominiums. Adaptado
de www.kineticadynamics.com.

caracterização do material até variações nas dimensões dos elementos estruturais podem

comprometer os resultados obtidos com a modelagem computacional.

Tendo em vista as diversas formas possíveis de utilização de MVE's em estruturas, os

diversos modelos que visam descrever suas propriedades mecânicas principalmente aquelas

associadas ao amortecimento, �ca evidente a necessidade de avanços cientí�cos e tecno-

lógicos constantes que auxiliem o engenheiro na otimização de projetos estruturais com
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Pilar Viga

Amortecedor

MVE

Figura 1.4: Ligação viga × Pilar com amortecimento viscoelástico. Adaptado de Ba-
nisheikholeslami et al. [12].

MVE. Uma vez que não há consenso sobre o melhor sistema de amortecimento com MVE;

sobre o modelo teórico que descreve melhor o comportamento de MVEs e; sobre qual mo-

delo computacional é o mais indicado para simular o comportamento dinâmico do material

viscoelástico, pesquisas nessa área são necessárias e é nesse contexto que se insere essa

tese de doutorado.

1.3 Objetivos e síntese da metodologia

O presente trabalho aborda três aspectos considerados fundamentais para se modelar de

forma adequada o comportamento dinâmico de materiais viscoelásticos:

A escolha do modelo. Obviamente, este é o fator mais importante. Neste trabalho,

após avaliações de textos da literatura, três modelos para materiais viscoelásticos

foram testados: O modelo Golla-Hughes-McTavish (GHM), o modelo Anelastic Dis-

placement Field (ADF) e o modelo baseado em derivadas de ordem fracionária (DF).

Esses modelos são avaliados e seus respectivos desempenhos na modelagem de MVEs

foram determinados comparando seus resultados a dados experimentais. A escolha

destes modelos se deve a algumas vantagens que são aqui destacadas:

• A formulação considera a variação das características mecânicas do MVE em

função da frequência de operação;

• Sua implementação computacional via Método dos Elementos Finitos é direta;

• Os resultados obtidos com estes modelos, no caso determinístico, são, de uma

maneira geral, satisfatórios, quando comparados com dados experimentais [32,

45, 53, 54, 56];
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• Permitem obter respostas no domínio do tempo de forma direta.

Ajuste dos parâmetros do modelo. Na modelagem computacional de materiais vis-

coelásticos, o ajuste dos parâmetros que de�nem o comportamento mecânico de

MVEs, a rigidez e o amortecimento do material, in�uencia de forma signi�cativa o

desempenho do modelo. Usualmente, o que se faz é aplicar técnicas de regressão

para se ajustar curvas, de�nidas por alguns parâmetros desconhecidos, a pontos

discretos extraídos de ensaios experimentais. É necessário que as curvas do modelo

estejam bem ajustadas aos pontos experimentais de caracterização do MVE em uma

grande faixa de frequências para obter bons resultados. Neste trabalho, três técnicas

de ajuste de curvas foram testadas: Algoritmos Genéticos, Enxame de Partículas e

Redes Neurais Arti�ciais;

Incertezas na caracterização do material. Mesmo de posse de um excelente ajuste

de parâmetros, é necessário observar as incertezas inerentes aos ensaios experimen-

tais. É comum observar variações signi�cativas de resultados de modelos compu-

tacionais para materiais viscoelásticos quando se introduz algum nível de incerteza

nos valores de rigidez e amortecimento do material. Assim sendo, nesse trabalho é

proposto um modelo não determinístico que considera incertezas referentes à carac-

terização do Módulo Complexo. Este modelo é baseado em simulações de Monte

Carlo onde, ao �nal, obtém-se uma faixa de prováveis valores para os parâmetros

modais da estrutura com MVE.

Tendo em vista os três aspectos relevantes para a modelagem de MVEs aqui abordadas,

esse trabalho tem como objetivo contribuir nas respostas para as seguintes questões:

1. Dentre os modelos escolhidos para a modelagem computacional de ma-

teriais viscoelásticos, qual possui o melhor desempenho em termos de

predição dos parâmetros modais de uma estrutura?

2. Dentre as estratégias usadas para se ajustar os parâmetros que de�nem as

propriedades dinâmicas de materiais viscoelásticos qual a mais adequada?

3. O modelo computacional não determinístico proposto é capaz de captar

as incertezas inerentes à caracterização de materiais viscoelásticos ao

simular o comportamento dinâmico de estruturas sanduíche?
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1.4 Escopo

Este trabalho está dividido em sete capítulos. Neste primeiro capítulo é apresentada uma

abordagem geral sobre o tema, mostrando o contexto atual, algumas de�nições pertinentes

às técnicas de amortecimento estrutural, um breve histórico da modelagem de MVE, as

motivações, justi�cativas, os objetivos e síntese da metodologia adotada neste trabalho.

No segundo capítulo são discutidos os modelos adotados nesta tese de doutorado, são

apresentadas as deduções teóricas e destacadas as principais características de cada um

dos modelos.

O terceiro capítulo apresenta algumas avaliações computacionais dos modelos para

MVE adotados. Neste capítulo são avaliados os resultados dos modelos para quatro clas-

ses de Elementos Finitos diferentes nos domínios do tempo e da frequência. Apresenta-se

também uma análise de sensibilidade das curvas que descrevem as propriedades mecâni-

cas de MVEs para cada modelo analisado em função dos parâmetros que de�nem essas

curvas, visando identi�car qual a in�uência predominante de cada parâmetro para o com-

portamento dinâmico de MVEs.

No quarto capítulo três estratégias são apresentadas e discutidas visando tratar o

problema de ajuste de curvas de MVEs. É avaliado tanto o desempenho dessas estratégias

ao ajustar as curvas que de�nem o Módulo Complexo aos dados de caracterização de um

MVE real, quanto as con�gurações de parâmetros dessas estratégias.

O quinto capítulo apresenta a aplicação de modelos determinísticos baseados nas téc-

nicas GHM, ADF e DF, comparando os resultados numéricos às suas contrapartes expe-

rimentais. Com o objetivo de dar maior consistência para essas comparações são consi-

derados os resultados experimentais extraídos da literatura de três autores diferentes.

No sexto capítulo são apresentadas algumas incertezas que in�uenciam a modelagem

de estruturas sanduíche com núcleo viscoelástico. As incertezas relativas à caracterização

dos MVEs são incorporadas em modelos de Elementos Finitos via simulações de Monte

Carlo e os resultados obtidos com esses modelos são comparados com dados experimentais.

No último capítulo são apresentadas as conclusões para os resultados obtidos e algumas

propostas para trabalhos futuros.
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2 ANÁLISE TEÓRICA DE

MODELOS PARA MATERIAIS

VISCOELÁSTICOS

No capítulo de introdução foi destacada uma série de modelos para a simulação numé-

rica do comportamento mecânico de MVEs. Contudo, tendo em vista as justi�cativas

anteriormente apresentadas, este trabalho se limitará aos modelos: GHM, ADF e DF.

2.1 Modelo Gola-Hughes-McTavish (GHM)

Para descrever o modelo GHM de forma mais detalhada, faz-se necessário o estudo da

fundamentação teórica da viscoelasticidade linear e, em seguida, a análise teórica do

modelo GHM.

2.1.1 Viscoelasticidade linear

Uma forma de modelar o comportamento mecânico de MVEs é através do modelo de

viscoelasticidade linear. Neste modelo, as tensões em um corpo de material viscoelástico

dependem das deformações experimentadas anteriormente. Christensen [57] mostra que

o tensor de tensões deste material pode ser escrito da seguinte forma:

σij(t) =

∫ ∞
0

εkl(t− τ)dGjikl(τ), (2.1)

onde σij(t) é o tensor de tensões do material, εkl(t) é o histórico de deformações, Gijkl(t)

é um tensor de quarta ordem, tal que:

Gijkl(t) = 0,−∞ ≤ t < 0;

Gijkl(t) = Gjikl(t) = Gijlk(t);

Gijkl(t) = Gklij(t).

(2.2)

Sabendo que as deformações que acontecerão após o instante t não exercem in�uência
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sobre as deformações desse instante e assumindo que não há deformações anteriores ao

inicio da contagem do tempo (εkl(t) = 0 para t ≤ 0), que εkl(t) é uma função contínua e

que Gijkl(t) e sua derivada primeira são contínuas no intervalo 0 ≤ t <∞, a equação (2.1)

pode ser escrita como:

σij(t) = Gijkl(0)εkl(t) +

∫ t

0

εkl(t− τ)
dGijkl(τ)

dτ
dτ. (2.3)

A relação tensão/deformação dada pela equação (2.3) é uma das formas em que se pode

escrever a equação constitutiva de materiais viscoelásticos. Outra forma de se escrever

esta relação é realizando a seguinte mudança de variáveis a = t − τ na equação (2.3) e,

integrando por partes, obtendo [57]:

σij(t) =

∫ t

0

Gijkl(t− a)
dεkl(a)

da
da. (2.4)

Fazendo H(t) = Gijkl(t)−G0, onde G0 = limt→∞Gijkl(t) a equação (2.4) �ca:

σ(t) =

∫ t

0

[G0 +H(t− a)]
dε(a)

da
da;

σ(t) =

∫ t

0

G0dε(a)

da
da+

∫ t

0

H(t− a)
dε(a)

da
da;

σ(t) =
[
G0ε(a)

]t
0

+

∫ t

0

H(t− a)
dε(a)

da
da;

σ(t) = G0[ε(t)− ε(0)] +

∫ t

0

H(t− a)
dε(a)

da
da.

(2.5)

Considerando que no instante inicial o corpo está em repouso, então:

σ(t) = G0ε(t) +

∫ t

0

H(t− a)
dε(a)

da
da, (2.6)

aplicando a transformada de Laplace nesta equação, chega-se a:

σ(s) = sG(s)ε(s);

σ(s) = [G0 + sG(s)]ε(s).
(2.7)

Assumindo que h(s) = sG(s) a equação (2.7) �ca:

σ(s) = [G0 + h(s)]ε(s), (2.8)

onde h(s) é a função de relaxação associada aos efeitos de dissipação de energia. A



12

tabela 2.1 traz alguns dos modelos mais usuais para esta função.

Tabela 2.1: Funções de relaxação para alguns modelos de MVE.
Função h(s) Autor, ano

n∑
j=1

aj
s+ bj

Biot, 1955 [58]

E0 + (ταE∞)sα

1 + τβsβ
Bagley e Torvik, 1983 [24, 25, 59]

n∑
j=1

αj
s2 + βjs

s2 + βjs+ δj
Golla e Hughes, 1985 [29]; McTavish e Hughes, 1993 [30]

n∑
j=1

∆js

s+ Ωj

Lesieutre e Mingori, 1990 [26]

Com a tabela 2.1 não se pretende apresentar uma lista completa dos modelos pra

MVE, mas apenas apresentar aqueles mais usuais na literatura. Pode-se citar, além

desses, os modelos propostos por Buhariwala [60, 61], Yiu [62], Adhikari [63] e Adhikari e

Woodhouse [64] entre outros.

2.1.2 Análise teórica do modelo GHM

O modelo Gola-Hughes-McTavish (GHM) [29, 30, 65, 66] avalia o comportamento dinâ-

mico dependente da frequência de MVEs através da introdução de variáveis dissipativas

em um modelo de Elementos Finitos, sendo esse modelo inicialmente escrito no domínio de

Laplace. Para isso, o modelo GHM assume que a função h(s), indicada na equação (2.8),

tem a forma [29]:

h(s) =
N∑
j=1

αj
s2 + βjs

s2 + βjs+ δj
, (2.9)

onde N é o número de termos adotado na série e as constantes αj, βj e δj que dependem

do material. Estas constantes são obtidas através de resultados experimentais utilizando

técnicas para ajuste de curvas.

Para inserir a equação constitutiva do material (equação (2.8)) em um modelo de

elementos �nitos, deve-se primeiramente escrever a equação de movimento no domínio de

Laplace. Partindo da equação de movimento escrita da seguinte forma

Mq̈(t) +Dq̇(t) +Kq(t) = f(t), (2.10)
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onde: M , D e K são a massa, o amortecimento e a rigidez do sistema e q(t) e f(t) são o

deslocamento e as forças externas atuantes no sistema em função do tempo. Aplica-se a

transformada de Laplace nesta equação obtendo:

M(s2q(s)− sq(0)− q̇(0)) +D(sq(s)− q(0)) +Kq(s) = f(s);

{Ms2 +Ds+K}q(s) = f(s) +M(sq(0)− q̇(0)) +Dq(0).
(2.11)

Como está sendo considerado que a estrutura está em repouso no instante inicial, a

equação (2.11) se reduz a:

{Ms2 +Ds+K}q(s) = f(s). (2.12)

Assumindo que o material contenha uma parcela elástica e outra viscoelástica, a rigidez

K pode ser decomposta em:

K = Ke + K̃v(s), (2.13)

onde: Ke é a rigidez da parte elástica e K̃v(s) = [G0 + h(s)]Kv é a rigidez da parte

viscoelástica. Substituindo a equação (2.13) em (2.12), tem-se:

{Ms2 +Ds+Ke + (G0 + h(s))Kv}q(s) = f(s),

{Ms2 +Ds+Ke +K0
v}q(s) +Kvh(s)q(s) = f(s),

(2.14)

onde K0
v = KvG

0.

Para cada termo j da série h(s) tem-se uma variável de dissipação no domínio de

Laplace zj(s) dada por:

zj(s) =
δj

s2 + βjs+ δj
q(s), (2.15)

logo, pode-se escrever a identidade:

q(s)− zj(s) = q(s)− δj
s2 + βjs+ δj

q(s);

=

(
1− δj

s2 + βjs+ δj

)
q(s);

=
s2 + βjs

s2 + βjs+ δj
q(s).

(2.16)
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Multiplicando ambos os lados da equação anterior por αj, tem-se:

αj(q(s)− zj(s)) = αj
s2 + βjs

s2 + βjs+ δj
q(s), (2.17)

somando todas as N equações (2.17), chega-se a:

q(s)
N∑
j=1

αj −
N∑
j=1

αjzj(s) = h(s)q(s). (2.18)

Substituindo (2.18) em (2.14), chega-se a:

{Ms2 +Ds+Ke +K0
v}q(s) +Kv

(
q(s)

N∑
j=1

αj −
N∑
j=1

αjzj(s)

)
= f(s);

{Ms2 +Ds+Ke +K0
v}q(s) +Kv

N∑
j=1

αjq(s)−Kv

N∑
j=1

αjzj(s) = f(s);{
Ms2 +Ds+Ke +Kv

(
G0 +

N∑
j=1

αj

)}
q(s)−Kv

N∑
j=1

αjzj(s) = f(s).

(2.19)

Com as equações (2.15) e (2.19), pode-se montar o seguinte sistema de equações:


{
Ms2 +Ds+Ke +Kv

(
G0 +

N∑
j=1

αj

)}
q(s)−Kv

N∑
j=1

αjzj(s) = f(s)(
1

δj
s2 +

βj
δj
s+ 1

)
zj(s)− q(s) = 0, com j = 1 . . . N

. (2.20)

Multiplicando a segunda equação do sistema anterior por αjKv e aplicando a trans-

formada de Laplace inversa no sistema, levando em conta as condições iniciais, chega-se

a:


Mq̈(t) +Dq̇(t) +

[
Ke +Kv

(
G0 +

N∑
j=1

αj

)]
q(t)−Kv

N∑
j=1

αjzj(t) = f(t)

αj
δj
Kvz̈j(t) +

αjβj
δj

Kvżj(t) + αKvzj(t)− αjKvq(t) = 0, com j = 1 . . . N

. (2.21)
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Escrevendo o sistema de equações (2.21) em notação matricial tem-se:

M 0

0 M̄d

q̈(t)z̈(t)

+

D 0

0 D̄d

q̇(t)ż(t)

+

K∗ K̄q

K̄T
q K̄d

q(t)z(t)

 =

f(t)

0

 , (2.22)

onde:

M̄d = diag

{
α1

δ1

Kv,
α2

δ2

Kv, . . . ,
αj
δj
Kv, . . . ,

αN
δN

Kv

}
,

D̄d = diag

{
α1

β1

Kv,
α2

β2

Kv, . . . ,
αj
βj
Kv, . . . ,

αN
βN

Kv

}
,

K̄q = diag {−α1Kv,−α2Kv, . . . ,−αjKv, . . . ,−αNKv} ,

K̄d = diag {Kv, Kv, . . . , Kv, . . . , Kv} ,

K∗ = Ke +Kv

(
G0 +

N∑
j=1

αj

)
e

z(t) = {z1(t), z2(t), . . . , zj(t), . . . , zN(t)}T .

Considerando somente a parte viscoelástica e desprezando o amortecimento viscoso

tem-se:

M 0

0 M̄d

q̈(t)z̈(t)

+

0 0

0 D̄d

q̇(t)ż(t)

+

Kv

(
G0 +

N∑
j=1

αj

)
K̄q

K̄T
q K̄d


q(t)z(t)

 =

f(t)

0

 ,

(2.24)

Ao generalizar o sistema (2.24) para vários graus de liberdade a matriz de rigidez

do elemento equivalente elástico normalizada em relação ao módulo de Young, o termo

Kv, passa a incluir modos relativos à movimentos de corpo rígido, associando forças

de dissipação de energia a esta forma de movimento. Golla [29] modi�ca esta equação

para desassociar forças de amortecimento e movimentos de corpo rígido fatorando Kv da
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seguinte maneira:

Kv = TTΛT (2.25)

onde Λ é uma matriz diagonal composta pelos autovalores não nulos da matriz Kv e T é a

matriz de autovetores correspondentes aos autovalores não nulos. Assumindo R = TΛ1/2

e ẑj = Rzj tem-se:

M 0

0 Md

q̈(t)

¨̂z(t)

+

0 0

0 Dd

q̇(t)

˙̂z(t)

+

Kv

(
G0 +

N∑
j=1

αj

)
Kq

KT
q Kd


q(t)

ẑ(t)

 =

f(t)0
 .

(2.26)

onde:

Md = diag

{
α1

δ1

I,
α2

δ2

I, . . . ,
αj
δj
I, . . . ,

αN
δN

I
}
,

Dd = diag

{
α1β1

δ1

I,
α2β2

δ2

I, . . . ,
αjβj
δj

I, . . . ,
αNβN
δN

I
}
,

Kq = diag {−α1R,−α2R, . . . ,−αjR, . . . ,−αNR} ,

Kd = diag {α1I, α2I, . . . , αjI, . . . , αNI} e

ẑ = diag {ẑ1, ẑ2, . . . , ẑj, . . . , ẑN} .

Como pode ser visto nas equações (2.9) e (2.26), a quantidade de graus de liberdade

dissipativos associados aos elementos viscoelásticos depende do número de termos utiliza-

dos na função de relaxação h(s) e do número de movimentos de corpo rígido. Por exemplo,

um elemento de pórtico espacial elástico possui 12 graus de liberdade e 6 movimentos de

corpo-livre, o número de graus de liberdade dissipativos é: 12 − 6 = 6, para cada termo

considerado na função h(s). A ordem (n) das matrizes de massa, rigidez e amortecimento

do elemento viscoelástico �ca então: n = 12 +N × 6.

Observa-se, da equação (2.26) que, uma vez conhecida a matriz de rigidez e massa

para um elemento �nito constituído de material elástico, a obtenção da matriz de massa,
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rigidez e amortecimento do correspondente elemento viscoelástico é direta, bastando para

isso também se conhecer os parâmetros G0, αj, βj e δj que de�nem o comportamento do

MVE.

A �gura 2.1 traz uma representação do modelo GHM com um grau de liberdade, e

um termo na função h(s), através de uma associação de molas elásticas e amortecedores

viscosos, onde k1 = (E0 +α)K, k2 = αK, η2 =
αβ

δ
K, g1 =

α

δ
K e m é a massa do sistema.

k 

1

22

k

F(t)

q(t)

z(t)

m
g
1

Figura 2.1: Interpretação do GHM para 1 grau de liberdade. Adaptado de [37].

2.2 Modelo Anelastic Displacement Field (ADF)

Lesieutre [27] desenvolveu o modelo Anelastic Displacement Field (ADF) no domínio do

tempo [26, 27, 28, 67, 68] dividindo o campo de deslocamentos do material viscoelástico

em duas componentes, uma elástica (qe(t)) e outra inelástica (qa(t)), da seguinte forma:

q(t) = qe(t) + qa(t), (2.28)

sendo a componente qa(t) constituída por N campos inelásticos individuais, qaj (t), �cando:

qa(t) =
N∑
j=1

qaj (t). (2.29)

Portanto, as deformações sofridas pelo material são escritas como:

ε(t) =
∂

∂x
q(t);

=
∂

∂x

(
qe(t) +

N∑
j=1

qaj (t)

)
;

= εe(t) +
N∑
j=1

εaj (t),

(2.30)



18

e as tensões na forma:

σ(t) = E∞εe(t), (2.31)

onde E∞ é o módulo de elasticidade não relaxado.

Substituindo (2.30) em (2.31), tem-se as tensões no material:

σ(t) = Eεe(t);

= E

(
ε(t)−

N∑
j=1

εaj (t)

)
;

= E∞

(
ε(t)−

N∑
j=1

εaj (t)

)
.

(2.32)

Já as tensões σa(t) podem ser obtidas através da função de densidade de energia livre

de Helmholtz escrita na seguinte forma [27]:

σa(t) = − ∂

∂εa(t)
fel, (2.33)

onde:

fel =
1

2

(
E∞ε2(t)− 2E∞ε(t)

N∑
j=1

εaj (t) +
N∑
j=1

Ea
j (εaj (t))

2

)
. (2.34)

Substituindo a equação (2.34) em (2.33) chega-se a:

σa(t) = E∞ε(t)−
N∑
j=1

Ea
j ε

a
j (t), (2.35)

que é a equação constitutiva para o campo de deslocamentos inelásticos.

Lesieutre [27] assume que a variação das deformações inelásticas, εaj (t), tende a um

ponto de equilíbrio, ε̄aj , então, a variação de εaj (t) no tempo é proporcional à diferença

entre seu valor atual e no ponto de equilíbrio:

∂

∂t
εaj (t) = −Ωj(ε

a
j (t)− ε̄aj ), (2.36)

onde Ωj é uma constante de proporcionalidade de�nida como o inverso do tempo de

relaxação sob deformação constante, enquanto ε̄aj é a deformação que anula a tensão
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inelástica (equação (2.35)):

ε̄aj = (Ea
j )−1E∞ε(t), (2.37)

então a equação (2.36) �ca:

∂

∂t
εaj (t) = −Ωj(ε

a
j (t)− ε̄aj );

Ea ∂

∂t
εaj (t) = −EaΩj(ε

a
j (t)− (Ea)−1E∞ε(t));

Ea ∂

∂t
εaj (t) = −Ωj(ε

a
j (t)− E∞ε(t));

Ea 1

Ωj

∂

∂t
εaj (t) = −(Ea

j ε
a
j (t)− E∞ε(t)).

(2.38)

Reorganizando os elementos da equação anterior tem-se:

1

Ωj

Ea
j

∂

∂t
εaj (t) + Eaεaj (t)− E∞ε(t) = 0, (2.39)

que é a equação que descreve a variação no tempo do campo de deslocamentos inelásticos.

Lesieutre estabelece a seguinte relação:

Cj =
Ea
j

E∞
=

1 +
∑N

j=1 ∆j

∆j

, (2.40)

sendo ∆j um parâmetro a ser determinado. Pode-se, então, escrever a equação (2.39) na

forma:

Cj
Ωj

E∞
∂

∂t
εaj (t) + CjE

∞εaj (t)− E∞ε(t) = 0, (2.41)

segundo o modelo ADF esta é uma das equações que descrevem o comportamento de um

material viscoelástico ao longo do tempo.

Considerando a equação (2.32) e aplicando o Método dos Elementos Finitos, a rigidez

de uma região elementar é dada por:

∫
Ω

BTσ(t)dΩ =

∫
Ω

BTE∞

(
ε(t)−

N∑
j=1

εaj (t)

)
dΩ;∫

Ω

BTσ(t)dΩ = K∞q(t)−
N∑
j=1

K∞qaj (t),

(2.42)

onde ε(t) = Bq(t) e B é o operador clássico do Método dos Elementos Finitos que
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correlaciona deformações e deslocamentos em uma região elementar.

Com a equação anterior, pode-se escrever a segunda equação que de�ne o comporta-

mento dinâmico do MVE. Para isso, desprezando o amortecimento viscoso, essa equação

é substituída na equação de movimento:

Mq̈(t) +K∞q(t)−
N∑
j=1

K∞qaj (t) = f(t). (2.43)

Aplicando o mesmo método na equação (2.41) tem-se:

Cj
Ωj

K∞q̇aj (t) + CjK∞qaj (t)−K∞q(t) = 0, (2.44)

�nalmente, pode-se escrever o sistema de equações que de�nem o comportamento do

material viscoelástico utilizando para isso as equações (2.43) e (2.44):


Mq̈(t)−K∞q(t) +K∞

N∑
j=1

qaj (t) = f(t)

Cj
Ωj

K∞q̇aj (t) + CjK∞qaj (t)−K∞q(t) = 0, com j = 1 . . . N

(2.45)

ou na forma matricial:

M 0

0 0

 q̈(t)

q̈a(t)

+

0 0

0 D̄

 q̇(t)

q̇a(t)

+

K∞ K̄q

K̄T
q K̄d

 q(t)

qa(t)

 =

f(t)0
 (2.46)

sendo: K∞ = E∞Kv,

D̄ = diag

{
C1

Ω1

K∞,
C2

Ω2

K∞, . . . ,
Cj
Ωj

K∞, . . . ,
CN
ΩN

K∞
}
,

K̄q = {−K∞,−K∞, . . . ,−K∞, . . . ,−K∞} ,

K̄d = diag {C1K∞, C2K∞, . . . , CjK∞, . . . , CNK∞} e

qa(t) =
{
qa1(t), qa2(t), . . . , qaj (t), . . . , q

a
N(t)

}T
.

Assim como no modelo GHM estas matrizes são singulares, então para contornar este
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problema deve-se realizar uma decomposição espectral tal que:

Λ = TTKvT, (2.48)

onde Λ é a matriz diagonal com os autovalores não-nulos da matriz de rigidez elástica

normalizada em relação ao módulo de Young (Kv), T os autovetores correspondentes e

q̂aj (t) = TTqaj (t) o sistema (2.46) �ca na forma:

M 0

0 0

 q̈(t)

¨̂qa(t)

+

0 0

0 D

 q̇(t)

˙̂qa(t)

+

K∞ Kq

KT
q Kd

 q(t)

q̂a(t)

 =

f(t)0
 (2.49)

onde:

D̄ = diag

{
C1

Ω1

E∞Λ,
C2

Ω2

E∞Λ, . . . ,
Cj
Ωj

E∞Λ, . . . ,
CN
ΩN

E∞Λ

}
,

K̄q = {−TE∞Λ,−TE∞Λ, . . . ,−TE∞Λ, . . . ,−TE∞Λ} ,

K̄d = diag {C1E
∞Λ, C2E

∞Λ, . . . , CjE
∞Λ, . . . , CNE

∞Λ} e

qa(t) =
{
q̂a1(t), q̂a2(t), . . . , q̂aj (t), . . . , q̂

a
N(t)

}T
.

Como pode ser visto, a quantidade de graus de liberdade inelásticos associados aos

elementos viscoelásticos depende do número de campos inelásticos adotado (qaj (t)) e do

número de movimentos de corpo rígido. Por exemplo, um elemento de pórtico espacial

elástico possui 12 graus de liberdade e 6 movimentos de corpo-livre, sendo assim o número

de graus de liberdade inelásticos é: 12 − 6 = 6, para cada campo considerado. A ordem

das matrizes do elemento viscoelástico �ca então: n = 12 +N × 6.

Observa-se da equação (2.49) que, uma vez conhecida a matriz de rigidez e massa

para um elemento �nito constituído de material elástico, a obtenção da matriz de massa,

rigidez e amortecimento do correspondente elemento viscoelástico é direta, bastando para

isso também se conhecer os parâmetros E∞, ∆j e Ωj que de�nem o comportamento do

MVE.

A Figura 2.2 traz uma representação do modelo ADF com um grau de liberdade, e um

campo inelástico, através de uma associação de molas elásticas e amortecedores viscosos,

onde k1 = E∞, k2 = (1− C)E∞, η1 =
C

Ω
E∞ e m a massa do sistema.
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Figura 2.2: Interpretação do ADF para 1 grau de liberdade. Adaptado de [28].

2.3 Modelo baseado em derivadas de ordem fracionária

(DF)

Bagley e Torvik [24, 25, 59] propõem escrever as derivadas dos modelos clássicos para

materiais viscoelásticos usando derivadas fracionárias, derivadas de ordem não inteira.

Estes modelos têm se mostrado úteis à modelagem de MVEs como pode ser visto nos tra-

balhos de Sorrentino e Fasana [69], Lázaro e Pérez-aparicio [70] e Wharmby e Bagley [71].

Segundo esse modelo, a equação constitutiva de ordem fracionária é:

σ(t) = pDαε(t), (2.51)

onde σ(t) e ε(t) são as tensões e correspondentes deformações experimentadas pelo ma-

terial, p é um fator de proporcionalidade, α é a ordem da derivada sendo: α ∈ [0, 1] e,

através da de�nição de Riemann-Liouville, o operador Dα é de�nido como [72]:

Dαx(t) =
dα

dtα
x(t) =

1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

0

x(s)

(t− s)α
ds, (2.52)

sendo Γ(t) a função gama de Euler.

Assim sendo, fazendo α = 0 na equação (2.51) tem-se o modelo elástico clássico de

Hooke (σ = pε) e fazendo α = 1 tem-se o modelo viscoso (σ(t) = pε̇(t)) logo, quando

α ∈ (0, 1) tem-se um comportamento intermediário, viscoelástico. Antes de dar prossegui-

mento à análise desse modelo, serão apresentados na próxima seção os modelos mecânicos

clássicos para MVEs para melhor fundamentar sua análise teórica.

2.3.1 Modelos mecânicos clássicos

O comportamento dos materiais viscoelásticos apresenta uma composição entre os com-

portamentos perfeitamente elástico e viscoso. Materiais elásticos perfeitos são aqueles
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em que toda a energia armazenada ao se deformarem é liberada quando o carregamento

cessa. Já nos materiais perfeitamente viscosos, toda a energia de deformação é perdida.

Os materiais viscoelásticos quando submetidos a um carregamento sofrem uma deforma-

ção inicial e, conforme o carregamento se prolonga, ele se deforma ao longo do tempo até

um ponto máximo e, interrompendo o carregamento, o material volta parcial e lentamente

à sua con�guração original [73].

Buscando modelar este comportamento, os primeiros modelos para materiais visco-

elásticos basearam-se na associação de elementos simples, molas e amortecedores, para

simular respectivamente as componentes elástica e viscosa. Um dos primeiros modelos foi

o proposto por Maxwell. Este modelo é representado pela associação de uma mola e um

amortecedor em série (�gura 2.3(a)). As equações de equilíbrio e compatibilidade para

este modelo são dadas, respectivamente, por:

σ(t) = σelástico(t) = σviscoso(t)

ε(t) = εelástico(t) + εviscoso(t)

⇒ σ(t) +
η

k
σ̇(t) = ηε̇(t), (2.53)

onde σ(t) é tensão aplicada ao modelo, ε(t) é a deformação sofrida, k é a rigidez do

material, η a viscosidade e ḟ(t) é a derivada primeira no tempo da função f(t). Este

modelo não é indicado para simular situações como a do teste de �uência, uma vez que

este não é capaz de capturar o comportamento assintótico da deformação neste teste.

hk s(t)

e(t)

(a) Modelo de Maxwell

s(t)

e(t)

h

k

(b) Modelo de Kelvin-Voigt

s(t)

e(t)
hk2

k1

2

(c) Modelo Linear Padrão

Figura 2.3: Modelos reológicos para materiais viscoelásticos.

O modelo de Kelvin-Voigt combina um elemento de mola e um de amortecedor em

paralelo como pode ser visto na �gura 2.3(b). As equações de equilíbrio e compatibilidade

para este modelo são dadas, respectivamente, por:

σ(t) = σelástico(t) + σviscoso(t)

ε(t) = εelástico(t) = εviscoso(t)

⇒ σ(t) = kε(t) + ηε̇(t). (2.54)
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Assim como o modelo de Maxwell esse modelo possui limitações, não sendo capaz

de simular situações como a do teste de relaxação. Devido as limitações desses mode-

los para representar o comportamento real de materiais viscoelásticos, outros modelos

mais complexos foram propostos para representar de forma apropriada o comportamento

desses materiais. Dentre estes pode-se citar o modelo Linear Padrão. Esse modelo repre-

senta o comportamento de MVEs através da associação em paralelo de um elemento de

Maxwell e um de Kelvin-Voigt como mostra a �gura 2.3(c). As equações de equilíbrio e

compatibilidade desse modelo são dadas, respectivamente, por:

σ(t) = σ1(t) + σ2(t)

ε(t) = ε1(t) = ε2(t)

⇒ σ̇(t) +
k2

η2

σ(t) = (k1 + k2) ε̇(t) +
k1k2

η2

ε(t), (2.55)

onde: σ1(t) e ε1(t) são a tensão e a deformação no modelo elástico e σ2(t) e ε2(t) são a

tensão e a deformação no modelo de Maxwell, respectivamente. Dentre os modelos reoló-

gicos apresentados, o modelo Linear Padrão é o único capaz de descrever adequadamente

o comportamento de um MVE sob os testes de relaxação e �uência.

A �gura 2.4 mostra os resultados obtidos com esses modelos considerando os testes de

relaxação e �uência e compara os resultados com o modelo de Hooke (elástico perfeito).

Como se pode observar, o modelo Linear Padrão é o que melhor representa o comporta-

mento de materiais viscoelásticos. Contudo, nenhum desses modelos é capaz de simular

a inércia de um corpo qualquer modelado a partir deles.

t

e(
t)

M
ax

w
el
l

Hooke

Kelvin-Voigt

Linear Padrão

(a)

t

s
(t

)

Maxwell

Hooke

Kelvin-Voigt

Linear Padrão

(b)

Figura 2.4: Testes de Fluência (a) e Relaxação (b) para os modelos de Maxwell, Kelvin-
Voigt e Linear Padrão.
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2.3.2 Análise teórica do modelo DF

Como o modelo Linear Padrão é o que representa melhor o comportamento de um MVE

nos testes de �uência e relaxação, toma-se esse modelo como base para escrever o modelo

DF. Desta forma, pode-se escrever esse modelo mecânico clássico utilizando derivadas de

ordem fracionária trocando as derivas de ordem inteira por derivadas de ordem fracionária.

No caso do modelo Linear Padrão, sua equação constitutiva é dada pela equação (2.55),

transcrita a seguir:

σ̇(t) +
k2

η2

σ(t) = (k1 + k2) ε̇(t) +
k1k2

η2

ε(t), (2.56)

substituindo as derivadas de ordem inteira por derivadas de ordem fracionária, essa equa-

ção assume a forma:

Dασ(t) +
k2

η2

σ(t) = (k1 + k2)Dαε(t) +
k1k2

η2

ε(t);

η2

k2

Dασ(t) + σ(t) =
η2

k2

(k1 + k2)Dαε(t) + k1ε(t);

σ(t) +
η2

k2

Dασ(t) = k1ε(t) +
η2

k2

(k1 + k2)Dαε(t).

(2.57)

Usualmente, esta equação é apresentada com os seguintes coe�cientes:

σ(t) + ταDασ(t) = E0ε(t) + ταE∞D
αε(t), (2.58)

�cando os 4 parâmetros deste modelo de�nidos como: α a ordem fracionária das derivadas,

τ o tempo de relaxação, E0 o módulo relaxado e E∞ o módulo não relaxado.

Um dos desa�os para a implementação computacional desse modelo é a resolução

numérica das derivadas de ordem fracionária. Diethelm et al. [74] apresenta diferentes

formas para avaliar as derivadas fracionárias numericamente, sendo a mais atrativa delas

via de�nição de Grünwald-Letnikov. Segundo Glaucio et al. [75] trata-se da abordagem

mais adotada, uma vez que ela é valida para qualquer valor de α e de fácil implementação

computacional. A de�nição de Grünwald-Letnikov é dada por [76]:

Dαx(t) ≈
(
Tt
N

)−α Nt∑
j=0

Aj+1x

(
t− j Tt

N

)
, (2.59)

onde Tt é o tempo total em que a função x(t) é observada, N o número de intervalos em

que o tempo de observação é discretizado,
(
Tt
N

)
é igual ao incremento de tempo, ∆t, Nt é
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o número de passos de tempo considerados para a avaliação da derivada, sendo Nt < N ,

e Aj+1 são os coe�cientes de Grünwald de�nidos como:

Aj+1 =
Γ(j − α)

Γ(−α)Γ(j + 1)
(2.60)

ou através de sua forma recursiva:

Aj+1 =
j − α− 1

j
Aj, (2.61)

sendo que A1 = 1.

Analisando a equação (2.59) percebe-se que segundo a de�nição de Grünwald-Letnikov

a avaliação numérica da derivada de ordem fracionária da função x(t) depende do histó-

rico dessa função, x
(
t− j Tt

N

)
. Portanto, para avaliar numericamente a equação (2.58) é

necessário avaliar as derivadas e armazenar os históricos das tensões, σ(t), e das deforma-

ções, ε(t). Para reduzir o custo computacional do modelo Glaucio et al. [75] introduzem

uma variável interna, ε(t), com o objetivo de eliminar a derivada de ordem fracionária

Dασ(t), sendo essa variável de�nida através da seguinte expressão:

ε(t) = ε(t)− σ(t)

E∞
. (2.62)

Para escrever esse modelo segundo o Método dos Elementos Finitos, deve-se isolar

σ(t) na expressão anterior, equação (2.62), e substituir o resultado em (2.58) da seguinte

forma:

E∞(ε(t)− ε(t)) + ταE∞D
α(ε(t)− ε(t)) = E0ε(t) + ταE∞D

αε(t);

−E∞ε(t)− ταE∞Dαε(t) = (E0 − E∞)ε(t);

ε(t) + ταDαε(t) =
E∞ − E0

E∞
ε(t).

(2.63)

Isolando o termo ε(t) a equação (2.63) assume a seguinte forma:

ε(t) =
E∞ − E0

E∞
ε(t)− ταDαε(t). (2.64)
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Substituindo a equação (2.64) na equação (2.62) determina-se a tensão no MVE:

σ(t) = E∞ (ε(t)− ε(t)) ;

σ(t) = E∞

[
ε(t)−

(
E∞ − E0

E∞
ε(t)− ταDαε(t)

)]
;

σ(t) = E∞ε(t)− (E∞ − E0)ε(t) + ταDαε(t);

σ(t) = E0ε(t) + ταE∞D
αε(t).

(2.65)

Sabendo que segundo o Método dos Elementos Finitos as deformações podem ser

discretizadas da seguinte forma:

ε(t) = Bq(t) e ε(t) = Bq(t), (2.66)

onde q(t) e q(t) são respectivamente os vetores de deslocamentos físicos e �auxiliares� e

B é o operador clássico do Método dos Elementos Finitos que correlaciona deformações e

deslocamentos em uma região elementar. Então ao substituir a equação (2.66) em (2.65)

tem-se:

σ(t) = E0B
[
q(t) + τα

E∞
E0

Dαq(t)

]
. (2.67)

Portanto pode-se obter a matriz de rigidez de um Elemento Finito segundo essa for-

mulação:

∫
Ω

BTσ(t)dΩ =

∫
Ω

BTE0B
[
q(t) + τα

E∞
E0

Dαq(t)

]
dΩ;

= K0
vq(t) +

E∞
E0

ταK0
vD

αq(t).
(2.68)

sendo K0
v = E0Kv e Kv a contribuição geométrica da matriz de rigidez do correspondente

Elemento Finito.

Desta forma, a equação de movimento para uma estrutura modelada segundo esse

modelo é escrita na forma:

Mq̈(t) +K0
vq(t) +

E∞
E0

K0
vτ

αDαq(t) = F(t), (2.69)

ondeM é a matriz de massa e F(t) é o vetor de forças no tempo. Para discretizar no tempo

essa equação, a derivada Dαq(t) será escrita segundo a de�nição de Grünwald-Letnikov,
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equação (2.59), �cando da seguinte forma:

Dαq(t) =
1

∆tα

Nt∑
j=0

Aj+1q(t− j∆t), (2.70)

como A1 = 1 e assumindo que o tempo discreto t = n+ 1 então:

Dαqn+1 =
1

∆tα

[
qn+1 +

Nt∑
j=1

Aj+1qn+1−j

]
. (2.71)

Substituindo (2.71) em (2.69) tem-se:

Mq̈n+1 +K0
vqn+1 +

E∞
E0

K0
v

τα

∆tα

[
qn+1 +

Nt∑
j=1

Aj+1qn+1−j

]
= Fn+1. (2.72)

Para retirar o termo qn+1 da equação de movimento, aplica-se (2.66) em (2.64):

q(t) =
E∞ − E0

E∞
q(t)− ταDαq(t), (2.73)

em seguida, fazendo a discretização da equação (2.73) no instante de tempo t = n + 1 e

substituindo (2.71), tem-se:

qn+1 = (1− c)E∞ − E0

E∞
qn+1 − c

Nt∑
j=1

Aj+1qn+1−j, (2.74)

onde c =
τα

τα + ∆tα
. Substituindo esse resultado em (2.72), tem-se a equação �nal que

de�ne o comportamento dinâmico do material segundo este modelo:

Mq̈t+1 +

(
1 + c

E∞ − E0

E∞

)
K0
vqt+1 + c

E∞
E0

K0
v

Nt∑
j=1

Aj+1qn+1−j = Ft+1. (2.75)

Analisando a equação (2.75), pode-se ver que esse modelo não adiciona graus de liber-

dade extras na estrutura, ao contrário dos modelos GHM e ADF. Contudo, a avaliação

da derivada de ordem fracionária a cada passo de tempo é computacionalmente cara.

2.4 Análise direta no domínio da frequência

A análise direta no domínio da frequência (Direct Frequency Analysis - DFA) determina

a função resposta na frequência (FRF) para uma dada faixa de frequências. Apesar de
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a resposta deste modelo estar no domínio da frequência e este trabalho estar priorizando

os modelos nos quais as respostas são obtidas diretamente no domínio do tempo, ele é

relevante para validar os modelos GHM, ADF e DF, sendo utilizado no capítulo seguinte

para tal.

Neste método a equação de movimento do sistema é escrita no domínio da frequência

na forma:

[
Ke +Kve(iω)− ω2M

]
d(iω) = F(iω), (2.76)

onde Ke e Kve(iω) são respectivamente as partes elástica e viscoelástica da matriz de

rigidez do sistema, M a matriz de massa, d(iω) o vetor de deslocamentos e F(iω) o

vetor de forças harmônicas. As amplitudes dos graus de liberdade do sistema podem ser

determinadas resolvendo-se a equação (2.76) para cada frequência ωk resultando:

dk(iω) =
[
Ke +Kve(iωk)− ω2

kM
]−1

F(iωk). (2.77)
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3 AVALIAÇÕES

COMPUTACIONAIS DOS MODELOS

PARA MVE ANALISADOS

Os modelos selecionados e apresentados no capítulo anterior serão avaliados numerica-

mente através de três abordagens:

1. Avaliação das respostas dos modelos no domínio do tempo para diferentes malhas

e classes de Elementos Finitos e o custo computacional em termos de tempo de

processamento;

2. Comparações das respostas dos modelos no domínio da frequência com aquelas

obtidas de forma clássica, via análise direta no domínio da frequência e;

3. Estudo da sensibilidade das respostas modais às variações nos parâmetros dos mo-

delos que de�nem o comportamento mecânico do MVE.

Estas avaliações numéricas foram executadas tomando-se uma viga hipotética engas-

tada-livre com as seguintes dimensões para comprimento, altura e largura: 1, 00m, 0, 30m

e 0, 15m respectivamente e constituída somente por um material viscoelástico.

Uma vez que cada modelo de�ne o Módulo Complexo por uma expressão diferente,

foram utilizados três materiais diferentes, um para cada modelo. O Material 1 (MVE-

1) foi de�nido para o modelo GHM, o Material 2 (MVE-2) para o modelo ADF e o

Material 3 (MVE-3) para o modelo DF. Os parâmetros para cada material estão listados

nas Tabelas 3.1, 3.2 e 3.3 e as respectivas curvas do Módulo Complexo obtidas com esses

parâmetros são apresentadas na Figura 3.1. Os outros parâmetros necessários para a

modelagem desses materiais são a densidade, ρ = 795kg/m3, e o coe�ciente de Poisson,

ν = 0, 49.
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Tabela 3.1: Parâmetros do material MVE-1 usado nos testes de validação numérica do
modelo GHM.

Parâmetro
Termo

1 2 3

G0 (Pa) 3, 9035× 105

αj (Pa) 1, 0000× 105 6, 2475× 106 1, 0994× 106

βj (s−1) 5, 4503× 108 8, 6234× 106 1, 2807× 108

δj (s−2) 2, 6631× 109 8, 9637× 109 6, 9624× 109

Tabela 3.2: Parâmetros do material MVE-2 usado nos testes de validação numérica do
modelo ADF.

Parâmetro
Termo

1 2 3

G0 (Pa) 4, 8794× 105

∆j (-) 1, 0805 3, 9426 2, 3893
Ωj (s−1) 2, 8914 839, 38 51, 075

Tabela 3.3: Parâmetros do material MVE-3 usado nos testes de validação numérica do
modelo DF.

Parâmetro Valor

G0 (Pa) 6, 8312× 105

G∞ (Pa) 6, 0× 106

τ (s) 2, 2752× 10−3

α (-) 0, 785
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Figura 3.1: Curvas das funções G′(ω) e η(ω) do material MVE-1 utilizado nos testes de
validação do modelo GHM.
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3.1 Avaliações do modelo GHM

3.1.1 Avaliação no domínio do tempo

Para as avaliações no domínio do tempo, a viga foi excitada com uma carga do tipo

impacto, de�nida pela função P (t), apresentada na �gura 3.2. Essa mesma �gura apre-

senta também a posição do ponto de aplicação da excitação e do ponto de observação dos

deslocamentos.

1,0 2,0 t (10 s)
-3

P
(k

N
)

1,0

(a) Função para simular uma excitação do tipo im-
pacto.

1,00

Ponto de observação
dos deslocamentos

P(t)

(b) Ponto de observação dos deslocamentos e apli-
cação da excitação.

Figura 3.2: Esquema estrutural para a avaliação do comportamento de uma viga engas-
tada-livre em MVE.

Foi avaliada a convergência da frequência natural, fnat,1, e da taxa de amortecimento,

ξ1, do primeiro modo de vibração em �exão ao se re�nar a malha de Elementos Finitos

que discretiza o modelo da viga e ao se aumentar a ordem dos elementos. Para isso, a

integração no tempo foi feita segundo o algoritmo de Newmark por um período de tempo

de 2s e com passo de tempo de ∆t = 1× 10−3s.

A discretização do domínio da viga foi realizada em 4 níveis de re�namento diferentes.

Para cada nível de re�namento foi estabelecida uma malha ao dividir o comprimento e

a altura da viga em partes iguais. As malhas correspondentes a esses níveis são: malha

M3×10, a menos re�nada, obtida ao dividir o comprimento da viga em 10 partes iguais

e a altura em 3 partes iguais; malha M6×20 obtida dividindo o comprimento da viga

em 20 partes iguais e a altura em 6 partes iguais; malha M12×40 obtida ao dividir o

comprimento da viga em 40 partes iguais e a altura em 12 partes iguais e; malha M24×80,

a mais re�nada, obtida dividindo o comprimento da viga em 80 partes iguais e a altura

em 24 partes iguais.

Essas quatro malhas foram de�nidas para 4 classes de Elementos Finitos diferentes:

Triangular Linear (CST), Quadrangular Bilinear (Q4), Triangular Quadrático (LST) e

Quadrangular Biquadrático (Q8), onde as matrizes de massa, rigidez e amortecimento de
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cada Elemento Finito considerado foram obtidas aplicando a equação (2.26). Na �gura 3.3

são apresentados os Elementos Finitos considerados, sendo representados os deslocamentos

físicos, qi, e os deslocamentos de dissipação, ẑi, que não possuem sentido físico e estão

apresentados no interior dos Elementos Finitos para efeito didático de sua visualização.

Para efeito de representação, os deslocamentos de dissipação nessa �gura são ilustrados

considerando apenas um termo, N = 1, na função de relaxação, h(s). Uma vez que são

adotados três termos na função h(s), a quantidade de deslocamentos de dissipação dos

Elementos Finitos obtidos para o MVE-1 é três vezes maior. Exemplos das malhas para

esses elementos podem ser vistos na �gura 3.4 que apresenta a malha M3×10 para as

quatro classes de Elementos Finitos consideradas.
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(d) Elemento viscoelástico Q8.

Figura 3.3: Elementos Finitos viscoelásticos obtidos com a formulação GHM.

Com essas malhas, a caracterização do MVE apresentada no início deste capítulo e

Elementos Finitos semelhantes àqueles apresentados na �gura 3.3, foi possível obter os

sinais apresentados na �gura 3.5. Nesta �gura são sobrepostos os sinais obtidos com os

quatro níveis de re�namento das malhas para cada elemento considerado. Como pode ser
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(a) Malha M3×10 para elementos CST. (b) Malha M3×10 para elementos Q4.

(c) Malha M3×10 para elementos LST. (d) Malha M3×10 para elementos Q8.

Figura 3.4: Exemplos das malhas utilizadas para os estudos numéricos dos modelos de
MVEs.

visto, ao re�nar a malha, os sinais convergem. Esta convergência é mais rápida para os

elementos de ordem quadrática (LST e Q8).

Uma vez obtidas as respostas no tempo para cada um dos casos avaliados, foi reali-

zada a identi�cação modal da estrutura através de um algoritmo baseado em Subespaços

Estocásticos (SSI-DATA) [77]. Os resultados obtidos com a análise de convergência estão

apresentados na tabela 3.4. Essa tabela apresenta os resultados em termos de frequência

natural e taxa de amortecimento do primeiro modo de vibração, as variações da primeira

frequência natural, ∆fnat,1, e da respectiva taxa de amortecimento, ∆ξ1, entre dois níveis

consecutivos de re�namento da malha e a média dos tempos de processamento de 20 si-

mulações realizadas em um PC-Windows com processador Intel i5, com clock de 2,5 GHz

e 8 GB de memória RAM.

Analisando essa tabela percebe-se que os resultados do modelo convergem em todos os

casos. Como era esperado, as discretizações com elementos de ordem quadrática apresen-

tam taxa de convergência maior. Contudo, os tempos de processamento, para um mesmo

nível de re�namento da malha, aumentam até 315% para os elementos quadrangulares e

até 412% para os elementos triangulares ao utilizar os elementos de ordem quadrática.

Uma vez que para aumentar a ordem dos polinômios interpoladores acrescenta-se mais

nós aos elementos, consequentemente, a ordem das matrizes do sistema de equações do

modelo aumenta para um mesmo nível de re�namento da malha. Para conseguir visualizar

a e�ciência dos elementos, é apresentada na �gura 3.6 uma comparação entre o número

de graus de liberdade do sistema de equações do modelo e a taxa de amortecimento
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(c) Elemento Q4.
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(d) Elemento Q8.
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Figura 3.5: Sinais típicos do deslocamento vertical na extremidade livre da viga utilizada
nas avaliações numéricas no domínio do tempo do modelo GHM.
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Tabela 3.4: Convergência dos parâmetros modais fnat,1 e ξ1 para o modelo GHM.

Modelo Malha
fnat,1 ∆fnat,1 ξ1 ∆ξ1 Tempo de processamento
(Hz) (%) (%) (%) (s)

CST

M3×10 1,36 - 28,21 - 0,33
M6×20 1,21 11,0 26,45 6,2 1,07
M12×40 1,16 4,1 25,89 2,1 5,13
M24×80 1,15 0,9 25,87 0,1 38,74

LST

M3×10 1,15 - 25,74 - 0,82
M6×20 1,15 0,0 25,70 0,2 4,26
M12×40 1,15 0,0 25,75 0,2 26,17
M24×80 1,15 0,0 25,75 0,0 175,21

Q4

M3×10 1,51 - 29,12 - 0,28
M6×20 1,26 16,6 27,00 7,3 0,89
M12×40 1,19 5,6 26,15 3,1 4,19
M24×80 1,16 2,5 25,93 0,8 28,90

Q8

M3×10 1,14 - 26,66 - 0,70
M6×20 1,15 0,9 25,71 3,6 3,22
M12×40 1,15 0,0 25,72 0,1 20,48
M24×80 1,15 0,0 25,70 0,1 119,87

obtida. Por essa �gura percebe-se que o resultado obtido com a malha M3×10 utilizando

elementos LST é equivalente aos resultados obtidos com as malhas: M24×80 e elementos

CST, M24×80 e elementos Q4 e M6×20 e elementos Q8, sendo, respectivamente, os

tempos médios de processamento 0,82s, 38,74s, 28,90s e 3,22s.
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Figura 3.6: Análise de convergência para o modelo GHM em termos da taxa de amorte-
cimento do primeiro modo.
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3.1.2 Validação no domínio da frequência

Com o objetivo de validar o modelo GHM no domínio da frequência, comparações entre

resultados teóricos e aqueles obtidos via GHM serão feitas. Para tanto, a viga engastada-

livre apresentada no início deste capítulo será submetida a um carregamento harmônico

dependente da frequência aplicado na sua extremidade livre como o apresentado na �-

gura 3.7.

1,00

Ponto de observação
dos deslocamentos

P(w) = 1,0sen(wt)

Figura 3.7: Esquema estrutural e carregamento para a validação do comportamento de
uma viga engastada-livre em MVE.

Os resultados teóricos do sistema viscoelástico são obtidos via Análise direta no domí-

nio da frequência, através da equação (2.77). Observa-se nesta equação que a matriz de

rigidez do sistema depende da frequência de excitação. Já a aplicação desta equação ao

modelo GHM resulta em um sistema de matrizes independentes da frequência, conforme

o apresentado na equação (3.1).

[
−ω2M̄ + iωD̄ + K̄

]q

ẑ

 =

Pexp(iωt)

0

 , (3.1)

onde M̄, D̄, K̄ são, respectivamente, as matrizes de massa, amortecimento e rigidez, q

e ẑ são os vetores de deslocamentos e de dissipação do modelo GHM, obtidos com as

equações (2.26), P o vetor de forças e i =
√
−1.

Desta forma, a validação do modelo será realizada comparando-se os resultados obtidos

através das equações (2.77) e (3.1). Com essas equações, as discretizações apresentadas

na seção anterior e o carregamento harmônico apresentado na �gura 3.7 pode-se chegar

as Funções de Resposta em Frequência (FRF) da formulação teórica e do modelo GHM.

A avaliação da variação entre as respostas do modelo GHM e da formulação teórica é

feita ao comparar o erro entre essas respostas através do parâmetro Eerro,FRF dado pela

seguinte equação:

Eerro,FRF =
∑
i

∣∣∣∣di − qidi

∣∣∣∣ , (3.2)
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onde di e qi são as i-ésimas componentes dos vetores de deslocamentos dados pelas equa-

ções (2.77) e (3.1), respectivamente. A tabela 3.5 apresenta os valores de Eerro,FRF para

cada um dos casos considerados. Como se pode ver nessa tabela, as respostas obtidas com

elementos triangulares apresentaram as menores diferenças entre as respostas dos modelos,

sendo aquelas obtidas com elementos CST as que apresentaram os menores desvios.

Tabela 3.5: Erros obtidos nos testes de validação no domínio da frequência do modelo
GHM.

Malha
Eerro,FRF

CST LST Q4 Q8

M3×10 0,30 0,28 6,43 8,56
M6×20 0,14 0,22 4,94 7,35
M12×40 0,10 0,19 3,86 6,19
M24×80 0,05 0,17 3,19 5,39

Comparações grá�cas entre as respostas no domínio da frequência clássica e do modelo

GHM para a malha M24×80 estão apresentadas na �gura 3.8. Através de uma avaliação

visual percebe-se que em geral as curvas são muito próximas e que os desvios são mais

pronunciados em baixas frequências.

3.1.3 Análise de sensibilidade aos parâmetros do modelo GHM

Barbosa [37] realizou um amplo estudo da in�uência dos parâmetros do modelo GHM

sobre o módulo complexo. Para isso, foi considerado um sistema de um grau de liberdade

representando uma viga engastada-livre solicitada axialmente na extremidade livre e um

termo na equação que de�ne o Módulo Complexo, equação (2.9). Pôde-se perceber que as

respostas nos domínios da frequência e do tempo são in�uenciadas de forma signi�cativa

pelos parâmetros do modelo.

Neste trabalho são considerados três termos na equação (2.9), onde os parâmetros das

curvas de referência do material são aqueles apresentados na tabela 3.1. As curvas que

serão utilizadas como referência para esse material, isto é, aquelas obtidas com os valores

dos parâmetros anteriormente relacionados, encontram-se na �gura 3.1.

Foi estudada a in�uência das variações dos parâmetros que caracterizam o comporta-

mento mecânico do modelo GHM sobre as curvas que de�nem o Módulo Complexo, E ′(ω)

e η(ω), e os parâmetros modais resultantes (frequência natural e taxa de amortecimento).

Esta análise será feita através de testes numéricos executados tomando como referência
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(c) Malha com elementos Q4
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(d) Malha com elementos Q8

Clássica Modelo GHM

Figura 3.8: Comparações entre as respostas no domínio da frequência do modelo GHM e
a formulação clássica com diferentes elementos.

o MVE �ctício MVE-1 onde cada parâmetro sofre variações correspondentes a ±15%,

±10% e ±5% do seu valor base.

Os testes numéricos foram executados tomando-se a viga engastada-livre descrita no

início deste capítulo, onde foi aplicado uma carga do tipo impacto em sua extremidade

livre, sendo o domínio da viga discretizado via Método dos Elementos Finitos utilizando a

malha M3×10 com elementos LST resultando em um modelo com 294 graus de liberdade

(gdl) físicos e 1620 gdl dissipativos, por ser a combinação de malha e Elemento Finito

que apresentou resultados satisfatórios com o menor custo computacional na análise de
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convergência realizada nas seções anteriores. Nas �guras 3.9 a 3.12 são apresentadas as

variações dos valores do módulo de armazenamento e do fator de perda em função dos

parâmetros E0, α1, α2, α3, β1, β2, β3, δ1, δ2 e δ3.

Na �gura 3.9 pode-se ver que ao variar E0 a curva E ′(ω) se desloca na vertical, já

a curva η(ω) tem seu ponto de máximo deslocado também na vertical. Contudo, ao

contrário de E ′(ω), ao aumentar E0 a amplitude do ponto máximo diminui.
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Figura 3.9: Sensibilidade das curvas de caracterização do modelo GHM em função da
variação do parâmetro E0.

Na �gura 3.10 estão apresentadas as curvas E ′(ω) e η(ω) obtidas com os valores base

dos parâmetros do modelo e as curvas obtidas ao variar cada um dos parâmetros αj. Em

relação as curvas E ′(ω) apresentadas nas �guras 3.10(a), 3.10(c) e 3.10(e), as variações

de α1, α2 e α3 são determinantes nos valores assintóticos dessas curvas. Analisando as

�guras 3.10(b), 3.10(d) e 3.10(f) percebe-se que: variações nos parâmetros αj deslocam o

ponto de máximo da curva η(ω) na vertical ao aumentar o valor desses parâmetros e, ao

aumentar o valor α1, α2 ou α3, os valores do fator de perda também aumentam.

Com relação aos parâmetros βj pode-se dizer que, segundo as �guras 3.11, ao aumentar

esses valores a curva E ′(ω) assume valores mais altos em frequências mais baixas. Quanto

a curva η(ω), ao aumentar esses parâmetros o ponto de máximo dessa curva se move para

frequências mais baixas. Essas mesmas considerações podem ser feitas para os parâmetros

δj. Contudo, os efeitos sobre as curvas se dão de forma inversa, isto é, ao diminuir os

valores dos parâmetros, a curva E ′(ω) assume valores mais altos em frequências mais
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Figura 3.10: Sensibilidade das curvas de caracterização do modelo GHM em função da
variação dos parâmetros α1, α2 e α3.
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baixas e o ponto de máximo da curva η(ω) move-se para frequências mais baixas, como

pode ser visto na �gura 3.12.

Outra característica importante que pode ser percebida através da análise das �gu-

ras 3.9 a 3.12 é que em relação a curva E ′(ω), os parâmetros do termo 1 (α1, β1 e δ1)

têm maior in�uência sobre a região de 0 a 10Hz, os parâmetros do segundo termo (α2,

β2 e δ2) na região de 100 a 10000Hz, enquanto que os parâmetros do terceiro termo (α3,

β3 e δ3) têm maior in�uência sobre a região de 10 a 100Hz. Ao passo que todos os três

termos exercem in�uência signi�cativa sobre a curva η(ω) em toda a faixa de frequências

estudada. Já o parâmetro E0 tem in�uência sobre as duas curvas. De forma geral, os

efeitos das variações dos parâmetros αj, βj e δj sobre as curva do Módulo Complexo são

mais pronunciados naqueles parâmetros que assumem valores mais altos.

As �guras 3.13 a 3.16 mostram a variação da frequência de vibração do primeiro modo

de �exão (fnat,1) e a respectiva taxa de amortecimento (ξ1) da viga analisada com relação

a cada parâmetro que de�ne as curvas de E ′(ω) e η(ω) do material viscoelástico que

constitui a viga, sendo fnat,bm e ξbm, respectivamente, os valores da primeira frequência

natural e taxa de amortecimento da mesma considerando os valores base dos parâmetros.

Nestas �guras, pode-se ver que o parâmetro E0 exerce pouca in�uência sobre a taxa

de amortecimento e nenhuma sobre a frequência natural. Quanto aos parâmetros αj, βj,

e δj esses exercem pouca in�uência sobre a primeira frequência natural, já em relação a

taxa de amortecimento, sua in�uência é signi�cativa.

Tendo em vista estas considerações, pode-se dizer que durante o processo de ajuste

de curvas deve-se priorizar o ajuste dos parâmetros αj, βj, e δj, uma vez que são esses

que possuem maior in�uência sobre a forma da curva e sobre o amortecimento conferido

a estrutura.
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Figura 3.11: Sensibilidade das curvas de caracterização do modelo GHM em função da
variação dos parâmetros β1, β2 e β3.
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Figura 3.14: Sensibilidade dos parâmetros modais em função da variação dos parâmetros
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Figura 3.15: Sensibilidade dos parâmetros modais em função da variação dos parâmetros
β1, β2 e β3.
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Figura 3.16: Sensibilidade dos parâmetros modais em função da variação dos parâmetros
δ1, δ2 e δ3.

3.2 Avaliações do modelo ADF

3.2.1 Avaliação no domínio do tempo

Assim como nas avaliações no domínio do tempo feitas para o modelo GHM, a resposta

da viga foi avaliada ao excita-la com uma carga do tipo impacto, conforme apresentado na

�gura 3.2. As convergências da frequência natural, fnat,1, e da taxa de amortecimento, ξ1,

referentes ao primeiro modo foram avaliadas ao realizar os re�namentos p e h avaliando o
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comportamento da estrutura através do algoritmo de Newmark por um intervalo de tempo

de 2s e com passo de tempo de ∆t = 1×10−3s e os parâmetros modais identi�cados através

de um algoritmo baseado em Subespaços Estocásticos [77].

A discretização do domínio da viga foi realizada com as mesmas 4 malhas de�nidas

anteriormente: M3×10, M6×20, M12×40 e M24×80. Assim como no modelo GHM, es-

sas quatro malhas foram de�nidas para as classes de Elementos Finitos: CST, Q4, LST

e Q8. Na �gura 3.17 são apresentados esses Elementos Finitos, sendo representado os

deslocamentos físicos nodais, qi, e os deslocamentos de dissipação, q̂ai , que não possuem

sentido físico. Assim como no modelo GHM, os deslocamentos de dissipação nessa �gura

são ilustrados considerando apenas um termo na função de relaxação para efeito de repre-

sentação. Para o MVE-2 são adotados três termos na função h(s) portanto, a quantidade

de deslocamentos de dissipação dos Elementos Finitos obtidos para esse material é três

vezes maior. Comparando as �guras 3.3 e 3.17, que mostram as representações desses

elementos respectivamente para os modelos GHM e ADF, percebe-se que o número de

graus de liberdade dos elementos são iguais. As malhas para esses elementos são idênticas

àquelas para o modelo GHM, onde a �gura 3.4 apresenta alguns exemplos.

Seguindo procedimento idêntico àquele apresentado para o modelo GHM, é possível

obter os sinais apresentados na �gura 3.18. Nesta �gura são sobrepostos os sinais obtidos

com os quatro níveis de re�namento das malhas para cada elemento considerado. Assim

como no modelo GHM a convergência dos sinais é mais rápida para os elementos de ordem

quadrática.

Os parâmetros modais da estrutura foram identi�cados e sumarizados na tabela 3.6.

Essa tabela apresenta as frequências naturais e as taxas de amortecimento do primeiro

modo de vibração, esta tabela apresenta a média dos tempos de processamento de 20

simulações, realizadas na mesma máquina descrita na seção anterior, e as variações dos

parâmetros modais entre dois níveis de re�namento consecutivos das malhas. Como pode-

se ver, os resultados do modelo convergem em todos os casos, sendo as discretizações com

elementos de ordem quadrática aquelas que apresentam taxa de convergência maior.

A e�ciência dos elementos pode ser melhor visualizada através da �gura 3.19, que

apresenta comparações entre o número de graus de liberdade do sistema de equações do

modelo e a taxa de amortecimento obtida. Analisando essa �gura percebe-se que o resul-

tado obtido com a malha M3×10 utilizando elementos LST é semelhante aos resultados
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Figura 3.17: Elementos Finitos viscoelásticos obtidos com a formulação ADF.

Tabela 3.6: Convergência dos parâmetros modais fnat,1 e ξ1 para o modelo ADF.

Modelo Malha
fnat,1 ∆fnat,1 ξ1 ∆ξ1 Tempo de processamento
(Hz) (%) (%) (%) (s)

CST

M3×10 1,99 - 20,34 - 0,75
M6×20 1,77 11,0 19,52 4,0 1,07
M12×40 1,71 3,5 19,50 1,0 5,07
M24×80 1,69 1,2 19,44 0,3 37,81

LST

M3×10 1,69 - 19,56 - 0,86
M6×20 1,68 0,6 19,55 0,0 4,39
M12×40 1,68 0,0 19,56 0,0 26,00
M24×80 1,68 0,0 19,56 0,0 175,17

Q4

M3×10 2,20 - 21,06 - 0,38
M6×20 1,85 15,9 19,97 5,4 0,87
M12×40 1,74 5,9 19,64 1,7 4,10
M24×80 1,70 2,3 19,53 0,6 28,52

Q8

M3×10 1,67 - 19,53 - 0,63
M6×20 1,68 0,6 19,55 0,1 3,17
M12×40 1,68 0,0 19,55 0,0 20,34
M24×80 1,68 0,0 19,55 0,0 118,89
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(b) Elemento LST.
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(c) Elemento Q4.
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(d) Elemento Q8.
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Figura 3.18: Sinais típicos do deslocamento vertical na extremidade livre da viga utilizada
nas avaliações numéricas no domínio do tempo do modelo ADF.

obtidos com as malhas: M6×20 e elementos CST, M24×80 e elementos Q4 e M6×20 e ele-

mentos Q8. Para essas malhas os tempos médios de processamento são respectivamente:

0,86s, 1,07s, 28,52s e 0,63s.

3.2.2 Validação no domínio da frequência

Com o objetivo de validar o modelo ADF, comparações entre resultados teóricos e aqueles

obtidos via ADF serão comparados. Para tanto serão adotados os mesmos procedimentos

aplicados ao modelo GHM. O resultado teórico do sistema viscoelástico obtido via Análise
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Figura 3.19: Análise de convergência para o modelo ADF em termos da taxa de amorte-
cimento do primeiro modo.

direta no domínio da frequência é particularizado para o modelo ADF da seguinte forma:

[
−ω2M̄ + iωD̄ + K̄

] q

q̂a

 =

Pexp(iωt)

0

 , (3.3)

onde M̄, D̄, K̄ são, respectivamente, as matrizes de massa, amortecimento e rigidez, q

e q̂a são os vetores de deslocamentos e de dissipação do modelo ADF, obtidos com as

equações (2.49), P o vetor de forças e i =
√
−1.

Desta forma, pode-se validar o modelo ADF comparando-se os resultados obtidos

através das equações (2.77) e (3.3). A avaliação da variação entre as respostas do modelo e

da formulação teórica é feita ao comparar o erro entre essas respostas através do parâmetro

Eerro,FRF dado pela equação (3.2). A tabela 3.7 apresenta estes valores para cada um dos

casos considerados. Comparando os resultados das tabelas 3.5 e 3.7 percebe-se que as

diferenças entre as respostas teórica e do modelo ADF são menores que aquelas observadas

no modelo GHM.

Comparações grá�cas entre as respostas no domínio da frequência clássica e do modelo

ADF para a malha M24×80 estão apresentadas na �gura 3.20. Como os resultados da

tabela 3.7 já indicavam, as curvas obtidas com o modelo ADF e pela forma clássica são

muito próximas.
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Tabela 3.7: Erros obtidos nos testes de validação no domínio da frequência do modelo
ADF.

Malha
Eerro,FRF

CST LST Q4 Q8

M3×10 9, 8× 10−11 1, 1× 10−9 8, 4× 10−11 1, 9× 10−10

M6×20 5, 4× 10−10 2, 3× 10−9 4, 7× 10−10 1, 1× 10−9

M12×40 1, 6× 10−9 5, 9× 10−9 1, 8× 10−9 3, 4× 10−9

M24×80 6, 6× 10−9 2, 6× 10−8 7, 8× 10−9 1, 1× 10−8
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Figura 3.20: Comparações entre as respostas no domínio da frequência do modelo ADF
e a formulação clássica com diferentes elementos.
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3.2.3 Análise de sensibilidade aos parâmetros do modelo

Para avaliar a sensibilidade do modelo ADF à variações de seus parâmetros será estudado

o material MVE-2. Esse material possui três termos na equação que de�ne o Módulo

Complexo, dada por:

E∗(ω) = E∞

(
1 +

N∑
j=1

∆jiω

iω + Ωj

)
, (3.4)

onde N é o número de termos adotados, E∞, ∆j e Ωj são os parâmetros do modelo. Esses

parâmetros que de�nem as curvas de referência do material são aqueles apresentados na

tabela 3.2. As curvas que serão utilizadas como benchmark para esse material encontram-

se na �gura 3.1.

O estudo da in�uência das variações dos parâmetros que caracterizam o comporta-

mento mecânico do modelo ADF sobre as curvas que de�nem o Módulo Complexo, E ′(ω)

e η(ω), e os parâmetros modais resultantes (frequência natural e taxa de amortecimento)

será realizado seguindo os mesmos procedimentos executados com o modelo GHM. Testes

numéricos serão executados tomando como referência o MVE �ctício MVE-2 onde cada

parâmetro sofre variações correspondentes a ±15%, ±10% e ±5% do seu valor base.

Para isso, o domínio da viga é discretizado via Método dos Elementos Finitos utilizando

a malha M3×10 com elementos LST resultando em um modelo com 294 graus de liberdade

(gdl) físicos e 1620 gdl dissipativos, por ser a malha que apresentou resultados satisfatórios

e custo computacional reduzido na análise de convergência realizada na seção anterior. Nas

�guras 3.21 a 3.23 são apresentadas as variações dos valores do módulo de armazenamento

e do fator de perda em função dos parâmetros E
∞
, ∆1, ∆2, ∆3, Ω1, Ω2 e Ω3.

Na �gura 3.21 pode-se ver que ao variar E
∞
a curva E ′(ω) se desloca na vertical, já a

curva η(ω) não é in�uenciada por esse parâmetro.

Na �gura 3.22 estão apresentadas as curvas E ′(ω) e η(ω) obtidas com os valores base

dos parâmetros do modelo e as curvas obtidas ao variar cada um dos parâmetros ∆j. Em

relação as curvas E ′(ω) apresentadas nas �guras 3.22(a), 3.22(c) e 3.22(e), as variações

de ∆1, ∆2 e ∆3 são determinantes nos valores assintóticos dessas curvas. Analisando as

�guras 3.22(b), 3.22(d) e 3.22(f) percebe-se que variações nos parâmetros ∆j deslocam os

pontos de máximo da curva η(ω) na vertical.

Com relação aos parâmetros Ωj, pode-se dizer que, segundo as �guras 3.23, ao au-
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Figura 3.21: Sensibilidade das curvas de caracterização do modelo ADF em função da
variação do parâmetro E

∞
.

mentar esses valores, a curva E ′(ω) assume valores mais altos em frequências mais baixas.

Quanto a curva η(ω), ao aumentar esses parâmetros, os pontos de máximo dessa curva se

movem para frequências mais altas.

Outra característica importante que pode ser percebida através da análise das �gu-

ras 3.21 a 3.23 é que em relação a curva E ′(ω) os parâmetros do termo 1 (∆1 e Ω1) tem

maior in�uência sobre a região de 0 a 10Hz, os parâmetros do segundo termo (∆2 e Ω2)

na região de 100 a 10000Hz, enquanto que os parâmetros do terceiro termo (∆3 e Ω3) tem

maior in�uência sobre a região de 10 a 100Hz.

As �guras 3.24 a 3.26 mostram a variação da frequência de vibração do primeiro modo

de �exão (fnat,1) e a respectiva taxa de amortecimento (ξ1) da viga analisada com relação

a cada parâmetro que de�ne as curvas de E ′(ω) e η(ω) do material viscoelástico que

constitui a viga, sendo fnat,bm e ξbm, respectivamente, os valores da primeira frequência

natural e taxa de amortecimento da mesma considerando os valores base dos parâmetros.

Nestas �guras, pode-se ver que o parâmetro E
∞
exerce pouca in�uência sobre a taxa

de amortecimento e nenhuma sobre a frequência natural. Quanto aos parâmetros ∆j e

Ωj, esses exercem pouca in�uência sobre a primeira frequência natural, já em relação a

taxa de amortecimento, sua in�uência é signi�cativa.

Tendo em vista estas considerações, pode-se dizer que durante o processo de ajuste

de curvas deve-se priorizar o ajuste dos parâmetros ∆j e Ωj, uma vez que são esses que
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Figura 3.23: Sensibilidade das curvas de caracterização do modelo ADF em função da
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possuem maior in�uência sobre a forma da curva e sobre o amortecimento conferido a

estrutura.

Comparando os resultados obtidos nas análises feitas com os modelos GHM e ADF

pode-se perceber que, apesar de sua formulação ser diferente, eles apresentam comporta-

mentos muito semelhantes.
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Figura 3.24: Sensibilidade dos parâmetros modais em função da variação do parâmetro
E
∞
.
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Figura 3.25: Sensibilidade dos parâmetros modais em função da variação dos parâmetros
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3.3 Avaliações do modelo DF

3.3.1 Avaliação no domínio do tempo

Seguindo o mesmo procedimento utilizado nos modelos GHM e ADF, as avaliações no

domínio do tempo foram feitas com os sinais resposta ao submeter a viga a uma excitação

do tipo impacto conforme apresentado na �gura 3.2. As convergências da frequência na-

tural, fnat,1, e da taxa de amortecimento, ξ1, referentes ao primeiro modo foram avaliadas

ao realizar o re�namento da malha e ao aumentar a ordem dos elementos utilizados para

discretizar o domínio da estrutura. O comportamento dessa estrutura foi avaliado através

do algoritmo de Newmark modi�cado proposto por Glaucio et al. [75], por um intervalo

de tempo de 2s e com passo de tempo de ∆t = 1× 10−3s e considerando todo o histórico

de deslocamentos para avaliar a derivada de ordem fracionária. A identi�cação modal foi

realizada através do mesmo algoritmo baseado em Subespaços Estocásticos [77] utilizado

anteriormente.

A discretização do domínio da viga foi realizada com as mesmas 4 malhas de�nidas

anteriormente: M3×10, M6×20, M12×40 e M24×80; e as mesmas 4 classes de Elementos

Finitos: CST, Q4, LST e Q8. Na �gura 3.27 são apresentados esses Elementos Finitos.

Ao contrário dos modelos GHM e ADF, o modelo DF não acrescenta graus de liberdade

adicionais à formulação dos elementos. As malhas para esses elementos são idênticas

àquelas para os modelos estudados anteriormente.

Com essas malhas, a caracterização do MVE-3 e os Elementos Finitos apresentados

na �gura 3.27, foi possível obter os sinais apresentados na �gura 3.28. Nesta �gura são

sobrepostos os sinais obtidos com os quatro níveis de re�namento das malhas para cada

elemento considerado. Como pode ser visto, assim como nos modelos GHM e ADF, ao

re�nar a malha todos os sinais convergem, sendo a convergência mais rápida para os

elementos de ordem quadrática.

Os parâmetros modais da estrutura identi�cados com esses sinais estão sumarizados

na tabela 3.8. Esta tabela apresenta também a média dos tempos de processamento de 20

simulações, realizadas na mesma máquina descrita nas seções anteriores, e as variações dos

parâmetros modais entre dois níveis de re�namento consecutivos das malhas. Assim como

ocorreu nos modelos apresentados anteriormente, os resultados do modelo convergem em

todos os casos e as discretizações com elementos de ordem quadrática apresentam taxa
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Figura 3.27: Elementos Finitos viscoelásticos obtidos com a formulação DF.

de convergência maior, apesar dos tempos de processamento serem maiores.

Para avaliar visualmente a e�ciência dos elementos considerados, é apresentada na

�gura 3.29 comparações entre o número de graus de liberdade do sistema de equações do

modelo e a taxa de amortecimento identi�cada. Por essa �gura percebe-se que o resultado

obtido com a malha M3×10 utilizando elementos LST é equivalente aos resultados obtidos

com as malhas M24×80 e elementos CST, M24×80 e elementos Q4 e M3×10 e elementos

Q8, sendo, respectivamente, os tempos médios de processamento 54,77s, 88,49s, 93,13s e

7,63s.

3.3.2 Validação no domínio da frequência

A validação do modelo DF no domínio do tempo será realizada comparando as respostas

obtidas por esse modelo e a formulação clássica da mesma forma como a realizada para

os modelos GHM e ADF. Para isso, a equação que descreve o comportamento dinâmico
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Figura 3.28: Sinais típicos do deslocamento vertical na extremidade livre da viga utilizada
nas avaliações numéricas no domínio do tempo do modelo DF.

do modelo DF no domínio do tempo, apresentada na equação (2.69) e transcrita a seguir:

Mq̈(t) +K0
vq(t) +

E∞
E0

ταK0
vD

αq(t) = F(t), (3.5)

deve ser reescrita no domínio da frequência através da transformada de Fourier. Sabendo

que a transformada de Fourier da derivada de ordem fracionária α de uma função x(t) é

de�nida da seguinte forma:

F〈Dαx(t)〉 = (iω)αF〈x(t)〉, (3.6)
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Tabela 3.8: Convergência dos parâmetros modais fnat,1 e ξ1 para o modelo DF.

Modelo Malha
fnat,1 ∆fnat,1 ξ1 ∆ξ1 Tempo de processamento
(Hz) (%) (%) (%) (s)

CST

M3×10 1,69 - 17,37 - 4,52
M6×20 1,50 11,2 16,06 7,5 8,70
M12×40 1,45 3,3 15,85 1,3 23,65
M24×80 1,44 0,7 15,69 1,0 88,49

LST

M3×10 1,43 - 15,46 - 54,77
M6×20 1,43 0,0 15,71 1,5 134,64
M12×40 1,43 0,0 15,74 0,2 464,29
M24×80 1,43 0,0 15,75 0,1 1940,56

Q4

M3×10 1,87 - 18,64 - 4,56
M6×20 1,57 16,0 16,61 10,9 9,01
M12×40 1,48 5,7 15,95 3,4 24,24
M24×80 1,45 2,0 15,92 0,2 93,13

Q8

M3×10 1,43 - 15,50 - 7,63
M6×20 1,43 0,0 15,46 0,3 19,59
M12×40 1,43 0,0 15,44 0,1 72,12
M24×80 1,43 0,0 15,42 0,1 324,21

M3x10 M6x20 M12x40 M24x80
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Figura 3.29: Análise de convergência para o modelo DF em termos da taxa de amorteci-
mento do primeiro modo.
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então, aplicando a transformada de Fourier na equação (3.5) e re-arrangando os termos

tem-se:

[
−ω2M+K0

v

]
F〈q(t)〉+ (iω)α

E∞
E0

ταK0
vF〈q(t)〉 = F〈F(t)〉. (3.7)

Na equação (3.7) são conhecidos os termosM, K0
v e F(t), sendo q(t) e q(t) desconheci-

dos. Portanto, é necessário outra equação que relacione essas duas incógnitas e trata-se da

equação (2.73). Reescrevendo essa equação no domínio da frequência via Transformada

de Fourier tem-se:

q(t) =
E∞ − E0

E∞
q(t)− ταDαq(t);

F〈q(t)〉 =
E∞ − E0

E∞
F〈q(t)〉 − τα(iω)αF〈q(t)〉.

(3.8)

Com as equações (3.7) e (3.8) pode-se montar o seguinte sistema de equações que descreve

o comportamento do material no domínio da frequência:

−ω2M+K0
v

E∞
E0

ταK0
v

−E∞ − E0

E∞
I (1 + τα)I


F〈q(t)〉

F〈q(t)〉

 =

F〈F(t)〉

0

 , (3.9)

onde 0 e I são, respectivamente, as matrizes nula e identidade de mesma ordem que K0
v.

Utilizando as equações (2.77) e (3.9); a mesma viga engastada-livre e o mesmo carre-

gamento apresentados nas seções anteriores para a validação dos modelos GHM e ADF e;

as malhas M3×10, M6×20, M12×40 e M24×80 para elementos os elementos CST, LST,

Q4 e Q8 é, então, possível obter as FRFs do modelo DF e da formulação teórica.

A tabela 3.9 apresenta a variação entre as respostas obtidas pelo modelo DF e da

formulação teórica através do parâmetro Eerro,FRF , de�nido na equação (3.2). Analisando

essa tabela percebe-se que todos os erros são muito próximo de zero.

Comparações grá�cas entre as FRFs do modelo DF e da formulação teórica, para a

malha M24×80, são apresentadas na �gura 3.30. Como os resultados apresentados na

tabela 3.9 já indicavam, as curvas obtidas com o modelo DF e pela forma clássica são

muito próximas.
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Tabela 3.9: Erros obtidos nos testes de validação no domínio da frequência do modelo
DF.

Malha
Eerro,FRF

CST LST Q4 Q8

M3×10 1, 8× 10−11 2, 1× 10−10 3, 4× 10−11 7, 0× 10−11

M6×20 4, 4× 10−11 1, 6× 10−10 4, 6× 10−11 1, 4× 10−10

M12×40 1, 7× 10−10 2, 4× 10−9 2, 7× 10−10 5, 0× 10−10

M24×80 3, 1× 10−11 4, 7× 10−9 3, 9× 10−10 7, 3× 10−10
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Figura 3.30: Comparações entre as respostas no domínio da frequência do modelo DF e
a formulação clássica com diferentes elementos.
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3.3.3 Análise de sensibilidade aos parâmetros do modelo

Para avaliar a sensibilidade do modelo DF à variações de seus parâmetros será estudado

o material MVE-3. Esse material possui três termos na equação que de�ne o Módulo

Complexo, dada por:

E∗(ω) =
E0 + ταE∞(iω)α

1 + τα(iω)α
, (3.10)

onde E0, E∞, τ e α são os parâmetros do modelo. Os valores adotados para esses parâme-

tros são aqueles apresentados na tabela 3.3 e as curvas que de�nem o Módulo Complexo

desse material encontram-se na �gura 3.1.

A in�uência das variações dos parâmetros que caracterizam o comportamento mecâ-

nico do modelo DF sobre as curvas que de�nem o Módulo Complexo, E ′(ω) e η(ω), e

os parâmetros modais resultantes (frequência natural e taxa de amortecimento) será es-

tudada através do mesmo procedimento apresentado para os modelos GHM e ADF. Os

testes numéricos foram executados discretizando o domínio da viga com a malha M3× 10

com elementos LST resultando em um modelo com 294 graus de liberdade, sendo essa

discretização escolhida por ser aquela que apresentou melhor desempenho na análise de

convergência realizada nas seções anteriores. Nas �guras 3.31 a 3.34 são apresentadas as

variações dos valores do módulo de armazenamento e do fator de perda em função dos

parâmetros E0, E∞, τ e α.

Nas �guras 3.31 e 3.32 estão apresentadas as curvas E ′(ω) e η(ω) obtidas com os

valores base dos parâmetros do modelo e as curvas obtidas ao variar os parâmetros E0 e

E∞. Em relação as curvas E ′(ω) apresentadas nas �guras 3.31(a) e 3.32(a), as variações

desses parâmetros são determinantes nos valores assintóticos dessas curvas, E0 para baixa

frequência e E∞ para altas frequências. Analisando as �guras 3.31(b) e 3.32(b) percebe-se

que as variações nesses parâmetros in�uenciam a amplitude do ponto de máximo da curva

η(ω) na vertical. Quando E0 assume valores mais altos o valor máximo da curva η(ω)

diminui, o parâmetro E∞ apresenta efeito contrário.

Com relação ao parâmetro τ pode-se dizer que, segundo as �guras 3.33, ao aumentar

esses valores a curva E ′(ω) assume valores mais altos em frequências mais baixas. Quanto

a curva η(ω), ao aumentar esses parâmetros os pontos de máximo dessa curva se movem

para frequências mais baixas.
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Figura 3.31: Sensibilidade das curvas de caracterização do modelo DF em função da
variação do parâmetro E0.
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Figura 3.32: Sensibilidade das curvas de caracterização do modelo DF em função da
variação do parâmetro E∞.

Com relação ao parâmetro α, que tem sua in�uência sobre as curvas do Módulo Com-

plexo apresentadas na �gura 3.34, percebe-se que esse parâmetro tem in�uência sobre a

derivada da curva E ′(ω). Quando o parâmetro α assume valores mais altos, a derivada da

curva E ′(ω) também assume valores mais altos. Quanto a curva η(ω), ao aumentar esse

parâmetro o ponto de máximo dessa curva aumenta, assim como o módulo da derivada

ao redor deste ponto.
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Figura 3.33: Sensibilidade das curvas de caracterização do modelo DF em função da
variação do parâmetro τ .
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Figura 3.34: Sensibilidade das curvas de caracterização do modelo DF em função da
variação do parâmetro α.

A �gura 3.35 mostra a variação da frequência de vibração do primeiro modo de �exão

(fnat,1) e a respectiva taxa de amortecimento (ξ1) da viga analisada com relação a cada

parâmetro que de�ne as curvas de E ′(ω) e η(ω) do material viscoelástico que constitui

a viga, sendo fnat,bm e ξbm, respectivamente, os valores da primeira frequência natural e

taxa de amortecimento da mesma considerando os valores base dos parâmetros.

Nestas �guras, pode-se ver que os parâmetros τ e E∞ exercem pouca in�uência sobre
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a frequência natural; Entretanto, esses parâmetros exercem signi�cativa in�uência sobre

a taxa de amortecimento. Quanto aos parâmetros E0 e α, esses in�uenciam signi�cativa-

mente os parâmetros modais da estrutura. O parâmetro α é o que exerce maior in�uência

sobre a taxa de amortecimento, onde variações de 15% desse parâmetro acarretam em

variações de 30% na taxa de amortecimento.

Tendo em vista estas considerações, pode-se dizer que todos os parâmetros desse mo-

delo são determinantes para a correta simulação do comportamento dinâmico do MVE.

O parâmetro α é aquele que possui maior in�uência sobre o amortecimento conferido a

estrutura, sendo necessária maior atenção ao ajustar esse parâmetro no processo de ajuste

do modelo aos dados experimentais de caracterização.

Analisando as equações (2.69) e (2.75), percebe-se que os resultados do modelo DF

dependem da avaliação numérica da derivada de ordem fracionária dos deslocamentos

q(t). Nessa avaliação, o número de passos de tempo Nt é um fator determinante na apro-

ximação numérica da derivada de ordem fracionária. Portanto, esse parâmetro também

será investigado.

Avaliação do parâmetro Nt

A dissipação de energia no modelo DF é de�nida pela derivada de ordem fracioná-

ria presente na equação (2.75). Neste trabalho, esta derivada é escrita via de�nição de

Grünwald-Letnikov, apresentada na equação(2.59) e reescrita a seguir:

Dαx(t) ≈
(
t

N

)−α Nt∑
j=0

Aj+1x

(
t− j t

N

)
. (3.11)

Como pode ser visto nesta equação, a derivada de ordem fracionária depende do

histórico da função x(t), avaliado nos últimos Nt instantes de tempo. Para a avaliação

numérica da derivada com valores muito grandes de Nt, o espaço para armazenamento

do histórico da função e o custo computacional podem ser muito grandes, até mesmo

impeditivos. Apesar disso, analisando os coe�cientes Aj+1 percebe-se que eles assumem

valores muito pequenos para valores de j grandes, como pode ser visto na tabela 3.10.

Essa tabela apresenta alguns destes coe�cientes para diferentes valores de α. Analisando

essa tabela, percebe-se que os valores assumidos pela constante de Grünwald decrescem

rapidamente, por exemplo, para j = 999 esse coe�ciente assume valores com ordem de

grandeza entre 10−4 e 10−6.
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Figura 3.35: Sensibilidade dos parâmetros modais em função da variação dos parâmetros
E0, E∞, τ e α.

Com essa análise pode-se concluir que, segundo esse modelo, o material apresenta

�memória curta�. Portanto, a contribuição de instantes de tempo próximos ao ponto de
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Tabela 3.10: Coe�cientes de Grünwald, Aj+1, para diferentes valores de α e j.

j + 1
α

0, 1 0, 3 0, 5 0, 7 0, 9

1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
2 -0,1000 -0,3000 -0,5000 -0,7000 -0,9000
3 -0,0450 -0,1050 -0,1250 -0,1050 -0,0450
4 -0,0285 -0,0595 -0,0625 -0,0455 -0,0165
5 -0,0207 -0,0402 -0,0391 -0,0262 -0,8663×10−2

10 -0,8399×10−2 -0,0136 -0,0109 -0,5985×10−2 -0,1608×10−2

100 -0,5973×10−3 -0,5893×10−3 -0,2875×10−3 -0,9533×10−4 -0,1542×10−4

1000 -0,4695×10−4 -0,2914×10−4 -0,8937×10−5 -0,1863×10−5 -0,1893×10−6

7000 -0,5516×10−5 -0,2319×10−5 -0,4818×10−6 -0,6803×10−8 -0,4682×10−8

início de observação da função x(t) é pequena. De�nindo janela de observação do histórico

de uma função x(t) como o intervalo: J = [ta − L, ta), onde ta é o instante de tempo em

que a derivada Dα〈x(t)〉 será avaliada e L o tamanho da janela J . O efeito do tamanho da

janela de observação do histórico dos deslocamentos q(t) sobre a taxa de amortecimento

do primeiro modo de vibração, ξ1, da viga engastada-livre será avaliado para diferentes

valores de L.

Para isso, o modelo da viga será avaliado no domínio do tempo utilizando a malha

M3 × 10 com elementos LST, quando submetida a uma excitação do tipo impacto e os

deslocamentos verticais na extremidade livre da viga são observados por um tempo de

10s e com passo de ∆t = 1×10−3s. Quanto ao tamanho das janelas, esses serão de�nidos

em função do período da primeira frequência de vibração da estrutura, Tm1, de�nido da

seguinte forma:

Tm1 =
1

fnat,1
. (3.12)

Os tamanhos da janela de observação adotados são: 1
10
Tm1, 1

4
Tm1, 1

2
Tm1, Tm1, 5Tm1 e

10Tm1. Com essas de�nições é possível obter os sinais no tempo do modelo para cada

janela considerada e identi�car os parâmetros modais da estrutura através do algoritmo

de identi�cação baseado em subespaços estocásticos. Esses resultados são apresentados

na tabela 3.11.

Nessa tabela são apresentados os tamanhos das janelas consideradas em cada caso: em

termos dos L passos de tempo, da duração em segundos e da fração de Tm1; as frequências

naturais, fnat,1, e taxas de amortecimento, ξ1, para o primeiro modo de vibração da viga;
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Tabela 3.11: Convergência dos parâmetros modais fnat,1 e ξ1 ao variar Nt.
Janela fnat,1 Ef ξ1 Eξ Tempo de proces.

L Duração (s) Fração de Tm1 (Hz) (%) (%) (%) (s)

70 0,07 1/10 1,43 0,0 12,15 21,4 1,42
175 0,17 1/4 1,43 0,0 15,23 1,5 2,33
350 0,35 1/2 1,43 0,0 16,09 4,1 3,83
700 0,70 1 1,43 0,0 15,37 0,6 6,70
3500 3,50 5 1,43 0,0 15,50 0,3 31,74
7000 6,99 10 1,43 0,0 15,50 0,3 49,96

Histórico completo 1,43 - 15,46 - 54,77

os valores de referência dos parâmetros modais que foram obtidos tomando histórico

completo dos deslocamentos q(t) na avaliação da derivada de ordem fracionária; os erros

relativos entre fnat,1 e ξ1 obtidos considerando o histórico completo e aqueles obtidos com

as janelas de observação, Ef e Eξ respectivamente e; a média do tempo de processamento

de 20 simulações.

Analisando a tabela 3.11, percebe-se que não houve variações apreciáveis em termos

da frequência natural de vibração ao variar o tamanho das janelas. Quanto a taxa de

amortecimento, para janelas menores que Tm1 os erros oscilam. Para janelas maiores ou

iguais a Tm1 o erro diminui para menos de 1%. Comparações entre os sinais obtidos em

cada um dos casos considerados são apresentadas na �gura 3.36.
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4 ESTRATÉGIAS PARA AJUSTE DE

PARÂMETROS

Uma etapa muito importante para a simulação numérica do comportamento dinâmico dos

MVEs é a caracterização de suas propriedades dinâmicas, isto é, do módulo complexo.

Uma vez terminado os testes experimentais de caracterização, o próximo passo é o ajuste

dos parâmetros do modelo aos valores médios do módulo complexo em cada frequência

considerada. Os processos de ajuste de curvas mais tradicionais são os métodos de Míni-

mos Quadrados e Mínimos quadrados não-linear [78, 79] como pode ser visto nos trabalhos

de Hillstrom et al. [80], Barbosa e Farage [53] e Felippe et al. [54]. Em modelos como o

GHM e ADF pode ser necessário um número elevado de parâmetros para obter uma boa

correlação com os dados experimentais, sendo necessária uma grande quantidade de pon-

tos experimentais para obter bons resultados. Quando se utiliza o Método ASTM para

a caracterização do material, que é um dos mais difundidos, frequentemente o conjunto

de pontos experimentais é pequeno o que pode tornar o emprego desses algoritmos pouco

e�ciente.

Como se pode observar nas análises de sensibilidade realizadas, as variações dos pa-

râmetros dos modelos in�uenciam de forma diferenciada as curvas do módulo complexo

e as respostas modais (as frequências naturais e as respectivas taxas de amortecimento).

Portanto, um bom ajuste das curvas do modelo aos dados experimentais é imprescindí-

vel para representar o correto comportamento da estrutura. Algoritmos inspirados na

natureza, como algoritmos genéticos (AG), enxame de partículas (Particle Swarm Opti-

mization - PSO) e redes neurais arti�ciais (RNA), que tradicionalmente são aplicados a

problemas de otimização, mostram-se uma alternativa atraente para aplicação neste tipo

de problema por serem robustos o su�ciente para ajustar, teoricamente, qualquer curva a

um conjunto de dados independente do tamanho desse conjunto.

Neste capítulo, o problema de ajuste de curvas será discutido e essas estratégias,

aplicadas ao ajuste de curvas do modelo GHM, serão apresentadas e discutidas. Uma vez

que o objetivo deste capítulo é a avaliação do método de ajuste, não serão apresentados os

resultados de ajustes para os métodos ADF e DF, já que resultados semelhantes àqueles
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obtidos via GHM puderam ser observados.

4.1 O problema de ajuste de curvas

Tradicionalmente o problema de ajuste de curvas trata da busca dos coe�cientes de uma

função com forma de�nida, com o objetivo de minimizar a distância entre a função e um

conjunto de pontos dado. Este problema que vai além dos procedimentos e algoritmos para

determinar os coe�cientes desconhecidos, procura balancear a acurácia e a simplicidade

da curva ajustada.

Esse balanceamento é importante uma vez que uma função com um número elevado

de coe�cientes, ou termos no caso de funções de�nidas por séries, não irá garantir um

excelente ajuste ao conjunto de dados. A curva pode �car ajustada em demasia, podendo

levar o modelo a perder sua função preditiva e não capturar as tendências e regularidades

do conjunto de pontos ou, até mesmo, impedir que o ajuste seja realizado, dependendo do

algoritmo escolhido. Ao contrário, tomando poucos coe�cientes, falsas suposições sobre

o verdadeiro comportamento do modelo podem ser feitas. Pode-se dizer, então, que

a melhor escolha seria um modelo simples (com poucos parâmetros) que apresente um

ajuste aceitável ao conjunto de dados.

Uma forma de realizar o balanceamento de forma quantitativa é atribuindo métricas

para medir esses parâmetros. A simplicidade pode ser medida pelo número de coe�cientes

da curva ou pelo número de termos no caso de a curva ser de�nida por uma série. A

forma usual de avaliar quantitativamente a acurácia é através da função erro dada pela

equação (4.1):

f(X) =

√√√√Npts∑
i=1

(
h(X, ωi)− hi

)2
, (4.1)

onde ωi é a i-ésima abscissa do conjunto de dados; h(X, ωi) é a equação a ser ajustada,

escrita como uma função de seus parâmetros, que estão contidos no vetor X, e ωi; hi é a

i-ésima ordenada dos dados e; Npts o número de pontos no conjunto de dados.

O ajuste de curvas é uma atividade preliminar a várias técnicas de modelagem e solu-

ção de problemas, por exemplo, simulações, modelagem preditiva e inferência estatística.

A modelagem de MVEs não é diferente. Antes de qualquer simulação, os parâmetros
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do modelo devem ser determinados. Quando estes materiais são viscoelásticos, não se

trata mais do ajuste de uma curva, mas duas curvas, uma para o módulo de armazena-

mento e outra para o fator de perda. Para o modelo GHM essas curvas são dadas pelas

equações (4.2) e (4.3):

G′(ω) = G0 +
N∑
j=1

αj
ω2(ω2 − δj + β2

j )

(δj − ω2)2 + β2
jω

2
, (4.2)

η(ω) =
N∑
j=1

αjβjδjω

(δj − ω2)2 + β2
jω

2

1

G′(ω)
; (4.3)

Para o modelo ADF as equações são:

G′(ω) = G0

(
1 +

N∑
j=1

∆j
(ω/Ωj)

2

1 + (ω/Ωj)
2

)
e (4.4)

η(ω) =

N∑
j=1

∆j
ω/Ωj

1 + (ω/Ωj)
2

1 +
N∑
j=1

∆j
(ω/Ωj)

2

1 + (ω/Ωj)
2

; (4.5)

E para o modelo DF as equações das curvas do módulo complexo são:

G′(ω) =
G0 + (G∞ +G0)(ωτ)α cos(πα/2) +G∞(ωτ)2α

1 + 2(ωτ)α cos(πα/2) + (ωτ)2α
e (4.6)

η(ω) =
(G∞ +G0)(ωτ)α sin(πα/2)

G0 + (G∞ +G0)(ωτ)α cos(πα/2) +G∞(ωτ)2α
. (4.7)

Como o comportamento destes modelos são descritos por duas equações, a equa-

ção (4.1) deve ser reescrita na seguinte forma:

f(X) = ψ1

√√√√Npts∑
i=1

(
G′(X, ωi)−G′i

)2
+ ψ2

√√√√Npts∑
i=1

(η(X, ωi)− ηi)
2, (4.8)

onde ψ1 e ψ2 são pesos para ajustar as magnitudes dos valores assumidos pelas funções

G′(ω) e η(ω). Os valores destes pesos são facilmente determinados, quando se deseja dar
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a mesma importância para o ajuste de ambas as equações, fazendo:

ψ1 = 1

ψ2 =
max(G′i)

max(ηi)
,

(4.9)

ou

ψ1 =
max(ηi)

max(G′i)

ψ2 = 1.

(4.10)

4.2 Algoritmos Genéticos

Os Algoritmos Genéticos (AG) procuram imitar o processo evolutivo presente na teoria

de Darwin, onde, a partir de uma população inicial, os indivíduos se combinam e sofrem

mutação ao longo do tempo, levando esta população inicial a uma con�guração mais

evoluída, a um ponto ótimo. Os Algoritmos Genéticos foram inicialmente descritos por

Holland [81] e estudado em seguida por outros pesquisadores, sendo os de maior destaque:

De Jong [82], Goldberg et al. [83] e Davis [84]. Trata-se de um método heurístico de

otimização, que procura por um ponto que minimize uma dada função, a função objetivo.

Uma vez que o problema de ajuste de curvas busca por um conjunto de parâmetros que

minimizem a distância entre um conjunto de pontos e a curva a ser ajustada, os algoritmos

genéticos podem ser aplicados a este problema de forma direta, como o apresentado por

Manela et al. [85], Gulsen et al. [86] e Morbiducci et al. [87].

Sob o paradigma evolucionista de Darwin, ao invés de gerar uma sequência de solu-

ções candidatas uma-a-uma, uma população de possíveis soluções é mantida. Durante o

processo evolutivo, a cada iteração do algoritmo, ou geração, os indivíduos da população

são classi�cados segundo sua aptidão isso é, avaliados segundo a função objetivo. Em

seguida os melhores são selecionados para procriar (crossover) criando novos membros

para substituir aqueles com pior desempenho na próxima geração. Novos indivíduos são

obtidos também ao impor mutações a alguns dos elementos da geração atual. Por �m,

alguns dos melhores indivíduos são mantidos na população (Elitismo). Um sumário deste
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processo é apresentado no algoritmo 1.

Algoritmo 1: Algoritmo genérico para AG.

1 Gerar aleatoriamente a população inicial;

2 Calcular a aptidão dos indivíduos;

3 repita

4 Ordenar a população segundo sua aptidão;

5 Selecionar os melhores indivíduos (Elite);

6 Selecionar indivíduos para crossover;

7 Gerar �lhos;

8 Gerar mutantes;

9 Substituir a população antiga pelos novos indivíduos;

10 até Atingir algum critério de parada;

11 Selecionar o melhor indivíduo.

O funcionamento de um Algoritmo Genético é de�nido, basicamente, através dos ope-

radores de crossover, mutação e elitismo; no método de seleção de indivíduos para repro-

dução e; na forma com que o cromossomo é implementado. Como esses elementos já são

amplamente discutidos na literatura, seus detalhes não serão pormenorizados neste texto,

�cando a título de referência os textos clássicos de De Jong [82], Holland [81], Goldberg

et al. [83] e Davis [84].

A aplicação de um Algoritmo Genético em um problema de ajuste de curvas é direta.

Neste caso, cada indivíduo é uma ênupla dos diversos parâmetros que de�nem a curva a

ser ajustada, o vetor X, e a avaliação desses indivíduos é feita através da equação (4.8)

onde, quanto menor o valor obtido, mais próximo o ajuste estará dos dados experimentais.

4.3 Enxame de partículas

Algoritmos de enxame de partículas têm sido aplicados a problemas de ajuste de curvas

por vários pesquisadores, dentre os quais pode-se citar: Adi e Shamsuddin [88], Islam

et al. [89] e Gálvez e Iglesias [90]. Este tipo de algoritmo foi proposto inicialmente por

Kennedy e Eberhart [91], in�uenciados pelo trabalho de Heppner e Grenander [92] que

trata o comportamento de um grupo de pássaros procurando por milho. Da observação
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do comportamento desses grupos, veri�cou-se que este é in�uenciado pela experiência

individual acumulada por cada indivíduo bem como pela experiência do grupo.

Em um algoritmo PSO um dado número de entidades, as partículas, é distribuído de

forma aleatória sobre o espaço de busca de um dado problema. Cada partícula então

determina a direção e velocidade com que se movimentará combinando aspectos de sua

atual posição e melhor posição histórica, com aqueles de uma ou mais partículas do bando

e perturbações aleatórias. A próxima iteração se inicia após todas as partículas assumirem

sua nova posição e, então, são determinadas novas direções e velocidades. Este processo

é repetido até que as partículas encontrem o ponto ótimo do espaço de busca ou algum

critério de parada seja atendido.

Cada partícula é composta por um vetor que contém a posição atual, xi, um vetor

com a melhor posição histórica da partícula, pi, e a velocidade atual,
−→v i. A cada iteração

é avaliada a aptidão das partículas através da função objetivo. Caso a posição atual seja

melhor que o melhor desempenho histórico de todas as partículas então, o desempenho é

armazenado em pbest e a posição em pg [93]. No algoritmo 2 encontra-se um pseudocódigo

deste processo.

Algoritmo 2: Algoritmo genérico para PSO.

1 Gerar aleatoriamente a população inicial (posição e velocidades);
2 repita
3 Avaliar as partículas segundo sua aptidão;
4 Comparar as aptidões da população com pbest ;
5 se alguma aptidão for melhor que pbest então
6 Atualizar pbest e pg;
7 �m
8 Alterar a velocidade e posição das partículas;
9 até Atingir algum critério de parada;
10 Selecionar o melhor indivíduo.

As velocidades e posições das partículas podem ser alteradas de acordo com o proposto

por Shi e Eberhart [94] como pode ser visto nas equações (4.11) e 4.12, respectivamente:

vi = wvi + U (0, φ1)⊗ (pi − xi) + U (0, φ2)⊗ (pg − xi) , (4.11)

xi = xi + vi, (4.12)
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onde vi e xi são a velocidade e posição da partícula i, pi é a sua melhor posição histórica

e pg é a melhor posição histórica de todas as partículas; U (0, φi) representa um vetor de

números aleatórios distribuídos uniformemente no intervalo [0, φi], que é gerado a cada

iteração para cada partícula; os parâmetros φ1 e φ2 balanceiam a importância das posições

históricas da partícula i e pg, respectivamente. O parâmetro w pode ser interpretado como

a inércia da partícula e; ⊗ representa a multiplicação de dois vetores termo a termo. As

componentes dos vetores velocidade são limitadas pelos valores contidos no vetor vmax;

Se alguma componente j, vi(j), do vetor velocidade exceder vmax(j) então, a velocidade

vi(j) é tomada como vmax(j).

A equação (4.11) pode ser entendida como uma versão genérica da equação original

para atualização da velocidade proposta por Kennedy e Eberhart [91], tomando w = 1

nessa equação ela se reduz a aquela proposta originalmente. O uso da equação original

faz com que o algoritmo tenda, prematuramente, para as primeiras melhores posições

encontradas.

Como pode ser visto, o algoritmo PSO possui menos parâmetros a serem ajustados

do que um AG. Para um algoritmo simples, estes parâmetros são: número máximo de

iterações, número de partículas, w, φ1, φ2 e vmax.

O tamanho da população de partículas, bem como o número máximo de iterações,

deve ser ajustado de acordo com a complexidade do problema. Segundo Poli et al. [93] o

tamanho da população, usualmente, varia entre 20 e 50 partículas.

O parâmetro inércia foi estudado por Shi e Eberhart [94], buscando reduzir a impor-

tância de vmax, ou mesmo eliminar este ultimo parâmetro. As estratégias mais comuns de

utilização deste parâmetro são mantê-lo constante [91, 94] ou variar seu valor linearmente

ao longo das iterações [95].

Os parâmetros φ1 e φ2 determinam a magnitude das forças aleatórias na direção de

pi e pg. Estes parâmetros são chamados de coe�cientes de aceleração e exercem grande

in�uência no comportamento do algoritmo.

Assim como o tamanho da população e o número de iterações, os valores limites de

velocidade dependem do problema a ser tratado. Podendo ser tomados como os compri-

mentos de cada componente do espaço de busca.

Da mesma forma que um Algoritmo Genético, a aplicação da otimização via PSO em

um problema de ajuste de curvas é direta. Neste caso, a posição de cada partícula é
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uma ênupla dos diversos parâmetros que de�nem a curva a ser ajustada, o vetor X da

equação (4.8), e a avaliação dessas partículas é feita através da equação (4.8).

4.4 Redes Neurais Arti�ciais

Redes Neurais Arti�ciais (RNA) se apresentam como uma metodologia alternativa na

qual o algoritmo determina a solução de um problema com base no conhecimento adqui-

rido através de um conjunto de exemplos. A diferença fundamental entre RNA e outros

algoritmos é sua habilidade em generalizar conhecimento a novos dados não conhecidos.

A ideia da computação neural é baseada no modelo matemático de um neurônio biológico.

Esse modelo recebe um sinal de entrada, x, onde cada componente xi deste sinal é

multiplicada por um peso, wi. A seguir, todas essas componentes multiplicadas e um

parâmetro adicional, b, o bias, são somados, produzindo o sinal υ. A saída, y, é, então,

gerada aplicando υ em uma função de ativação, ϕ (υ). A representação grá�ca desse

modelo de neurônio é apresentada na �gura 4.1.
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Figura 4.1: Modelo de um neurônio (Adaptado de [96]).

Um neurônio simples não é capaz de aprender e generalizar problemas complexos, mas

ao estender esse modelo para uma rede neural arti�cial essa limitação é superada. Uma

rede neural arti�cial é obtida ao associar neurônios segundo uma arquitetura especí�ca.

Um tipo de arquitetura relativamente simples e de uso bem difundido é conhecida como

Perceptron de múltiplas camadas (Multi Layer Perceptron - MLP). Uma MLP é uma

rede organizada em camadas como ilustrado na �gura 4.2. Nesta �gura, cada círculo

representa um neurônio e as setas as ligações entre eles. A rede MLP ilustrada recebe

um sinal de entrada com três componentes, possui quatro neurônios na camada oculta,

dois na camada de saída e um sinal de saída com duas componentes. Desta forma, o sinal
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de entrada é apresentado a todos os neurônios da primeira camada. Por sua vez, cada

neurônio dessa camada produz uma saída, que formam o sinal de entrada dos neurónios

da camada seguinte. Esse processo se repete por todas as camadas da rede até que se

obtenha o sinal de saída.
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Figura 4.2: Perceptron de múltiplas camadas (Adaptado de [96]).

Os pesos e biases deste tipo de rede são determinados através dos chamados algoritmos

de treinamento. De forma genérica, esses algoritmos tem o seguinte funcionamento: os

valores dos pesos e biases são inicializados de forma aleatória; Os sinais do conjunto de

exemplos são apresentados a rede; As saídas obtidas são comparadas com as respectivas

saídas desejadas do conjunto de exemplos; Aplica-se uma correção sobre os pesos e biases;

Esse processo é repetido até satisfazer algum critério de convergência. Usualmente, o

conjunto de exemplos é dividido em dois grupos: um de treinamento, que é utilizado no

treinamento da rede, isto é, ele é utilizado para realizar as correções nos pesos e biases da

rede e; um de validação, que é utilizado para avaliar o desempenho da rede.

Assim como as técnicas anteriores, a aplicação de uma Rede Neural Arti�cial em um

problema de ajuste de curvas é direta. Neste caso, o sinal de entrada da rede são os

parâmetros da curva a ser ajustada, contidos no vetor X (equação (4.8)), os conjuntos

de treinamento e validação são compostos por curvas geradas arti�cialmente, sendo a

avaliação da rede treinada feita através da equação (4.8).
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4.5 Avaliação das estratégias para ajuste de curvas

A avaliação das três estratégias apresentadas quando aplicadas a problemas de ajuste de

curvas será realizada através de uma busca pelos parâmetros dos algoritmos que produ-

zem os melhores resultados. Para conhecer o desempenho dessas metodologias os testes

numéricos foram conduzidos variando os seus parâmetros. Para isso foram considera-

dos os dados de caracterização do MVE VHB4955, produzido pela 3M, apresentados por

Borges [43] e transcritos na tabela 4.1.

Tabela 4.1: Conjunto de dados utilizados nos testes de performance.
Frequência (Hz) G′(ω) (MPa) η(ω)

11,17 0,895 0,629
62,58 1,204 0,801
178,88 2,468 0,808
538,38 2,687 1,036
800,50 3,334 0,607

Como as estratégias apresentadas nas seções anteriores são baseadas em heurísticas,

os testes foram conduzidos realizando 400 rodadas independentes para cada con�guração

adotada, sendo registrado ao �nal de cada rodada o melhor ajuste encontrado. A qualidade

de cada ajuste foi determinada segundo a equação (4.8) adotando: ψ1 = 1 e ψ2 = 3, 2181×

106. As curvas a serem ajustadas são as curvas do modelo GHM, que são apresentadas

pelas equações (4.2) e (4.3), considerando três termos na função de relaxação.

4.5.1 Avaliação do Algoritmo Genético

A avaliação dos parâmetros da estratégia Algoritmo Genético foi conduzida considerando

uma população de 200 indivíduos e o número de gerações máximo 500. Foi conside-

rado também que 80% dos indivíduos das novas gerações foram gerados via crossover; 2

indivíduos da nova geração são indivíduos de Elite e; 38 elementos obtidos via mutação.

Além destes parâmetros foram consideradas as codi�cações real e binária para os

cromossomos. Com a codi�cação real foram avaliados os seguintes operadores de crossover:

Heurístico, Aritmético, Simples e de Dois pontos. Já a codi�cação binária foi avaliada

com os seguintes operadores: Simples, Dois pontos e Múltiplo. Os algoritmos de seleção

para ambas as codi�cações foram: por Torneio, Roleta e Stochastic Universal Sampling

(SUS).
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A �gura 4.3(a) apresenta os valores médios das avaliações da função objetivo, f(X),

(equação (4.8)) para cada con�guração considerada utilizando codi�cação real. Já a ta-

bela 4.2 apresenta, além sos valores médios das avaliações com a função f(X), x̄, os desvios

padrões, σ, valores mínimo e máximo para as con�gurações consideradas. Uma vez que

a função objetivo mede a distância entre a curva ajustada e os pontos experimentais,

quanto menor for o valor avaliado por esta função mais preciso será o ajuste. Portanto,

como pode ser visto na �gura 4.3(a) e na tabela 4.2, quando o AG foi avaliado utilizando

o operador crossover Dois pontos obteve-se o melhor desempenho em relação ao valor

médio. O algoritmo de seleção que apresentou o melhor resultado foi o por Torneio.

Para o caso de codi�cação binária os resultados estão apresentados na �gura 4.3(b) e

na tabela 4.3. Pode-se ver, nesta �gura, que os melhores resultados foram obtidos com

o algoritmo de seleção por Roleta com o operador de crossover múltiplo. No geral, os

resultados obtidos nas diferentes combinações foram piores que aqueles obtidos com a

codi�cação real.
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Figura 4.3: Comparações entre os valores das avaliações médias de f(X) para a estratégia
AG e curvas do modelo GHM.

4.5.2 Avaliação do algoritmo de Enxame de Partículas

Os parâmetros desta metodologia foram avaliados através de testes numéricos variando-se

alguns parâmetros do algoritmo. Os testes foram conduzidos considerando uma população
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Tabela 4.2: Sumário de resultados para AG com codi�cação real e curvas do modelo
GHM.

Algoritmo de seleção Operador crossover x̄ σ Mínimo Máximo

Torneio

Heurístico 0,9595 0,1537 0,6462 1,4028
Aritmético 1,8042 0,2671 0,8094 2,8821
Simples 0,8641 0,1611 0,6510 1,3765

Dois pontos 0,7614 0,1142 0,6480 1,3695

Roleta

Heurístico 0,9643 0,1475 0,6485 1,5767
Aritmético 1,6439 0,2949 0,7288 2,1053
Simples 1,0179 0,1981 0,6613 1,7216

Dois pontos 0,9235 0,1855 0,6193 1,5230

SUS

Heurístico 0,9657 0,1354 0,6698 1,4137
Aritmético 1,6324 0,2877 0,7844 2,0873
Simples 1,0144 0,1863 0,6580 1,3811

Dois pontos 0,9061 0,1909 0,6714 1,2997

Tabela 4.3: Sumário de resultados para AG com codi�cação binária e curvas do modelo
GHM.

Algoritmo de seleção Operador crossover x̄ σ Mínimo Máximo

Torneio
Simples 2,3591 0,0946 2,1288 2,4331

Dois pontos 2,2909 0,5085 0,9583 3,1652
Múltiplo 2,1739 1,1609 0,1934 5,7180

Roleta
Simples 2,0988 0,4380 0,6389 3,0306

Dois pontos 2,0772 0,4150 0,6363 3,1652
Múltiplo 2,2950 1,2147 0,4906 7,1010

SUS
Simples 1,5356 0,0552 1,5110 1,7234

Dois pontos 1,5955 0,0500 1,5780 1,7997
Múltiplo 5,9894 0,1759 5,9341 6,7681

de 50 indivíduos e o número de iterações máximo 500. Duas estratégias foram consideradas

para o parâmetro de inércia, w: o parâmetro foi mantido constante ao longo das iterações

(fazendo w = 1 e w = 0, 7) e impondo uma variação linear decrescente durante o processo

(variando de 0,9 a 0,4).

Foram consideradas nove combinações dos parâmetros φ1 e φ2: φ1 = 0, 5 e φ2 =

{3, 5, 3, 0, 2, 5}; φ1 = 1, 0 e φ2 = {3, 0, 2, 5, 2, 0} e; φ1 = 2, 0 e φ2 = {2, 0, 1, 5, 1, 0}.

E as velocidades máximas foram adotadas, em todos os casos, igual ao comprimento de

cada componente do espaço de busca [91, 97].

Os resultados obtidos com as con�gurações consideradas estão compilados na �gura 4.4

em termos dos valores médios das avaliações com a função objetivo, f(X). As tabelas 4.4

a 4.6 apresentam, além dos valores médios das avaliações da função objetivo, x̄, os desvios

padrões, σ, valores mínimo e máximo para as diferentes con�gurações avaliadas. Como
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pode ser visto, em geral, os melhores resultados foram obtidos quando w = 0, 7, φ1 = 2, 0,

φ2 = 1, 0.

0,5 1,0 2,0
0

1

2

Φ1

f(
X

) 
m

é
d

io

(a) w = 0, 7

0

1

2

f(
X

) 
m

é
d

io

0,5 1,0 2,0
Φ1

(b) w = 1, 0

0

1

2

f(
X

) 
m

é
d

io

0,5 1,0 2,0
Φ1

(c) Variação linear de w

Φ =3,5
2

Φ =3,0
2

Φ =2,5
2

Φ =2,0
2

Φ =1,5
2

Φ =1,0
2

Figura 4.4: Comparações entre os valores das avaliações médias de f(X) para a estratégia
PSO e curvas do modelo GHM.

Tabela 4.4: Sumário dos resultados para o ajuste de curvas com PSO e inércia constante
(w = 0, 7).

φ1 φ2 x̄ σ Mínimo Máximo

0,5
3,5 0,8086 0,3753 0,6652 1,9667
3,0 0,7462 0,2567 0,6207 1,9588
2,5 0,8120 0,3439 0,6403 2,0698

1,0
3,0 0,7523 0,2422 0,6425 2,0493
2,5 0,7593 0,2500 0,5697 2,1007
2,0 0,8215 0,3524 0,5961 2,0730

2,0
2,0 0,7582 0,2093 0,5784 1,8593
1,5 0,7758 0,2732 0,6456 2,0439
1,0 0,7413 0,1799 0,6086 1,5703
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Tabela 4.5: Sumário dos resultados para o ajuste de curvas com PSO e inércia constante
(w = 1, 0).

φ1 φ2 x̄ σ Mínimo Máximo

0,5
3,5 2,3868 1,5050 0,8149 9,8310
3,0 2,1213 1,3585 0,9579 8,0392
2,5 2,3258 1,5796 0,8375 12,7522

1,0
3,0 2,3983 2,1578 0,8911 18,9029
2,5 2,0601 1,5784 0,8114 12,0734
2,0 2,1653 1,0075 0,7643 8,1628

2,0
2,0 2,1117 0,9144 0,7799 5,6183
1,5 2,3949 1,5498 1,0532 11,1350
1,0 2,2371 1,2089 0,9816 10,8480

Tabela 4.6: Sumário dos resultados para o ajuste de curvas com PSO e variação linear
da inércia.

φ1 φ2 x̄ σ Mínimo Máximo

0,5
3,5 2,2703 1,6684 0,7421 10,0660
3,0 1,5225 0,6181 0,7350 4,3970
2,5 1,1376 0,4625 0,6467 2,1193

1,0
3,0 1,9739 1,8682 0,7222 18,9324
2,5 1,2583 0,4680 0,6516 2,2158
2,0 0,9423 0,4172 0,6456 2,1411

2,0
2,0 1,3869 0,5662 0,6551 3,9395
1,5 0,9742 0,3674 0,6456 2,2037
1,0 0,8966 0,3810 0,6456 2,1149

4.5.3 Avaliação da Rede Neural Arti�cial

No caso da RNA, foi investigado qual é a melhor con�guração de neurônios e camadas e

qual o algoritmo de treinamento apresenta os melhores resultados. Neste caso, o objetivo

dos testes é encontrar a melhor distribuição de neurônios na rede MLP para aproximar os

coe�cientes das equações do modelo GHM. Para isso, um conjunto com 400 pares únicos

de sinais de entrada e seus correspondentes sinais de saída foi utilizado para treinar a

rede. Este conjunto de treino foi gerado tomando alguns dos melhores ajustes obtidos

durante os testes com os algoritmos AG e PSO.

Como são cinco pontos de caracterização, cada sinal de entrada da rede possui 10

elementos, onde a primeira metade são os valores da função G′(ω) avaliados nas mesmas

frequências dos dados de caracterização, ver tabela 4.1, e a segunda metade são os valores

da função η(ω) avaliados nestas mesmas frequências. Os sinais de saída possuem um
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elemento para cada parâmetro a ser ajustado, no caso 10.

Dentre os algoritmos de treinamento de redes MLP, três dos mais utilizados serão

usados durante os testes: Gradient descent backpropagation (GD) [98]; Scaled conjugate

gradient backpropagation (SCG) [99] e; Resilient backpropagation (RP) [100]. A função

de ativação adotada, ϕ (υ), foi a função tangente hiperbólica dada por:

ϕ (υ) =
eυ − e−υ

eυ + e−υ
. (4.13)

Antes de iniciar as seções de treinamento, cada elemento do conjunto de treinamento

(sinais de entrada e saída) foi normalizado no intervalo [−1, 1], para evitar que os valores

apresentados a função de treinamento se aproximassem das regiões vizinhas das suas

assíntotas.

As redes foram avaliadas em duas con�gurações diferentes: 1) com uma camada oculta

e dez neurônios na camada de saída (X-10) e; 2) com duas camadas ocultas e dez neurônios

na camada de saída (X-Y-10). A rede com uma camada oculta foi avaliada considerando

5, 10, 20, 50, 100, 150, 300, 500 e 1000 neurônios na camada oculta (X) e a rede com

duas camadas ocultas foi avaliada considerando: 10, 20, 40 e 80 neurônios na primeira

camada oculta (X) e 5, 10, 50, 100 e 150 neurônios na segunda camada oculta (Y). Os

resultados das seções de treinamento estão sumarizados nas �guras 4.5 e 4.6. Nestas

�guras são apresentados os melhores resultados da avaliação de f(X) para cada uma das

con�gurações consideradas.
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Figura 4.5: Sumário dos resultados para o ajuste de curvas via RNA, com uma camada
oculta e curvas do modelo GHM.

Como se pode ver nessas �guras, os resultados indicam que conforme são adicionados

neurônios nas camadas ocultas, em geral, o desempenho das redes melhora. Contudo, se

essa quantidade for grande, isto é, a complexidade da rede aumentar muito, o desempenho
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Figura 4.6: Sumário dos resultados para o ajuste de curvas via RNA, com duas camadas
ocultas e curvas do modelo GHM.

piora em alguns casos. Os resultados numéricos que deram origem as �guras 4.5 e 4.6 são

apresentados nas tabelas 4.7 a 4.8, para melhor análise dos resultados.

Com o algoritmo de treinamento SCG foram obtidos os melhores resultados e o al-

goritmo GD apresentou o pior desempenho. Quanto ao número de camadas ocultas, o
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Tabela 4.7: Sumário dos resultados para o ajuste de curvas com RNA e uma camada
oculta.

Número de neurônios Algoritmo de treinamento
na camada oculta GD SCG RP

5 1,3714 1,6337 6,7629
10 2,4128 1,7292 5,2270
20 1,7368 1,4279 2,3845
50 2,5799 1,4204 2,7298
100 1,7644 1,3536 4,2802
150 2,0271 1,4429 6,9258
300 2,7480 1,7052 4,4858
500 2,4914 1,4233 1,0045
1000 5,6106 1,5056 2,0564

desempenho quando considerado apenas uma camada foi melhor. O melhor ajuste foi ob-

tido usando o algoritmo de treinamento SCG aplicado a uma rede com uma única camada

oculta e utilizando 100 neurônios nessa camada, sendo o valor obtido ao avaliar f(X) de

1,3536.

Comparando as três estratégias para ajuste de curvas, percebe-se que a RNA apresenta

o pior desempenho. Já o algoritmo PSO foi o que apresentou os melhores resultados.
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Tabela 4.8: Sumário dos resultados para o ajuste de curvas com RNA e duas camadas
ocultas.

Número de neurônios Algoritmo de treinamento
nas camadas ocultas

GD SCG RP
1a camada 2a camada

10

5 4,9360 3,8819 1,6080
10 2,4527 1,7097 3,2626
50 3,1898 2,2231 4,8851
100 3,0038 4,2785 4,5510
150 2,4263 2,2816 2,3395

20

5 3,0884 1,7647 1,9409
10 4,8037 1,7912 2,0814
50 6,4210 3,7883 3,6145
100 3,3236 2,8886 2,6689
150 3,0330 3,2103 2,8314

40

5 2,1235 2,2119 2,7855
10 4,9468 4,4574 2,5459
50 7,6109 4,4810 2,4974
100 2,6360 2,2219 3,1012
150 7,2181 2,4752 4,1280

80

5 4,1617 1,8601 2,0991
10 4,6642 3,8756 7,4784
50 8,9936 2,4534 8,6114
100 9,0451 10,4517 6,5600
150 6,8045 6,7973 2,9200
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5 MODELOS DETERMINÍSTICOS

PARA MATERIAIS

VISCOELÁSTICOS

Esse capítulo visa avaliar modelos determinísticos para a simulação do comportamento

dinâmico de MVEs. Para tal, comparações entre resultados numéricos e experimentais

são realizadas utilizando os métodos GHM, ADF e DF para modelar vigas sanduíche

ensaiadas por Borges [43], Martin [32] e Huang et al. [101].

5.1 Vigas ensaiadas por Borges

Borges [43] executou um amplo estudo laboratorial contemplando a caracterização de um

MVE (�ta autoadesiva dupla face VHB 4955 fabricada pela 3M) e a avaliação de vigas

sanduíche com núcleo viscoelástico. Dentre as con�gurações avaliadas encontram-se os

grupos de viga:

Viga VS1 possui duas camadas elásticas (viga base e camada de restrição engastadas)

e uma camada viscoelástica e;

Viga VS1c possui duas camadas elásticas (viga base engastada e camada de restrição

livre) e uma camada viscoelástica.

A con�guração das camadas de cada grupo pode ser vista na �gura 5.1.

(a) Viga VS1

Camada de restrição MVE Viga base

(b) Viga VS1c

Figura 5.1: Seção longitudinal das vigas sanduíche analisadas experimentalmente por
Borges. Adaptado de [43].
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Todas as vigas possuem seção retangular e comprimento de 1140 mm; as vigas base

possuem 16,1 mm de altura; as camadas viscoelásticas 2,0 mm de altura; e as camadas de

restrição 3,17 mm, sendo que as camadas de material elástico eram constituídas de Alu-

mínio. Algumas das propriedades mecânicas desses materiais estão listadas na tabela 5.1.

Tabela 5.1: Propriedades mecânicas dos materiais utilizados por Borges [43].
Propriedade Alumínio VHB 4955

E (GPa) 70 -
ν 0,30 0,49

ρ (kg/m3) 2690,0 795,0

5.1.1 Ensaios experimentais

O programa experimental foi executado utilizando duas vigas base geometricamente idên-

ticas (Viga A e Viga B) para avaliar os grupos de vigas sanduíche. As vigas sanduíche

foram excitadas segundo a ação de uma carga do tipo impacto aplicada a 15 cm do en-

gaste e na mesma seção os deslocamentos verticais foram observados através de sensores

do tipo LVDT, produzidos pela empresa Ballu�, que são capazes de medir deslocamentos

sem entrar em contato com a estrutura.

A con�guração de viga sanduíche VS1 foi montada sobre as duas vigas base, viga base

A e viga base B, perfazendo um total de dois corpos-de-prova para essa con�guração. Já

a con�guração VS1c foi montada somente sobre a viga base A. As frequências naturais

e respectivas taxas de amortecimento identi�cadas para as vigas base A e B, que são a

princípio idênticas, encontram-se na tabela 5.2.

Tabela 5.2: Resultados experimentais para as vigas base A e B. Extraído de [43].

Modo

Viga base A Viga base B
Frequência Taxa de Frequência Taxa de
Natural Amortecimento Natural Amortecimento

(Hz) (%) (Hz) (%)

1 10,25±0,00 0,05±0,00 10,24±0,00 0,05±0,00
2 63,38±0,00 0,03±0,00 63,70±0,00 0,04±0,00
3 179,00±0,00 0,06±0,00 179,26±0,00 0,05±0,00

Os valores obtidos para as frequências naturais e taxas de amortecimento dos três

primeiros modos de vibração identi�cados para as duas con�gurações de viga sanduíche

encontram-se na tabela 5.3.
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Tabela 5.3: Resultados experimentais para as vigas sanduíche. Extraído de [43].

Viga Modo

Viga sanduíche A Viga sanduíche B
Frequência Taxa de Frequência Taxa de
Natural Amortecimento Natural Amortecimento

(Hz) (%) (Hz) (%)

VS1
1 11,31±0,02 4,98±0,11 11,03±0,02 4,44±0,01
2 63,37±0,17 4,90±0,19 61,76±0,14 4,32±0,05
3 175,13±0,12 4,39±0,01 168,08±0,23 3,28±0,06

VS1c
1 9,82±0,00 2,74±0,01 - -
2 63,70±0,04 4,80±0,10 - -
3 174,05±0,35 4,44±0,04 - -

Observa-se nas tabelas 5.2 e 5.3 que, mesmo para as vigas puramente elásticas (vigas

base A e B), existem diferenças em termos de frequências naturais e taxas de amorteci-

mento. Diferença superior a 30% é detectada para taxas de amortecimento associadas ao

terceiro modo de vibração identi�cadas nas vigas sanduíche A e B.

A caracterização do material viscoelástico foi realizada segundo o Método ASTM, ob-

tendo, então, os resultados apresentados na tabela 5.4. Esta tabela apresenta os resultados

da caracterização do MVE em termos do módulo de cisalhamento, G′(ω), e do fator de

perda, η(ω), para frequências entre 0 e 800 Hz.

Tabela 5.4: Dados de caracterização do material VHB4955. Extraído de [43].
Frequência G′(ω) η(ω)

(Hz) (MPa) (-)

11,17 0, 895± 0, 025 0, 629± 0, 047
62,58 1, 204± 0, 071 0, 801± 0, 055
171,88 2, 468± 0, 415 0, 808± 0, 227
538,38 2, 687± 1, 155 1, 036± 0, 374
800,50 3, 334± 1, 155 0, 607± 0, 305

5.1.2 Ajuste dos parâmetros dos modelos para MVE

Com os valores do módulo complexo determinados experimentalmente, pode-se proceder

com o ajuste das curvas dos modelos às suas partes real e imaginária. As curvas dos

modelos GHM, ADF e DF são de�nidas pelas equações (4.2) a (4.7). Para o caso dos

modelos GHM e ADF foram adotados 3 termos nas séries que de�nem o comportamento
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mecânico do MVE, �cando as curvas de�nidas para o modelo GHM na seguinte forma:

G′(ω) = G0 +α1
ω2(ω2 − δ1 + β2

1)

(δ1 − ω2)2 + β2
1ω

2
+α2

ω2(ω2 − δ2 + β2
2)

(δ2 − ω2)2 + β2
2ω

2
+α3

ω2(ω2 − δ3 + β2
3)

(δ3 − ω2)2 + β2
3ω

2
e (5.1)

η(ω) =

[
α1β1δ1ω

(δ1 − ω2)2 + β2
1ω

2
+

α2β2δ2ω

(δ2 − ω2)2 + β2
2ω

2
+

α3β3δ3ω

(δ3 − ω2)2 + β2
3ω

2

]
1

G′(ω)
. (5.2)

Para o modelo ADF as curvas, nesse caso, são de�nidas por:

G′(ω) = G0

[
1 + ∆1

(ω/Ω1)2

1 + (ω/Ω1)2 + ∆2
(ω/Ω2)2

1 + (ω/Ω2)2 + ∆3
(ω/Ω3)2

1 + (ω/Ω3)2

]
e (5.3)

η(ω) =

∆1
ω/Ω1

1 + (ω/Ω1)2 + ∆2
ω/Ω2

1 + (ω/Ω2)2 + ∆3
ω/Ω3

1 + (ω/Ω3)2

1 + ∆1
(ω/Ω1)2

1 + (ω/Ω1)2 + ∆2
(ω/Ω2)2

1 + (ω/Ω2)2 + ∆3
(ω/Ω3)2

1 + (ω/Ω3)2

. (5.4)

Com estas equações, foi possível determinar os parâmetros de cada modelo. Como

o algoritmo de Enxame de Partículas (PSO) foi o que apresentou melhores resultados

no capítulo 4, ele foi escolhido para ajustar as curvas dos modelos aos dados experi-

mentais sendo, a qualidade dos ajustes obtidos medida segundo a função erro dada pela

equação (4.8). Com relação ao algoritmo PSO, os parâmetros adotados são aqueles deter-

minados no capítulo 4, a saber: w com variação linear, φ1 = 2, 0, φ2 = 1, 0, 50 partículas e

limite de 500 iterações. Além desses parâmetros, foi adotado ψ1 = 1 e ψ2 = 3, 1074×10−7

na função erro. Para cada ajuste, um para os parâmetros do modelo GHM, um para

os parâmetros do modelo ADF e outro para os parâmetros do modelo DF, foram exe-

cutadas 400 rodadas independentes do algoritmo PSO e ao �nal o melhor resultado foi

armazenado.

Os valores dos parâmetros das curvas ajustadas estão listados nas tabelas 3.1 a 3.3,

apresentadas no capítulo 3. Os valores obtidos ao avaliar a função erro com cada um

desses ajustes são: 0,5578 para o ajuste do modelo GHM, 0,4033 para o modelo ADF e

1,4225 para o modelo DF. A �gura 5.2 apresenta os grá�cos das curvas ajustadas G′(ω)
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e η(ω) comparando aos valores experimentais.

0 100 200 300 400 500 600 700 800
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

Frequência (Hz)

G
´(

ω
) 

 (
M

P
a

)

(a) Módulo de cisalhamento

0 100 200 300 400 500 600 700 800
0

0.5

1

1.5

Frequência (Hz)

η
(ω
)

 

 

Modelo GHM

Modelo ADF

Modelo DF

Experimental

(b) Fator de perda

Figura 5.2: Valores experimentais e as curvas ajustadas para o MVE VHB 4955.

5.1.3 Avaliação numérica

Para avaliar numericamente o comportamento dinâmico das vigas, os domínios das ca-

madas elásticas foram discretizados com elementos de pórtico plano e das camadas de

MVE foram discretizados com elementos LST, uma vez que foi esse tipo de Elemento
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Finito o que apresentou melhor desempenho no estudo realizado no capítulo 3. A ligação

entre as camadas de elementos planos e uni�lares foi realizada através de ligações rígi-

das, utilizando elementos de pórtico plano com o Módulo de Elasticidade de�nido como

1000× o Módulo de Elasticidade do material das camadas elásticas, Alumínio, e massa

desprezível. Um exemplo de uma malha de Elementos Finitos para os dois conjuntos de

vigas sanduiches é apresentado na �gura 5.3.

H
vb

e
1

H
m

v
e

H
cr

e
2

Elementos de
Pórtico Plano

Elementos de
Pórtico Plano

Elementos LST

Elementos de
Ligação rígida

Camada de
restrição

MVE

Viga base

Elementos de
Ligação rígida

Figura 5.3: Viga sanduíche discretizada.

Nessa �gura está ilustrada uma malha do tipo M6×1, de�nida ao dividir o domínio

da estrutura em seis partes iguais no sentido do comprimento e em uma parte no sentido

da altura da camada de MVE. Na �gura são apresentadas também a espessura da viga

base, Hvb, da camada de MVE, Hmve, e da camada de restrição, Hcr além disso, são

apresentadas também as excentricidades consideradas no modelo de Elementos Finitos,

e1 = Hvb/2 e e2 = Hcr/2.

Para reproduzir os ensaios realizados por Borges [43], os modelos numéricos foram

simulados sob a ação de uma carga de impacto a 15 cm do engaste e, no mesmo ponto,

foram observados os deslocamentos verticais ao longo do tempo. Esse ponto de observação

e de aplicação da carga de impacto, P (t), é apresentado na �gura 5.4(a), enquanto que a

�gura 5.4(b) apresenta a função P (t) utilizada para modelar a carga do tipo impacto. As

frequências naturais e as taxas de amortecimento foram obtidas utilizando um algoritmo

de identi�cação baseado em subespaços estocásticos (SSI-DATA) como o proposto por

Cabboi [77].

Utilizando malhas como a apresentada na �gura 5.3, o modelo estrutural e a função

P (t) apresentados na �gura 5.4 e o algoritmo de identi�cação modal foi possível realizar
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e observação dos deslocamentos

P(t)

0,15

1,14

Ponto de aplicação de P(t)

(a) Ponto de observação e de aplicação da excitação
P (t) na viga sanduíche.

Tempo (s)0,015 0,030

1,0

P(t)

(b) Função P (t) utilizada para modelar a carga do
tipo impacto.

Figura 5.4: Esquema estrutural para a avaliação do comportamento das vigas analisadas
por Borges[43].

uma análise de convergência dos modelos numéricos das duas vigas sanduíche analisadas

em termos das frequências naturais e taxas de amortecimento. Adotou-se então uma

malha de Elementos Finitos do tipo M2280×4, ou seja, 2280 divisões em partes iguais

do comprimento da viga e 4 divisões em partes iguais da altura da camada viscoelástica.

Comparações entre os resultados numéricos obtidos com essa malha e aqueles obtidos

experimentalmente são apresentados nas �guras 5.5 e 5.6. As mesmas comparações

podem ser feitas utilizando a tabela 5.5, que apresenta os valores numéricos que dão

origem aos grá�cos dessas �guras.
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Figura 5.5: Comparações entre resultados numéricos e experimentais para a viga VS1.
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Figura 5.6: Comparações entre resultados numéricos e experimentais para a viga VS1c.

Em relação ao custo computacional dos modelos numéricos, a �gura 5.7 apresenta

os tempos médios de processamento e o número de graus de liberdade obtidos com as

malhas de Elementos Finitos utilizadas em cada um dos modelos. A tabela 5.6 apresenta,

além desses dados, o número de nós para cada um dos modelos e o número de graus de

liberdade físicos e de dissipação. Esses tempos foram medidos ao realizar 10 simulações

em um PC-Windows com processador Intel i5, com clock de 2,5 GHz e 8 GB de memória

RAM.

Como se pode ver, para os dois tipos de vigas, todos os modelos apresentaram resulta-

dos satisfatórios em termos de frequência natural. Em termos de taxa de amortecimento

para a viga VS1, o modelo ADF subestimou todas as taxas de amortecimento, o modelo

GHM foi capaz de estimar satisfatoriamente os dois primeiros modos, subestimando a taxa

de amortecimento do terceiro modo e o modelo DF superestimou a taxa de amortecimento

do primeiro modo, subestimando as taxas de amortecimento do segundo e terceiro modo.

Para a viga VS1c, todos os modelos subestimaram as taxas de amortecimento para os três

modos considerados.

Comparando o número total de graus de liberdade dos modelos numéricos obtidos via

GHM, ADF e DF, as maiores matrizes foram obtidas com os modelos GHM e ADF, já as
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Figura 5.7: Comparações entre os tempos de processamento e o número de graus de
liberdade dos modelos numéricos das vigas VS1 e VS1c.

menores foram obtidas com o modelo DF. Isso porque os modelos GHM e ADF utilizam

graus de liberdade dissipativos em sua formulação e o modelo DF não. Em termos de

tempo de processamento, o modelo DF foi o que tomou maior tempo de processamento,

uma vez que o cálculo das derivadas de ordem fracionária tem custo computacional ele-

vado, já o modelo GHM é aquele que tomou o menor tempo.

5.2 Vigas ensaiadas por Martin

O estudo laboratorial executado por Martin [32] contemplou a seleção do adesivo para

ligação entre as camadas de uma viga sanduíche e a avaliação experimental das proprieda-

des dinâmicas dessa viga. A con�guração de viga sanduíche avaliada, viga VS-M, possui

duas camadas elásticas de Alumínio, viga base e camada de restrição, engastadas em uma

das extremidades e livre na outra e uma camada viscoelástica, conforme o apresentado

na �gura 5.8.

Essa viga possui seção transversal retangular e comprimento de 30,48 cm; as camadas

elásticas possuem 0,3302 cm de altura e; a camada viscoelástica 0,3175 cm de altura.

O material viscoelástico utilizado trata-se do material Sorbothane, fabricado pela Sor-
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MVECamada elástica

Figura 5.8: Seção longitudinal da viga sanduíche analisada experimentalmente por Martin.

bothane Inc. Segundo o fabricante [102], esse material tem densidade ρ = 1361, 6kg/m3

e coe�ciente de Poisson ν = 0, 4856.

5.2.1 Ensaios experimentais

O programa experimental conduzido por Martin [32] abordou a avaliação experimental

de apenas uma amostra da viga sanduíche. Essa viga sanduíche foi excitada segundo a

ação de uma carga do tipo impacto aplicada a 7,62 cm do engaste e as velocidades dos

deslocamentos de quatro pontos da viga foram observadas através de um vibrômetro a

laser. Esses quatro pontos de observação e o ponto de aplicação da ação dinâmica são

apresentados na �gura 5.9.

7,62

15,24

22,86
30,48

Pontos de observação
das velocidades dos

deslocamentos

P(t)

Figura 5.9: Pontos de observação e de aplicação da excitação P (t) na viga sanduíche
analisada experimentalmente por Martin [32].

Quatro sinais, um para cada ponto de observação, foram capturados em momentos

distintos ao excitar o ponto mais próximo ao engaste. As frequências naturais e respectivas

taxas de amortecimento para os três primeiros modos foram identi�cadas para cada um

desses sinais via algoritmo RFP (Rational Fractional Polynomial [103]). Os valores médios

e respectivos desvios padrões para os três primeiros modos encontram-se na tabela 5.7.
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Tabela 5.7: Resultados experimentais para a viga sanduíche ensaiada por Martin. Ex-
traído de [32].

Modo
Frequência Taxa de
Natural Amortecimento

(Hz) (%)

1 28,49±0,13 5,39±0,36
2 165,45±0,67 2,12±0,12
3 453,03±0,21 0,95±0,01

5.2.2 Ajuste dos parâmetros dos modelos para MVE

Martin [32] apresenta os dados de caracterização do material viscoelástico em termos do

módulo de cisalhamento, G′(ω), e do fator de perda, η(ω), para frequências entre 0 e 1000

Hz. Esses valores se encontram listados na tabela 5.8.

Tabela 5.8: Dados de caracterização do material Sorbothane. Extraído de [32].
Frequência G′(ω) η(ω)

(Hz) (MPa) (-)

3 0,19374 0,570
10 0,29303 0,620
15 0,33026 0,630
30 0,38817 0,645
50 0,44816 0,655
100 0,52607 0,700
300 0,73291 0,760
500 0,84461 0,790
1000 0,99974 0,820

Com esses valores do módulo complexo, pode-se proceder ao ajuste das partes real e

imaginária. Para o caso do modelo GHM foram adotados 4 termos na série que de�ne

o comportamento mecânico do MVE, já para o modelo ADF foram adotados 5 termos.

Nesse caso, diferente ao que ocorreu no exemplo anterior, os ajustes adequados para o

modelo ADF das curvas das equações (4.4) e (4.5) foram obtidos quando se considera

mais termos do que nas curvas do modelo GHM, equações (4.2) e (4.3). A determinação

dos parâmetros dos modelos foi realizada via algoritmo de Enxame de Partículas (PSO)

fazendo w com variação linear, φ1 = 2, 0, φ2 = 1, 0, 50 partículas e limite de 500 iterações.

Além desses parâmetros, foi adotado ψ1 = 1 e ψ2 = 8, 2021 × 10−7 na função erro.

Para o ajuste de cada um dos modelos teóricos estudados foram executadas 400 rodadas

independentes do algoritmo e ao �nal de cada rodada o melhor resultado foi armazenado.

Os valores dos parâmetros das curvas ajustadas estão listados nas tabelas 5.9 a 5.11. Os
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valores obtidos ao avaliar a função erro com cada um desses ajustes são: 0,9253 para o

ajuste do modelo GHM, 0,2622 para o modelo ADF e 0,7296 para o modelo DF.

Tabela 5.9: Parâmetros do modelo GHM para o MVE Sorbothane.

Parâmetro
Termo

1 2 3 4

G0 (Pa) 1, 9000× 105

αj (Pa) 5, 9812× 105 2, 1914× 105 3, 1208× 106 4, 2242× 105

βj (s−1) 6, 2932× 106 6, 2850× 107 2, 9206× 106 3, 8983× 107

δj (s−2) 3, 1480× 109 5, 5651× 108 7, 2519× 109 2, 7232× 109

Tabela 5.10: Parâmetros do modelo ADF para o MVE Sorbothane.

Parâmetro
Termo

1 2 3 4 5

G0 (Pa) 1, 9000× 105

∆j (-) 0,9397 0,9288 1,1388 0,9354 1,5896
Ωj (s−1) 5,4141 22,549 2385,8 1133,7 211,36

Tabela 5.11: Parâmetros do modelo DF para o MVE Sorbothane.
Parâmetro Valor

G0 (Pa) 1, 00× 105

G∞ (Pa) 7, 80× 108

τ (s) 3, 70× 10−10

α (-) 0, 43

A �gura 5.10 apresenta uma comparação entre os grá�cos das curvas ajustadas G′(ω)

e η(ω) e os valores de caracterização do MVE. Observa-se que, excceto o ajuste de G′(ω)

para o modelo GHM, todos os demais ajustes se aproximaram razoavelmente dos pontos

experimentais. Entretanto, como a principal contribuição do MVE é para o amorteci-

mento, considera-se que as imperfeições do ajuste de G′(ω) terão papel secundário no

comportamento do modelo da viga sanduíche.

5.2.3 Avaliação numérica

Para avaliar numericamente o comportamento dinâmico da viga VS-M, os domínios das

camadas de MVE foram discretizados com elementos LST e as camadas elásticas com

elementos de pórtico plano de forma semelhante a aquela feita para as vigas ensaiadas por

Borges. Para reproduzir os ensaios realizados, os modelos numéricos foram simulados sob
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Figura 5.10: Valores experimentais e as curvas ajustadas para o MVE Sorbothane.

a ação de uma carga de impacto a 7,62 cm do engaste e foram observados os deslocamentos

ao longo do tempo nos quatro pontos indicados na �gura 5.9. As frequências naturais e

as taxas de amortecimento foram obtidas utilizando o mesmo algoritmo de identi�cação

utilizado na seção anterior.

Utilizando malhas como a apresentada na �gura 5.3, o modelo estrutural da �gura 5.9,

a função para a simular a carga de impacto de�nida na �gura 5.4(b) e o algoritmo de

identi�cação baseado em subespaços estocásticos foi possível realizar uma análise de con-



106

vergência dos modelos numéricos da viga sanduíche analisada em termos das frequências

naturais e taxas de amortecimento. Os melhores valores numéricos obtidos através dessa

análise e aqueles obtidos experimentalmente estão apresentados na �gura 5.11 e na ta-

bela 5.12.
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Figura 5.11: Comparações entre resultados numéricos e experimentais para a viga VS-M.

Tabela 5.12: Frequências naturais e taxas de amortecimento para a viga VS-M.

Modelo
Frequência de vibração (Hz) Taxa de amortecimento (%)
1o modo 2o modo 3o modo 1o modo 2o modo 3o modo

GHM 30,73 169,64 445,58 6,75 1,79 1,46
ADF 33,70 173,91 459,27 6,39 2,10 0,55
DF 28,08 166,00 449,20 5,99 2,61 1,14

Experimental
28,49 165,45 453,03 5,39 2,12 0,95
±0,13 ±0,67 ±0,21 ±0,36 ±0,12 ±0,01

Como se pode ver, todos os modelos apresentaram bons resultados em termos de

frequência natural para os três primeiros modos de vibração. Em termos de taxa de

amortecimento, o modelo GHM sobrestimou as taxas de amortecimento do primeiro e

terceiro modo de vibração, já o modelo ADF sobrestima a taxa de amortecimento para o

primeiro modo e subestima para os demais modos de vibração. O modelo DF foi capaz

de estimar satisfatoriamente os três primeiros modos.
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Para comparar o custo computacional desses modelos numéricos são apresentados na

�gura 5.12 os tempos médios de processamento de 10 simulações e os graus de liberdade

obtidos com as malhas de Elementos Finitos utilizadas, onde os tempos de processamento

foram medidos na mesma máquina da seção anterior. E a tabela 5.13 apresenta, além

dos tempos médios de processamento e do número de graus de liberdade total, o número

de nós das malhas utilizadas nos modelos e o número de graus de liberdade físicos e de

dissipação.
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Figura 5.12: Comparações entre os tempos de processamento e o número de graus de
liberdade dos modelos numéricos da viga VSM.

Tabela 5.13: Tempo de processamento e número de graus de liberdade dos modelos nu-
méricos da viga VS-M.

Modelo
Número Graus de liberdade Tempo de
de nós Físicos de Dissipação Total processamento (s)

GHM 3005 8414 21600 30014 86,8
ADF 3005 8414 27000 35414 89,6
DF 3005 8414 - 8414 490,7

Comparando o número total de graus de liberdade dos modelos numéricos obtidos via

GHM, ADF e DF, as maiores matrizes foram obtidas com o modelo ADF e as menores

com o modelo DF. Isso porque foram utilizados mais termos nas séries que de�nem o
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comportamento dependente da frequência do MVE no modelo ADF e ao fato do mo-

delo DF não utilizar graus de liberdade adicionais, graus dissipativos, em sua formulação.

Apesar do número de termos adotados nas curvas G′(ω) e η(ω) ter in�uência direta na

qualidade dos ajustes apresentados na �gura 5.10, o modelo ADF só foi capaz de ajustar

satisfatoriamente as curvas que de�nem o módulo complexo do MVE com cinco termos, di-

ferentemente do modelo GHM. Nesse caso, o melhor ajuste encontrado conta com quatro

termos. Comparando as respostas desses dois modelos em termos de taxa de amorte-

cimento, pode-se dizer que o aumento do número de termos nas séries das curvas que

de�nem o módulo complexo do MVE para o modelo ADF somente incrementa o número

de graus de liberdade dissipadores, consequentemente o tamanho total das matrizes do

sistema e do tempo de processamento, sem que haja melhora nos resultados do modelo.

Quanto ao tempo de processamento, o modelo GHM foi aquele que consumiu o menor

tempo de processamento e o modelo DF aquele que tomou o maior tempo. O tempo de

processamento do modelo DF já era esperado ser o maior uma vez que a avaliação da

derivada de ordem fracionária, em cada passo de tempo, é computacionalmente cara.

5.3 Vigas ensaiadas por Huang et al.

Huang et al. [101] executaram um amplo estudo laboratorial contemplando a avaliação

de trinta diferentes vigas sanduíche com núcleo viscoelástico. Dentre essas vigas, foram

selecionadas seis con�gurações para serem avaliadas numericamente. Essas con�gurações

possuem duas camadas elásticas (viga base e camada de restrição engastadas-livre) e

uma camada viscoelástica, sendo que as camadas de material elástico eram constituídas

de Alumínio e o MVE utilizado foi o ZN-1 desenvolvido pelo instituto chinês ARIMT

(Aerospace Research Institute of Materials & Processing Technology). Todas as vigas

possuem seção retangular, comprimento de 290 mm, 25 mm de largura e as espessuras

da viga base, hvb, do MVE, hv, e da camada de restrição, hc, são aquelas listadas na

tabela 5.14.

Algumas das propriedades mecânicas dos materiais empregados nas vigas sanduíche

são apresentadas por Huang et al. [101] e estão listas na tabela 5.15.
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Tabela 5.14: Espessuras das camadas das vigas sanduíche avaliadas por Huang et al. [101].

Viga
hvb hv hc

(mm) (mm) (mm)

VS-H1 1,91 0,40 0,50
VS-H5 1,91 0,40 1,96
VS-H6 1,91 1,00 0,50
VS-H10 1,91 1,00 1,96
VS-H11 1,91 1,96 0,50
VS-H15 1,91 1,96 1,96

Tabela 5.15: Propriedades mecânicas dos materiais utilizados por Huang et al. [101].
Propriedade Aluminio ZN-1

E (GPa) 69,9 -
ν 0,30 0,49

ρ (kg/m3) 2700,0 1010,0

5.3.1 Ensaios experimentais

O programa experimental foi executado excitando as vigas sanduíche segundo a ação de

uma carga do tipo impacto e na extremidade livre da viga as acelerações dos deslocamen-

tos transversais ao eixo longitudinal da viga foram observadas através de um acelerômetro.

Os autores não deixam claro em qual ponto as vigas foram excitadas, tão pouco o tipo de

acelerômetro utilizado. Uma vez obtidos os sinais, os valores obtidos para as frequências

naturais e taxas de amortecimento dos três primeiros modos de vibração foram iden-

ti�cados utilizando a resposta no domínio da frequência e o método da meia potência

para identi�car os amortecimentos. Esses valores experimentais encontram-se listados na

tabela 5.16.

A caracterização do material viscoelástico foi realizada utilizando o equipamento Vis-

coanalyseur VA 4000 fabricado pela METRAVIB, obtendo, então, os resultados apresen-

tados na tabela 5.17. Esta tabela apresenta os resultados da caracterização do MVE em

termos do módulo de cisalhamento, G′(ω), e do fator de perda, η(ω), para frequências

entre 0 e 600 Hz.

5.3.2 Ajuste dos parâmetros dos modelos para MVE

Com esses valores do módulo complexo, pode-se proceder com o ajuste das curvas dos

modelos às suas partes real e imaginária. Para o caso dos modelos GHM e ADF foram

adotados 3 termos na série que de�ne o comportamento mecânico do MVE. A determi-
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Tabela 5.16: Resultados experimentais para as vigas sanduíche. Extraído de [101].

Viga Modo
Frequência Taxa de
Natural Amortecimento

(Hz) (%)

VS-H1
1 22,5 5,56
2 130,8 10,78
3 358,5 12,47

VS-H5
1 33,0 13,00
2 173,0 17,02
3 446,5 19,01

VS-H6
1 25,3 10,52
2 130,3 13,59
3 347,3 14,97

VS-H10
1 38,0 18,14
2 166,8 16,87
3 418,3 17,01

VS-H11
1 27,0 16,07
2 130,3 17,39
3 306,8 18,59

VS-H15
1 31,5 21,12
2 142,5 18,86
3 351,8 17,01

nação dos parâmetros dos modelos foi realizada via algoritmo de Enxame de Partículas

(PSO) fazendo w com variação linear, φ1 = 2, 0, φ2 = 1, 0, 50 partículas e limite de 500

iterações. Além desses parâmetros, foi adotado ψ1 = 1 e ψ2 = 3, 8080 × 10−7 na função

erro. Para cada ajuste, um para cada um dos três modelos adotados, foram executadas

400 rodadas independentes e ao �nal o melhor resultado foi armazenado. Os valores dos

parâmetros das curvas ajustadas estão listados nas tabelas 5.18 a 5.20. Os valores obtidos

ao avaliar a função erro com cada um desses ajustes são: 0,5584 para o ajuste do modelo

GHM, 0,6212 para o modelo ADF e 0,0770 para o modelo DF.

A �gura 5.13 apresenta uma comparação entre os grá�cos das curvas ajustadas G′(ω)

e η(ω) e os valores de caracterização do MVE.

5.3.3 Avaliação numérica

Para avaliar numericamente do comportamento dinâmico das vigas VS-H, os domínios

das camadas de MVE foram discretizados com elementos LST e as camadas elásticas com

elementos de pórtico plano de forma semelhante a aquela feita para as vigas ensaiadas

por Borges. Para reproduzir os ensaios realizados, os modelos numéricos foram simulados
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Tabela 5.17: Dados de caracterização do material ZN-1. Extraído de [101].
Frequência G′(ω) η(ω) Frequência G′(ω) η(ω)

(Hz) (MPa) (-) (Hz) (MPa) (-)

5 0,51 0,63 270 1,79 1,20
10 0,62 0,75 300 1,82 1,22
30 0,91 0,90 340 1,84 1,21
60 1,10 1,03 360 1,88 1,21
100 1,43 1,12 400 1,92 1,21
150 1,71 1,18 440 2,10 1,21
200 1,92 1,20 460 2,15 1,22
220 1,73 1,20 500 2,27 1,22
240 1,76 1,21 600 3,23 1,23

Tabela 5.18: Parâmetros do modelo GHM para o MVE ZN-1.

Parâmetro
Termo

1 2 3

G0 (Pa) 3, 0400× 105

αj (Pa) 1.0352× 106 1.0439× 107 3.9262× 105

βj (s−1) 5.4669× 107 3.4011× 106 6.7315× 107

δj (s−2) 7.3366× 109 5.2891× 109 9.9013× 108

Tabela 5.19: Parâmetros do modelo ADF para o MVE ZN-1.

Parâmetro
Termo

1 2 3

G0 (Pa) 3, 0400× 105

∆j (-) 3,0759 5,1895 2,0982
Ωj (s−1) 96,258 1000,0 5,0230

Tabela 5.20: Parâmetros do modelo DF para o MVE ZN-1.
Parâmetro Valor

G0 (Pa) 1, 90× 105

G∞ (Pa) 9, 1318× 108

τ (s) 2, 1614× 10−7

α (-) 0, 59088

sob a ação de uma carga de impacto, P (t), a 7,25 mm do engaste e foram observados os

deslocamento ao longo do tempo na extremidade livre da viga, conforme o apresentado na

�gura 5.14. As frequências naturais e as taxas de amortecimento foram obtidas utilizando

o mesmo algoritmo de identi�cação utilizado nas seções anteriores.

Utilizando malhas como a apresentada na �gura 5.3, o esquema estrutural na �-

gura 5.14, a mesma função que de�ne P (t) apresentada nas seções anteriores e o al-

goritmo de identi�cação foi possível realizar uma análise de convergência dos modelos
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Figura 5.13: Valores experimentais e as curvas ajustadas para o MVE ZN-1.

numéricos das vigas sanduíche analisadas em termos das frequências naturais e taxas de

amortecimento para cada viga analisada. Comparações entre os valores numéricos ob-

tidos através dessas análises e aqueles obtidos experimentalmente são apresentados nas

�guras 5.15 e 5.16. Os dados numéricos que dão origiem a essas �guras são apresentados

na tabela 5.21.

Como se pode ver nessa �gura, os modelos tendem a apresentar resultados satisfatórios

em termos de frequência natural para os três primeiros modos de vibração, salvo algumas
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Figura 5.16: Comparações entre resultados numéricos e experimentais para a viga VS-H
em termos de taxas de amortecimento.

exceções. Em termos de taxa de amortecimento, o modelo ADF não apresentou resultados

satisfatórios, subestimando todas as taxas de amortecimento para os três primeiros modos.

Os modelos GHM e DF de uma forma geral apresentaram resultados que podem ser

considerados satisfatórios, salvo algumas excceções. Esses modelos, foram capazes de

acertar as tendencias dos resultados experimentais.

Para comparar o custo computacional desses modelos numéricos estão apresentados

na �gura 5.17 e na tabela 5.22, o número de nós e de graus de liberdade obtidos com

as malhas de Elementos Finitos utilizadas e os tempos médios de processamento de 10

simulações de cada viga, onde esses tempos foram medidos na mesma máquina das seções

anteriores. Ao comparar o número total de graus de liberdade dos modelos numéricos

obtidos via GHM, ADF e DF, percebe-se que as maiores matrizes foram obtidas com os
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modelos GHM e ADF e as menores com o modelo DF. As matrizes dos sistemas obtidos via

GHM e ADF tiveram o mesmo tamanho por serem usadas malhas de Elementos Finitos

iguais e o mesmo número de termos nas curvas que de�nem o módulo complexo do MVE.

Em termos de tempo de processamento o modelo GHM foi o que tomou menor tempo de

processamento e o modelo DF o que tomou o maior tempo.
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Figura 5.17: Comparações entre os tempos de processamento e o número de graus de
liberdade dos modelos numéricos das vigas VSH.

5.4 Análise dos resultados

Para melhor avaliar os resultados obtidos com os modelos numéricos apresentados nesse

capítulo, faz-se aqui uma compilação de resultados já apresentados.

Pode-se ver nas tabelas 5.23 a 5.25 os erros dos modelos numéricos e os respectivos

valores experimentais. Analisando essas tabelas percebe-se que, em geral, os erros relacio-

nados às frequências naturais são inferiores aos encontrados para a taxa de amortecimento.

Pode-se ver também que as variações entre os resultados é maior para as vigas ensaiadas

por Huang et al. [101]. Uma possível explicação para isso são as incertezas associadas aos

dados experimentais que podem ter efeito mais pronunciado nessas vigas.
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Tabela 5.22: Tempo de processamento e número de graus de liberdade dos modelos nu-
méricos das vigas VS-H.

Viga Modelo
Número Graus de liberdade Tempo de
de nós Físicos de Dissipação Total processamento (s)

VS-H1

GHM 7255 20314 39150 59464 163,5
ADF 7255 20314 39150 59464 212,0
DF 7255 20314 - 20314 3031,0

VS-H5

GHM 2905 8134 15660 23794 59,5
ADF 2905 8134 15660 23794 68,4
DF 2905 8134 - 2905 2857,1

VS-H6

GHM 1525 4270 8208 12478 29,5
ADF 1525 4270 8208 12478 32,1
DF 1525 4270 - 4270 1062,2

VS-H10

GHM 7255 20314 39150 59464 161,5
ADF 7255 20314 39150 59464 207,8
DF 7255 20314 - 20314 1073,7

VS-H11

GHM 2905 8134 15660 23794 59,6
ADF 2905 8134 15660 23794 67,7
DF 2905 8134 - 8134 575,8

VS-H15

GHM 1525 4270 8208 12478 29,3
ADF 1525 4270 8208 12478 32,0
DF 1525 4270 - 4270 583,3

Analisado os resultados obtidos ao modelar as vigas apresentadas nesse capítulo não

se pode concluir de forma direta qual modelo atende melhor ao problema da modelagem

de MVE, contudo pode-se a�rmar que os resultados obtidos via GHM e DF tendem a

ser melhores que aqueles extraídos dos modelos ADF. Entretanto, caso um ajuste de

parâmetros ligeiramente diferente para cada metodologia fosse adotado, essa tendência

poderia ter sido anulada, ou até mesmo invertida, uma vez que pequenas alterações nos

parâmetros ajustados podem levar a diferenças signi�cativas no comportamento dinâmico

de um material viscoelástico, conforme a análise feita no capítulo 3.

Outro fator que se mostra relevante é a variabilidade dos resultados experimentais

como pode ser visto no trabalho de Borges [43]. Exemplos dessas variações, em termos

de frequências naturais e taxas de amortecimento, entre duas vigas que a princípio são

idênticas, podem ser vistas nas tabelas 5.2 e 5.3. Uma possível causa dessas variações é a

variabilidade das propriedades do módulo complexo, como pode ser visto na tabela 5.4.

Outro fator que in�uencia os resultados é a variabilidade da geometria dos elementos

que compõem as vigas. Por exemplo, nos estudos realizados por Huang et al. [101] e

Borges [43] é possível perceber que as taxas de amortecimento sofrem sensíveis variações
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quando as espessuras da camada de MVE ou da camada de restrição se alteram.

Assim sendo, o próximo capítulo visa abordar modelos que considerem variações nos

ajustes paramétricos o que re�ete, de certa forma, os experimentos de caracterização de

MVEs onde há incertezas nos valores identi�cados para o módulo complexo.
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6 MODELOS NÃO

DETERMINÍSTICOS PARA

MATERIAIS VISCOELÁSTICOS

O principal objetivo da modelagem numérica de estruturas é prever seu comportamento o

mais próximo possível da realidade. Usualmente, o comportamento é avaliado tomando os

dados de caracterização dos materiais empregados, a geometria especi�cada em projeto e

as ações incidentes sobre a estrutura. Para todas as propriedades, dimensões e ações, são

tomados seus valores característicos onde estão atreladas incertezas de todos esses itens

em maior ou menor grau.

Tradicionalmente, os modelos mecânicos clássicos que vêm sendo utilizados na enge-

nharia de estruturas para descrever o comportamento macroscópico dos corpos rígidos

e/ou deformáveis apresentam frequentemente precisão satisfatória em situações onde as

incertezas envolvidas nas análises não são signi�cativas. Quando isso não acontece, os mo-

delos determinísticos não são capazes, de uma forma direta, de capturar as variabilidades

das propriedades mecânicas dos materiais envolvidos na simulação, das ações impostas ou

na geometria dos corpos considerados. Nestes casos, para conseguir simular o comporta-

mento da estrutura de forma mais apropriada, é necessário incluir as incertezas envolvidas

através da adoção de modelos não determinísticos.

O papel das incertezas e a natureza não determinística dos fenômenos naturais vêm,

ao longo dos anos, tendo sua importância reconhecida na engenharia de estruturas. Essas

incertezas podem ser divididas em 3 grupos: 1) Variação espacial dos parâmetros do

material, por exemplo, do módulo de elasticidade e coe�ciente de Poisson; 2) A variação

da geometria dos elementos da estrutura, por exemplo variação nas dimensões das vigas; 3)

Variação nas ações aplicadas na estrutura, como é o caso, por exemplo, de carregamentos

produzidos pelo vento, a ação de pedestres e sismos. Ao monitorar uma estrutura, outra

fonte de incerteza surge relacionada aos equipamentos de leitura: os erros de leitura.

Possíveis fontes deste tipo de são: saturação de sinal, baixa relação sinal-ruído, ruídos

intermitentes, tendências espúrias, in�uência da rede de distribuição de energia elétrica,
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pontos singulares, entre outras.

Para tratar as incertezas envolvidas na simulação computacional, foram desenvolvidas

algumas técnicas de modelagem via MEF, das quais se pode destacar: a aplicação de

modelos estocásticos de Elementos Finitos (Stochastic Finite Element - SFEM) [104, 105,

106, 107, 108]; a utilização dos conceitos de aritmética de intervalos através de modelos

de Elementos Finitos Intervalados (Interval Finite Element - IFEM) [109, 110, 111]; a

aplicação de logica Fuzzy, modelos de Elementos Finitos Fuzzy (Fuzzy Finite Element -

FFEM) [112, 113, 114] e; a aplicação conjunta de modelos de Elementos Finitos e técnicas

de simulação de Monte Carlo (MC) [115, 116, 117, 118, 119, 120].

No caso da modelagem de materiais viscoelásticos, as incertezas estão presentes prin-

cipalmente dos dados de caracterização do material. Como as propriedades dinâmicas

do módulo complexo dependem da temperatura e da frequência de excitação, é comum

encontrar dispersões signi�cativas nesses valores. Outros fatores que contribuem para

aumentar o nível de incerteza durante a caracterização e/ou ensaios laboratoriais são:

a variabilidade das dimensões do MVE e, em alguns casos, a variabilidade das ações

impostas.

Dentro desse panorama, será avaliada neste capítulo a aplicação de um modelo não

determinístico obtido via simulações de Monte Carlo para modelagem de estruturas amor-

tecidas com materiais viscoelásticos. Através deste modelo, procura-se simular as incer-

tezas associadas à caracterização do módulo complexo do material. Ele será validado

comparando-se as respostas obtidas com dados experimentais.

Na realidade, todos os materiais, homogêneos ou não, possuem, incertezas inerentes

à sua natureza em maior ou menor grau. Este é o caso de materiais viscoelásticos, onde

usualmente os resultados de ensaios de caracterização do módulo complexo resultam em

uma nuvem de pontos. Um exemplo típico está ilustrado na �gura 6.1, ali estão repre-

sentadas as dispersões em cada frequência analisada durante a caracterização do MVE

VHB4955 realizada por Borges [43].

Quanto à geometria, um dos fatores que contribuem com a variabilidade das dimen-

sões da estrutura é, por exemplo, a imperfeição associada ao processo de fabricação dos

elementos metálicos de uma viga sanduíche que não garante uma espessura e/ou largura

constante ao longo de cada barra. Outro fator que tem in�uência sobre as incertezas asso-

ciadas à geometria é a variação da espessura da camada viscoelástica, devido a possíveis
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Figura 6.1: Dispersão dos resultados de um ensaio de caracterização de MVE. Adaptado
de [43].

imperfeições de fabricação do componente.

As ligações entre as camadas de MVE e as de materiais elásticos, que a princípio são

consideradas perfeitas, podem inserir incertezas nos resultados. Essas incertezas podem

estar associadas, por exemplo: à aderência desigual das camadas; a pontos em que não há

ligação entre as camadas devido a presença de bolhas durante o processo de colagem; às

características mecânicas da camada de adesivo e; ao deslizamento entre camadas devido

a camada de adesivo.

Uma forma de incluir estas incertezas na análise é unir as técnicas clássicas, determi-

nísticas, de modelagem com modelos estatísticos, por exemplo, inserindo a variabilidade

do módulo complexo ou da espessura das camadas em um modelo de Elementos Finitos

tradicional.

O modelo aqui proposto parte da seguinte hipótese: Conhecendo-se as incertezas de

uma estrutura, suas médias e desvios-padrões, é possível obter as estatísticas da população

de um parâmetro de interesse desta estrutura. Considerando uma viga sanduíche, se forem

conhecidos, por exemplo, os valores médios e desvios-padrões do módulo complexo em

uma faixa de frequências pode-se determinar as médias de desvios-padrões das frequências

naturais e taxas de amortecimento.

Para isso, simulações de Monte Carlo podem ser realizadas segundo o esquema que

segue:

1. A partir de um modelo de Elementos Finitos tradicional, obtém-se uma série de

modelos com os valores das incertezas distribuídos de forma aleatória;
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2. Simulações computacionais são realizadas com cada modelo gerado e são armazena-

das suas respostas;

3. Por �m, essas respostas são condensadas e analisadas estatisticamente obtendo seus

valores médios e desvios padrões.

A principal vantagem desse método é a possibilidade de se obter uma faixa mais

provável de valores para cada elemento da resposta de um modelo ao invés de um único

valor. Como foi mostrado anteriormente, as respostas dos modelos GHM, ADF e DF

são dependentes de um bom ajuste de curvas e pequenas variações em seus parâmetros

exercem grande in�uência nas respostas dos modelos. Como será mostrado nas seções

seguintes, curvas bem ajustadas nem sempre garantem bons resultados; contudo, com um

grupo de ajustes razoável, é possível obter resultados melhores.

Para esclarecer e validar a metodologia proposta é apresentado um exemplo de apli-

cação na seção a seguir considerando as incertezas associadas ao material. As incertezas

relacionadas à geometria da estrutura não serão avaliadas por não estarem disponíveis nos

dados experimentais utilizados. Tendo em vista que as frequências naturais de estruturas

sanduíche são pouco in�uenciadas por pequenas alterações no ajuste do módulo complexo,

uma vez que a rigidez do material elástico é preponderante, o foco nesse capítulo é avaliar

o amortecimento dessa viga.

6.1 Incerteza relacionada a caracterização do MVE

Este exemplo busca apresentar o modelo através de uma aplicação prática, onde se pre-

tende estimar os valores para as taxas de amortecimento de uma viga sanduíche, que são

os parâmetros com maior nível de incerteza para se identi�car. Para isso, os resultados

obtidos pelo método proposto serão comparados com aqueles obtidos experimentalmente

e já apresentados na seção 5.1. Foram escolhidos os resultados experimentais da viga VS1

para avaliar o desempenho do modelo não determinístico, uma vez que a amostra conta

com dois corpos-de-prova para essa con�guração.

i. Discretização da estrutura e modelo viscoelástico:

O modelo para MVE adotado será o GHM considerando três termos na função de

relaxação. Resultados semelhantes poderiam ser obtidos com os modelos ADF e DF,
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porém, como o foco aqui é o tratamento das incertezas, optou-se por apresentar apenas os

resultados para o modelo GHM. A viga será modelada via método dos Elementos Finitos

utilizando elementos triangulares LST, elementos de pórtico plano e malhas semelhantes

àquela apresentada na �gura 5.3. A estrutura considerada neste exemplo, será modelada

segundo o método GHM, contudo resultados semelhantes aos que serão apresentados

podem ser obtidos com modelos ADF e DF. Essa estrutura foi discretizada com uma malha

do tipo M570×1. Essa malha foi escolhida por ser possível obter resultados satisfatórios e

por demandar menor tempo de processamento nas simulações, em torno de 3,8 minutos.

Cada modelo foi excitado dinamicamente através de uma carga do tipo impacto, apli-

cada a 15 cm do engaste das vigas e os deslocamentos verticais foram observados ao longo

do tempo nesse mesmo ponto, como pode ser visto na �gura 6.2. Com essas respostas,

as frequências naturais e as respectivas taxas de amortecimento foram obtidas através do

algoritmo de identi�cação modal baseado em subespaços estocásticos.

e observação dos deslocamentos

P(t)

0,15

1,14

Ponto de aplicação de P(t)

(a) Ponto de observação e de aplicação da exci-
tação P (t) na viga sanduíche.

Tempo (s)0,015 0,030

1,0

P(t)

(b) Função P (t) utilizada para modelar a carga
do tipo impacto.

Figura 6.2: Esquema estrutural para a avaliação do comportamento da viga VS1 analisada
por Borges [43] com o modelo não determinístico.

ii. Curvas ajustadas:

Em muitas situações, ao tentar simular o comportamento de materiais viscoelásticos, é

difícil conseguir ajustar o modelo para os valores médios obtidos dos ensaios de caracteri-

zação. A proposta deste modelo, para estes casos, é tomar um conjunto de curvas para o

qual a curva média ajustada é próxima à curva média extraída dos valores experimentais.

Neste exemplo, serão tomadas cinco curvas ajustadas sobre a dispersão de resultados

apresentados na tabela 5.4. As curvas determinadas do Módulo de Cisalhamento, G′(ω),

e do Fator de Perda, η(ω), podem ser vistas na �gura 6.3 em comparação com os dados

experimentais de caracterização. Como pode-se ver, as curvas ajustadas estão pratica-
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mente dentro do intervalo de análise, que tem como valores máximos e mínimos a média

dos valores experimentais ±1, 96σ, respectivamente.
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Figura 6.3: Curvas ajustadas para o material VHB4955 aos valores experimentais.

Para determinar estes ajustes, utilizou-se um processo semelhante ao descrito no capí-

tulo 4. Neste processo de ajuste de curvas, empregou-se um algoritmo do tipo PSO para

ajustar as cinco curvas simultaneamente de forma que as curvas médias, uma para G′(ω) e

outra para η(ω), sejam o mais próximo possível dos valores médios da dispersão. Durante
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o ajuste das curvas, a contribuição referente a curva G′(ω) recebeu menor peso por essa

não ter in�uência signi�cativa sobre os resultados em termos de taxa de amortecimento e

tampouco sobre as frequências naturais, uma vez que a contribuição da rigidez do material

elástico é predominante. Apesar disso, ela não pode ser completamente desprezada, uma

vez que a quantidade de energia dissipada pelo MVE através de sua deformação cíclica

também depende de sua rigidez.

Os valores dos parâmetros ajustados para as cinco curvas estão listados na tabela 6.1.

Tabela 6.1: Parâmetros ajustados para o modelo não determinístico.
Ajuste

1 2 3 4 5
No.

G0 (Pa) 7, 2550× 105 7, 3775× 105 7, 5000× 105 7, 6225× 105 7, 7450× 105

α1 (Pa) 1, 0246× 100 1, 0780× 106 4, 0260× 107 8, 7487× 107 1, 2137× 106

α2 (Pa) 3, 4777× 106 5, 3907× 106 2, 3570× 106 6, 8389× 106 8, 7916× 107

α3 (Pa) 1, 5173× 106 4, 2148× 105 1, 8603× 106 1, 2273× 106 8, 7603× 106

β1 (s−1) 1, 6765× 108 1, 8185× 105 7, 3405× 105 4, 1947× 104 1, 1252× 107

β2 (s−1) 9, 4625× 106 6, 9633× 106 5, 3620× 102 3, 8148× 106 2, 8622× 104

β3 (s−1) 1, 6191× 108 2, 0243× 108 1, 5684× 108 1, 9056× 108 2, 4334× 104

δ1 (s−2) 2, 9195× 109 1, 4206× 107 8, 9036× 109 1, 9996× 109 5, 0568× 108

δ2 (s−2) 6, 8156× 109 6, 3771× 109 3, 3695× 105 3, 2414× 109 1, 1097× 109

δ3 (s−2) 8, 5960× 109 5, 2993× 109 8, 7868× 109 9, 0000× 109 2, 2329× 107

iii. Amostragem e Simulação:

Segundo o método de Monte Carlo, devem ser realizadas N simulações tomando em

cada simulação uma amostra aleatória da população. Neste caso, a população é o conjunto

de diferentes distribuições possíveis do Módulo Complexo sobre o domínio viscoelástico

da viga. Como este domínio foi discretizado em uma quantidade �nita de regiões, em

cada simulação serão distribuídos os ajustes pelos elementos de forma aleatória.

Um exemplo desta distribuição para um trecho do domínio do MVE discretizado com

elementos LST encontra-se ilustrado na �gura 6.4. Nesta �gura, estão ilustrados Elemen-

tos Finitos coloridos conforme uma a atribuição dos ajustes viscoelásticos (cinco cores,

uma para cada ajuste).

Figura 6.4: Exemplo de distribuição dos ajustes considerados sobre o um trecho do do-
mínio do MVE da viga VS1.
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Neste exemplo foram executadas 500 rodadas de simulações independentes, ou seja,

cada uma com uma amostra diferente da população.

iv. Resultados:

Ao término das simulações, obteve-se a dispersão de resultados apresentada na ta-

bela 6.2, para os seis primeiros modos de vibração. Nesta tabela, encontram-se as médias

e desvios-padrão das taxas de amortecimento obtidas numericamente e os valores expe-

rimentais obtidos para os dois corpos-de-prova, as vigas A e B. Como se pode ver, os

resultados numéricos, em termos de valores médios, são próximos aos obtidos experimen-

talmente por Borges.

Tabela 6.2: Resultados experimentais e numéricos via modelo não determinístico.

Modo
Numérico Experimental

Média Desvio-padrão Viga A Viga B
1 5,25 0,102 4,98 4,44
2 4,71 0,111 4,90 4,32
3 3,04 0,141 4,39 3,28
4 1,98 0,098 2,41 1,84
5 1,61 0,048 1,95 1,92
6 1,50 0,083 1,18 1,02

A variação da média, νND, e do intervalo [νND−σ, νND+σ] ao longo das 500 simulações

podem ser vistas na �gura 6.5. Nesta �gura podem-se ver essas variações para as taxas

de amortecimento referente aos seis primeiros modos de vibração da viga. Percebe-se que

as médias convergem para seu valor assintótico em torno de 200 simulações, enquanto

que para o desvio-padrão convergir são necessárias aproximadamente 300 simulações. Os

terceiro e quarto modos são exceções, em termos de desvios-padrão, que apresentam

variações signi�cativas ao longo de todo o histórico.

Histogramas típicos das taxas de amortecimento obtidas com o modelo não determi-

nístico podem ser vistos na �gura 6.6. Nessa �gura são apresentados os histogramas para

a taxa de amortecimento do primeiro modo de vibração da viga compreendendo as simu-

lações de número 1 a 50 (�gura 6.6(a)), 1 a 100 (�gura 6.6(b)), 1 a 250 (�gura 6.6(c))

e 1 a 500 (�gura 6.6(d)) e o valor da média desse parâmetro obtida considerando as

500 simulações. Grá�cos semelhantes a esses para os modos segundo a sexto podem ser

vistas nas �guras de 6.7 e 6.11. Pode-se ver em todas essas �guras que ao aumentar o

número de simulações poucos resultados foram obtidos longe dos valores médios �nais e
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Figura 6.5: Comparações entre os resultados obtidos com o modelo não determinístico
considerando as incertezas de caracterização do MVE e a contraparte experimental.

que ao aumentar o número de simulações as dispersões dos resultados tendem ao formato

gaussiano.

A �gura 6.12 mostra as dispersões de resultados obtidas ao término das simulações
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Figura 6.6: Histogramas típicos obtidos com o modelo não determinístico para a taxa de
amortecimento do primeiro modo.

para os seis primeiros modos de vibração. Nesta �gura, encontram-se as dispersões obti-

das numericamente, seus valores médios (µND) e o intervalo de ±1, 96σND, as dispersões

dos valores experimentais, seus valores médios (µExp) e o intervalo de ±1, 96σExp, e os

resultados obtidos através uma análise determinística com cada ajuste considerado iso-

ladamente. Cabe destaque a �gura 6.12(a), onde os limites superiores das dispersões de

resultados numérico e experimental são coincidentes.

Como se pode ver nessa �gura, apesar de todos os ajustes considerados apresentarem

boa correlação com os dados de caracterização, os resultados obtidos individualmente, em

termos de taxa de amortecimento, podem �car muito diferentes dos experimentais e, no

geral, os resultados obtidos com o modelo não determinístico são melhores.
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Figura 6.7: Histogramas típicos obtidos com o modelo não determinístico para a taxa de
amortecimento do segundo modo.
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Figura 6.8: Histogramas típicos obtidos com o modelo não determinístico para a taxa de
amortecimento do terceiro modo.
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Figura 6.9: Histogramas típicos obtidos com o modelo não determinístico para a taxa de
amortecimento do quarto modo.
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Figura 6.10: Histogramas típicos obtidos com o modelo não determinístico para a taxa
de amortecimento do quinto modo.
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Figura 6.11: Histogramas típicos obtidos com o modelo não determinístico para a taxa
de amortecimento do sexto modo.
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Figura 6.12: Comparação entre os resultados obtidos com o modelo não determinístico
considerando as incertezas de caracterização do MVE.
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6.2 Análise dos resultados

Para avaliar os resultados obtidos com o modelo numérico, nesta seção os resultados do

modelo não determinístico serão comparados com os obtidos através do modelo determi-

nístico apresentado no capítulo 5 e os resultados experimentais.

Pode-se ver na tabela 6.3 os resultados dos modelos numéricos e os respectivos valores

experimentais, além da variação (∆) entre as médias das taxas de amortecimento obtidas

numericamente e as médias experimentais. Nessa tabela, pode-se ver que em geral os

resultados obtidos com o modelo não determinístico são melhores que aqueles obtidos de

forma determinística. Cabe destacar que o desempenho destes modelos, determinísticos

e não determinístico, dependem fortemente dos ajustes considerados. Uma vez que o

modelo não determinístico utiliza vários ajustes de forma simultânea, o risco de se avaliar

o comportamento dinâmico de uma estrutura de forma equivocada e, consequentemente,

obter resultados inconsistentes com a realidade, é menor. Tomando por exemplo o ajuste

número 3, sua curva do fator de perda, η(ω), como pode ser visto na �gura 6.3, é a que

mais se aproxima dos dados de caracterização do material. Contudo, a tabela 6.3 mostra

que quando considerado isoladamente, o modelo determinístico que utiliza esse ajuste não

apresenta os melhores resultados em termos de taxa de amortecimento.

Em relação às frequências de vibração da viga, a tabela 6.4 apresenta os resultados

do modelo não determinístico; dos modelos determinísticos, quando considerados isola-

damente os cinco ajustes; os respectivos valores experimentais e; a variação (∆) entre

as médias das frequências de vibração obtidas numericamente e as médias experimentais.

Como pode ser visto, as variações entre os resultados �caram abaixo de 2,5%, com exceção

do quarto modo de vibração, onde essas variações são aproximadamente 6% para todos

os modelos. As variações entre resultados numéricos e experimentais, apresentadas nessa

tabela, con�rmam a pouca in�uência da rigidez do MVE sobre os resultados dos modelos

em termos de frequências de vibração, justi�cando o maior peso dado a curva η(ω) no

processo de ajuste das curvas do modelo não determinístico.
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7 CONCLUSÕES

Modelos GHM, ADF e DF

Foram implementados e avaliados três modelos que de�nem o comportamento dinâmico

dependente da frequência de MVEs, os modelos GHM, ADF e DF. A implementação dos

modelos foi feita em um código de Elementos Finitos em Matlab, onde os modelos GHM

e ADF podem assumir N termos na função de relaxação. As avaliações dos modelos

foram realizadas ao comparar, em termos de frequências naturais de vibração e taxas de

amortecimento, os resultados numéricos e aqueles obtidos via experimental. Os dados

experimentais foram extraídos da literatura, de três autores diferentes, sendo ao todo

nove vigas sanduíches avaliadas.

Em geral, os três modelos foram capazes de produzir resultados com boa correlação

aos experimentais em termos de frequências naturais. Quanto às taxas de amortecimento,

nos casos avaliados, os modelos tendem a sobre-estimar as taxas de amortecimento para

o primeiro modo de vibração e subestimar para os segundo e terceiro modos.

Para avaliar o desempenho dos modelos, cinco aspectos serão considerados: precisão

dos resultados; tempo de processamento; tamanho das matrizes geradas; facilidade de

ajuste dos parâmetros dos modelos aos dados de caracterização do MVE e facilidade de

implementação. Para cada um desses critérios será atribuído um escore de 1 a 4, onde 4

é reservado aos melhores desempenhos.

• Precisão dos resultados:

A precisão dos resultados é avaliada em termos das frequências naturais e das taxas de

amortecimento. A tabela 7.1, apresenta os valores médios dos erros encontrados no capí-

tulo 5 para cada um dos modelos avaliados. Como pode-se ver, em relação as frequências

naturais, os modelos GHM e DF tem desempenho semelhante, sendo o modelo DF aquele

que apresenta desempenho um pouco melhor. Em termos de taxa de amortecimento, o

modelo GHM foi o que teve melhor precisão nos resultados, seguido do modelo DF.

Tendo em vista essas considerações, o autor atribui os seguintes escores para os modelos

nesse critério: 4 para o modelo GHM; 1 para o modelo ADF e; 3 para o modelo DF.
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Tabela 7.1: Erros médios, em %, para frequências naturais e taxas de amortecimento para
os modelos avaliados.

Modelo
Frequência de vibração Taxa de amortecimento

1o modo 2o modo 3o modo 1o modo 2o modo 3o modo

GHM 9,30 7,87 10,35 28,06 18,51 42,48
ADF 13,72 12,62 12,32 39,49 56,36 76,93
DF 8,59 7,81 8,19 28,41 24,04 54,63

• Tempo de processamento:

A tabela 7.2, apresenta os valores médios dos tempos de processamento dos modelos avali-

ados no capítulo 5 para os modelos avaliados. O modelo ADF é o que tem o menor tempo

médio de processamento, seguido do modelo GHM. Portanto, atribuem-se os seguintes

escores: 4 para o modelo GHM; 4 para o modelo ADF e; 2 para o modelo DF.

Tabela 7.2: Tempos de processamento médios para as vigas analisadas no capítulo 5.

Modelo
Tempo médio de processamento

(s)

GHM 1197,6
ADF 1793,2
DF 4298,4

• Tamanho das matrizes:

A tabela 7.3, apresenta os valores médios dos tamanhos das matrizes dos sistemas de

equações obtidos com os modelos avaliados em termos do número total dos graus de

liberdade. O modelo DF é o que gerou as menores matrizes para modelar as vigas,

seguido do modelo ADF. Portanto, atribuem-se os seguintes escores: 2 para o modelo

GHM; 2 para o modelo ADF e; 4 para o modelo DF.

Tabela 7.3: Tamanho médio das matrizes dos modelos obtidas ao avaliar as vigas anali-
sadas no capítulo 5.

Modelo Tamanho médio das matrizes

GHM 156348,7
ADF 156948,7
DF 29342,7



142

• Facilidade de ajuste:

A tabela 7.4, apresenta as médias dos valores obtidos com a função erro ao avaliar os

ajustes utilizados no capítulo 5. Os ajustes encontrados para o modelo ADF são aqueles

mais próximos aos dados experimentais, seguido pelo modelo GHM. Portanto, atribuem-

se os seguintes escores: 3 para o modelo GHM; 4 para o modelo ADF e; 2 para o modelo

DF.

Tabela 7.4: Avaliação média dos ajustes encontrados para os materiais utilizados no
capítulo 5.

Modelo Avaliação média dos ajustes

GHM 0,6805
ADF 0,4289
DF 0,7430

• Facilidade de implementação:

Este critério é avaliado segundo a experiência do autor ao implementar computacional-

mente os modelos estudados. Os modelos GHM e ADF têm implementação muito se-

melhante, sendo feita de forma direta em um código de Elementos Finitos, onde são

necessárias pequenas alterações nas funções que geram as matrizes elementares. Quanto

ao modelo DF, foi necessário alterar o algoritmo de integração no tempo. Portanto, são

atribuídos os seguintes escores: 4 para os modelos GHM e ADF e; 3 para o modelo DF.

Os escores atribuídos aos modelos segundo os critérios discutidos são sumarizados na

tabela 7.5. Essa tabela apresenta também os pesos atribuídos à cada um dos critérios e

as médias ponderadas dos três modelos avaliados. Foi dado peso 3 para a precisão dos

resultados uma vez que esse é o principal objetivo de um modelo computacional; para a

facilidade de implementação foi dado peso 1 por ser uma questão pessoal; para os demais

critérios foi adotado peso 2 por serem relevantes na utilização cotidiana dos códigos de

computador.

Baseando-se nessa tabela e nos comentários supracitados, é possível responder a pri-

meira pergunta listada na seção 1.3:

Dentre os modelos escolhidos para a modelagem computacional de

materiais viscoelásticos, qual possui o melhor desempenho em ter-

mos de predição dos parâmetros modais de uma estrutura?
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Tabela 7.5: Síntese da avaliação dos modelos.

Critério
Escore

Peso
GHM ADF DF

Precisão dos resultados 4 1 3 3
Tempo de processamento 4 4 2 2
Tamanho das matrizes 2 2 4 2
Facilidade de ajuste 3 4 2 2

Facilidade de implementação 4 4 3 1
Média ponderada 3,4 2,7 2,8 -

Os modelos GHM e DF são aqueles que apresentaram o melhor desempenho para mo-

delagem computacional de MVEs em termos de predição dos parâmetros modais de uma

estrutura. Contudo, tomando outros critérios relevantes para a modelagem computacional

de MVEs o modelo GHM tem desempenho geral superior ao do modelo DF.

Estratégias para ajuste dos parâmetros dos modelos para MVE

Foram estudadas três estratégias para ajuste dos parâmetros dos modelos que de�nem

o comportamento dependente da frequência de MVEs: Algoritmos Genéticos, Enxame

de Partículas e Redes Neurais Arti�ciais e foi avaliada a in�uência de alguns parâmetros

destas estratégias em relação ao seu desempenho.

Para a estratégia via Algoritmos Genéticos, foram avaliados: a codi�cação dos cromos-

somos (codi�cação real e binária), o algoritmo de seleção de indivíduos (Torneio, Roleta

e Stochastic Universal Sampling) e o operador de crossover (Heurístico, Aritmético, Sim-

ples, Dois pontos e Múltiplo). Os resultados obtidos com a codi�cação binária foram

inferiores àqueles obtidos via codi�cação real. Neste caso, o operador Dois pontos foi o

operador de crossover em que os melhores resultados foram obtidos. O algoritmo de sele-

ção que apresentou a melhor média de resultados foi o que utilizou a seleção por Torneio,

sendo o valor médio da função erro nesse caso de 0,7614.

Em relação às avaliações realizadas com o algoritmo Enxame de Partículas, foram

estudados o peso w e os parâmetros φ1 e φ2. Em relação ao peso w, os piores resultados

foram obtidos quando w = 1, 0, já os melhores foram obtidos com w = 0, 7. A con�guração

que obteve a melhor média nos testes foi obtida assumindo w = 0, 7, φ1 = 2, 0 e φ2 = 1, 0,

onde o valor médio da função erro foi de 0,7413.

Quanto à Rede Neural Arti�cial, foram avaliados: o algoritmo de treinamento; o

número de camadas ocultas e o número de neurônios em cada uma dessas camadas. Dentre
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os algoritmos de treinamento, o que apresentou resultados melhores na grande maioria

dos casos avaliados foi o algoritmo Scaled conjugate gradient backpropagation (SCG). Em

relação ao número de camadas ocultas e a quantidade de neurônios em cada uma delas, os

resultados indicam que ao aumentar o número de neurônios nas camadas ocultas obtêm-se

um desempenho melhor. Contudo, se esse número for muito elevado, a di�culdade para

se ajustar os parâmetros da rede aumenta, levando a desempenhos inferiores. O melhor

ajuste foi obtido com uma camada oculta e 50 neurônios nela, o valor da função erro nesse

caso foi de 1,3536.

Tratando-se dos parâmetros dos modelos GHM, ADF e DF, durante a análise de sensi-

bilidade constatou-se que alguns dos parâmetros têm maior in�uência sobre os resultados

em termos de frequência natural e taxa de amortecimento. Para o modelo GHM, os pa-

râmetros α, β e δ são os que têm maior in�uência sobre esses resultados; para o modelo

ADF esses parâmetros são: ∆ e Ω e para o modelo DF todos os parâmetros possuem

relevância equivalente.

Tendo em vista os resultados obtidos e as considerações apresentadas, pode-se respon-

der a segunda pergunta listada na seção 1.3:

Dentre as estratégias usadas para se ajustar os parâmetros que de-

�nem as propriedades dinâmicas de materiais viscoelásticos qual a

mais adequada?

O algoritmo de Enxame de Partículas é o que apresenta o melhor desempenho, ligei-

ramente superior ao da estratégia baseada em Algoritmos Genéticos. Observa-se também

que se deve dar maior ênfase àqueles parâmetros que têm maior in�uência sobre os resul-

tados em termos de taxa de amortecimento, a depender do modelo adotado.

Modelo não determinístico

Foi apresentado e implementado um modelo não determinístico, baseado no método

de Monte Carlo e no modelo GHM, para materiais viscoelásticos que procura simular as

incertezas associadas ao módulo complexo. Foi avaliada sua aplicação ao considerar as

incertezas associadas a caracterização do módulo complexo do MVE utilizado como ca-

mada amortecedora de uma viga sanduíche. De forma geral, o modelo não determinístico

apresentou melhores resultados, mostrando-se promissor.
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Comparando os resultados dos modelos determinísticos, não determinístico e experi-

mental apresentados na tabela 6.4, percebe-se que os resultados em termos de frequências

naturais são todos muito próximos dos resultados experimentais. Em relação aos resulta-

dos em termos de taxa de amortecimento, esses apresentam grande variação.

Na �gura 7.1, são apresentados esses resultados numéricos para os seis primeiros modos

de vibração obtidos com modelos determinísticos considerando os 5 ajustes apresentados

no capítulo 6 e aquele apresentado no capítulo 5, com o modelo não determinístico e o

intervalo de ±1, 96σ e os resultados experimentais e seu intervalo de ±1, 96σ.
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Ajuste No. 1 Ajuste No. 2 Ajuste No. 3 Ajuste No. 4 Ajuste No. 5

Mod. determinístico Cap. 5 Experimental Não determinístico

Figura 7.1: Comparação entre as taxas de amortecimento determinadas com os modelos
determinísticos, não determinístico e experimentalmente para a viga VS1.

Como se pode ver, o modelo não determinístico foi capaz de aproximar os valores

médios dos resultados experimentais de forma mais consistente do que os modelos deter-

minísticos. Em relação à dispersão dos resultados obtidos, observa-se que os resultados

numéricos estão contidos no intervalo de µ ± 1, 96σ da contraparte experimental, nos

quinto e sexto modos as dispersões não se interceptam.

A consistência dos resultados do modelo não determinístico se torna mais evidente ao

comparar os resultados desse modelo com aqueles obtidos através dos modelos tradicionais

utilizando os ajustes No.3 e o utilizado no capítulo 5. Como pode ser visto na �gura 7.2(a),

esses dois últimos são os que apresentaram melhor ajuste aos dados experimentais.

Comparações entre as taxas de amortecimento determinadas com esses três modelos

e as respectivas contrapartes experimentais podem ser vistas na �gura 7.2(b). Como se

pode ver, mesmo com bons ajustes, os modelos determinísticos não conseguem simular de
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forma adequada as taxas de amortecimento em altas frequências. Por outro lado, o modelo

não determinístico foi capaz de simular satisfatoriamente as taxas de amortecimento para

todos os seis primeiros modos de vibração.
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(b) Taxas de amortecimento obtidas com os modelos

Figura 7.2: Comparação entre os resultados, em termos de taxas de amortecimento, dos
modelos determinísticos, não determinístico e experimental da viga VS1.

Com base nessas considerações, a terceira pergunta feita na seção 1.3 pode ser respon-

dida:

O modelo computacional não determinístico proposto é capaz de

captar as incertezas inerentes à caracterização de materiais visco-

elásticos ao simular o comportamento dinâmico de estruturas san-

duíche?
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O modelo computacional não determinístico proposto apresentou resultados mais ro-

bustos quando comparado aos modelos determinísticos tradicionais, mostrando-se como

uma alternativa promissora para a modelagem do comportamento dinâmico dependente

da frequência de materiais viscoelásticos. De uma maneira geral a avaliação das taxas

de amortecimento via modelo não-determinístico foi satisfatória, apesar de algumas im-

precisões. Sendo assim, e considerando que há outras fontes de incerteza ainda a serem

tratadas, pode-se dizer que o modelo proposto é sim capaz de captar as incertezas inerentes

à caracterização de MVEs em estruturas sanduíches.

Proposta para trabalhos futuros

Para dar continuidade ao trabalho, �ca então proposto o seguinte item relativo ao

modelo DF:

• Estudar outros esquemas para a avaliação computacional da derivada de ordem

fracionária.

Em relação ao ajuste de curvas sugere-se:

• Melhorar os algoritmos para ajuste de curvas, acrescentando uma segunda etapa

para re�namento da solução baseado nos resultados da análise de sensibilidade.

Quanto ao modelo não determinístico, �ca sugerido:

• Paralelizar o código do modelo não determinístico, para reduzir seu tempo de pro-

cessamento;

• Avaliar outras fontes de incerteza: na caracterização do material elástico, geometria

da estrutura, força de excitação e a in�uência da variação de temperatura e;

• Aplicar algum algoritmo para construção do conjunto de amostras a serem avaliadas

pelo modelo, por exemplo, Hipercubo Latino [121] ou Sequência de Halton [122].
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