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“Devemos lembrar que o que observamos néo é a natureza em si
mesma, mas a natureza exposta ao nosso modo de interroga-la.”

(Werner Heisenberg, Physics and Philosophy: The Revolution in Mo-
dern Science, 1958)



RESUMO

Esta dissertacdo investiga o problema da singularidade no interior do buraco
negro de Schwarzschild no contexto da gravitacdo quantica candnica. O trabalho
apresenta uma revisdo do formalismo ADM e da equagdo de Wheeler-DeWitt, com foco
na quantizagdo de modelos de minisuperespago. Em seguida, utiliza-se a interpretagao
causal de de Broglie-Bohm para analisar a dindmica quantica de um modelo associado
ao buraco negro de Schwarzschild. Os resultados indicam que o potencial quéantico
pode tornar-se dominante nas proximidades da singularidade cléssica, de tal sorte a
elimind-la. No limite em que os efeitos quanticos se tornam despreziveis, recupera-se o
comportamento classico esperado. Esses resultados sugerem que a abordagem adotada

fornece um quadro relevante para a eliminagdo das singularidades em buracos negros.

Palavras-chave: gravitacdo quantica canodnica; equacdo de Wheeler-DeWitt;
interpretagdo de de Broglie-Bohm; buraco negro de Schwarzschild; singularidades.



ABSTRACT

This dissertation investigates the problem of the singularity inside the Schwarz-
schild black hole in the context of canonical quantum gravity. The work presents a
review of the ADM formalism and the Wheeler—-DeWitt equation, with a focus on
the quantization of minisuperspace models. Then, the causal interpretation of de
Broglie-Bohm is used to analyze the quantum dynamics of a model associated with the
Schwarzschild black hole. The results indicate that the quantum potential may become
dominant in the vicinity of the classical singularity, in such a way to eliminate it. In
the limit in which quantum effects become negligible, the expected classical behavior
is recovered. These results suggest that the adopted approach provides a relevant

framework for the elimination of singularities in black holes.

Keywords: canonical quantum gravity; Wheeler—-DeWitt equation; de Broglie—

Bohm interpretation; Schwarzschild black hole; singularities.
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1  INTRODUCAO

A relatividade geral figura como uma das teorias mais importantes ja desen-
volvidas pela ciéncia moderna. Por meio dela, a humanidade teve acesso a todo um
arcabouco de fendmenos antes inexplorados devido a limita¢des experimentais e tedri-
cas, uma vez que se apoiavam na gravitacdo Newtoniana, que apesar de representar um
salto tremendo em relagdo as ideias anteriores, esta ndo trouxe respostas a problemas
envolvendo a relatividade do movimento, ideia central da teoria de Einstein, que o

levou aos louros da gravitagdo durante o século XX.

O objeto de estudos ao qual dedica-se esta dissertacdo sdo os buracos negros. O
embrido inicial para essas ideias surge ainda no século XVIII com John Michell [11],
que utilizando da mecanica newtoniana (ja consolidada naquele periodo) propos a
existéncia de "estrelas escuras" cuja massa seria tdo grande que nem mesmo a luz
poderia escapar de seu campo gravitacional. Pouco depois Laplace também apresentou

uma ideia semelhante.

Esses objetos ndo configuravam buracos negros do ponto de vista moderno, isto
é, ainda ndo havia a nogdo de espago-tempo curvo e tdo pouco de horizonte de eventos.
Tais defini¢des s6 foram estabelecidades com o advento da relatividade geral de Einstein
em 1915-1916, seguida de sua primeira solucdo exata obtida por Karl Schwarzschild
[2]. Tal solugdo possui simetria esférica e isso se deu muito provavelmente devido a
inspiracdo em estrelas e planetas, bem como devido a argumentos de simplificagao.
Além disso, ela também introduzia um fato chocante: havia a existéncia de duas
regides do espago-tempo com singularidades, que ocorriam tanto no entorno do objeto
massivo considerado, bem como em seu centro. A primeira passou a ser chamada como
horizonte de eventos (ou raio de Schwarzschild) e em 1933 foi demonstrado por George
Lemaitre [2] que tratava-se na verdade de uma singularidade removivel [16, 37], pois
ndo sobrevivia a certas transformagdes de coordenadas. Quanto a segunda, esta ainda
permanece como uma patologia da teoria e ndo pode ser removida em virtude de uma

transformacgdo de coordenadas.

Em certo sentido, pode-se pensar que a relatividade geral prevé os seus proprios
limites através das singularidades. Ha propostas na literatura que visam resolver esse
problema por meio de argumentos puramente clédssicos via teorias modificadas de
gravitacdo, dando origem aos buracos negros regulares, isto é, livres de qualquer regido
singular. Um exemplo é a solugdo de buracos negros na teoria de Einstein-Cartan na
qual a presenca do spin inibe a existéncia de singularidades cujo destino final é um
bounce. Esse efeito ocorre quando a densidade de spin é alta e em modelos de colapso
como o de Oppenheimer-Snyder, o sistema é freado chegando a um raio limite [21].

Apesar de ser um resultado interessante, é importante termos em mente que trata-se de
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um modelo cléssico a cerca de estrelas e assim como o spin, a matéria que permeia esses
corpos também é de natureza quantica. Isso ¢ um indicativo de que devemos procurar
respostas para a resolugdo da singularidade na mecanica quantica, em particular na
gravitacdo quantica.

Ainda restam duvidas se a gravidade realmente deve ser quantizada como
ocorreu com as outras intera¢des fundamentais da natureza, mas acredita-se que se
isso for possivel, certamente fornecerd respostas para muitas questdes em aberto na
fisica, sobretudo o problema da singularidade. Ha algumas propostas nessa direcao
que exploram a quantizac¢do de buracos negros através da abordagem da quantizacdo
canodnica da relatividade geral. Com esse horizonte em mente e inspirado pelo trabalho
classico de DeWitt [15] no qual ele advoga que no contexto da cosmologia quantica,
a funcdo de onda deve ir a zero na singularidade inicial, que em outras palavras
significa que ndo haveria nenhuma corrente de probabilidade ndo nula para além da
regido singular, os autores Harpreet Singh e Malay K. Nandy [36] levaram essa ideia
para as solugdes de buracos negros. Eles obtiveram a fun¢do de onda um buraco
negro quantico, calculando classes de validade na qual ela se anula e, portanto, a
existéncia de buracos negros regulares s6 é garantida quando estes sdo representados
por estados quénticos cuja funcdo de onda vai a zero na singularidade. Além disso,
também generalizaram a proposta de DeWitt indo além e calculando o valor esperado
do operador de Kretschmann, mostrando que ele é regular apenas para os estados
cuja fungdo de onda satisfaz o critério de DeWitt. H4 outros trabalhos que também
buscam compreender o comportamento quantico de buracos negros mas que nao estao

diretamente relacionados com o problema da singularidade, dentre eles vale citar
[25, 40].

Nessa disserta¢do explora-se uma possivel solugdo ao problema da singularidade
por meio da gravitacdo quantica candnica usando a interpretagdo de de Broglie-Bohm
(também chamada de interpretagdo causal ou deterministica), visto que ela permite
o célculo explicito das trajetérias quanticas. A motivagdo para trabalhar com a inter-
pretacdo causal vem de argumentos oriundos da cosmologia quantica, uma vez que
a interpretacdo de Copenhague ndo é adequada [32, 33], pois ela exige a existéncia
de um observador externo para manipular o aparato experimental e isso claramente
deixa de fazer sentido quando consideramos o estudo do universo como um todo, pois
ndo ha como definir algo que esta além dele. Ha um trabalho que visa entender o
comportamento quantico de buracos negros na regido préxima ao horizonte de eventos

usando interpretagdo causal, a saber [27].

Para apresentar essas ideias de maneira adequada, optou-se por organizar a
dissertacdo da seguinte forma: o segundo capitulo traz uma introdugao ao formalismo
ADM, devido a sua grande importancia na quantizacdo candnica e por extensdo, o

terceiro capitulo trata da quantizagdo candnica da relatividade geral e as consequéncias
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oriundas desse procedimento (como o desaparecimento do tempo, por exemplo). O
quarto capitulo compreende uma introdugao a interpretacdo de Broglie-Bohm com o
intuido de aplica-la a quantizacdo de buracos negros, quantizacdo esta que é feita no
quinto capitulo por meio de um modelo de minisuperespago utilizando a métrica de

Kantowski-Sachs.
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2 Formalismo ADM

Com o objetivo de construir uma descri¢do quantica da gravitacdo na formulagdo
hamiltoniana da Relatividade Geral, é importante introduzir os aspectos cldssicos que

fundamentam esse ferramental matematico.

2.1 Decomposicdo 3+1

Uma motivagdo para empregar o formalismo hamiltoniano da mecénica classica
no estudo de sistemas fisicos é que ele reescreve a dindmica em termos de equacdes
diferenciais de primeira ordem [29]. Além disso, esse formalismo torna explicitas
estruturas internas das teorias, como a relagdo entre simetrias e a presenga de vinculos,
que surgem quando a descrigdo possui redundéancias associadas a invariancias de

calibre.

A descri¢do hamiltoniana inicia-se substituindo o par formado pelas coordenadas
generalizadas e suas velocidades, (g, ), pelo par de varidveis canonicas (g, p), em que

p é o momento canonicamente conjugado a g, definido por,

p==. (2.1)
q

Ao tentar aplicar essas ideias a Relatividade Geral, deparamo-nos com uma
sutileza: a defini¢do acima envolve a derivada temporal 4, isto é, pressupde uma nogdo
de “tempo” para definir as velocidades. Em uma teoria covariante como a Relatividade
Geral, porém, as coordenadas nao tém, em si, significado fisico privilegiado, em particu-
lar, ndo existe uma coordenada que seja a priori identificada como tempo [6, 24]. Assim,
para construir uma formulagdo hamiltoniana, é necessario introduzir uma folheagao
do espago-tempo por hipersuperficies espaciais (decomposi¢do 3 + 1) e parametriza-la
como uma evolugdo entre essas hipersuperficies. Essa escolha quebra a covariancia
fisica e explicita a redundancia associada as transformagdes de difeomorfismo!, que

aparece no formalismo hamiltoniano na forma de vinculos.

2.2 Folheacao do espago-tempo

Como discutido anteriormente, a Relatividade Geral ndo possui um tempo
absoluto: a teoria é invariante por difeomorfismos. Assim, a estratégia adotada para
construir a formulacdo hamiltoniana — o formalismo ADM? — consiste em folhear o
espago-tempo por hipersuperficies tipo-espago.

! Um difeomorfismo é essecialmente uma mudanga suave de coordenadas que também é

invertivel de forma suave.

2 O nome refere-se a Richard Arnowitt, Stanley Deser e Charles W. Misner.
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Desse ponto em diante, o capitulo ira tratar de hipersuperficies, portanto aos
leitores que ndo possuem conhecimento desse assunto, recomenda-se a leitura de [6],
[24] e [34].

Seja o espago-tempo (M, g), onde M é a variedade diferenciavel e g é a métrica
lorentziana. O procedimento de folheacdo é implementado escolhendo-se uma funcéo
tempo t = t(x*), definida em M, onde x* (os indices gregos irdo correr com & =
0,1,2,3) denotam coordenadas no espago-tempo. Essa fun¢do define uma familia de
hipersuperficies tipo-espago X; imersas em M, isto é, Xy C M.

Em particular, para um valor fixo tp, define-se,
Yy = {x" e M : t(x*) =to}, (2.2)

onde ty parametriza uma folha especifica da folheagdo. A "evolugdo temporal"” serd
entendida como a passagem de uma hipersuperficie ¥; para uma hipersuperficie vizinha

214t ao longo de um campo vetorial de evolugdo no espaco-tempo.

Para que esse procedimento seja bem definido globalmente, usualmente assume-

se que o espago-tempo seja globalmente hiperbélico. Equivalentemente, exige-se que:

® nio existam curvas causais fechadas em M;

* as hipersuperficies X; sejam tipo-espaco, de modo que a métrica induzida nelas

seja riemanniana, com assinatura (+, +, +);

e as hipersuperficies >; ndo se intersectem e cada ponto de M pertenca a exatamente

uma folha;

* exista uma hipersuperficie de Cauchy (por exemplo, uma folha %,) cujos dados

iniciais determinem univocamente a evolugao.

2.3 Variaveis ADM e a decomposicao da métrica

Introduzem-se, portanto, coordenadas adaptadas a folheagdo, x* = x*(t,y*),
onde f rotula as hipersuperficies e y* (os indices latinos irdo correr com a = 1,2, 3) sdo

coordenadas intrinsecas em cada folha ¥;. A partir disso, obtém-se as componentes do

ox“
@ = (ay“ )f ' 29

bem como as componentes do campo vetorial associado a evolugdo temporal,

(9e)" = (%) : (2.4)
y

conjunto de vetores tangentes a Xy,
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Decompondo o vetor (9¢)* em partes normal e tangente a hipersuperficie, obtém-
se
(01)" = N n*+ej N*, (2.5)

2

onde N é a fungdo Lapso e N? é o vetor Shift. Essas quantidades, juntamente com
a métrica induzida na folha (que serd introduzida posteriormente), constituem as
varidveis ADM. Ja n* é o vetor normal unitério a %, escolhido apontando para o futuro
(isto &, tipo-tempo e orientado temporalmente). Tanto N, quanto N” parametrizam
a liberdade na escolha do campo vetorial de evolugdo temporal (0;)%, via a fungdo
t = t(x"). Essa liberdade est4 associada ao fato de que podemos escolher diferentes
formas de parametrizar a folheagdo do espago-tempo. No formalismo hamiltoniano,
essa arbitrariedade se manifesta por meio dos vinculos da teoria, que codificam a

invariancia por difeomorfismos da Relatividade Geral.

Antes de reescrevermos as grandezas em termos das varidveis ADM e discutir-
mos seus desdobramentos, é necessario entender o significado geométrico do conjunto
de variaveis [N, N i (0¢)#]. Conforme mostra a Figura 1, o papel do campo vetorial de
evolugdo temporal (9¢)# é conduzir a dindmica entre as hipersuperficies X e ¥4, 41, 0
que é descrito pela decomposicao (2.5). Consideremos, por exemplo, um ponto a € X
(ver Figura 1). Ao evoluirmos a por um intervalo dt ao longo de t#, obtemos um ponto
em 2 5. A componente normal dessa evolugdo (proporcional a n*) leva a a um ponto
b em X, ;. No entanto, como a evolugdo temporal discutida aqui é feita mantendo as
coordenadas espaciais x' fixas, 0 ponto correspondente deve ser c. A forma de corrigir
essa diferenca é exatamente introduzindo o vetor shift N¥, responsavel por levar b a c

ao longo da hipersuperficie ;4.

Outra interpretacdo possivel para a funcdo lapso é a de ser um fator de conversao
para o tempo préprio medido por um observador normal que se move com uma 4-
velocidade n# entre X; e ;. ;. Portanto,

dt = Ndt, (2.6)

onde dT é o incremento de tempo fisico medido por quem atravessa as folhas ortogonal-

mente e dt é o incremento de tempo escolhido para folhear o espago-tempo.

De posse dos vetores tangente e do campo vetorial de evolucdo temporal (2.3) e
(2.4), podemos escrever a expressdo para o deslocamento ao longo do espago-tempo,

dx® = (9;)%dt + efdy® = (Nn®* + efN*)dt + efdy*®, (2.7)

ou seja,
dx®* = Nn*dt + e} (dy* + N%dt) . (2.8)
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I .
1xt + dx?

Figura 1 — Interpretagdo geométrica da funcdo Lapso e do vetor Shift.

Fonte: Adaptada de [24].

Tendo escrito a expressdo do deslocamento, podemos obter o intervalo entre
eventos no espago-tempo em termos das varidveis ADM, de modo que,

ds? = gopdx"dxP (2.9)

onde g,4 € a métrica do espago-tempo. Substituindo a expressdo para dx*,
ds? = g g [N'n¥dt + et (dy” + Ndt)|[N'nPdt + o (dy® + NPdt)], (2.10)

ds? = gup [/\/'zn“nﬁdt2 + Nn®el (dy® + NPdt) + NnPet (dy" + Ndt)+
(2.11)
+ efel (dy” + Ndt) (dy” + Nbdt)} .

Tendo em vista que X; C M, entdo a métrica do espago-tempo induz uma
métrica nas hipersuperficies, de modo que,

hy = ef{efgalg : (2.12)
Além disso, sendo os vetores normais n* tipo tempo, entao,
gupn*nf = —1, (2.13)
dessa forma,

ds? = —N2d2 + N ngel (dy? + Ndt) + N neel(dy® + Ndt)
—~~ ~~~
-0 -0 (2.14)
+ gy (dy® 4+ N7dt) (dy® 4+ Nbdt) .
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ds® = —N2dt* + hgy(dy* + Ndt)(dy’ + N'dt), (2.15)

onde usamos a ortogonalidade entre os vetores tangente e normal. Expandindo,
ds* = —N2dt* + h, NPdtdy® + hay N°dtdy® + hyy N*NPdt?, (2.16)

ds? = (=N? + hyy NV)dt? + hay (N°dy® + NPdy®)dt + hapdy®dy’ . (2.17)

Explorando a simetria da métrica induzida h,, = hy,, os termos mistos se combinam,

resultando em,
ds? = (= N2 + hypy N°NY)dt? 4 21, NdyPdt + hgdy"dy®, (2.18)
e assim, concluimos que,
g = —N?+ h, N°NP | Qat = Qta = hypN® € oy = hygp (2.19)

ou, na forma matricial,

~N?4+h,N°NY | N,
gaﬁ:( NZ + hay | ) (2.20)

Ny ‘ hap
e assim obtemos a decomposi¢do da métrica em termos das varidveis ADM.

Notamos que a métrica estd na forma de uma matriz dada em blocos cujos
elementos estdo em notagdo indicial, portanto, a melhor estratégia para obter a inversa
da métrica é partir de um ansatz,

Al B
g = < i ) , (2.21)

onde vé-se que ¢g*f foi escolhida de modo a presentar a forma de Sup- Essa € uma
maneira segura de se obter a inversa, pois evita erros proveninentes da notagao indicial.
Sabendo que g, ¢P7 = 4, entao,

gipg’ =0 = gug"+gigd=0 = NA+hmB =0, (2.22)

8tﬁ8ﬁt =1 = gug"+guig"=1 = (-N?+huN'N)A+NB =1, (2.23)
gip” =0 = gug+gug =0 = NB +huC%=. (2.24)

De (2.22),
N;A+B;=0 = B;=—AN;, (2.25)

substituindo em (2.23),

(—=N? 4+ hyN°NY)A + Nj(=AN) =1 = (=N? +hy; N°NY)A — AN;N' =1, (2.26)

1

—N?A + fzabNaNb — hijNiNf =1 = A=-15. (2.27)

=0




E agora, substituindo (2.27) em (2.26), obtemos,

. N
Bi — —ANZ = Bl — m .
Por fim, substituindo (2.28) em (2.24),
, o N;N/ .
N;B/ + hyCH = & /\1/2 + hyCH = ¢,
multiplicando por h'" dos dois lados,
hliN; N7 ~ , . N!N/ . .
vt WhyCY = hlis! vt oLCH = nl7,
logo, o
ci =1 - .
Portanto,
tt__i at_M e ab_hab_NaNb
N2 8 T AR N N2 7

na forma matricial,

5 _ N2 ‘ N 2NP
§ = N—ZNLI ‘ hab o N—ZNaNb !
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(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

Conhecendo a forma matrical de g,5, podemos calcular seu determinante no-

tando que a métrica possui a forma,

(A BT
8=\ ¢ )’
com isso, o determinante é dado por3,
detg,s = detCdet(A —B'C 'B).

Reconhecendo,

A = —N? 4+ h,,N°NP,

B = h,,N?,

C - hﬂb 7
dessa forma,

A —BTC'B = (—N?+ h, N°N?) — h*N.N; = —N?,
logo,
detg,p = dethy(-N?) = /—g=NVh.

onde detg,s = g e deth,g = h.

3 Essa identidade é conhecida como Complemento de Schur.

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)
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2.4 Vetor normal nas varidveis ADM

Conhecidas as varidveis ADM, podemos também obter as componentes do

vetor normal em termos delas e para obté-las, notemos que 1, o d,t, logo n* = Coyt.

Portanto,

n'ng =—1 = C2"ut = C2g"Po,tdgt = —1. (2.39)
Em coordenadas adaptadas a folheagdo (t,y?) temos que d,t = 0, pois 0ot = (52, de

modo que,
C2g"Poutopt = —1 =  C2(g"0utdst + 0,tdpt) = —1 (2.40)

~——
=0
C2

C2glt = Nz C=+N (2.41)

escolheremos o sinal negativo para fixar a orientagdo tempo dirigida para o futuro?,

Ny = =Nyt . (2.42)

Além disso, temos também que,

n* = g"fng = —Ng"Pogt = —Ng" - 1= —-Ng", (2.43)
entao,
1 N* N*
t_ t_ _ b —

n——Ng —N e Tlu——Nga——Nm——W, (244)

em termos das componentes,

a

n, = (=N,0,0,0) e n*= (%/.,—%) ) (2.45)

Vale destacar também que nas coordenadas (t,y*) o vetor tangente toma a forma
(veja (2.3),

e* = (0,48%). (2.46)

2.5 Curvatura Extrinseca

Outra quantidade de grande importancia é o tensor de curvatura extrinseca,
definido por [28],
Koy = €%ebVang . (2.47)

Vemos que ele mede a curvatura da hipersuperficie a partir da variacdo do vetor normal
ao comparar pontos diferentes de X; (ver Figura 2). Dai o nome curvatura extrinseca:
esse tensor quantifica como a hipersuperficie se curva quando vista “de fora”. Além

disso, trata-se de uma quantidade puramente espacial, pois estd projetada ao longo de
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Figura 2 — A curvatura extrinseca mede a curvatura da hipersuperficie através da taxa de
variagdo que o vetor normal sofre quando visto de pontos diferentes, isso fica evidente
quando consideramos os pontos P e Q da figura.

Fonte: Adaptada de [28].

Y;. Uma expressdo mais conveniente pode ser obtida em termos da métrica induzida.

Com esse objetivo, substituimos (2.42) em (2.47),

Ky = eg‘efvanﬁ = —ef{efvm(/\/aﬁt) , (2.48)
Ky = —egef(V“/\/)(aﬁt) - /\/’eg‘efvaaﬁt. (2.49)
O primeiro termo se anula, pois,
1 1
efaﬁt =N ef(/\/aﬁt) = N,efnﬁ =0. (2.50)
Logo,
Ky = —Neffefv,xaﬁt = —/\/eg‘ef(aaaﬁt — r;‘ﬁayt) . (2.51)

Novamente, o primeiro termo da equagédo anterior se anula pelo mesmo argumento,
ehePd, a5t = 0. (2.52)
Definindo I' 5= FZ ﬁayt, obtemos,
Kop = NelepT! 5. (2.53)
Expandindo a contragdo em I §= ¢r Aafs
K, = NeZ‘efgtAF)\aﬁ = Negefgttfml; + Nege{fgfcrwﬁ ) (2.54)
Projetando o simbolo de Christoffel ao longo da hipersuperficie,

fi.‘ab = egefrtzxﬁr Leap = egez’?rcaﬁ ’ (2.55)

4 A assinatura da métrica é (—, +, +, +).
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segue que,
Koy = Ngttftub + Ngtcfcab = _Nilftab + NleCTcub ’ (2-56)

onde usamos (2.33).

Da definicao,
= 1
Loy = E (aahbt + Oy — athab) p (2.57)

com
hyy = eif@fga/s =g = Ny, (2.58)
onde usamos (2.20). Substituindo (2.58) em (2.57),

ZTtub = 9;Np, + 9N, — dthy, . (2.59)
Substituindo (2.59) em (2.56), obtemos,

1 1. —
—W(aaNb + J,N, — athab) + NN‘Tcab . (2.60)

. . T=C —C . e~ . . . ,
Usando a simetria I' ;, = ', e a definicdo da derivada covariante intrinseca,

Kab =

VaN, = 9;N, — T, Ne, (2.61)
chegamos a forma usual

Kap dthay — VaNy — VN, ), (2.62)

1
:W(

onde vemos da defini¢do que a curvatura extrinseca é simétrica K,;, = Kj,. Aqui,

Vao=¢e"V,. (2.63)

Também é comum escrever a curvatura extrinseca em termos de derivadas de

Lie. Para isso, definimos a derivada temporal de um campo arbitrario g4 como [34],
atq = q = Eatq, (264)

onde a derivada de Lie é tomada ao longo do campo vetorial de evolucdo temporal (2.4).

Agora, podemos calcular a derivada de Lie da métrica induzida ao longo do vetor shift,
£xhap = NV chgy + (VaN)hep + (VN R, (2.65)

e usando V. h,, = 0, obtemos
£xhap = VaNy + VN, . (2.66)

Dai segue que
1
Kab - W (£athab - ENhab) . (267)
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2.6 Acdao ADM e a Métrica de DeWitt

A teoria da relatividade geral pode ser obtida a partir da variacdo da agdo de
Einstein—Hilbert,

_ 1 4
Spy = m_n/Md ¥/—gR, (2.68)

onde R é o escalar de Ricci. Ao longo dessa dissertagdo iremos adotar as unidades
naturais, a saber,
c=h=Gy=1. (2.69)

Para escrevé-la em termos das varidveis ADM, serd necessdrio utilizar a decomposicao
de Gauss—Codazzi (ver [6] e [34])°,

R =R+ K™K, — K> — 2V, (nﬁvﬁn“ - n“vﬁnﬁ) ) (2.70)

onde R é o escalar de Ricci tridimensional e K = h**K,;, é o traco da curvatura extrinseca.

Se ignorarmos o termo de derivada total, obtemos a agio ADM,
1
Sapm = —— / d*x NV (R + KK, — K2) . 2.71)
1671 Jm

Caso optemos por manter o termo de derivada total, podemos reescrever a agao
de Einstein—-Hilbert como

1 4 1 4
— J/—¢R = —— | d*x /= PV gn® —n*Vgnf) ,
SEH 1677 /,/\/l d*x g SADM 87 J X gV,X <1’l V5n n V5n ()2 72)
ou, equivalentemente,
_ L T B o — 7 o
Sapm = SEH + e /Md x+\/—8Va (n Vgn® —n*Vgn ) . (2.73)
Usando o teorema de Gauss (ver [34]),
_ 1 3 B K N B
SADM—SEH+§%th y\/ﬁna(n Vﬁn n Vﬁn ) . (2.74)
Notamos que o primeiro termo no integrando é nulo,
1 1
nanPVgn® = nPn,Vgn* = Enﬁvﬁ(nan“) = Enﬁvﬁ(—l) =0, (2.75)
e, assim, chegamos a
SADM = SEH_L?{ d3y\/ﬁnan“ Vﬁnﬁ
87 /3 (2.76)

_ 1 3 B
_SEH+87T7£;td y\/ﬁvﬁn ,

> Uma dedugdo mais detalhada pode ser encontrada em [24].
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onde usamos n,n%* = —1.

Podemos ainda manipular o termo,

VP = PV gy = (h*F — n*nP)Vgny = "V gng

p (2.77)
= eg‘ebh“bvﬁna =h"K, =K,

onde usamos a decomposicdo da métrica em termos de h*F e n®* (ver [24]). De posse
desses resultados, obtemos

1
Sapm = SEH + ﬁj{z PyvhK = Sapm = Sen + Schy - (2.78)
t

O dltimo termo na equagdo acima é chamado de termo de contorno de Gibbons—
Hawking—York®. Sua relevancia estd no fato de tornar bem definido, do ponto de vista
matematico, o procedimento de integragdo por partes na variagdo da agdo: sem esse
termo, surgem contribui¢des de contorno envolvendo derivadas normais da métrica.
Esse termo também ¢é necessério quando se realiza a quantizacdo via integral de cami-
nho”[30], garantindo um principio variacional consistente sob as condi¢des de contorno
apropriadas. Vale notar que, nesta deducao, o termo de contorno surge de forma natural,
diferentemente de como frequentemente aparece na literatura, isto é, sendo introduzido
”a mao”.

Retornando a acdo ADM,

SapMm = /M d*x VN (R + K%Ky, — K?) = /M dt Py VN (R + K™K,, — K?),
(2.79)
onde

SADM:/ dtLADM:/ dtd*y Lapm, (2.80)
M M

sendo Lapy e Lapm a lagrangiana ADM e a densidade lagrangiana ADM, respectiva-
mente.

Essa dltima pode ser reescrita em uma forma mais conveniente notando que
KﬂbKab _ K2 — KabKab _ KZ
= Kabhachbchd - (habKab)(thch)
— (hachbd . hubhcd)Kachd

— %(hachbd_{_hadth) _habhcd KK g (2.81)

—_

— E(hachbd + hadhbc . 2hathd)Kachd
1

Vh

O nome é devido a Gary Gibbons, Stephen Hawking e James W. York.
7 Por exemplo, em cosmologia quantica.

GadeKachd ,

6
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onde,

Gabed _ g (hachbd + prdpbe zhabhcd> (2.82)

é a inversa da métrica de DeWitt. Da definicao decorre as simetrias nos indices,
Gabcd — Gbacd — Gabdc _ chab (2 83)

A métrica de DeWitt é definida por,

1
Gaped = —= (hachpag + haghpe — hapheq) (2.84)

2v/h

satisfazendo,

GabchCdef — %(hachbd + hadhbc . 2habhcd)%(hcehdf —+ hcfhde — hcdhef) , (285)

GG eger = 31(535; + 8408 — 85h" hef + 5508 + 870¢ — S2th " hey

(2.86)

— 267 h ™y — 26Fh™ g, + 6hhey)
GG e = 31(2535; +20460 — 2h"hog — 4™ hep + 6hhyy), (2.87)
GGy = %(535} +6150) = GGy = T (2.88)

onde Z%, F= %((5355} + 55’;(55 ) . Nesse ponto, é importante estabelecer algumas ideias. A
partir da folheagdo, a varidvel dindmica que passa a descrever a geometria espacial é a
métrica induzida h,;, em conjunto com as varidveis ADM. Podemos, entdo, considerar
o espaco formado por todas as configura¢des geométricas possiveis em 2, levando
em conta que duas métricas podem estar relacionadas por uma transformacado de

coordenadas (um difeomorfismo)®. Portanto, definimos o superespaco como o quociente,
S(X¢) = Riem(X;) /Diff (%), (2.89)

onde Riem(X;) é o espago de todas as métricas tridimensionais e Diff(;) representa
o grupo de difeomorfismos de X;. Em outras palavras, o superespago é formado
por classes de equivaléncia sob transformacdes de coordenadas em X; [30]. Como
veremos adiante, isso se reflete na presenca de vinculos na formulagdo hamiltoniana,

caracteristica tipica de uma teoria de calibre.

O papel da métrica de DeWitt é o de definir uma supermétrica no espago de
métricas (e, de forma apropriada, no superespaco). Aos leitores interessados numa
descri¢do mais detalhada e matematicamente mais robusta a cerca do superepago pode

ser encontrado em [15].

8 Duas métricas h, e I/, podem representar a mesma geometria tridimensional se diferirem
apenas por uma mudanga suave de coordenadas (um difeomorfismo) em %;.
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Estabelecidas essas ideias, voltemos a densidade lagrangiana ADM, agora escrita
em termos da métrica de DeWitt,

Lapm =N (G Ky Koy + VIR) (2.90)
em que o primeiro termo tem a forma de um termo cinético, enquanto o segundo pode

ser interpretado como um termo do tipo potencial.

2.7 Momento conjugado e vinculos primarios

O primeiro passo em dire¢do a formulagdo hamiltoniana da relatividade geral é

calcular o momento canonicamente conjugado. Seja, entao,

oL d
Hab _ ADM [N(Gadethch + \/ER]

ahab - ahab
) i 1
= 2N GIKij=™ = 2N G Ko7
oy 2N (2.91)
— Gliab Kij _ \/TE(hi“hjb + Bibpei 2hifhab)Kij

_ \/TE(K”L’ + Kb 21 K),

onde usamos (2.62) na segunda linha. Explorando a simetria da curvatura extrinseca,
chegamos em,
1% = Vh(K® — hK). (2.92)

A raiz quadrada da métrica tridimensional indica que o momento canénico é uma

densidade tensorial de peso 1 e da definicdo, vemos a propriedade de simetria,
1% = 117 . (2.93)

A expressdo para o momento pode ser escrita também em termos da métrica de DeWitt.
Comecemos tomando o trago de (2.92),

BT = Vh(hgp K™ — hpyhK) = 1= Vh(K —3K) (2.94)
I1=—2VHIK, (2.95)

onde IT = h,;,T1% é o traco do momento candnico. Entdo de (2.92), temos que,

VK™ = 110 — V/hh K = 117 — %habn =  VhKy =11, — %habﬂ, (2.96)

onde usamos (2.95). Podemos escrever,

1
2

1 cd
= hachbd_ihabhcd I,

1
\/EKab = Hab - habhcdHCd - hachdeCd - Ehabhcdnm

(2.97)
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usando a simetria do momento candnico,
VhKy, = %(hachbd + Hoghpe — hapheg) T = Kup = Gapeal 1. (2.98)
Contraindo com a inversa da métrica de DeWitt,
G Ky = G Gpeql 1 = T 117, (2.99)

onde usamos (2.88). Logo,
[1%0 = Gobedg . (2.100)

Retornando para as varidveis ADM, se calcula os momentos canonicamente

conjugados a ambas, de modo a obtermos,

aﬁADM aL"ADM
P, = ZZADM _ p. = 2EADM _ 2.101
N TN NN (10D

sendo esses vinculos primdrios. O resultado ndo deve ser surpreendente, afinal, tanto a

funcao lapso, quanto o vetor shift foram impostos 8 mdo com a finalidade de nos auxiliar
no processo de folheacdo do espago-tempo, de modo que ndo sao varidveis dinamicas e
isso se expressa pela auséncia delas na densidade lagrangiana. Como veremos, estas
quantidades sdo na verdade multiplicadores de Lagrange e irdo gerar os vinculos da

teoria na forma hamiltoniana, a saber, o vinculo hamiltoniano e vinculo de momento.

Antes de discutir o papel dos vinculos na gravitagao, precisamos calcula-los.

Comecemos variando a agdo ADM com respeito a fungdo lapso,

0SADM _ 0 = 9LApM _ 0

2.102
N SN0 (2.102)
logo,
5

WW (G™K Koy — VIR)] =0, (2.103)
(GK ,Keq + VIR) + N G“bchabz‘;Ij\C/d =0, (2.104)

s [1 .. = —
G K wKog + VIR 42N G”deKabW {W(hcd —V.N; — Vch)} =0, (2.105)

1 . _ _
GK K oq + VIR + 2N G™K [—W(hcd — VN, — Vch)] =0, (2.106)

1 . _ _

G K yKeg + VIR — 2G™9K {W(hcd — V.N; — Vch)} =0, (2.107)
GUK Koy + VIR — 2G™ K ,Ky =0, (2.108)
GPK, Kyg—VEIR=0 = H=0, (2.109)

e assim obtemos o vinculo hamiltoniano,

H = GK K., — VHR. (2.110)
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Para obtermos o vinculos de momento precisamos variar a agdo com respeito
ao vetor shift. Serd conveniente parametrizar a acdo introduzindo um parametro A
arbitrario, de modo que,

Ni(A) = N; 4+ ASN;, (2.111)

com a condi¢do de contorno N;|35, = 0, de tal sorte que a agdo toma a forma,

Sapm = Sapm[Ni(A)], (2.112)

e dessa forma a varia¢do da agdo em primeira ordem em torno de A = 0 é o que nos

interessa. Entédo,

S
NI(O) = Nl' = SADM(A) - SADM(O) + A £DM

2
5 +0(1?). (2.113)

A=0

Afim de encontrarmos a solucdo estaciondria do funcional a¢ado, facamos,

S B
= =0 = x| N(GCTKyK+ VER) =0, (2114)
A=0 A=0
oK 1 6 —
abced cd _ abced v _
2N G K =5 0 = NG™K,2 375 (Vela) 0 (2.115)
A=0 A=0
_ ON _
G™K Ve (5—; ) =0 = G"K,V.(6N;) =0, (2.116)
A=0

onde usamos (2.62) na segunda linha e (2.111) na terceira linha. Integrando por partes,
Ve(GPK 1, 6N,) — Ve (GPK ) 6N, = 0. (2.117)
Usando a condigdo 6N, |5z, =0,
—Ve(GPK ) =0 = —2V.II“=0. (2.118)

Ou seja,
HO = -2V, 11, (2.119)

onde usamos (2.100).
2.8 Hamiltoniana ADM
Comecemos tomando a transformada de Legendre,
Hapm = 11%hay — Lapm, (2.120)

Hapm = 11%h, — N (GPK Koy + VER), (2.121)
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onde H spp € a densidade hamiltoniana ADM. Precisamos escrevé-la apenas em termos
dos momentos e da métrica induzida. Logo,

1%h,y, = 1% (2N Ky, + VaNy + VpN,) = I (2N Ky +2V,Ny ), (2.122)
onde usamos (2.62). Fazendo o célculo passo a passo, podemos comegar combinando

2NTI?K,, — NGUK K g = 2N GPK K g — NGPK K

_ NGadeKuchd ’ (2.123)

onde usamos (2.100). Portanto,
Hapm = NGU4K K.y + 2IT%V,N, — NVIR, (2.124)
Hapm = N (GPK Koy — VAR) + 211V, N, . (2.125)

Integrando o segundo termo por partes e ignorando derivadas totais, obtemos
Hapm = N (GPK Koy — VER) — 2N, V,I1°0. (2.126)
Assim,
Hapm = NH + NH”, (2.127)

onde usamos (2.110) e (2.119). Vemos que a densidade hamiltoniana depende apenas
dos vinculos da relatividade geral, e as consequéncias disso serdo exploradas quando

tratarmos da quantiza¢do canonica da gravitacao.

Mencionado o procedimento de quantizagdo candnica que pretendemos realizar
nos proximos capitulos, se mostra ttil escrever a densidade hamiltoniana em termos do

par de varidveis canonicas (hp, I170). Substituindo (2.100) em (2.125), obtemos,
Hapm = N(GPK Ky — VER) — 2N, V117, (2.128)
Hapm = N (IT%Ky, — VER) — 2N, V, 117, (2.129)
e agora substituindo (2.98) na expressdo acima, chegamos em,

Hapm = N (Gapeg TPTTY — VER) — 2N, V, 117 . (2.130)

Ainda em nivel classico, notamos que a Hamiltoniana ADM se anula na superfi-

cie de vinculos. De fato,

HADM:/ZdayHADM = HADM:/ZdB’y(NHJrNaH“). (2.131)

Como,
H=~0 e H* =0, (2.132)
segue que
Hapy =~ 0. (2.133)
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Apesar de frequentemente se escrever a igualdade com “=", 0 mais correto aqui
é usar o simbolo de igualdade fraca “~”. O motivo é que esses vinculos ndo sdo validos
em todo o espaco de fase, eles definem uma subvariedade (mais precisamente, uma

hipersuperficie) do espaco de fase, e apenas nela a igualdade é satisfeita.

Isso ndo é mero preciosismo académico: como a relatividade geral é invariante
por difeomorfismos, ela pode ser tratada como uma teoria de calibre, e surgem sutilezas
associadas a essa estrutura. Antes, porém, facamos um interladio sobre a conexdo entre

vinculos e teorias de calibre na formulagdo hamiltoniana.

2.9 Conexdo entre vinculos e teorias de calibre na forma hamiltoniana

Seja uma colegdo arbitraria de campos ¢'(x), onde i inclui indices internos e

espaciais. O lagrangiano da teoria tem a forma

L= / Px £(q,9q,4), (2.134)
e define-se 0 momento canonico por

L

_ oL 2.1

Em teorias “regulares”, é possivel inverter ' em termos de (g, p). Por outro lado, em
teorias de calibre, a matriz hessiana em relacdo as velocidades,

5L

] 5[71 5(7] ( )

é singular. Portanto, a relagdo (2.135) ndo pode ser invertida para todos os campos. Isso

gera restrigdes, ou seja, vinculos primdrios, que sdo fungdes da forma
Du(q,p) =0, (2.137)

onde « denota cada um dos vinculos que a teoria possui. Novamente, o simbolo ~
(igualdade fraca) indica que a expressdo é vélida somente na subvariedade de vinculos
do espaco de fase, em particular, ndo se deve impor ®, = 0 antes de calcular os
parénteses de Poisson, cuja a defini¢do para campos é dada por [29],

I L (SX(R) 6Y(F)  6X(X) Y(F)
{(X(®@),YH)} = / 133 (5@ BITE 53 54 (2)> ) (2.138)

onde X e Y sdo varidveis dindmicas arbitrdrias, enquanto ¢; sio campos de natureza
arbitréria.

?  Os vinculos definem uma hipersuperficie no espago de fase (ver [29]).
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De modo geral, os vinculos ®, ~ 0 definem uma subvariedade I'c C (), onde (2
denota o espaco de fase. A dindmica fisica da teoria ocorre em I'c, porém ha redundan-
cias: pontos dessa subvariedade podem representar o mesmo estado fisico por estarem
conectados por uma transformagao de calibre.

Seguindo, obtemos a hamiltoniana canonica,

H, = / B = / &x (pif — L) . (2.139)

Contudo, levando em conta a existéncia de vinculos, a quantidade relevante é a hamil-
toniana total,
Hy = H, + / Bxu'd, (2.140)

onde u*(x) sdo multiplicadores de Lagrange, em geral fung¢des do tempo e do espaco.
Como discutido anteriormente, a dinamica ocorre na subvariedade determinada pelos

vinculos, o que exige que eles sejam preservados no tempo:
&, = {®,,Hr} ~ 0. (2.141)
Isso permite:

¢ determinar alguns u*;

e gerar vinculos secundarios xp =~ 0.

Esse procedimento é conhecido como algoritmo de Dirac—-Bergmann (ver [22] e [29]).
Ele deve ser aplicado até fechar, isto é, até que ndo surjam novos vinculos e todos os
multiplicadores de Lagrange sejam determinados (ou permanegam arbitrarios, quando

associados a vinculos de primeira classe).

Obtido o conjunto completo de vinculos, classificamo-los de acordo com a alge-
bra de Poisson:

* Vinculos de primeira classe G: aqueles cujos parénteses de Poisson com todos os
vinculos sdo fracamente nulos,

{G, @} =0, (2.142)

* Vinculos de segunda classe S;: aqueles para os quais a matriz

Cav(x,y) = {Sa(x), Sp(y) } (2.143)

é inversivel (na subvariedade de vinculos).
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Quanto a origem, os vinculos primdrios sdo aqueles oriundos da defini¢do
do momento candnico, enquanto os vinculos secundérios surgem da consisténcia da
preservacdo temporal dos vinculos. Apesar dessa separagdo, do ponto de vista da
dindmica, ndo ha diferenga essencial entre eles. A vantagem da classificagdo em primeira
e segunda classe é conceitual: vinculos de primeira classe estdo associados a liberdade

10

de calibre, enquanto os de segunda classe sdo restri¢des reais™ no espago de fase.

As transformacdes de calibre, no formalismo hamiltoniano, tomam a forma
de transformacdes infinitesimais geradas por um funcional gerador. Uma construgao
sistemdtica é a de Castellani [9]. No caso simples em que hd uma cadeia primdrio—

secunddrio, o gerador pode ser escrito esquematicamente como

G[®,x] = /d3x (CP+Cx), (2.144)

onde { é um parametro infinitesimal, e ® e x sdo vinculos de primeira classe (primario

e secunddrio, respectivamente). A transformacéo de calibre é, portanto,
5;F = {F,G[®,x]}, (2.145)

onde F é uma varidvel dinamica arbitréria. Essa construgdo permite definir os observéa-
veis de Dirac como varidveis dindmicas invariantes por transformacdes de calibre, isto
é,

{0,G[®, ]} ~ 0. (2.146)

Uma vez que os vinculos caracterizam restri¢des no espago de fase, é natural que
afetem os graus de liberdade da teoriall. Para um sistema com N coordenadas qi (logo,
2N dimensdes no espaco de fase):

* cada vinculo de segunda classe remove 1 dimensdo do espago de fase;

* cada vinculo de primeira classe remove 2 dimensdes do espaco de fase (uma
devido a equagdo de vinculo e outra devido a simetria de calibre).

Assim,

1
Graus de liberdade = N — (vinculos de 12 classe) — z(vinculos de 22 classe) .
(2.147)

10 Uma maneira de lidar com vinculos de segunda classe é por meio dos parénteses de Dirac,
ateis na quantizagdo de teorias com vinculos. O presente trabalho ndo cobrira tal procedi-
mento, recomenda-se [4] e [12].

11 Neste trabalho, esses graus de liberdade sdo os campos.
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29.1 Formulacao Hamiltoniana do Eletromagnetismo

A melhor forma de ilustrar o formalismo de teorias com vinculos é por meio da

formulagdo hamiltoniana do eletromagnetismo.

Seja a densidade lagrangiana de Maxwell,

1

Lem=—7 s F*F, (2.148)
sendo Fyg 0 tensor de campo, onde
F(x,B = _Fﬁtx ’ FOu = aoAa - aqu = —Ea e Fab = eachC . (2.149)

Aqui, o par (Ap, A;) € o potencial eletromagnético, E; e B, sdo os campos elétrico e

magnético, respectivamente, e €,;, € o simbolo de Levi-Civita em trés dimensdes. Entao,
1 0i i 1 i ijl pk
Lem = —5 (2R + FyFT) = -2 (—ZEiE +eijre'B Bl>, (2.150)

10 = . 1 =
Lem = —7 | 2B+ (6}0) — ]0)) B'B| = —7|—2E2+ (36, - 3})B'B|,  (2151)

1,
Lem=—3 (—2152 + 25,£BkBl) , (2.152)

ou seja,

Lep = %(EZ — B?). (2.153)

Os momentos candnicos em relagdo ao par (Ag, Ag) sdo

0LEM 10 : ’ 19(FyF%)
MYy = —2 = ————(2FRF" + jFY) = —-———=, 2.154
EM ™ 794, 48A0( o i) = =3 94, @154)
oFo; d
I 2 For K0 (@9A; — 3;40) =2 (90 A; — 9:A0) 2.155
m = —pFoig —(doA; IO)aAO(Ol iAo) (2.155)
Vemos claramente que
1%, =0, (2.156)
portanto, trata-se de um vinculo primario. Temos também
OLem 1 0 0i . 0i 9Foi
7 — 2FyF”" + F;FY FZ , 2.157
B =54, ~ “1a4, Clf HEF) =3P, (@157)
a 0 4i _ =i 20y 9 0 Ai _ i A0\ 5a
tm=—(0"A"'—0'A )aA (0gA; — 9;Ag) = —(0"A' — ' A")o7, (2.158)
a .
=i
v = —E". (2.159)
De posse da expressdo do momento Il = —E*, podemos escrever

Foo = 00As —0,A0 = —E, =11, = A,=T1I1,+9,A. (2.160)



Assim, a densidade hamiltoniana pode ser calculada:

Hem = 117 Ag — Loy = 117 (11, + 9, A0) — LM,

—

1 —
Hem = 111, + 119, A0 — Ley = I1°T1, + 119, A0 — E(E2 —-B?),
onde usamos (2.153). Agora, notando que
E? = E,E* = ILI1* =112,

temos

1

Hem = 12 + 1199, Ap — E(1?12 — B?) = (1% + B?) + I1"0, Ay .

N| =

Integrando por partes,
1 5 —
Hem = E(HZ + B2) — Ap (9,117) + 94 (AoI1") .

Ignorando o termo de contorno, obtemos

1

Hem = 5 ([ + B2) — Ag (uIT") = 5 (E? 4 B?) + Ay (9.E").

NI =

Finalmente, a hamiltoniana é
1 - —
Hepy = /d3x7-lEM — /d3x [E(E2+BZ) + Ag (3.E%) | ,

ficando evidente que as varidveis dindmicas sdo o par (A,, E?).
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(2.161)

(2.162)

(2.163)

(2.164)

(2.165)

(2.166)

A partir daqui, obteremos os parénteses de Poisson fundamentais da teoria

eletromagnética, assim como suas equagdes de movimento. Vale observar que os parén-

teses de Poisson sao tomados a tempo constante, isto €, as integrais sdo consideradas

sobre uma hipersuperficie tipo-espago de tempo constante, por isso, é necessario explici-

tar que as varidveis dinamicas envolvidas no cdlculo sdo avaliadas em pontos espaciais

distintos. Seja, entdo,

{Aa(7), E"(7)} = —{Au(X), IT°(7)}

Usando a propriedade de filtragem da delta de Dirac, obtemos

(2.167)

[A®), EE @)} = —20@ (F—7) >  {A®),I0()} = 0D (F 7). (2168)
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Segue também que
{Aa(%), A"(H)} =0 e {IL(%),11(F)} = 0. (2.169)

As equagdes de Hamilton sao

= (43, [ #y 30120 + B2@) — 200 1t @) |}

= [ |34, T20)) - o) (A2, H1@)] (2170)
= [ #y [{4:@), 1" @) - 3 (4D A, 11 7)})]

= [ @y [0 @ - (@) - &%) (6 - P Ao®))] -

Aplicando novamente a propriedade de filtragem da delta de Dirac e integrando o

segundo termo por partes, chegamos a
A, =11, + 9,A0, (2.171)

em concordancia com (2.160). Podemos calcular também

(2.172)

- / d®y {11°(%), By () } B (¥) -

Para efetuarmos essa operacao, é necessario escrever o campo magnético em termos do
potencial eletromagnético. Sendo

Fp, = €,.B°, (2.173)

podemos explicitar o campo magnético:

€MF,;, = ey BS =  eMF, = (8067 — 6067)BC. (2.174)
Logo,
(3B% — 09B") = e™F,;, = (3B - B) = e"F,, (2.175)
e, portanto,
B¢ = %e“bcab. (2.176)
Essa expressdo pode ser simplificada notando que
1 1 1

B¢ = Ee"bc(aaAb — OpAs) = Eeabcaaz‘\b - Eeabcabz‘la- (2.177)



Podemos permutar os indices a e b
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no segundo termo:

1 1
B¢ = Eeabca Ap— 5 €9, A, . (2.178)
Usando a antissimetria do simbolo de Levi-Civita, ¢ = —ebac, chegamos a
B¢ = €9, A, . (2.179)

Voltando a equagdo de Hamilton,

() = [ dyee,n (110(2),0{44(7)} 954/ (7)

= [ @y (el -

5558) OU{I1° (%), Aq(7) } 9547 (7)

- / dy (567 — 6558 97 [036) (% — )] 9547 (7) (2.180)

~ [ @y (i85 - 500 o[ (3 - 1) 254 (7))

= — [yl (x - ) (954°(7) — 3A())

Integrando por partes,

“(F) = / #y 6 (% — ) 3 (35A° () — LA () , (2.181)
portanto,
IT% = 9.F“. (2.182)
Como
[T" = —E* = —9yE” = —9yF", (2.183)
temos
—9oF%" = 9. F“ = 9oF" +9.F* =0 = 0,F*=0. (2.184)

Lembremos agora que o vinculo primdrio da teoria eletromagnética é I1° = 0. E

importante encontrar o vinculo secundéario oriundo da condicdo de consisténcia,

I1° = {I1°, Hpy} = 0. (2.185)

Logo,

{11°(%) /d3 { (T1> + B?) —

AT @)} = (1), [ ' A 11 )
= — [ dy ), A} ol (@)
= [y 809 - 7)ol (@)

= 9,11°(%).
(2.186)
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Conclui-se, portanto,
,II"=0 = 09,E*=0. (2.187)

Essa expressdo é a conhecida lei de Gauss. Ela aparece aqui como um vinculo secundério

da teoria eletromagnética de Maxwell:
G = 9,E". (2.188)

A auseéncia de derivadas temporais explicita que esta ndo é uma equagdo de evolugao,

mas sim uma restri¢do sobre os dados iniciais em uma hipersuperficie inicial.

Salientemos também que esse resultado ja estava implicito ao calcular a hamilto-

niana,

Hppy = /d3 [ ([i2+ B2) — Ap (3,117 , (2.189)

onde Ay desempenha o papel de multiplicador de Lagrange (compare com (2.140)).
Além disso, como deve ter ficado claro, o vinculo de Gauss é um vinculo de primeira
classe, afinal,

{G,11°) = {9,E* 11°} = 0. (2.190)

Como ndo hé outros vinculos secundérios, conclui-se que G gera transformacgdes de
calibre.

Seja, entdo, o gerador das transformacgdes de calibre (compare com (2.144)). Aqui
adotamos uma forma reduzida do gerador, suficiente para descrever a agdo sobre A; e
E®:

G = / Px A(F) RE°(F), (2.191)

onde A é o parametro infinitesimal de calibre. De posse do gerador, vejamos como ele

atua no potencial eletromagnético:

ona(®) = {Au(3), G} = {Aul¥ / 'y ADIE ()

= — [y a@a] et -7 (2192)
= [ @y E =) IAAG)
= 3A()

onde integramos por partes e aplicamos a propriedade de filtragem da delta de Di-
rac na penultima linha. Essa expressdo explicita a liberdade de calibre do potencial
eletromagnético:

Ay — Ay + 9\ (2.193)
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Outro calculo interessante é obter a transformacao de calibre sofrida pelo campo elétrico:
OAEY(X) = {E*(X), G} = {E"(Y), / d®y A()3pE" (7)}

_ / d®y A(7)9 {E*(%), E ()} (2.194)

>
~\~

=0

=0.

Esses resultados estdo em consonancia com a classificagdo de Dirac: a liberdade
de calibre reflete o fato de que certas varidveis dindmicas ndo correspondem diretamente
a observéveis fisicos. Em outras palavras, podemos realizar transformagdes que alteram
a forma funcional dos potenciais sem modificar as quantidades mensuraveis. No

eletromagnetismo, isso aparece de modo explicito: o potencial A, transforma-se por
Ay — A+ 94N,

enquanto o campo elétrico E? permanece invariante, evidenciando que os observaveis

tisicos ndo dependem da escolha de calibre.

Outro aspecto importante é que o grupo de simetria do eletromagnetismo é o
U(1)'2, sendo este um grupo de Lie abeliano. Diz-se que um grupo é abeliano quando
duas transformacdes (de calibre) realizadas em ordens diferentes conduzem ao mesmo

resultado.

Considerando os geradores X, de um grupo de Lie, eles satisfazem a dlgebra de

Lie,
[Xa, Xp] = ifar X, (2.195)
onde f,;° sdo as constantes de estrutura. Um grupo é abeliano se, e somente se, todas as

constantes de estrutura sdo nulas, isto €, f;;,© = 0 (equivalentemente, (X2, Xp] =0 para

todo a, b). Caso contrdrio, o grupo é dito ndo abeliano.

O fato de U(1) ser abeliano reflete-se, no formalismo hamiltoniano, no fecho

trivial da algebra do gerador de calibre:
{G[A], G[A]} =0, (2.196)

onde A; e Aj sdo dois parametros infinitesimais (em geral distintos), correspondendo
a duas transformacoes de calibre. De fato, esse resultado é esperado, pois o célculo

envolve apenas parénteses de Poisson entre E? e ele mesmo, os quais sdo nulos.

12O grupo unitério U(1) é o mais simples da fisica: ele descreve simetrias de fase, sendo
representado pelos niimeros complexos de médulo 1, usualmente escritos como exponenciais
complexas.
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2.10 De volta a Relatividade Geral: Vinculos Secundéarios

De volta a gravidade, vimos que Py, = 0 e Py = 0 sdo os vinculos primérios
da teoria e como tal, eles devem ser preservados pela evolucdo temporal gerada pela
hamiltoniana,

7j/\/' = {Pnx,Hapm} =0 e PNI = {PZCVHADM} ~0. (2.197)

E natural indagar sobre a existéncia de vinculos secunddrios, afinal, podemos obté-los

por meio da condi¢do de consisténcia. Comecemos por

(Pu(®), Havw} = (Px(®), [ oy (N@HE)+ Ne(DH' )}

(2.198)
_ /Z | Py {Py (), N (7)} H(G) -

Da condigdo Py ~ 0, concluimos que H ~ 0, sendo H o vinculo hamiltoniano (secun-
dario). Nao deve ser surpresa que, ao fazer o mesmo célculo para Py, obteremos H*

como vinculo secundério. De fato,
(Py(®), Hapu} = {Py(®), [ dy (N @MW) + Na(9)H (7))

(2.199)
3 — — —
= [ #y{Py@, Na@)} @)
t
Assim, Py ~ 0 = H® ~ 0. A trivialidade desses resultados mostra claramente que ndo
se trata de equacgdes de evolugdo, em particular, esses vinculos caracterizam restri¢des
no espago de fase. Como veremos, eles estdo relacionados a simetria de calibre da

gravitagao.

Quanto as equagdes de evolugdo, isto é, as equagdes de Hamilton, antes calcu-
lemos os parénteses de Poisson fundamentais para o par de coordenadas canonicas
(hap, T19%). Entéo,

2 116 (7)1 — Shap (%) STI () Shap(%) ST (7))
{hap (%), TT(3) } —/ A’z ((5h b(z) SIT1 (Z) N (SHZ(Z) hij(Z) )

(2.200)
= 4z 615164 (7 - 2) 576159 (i — 2) .
Usando a filtragem da delta de Dirac, chegamos a
{hao (), 11 (§) } = 567 69 (2 - 7). (2.201)

Como IT° é simétrico, essa relagdo também pode ser escrita na forma simetrizada:

{hap (%), TI ()} = 5 (6567 + 6705)8%) (¥ — 7). (2.202)

N =
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Além disso, obviamente,
{hap(%), heg()} =0 e {T17(%), 11%(3)} = 0. (2.203)

Essas relagdes serdo de grande importancia quando fizermos a quantizagdo candnica da
relatividade geral.

A evolugdo temporal das varidveis canonicas é gerada pela hamiltoniana. Come-
cemos por

hab(f) = {ha(%), Hapm}
— [ (), /Z &y [N (G TT* — VIR) — 2N,V 110 |}
=2 [ &y [N5)Giu () {ha(2), T GNTTH ) — Nu(@) ] (s (), T ()

=2 [ dy [N (@) Gy ()0} (¥ = I () — Ni(@) 7] (0200 (5 = 7))
t

| S

(2.204)
Integrando o segundo termo por partes,
(%) =2 [ &y [N () Gawa (7)1 (§)6°) (% = 7) + 6 (F = 7) ViNa(7) |
P (2.205)
= 2NV (%) G ()T (%) + 2 VpNo(T) -
Usando (2.98) e simetrizando os indices a e b no segundo termo, chegamos a
apy = 2N Ky + VN, + VN, . (2.206)

Essa equagdo de movimento ja havia sido obtida anteriormente: ela coincide com a
definicdo da curvatura extrinseca em termos das varidveis ADM (ver (2.62)).

A segunda equagdo de Hamilton é
[y = {Tap, Hapm} - (2.207)

Devido a complexidade dos cdlculos necessérios para obté-la explicitamente, recomenda-
se a leitura de [24], onde o desenvolvimento é apresentado em detalhes. Ainda sobre
esse ponto, vale comentar que as equagdes de movimento da relatividade geral na
forma hamiltoniana podem ser obtidas de maneira equivalente tomando-se derivadas

funcionais da hamiltoniana ADM em relacdo as varidveis candnicas, a saber,

ab — 5Hab € Hab - - 5hab

Esse ¢, inclusive, o método utilizado em [24], e por isso recomenda-se novamente a sua

_ dHapm : oHapm (2.208)

leitura.

Tanto as equagdes de movimento quanto os vinculos estdo relacionados as equa-

¢Oes de campo de Einstein. O formalismo ADM realiza uma decomposi¢do 3 + 1 do
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espaco-tempo por meio de uma folheagdo composta por hipersuperficies espaciais. A
consequeéncia principal é que equagdes que originalmente aparecem em forma cova-
riante (com espago e tempo em pé de igualdade) passam a se decompor em partes

s

“temporais”, “espaciais” e “mistas”. Isso é particularmente ttil quando se deseja estudar
a evolucdo de geometrias especificas ou implementar algoritmos computacionais, como
ocorre em relatividade numérica. Nao faremos esses desenvolvimentos aqui por fugirem
do escopo desta dissertacdo, aos leitores interessados recomenda-se a leitura de [6], [19]

e [24].

211 Propriedades e Significado dos Vinculos

A condigao de consisténcia dos vinculos primarios nos permitiu obter os vinculos

secundarios,
Py=0 = H=0

PNZO = Ha:(_),

e uma pergunta natural é: seria possivel obter outros vinculos (tercidrios, ...) se

(2.209)

aplicdssemos a condic¢do de consisténcia aos vinculos secundérios, isto €,
H={H,Hapm} =0 e Ho={HsHapm}~0? (2.210)

Ou, de forma explicita,

HE) = [EyNGIHE,HD) + [dyNGIHE), Hal§)} =0

(2.211)
B) = [EyN@H (D) HD) + [Py NG, 20(0)} ~

onde usamos (2.131). O problema, agora, se reduz a um célculo concreto: avaliar os

parénteses de Poisson nos forneceréa a resposta que procuramos.

Por questdo de simplicidade, comecaremos pelo vinculo de momento. Da defini-

¢do (2.119), podemos escrever,
H = 2V, I = H,=-2V,I,. (2.212)
Usando o fato de que Vi, = 0, segue que

{Hal®), Hy (§)} = {~2hac (%) Va1 (%), 2, () VIV ()}, (2.213)

{(Ha(), Ho ()} = 4{hac(F) Va1 (%), by (7) VIV ()}, (2.214)
{Ha(Z), Hy ()} = 4] oo () {hac (%), VIV (5)} VoI1 ()

(2.215)
o+ hae (B) VT 1 (2), e (D)} VTV ()]
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{Ma (), Hy(§)} = 4 e ()T {ae (), TV () V119 (3) 0216
o hae (B) Vo {11 (2), e (D)} VTV ()] |

{Ha(X), Ho(i)} = 4 [hbe(?)égégv¥5(3) (¥ = ) Vall* () (2.217)
— e (£)EEV 00 — ) T ()] |

[Ha(Z), Ho (7)) = 4| lne (1) V36 (% = ) VaI1* (%) — hao (%) V30) (% — ) VI () |
(2.218)

Para evitar contas muito longas e ndo deixar a nota¢gdo muito carregada, optou-se

por ndo usar os parénteses de Poisson na forma simetrizada.

Usando a propriedade (ver [17]),

f(x)358(x —y) = f(y)76(x —y) + (3 f) (v)6(x — v), (2.219)

e, na forma equivalente com x < y,

f)aad(x —y) = f(x)a30(x —y) + (3af) (x)6(x —y), (2.220)
e levando em conta que V, /i, = 0, obtemos

{Ha(Z), Ho ()} = 4 huc (%) V30 (% — ) Val1* (%) — hae(2) V30 (2 = ) VIV (F)

(2.221)
{Ha(2), Hy(5)} = 2VaI1% (@) e(2) Va8 (% = §) = 2V (£)hae () V307 (% = 7).
(2.222)
Notando que, na agio sobre §) (¥ — i), vale V — 9, e usando a propriedade,
9o(x —y) = —Rd(x —y), (2.223)

segue que

{Ha(®), Hy(5)} = ~2VI1(D)hey (92500 (% — ) — 271V (D)hea (29500 (% — 7).
(2.224)
Concluimos que

{Ha(%), Ho ()} = Hp(2)9301%) (X = §) + Ha()956P (- 7). (2.225)

Esse resultado revela uma caracteristica interessante: a dlgebra ndo possui cons-
tantes de estrutura na forma (2.195), mas sim coeficientes que dependem dos pontos do
espago (e, em geral, do préprio campo métrico). Além disso, essa algebra é fechada na

hipersuperficie definida pelos vinculos, isto é,

{Ha(X), Ho(7) } = 0, (2.226)
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0 que sugere que ndo teremos vinculos tercidrios. Antes de seguir com o célculo dos
dois tltimos parénteses de Poisson, investiguemos um pouco mais o papel do vinculo
de momento.

Para entendermos melhor o significado desses vinculos e de sua dlgebra, consi-
deremos os geradores de transformagoes de calibre na forma de Castellani (compare
com (2.144)),

— / PrNH e PN = / Px N, (2.227)

de modo que a Hamiltoniana ADM toma a forma,
Hpm|[N, N] = H[N] +P[N]. (2.228)

De posse dos geradores, vejamos a agdo deles nas varidveis canonicas da relativi-
dade geral. Comecemos por,

[ (), PINT} = {I(3), [ @y (~2N(H) Vi1 (7))
=2 [ &y {1 (2), T ()} VINe(D)
e AN 2.229
=2 [y e+ amOE-pvinGg P
= (8507 + 0105 ViaNe(®)
- vng + VbNa .
A transformagdo de calibre gerada pelo vinculo de momento corresponde aos
difeomorfismos espaciais, isto é, reparametriza¢des dentro de ;. Isso fica claro olhando
para a expressdo acima, pois o shift é o objeto usado para parametrizar deslocamentos

espaciais, e uma combinagdo simétrica de suas derivadas covariantes revela exatamente

esse comportamento.

Por outro lado, se tomarmos N, — ¢;, onde ¢, é um campo vetorial arbitrdrio,

podemos reescrever essa transformacao de calibre para uma direcdo qualquer:

6chay = {hap, P[Cc]} = Valp + Vila = £ehgp, (2.230)

onde
£ehay = Valy + Vil . (2.231)

Calculemos agora
5117 = (11", P[]}
— {1 (®), [dy () (-2Vi1* ()}
= =2 [ @y {11 (3), he ()2 (7 VAT (7))

= 2 [Py {117 (2), hee ()} &° () VAT (9) — 2 [ Py {117 (2), V1" () e ()2 (1)
(2.232)
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. Trabalhando com o primeiro termo,
2 [@y {11 (@), hee()}& D) VI F) = [Py (6262 + 826860 (% ~ )2 () Vi1 ()

U
= (@) VA (3) + ¢ () VoI (),
(2.233)
e, agora, para o segundo termo, notamos que o momento candnico ¢ uma densidade

tensorial de peso 1 (para mais detalhes, veja [6] e [24]), logo,

VI1% = 9,11% 4 T3, 114 4 T fdncf r{,dncd (2.234)
—0(déesf)
de modo que
V% = 9,11% 4 T, 1Y (2.235)
Portanto,
2 [ @y {1(3), VI () bhee(DE (7) = —2 [ @y {11(2), 911 ()} hee (1) ()

=0

—2/d3y {11 (%), T () T () e ()8 (7)
=2 [y {11(2), Ty () (e 7)) -
(2.236)

As métricas induzidas no simbolo de Christoffel contribuem com o paréntese de

Poisson. Para simplificar as contas, notamos que

ST1° (%) 5Ffd(g) oI (R) ST 14(¥)
Z _

T/

- — (2.237)

O 1)

/d 2016802 —2) 5

_5a5b5r;d(]7) B _5r§fd(?)
VT 0hi(¥)  Ohgy(X)
Levando esse resultado no segundo termo completo,
=2\ T — = T ]7 e
2 [y (@, TV D) @) =2 [ G D @ 0 @).
a

(2.238)

A expressdo da variacdo do simbolo de Christoffel é dada por (ver [6] e [24]),

0Tfy = %hd (V§0hgi + Vabhip — Vidhgy) . (2.239)
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A partir daqui, as passagens matematicas serdo abreviadas, mas nos levardo ao resultado
que buscamos. Entao,

oT5u(7)
& fd fd (= hee (7 e(57
J& Mub(q)n (7)hee 7)) 210

ci(m hgi (i Ohif(y Ohpa(y — e/
/d3 e ( y)(v]yfgth )) +vg5hf?g vzyghig((g)nfd(y) ce(7)°(¥) -

A fim de simplificar os célculos, consideremos termo a termo na integral. Comegando
por

[yt (5D ) e = - [y GED i@ @)

= — [dy 5006 (7 - ) Vi (i () 224D

onde integramos por partes. E agora,

(5, | Shie (i) s |
&y (5,1;; Ey’)> o) = [y gD T e @)

(@)

—i 2.242
= [dyass (g - v Vi) @) ¢
= V(M ()& (),

onde integramos por partes novamente. Por fim,
oh Ohea(V) —iz .
- [ey GV (Mﬁ:’gi) &(7) = / %y Mfd((y i v ()¢ (@)
(2.243)

=V (I(0)2(2)).
Juntando as equagdes (2.233), (2.241), (2.242) e (2.243), chegamos a
5§Hab — CquHCb + gbvcl—[ca . vc(l—[caéb) o vc(l—[cbga) + vc(nab€C) , (2‘244)

5§Hab :vc(ncbéa) _ chvcga +vc(1—[ca€b) 1"V gb (chgb)
. vC(chga) + VC(H“béc) ,

concluimos que

(2.245)

5€Hab — {H”b,]P[(',‘C]} — vc(nabét,') . I—Icavcéb . chvcéa — E’:Hab , (2.246)

onde
£eI1 = Ve(I17¢°) — Vg — TIVg". (2247)
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Esses resultados indicam que, para qualquer variével candnica F = F[h,;,, [1¢],
temos
0cF = {F,P[C.]} = £¢F, (2.248)

e a presenga da derivada de Lie aqui é natural: as transformagdes de calibre na relativi-
dade geral estdo associadas a liberdade de escolha de coordenadas, e a derivada de Lie
descreve precisamente como os campos sdo arrastados ao longo do fluxo gerado por

um campo vetorial.

Seguindo agora para o paréntese de Poisson envolvendo apenas o vinculo hamil-
toniano, este é mais complicado que o anterior e, para lidarmos com isso, enunciaremos

a dlgebra na forma dos geradores:

{HN],H[N;|} = P[N; VN, — N2 VAL, (2.249)
{P[N],HN]} = H[£gN], (2.250)
{IP[N1], P[No]} = IP[[Ny, No]] (2.251)

Optou-se por apenas enuncié-los, pois a demonstragdo envolve um volume grande de
célculos, estes foram reservados para o Apéndice A a fim de ndo quebrar a cadéncia de

leitura e focarmos nos pontos importantes.

A élgebra “nua” do vinculo hamiltoniano pode ser obtida a partir de (2.249):

[ [@xdy Ni@N@H{HE),HG) =[x Ha( 20 (@) (N (R TN ()
— No(®) VN ()
(2.252)
Os dois integrandos do lado direito podem ser reescritos em termos da delta de Dirac:
Ha DU (RING (R VNG (E) = [y 8@ (% = ) Ha PR (3) N (2) VIS ()
= — [PYNIDNaF) a2 (2) 30 (2~ ),
(2.253)
onde integramos por partes. Analogamente,
H D RN(D)TN(F) = [y o) (F = ) Ha DR GIN7) VoM (3)
= — [y MEN(T) Hal 7 7) 95 (F - 7),
(2.254)

onde integramos por partes novamente. Levando (2.253) e (2.254) em (2.252), obtemos

//d3xd3yN1 (BN (D {HE), 1)}

= [ [y M@Na) (1 (7Y Ha ) 9560 (3~ ) = 1 (21 (2) 200 (2 = 7))
(2.255)
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e, usando as propriedades (2.219) e (2.223),

/ / P dPy N1 (R) N2 (7) {H(3), H(F)}

) (2.256)
= [ [@xdy Ny (@) N2 @) (1 (2o (R) + B () Ho(§)) 236 (% - 7).
Concluimos que
{H(F), 1)} = (W@ Hp (D) + B (M () 0560 (X —5).  (2.257)

H4 uma clara semelhanga entre essa e a dlgebra do vinculo de momento (2.225), onde
ambas compartilham a caracteristica de que ndo hé constantes de estrutura, mas sim

dependéncia na prépria métrica induzida e nos vinculos.

Por fim, a tltima dlgebra “nua” pode ser obtida de (2.250):

[[Ex@yN@N@HE), 1) = [ExHEN RN E),  2258)

e reescrevendo o lado direito,
= — [y HE) N @ NG5 (F - 7) (2.259)

onde integramos por partes e usamos a propriedade (2.223). Levando esse resultado
em (2.258),

[ [y NENG) ), Hal)) = [ [Py nz) N (@) N @)oo (2 - ).
(2.260)
Concluimos que

[H(Z), Ha(7)} = H(Z) 256D (T - 7). (2.261)

Em comparacdo com as élgebras anteriores, esta também ndo possui constantes de

estrutura.

Isto posto, voltemos para a primeira questdo que pretendiamos responder: ha

vinculos tercidrios? Uma olhada na expressao

HE) = [EyNGIHEDHD} + [y NG HE),Had)} ~ 0 262
Hal®) = [EyN@ e D) HD) + [@yN @ Hal), Ho@)} %0,

e comparando com as algebras obtidas,

{H@), 1D} = (" @)H(3) + 1 H(T) 6% (F—~7) (2.263)



47

{H(F), Ha()} = H(F)700) (¥ - 7), (2.264)
{Ha(%), Hy ()} = Hp(2)936%)(F — ) + Ha(R)956 (R —7),  (2.265)

chegamos a mesma conclusdo anterior: a dlgebra é fechada na subvariedade definida
pelos vinculos no espaco de fase, portanto, ndo ha vinculos tercidrios. Outra conse-
quéncia do fechamento é que os vinculos hamiltoniano e de momento sdo vinculos de
primeira classe e, portanto, geram transformacgdes de calibre. Isso foi mostrado acima
para o vinculo de momento, que esta relacionado a liberdade de escolha de coordenadas
espaciais.

O mesmo vale para o vinculo hamiltoniano: como o tempo também é uma coor-
denada, as “translacdes temporais” passam a ser interpretadas, neste contexto, como
transformagdes de calibre. Desse modo, o vinculo hamiltoniano desempenha o papel
de gerar deformagdes normais as hipersuperficies. Além disso, como a Hamiltoniana
ADM ¢é uma combinagéo linear de vinculos (com N e N” como multiplicadores de La-
grange), ela se anula sobre a superficie de vinculos. Sendo Hapy 0 gerador da evolugédo

temporal, ela prépria é um funcional dos vinculos.

2.12 Observagdes finais

O formalismo ADM também pode ser obtido por um método alternativo, isto é,
por meio da édlgebra de vinculos desenvolvida por Dirac. Esse caminho é conhecido na
literatura como “a sétima rota para a geometrodindmica”. O termo geometrodinamica
foi cunhado pelo fisico John Wheeler e se mostra muito apropriado: afinal, com o
advento da relatividade geral, o estudo da gravitacdo passa a ser o estudo do espaco-
tempo, entendido aqui como uma entidade geométrica dotada de propriedades como a

curvatura, por exemplo. A respeito desse método, recomenda-se consultar [6] e [7].

Para que o texto ndo ficasse extenso demais, optou-se também por ndo fazer uma
discussdo detalhada acerca dos termos de contorno, uma vez que eles ndo contribuem
para a quantizagdo canonica que pretendemos realizar!'®. Aos leitores interessados em

se aprofundar nesse t6pico, recomenda-se também [6].

13 Por outro lado, os termos de contorno sio de extrema importancia na abordagem de integral
de caminho, pois a agdo de Einstein-Hilbert contém derivadas de segunda ordem da métrica,
por isso, é necessario acrescentar um termo de contorno apropriado para que o problema
variacional seja bem posto.
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3 Quantizac¢ao da Relatividade Geral

3.1 Gravitacdo quantica candnica

Sdo muitas as abordagens em gravitagdo quantica, todas com as suas vantagens,
problemas e limita¢des. A prescri¢do que adotaremos aqui é a quantiza¢do canonica,
uma vez que o formalismo hamiltoniano da relatividade geral foi desenvolvido no
Capitulo 2. Além disso, trata-se de um método que permite um estudo mais direto
quando aplicado a buracos negros e cosmologia, pois quantizaremos o proprio espago-
tempo como um todo a partir de um modelo inicial escolhido. Isso ficard mais claro

no Capitulo 4, quando estudarmos o comportamento quantico de buracos negros de
Schwarzschild.

O procedimento de quantizagdo candnica consiste em substituir os parénteses
de Poisson das varidveis dindmicas fundamentais da teoria pelos comutadores, isto é
(em unidades it = 1),

1
L, r=20. 1 @)
Do formalismo ADM, sabemos que os parénteses fundamentais da teoria sédo,
» » 1 -
{has (), 11 (§)} = 58505 + 6365)8% (F ~ 9, (3.2)
e, assim, a quantiza¢do toma a forma
[ra (%), ea ()] = 0 = [11%(2), T1°(§)], (33)
N g i R
oy (%), T1(7)] = 5 (8507 + 6767)8%) (F — 7). (3.4)

Dessa forma, a métrica induzida e seu momento conjugado passam a desempe-
nhar o papel de operadores que atuam em estados do sistema. Assumiremos a existéncia
de um espago auxiliar F [28] sobre o qual podemos definir estados ¥ = ¥[h,;], que,
nesse contexto, sdo interpretados como funcionais de onda, de modo que todos os
¥[h,p] possiveis pertencem a F. Além disso, devido a existéncia de vinculos, sdo fisicos
apenas os estados que os satisfazem, assim, somos levados a considerar também um

subespago Fpnys que acomode esses estados fisicos, isto €,

fphys C F onde Tphys S thys . (3.5)

Portanto, na representa¢do de Schrodinger, temos que

I
Sheq

Para que F alcance o status de espaco de Hilbert, é necessario definir um produto

flubT[hab] = habT[hab] e ﬁCdT[hab] - ‘F[hab] . (3.6)

interno, se escolhermos um produto interno do tipo Schrodinger [28], a saber,

<Yy, ¥ >= /Z ,D:u[hab]TT [hub]‘PZ[hab] ’ (3.7)
t



49

vemos que surgem alguns problemas. O primeiro trata do fato de que a medida de
integracdo nem sempre é invariante por translacdo como ocorre em integrais ordindrias
sobre R. Outro problema tem relagdo com o tempo, uma vez que a folheacdo X; esta
associada a uma escolha de parametrizacdo (ou calibre) do espago-tempo, assim, ao
se utilizar essa defini¢do para calcular probabilidades, por exemplo, estas ndo sdo
necessariamente preservadas ao longo da evolucdo temporal, pois as integrais sdo

tomadas em hipersuperficies particulares.

3.2 Equacao de Wheeler-DeWitt e invaridncia por difeomorfismos

Como vimos, os estados quanticos que carregam informacgdao sobre a fisica do
sistema sdo aqueles que satisfazem os vinculos. Isso implica que devemos promover os
vinculos hamiltoniano e de momento a operadores quanticos, construidos a partir de

hap e 1 e, por fim, aplicd-los aos autoestados do sistema. Portanto,
AY =0 e H,¥=0. (3.8)
Comecemos explorando a segunda equagdo. Sendo o vinculo de momento,
Mo = VI, (3.9)

entdo, usando a definicdo do momento candnico na forma de operador quantico (3.6),

vemos que,

HY¥Y=0 = V, (%) =0, (3.10)

onde explicitamos as coordenadas if adaptadas as hipersuperficies. No regime cléssico,
o vinculo de momento é o gerador de difeomorfismos espaciais, portanto, vejamos como
se d& a sua atuagdo no caso quantico. Consideremos uma transformacgao infinitesimal
de coordenadas,

yli — yi + ‘:i’ (311)

onde || < 1. A transformacio da métrica induzida serd dada por

ay/c ayld
b= tha_y“W ’ (312
de modo que,
Iy = Teq (55 4 9a2) (57 + &
o = Nea (55 +9a8°) (8 +0p57) (3.13)

= hea (3567 + 050pE7 + 000aE°) + O(E2),
em primeira ordem,
hly = Hap + 1ggdpE? + hp0al” . (3.14)
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Na forma covariante 9 — V,

héb = hab + hadvbcd + hcbvagc

= Hap + ViGa + Vil (3.15)
= hap + £chgy,
ou seja,
Wy —hay = £chgy = Oghgp = £chgp, (3.16)

resultado ja conhecido (compare com (2.230)).

O que queremos realmente é entender como o estado muda devido a essa
transformacdo de coordenadas. Com esse objetivo e levando em conta que ¥ é um

funcional, fagamos a expansao em primeira ordem,

Yhly] = Y [hap + £hgp)

oF
— ¥[h / By £l () ——
[hap] + ., Yig ab(y)5hab(y) (3.17)
Y
— ¥[h 2/ A3y ¥V alp—— .

Integrando por partes (e desprezando termos de contorno), obtemos,

= (oY
Y lhy) = Flhap) —2 / Ay & Vs (—) . (3.18)
) 5hab
Usando o vinculo de momento na forma quantica (3.10), concluimos que,
Flhy = Flha] = ¥ =0. (3.19)

Esse resultado mostra que os funcionais de onda sdo invariantes sob difeomorfismos
espaciais, isto €, os estados quanticos dependem apenas das classes de equivaléncia
de geometrias tridimensionais. Apesar disso, um ponto importante é que a descrigao
geometrodindmica cldssica nado se transfere de modo direto para o caso quantico: a
partir do momento em que h,;, é promovida a operador, sua definigdo rigorosa envolve
questdes de regularizacdo e (eventualmente) distribui¢des a valores de operador, de
modo que a interpretagdo geométrica classica da métrica deixa de ser imediatamente
aplicavel.

E agora iremos explorar a primeira equacao de (3.8). Sendo o vinculo hamiltoni-

ano,
GapegITPTT — VIR =0, (3.20)

e usando novamente a defini¢do da métrica induzida e do momento canénico na forma
de operadores quanticos (3.6), entdo,

N 52y

HY=0 = _éade(g) 5hab(g)5hcd(g) - \/E(g)/]?’(]?)qf =0, (3.21)
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sendo essa a Equagdo de Wheeler-DeWitt. Essa equacgdo ird determinar toda a dindmica
quantica da relatividade geral, isto é, por meio dela que iremos determinar os funcionais

de onda.

Até aqui, assumimos apenas a gravitacdo no vacuo e, para o caso de incluirmos
campos de matéria, havera vinculos associados a esses campos, de modo que os vinculos

hamiltoniano e de momento tomam a forma geral
H=Hc+Hm e H'=HE+HYy, (3.22)

onde os subindices G e M se referem a parte gravitacional e a parte de matéria, respec-
tivamente. Promovendo os vinculos acima a operadores e aplicando-os aos estados

quanticos, obtemos a equagdo de Wheeler-DeWitt,

" 0% (I, 4

_Gabcd— - \/E,]%T[i/\labr &A] + V[if\labr &A]Tmab/ (f)A] - 0/ (323)
Shpo0h .4

onde ¢ representa campos de matéria arbitrarios, sejam eles de qualquer natureza
(campos escalares, vetoriais, espinoriais ou tensoriais), e A é um indice caso haja mais
de um campo. O termo V representa, de maneira geral, um possivel potencial, cuja
origem esta nas fontes do campo gravitacional (incluindo os termos provenientes da

parte de matéria).

Quanto a aplicacdo do vinculo de momento na forma de operador, incluindo
o vinculo da parte de matéria, o resultado ainda é o mesmo: os estados quanticos
continuam invariantes por difeomorfismos espaciais. Isso é esperado, afinal trata-se
de uma simetria oriunda da prépria estrutura do espaco-tempo e, portanto, nao deve

depender da presenca de fontes.

3.3 Consequéncias da quantiza¢io candnica da gravidade e o problema do tempo

Nesse ponto é importante destacar algumas caracteristicas do procedimento
de quantizacdo que adotamos. Sendo a equacdo de Wheeler-DeWitt a equacdo dina-
mica da teoria, ao resolvé-la, obtemos como solugdo o funcional de onda ¥|,;|. Em
principio, podemos pensa-lo como sendo andlogo a fun¢do de onda em mecanica quan-
tica ndo relativistica, no sentido de que |¥|? pode ser associado a uma densidade de
probabilidade. Uma questao surge aqui: afinal, quando o objeto de estudo ¢é a fungao
de onda néo relativistica, obtemos probabilidades relativas a posigdo e ao momento,
mas e aqui na gravitagdo quantica? Nesse caso, o que se busca é interpretar ¥ [l,]|?
como uma medida no espaco das geometrias espaciais, associada a probabilidade de
a hipersuperficie espacial assumir alguma geometria especifica (isto é, uma classe de
equivaléncia de h,;, sob difeomorfismos). Lembrando, claro, que o estado quantico é

invariante por difeomorfismos (em particular, por difeomorfismos espaciais), de modo
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que a mesma geometria pode ser representada por diferentes métricas induzidas h,
relacionadas por reparametrizacdes.

Apesar dessa interpretacdo interessante sobre o funcional de onda, resolver a
equagao de Wheeler-DeWitt ndo é uma tarefa facil, muito pelo contréario, pois trata-se
de uma equacao diferencial funcional de segunda ordem. A estratégia adotada pelos
tisicos é utilizar modelos de minissuperspaco, isto ¢, modelos de universo ou de buracos
negros que permitem algum grau de simplificacdo e até mesmo solugdes exatas. Na
segdo seguinte trataremos disso com mais detalhes.

Devemos levar em conta também que o termo cinético ndo envolve somente os
momentos candnicos na forma de operadores quanticos, como também a supermétrica
de DeWitt, que possui dependéncia explicita nas métricas induzidas, estas que também
sdo promovidas a operadores. Isso da origem ao chamado problema de ordenamento,
pois, ao considerarmos

Gabcdﬁabﬁw[’ ﬁab éubcdﬁai € ﬁabﬁcd éubcd ’ (3-24)

podemos obter resultados diferentes. Isso estd intimamente relacionado ao fato de que
medidas podem interferir umas nas outras quando as grandezas correspondentes ndo
sdo compativeis, e isso é visto do ponto de vista matemético por meio de comutadores:
em condicOes usuais, operadores que comutam admitem autovetores comuns e podem
ser simultaneamente diagonalizados. Ou seja, medidas feitas relativas a grandezas
representadas por operadores que comutam néo se perturbam mutuamente no sentido

usual.

Agora, discutiremos outro aspecto relevante da mecanica quantica, que é a
evolucdo temporal gerada pela hamiltoniana por meio da equagdo de Schrodinger, a

saber,

oY .
= = HY. (3.25)

Como visto no capitulo 2, o fato de a relatividade geral ser uma teoria de calibre cuja
simetria é a invaridncia por difeomorfismos significa que estamos incluindo também
translagdes temporais, j& que o préprio tempo é uma coordenada aqui. Devido a isso, a

propria hamiltoniana se torna um vinculo,
Hupy ~0, (3.26)
e ao promové-la a um operador resulta na aniquilagido do estado quantico,
Hipy¥ =0. (3.27)

Essa auséncia do tempo no regime quantico estd, portanto, intimamente ligada a invari-
ancia por difeomorfismos e faz a dinamica ser congelada em um certo sentido. O tempo,

na relatividade geral, é um rétulo associado a escolha de folheagdo, diferentemente da
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mecanica ndo relativistica, na qual o tempo é visto como um parametro externo. Ha
algumas abordagens e sugestdes para se construir uma nocao de tempo (interno ou
efetivo) na gravitacdo quantica de Wheeler-DeWitt, seja antes ou apds a quantizagao
[28]. Acerca desse topico, para detalhes técnicos mais avangados, recomenda-se a leitura
de [23].

3.4 Quantizacdo em minisuperespacos

Como discutido acima, a equagdo de Wheeler-DeWitt se apresenta para nos
numa forma complicada, e uma estratégia adotada pelos fisicos para contornar esse
problema é assumir modelos de minisuperespacos, isto €, um subespaco do superespago
de métricas.

De maneira geral, essa simplificacdo consiste em reduzir os graus de liberdade,
de modo a fornecer um mecanismo pelo qual se pode estudar alguns aspectos isolados
da teoria completa, pois engloba uma boa gama de sistemas fisicos em relatividade
geral [30].

A métrica escrita na forma das varidveis ADM toma a forma,
ds? = (—N2 + habN“Nb> dt? 4 2h, NP dt dy” + hy, dy*dy’, (3.28)

de modo que os modelos de minisuperespagos consistem em assumir que a fungéo
lapso é homogénea, N' = N (), e que o vetor shift se anula, N? = 0. Nessas condigdes,

a métrica ADM pode ser reescrita como,
ds?> = —N2(t) dt* + hyy (7, t) dy"dy® . (3.29)
Como vimos também, a acado ADM tem a forma,
Sapm = /)E Sty N (G UK ypKea + VIR) , (3.30)

onde o tensor de curvatura extrinseca obtém uma forma simplificada,

1 . — 1 .
Koy = W(hab = VulNy) = Whab- (3.31)
=0

De posse dessas expressdes, podemos reescrever o termo cinético da densidade

lagrangiana ADM,
1 o
GadeKachd = AN2 Gadehabhcd
1 G{Zbcdahﬂb . ahcd .

4N? 994 14 JqB 9B

(3.32)
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onde
GAB — ated Mab e (3.33)
aq A an !
é a métrica do minisuperespaco, e 0s g4 na segunda linha de (3.32) sdo os graus de
liberdade da métrica induzida. Com isso, a agdo ADM segue como,

Sapm = / dt &y N (G”deKachd + \/ER)

—/ dtd3yN[4N2 67A073+¢E7z}

(3.34)

1

= [ dt |-G P4aq5 — NU ] Py,

. {2/\/ qaqp @ ), ¥¥5

———

=V
ou seja,
1 o

SADM = VO/ dtm [GABquB —NU(q)] . (3.35)

A acdo ADM pode ser reescrita convenientemente como a a¢do de uma particula

relativistica em espago-tempo curvo sob a agdo de um potencial U(q), onde

U(q) = —VhR. (3.36)

E comum os fisicos tomarem o volume espacial como unitario, Vy = 1, por

motivos de simplificacdo de cédlculos, além de parametrizarem a agdo como [30],

1
SADM :/o dt Lapm , (3.37)

onde ,
Labu = 577 [GABquB - Nu(q)} . (3.38)

Isso posto e levando em conta que a acdo se mostra em um formato amigével,
isso nos motiva a utilizar as equagdes de Euler-Lagrange a fim de obter as equacdes de

movimento para os modelos de minisuperespaco. Seja, portanto,

d (dLapm\ 9ILapm
dt 8q, aql

=0, (3.39)

de modo que

d| o 1 . d 1 o
% o (G atn—NU@) | - 2 (5,6 adn - NU@) =0, G40

d[ 1 P . g 1 9G*P

& o O G+ 4a0h)| - 55 g adn + NG = 341)
i1 - oAb -
at [zj_v(Gqu + GAqu)} - zT/aZGAB dads + No'U(g) =0, (3.42)



.d d 1. -
GAld_ QA) + = (GAl)qA alGABE}AqB+NaZU(q)

N 2N

dt \ N agi dt N 2N
caid (A4, Loigaigda 1 5igas No'u
at \W ) TN CT i T e O dads FNOULg) =

explorando a simetria de GAB = GBA

aid

GAii (q_A> W(aAGﬂ +9/GA — aiGAj)E'/Aq'j + No'U(q) =0,

ou,

chil (qA) T [l(aAGﬁ L aiGA - aiGAj)} dadj+No'U(q) =0,

dt \ N N |2

contraindo com a métrica do minisuperespaco,

dt

oA <QA>+ i [GBl(aAcﬂJraJGAl aiGAf)} Gadj+NGgo'U(q) =0,

N) N

Bar \ W N | 2

Podemos reescrever como,

dt \ N N

1d qi T aigk + N'GU9.U = 0
N\ ) THr T T j= =Y

N

onde .
) G
Tk = —(9jGu + 9¢Gyj — AiGj) -

Considerando agora,

i aLADM _aLADM —0 = aLADM
dt \ " oN oN oN
T/

logo,

) 1 .. 1 i
e {Wcz]qij_/\/u(q)} -0 = —WGl]qlq]_

. 1 . ;
—GAlqA] — W<'9’c;f”3q'Aq;g; +No'U(q) =0,

GAi L <_A) 4 TAA - 5iGABG 45 + NO'U(q)

=0,
=0,

0,

GIA = (AjAi A ji __1 Ai - l

sad <‘7_A) + L [GBZ (2G4 dlGAT — a"GAf)] dadj+NGpd'U(q) = 0.

4 (q_) Y { (O4Gi+Gia — 2, GA])} §4d’ + NG™o;Ui(q) =0,

0,
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(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)
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e assim obtemos o vinculo hamiltoniano,
1 ..

A formulagdo hamiltoniana pode ser obtida introduzindo o momento canonica-

mente conjugado as coordenadas g'. Entdo,

_dLap
pi = o
J [ 1
= o | o Card d” = NU(9)
ot | 2N (3.58)
1 . .
= WGAB(fszAQB +47)
1 .
= NGAiqA .
A hamiltoniana no contexto de minisuperespaco pode ser calculada,
Hapm = pi§' — Lapm = pid' — Wciquq] +NU, (3.59)
onde,
1 _ 1 .
pa=7Gapd” = Gpa=1:G"GCagi’, (3.60)
554" = NG pa = §“=NG"Cpy, (3.61)
portanto,
y 1 , ,
Hapm = piNGIpj = 537G G*pNGI'p + NU, (3.62)
} N
Hipm = j\/'G]Zpip]- — ?GilekG]lpkpl +NU, (3.63)
i N kit
Hapm = NG'pipj = 5-6;G pepr + N U, (3.64)
ij N -
Hapm = NG plp]—EG pkp1+NU, (3.65)
—H

e como era se esperar, a hamiltoniana agora é composta apenas pela fungdo lapso e pelo
vinculo hamiltoniano,
Hipm = NH, (3.67)

e nesse sentido, novamente a hamiltoniana ADM se anula.

Seguindo, a quantizagdo candnica pode ser feita promovendo as varidveis 4’ e
seus momentos canonicamente conjugados p; a operadores, de modo que as rela¢des de

comutacdo tomam a forma,

[9:(%), /()] = i6]6®) (%~ 7), (3.68)
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9:(%),4;()] = 0= [p'(®), P (@] (3.69)

Introduzimos também uma fungdo de onda ¥ = ¥(g'), que ird representar o

estado quantico da geometria, e, na representagdo de Schrodinger, temos que

i¥Y=qY e p¥=—i—:. (3.70)

A dindmica quantica surge aqui por meio da equagdo de Wheeler-DeWitt,
construindo o operador quantico associado a hamiltoniana e aplicando-o aos esta-
dos. Mesmo assumindo os modelos de minisuperespaco, vimos que os vinculos ainda
se mantém e, nesse contexto, a hamiltoniana se anula na superficie de vinculos, portanto,
Y deve ser aniquilada:

AY=0 = HY=0. (3.71)

Fazendo a seguinte escolha de ordenamento G p; pj, entdo

1 ... 0¥ .
—GI——— 4+ 0¥ =0. 3.72
2 dq'oqg/ + ( )

O problema do ordenamento ainda persiste aqui e, quanto a isso, ha algumas
propostas acerca de como lidar com essa questdao. Uma dentre as mais conhecidas na

literatura é o uso do operador de Laplace-Beltrami [30],

\/%31(,/ G| Gijaj‘lf) = V%Y, (3.73)

onde G é o determinante da métrica do minisuperespago. Assim, a equacdo de Wheeler—

DeWitt pode ser reescrita de uma maneira ainda mais amistosa,
1_, N
—EV Y+ UY =0. (3.74)

3.5 Observacgdes finais acerca da gravitacdo quantica candnica

A gravitagdo quantica canonica se mostra como uma poderosa ferramenta de
estudo quando se deseja investigar modelos relacionados a cosmologia e a buracos
negros. Em relacdo a primeira, hd um problema crucial com o qual a cosmologia
quantica busca lidar: como interpretar, de fato, a fungdo de onda, uma vez que ela é
vista aqui como a func¢do de onda do Universo. Um detalhe importante nesse contexto
é que a supermétrica de DeWitt possui assinatura (—, +, +, +, +, +), dando origem a
equagdes hiperbdlicas, como a equagdo de Klein-Gordon, por exemplo. Esta, por sua
vez, apresenta complicag¢des relacionadas a nogdo de probabilidade, uma vez que a
densidade de probabilidade associada pode assumir valores negativos. Algo andlogo

pode ocorrer também na gravitagdo quantica canodnica, afinal para que a densidade
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de probabilidade esteja bem definida, é necessdrio assumir um produto interno que

capture bem a natureza dos objetos que estamos tratando aqui.

Nao abordamos esses aspectos em detalhes, pois o propésito desta dissertacdo é
aplicar a equacdo de Wheeler-DeWitt a buracos negros. Portanto, aos leitores interessa-
dos em gravitagdo quantica (e, em particular, em cosmologia quantica), recomenda-se a
leitura de [7], [10], [28], [30] e [31].
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4 Interpretacao de de Broglie-Bohm da Mecanica Quantica

Essa interpretacdo da mecanica quantica também é chamada de interpretacdo
causal, uma vez que traz consigo um caréter deterministico. Essencialmente, o que foi
proposto por esses autores é que, uma vez conhecidos os dados iniciais associados ao
sistema quantico, seria possivel, em principio, determinar as trajetérias das particulas.

Vejamos abaixo como essas ideias se relacionam com a gravitacdo quantica.

Com a finalidade de apresentar as ideias e os calculos com maior clareza, a
constante /1 serd mantida explicita (fora das unidades naturais) e, caso contrario, isso

ficard indicado.

4.1 Postulados da interpretacao causal

Por simplicidade, iremos assumir inicialmente os postulados no contexto da
mecanica quantica ndo relativistica para particulas pontuais. Isso posto, os postulados
afirmam que [30]:

* Seja um sistema fisico individual composto por uma tnica particula cujo movi-
mento se d4 no espaco-tempo. A trajetéria desta sera representada pela chamada

onda-guia;
e Essa onda, descrita aqui por ¥ = ¥(7, t), é solucdo da equagdo de Schrodinger;

* Conhecida a onda-guia, a trajetéria 7 da particula pode ser determinada pela
equagdo guia,

#(t) = %65(?, 0, 1)

onde m é a massa da particula e S é a fase da onda quando escrita na forma expo-
nencial complexa (forma polar). Destacamos também que, conhecidos os valores

iniciais da posicdo, a trajetéria é completamente determinada nesse contexto;

¢ Analogamente ao que é feito na interpretagdo de Copenhagen, a probabilidade de
se encontrar a particula numa dada regido do espaco, digamos, entre 7 e ¥ +- dr, é

dada por
R*(7,t) d°r, (4.2)

onde R? = Y%
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4.2 Equacgao de movimento para a particula e a onda

Com base nesses postulados, podemos comegar a construir a dinamica inerente

ao sistema quantico. Comecemos escrevendo a fungdo de onda na forma polar,
is/n S5\ L ipain (S
Y = Re = Rcos 7 + iR sin 7)o (4.3)

onde R = R(7,t) é a amplitude real ndo negativa e S = S(7,t) é a fase real. Como
discutido anteriormente, a amplitude de probabilidade é obtida por meio de

¥|* =YY" = (Re/")(Re™™/") =R> = R=V¥Y*. (4.4)

Além disso, a fase pode ser obtida a partir de

Y €is/h 2iS/h 2iS Y h b4

Fazendo a decomposi¢do da fungdo de onda, conseguimos chegar em outras
expressdes para a amplitude e para a fase,

Y = ¢; +ip, onde {lpl = Reos <%> (4.6)
Y = Rsin <%> ,
entao,
[P =¥ = (1 +iv2) (1 — iv2) = 97 — i +ian +93,  (47)
logo,
[FP=9i+y3 =R = R=\/[y7+y3. (48)
E também,
V2 = tan (§> = S = harctan (ﬂ) . 4.9)
¥ h 1
A dinamica quantica vem da equagdo de Schrodinger,
ihaa—f = —%VZT + VY, (4.10)

onde V = V(7) é o potencial independente do tempo. Substituindo a fun¢do de onda

na forma polar,
(R iS/h hz . .
ih% — _%vz(RezS/h) + VRelS/h, (4.11)
R | 9S h? : :
ihgezs/h n ihR%a—fe’S/h — —%VZ(ReZS/h) + VReS/M (4.12)

Para calcular o laplaciano, podemos usar a identidade,

V2(fg) = (V*f)g +2Vf-Vg+ fVig, (4.13)
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onde f e g sdo fungdes reais arbitrarias. Considerando

f=R e g=¢", (4.14)
com isso, podemos obter os trés termos de (4.13). Comecando com o primeiro termo,

(V2f)g = (V2R)e™'T, (4.15)
e o segundo termo,

2Vf-Vg =2VR- V(M) = %ie"S/hﬁR VS, (4.16)
e por fim, o terceiro termo,
FV2g = RV2(éS/1) = RS - (VeS/1) = %Rv NETS

R (@eiS/h VS + eiS/hv25>
(4.17)

h

1 2a| is/n
[—2 +vs]l |

;ZR |:1 ZS/Fl(VS) +eZS/hv2 :|
=R

Substituindo (4.15), (4.16) e (4.17) em (4.12),

2R jsm 598 i 1 [ I o2 2ig, el s/
zhate Rate ~ 5 VR +R h(VS) —I—hVS —I—hVR VSie
+ VReS/M
(4.18)
dividindo por ¥ = Re'>/",

ihdR  dS n? V2R (VS)2 i_,. 2iVR-VS

Rot - | R w TEVStRr | TV (4.19)
. |10R  V2s VR-VS| 09s h2 V2R  (VS)?

e assim vemos que surgem duas equagdes, uma delas fruto de uma parte real e a outra
de uma parte imagindria. A parte real é

S  (VS)2 mn* V2R
—

ot om  2m R V=0, (4:21)

e a parte imagindria,

10R  V2S VR-VS OR s 2Ro o
2ot ot =0 = 2R§+ VS+ZVR-VS_0, (4.22)
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portanto,

OR* - (R2VS

el . =0, 42
o5 +V ( - 0 (4.23)
com condigdes iniciais Rog = R(7,0) e So = S(7,0). Essas equagdes formam um conjunto
de equacgdes acopladas, onde esta dltima é a equagdo de continuidade que reflete a
conservacao da probabilidade no tempo, com

R? =|¥|?, (4.24)
a densidade de probabilidade, e

- R2VS

] = p— (4.25)

a corrente de probabilidade.

4.3 Equacao de Hamilton-Jacobi

E possivel agora fazer uma associa¢do concreta entre a particula, do ponto
de vista quantico, e a onda-guia que a descreve, tendo em vista que, ao substituir a
funcdo de onda na forma polar na equagdo de Schrodinger, obtivemos uma equagao
de movimento para o caso quantico que possui uma forma parecida com a equagao de
Hamilton-Jacobi (ver 4.21), a saber,

as  (VS)2 B
onde > s
L. K VR
Q) =~ % (4.27)

é o chamado potencial quantico. De fato, pela similaridade com o caso cléssico, a essa
equagdo dé-se o nome de equagdo de Hamilton—Jacobi quantica.

A conexdo dessa expressdo com a particula se d4 ao resolvé-la, pois obtém-se a
fase e, por meio dela, encontramos a trajetoria quantica a partir da equagdo-guia (veja
os postulados),

1 .
7= EVS = p=VS, (4.28)
de tal forma que
S 1 3 S _ p? _
S5t tQ+V=0= —=-"+Q+V=E, (4.29)

sendo este tiltimo a energia total do sistema.

Apesar de parecer arbitraria a introducdo da equagdo-guia por meio de um dos
postulados, se olharmos atentamente para a equagdo (4.23), vemos que ela é semelhante
a equagdo de conservagdo cléssica,

% + ¥ (07) =0, (4.30)
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onde p = p(7,t) é a densidade de particulas no espago. Ao compara-las, vemos que a
velocidade no caso quéntico é dada por
. VS
F=—. (4.31)
m
E necesséario também discutirmos um pouco o papel do potencial quantico que

surgiu na equacdo de Hamilton—Jacobi quéntica,

— YR (4.32)

Diferentemente do potencial cldssico V, o potencial quantico Q ndo é uma fungado
externa que dita a dindmica do sistema, na verdade, ele esta intimamente relacionado
com o estado quantico total do sistema [30]. Isto é, ele depende da amplitude R, que
por sua vez depende da fung¢do de onda como um todo. Em conclusdo, Q = Q(¥) néo é
uma entrada do problema: ele é uma saida que pode ser obtida conhecendo-se a funcdo
de onda completa.

Isso pode ndo parecer muito intuitivo, mas, como esté claro aqui, o potencial
quantico é relevante em pequenas escalas e, portanto, ndo ha como deduzirmos a partir
de principios mais bdsicos, de forma direta, os seus efeitos sobre o sistema quéntico. O
que ocorre, na pratica, é que utilizaremos autoestados ja conhecidos previamente, pois
é por meio deles que obteremos a forma funcional de Q para, s6 entdo, descobrirmos

como ele atua no regime quantico.

Apesar disso, o potencial quantico pode ser pensado em pé de igualdade com o
potencial cldssico [30]. Para vermos isso, comecemos tomando o gradiente da equagao
(4.21),

- [0S  (VS)? B AVS) 1 oe. euw e B
V<§+7+Q+V>—O = o +%V( S-VS)+V(Q+V)=0,
(4.33)
usando a identidade para dois vetores arbitrarios 7 e i,
V(#-9) = (il - V)F+ (F- V)i + i x (Vx8)+7x (Vxi), (4.34)
logo,
ais+i 2(VS-V)VS+2VS x (VxVS)| +V(Q+V)=0 (4.35)
ot 2m T - ’
a(thS) + %(65 V)VS =-V(Q+V), (4.36)
1 =3 — — —
%JFE(VS-V) VS=-V(Q+V). (4.37)
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Usando a equagdo-guia,

(VS), (4.38)

entao,

i )| i = V(@) = (T )i =@+ V), 039)

e sabendo que

a KN — . a . a . a . a o d
E—FT'V—g—f—Xa—f—y@—f—Z&—dt/ (4.40)
chegamos em
d(mr) - dp =
o =-VQ+V) = - =-V(Q+V). (4.41)

Essa equagdo possui a forma da segunda lei de Newton, com um termo de forga
classica —V'V e um termo de forca quantica —V Q, e pode ser vista como uma equaco
de movimento para a particula, apesar de que resolver a equacdo-guia é, em geral,
menos trabalhoso.

4.4 Introducdo da probabilidade e medidas ideais

Na teoria desenvolvida por Bohm, um sistema fisico individual é composto por
uma funcdo de onda ¥ (7, t) e uma particula com posi¢ao bem definida 7(¢). A evolugédo
de ambas é deterministica no sentido de que a func¢do de onda satisfaz a equacao de
Schrodinger e a fungdo hordria da posigdo satisfaz a equagdo-guia. Portanto, dado
¥o(7,0) e 79(0), o sistema estd completamente determinado. O tnico problema que
ainda resta é que, por limitacdes experimentais, seria possivel preparar um sistema em
um estado inicial ¥y, mas o mesmo ndo vale para 7, uma vez que, para determinar as
posig¢des das particulas, é necessdrio interagir com o sistema e, assim, perturba-lo. Esse
é um resultado central da mecanica quantica, frequentemente associado ao principio de
incerteza de Heisenberg.

Para lidar com isso, introduzimos um conjunto estatistico de sistemas idénticos,
nos quais cada sistema tem a mesma forma funcional da fun¢do de onda ¥ (¥), mas
pode ter uma posicao inicial diferente 7 e, eventualmente, fun¢des de onda diferentes
indexadas por i, representando variagdes possiveis. Introduz-se, portanto, a fungao

Py(7,1), que representa a densidade de sistemas do conjunto que:
e tém a fungdo de onda ¥;(7);
* cuja particula esta inicialmente (em t = 0) no ponto 7;

e a fungdo Py(7,i) satisfaz
Py(7,i) >0, V7,i. (4.42)
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Nesse sentido, a funcdo Py(7,i) d°r d4 a probabilidade de que um sistema no
conjunto tenha funcdo de onda ¥;(7) e a particula na vizinhanga de volume d°r em
torno de 7, no tempo ¢t = 0. Entretanto, o conjunto é uma construcao ficticia [30], e cada
membro do conjunto é um “representante” de um possivel comportamento. Ou seja,
apesar de usarmos essa construgdo estatistica, na pratica s6 existe um sistema real, com
uma particula real. Mas, como nao temos acesso a posicdo inicial exata, trataremos o

problema estatisticamente via o conjunto.

Em particular, na formulacdo de de Broglie-Bohm da mecénica quantica temos
que Py = R3. Podemos restringir a analise ao caso em que se conhece o estado inicial da
onda ¥(7), mas nédo se sabe a posicao inicial da particula. Com isso, postulamos que a
funcdo Ry (7) possui quadrado integravel e normalizado,

/ R3(7)dr =1. (4.43)

Assim, a probabilidade de que a particula, no conjunto associado com a mesma onda
Yy, esteja em um volume d°r na vizinhanga do ponto 7 é dada por R3(7) d°r, isto &,

Po(7) = R3(7). (4.44)

Uma vez que a fungdo R?(7, t) satisfaz a equacdo de conservagao de probabili-

dade,
dR2  _ (R2VS
s +v.< m )_o, (4.45)

segue que R?(7,t) determina a distribuicio de probabilidade no instante ¢, se a condicao
Py(7) = R(7) valeem t = 0.

Com o objetivo de ilustrar com mais clareza essa construcdo que fizemos acerca
de como lidar com a imprecisdo do aparato experimental, facamos uma digressdo sobre
como realizar medicdes ideais na teoria causal proposta aqui. Para tanto, consideremos
inicialmente o caso ideal no qual as medidas ndo destroem o sistema quantico de in-
teresse e sua repeticdo leva sempre ao mesmo resultado. Entdo, podemos associar o
estado quantico |y(%,t)) ao sistema, com |ihy) € Hx, onde Hx é o espago de Hilbert
do sistema. Agora, levando em conta que queremos medir uma grandeza arbitraria
A, representada aqui pelo operador 4, e por simplicidade iremos toma-la como nao
degenerada. Quanto ao aparato experimental!, este seré representado pelo estado quan-
tico |¢po(7/)), onde |¢pg) € Hy, sendo Hy o espaco de Hilbert do aparato experimental.
Isso posto, e sendo o sistema e o aparato experimental independentes entre si, entdo o
estado quantico do universo ser4,

[Yo(X,7) = [$o(X)) @ |¢o(¥)) = Fo(X§) = ¢o(X)¢o(¥), (4.46)

E usual os autores que trabalham com informagdo quantica se referirem ao aparato experi-
mental como sendo o ambiente.

1
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onde H = Hx ® Hy é o espaco de Hilbert do universo. Podemos expandir |¢p) em
termos dos autoestados de A, a fim de facilitar a anélise,

|ho (X 2 Ca |Pa(X onde Al|y,) =alp,) . (4.47)

Consideremos também uma hamiltoniana de interacao,

A

Hint = g(AX & ﬂy) (ﬁX X py) = gAX X py, (448)

onde ¢ é a constante de acoplamento.

A presenca do operador momento aqui é necessdria, pois a coordenada y é
b ‘" b 4 :
pensada como o grau de liberdade do “ponteiro” do aparato experimental, portanto, o
operador Py faz o papel de gerador do deslocamento de ¥ quando ocorre a medigao,
isto é, o ponteiro se “mexe”. Durante a medigdo, o sistema evolui no tempo por meio
do operador de evolugdo unitario,

U — e—iHmtt/r’l — e—igtAx@ﬁy/h ) (449)

Logo, sendo o estado inicial do universo

[Fo(X, 1)) = |$o(¥)) ® [¢o(¥)) , (4.50)
temos
[¥(%,7,t) = U[¥o(%, 7))
= ¢ AR (%, 7)) (4.51)
= ¢ SIAXERIINT oy () © 90 (i) -
Sabendo que u
Ax @ Py(|ha) @ [¢0)) = Ax [a) @ Py [¢0) = a [tha) ® Py |¢o) , (4.52)
segue que A
¥(%,7,1) 2 Ca |1ha (X)) @ e 8T |y (4.53)

Como Py é o gerador de translagdes em i, obtemos o deslocamento do estado do
ponteiro,

e8P |5 = | o (7 — gta)) (4.54)
de modo que
Y(%,7,t) Z Ca |$a(¥)) ® |po(7 — gta)) , (4.55)

ou, na representacdo da posicdo,

Y (X, 9, t) Z Ca a(X) Po (¥ — gta) . (4.56)
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E importante salientar que se trata de uma medida ideal, de modo que ndo ha
sobreposigdo entre os estados do ponteiro, isto é, o aparato experimental correlaciona
cada autovalor 2 a um estado distinto do ponteiro (associado a cada autoestado ;). Ao
se fazer essa medicdo, haverd o colapso da fun¢do de onda para um desses autoestados,

¥(Z,7,1) — cothal®) do(7 — gta), (457)

de tal maneira que os demais autoestados se tornam inacessiveis ao sistema.

A diferenga entre a interpretacdo de de Broglie-Bohm e a interpretagdo de Cope-
nhagen é que, na primeira, o colapso efetivo ndo é aleatério: uma vez conhecidos os
valores iniciais associados ao sistema, o resultado da medicgao fica completamente deter-
minado. Geralmente descreve-se esse procedimento em termos de ramos da funcéo de
onda, ao ocorrer o colapso efetivo, entdo os demais ramos tornam-se inacessiveis e ndo

possuem mais relacdo causal com o sistema fisico de interesse.

4.5 Interpretacao causal aplicada a Gravitacdo Quantica de Wheeler-DeWitt

Apesar de este capitulo parecer deslocado dos primeiros, é aqui que veremos
sua conexdo com a gravitagdo canonica de Wheeler-DeWitt. Essa formulacdo encontra
na cosmologia quantica um campo muito fértil para a sua aplicagdo, uma vez que, por
meio desse método, pretende-se quantizar o Universo como um todo. Se assumirmos
que a mecanica quantica é passivel de aplicacdo também em todos os regimes da fisica,
entdo serd necessdrio nos apoiarmos em alguma de suas interpretacdes a fim de dar

sentido aos resultados obtidos.

A interpreta¢do mais utilizada entre os fisicos certamente é a de Copenhagen,
porém ela apresenta dificuldades neste contexto, uma vez que, em seus postulados,
exige a existéncia de um dominio externo classico no qual as medidas sao realizadas.
Essa necessidade se deve ao fato de que o colapso da fungdo de onda em um de seus
autoestados possiveis ndo é uma evolugdo unitaria [32]. Além disso, sendo a cosmologia
o estudo do Universo como um todo, ele se torna o préprio laboratério e, portanto, ndo
hé sentido em postular um dominio externo no qual as medidas sdo realizadas [33].
Pela mesma razdo, a interpretagdo estatistica usual da fun¢do de onda também se torna
problematica em relatividade geral quantica: ndo ha, em principio, um conjunto externo
de universos sobre o qual realizar medigdes repetidas, nem um observador classico
externo em relacdo ao sistema total. Assim, a prépria no¢do de probabilidade precisa

ser tratada com cuidado nesse contexto.

Por outro lado, a interpretagdo de de Broglie-Bohm fornece aqui uma estrutura
mais robusta, no sentido de ndo exigir o conceito de colapso: a evolugdo é completa-
mente determinada tanto pela equagdo de Schrddinger quanto pela equagao-guia. Isso
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nos motiva a aplicd-la tanto a cosmologia quéntica quanto a buracos negros quanticos,
sendo este tltimo o objeto de investigagao desta dissertagdo no capitulo seguinte.

Para aplicarmos a interpretacdo de de Broglie-Bohm a relatividade geral quan-
tica, consideremos a acdo de Einstein-Hilbert acoplada minimamente ao setor de maté-
ria por meio de um campo escalar com potencial arbitrario U(®P),

Sgrav = SEH + Smat = 16% / d*x /=g R+ /d4x V-8 [—%gﬂ‘/aycp 9, P — U(CID)] ,
(4.58)
onde ® é um campo escalar. Vale destacar que os resultados obtidos aqui permanecem
vélidos para campos de matéria de qualquer natureza, desde que o setor de matéria
esteja minimamente acoplado a gravidade?.

Como a equagdo de Wheeler—-DeWitt desempenha o papel de equagdo dindmica,
estaremos interessados nela. Como ela pode ser obtida a partir do vinculo hamiltoniano,

consideremos aqui a sua decomposigdo em termos das contribui¢des gravitacional e de

matéria,
cuja quantizacdo fornece
H=He+Hma = HY[hij, ®] = H¥[hij, @] + Hmat¥ [hij, @] . (4.60)

A parte gravitacional do vinculo hamiltoniano ja é conhecida, pois foi calculada no
Capitulo 2 (ver Eq. 2.110). Assim, para obtermos o vinculo hamiltoniano do setor de

matéria, serd necessdrio calcular a hamiltoniana correspondente. Seja, portanto,
Hpat = Io® — Lo . (4.61)

Precisamos escrever a hamiltoniana do setor de matéria em termos das varidveis ADM.
Sabendo que

v —1/N? Ni /N2
8" = ( NI /N2 hif_NiNj/N2> e V—g=NVh, (4.62)

a densidade lagrangiana do campo escalar em espago curvo toma a forma

Lo= /=3 —%gwaycp 9,® — u<q>)}

1 . O 1 ..
= NVh —EgOOCI)Z — g0 9;d - 5870,09;® — U(cp)]

- , o (4.63)
1 ., N, 1(; NN
1, i 1,

2 Isto é, os campos de matéria acoplam-se apenas a métrica, e ndo as derivadas da métrica.
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O momento conjugado ao campo escalar é

Lo Vh . : N :
I[lg = — = —(® — N'9;® b =—II N'o;d. 4.64
Substituindo (4.63) e (4.64) em (4.61), obtém-se
N ; 1 N? 1,

N _, ; N 5 NVh
= " _TI% + N'Ilg 0,0 — ——I13 + ———h'9;®9;® + N'VhU (D 4.

\/E Lo} P U 2\/% (o} ) l ) ( ) ( 65)
N \/Ehffacpacp VhEU(®)| 4+ N'T1gp 0;P
N ovh o T - 170i® o+ (®)| + N'llp 9;P.

Logo,

1 1, -
o= {_Nﬁngp Vi (Eh’]al@ 9P+ u(cp))] FNTI®,  (466)

onde reconhecemos o vinculo hamiltoniano para o setor de matéria,

1 1
Horar = ﬁné +Vh (Ehvai@ ;P + U(CD)) : (4.67)

A quantizagdo é feita na representac¢do das coordenadas,

e Hq;—)—i

2 4,
Shy; 5D’ (4.68)

usando (3.23), (4.60) e (4.67), onde estaremos adotando as unidades naturais daqui em
diante 71 = 1. Assim, obtemos a equa¢do de Wheeler-DeWitt,

PRI & + V| ¥[hij, @) =0 (4.69)
ijkl (Shl] Ohyy 2\/E SP2 £ - ’
onde
. 1, .
V=vh [—R—i— 0@ 9, + u<<1>)] . (4.70)

Notando que ndo foi levado em conta um ordenamento especifico de operadores.

De posse da equacdo de Wheeler-DeWitt para a gravitacdo acoplada a um campo
escalar, podemos analisar os desdobramentos ao aplicar a interpretagdo de de Broglie—
Bohm. Como vimos, isso é feito escrevendo a fun¢do de onda na forma polar, isto

€,
¥ [hij, @] = A, (4.71)

onde S = S[h;;, ®] e A = Alh;j, ®] sdo a fase e a amplitude, respectivamente. Logo,

6 9 1 62

_Giﬂkﬁlzj Shy N +

V| Ae® =0. (4.72)
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Comecando pelas derivadas em relagdo a @,

oY 4 is 0A S\ g
5 = 50 (4¢°) = (5@ * A5q>) ' (4.73)
entao,
o 6S\1 is . (6A .,0S\ 6 s
{ﬁ (_ 5@)] " (5@ ““‘5) 55"
(0 (SA éS 525\ s 0A S\ .0S 4iS
- (5 o5 T AW) * (E * A5q>> 5c1>
B 52A (SAﬁ N A(SZ_S i 5A 5S . ﬁ s 4.74)
B 50 00 5P2 50 50 5P
S2A _6ASS 528 65\?|
02 T 5a 50 T 592 4 ((sTp) ] <
e no setor gravitacional teremos 0 mesmo procedimento,
oY ) ' 0A oS ,
= Ae®) = s 47
Shij  ohy; ( ¢ ) (5h oh; ) : (4.75)
entao,
%Y 52A SA S 528 5S 6S | .
= + 2i +iA — A 5 4.76

onde, no termo misto, ja usamos a simetria do operador com G;j; ao contrair os indices.

Substituindo (4.74) e (4.76) na equagdo de Wheeler—DeWitt (4.72),

. 52A 5A 6S 528 5S oS | .
—G.. 2 A — A iS
COl | St T ol ot Gy ok ol
(4.77)
1 [82A SA 58S 528 5S\2| i« .
— | == 494 A== _ A == iS A iS _
2 |592 T a5 T 602 (5@) e”+VAem =0,

e, dividindo todos os termos por Ae' e rearranjando os termos semelhantes, obtemos

e (204485 &S\ 1 sAss 1 &S
ijkt A(Shijéhkl 5hij5hkl \/EA(SCI)5® 2\/E5CI)2

. 1 52A 5S 5S 1 §2A 1 /65\% ..
_Gijkl (— — >— + (E) +V:0.

(4.78)

A 5hij(5hkl (5h1] (5hkl 2\/EA P2 2\/E

Separando a parte real, obtemos

. 6S 6S 1 /6S\> . 1 (. A 1 52A
iy - _ = iy — 4.7
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onde reconhecemos o potencial quantico,

R 1 (. A 1 6%A
= —— | G : 4.
Q A (Gl]kl (Shijéhkl + 2\/E 5CI)Z> ( 80)

Dai, portanto, chegamos a equagdo de Hamilton—Jacobi quéntica para a relatividade

geral quantica,

6. 0808 1 (oS
M Shij ol T 23/ \ 0@

Olhando novamente para (4.78), resta ainda a parte imagindria. Neste caso,

2
)+V+Q:0 (4.81)

multipliquemos essa parte por A2, de tal modo que obtemos

A 6A 6S , 6%S A 0A 6S A% %S
. =2 LS L 220, 482
Gl]kl <2A(5hi]‘ (Shkl +4 5hij5hkl> + \/E5(I> od * 2\/E P2 ( )
ou, de maneira compacta,
. 6 [ 68 1 6 (08
i A — | A"— ) =0. 4.83
Gl]kl5hi]' < 5hk1> + 2\/E5q) ( 5@) 0 ( )

Apesar da semelhanca formal com uma equagdo de conservagdo (compare com (4.23)),
ndo podemos interpreté-la diretamente como conservacdo de probabilidade devido a
natureza hiperbdlica do superspago associada a assinatura indefinida da métrica de
DeWitt G;jy.

Conhecidas as equag¢des dindmicas, a interpretacdo de de Broglie-Bohm nos
permite inferir que a evolugdo da métrica induzida e de seus momentos conjugados,
tanto no setor gravitacional quanto no setor do campo escalar, pode ser postulada por

meio das equagdes-guia,

yii — 22 @ [;lh]] P e g = _55[:23, o (4.84)
onde,
I = \/E(hi]j( — K'Y = G (hyy — VN, — V|N), (4.85)
e também,
H¢:1@¢—N@¢y (4.86)

G

Essas sdo equacdes diferenciais funcionais de primeira ordem que, ao serem integradas,
revelam as trajetérias bohmianas percorridas pela métrica induzida na presenca do
potencial quantico Q. Nesse quadro, a dindmica recupera o comportamento cldssico no
limite Q — 0, isto é, obtemos novamente as solugdes cldssicas associadas a equagdo de

Hamilton—-Jacobi da relatividade geral.
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5 Buracos Negros Quanticos na interpretacao de de Broglie-Bohm

Os capitulos iniciais serviram como preparacdo para este. Aqui aplicaremos
todas as ideias abordadas, as quais culminardo na quantiza¢do canonica de um buraco

negro de Schwarzschild via equagdo de Wheeler—DeWitt.

Este capitulo apresenta as ideias e os calculos desenvolvidos durante a pesquisa
realizada no mestrado, que constituem a base desta dissertacdo, bem como resultados

relacionados a um artigo ainda nado publicado.

5.1 Hamiltoniana do Buraco Negro de Schwarzschild

Nosso objetivo aqui serd investigar o comportamento da singularidade em um
espago-tempo de Schwarzschild a partir da quantizacdo candnica da gravitacdo no
formalismo ADM. Como ferramenta de trabalho, utilizaremos a interpretacdo de de
Broglie-Bohm, de modo a analisarmos as trajetérias bohmianas calculadas, bem como o

potencial quantico associado ao modelo.

Como é bem conhecido, a solucdo de Schwarzschild foi obtida no &mbito da
relatividade geral de Albert Einstein, isto é, no regime classico [38, 39]. A caracteristica
marcante dessa solugdo é a presenca de uma singularidade em seu interior. Esse fato
evidencia a incapacidade das teorias cldssicas de fornecer uma descrigdo fidedigna do
interior de buracos negros, uma vez que, devido a existéncia de horizontes de eventos,
nao é possivel, em principio, obter informagdes acerca do destino final de observadores
em queda livre em direcdo a singularidade. De certa forma, o préprio significado
de espaco-tempo deixa de fazer sentido quando nos aproximamos da singularidade.
Mesmo quando consideramos transformagdes de coordenadas como as de Eddington—
Finkelstein e de Kruskal-Szekeres, conseguimos apenas eliminar a singularidade de
coordenadas associada ao horizonte de eventos, mas a singularidade fisica ainda per-
manece [16, 37]. Portanto, sendo a mecanica quantica uma teoria bem-sucedida em
suas diversas dreas de aplicac¢do, isso nos motiva a buscar uma abordagem sob a sua
perspectiva ao tentar compreender o comportamento de singularidades. Tal abordagem
pode, por um lado, indicar que o sistema torna-se livre dessa patologia e, por outro,

fornecer algum entendimento acerca da prépria natureza quéntica do espago-tempo.

Para iniciarmos nossa discussao, precisamos considerar um modelo de espago-
tempo para trabalhar. A singularidade se apresenta ja na solugdo externa de Schwazs-
child, a saber,

dr?
dst, = —F(r)d* + o) +r?d0?, (5.1)

onde dO? = df? + sin? § dp? é a métrica de uma 2-esfera, além disso temos a fungao

F(r)y=1- @, com F(r) > 0. Como vemos, a no¢do de espaco-tempo se esvai quando
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tomamos r — 0 e para entendermos 0 mecanismo que opera nesse regime, precisamos
olhar para a solucdo interior de Schwazschild. Acontece que quando fazemos essa
transigdo, isto é, quando consideramos r < 2M, espaco e tempo trocam de papel, de

modo que,
sz, = f(r)dt* — art + r2d0? (5.2)
7) ' |
onde f(r) = 24 — 1, com f(r) > 0. Essa inversao entre os papéis de r e t nos leva a
inferirmos o seguinte comportamento para métrica interior,
2 at? 2 2702
dsine = _]Tt) +f(t)d7’ +t°dQ)*. (5.3)

O modelo adotado é conhecido como métrica de Kantowski—Sachs [26], introduzida

1 em contraste com o modelo

originalmente em contextos cosmolégicos anisotrépicos
de Friedmann—-Robertson-Walker, que é isotrépico. O ponto interessante aqui é que o
interior do buraco negro de Schwarzschild emula, até certo sentido, um comportamento
andlogo ao de uma métrica cosmoldgica: na regido r < 2M, a evolugdo ao longo de
geodésicas temporais torna-se inevitdvel em direcdo a singularidade em r = 0, que
aparece como destino futuro desses observadores. Nesse sentido, pode-se interpretar a
regido r < 2M como um “universo” anisotrépico cuja evolugdo é inexoravel, embora
se trate de um fenémeno fisicamente distinto de uma cosmologia de expansdo. Ainda

assim, essa analogia permanece intrigante.

Isso posto, nosso objetivo aqui é quantizar canonicamente um buraco de Schwarzs-
child por meio de sua Hamiltoniana, sendo esta construida a partir da métrica de
Kantowski-Sachs. Portanto, tomemos como generaliza¢do o seguinte modelo de mini-

superespaco,
ds?> = —N2(t) d® + u(t) dr* + o(t) (d6? + sin? 0 dp?), (5.4)

onde N é fungdo Lapso e também,
guv = diag (—N2(t), ;) com  hyj = diag(u(t), v(t),v(t) sin®0) . (5.5)
Tal modelo foi adotado pelos fisicos Harpreet Singh e Malay K. Nandy em um trabalho

publicado em 2024 [36], o qual, inclusive, influénciou fortemente o inicio desse capitulo.

Dado isso, para obtermos a hamiltoniana do modelo, é necessério calcular
algumas quantidades que serdo de grande utilidade. Comecemos, entdo, encon-
trando os Simbolos de Christoffel 3D ndo nulos relativos a métrica induzida h;; =
diag (u,v,v sin? 0),

— 1
T = Eth(aahdb + OpMag + Oahyp) - (5.6)

1 Modelos cosmolégicos anisotropicos sdo aqueles aos quais a expansdo do universo nio é

homogénea em todas as diregdes.
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Entao,

—p 1 1 1 )
F‘P(P = E(aghd(l, + 8¢h¢d — 8dh¢¢) = —§h9989h¢¢ = —%89(0 Sll’l2 9)

1 (5.7)
= —EZUsinf)cosB = —sinfcos6,
e também,
T0 T — L100 @h + dghes — dahay) = ~h¥dghiy — — 3y (v'sin2 6
op = L 9o = (0phgyp + Opheg — dahog) = ohpp = ——5—0p(vsin0)
2 2 2vsin” 0
1 cos 6 (5.8)
= ———2vsinfcosf = —— = cotf.
2vsin? @ sin 6
Calculemos agora o tensor de Ricci 3D,
- —c  =c=d =c=d
Rab = acrlcm - abr Ea + Fﬁdr ba — erF cars (59)
entdo, comecemos por,
= = —c =d =c=d
Ry =0T icfr - afrir + ridr rr Fidr cr e (5.10)
Facamos o célculo termo a termo,
(. =c =t —=0 =¢
acrrr = ai’rrr + aﬁrrr + a(PFrr =0,
— — _9 —
9,5, =9, 49, g +03,T0 =0, 51D
—c=d —=r—=d =0 =d =¢=d :
ridrrr = r;drrr + redrrr + rgd =0,
T4 =0.
Portanto,
Rrr — 0 . (5.12)
E agora,
- —c  =c=d =c=d
Rop = 0cT gg — 96T co + T calop — T oal co (5.13)

calculando cada termo,

0T g = 9T g+ 06T gy + a4>fqeb4> =0,

9T ¢ = 96T gy + gL gg + 9T g = 9Ty = g cotf = — csc?8,
—d—=d —r=d | =0=d  —¢—d

Tealop = T ralgp + T oal oo + deFGG =0,

—c=d _=r—=d  =0=d  =¢=d —d _ —¢=¢ ==
\Doal co = Toal vo T Toal g9 + T gal pp = Tyl g0 = r$¢r¢e =Tyl g = cot? 0,
(5.14)

portanto,
Rop = csc? —cot?0 = TRgp=1. (5.15)

Por fim,
= = =c=d =c =d
Ripp =0T pp — 39T cp + T eal gpp — T gal e/ (5.16)
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e calculando novamente termo a termo,

'aCTfM, = arf;,(l) + agff;(,, + szp — 9g(— cosfsinf) = sin?H — cos? ),
a¢fc¢ — a¢fi¢ + a¢fg¢ + a(pfﬁ, —0,
TeaT'pp = T1al gy + Toul g+ TaTp = Tl gy

(5.17)
= —cotfsinfcost = —:29 sinfcos® = —cos 0,
T T 7 T
Tyalep = Tl s+ T palp + T T g = DTy + T ol gy = 20T,
\ = —2sinfcosfcoth = —2 cos? 0,
e concluimos que,
R = si 2 o — 2 6 — 2 9 2 i
pp = Sin cos cos“0+2cos”0 = Rpp =sin"0. (5.18)
De posse do tensor de Ricci, podemos calcular o escalar de curvatura 3D,
R =hIRij =h" Ry +hRgg + h" Ry 519
1 1 1 1 2 :
=—-0+--1+ 7 sinfff=—-+-=2,
v vsin v v
logo,
2
R=—. (5.20)
v(t)
Seja, agora, o tensor curvatura extrinseca para esse modelo,
1 . = = 1 .
onde N; = 0, pois trata-se de um modelo de minisuperespaco. Entéo,
Kjj = 2./\/ diag (11,9, 9sin*9), (5.22)
€ o seu trago,
K = WK = " Ky + h%Kog + h??K gy
—1<— I u)+1<— ! v>+ ! <— ! Z)sinzﬁ)
w2V v\ 2NV vsin?0 \ 2N (5.23)
__lw 10
2Nu  Nvo’

O dltimo ingrediente necessario para a hamiltoniana serd calcular a contragdo do tensor

de curvatura extrinseca. Comecemos por,
Kl — piayib Ky, (5.24)
"= WKy = Ky = (= ot ) = —zlvu%,
00 — 1O Ky = hhKag = L (— k) = — k% (5.25)
K99 = 9 h9PK py = hOPRIPK gy = — 1 <—ﬁv sin’ 9) = — sl

U sm
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E com isso, chegamos em,

KiK' = Ky K™ + K%Kgg + K%K
(L N (L ARV
N 2N 2N u? 2N 2N 02

X (_stm ) ( 2szsm 9)

e
CAN2y2 2N 02

Consideremos a acdo de Einstein-Hilbert para o modelo,

1 4
Sg = 16_71' /M d .X'ﬁg, (527)
onde a densidade lagrangiana na decomposi¢do 3 + 1 toma a forma,
1 i _ 2

= KU —
Lo=1 67TN\/E(K1]K K*+R), (5.28)

usando (5.20), (5.23) e (5.26), entdo,
VN2 sin’ 0 l 12 1 < 12 1 z))z 2]

L, = LT N (S -
8 167 4N2u2+21\/'20 2N u Nvo

_x//\/zuvzsinze( 1 a2 1 9% 1 4 1ulo 1 92 2)

0

all bl T - -7 -7 4
167t 4./\f2u+2/\/zv AN? u 2N uNv N202+v
_x//\/zuvzsinze( 1 92 1uv 2>

167 TNZE  Nuwo o

(5.29)
De posse da densidade lagrangiana, podemos obter a lagrangiana do modelo,
Le=| dyL
$7 g, T
N2uv? 1 02 1 uo 2 L 27
= or (v weut o) [ [ dosne [T g

(5.30)

N2 (1 z>2_ 1 uz>+2 R.2.90
1677 2/\/202 NZuv v

RN RN /5 1o 2
( N2 mw*z) '
onde R é um fator de normaliza¢do que vem da integracdo de [ dr e para fins de
simplificagdo dos calculos o tomaremos como unitdrio R = 1. Portanto, a lagrangiana
serd dada por,

N 1 o2 1 uv 2
Lg: —\/MU2 (_W?_mﬁ—{_;) . (531)

Os momentos candnicos serdo,

P_ag__\/uvzi o P__\/uv2 0 1
“Tou AN wwo T UN ’

— 4+ — 5.32
02 uv (5-32)



e a hamiltoniana,
Hg — Puu+va_Lg.

Precisamos escrever as “velocidades” em termos dos momentos, entdo,

Vuv? o , AN uv
Pu - — W % :> 0 = _—2Pu,
vV uov
e também,
P __\/uvz o u\ _ Juw 4/\/uv + 1
? AN \v  uo AN\ 2 2
AN AN u i AN AN u 1
- pv - - Pu - Pv + Pu —
vV uo? vV uv? vV uv? oV uv? uo
portanto,

= —

AN uv

P, + P,
vV uv? vV uv?
Voltando a hamiltoniana,

comecemos a desenvolver o primeiro termo usando (5.37),

2
Puu:Pu( 4Nuv /\/u Pu) _ 4./\/'uvPMPU AN U2 Pg,
vV uo? \/uv2 vV uo? vV uo?

e agora trabalhando o segundo termo usando (5.34),

P — P, (_Mp) _ AN uv

vV uv? !

P, P

_muvl
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(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

e por fim, o terceiro termo pode ser explicitado usando (5.31), (5.34) e (5.37),

N 1 o> 1 uo 2
Lo="“Vun? | -———_ - —_ """, =
g g vV ( 2N2 2 Nzuv+v)

_JL/’ 11 _4/\/'uvp Z_L 1 4Nuv 4Nu B
o 4 2N202 VMUZ " Nzuvz \/uv \/MU
2 1 1 2
_ NVuo? W 6uquPv+ 6u P2+z
4 uvz oo uvz2 % o
2
:N\/uv P,% 16uvpp +2
4 u02 v
2N u? 4 Vuo?
_ Nu p2 NuquPv+N v’
Vil ' Vi %

4/\/uvp)
N

(5.41)

2

0

|
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Com isso, chegamos na hamiltoniana usando (5.39), (5.40) e (5.41), logo,

:—MPP +4Nu2P5_4/\/'uva _MP2+4:/\/_uUPP - NVuo?
Vurz Vur? Vuz " Ve " Vur 2v
:—MPMPU+2Nu2P2—N\/u_Z)2
uv? Vuo? " 20
AN 1

1

V2 2 8

onde as varidveis do espago de fase no minisuperespaco sdo (u, v, P, Py).

(5.42)

Outra caracteristica que gostarfamos de evidénciar no buraco negro é a sua
natureza quantica. Em principio isso pode ser feito por meio da introdug¢do de um
campo escalar, como foi feito no capitulo 4. Nele também discutimos os desdobramen-
tos que surgem quando quantizamos a relatividade geral canonicamente e dentre as
consequéncias, a mais critica certamente é o desaparecimento do tempo. Para lidar com
essa situac¢do inoportuna iremos pegar carona em um método utilizado pelos fisicos
que consiste em usar a méteria como um relégio, isto é, a partir do hamiltoniano de um
campo escalar, por exemplo, é possivel realizar uma transformagdo canonica de forma
que este passa a ser uma variavel de tempo. Esse é um método comum em cosmologia
quantica e vale a pena citar os artigos [13, 14] uma vez que sdo também uma fonte
importante para essa dissertagao.

Dado isso, consideremos portanto um campo escalar sem massa em um espago

curvo, cuja agdo é dada por,

Sq> = / d4x ﬁq;. ’ (5.43)
M
onde a densidade lagrangiana,
1
Lo = —Ew/—gg"'jaycbaycb. (5.44)

Sendo a métrica do modelo ¢" = diag(—1/ N2 1/u,1/v,1/vsin? 6), entdo a densidade
lagrangiana pode ser expandida,

1 .
Lo = =N VI [g"d2 4 g7 (0,9)2 + 8" (99®)? + g7 (940)’|

1 1.
— _ENV uv? sin® 0 (—NCI)Z) (5.45)
_ Vuv? sin? chz ’
2N
onde consideramos que & = d(t) por simplicadade e em concordancia com o modelo de

minisuperespago. Agora, de posse da densidade lagrangiana, calculemos a lagrangiana
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do campo escalar,

ch:/ d3y£q>

/dr /27T dqb/ dfsin@ 5.46)

vV uv?
2N

2R .
= —j\T/, Vur2d?,

onde iremos suprimir a constante R = 1 novamente. Dai, entdo,

2 .
Lo = W”\/ U0 d? . (5.47)

— 47R P?

O momento canonicamente Conjugado ao campo escalar sera,
an> 47T —..
Pp = — = — uZJZCI), 5.48
*T 90 N (5-48)

de modo que,

NPy
4/ uv?

E portanto, obtemos a hamiltoniana do campo escalar,

b — (5.49)

Hep = Pp® — Lo

NPy 27 ( NPgp )2
— P 2w

q)47(\/ w2 N 47V uv?
N P2 N P2 (5.50)
4 ur? ® 87tV uv? ®
N P
B g\/ up?

O tempo no regime quantico ird emergir ao fazermos a seguinte transformacdo canodnica,

E(®, Pr) = ®+/2Pr, (5.51)

onde a notagdo da funcdo geradora F, se deve a [29]. Portanto,

9 P2
Py = 3¢ = V2Pr, Pr =%,
T=2%H__9 T— &

JPr \/2Pr Py -

Dessa forma, a hamiltoniana do campo escalar toma a forma,

N P2 N (y2Pr)

Ho = S Va2~ 87 Vu? (59
logo,
= N Pr (5.54)

4\
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De tal forma que a hamiltoniana total ser4,

H = H, + Hy
AN 1 1 N Pr
= — |—uvP, P, + = (uP,)* - = S
o~ |: uvLyly + 2(1/1 u) 811’0:| + 4 ,—uvz (555)
AN 1 1 Pr
= —uovP,Py + =(uP,)? — = —

cujas varidveis candnicas nesse contexto serdo (u,v, P,, P, T, Pr).

5.2 Quantizacdo Candnica do Buraco Negro de Schwarzschild

A quantizacdo serd expressa aqui na representacdo de Schrodinger promovendo

as varidveis candnicas do modelo a operadores sem levarmos em conta o ordenamento.

Entao,
0
u—1 e P, —> —i—,
%u
v—0 e P, — —i—, (5.56)
%
T T P —i=—.
— e T — ZaT

Sendo a hamiltoniana total,

4N 1 , 1 Pr
H = N [—uquPU + E(uPM) — guv + E} , (5.57)
iremos reescrever cada termo na forma de operadores, entdo,
AT B .0 92
uoP, P, = —1uva— —1%) = — 90’
R N A 0 0 0 92 0 02
A 2 RN A o . . _ _ 2
(aP,) = aP,(0P,) = L (—zua) = —u (ﬁ + uW) =l Uy,
(5.58)
levando esses resultados na hamiltoniana total, construimos o operador hamiltoniano,
~ AN ? 1 90 1,9 1 1 o .
A= —— (o — tua — - 29 i) = .
N (”vauav 2"u " 2" a2 8" "ten 8T> NH, o B59)

onde H = 0 é o vinculo hamiltoniano para o buraco negro. O préximo passo é aplicar-
mos o operador hamiltoniano no auto estado ¥ = ¥ (u,v, T) para obtermos a equacéo
de Wheeler-DeWitt,

HY(u,0,T) =0, (5.60)
? 1. 9 1,3 1 .1 9
(“”m ~ 2% 2% aE TN lﬁﬁ) =0, (.61
i oY ? 1,9 1 0 1
69T (“Uauav Ve z“a) ¥ guot, (5.62)

e assim vemos que conseguimos contornar o problema do tempo chegando numa
equagdo tipo-Schrodinger. Esse fato nos motiva ainda mais a encarar T como uma

varidvel de tempo a partir daqui, de modo interpretarmos os resultados em funcédo dele.
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5.3 Solucao da Equacao de Wheeler-DeWitt

Sendo,

i oY ? 1,9 19 1
= Y — —uv?, 5.63
167 0T <“Uauav 2" 8u2 2”au) " (5.63)
vemos que hd um termo incomodo que acomoda derivadas mistas, o que dificulta muito
a resolucao dessa equacdo diferencial. A fim de resolver esse impasse, iremos empregar

a seguinte transformagdo de coordenadas [36],
xX=+\uv e y=u, (5.64)

de tal modo que,

(0 dx 0  dyadu v 0 8 x 0 d

ou Buax—'_@ay 2\/—8x _2y8x+@'

Jd _dxdy dyod u y 0

ov  dvox  Jvdy 2\/_ax 2x dx’

¢ 9 <i) _ v <1i+i) _ (ii+ia_2+a_2)

oudv  dv \ du 2xdx \2ydx 9y 2x \2yox  2yox?  dydx
10 13 y 9

~axox " 4ax2  2xayox’

02 0 (0 x d (x 0 d 0 [ x 0 0
W:£<£>:@$(@£+@>+@<@@+@>
_x (190 x 9% 92 x d x 02 92
- ( )+2y2 dx 2yoxdy  oy2

2y \2yax T2y ~ axay
o x9 P x
. 4y20x  4y?20x?  yoxdy Iy?’

(5.65)
Substituindo esses resultados em (5.63),
i JY ,(1 9 10 y 92 5 x 0 x* 9 x 02
— e =Xt st — ———t -5t =t 55
167t 0T 4xox  49x>  2xdyox 4yodx  4y?0x?  yoxdy  Iy?

7 <ii —I—i) Y — 1xz‘i’,

2 2ydx  dy 8
(5.66)
P oY (B x0 1oy (V0 ¥y
1671 0T (8 ax2+§a_)T‘§x T - (7a—yz+§@>‘1’, (5.67)
i 1, 1 0 (0¥
167 aT 8 Tox ( ) CRI L (y@> / (5.68)

e assim a equagdo de Wheeler-DeWitt com as derivadas desacopladas toma uma forma
mais amigdvel.
Como o objetivo é aplicar a interpretagdo de de Broglie-Bohm da mecanica

quantica, entdo serd necessdrio escrever a fun¢do de onda na forma,

¥(x,y,T) = A(x,y, T)e* 0¥ T), (5.69)
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onde A(x,y,T) e S(x,y, T) sdo a amplitude e a fase, respectivamente. Ao substituir

(5.69) em (5.68), teremos que calcular as seguintes derivadas,

(0¥ _ 9 i (A 3S\ i

aT — ar e ar = 1A8T> ’

0¥ _ 9 ,is_ (A 35\ ;s

ox axA (8_ + ZA8_> ’

Y 9 (oY o (9 g d [[0A 9S\ s
W—a(a) —5(5““"’ >—a Ka* Aax) } (5.70)

W+ Ix 8x+l ax“A& lax

B <82A QAdS . azs> 5 (aA . 85) 95 s
_ . oA d
0A 9A S (88)2 0%

= |ox T2 A

\
onde as derivadas para y sdo andlogas as de x. Substituindo esses célculos em (5.68),

1 . 2 2 .
ﬁ(a—AHAa—S)eIS:% PA  _DADS A(as> +ZAas s

+2i—

oT = oT ox2 T ox ox dx ox2
, 2
v5 (5 ringy) o - At
) , (5.71)
P [ea L0nes (a5 @) s
> E)y +2i 3y 3y A 3y +1Aax2 e
LY (9A 495 s
> (By +1 Aay e .
Olhando para a parte real dessa equagao, temos que,
1,05 _xXPA 2, (65)2 oA 2,
A= o — A e
16t 0T 8 ox 8 ox 8 dx 8 (572)

yZaZA yZA <a_S)2 yaA

20y 27 \oy

1 95 2 /3S\? 42 [(9S\* x2 1 (x2PA 2PA x9dA yoA
+= R s —0,

16m0T 8 \ox dy A\8ax2 209y2 8ax 20y
(5.73)
Las 25V 2@ 2 1fxd (04) v (0A)]
16tdT 8 \dx N 8§ TA|8ox \Mox 29y yay ’
(5.74
onde reconhecemos o potencial quantico,
xd [ 0A yo [ dA
0= 5o (50) -3 (5)- o7

Olhando agora para a parte imagindria de (5.71), temos que,

1 0A x?29A0S x%2 92S «x 9S
kAT R )
167t 0T 4 9xox 8 9x2 8 ox (5.76)
yzAaAGS yZABZS y 495 '

2 9dydy 2 Jdy: 2 9y
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1104 10 ($AS) 10 (yAaS 577
32T A 9T  2Aox\ 8 ox) 2Aay\ 2 oy/)’ '
definindo p = A? = |¥|?, entdo,
1 dp 9 ([, 0S 0 ([, 95\
1679T  ox (x pax) oy (y ‘an) =0 ©.78)
oo 9 » 0§ d aS
5T 3r (167Tx Poy ) 3y (16 Ty p8y> =0, 5.79)
se definirmos agora
aS aS
. 202 _ 2
X = —16mx % © y = lémy 3’ (5.80)
chegamos em,
do 9, . d B
37 T 3¢ (PY) + @(Py) 0, (5.81)
RS p5) = L+v.T=0 (5:82)
oT oT ’ '
onde,
J=p07 e 7= (x,19) = ( 16nngs 16ny23—j> : (5.83)

A parte imagindria da equagdo de Wheeler-DeWitt (5.71) nos levou a uma equacédo
andloga a uma equacdo de conservagdo de probabilidade, onde as equagdes acima
podem ser pensadas como “velocidades”. Na realidade elas sdo as equagdes guia, cujas

solugdes serdo as trajetérias bohmianas para o buraco negro.

Para obtermos tais trajetdrias, assim como o potencial quantico é necessario
termos em maos a fun¢do de onda do buraco negro. Portanto, retornando a equagédo de
Wheeler-DeWitt (5.68),

i 0¥ 1.9 (9¥\ 1,, 1 9 (¥
ToraT ~ 8 ax (xa)—g"‘f—zy@ (y@) (.84)

Essa equacdo permite uma simplificdo vinda da seguinte transformagdo de coordenadas,

X=Inx e Y=Iny, (5.85)
onde,
0 0X 0 19 0 0 02
ox  oxaxX xaX  Tox (’ﬁ) ~ Xz’ (5:86)

sendo andlogo a y. Portanto, a equacgdo (5.68) toma a forma,

1 0¥  19°Y 19°Y 1oxy

Lo 1ot 87
l6wxoT 89X2 20Y2 8° (5:87)
Da mesma forma, as equagdes guias serdo transformadas, pois,
ox  aXax .
=22 0RO %X, (5.88)

oT ~ 90T 0X
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logo,
aS , 10S
. 299 Xy _ _ 2
x = —16mx °x = e X=—-16mx"— 3%’ (5.89)
. x 0S , dS
X 9o — _16-22
eXX = —167e” X = X 167raX , (5.90)
novamente, sendo andlogo para y, isto é,
as
Retornando a equagdo (5.87),
; 2 2
i dY 10 107 1 2X g (5.92)

B e — —e
16 oT 80X%2 20Y%2 8
e notando que ela emula, em certo sentido, uma equagdo de Schrodinger bidimensional
sujeita a um potencial de forma exponencial atuando somente em uma dimensao. H4
algumas maneiras formais de atacar esse problema e, dentre as mais simples, aquela
na qual iremos nos concentrar consiste em explorar essa semelhanca, considerando o

seguinte ansatz,
Y(X,Y,T)=e “Ty(X,Y), (5.93)

destacando, portanto, as varidveis que irdo desempenhar um papel mais relevante na
dinamica do problema, sobretudo ao levarmos em conta o poténcial com a dependéncia
em X.

Facamos entao a substituicdo do ansatz (5.93) em (5.92),

o (€)= oo (e ) = S opa (e y) — et ey, (5.94)
i _ 1 292 1 . .9%0 1 By
Tor (W)Y = g ZwTaXI’Z 2° szaYv,g —gehe hy,  (5.95)

dividindo por e =T e multiplicando por 8,

w Y 0% o
— = — 45 e 5.96
2~ ax? oy? ¢ %)

Essa equacgdo diferencial parcial pode ser resolvida pelo método de separagdo de varia-

veis. Seja, portanto,

P(X,Y) = f(X)g(Y), (5.97)

substituindo (5.97) em (5.96),
w d2 af d?g

4 dzg 1 d2f oy W 5
ngz dez — et — 5o = —A. (5.99)
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O sinal negativo na constante de separacdo A se deve ao fato de que ndo ha
um termo de potencial com dependéncia em Y, de modo que devemos esperar que as

solugdes associadas a tal varidvel serdo ondas planas.

De (5.99) seguem duas equagdes diferencias ordindrias:

4 d%g 5 ng AZ
cuja solugdo é:
g(Y) = Cre™/2 4 Cpe'tY/2; (5.101)
1df o,y w 2 d? 2X 2 W
Definindo,
V2= A2 % (5.103)
de modo que,
2
%—eZXervzf:O. (5.104)

Ao fazermos a transformacao,

L ST TR
— z z z’
T = e () =24 (o) (5109
ax2 —ax \ax ) = #az \*az ) -
com isso chegamos na equacado de Bessel modificada,
;Z <ZZ—f) —Z2f4+v7f =0, (5.106)

cuja solugdo é dada pelas as fun¢des de Bessel modificadas de ordem imagindria
[1,3,8,20],
f(X) = Caliy (e%) + C4Kiy (€¥) . (5.107)

Juntando os resultados (5.101, 5.107) e levando em (5.93), obtemos a funcao de
onda completa,

¥(X,Y,T) = e “T(Cre™™/2 + Coe™/2) (Caliy (e¥) + CaKi (%)), (5.108)

5.3.1 Trajetéria bohmiana

As trajetérias bohmianas sdo obtidas por meio das equagdes,

dS . 25
X=—l6ns e Y=16ms, (5.109)
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de modo que devemos analisar as solugdes que irdo selecionar o sinal correto das ondas

planas. Com esse objetivo, podemos iniciar considerando o caso C; = 0, no qual,
¥y = e TN 2 (CrL, 4+ CoKyy), (5.110)
onde C; = C,C3 e Cy = CoCy. A fase associada a essa fungéo de onda é dada por,

S1(X,Y,T) = —wT + %Y+h(X), (5.111)

onde /(X)) é uma fun¢do que da a contribui¢do devido as fungdes de Bessel modificadas.

Podemos calcular uma das trajetérias bohmianas, entao,

dy aS dy A
integrando,
/ dY — 87TA/ AT = Y = 87AT +Y,, (5.113)

onde Y{ é uma constante de integra¢do. Das transformacdes (5.64) e (5.85), temos que,
Y=Iny=Inu = Inu =87AT +Y)p, (5.114)

e assim chegamos na solugdo,
1 = Yo H8TAT _ y BTAT (5.115)

onde e¥0 = 1.

E agora, consideremos o segundo caso C; = 0, de modo que,
¥, = e e M2(Cr Ly, + CoKyy), (5.116)

onde C; = C;C3 e C; = C;C4. Novamente, a fase serd dada por,

$2(X,Y,T) = —wT — % +h(X). (5.117)
Sendo, p 5 ;
Y S Y A
g = 16w = o = 6, (5.118)
integrando, segue que,
Y = —8nAT+ Yy = u = uge ™, (5.119)

onde as constantes u( e Yy possuem as mesmas defini¢des anteriores. Ao compararmos

com a solucdo cléssica,
2M

Ue ;

1, (5.120)
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identificamos que ha uma transicdo suave entre os regimes cldssico e quantico para o

caso Cp = 0. Portanto, concluimos que a fun¢do de onda terd a forma,

Y = W KY(C1 1, 4+ CoKyy ), (5.121)
onde,
A
K=7. (5.122)

Para obter a segunda trajetéria bohmiana, é necessério investigar qual é a contri-
buigdo oriunda das fungdes de Bessel modificadas. Quanto a isso, levemos em conta
que Kj, é real e também possui zeros [1, 3, 8, 20]. Essa caracteristica ndo é interessante
para modelar um buraco negro, uma vez que a fungdo de onda pode ser nula em algum
ponto, indicando que ele ndo existiria nesse ponto em especifico, o que néo teria sentido.
Quanto a funcdo I;;, esta é complexa e ndo possui zeros [1, 3, 8, 20]. A conclusao final é
que C, =0, portanto,

Y(X,Y,T) = Ce@lem iKY (%), (5.123)

onde C = C;. A fase completa vira ao considerarmos a forma explicita da fungdo de

Bessel modificada. Considerando a forma em expansdo em série [1, 3, 8, 20],

0 1 x\ 2n+w
lu(z) = n;) nT(n+atl) (E) ‘ (5.124)

ondeT'(n 4 a 4+ 1) é a fungdo Gama. Considerando a = iv,

© 7\ 2n+iv
; (n+ 1 +iv) (5) ’ (5:125)
iv *® z 2n
Liv < ) 7;) (n+ 1 +iv) (E) ’ (5.126)
‘ 1 /2 o0 E 2n
IW(Z 11/nz nz—o n|r n_|_1_|_11/) (2> , (5.127)

e tomando z = e¥X,

) 2
Iy (eX) = vin(e*/2) Z 1 é ' i (5.128)
v = nll(n+14+iv) \ 2

E assim a fung¢do de onda toma a forma,

00 X 2n
¥(X,Y,T) = Ce i@ Te iKY eivIn(e*/2) =) . 5.129
( ) nZ—O n!T'(n + 1 +iv) \ 2 ( )

A fase ser4g,

X
S(X,Y,T) = —wT — KY +vIn (%) = —wT —KY+vX—vn2, (5.130)
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e sendo a equagdo,

ax aS ax
integrando,
/ﬁx:-wm/dT:X:—Mmﬂ+m, (5.132)
onde Xy é uma constante de integracdo. Das transformacdes (5.64) e (5.85),
X =Inx = In(uv) = In(uv) = —16mvT + Xg = uv = e T Xo, (5.133)
e sabendo que u = uge ¥ = 1e17KT  entao,
e 167TKTy — o= 16T +X0 . o) ulel67rKTel6m/T+X0 (5.134)
0
de modo que,
X
o — &0 6n(K-v)T _ 2o o K-T (5.135)
ug
onde,
eXo
up

Novamente, ao compararmos com a solugao cléssica,
2
v =1t°, (5.137)

vemos que hd uma transi¢do suave entre os regimes cldssico e quantico desde que as

constantes satisfacgam K — v > 0. De modo geral, as trajetérias bohmianas sao,

i = upe—87KT

16m(K—v)T (5.138)

v = vge

Esses resultados estdo livres de qualquer patologia advinda de singularidades. Ao

considerarmos o sistema nas vizinhangas de T = 0, vemos que,

u — up,
T—0 = (5.139)

0 — 0.

Devemos encarar essas solugdes como um “amortecimento” promovido pelas expo-
nencias atrdves da transi¢do dos regimes cldssico e quantico que ocorre com o buraco
negro quando levamos em conta justamente a informacado de origem quantica. Apesar
de interessante, ainda nos resta investigar o comportamento do potencial quantico para

sabermos se ele dara suporte a esse resultado.
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5.3.2 Potencial Quéntico

A expressao do potencial quantico é dada por (5.75),

1 [x0 0A yo [ 0A
0= [saw (45e) ~ 33 (5)] o140
considerando a transformacao (5.85),

X=Inx e Y=Iny, (5.141)

podemos simplificar a expressdo do Q. Seja, entdo,

04 _9X0A 104 0 (04 _#4 .
dx  9x9dX x0X ox \"ox ) oXx2’ '
sendo andlogo para Y e y. Portanto, o potencial quantico pode ser reescrito na forma,
1 (10%°A 10%°A
Q=7 (gm B za?) ‘ (5-143)

e da func¢do de onda (5.129), vemos que a amplitude possui dependéncia apenas em X,
de modo que,
1 d*A
X)= 7"
Q(X) 8A dX?
Ainda sobre a fun¢do de onda, uma possibilidade para obtermos a fungdo Q(X) seria

(5.144)

por meio da expansdo em série, o que de certa forma ndo renderia uma expressdo muito
apreciavel do ponto de vista interpretativo. Dito isso, hd outra forma de obter uma
expressdo fechada para o potencial quantico que consiste em simplesmente utilizarmos
a equagdo de Bessel modificada (5.104),

2X 24 _ _
@—e A+Vv°A = Z@—e -V, (5145)
comparando essa tltima expressdo com (5.144), chegamos em,
1
Q(X) = g(eZX —1?). (5.146)

Para compreendermos o comportamento do potencial, precisamos utilizar a trajetéria
bohmiana de X na forma (5.132),

X = —16mvT + Xo, (5.147)

logo,

Q(T) — é(e—?)ZﬂvT-l-ZXQ _ 1/2) ) (5148)

Para interpretarmos essa fun¢do como um potencial respulsivo de maneira adequada, é
necessdrio analisarmos as condigdes que devem ser satisfeitas pelas constantes Xy e v.

Consideremos, portanto alguns casos que sdo fisicamente realizaveis,
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e2X0 _ 42
* Q(0) = — 5

Para que o potencial possua um comportamento repulsivo, é razodvel exigir que,
Q(0) >0, (5.149)

e consequentemente,
X512 = 2Xp>Inv =2Inv = X;>v, (5.150)

e portanto,

Xp > In </\2 - %) ) (5.151)

onde usamos (5.103). Essa restri¢do é importante, pois o hamiltoniano que des-
creve o buraco negro é nulo, isto é, a energia do sistema é nula, de tal sorte que

qualquer efeito de repulsdo s6 pode ocorrer se este for positivo.

e lim Q(T) = -

T—o0 8
Nesse regime o potencial quantico ndo possui mais validade, pois estamos na

descricdo cléssica.

® Q(T*) =0
Nesse caso,
(6—327TVT*+2X0 _ 1/2) =0, (5.152)

Q| =

ou seja,

e 2mTA2Xo — 2 o _307yT, +2Xy = In1? = —16vTe + Xp = Inv,
(5.153)

portanto,
. XO —Inv

T, =
l6mtv '
Esse ponto marca a transicdo entre os regimes cldssico e quantico, isto é, a partir

(5.154)

dele o potencial quantico se torna relevante.

A partir da andlise acima, podemos concluir que de fato, o potencial quantico
(ver a figura 5.3.2) da sustentacdo aos resultados acerca das trajetérias bohmianas, tendo
um comportamento repulsivo, isto é, a partir de um certo ponto T, nas vizinhas da
singularidade passa a valer efeitos puramente quantico que tém como objetivo impedir

que o sistema alcance a singularidade.
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Potencial quantico Q(T) =g (e™32™7+2X — 2)

v=0.4, Xo=0.0, T« =0.0456
v=0.7,X0=0.2, T4« =0.0158
v=1.0, Xo=0.4, T« =0.0080
v=1.3,X0=0.6, T« =0.0052

Q(T)

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16

Figura 3 — Comportamento do potencial quantico Q(T) para diferentes valores de v
e Xp. Os pontos destacados indicam os valores T, nos quais Q(T.) = 0, marcando a
transicdo entre o regime em que o potencial quantico é relevante e o regime classico.
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6 CONCLUSAO

Este estudo, inspirado em modelos andlogos de Cosmologia Quantica [14, 13,
33], langa luz sobre aspectos ainda pouco explorados acerca de buracos negros, em
especial o problema da singularidade. Os resultados indicam que as singularidades
sdo suprimidas no regime quantico. Além disso, verifica-se que, se as constantes que

aparecem nas trajetérias bohmianas satisfazem,

A
K>v ou §>v

entdo ocorre uma transi¢ao suave do regime qudntico para o cldssico, pois u(t) é decres-
cente em t e v(t) é crescente em f. O mecanismo fisico associado a essa passagem é a
decoeréncia[18]; sua modelagem detalhada no presente contexto ainda requer investiga-

¢do adicional, embora seja um tema amplamente estudado em informacgdo quantica.

Essas conclusdes sdo reforcadas pelo comportamento repulsivo do potencial
quantico, que emerge quando,

Xt (32— 2.

Nessa situacdo, o potencial atua impedindo que o sistema alcance a singulari-
dade.

Como préximos passos, propde-se investigar as modificacdes decorrentes de
diferentes ordenamentos dos operadores quanticos e analisar os efeitos da substituicdo

do campo escalar por um campo espinorial.
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A Demonstragio da Algebra de Deformacio das Hipersuperficies

Todo o desenvolvimento dos célculos apresentados abaixo foi baseado em [35],

servindo, portanto, como uma segunda fonte de consulta.

A ideia aqui é demonstrar a 4lgebra na forma dos geradores e, com esse objetivo,

serd necessario calcular a variacao dos vinculos de momento e hamiltoniano.

A.1 Variacao do Vinculo de Momento

O vinculo de momento possui a forma
HY = 2V, 117 = My, = =2V, 1% = —2(VI1%)hy,, (A1)

e, usando o fato de que V.ahy. = 0, obtemos

H, = —2VhV, (H_\/E) Hpe - (A.2)

Tomando a varia¢do da expressdo acima,

§He = —2(6Vh)V, (%) hpe — 2Vh 6 [Va <H7;b>] hye — 2Vh YV, (%) Shy, .

(A.3)
O primeiro termo pode ser calculado usando a férmula de Jacobi (ver [5]),
ovVh = %\/ﬁ hShy . (A.4)
logo,
o Hab 1 o Hab
20V, [ == | :—2(—\/Ehd€5h )v — | n
( ) a < \/E) be 2 de a \/ﬁ be (A.5)
= %’H h%shy, ,
onde usamos (A.2). Substituindo (A.5) em (A.3),
1 e Hab
M. = EHchab(Shab —2vhé |V, T hye + H0hy,, (A.6)

onde usamos (A.2) novamente.

Para o segundo termo, notamos que T%’ = T1°° /+/l é um tensor contravariante
de rank 2, logo,
VT = 3,(T™) +T°, T + T, T, (A7)

cuja variagao é
5(VaT) = 9,(6TY) + (6T% )T + T, 6T + (6T, )T + T2, 0T

- - B (A.8)
— Va(8T™) + (6T0,) T 4 (5T, T,
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e, sendo a variacao do simbolo de Christoffel (ver [6] e [24]),
T = %hbd (Vadhge + Vehgy — Vadhe) e 0T, = %h"dvc(éhda). (A.9)
Substituindo esses resultados em 6(V,T%),

_ _ 1 1 _ _ _
5(V,T) = V,(6T%) + Eh‘”lvc((shda)ch + Ehbd [Va(0hae) + Ve(0ha) — Va(Shae)] T,

(A.10)
ou seja,
6(V,T) = V,(6T%) + %(Zhbd T + BT — p T, (Shye) - (A.11)
Portanto,
o ()] =L (%)
[ v : v - - L\ (A.12)
+3 210 (ﬁ) + K (W) — K" <W>] Va(0heq) -

Substituindo esse resultado em (A.6),

1
oM =5He W™ Shyy, + HP 5hy,

o Hub 1 I Hﬂb Hcd .
—2vh {Va ) (ﬁ) + > Kb (ﬁ) + ped ( \/E) jab (7 Va((Shcd)} hpe -
(A.13)
Calculando a variacéo,
Hab (5Hab " 12
o\ r) =1 (5<h )
b
_ ‘5% e (_%hwah) (A.14)
_ STI4b — %H“bh‘fdéhcd
7 .
Substituindo esse resultado em 6H,,
1
OHe =5He W 6hyy + HE My,
— | o11% — ST1°0hef 6, ¢

1
2

24t <H7a;> + K (I}ag) — Kb <H7j>]7a(5hed)hbc}.
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1
M =5He W Shgy, + HO0hy,

o (SHab 1— Hab
_ Zﬁ{va (W) hbc — Eva (W) hbc hef(shef
1 Hab o
) (\/E) Ny hefva(éhef)
[14e Hab Hed e
2K <—) he — et Va(8heg) hpe b -
\/E \/E \/E a( ed) be
Ly, pab b Ly, per
§He =5 Heh™Shay + HPShye — HehF oheg

ab a a
— Zﬂ{va (%) hbc + % [2 (HT:) vtl(éhbc) - (%) vC((Shﬂb)] }’

(A.16)

1
2

(A.17)
6He =H 6y — 2V Y, ot e + = |2 L Va(bhye) — e Ve(Shgap)
c be a \/E be 2 \/ﬁ a be \/E c ab .
(A.18)
Considerando agora
S(N“H.) = HONC + NOH,, (A.19)
temos
c c c b ~ 5Hab
S(N°H,) = HIN + NS HPohy —2Vh |V, T M,
) , (A.20)
1 10\ — e\
+ =2 —= ] Valohy,) — | —= | V(dh, .
2( (\/E) a(Ohpe) (ﬁ) o b))]}
c c cayb N~ 5Hab
S(N°H,) = HSNC + NHPShy, — 2V hE N°V,, N hpe
(A.21)

1
2

. T1eb \ . I1eb\
2N <\/E) va(éhbc)_N (\/E) vc(éhub)]}'
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Reescrevendo na forma

ab ab
S(N“H,) = HSNC + NH Sy, — 23h {va (me )—(%Nb)‘sl

Vh vh
- ab e ab
3|7 (2w om ) -2 (w12 an (a2

. Hab e Hab
-V ——0hy | + Ve | N¢ oh, ,
C ( vh b) C ( ﬁ) b] }

e, ignorando os termos de contorno,

I14b
S(N“H.) = HON + NH ohy 4+ 2Vh [(VaNb)(s
B Lpab Hab (A.23)
+ Vg NC \/E (Shbc -
c c c V4 (5Hab
S(N°H,) = HINS —2N°VhV, f Shpe + 2V | (VaNy) 7 A
o Hab 1— Hab ( .24)
C C
+V,| N NG Ohye — ZV N 7 Ohyy | -
— [ 1140 _ [T171%
S(N°H,) =H SN —2VENY, T Shye + 2VhNV, T Shpe
e 51—11117 o Hab 1 Hab (A'ZS)
+2vh (VaNb)W + (VaNc)ﬁcShbc —5Ve [ NS 7 Shap | -
— _ HbC o Hab
S(N°H) = HONC + 2(V,Np)oII? + Vi vaNaﬁ—vc Ne—— 7 Shap -
(A.26)
Sendo o gerador do vinculo de momento
P[N] = / Bx NH,, (A.27)
concluimos que
C
5]]?[N ] — zcha HbC . vC(NCHab)
Ohgp
(A.28)

= VNI + VNPT — (V.NO)II? — NV 117
— b
= —£5I17,



e também SPIN] B
ST 2V Ny
= VuNp + VN,
=2V Ny = £5hgp -

A.2 Variac¢do do Vinculo Hamiltoniano
Sendo o vinculo de momento,
H = GpogI1PTT — VIR,

onde,
1
Gaped = —= (hachpg + haghpe — hapheq)

2vh

é a métrica de DeWitt. Entao,

H = (hachpg + haghpe — Bapheg)TIPTTI? — VAR,

H = ﬁ(mbnbc + 1,11, 7 —11%) — VIR,
1
H = m(znabnab) ~ VIR,
S G S N
H—\/E(H Mg — 517 VIR,

onde IT = h,,I1%. Reescrevendo na forma,

1 1
H = ﬁ(hachbd — ihabhcd)H””HCd —VhR,
e tomando a variacao,
_s( L 1 abpped ;. 1
6H =6 (\/ﬁ> (achtyg — Shaphed) TIVTT + 7

1

1 1 1
- 5(5hab)hcd - §hab5hcd] HabHCd + —= (hachbd - _habhcd

2

Vh
x ((STT)I1 4 T106T14) — (6vVh)R — VhéR,

1 1 1
oM = E\/ﬁhef Ohef (hachbd - Ehabhcd) T + —=[26hachpg

Vh
1

1
- ((Shab)hcd]nabnm + — (hachbd - _habhcd) (25HabHCd)

NG 2

— (6Vh)R — VhéR,

(Ohac)hgp + hac(Ohyg)

100

(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)

(A.35)

(A.36)

(A.37)

(A.38)
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OH = —=(2ha I 1 Nyg — hygp IT)STT? + %\/ﬁhef(mgf <nabnab - 1112)

2

Sl-

(A.39)
1
+ ﬁ[z(éhab)hcdnafnbd — (8hgp ) o101 — %\/Eh“béham —VhéR

1
SH = ﬁ(zhacncdhdb — Tigpry)OTT? + {%(mﬂ%mmb — [II1)

— %hﬂb [% (HCdHCd + %rﬂ) + \/ER} —VhéR.

A variac¢do do escalar de Ricci é dada por (ver [6] e [24]),

(A.40)

SR = —R®6hgy + V" (V' 6hgy — WP o6hy. ), (A.41)

dessa forma,

1 1
oM = ﬁ(hacnmhdb + hp T gy — gy TT)STI? + 7 T1°h g TT% 4 TR, T19% — TIIT%
1 0 —
-5 (HCdHCd — %rﬂ) 4 R | Sy + VIR hgy — VIV (V Sl
— WV, 0hy,),
(A.42)
1 1
OH = ﬁ(haCHthdb + hbcHthda o hdaH)éfI”b + W szchcdndb + Hbchcdnda . Hnab
1 1 1 i
~5 <HCdHCd — Em) h + (R”b — Eh“bR)] oy — V(YN Sl
— N YV ohy,),
(A43)
ou seja,
1 1
OH = ﬁ(hacnaihdb + hpgTThgq — T IT)STI™ 4 W(H”Chcdndb + T17h e T1% — TITT
1 1 —a— —
-5 (Hcdncd — EHZ) 1t 4 VGl — VIV — BN N )0l
(A.44)
onde,
G% =R™ _ %h“bR, (A.45)

é o tensor de Einstein 3D. Calculando agora,

SINH) = (NYH +NH,, (A.46)
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1
SINH) = (SN)YH 4+ —=N (1 IThgy, + iy JT R, ) ST1 + N 1%, 119

Vh Vh

+ I17h g T1%0 — TIII% — % (HC"ZHcd - %HZ) 1% + VhG™ | h

(A.47)

VNV - 1 NV )dhy,,
integrando por partes e ignorando os termos de contorno,

N
Vi

1 1
HaChcdeh + HbChcdea _ HHub _ i (HCdHcd _ §H2> hab+

S(INH) = (SN VH + = (haecl Ty, + hyp JT Ry — hgy TT)STT

N
+

Vh
VhG™)

Sty — VIV N — BN NNV

(A.48)

Do resultado acima, concluimos que,

511(;1['/;/'] — % [Hachcdndb + Hbchcdnda . Hnab . % (I—chl—[ . §H2> 1 \/—Gub
a
+ VI NN = VTN,
(A.49)
e também, N N
6H
5r£ab I ﬁ(hacnmhdb + Byl 1y — hgpIT) . (A.50)

A3 Algebra do Vinculo Hamiltoniano

Sendo o parénteses de Poisson,

_ Ni(X)]SH[NL (V)] 0H[N;(X)] SH[N>(i/)]
{HM], HA2]} = / dz < (mubzz’) mabz(z’) B mabl(z) 5hab?2) )
(A51)

entdo de (A.5) e (A.6), podemos escrever,

SHN | dH[N,]  MN,
Shyy — OTI®0 — /h

n \/_G“b] [

[(HaChcdeb _|_ HbChcde{Z _ HH/ZZJ _ % (Hcdncd _ %habnz) htlb

(haclT gy 4 hp Ty — hgpTT | + N2 (hy V. VN

Vh
— vuvle)(hacHthdb + hbcHthdu — habH) ,
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e também,
oH [Nl] oH [NZ] _ NN, ac db be da 1 cd 10\ b
1 e
+VhG™® ﬁ(hacnfdhdb + T, — Mg IT| + Ny (K'Y VN,
- V“Vb/\/'z) (haCHthdb + hbcHthda — habH) .
(A.53)
Subtraindo as duas tltimas expressoes,
5H[N1] 5H[N2] 5]1—1[/\/1] 5][‘1[./\/2] b ¢ =a=b
_ — he _
Shyy  OL1%0 STI%  Shy, MRV VN = VIV
(A.54)

— M (BN, — V'V NR)]
X (haclT1Ngp + hp I T4, — hgplT),

SH[N| SH[N,]  dH[N ] SH[N,]

byyedy, 7 € T o
IT —1II

— N1 (0119,4, V.V N7 — T19V V3 N7)
+ Na (81104, NV VN — [TV, V N7
— N1 (019,4,V VN7 — 119V, V N7 )
— N2 (BIIV VN, —TIV, V' A7)
+ N BIIV.V N, —TIV,V'N>),
(A.55)

OHN SH[N2] _ SHINSHINL _ e 11y 7, 0 — AGTIO, NG . (A56)

Shy,  OTTA0 STID Shy,

Integrando por partes e ignorando os termos de contorno,

SHING] SH[N;]  SHING] SHING]
Shyy  OLIA STID Shy,

= — 2[—VQ(N2H”)vbN1 + Va(Nlﬂab)Vsz] ,

(A.57)
SH[Ni] 6H[N,]  6H[N: ] SH[N,] S Habs = abs
R T S A VbNZ()A;SS)
SHINY] SHIN,]  SH[NG] SHN,] Serr AT ALy (adb '
S oI oTE by 20V N MVAMV(TE th)’(A59)
SHING] SHING]  SHIN]SHIND] ooy ppe '
S S SIb Sy, =MV N, — AoV N H, (A.60)
Portanto,
[HINLHING) = [ d2 (NT"N2 = NSV A, (A.61)

na forma dos geradores,

{H[M], HN2]} = PINiV N, — MoVIN]. (A.62)
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A4 Algebra Mista dos Vinculos

Sendo o parénteses de Poisson,
(o1, 511 = [ oz (SHRCDIHNG) PN N G)
(Shab 5Hﬂb( ) 5Hab(z) 5hab(z)
entdo de (A.28), (A.29), (A.49) e (A. 50) podemos escrever,
SIP[N*] 6H[N]
Ohg,  OTT14b

) . (A.63)

= N2V NI — (V.NOTT1% — NV 117 [i
[ ( ) ] 7

(2014 — habn} ,
(A.64)
SPIN‘]SH[N] N
Shyy  OTI®0— \/p

lz(ch )T (20T, — hpTT) — (VeNO)TT™ (2115 — f1gy TT)

— NV I1° (211, — habH)] ,
(A.65)

OPINTIOHINT _ N ¢y (0 N TETT, — 2(F Ny 1] — [2(V NI,

Shy OII0 L /p {
— (VeNOIT?] — 2N¢(V 1)1, — N€(V,I1%)ITh,] ),

(A.66)
SPIN*]SHIN] N | < d db = b =
Sy S 4(V Ny TT1%h g IT% — 2(V Ny )IITT? — 2(V,N,) x
cd 1 2 ab vC c ab
X | Mg — 5T ) 1™ — 2= 5 (NTT 1) (A.67)
+ I1%°11,, V. N¢ — VC(NCHZ) szCNC]

515}[11:] 51;‘11_&/ | _ IN(VaN,) {% lznachcdndb et — % (Hubnab _ %H2) Hab] }
—~ NV, [% (H“brlab — %Hz) NC] ,

e também, oy

‘Tr[g:] 511;1[2[ | oy (VaNb){% 20T g1 — TITT* — % <HCdHCd — %HZ> h”b] }

+ (VaN,)Vh {Ncﬂb + (WYY - V“vb} .
(A.69)
De posse das duas expressdes acima, temos que,

SP[N"] SHIN]  SP[N"] SH[N] . 1 .
_chl\/ﬁ (H bl‘Ib—El‘Iz)N]

Ohy,  OT10b STIeb — Shy,
— (VaN)VIING™ + (W NN — V' VN
(A.70)
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integrando por partes e ignorando os termos de contorno,

5P[N”] (SI[—I[N] 5]I)[Na] 51[_1[./\[] - a )
R T T [\/ﬁ (rerta - 5“2)]

+ NyVEV, | NG+ (WY VN — V' VN )] ,
(A71)
SP[N"]SHIN]  SP[N"] SH[N] . { ( w1 2)}
Ohy,  OLIb STI%0  Shy, = (NVeN) N g = 511
+ NpVA[(VoN)G™ + NV,G™ (A.72)

+ (V. VNV N =V V'V
Sabendo que V,G% = 0, logo,
SP[N]SH[N]  SP[N"] dH[N] = ab 1 5
Shyy  OLI% STI%  Shy, = (NVeN) \/z Iy =51l

+ Nb\/ﬁ [(Va/\/ (Rab — lhab'R) (A.73)

IR AVA IV v v Vel

—_

SP[N"] SH[N]  6P[N"] SHIN

] = (N°V.N) 7 (H’”’H b — —H2> \/_R}

Shy, 0TI oTI0 ~ Shy, 2
+ NyVh[(VN)R? + 1Y V. VN
_V.VVIN.
(A.74)
Vemos que,
WPV VoV — VNV VON = (Y V.V — 1,V V)N

— th [vc, vd]va./\[

. (A.75)
= h*Re, VN
— WR VN,

onde R“,. é o tensor de Riemann 3D. Logo,

SP[N“]SH[N]  6P[N"] SHIN
Shg o110 SIIeb  bhy,

] c ab 2
(NVN)[\/E(H 11, —§H> \/—R}
+ NpVA[(VoN)R® — hbeR 4 VN
(A.76)
O dltimo termo se anula,
SP[N?] 6H[N] (5II’[N“] SH[N]
Shy, 61140 SII0  Shy,

= (N°V, N)[ (H”bH —Enz) VIR | .

Sl-

(A.77)
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Portanto,

{IP[N*], H[N]} = / 4> {(VCNCN) [\}E (Habﬂab 5 > Vh R]} (A.78)

(P[N], H[N]} = / Pz (NYVNVH, (A.79)

ou na forma dos geradores,
{P[N"], HIN]} = HIN‘V.N] = H[£gN]. (A.80)
A5 Algebra do Vinculo de Momento

Sendo o parénteses de Poisson,

Ni (D) SPING(7)]  OP[NI ()] SPINS ()]
i / " ( a2 5H“’3(z) - (5H“b1(2) 5y (2) ) (A81)

entdo de (A.28) e (A.29), podemos escrever,

SPINIJOP[NE] = o = 1sdiibe | & nrlydb
=2V,N N;h#11v%¢ N;h°T14¢
ohy,  OI160 VaNy (VeNg + VeNg ) (A.82)

- 2vaN§\/EvC(N1CHab) 7

6IP[NY] 6IP[NY]
Shy, — OTT4b

=2V N} (hPT1% + h*11%)V, N7

, (A.83)
_ T14
—2VhV, [N{ (ﬁ” ,

e também,
SP[Nf] 6P[N}]

=2V N}V, NZRPT19 ¥, N2hb411c)

STI Shy, (A.84)
— 2V, Np V(N§TI?),

PIN? b . _ —

0 [I\]bl] 5H)[N2] _ ZVCN;(VaNgthHda + vaNl%hdeaC)
oI1e Ohyp A
e [pab (A.85)
— 2V.N}hKV,. | NS ’
at\Np c 2 \/E

de modo que,

SP[Nf] SP[NJ]  &6PP[N{] 5IP[N3]
Shay OI10  STI0  Shy,

=2V, N; (VN1 + V Nih 11

— 2V N} (V,NZRPTI 4+ ¥, N2hb11°°)

i [ (12) oo

e o Hab
+2V,N}VhV, [Nf(\/ﬁ)].
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Desenvolvendo a expressdo,
2VaNZ (VeNGHTI + V NGHTI*) — 2V Nj (Vo Nph 1% + V, N7 1) =
— OV NUTT*V, N2 + 2V NIV, N2 — 2V N1V, N2 — 2V NITT*V,NZ =
— OV NIV, N2 — 2V NIT4 ¥, N2

(A.87)
portanto,
SPINISP[NE]  SP[NOSPINE]
\/__ . Hab
—2VhV,. |N; | —
o Vh (A.88)
= 1 __ Hab
+2V,N}VEV, | N§ il

SP[N{] SP[N3]  OIP[N{] OIP[Nj]
Ohy, 61140 OTTI%  Shy,

— 2V NOTTV,NZ — 2V NATT9%, N2

_ _ [TT1%b\
_2HubVCN1CVaN§ - 2\/EVC (ﬁ) qug
+ 211"V NSV, N},
(A.89)
SP[N§] SPINS]  SPN{] SIP[NY]

T beg a2 X~ N2 b
S OTI0 I Gy, o NI VaNy) m2NEVaNp VLT

— 2NPTIVV Y, N} — 2V, (N2ITIV'NY)
+2N2V NIV, I1% + 2N2T1V, V' N
— 2V (NSTTP)V, N2 4 2V (NSTT®) V, N},

(A.90)
Reconhecendo o vinculo de momento,
SP[N{] 6P[N}]  &P[N{] 6IP[N}] a1 bS N2 e
_ — — 2NATTI¢ 2
Shyy oL oI ghy, 7t Vel m 2NIEEVAVRN;
— NUV NIHC + 2N2I1°V, V' N] (A.91)

— 2V (NSTTPV,NZ) + 2NSTTPV  V,, N?
+ 2V (NSTTPV,N}) — 2NSTT0V .V, N},
ignorando os termos de contorno,

SP[N{]SP[NS]  &P[Nf] 5P[NJ]

_ axg nb _ ajaYT A7b
Sy OLI oL ohy M VaNs ~ NaValNa)Hs

4 2011Ph g, NEV VNS — 2117 h , NEV ,V NS

— 2[T"h gy NSV YV, N¥ 4 211°%h 3, NSV, V . N¥
(A.92)
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SP[N{] SP[NJ]  SP[Nf] 5P[NJ]
Ohy, — ST190 OTI%  Shyy,

— (N#V,N} — NSV, NI H,

+ 201"y (N [Ve, Va]N3 = N5[Ve, VI NY).
(A.93)

Em termos do tensor de Riemann,
SPINI]OP[NS]  SPINIJOPING o .
— = (N{V,N; — N5V ,N
Ohy,  OT1b ST1%b  Shy, (N{ValNy = N3 VaNi) Hy (A.94)
+ ZHabhbd(NlcRgcaNs - NgRanNf) ’

SPIN{]6P[N7]  OP[N{JOP[N;] _ e b oo nb
S GTIO oI dhy, NV eNE T NEVaN)Hy (A.95)

+ 21T (NS RpgeaN§ — NSRpacaNY) .

Sendo,
1% (N RpgeaNg — N5 RpacaNY) = T (N§ Rptca N3 — NS RopegaNY)
= [T (N RpacaNG — NE R gape NY)
= Hab(NlcRbdcaNZ - N2 Rdbac ) (A-96)
= Hub(NlcRbdcaNz N2 RbdcaNl)
=0,
portanto,
SPP[NY] 6P[NL]  SIP[NY] SPP[NE] _ _
Sy ST TI ahgy (M VeNz — NEVaNDHo, (A97)
a a
€ com isso,
[PIN{], N3]} = [ @2 [(N{VuN} = N§VuND) P (A.98)

na forma dos geradores,

{P[N7],P[N}]} = P[NIV,N} — N§V,N?]. (A.99)
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