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RESUMO

Nesta dissertação, investiga-se o limite Newtoniano de uma classe de modelos
não-locais caracterizados pelos fatores de forma fs(□) = exp[(−□ /µ2

s)Ns ] por meio do
formalismo das fontes efetivas. Nas considerações aqui apresentadas, supõe-se que Ns

é um número real positivo, não necessariamente inteiro. Como resultado, são obtidas
diversas representações para a fonte efetiva, para a função massa e para o potencial
Newtoniano, bem como aproximações que evidenciam a dependência dessas quantidades
nos parâmetros Ns e µs e que podem ser utilizadas na fenomenologia do regime de campo
fraco da gravitação não-local. Ademais, explica-se o motivo pelo qual as oscilações do
potencial Newtoniano se manifestam apenas quando Ns > 1 e demonstra-se que, apesar da
presença de tais oscilações, a função massa efetiva é positiva para todo Ns > 0. Também
verifica-se que as soluções das equações de movimento linearizadas são regulares, isto é, não
exibem singularidades nos invariantes de curvatura. Por fim, são calculadas as correções
quânticas logarítmicas ao potencial Newtoniano, à fonte efetiva e à função massa.

Palavras-chave: gravitação não-local; limite Newtoniano; fontes efetivas; correções quânti-
cas.



ABSTRACT

In this work, the Newtonian limit of a class of nonlocal models characterized
by the form factors fs(□) = exp[(−□ /µ2

s)Ns ] is investigated using the effective sources
formalism. In the considerations presented here, it is assumed that Ns is a positive real
number, not necessarily an integer. As a result, several representations for the effective
source, for the mass function, and for the Newtonian potential are obtained, as well
as approximations that highlight the dependence of these quantities on the parameters
Ns and µs and that can be employed in the phenomenology of the weak-field regime of
nonlocal gravity. Furthermore, the reason why Newtonian potential oscillations arise only
when Ns > 1 is explained, and it is shown that, despite the presence of such oscillations,
the effective mass function is positive for all Ns > 0. It is also verified that the solutions
of the linearized equations of motion are regular, that is, they do not exhibit curvature
singularities. Finally, logarithmic quantum corrections to the Newtonian potential, to the
effective source, and to the mass function are calculated.

Keywords: nonlocal gravity; Newtonian limit; effective sources; quantum corrections.
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NOTAÇÕES E CONVENÇÕES

Nesta dissertação, adotam-se as seguintes convenções:

i. As unidades são tais que c = ℏ = 1;

ii. A assinatura da métrica é (+,−,−,−);

iii. O tensor de Riemann é definido como

Rα
βµν = ∂µΓα

βν − ∂νΓα
βµ + Γα

λµΓλ
βν − Γα

λνΓλ
βµ;

iv. O tensor de Ricci e a curvatura escalar são dados, respectivamente, pelas contrações
Rµν = Rα

µαν e R = gµνRµν ;

v. O tensor de Weyl em 4 dimensões é definido por

Cµναβ = Rαβµν + 1
2(gβµRαν − gαµRβν + gανRβµ − gβνRαµ) + 1

6R(gαµgβν − gανgβµ);

vi. O operador de D’Alembert é definido por 2 = gµν∇µ∇ν .
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1 INTRODUÇÃO

A relatividade geral, proposta por Albert Einstein em 1916, é capaz de descrever
fenômenos gravitacionais clássicos em um amplo espectro de energias, fato corroborado
por inúmeros testes de alta precisão [1]. Não obstante, ainda perduram problemas que
carecem de descrições satisfatórias. Com efeito, no regime ultravioleta, as soluções mais
relevantes da relatividade geral, tais como a solução homogênea e isotrópica, que fornece
uma aproximação de ordem zero para a dinâmica do universo, exibem singularidades.
Isso posto, não se pode esperar que a relatividade geral, enquanto teoria clássica da
gravitação, permaneça válida em todas as escalas de energia, sobretudo na vizinhança
de singularidades, onde a curvatura do espaço-tempo inevitavelmente atinge a escala de
Planck l−2

P ∼ M2
P ≈ 1019 GeV e a descrição clássica da gravitação supostamente é violada.

Do ponto de vista quântico, uma vez que a relatividade geral não é renormalizável [2,
3, 4, 5], sua previsibilidade é comprometida no regime de altas energias. Um modo de
melhorar o comportamento do propagador da teoria no regime ultravioleta e a convergência
das integrais de laço consiste em acrescentar à ação de Einstein-Hilbert termos com
derivadas superiores, tais como RF0(□)R e CµναβF2(□)Cµναβ, em que F0,2(□) são funções
analíticas avaliadas no operador de D’Alembert. No caso particular em que F0,2 são
funções constantes, obtém-se o modelo com quatro derivadas, também conhecido como
gravitação de Stelle, o qual é renormalizável [6]. Em vez disso, se F0,2(□) são funções
polinomiais, o modelo pode ser superrenormalizável [7]. Além disso, é válido mencionar
que, mesmo no cenário da gravitação semiclássica, a consistência do procedimento de
renormalização de campos de matéria quânticos no espaço-tempo curvo requer a inclusão
de termos quadráticos na curvatura na ação clássica [8].

Entretanto, modelos locais com derivadas superiores tipicamente exibem polos
massivos do tipo fantasma no propagador [6, 7], o que leva, no nível quântico, à violação
da unitariedade e pode estar associado às instabilidades de Ostrogradsky na teoria clássica.

1.1 GRAVITAÇÃO NÃO-LOCAL

Nas últimas décadas, houve várias tentativas de se conciliar renormalizabilidade
e unitariedade [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15]. Uma dessas abordagens consiste na construção
de ações não-locais, isto é, não-polinomiais nas derivadas dos campos, as quais permitem
melhorar o comportamento do propagador no regime ultravioleta sem, contudo, introduzir
modos patológicos, como os fantasmas, no espectro físico. Isso posto, torna-se possível a
formulação de modelos de gravitação sem fantasmas no nível de árvore e que podem ser
(super)renormalizáveis [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22]. A desvantagem, todavia, diz respeito
à presença de operadores diferenciais não-polinomiais na ação, o que torna o estudo das
soluções clássicas dificultoso.
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No que se segue, considerar-se-á a seguinte ação não-local

S = 1
16πG

∫
d4x

√
−g

{
(R − 2Λ) + 1

2CµναβF2(□)Cµναβ − 1
6RF0(□)R

}
+O(R3), (1.1)

em que G é a constante de Newton, Λ é a constante cosmológica e O(R3) denota os termos
pelo menos cúbicos na curvatura. Ademais,

Fs(□) = fs(□) − 1
□

, fs(□) = eHs(□), s ∈ {0, 2} (1.2)

são fatores de forma não-locais, isto é, funções não-polinomiais do operador de D’Alembert
e Hs(z) é uma função inteira. Uma vez que Hs(z) é inteira, as funções e±Hs(z) também
são inteiras e, portanto, não possuem polos no plano complexo finito 1. Além disso, uma
vez que tais funções são recíprocas, isto é, eHs(z)e−Hs(z) = 1, conclui-se que elas também
não possuem zeros no plano complexo finito. Os operadores exponenciais presentes na
ação gravitacional são introduzidos de modo que o comportamento ultravioleta da parte
independente de calibre do propagador ao nível de árvore, isto é,

Gµν,αβ(k) = 1
k2

 P
(2)
µν,αβ

f2(−k2) − 1
2
P

(0−s)
µν,αβ

f0(−k2)

 , (1.3)

seja modificado sem a introdução de fantasmas. Isso decorre do fato de que fs(−k2) =
eHs(−k2) não possui zeros no plano complexo a distâncias finitas da origem. Na equação
acima, P (2,0−s)

µν,αβ são os projetores de Barnes–Rivers [23, 24].

O problema das singularidades na versão linearizada da classe de modelos descritos
pela ação (1.1) tem sido amplamente estudado nos últimos 15 anos.2 Com efeito, mostrou-se
que, no caso de modelos não-locais caracterizados pelos fatores de forma exponenciais

fs(□) = e−□ /µ2
s , (1.4)

em que µ0,2 são parâmetros massivos que definem a escala dos efeitos de não-localidade ls =
1/µs, o seu limite Newtoniano da solução linearizada é regular [20, 21, 26, 27]. Aliás, todos
os invariantes de curvatura linearizados que são polinomais no tensor de Riemann, em
suas derivadas e em suas contrações são finitos. Isso é um resultado da observação de
que fs(−k2) = exp (k2/µ2

s) cresce mais rapidamente que qualquer polinômio para valores
suficientemente grandes de k2 [28]. Esta observação constitui um exemplo particular de
um resultado mais geral acerca da regularidade das soluçõs no limite Newtoniano em
modelos com derivadas superiores e em modelos não-locais (veja, por exemplo, [29] para
uma revisão). Além do mais, no caso do fator de forma (1.4), o modelo admite soluções
1 Isso não é verdade no plano complexo estendido, uma vez que a equação ez = 0 possui a

solução exótica z = −∞ + i0.
2 Não obstante, carecem resultados para o caso não linear —veja, por exemplo, [25] e suas

referências.
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cosmológicas não-singulares com ricochete [19], o que, em princípio, fornece também uma
possível resolução da singularidade do Big Bang.

Nesta dissertação, o foco recai sobre uma família mais geral de modelos não-locais
caracterizados pelos fatores de forma

fs(□) = e(−□ /µ2
s)Ns

, (1.5)

os quais podem ser considerados uma generalização de (1.4) e do fator de forma de
Krasnikov (Ns = 2) [16]. Modelos desse tipo foram estudados mais frequentemente no
caso particular em que N0 = N2 = N e µ0 = µ2 = µ. Tais modelos são às vezes chamados
GFN (do inglês ghost-free theory of type N) [30]. As soluções no limite Newtoniano dos
modelos GFN foram analisadas em [31], onde uma expressão para o potencial Newtoniano
foi obtida na forma de série de potência para N ∈ Z, e a solução numérica revelou um
comportamento oscilatório do potencial para N > 1 (veja também [32, 33, 34]). Uma
aproximação numérica para o potencial em grandes valores de N foi obtida em [34] e
em [30] mostrou-se que o potencial e a métrica no limite Newtoniano são regulares em r = 0
(veja também [31, 35]). Todavia, ainda é difícil analisar detalhadamente as consequências
físicas do valor de N (ou, de forma mais geral de N0 e N2) nas soluções.

Neste trabalho, revisita-se o limite Newtoniano em modelos com o fator de
forma (1.5), com o objetivo de apresentar representações alternativas para as soluções e
quantidades relacionadas, que podem ser úteis para a compreensão de seus aspectos físicos,
bem como obter uma nova aproximação para o caso de grandes valores de Ns. Isso pode ser
feito com base em resultados recentes sobre a descrição do limite Newtoniano da gravitação
não-local em termos de fontes efetivas [28, 29, 35] e nos desenvolvimentos de [36] acerca do
heat kernel de operadores diferenciais de ordem superior. Além disso, também se considera
a extensão de (1.5) para valores não necessariamente inteiros de Ns. As motivações para
isso são três: primeiro, isso corresponde a casos da gravitação fractal, que têm atraído certa
atenção nos últimos anos (veja, por exemplo, [37, 38]). Segundo, muitos dos resultados
aqui obtidos usando o formalismo de fonte efetiva podem ser aplicados diretamente a
cenários de teorias com comprimento mínimo, como na geometria não-comutativa, em que
valores não inteiros de Ns são frequentemente considerados. E, por fim, do ponto de vista
acadêmico, trata-se de um exercício matemático válido.

Por último, mas não menos importante, analisa-se em total generalidade o efeito
das correções quânticas logarítmicas a um laço nas soluções do limite Newtoniano nesses
modelos, revelando as principais diferenças entre as soluções clássicas e aquelas com
correções a um laço.
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ESTRUTURA DA DISSERTAÇÃO

No capítulo 2, considera-se o limite Newtoniano e obtém-se várias representações
para a fonte efetiva, para a função massa e para o potencial Newtoniano. Em particular,
demonstra-se que a fonte efetiva é positiva se, e somente se, 0 < Ns ⩽ 1 e que a função
massa é positiva para todo Ns > 0. No capítulo 3, considera-se o limite Ns → ∞ das
soluções, que fornece uma aproximação analítica simples para o potencial para grandes
valores de Ns. No capítulo 4, comenta-se sobre a regularidade dos invariantes de curvatura.
No capítulo 5, obtém-se expressões analíticas para as correções quânticas para a fonte,
para a função massa e para os potenciais Newtonianos. Por fim, o capítulo 6 contém os
resultados e as conclusões deste trabalho.



16

2 O LIMITE NEWTONIANO

Na primeira seção deste capítulo, obtém-se as equações de movimento linearizadas
no limite Newtoniano. Em seguida, introduz-se brevemente o formalismo das fontes efetivas
para a sua subsequente aplicação ao modelo não-local de interesse deste trabalho. A fonte
efetiva, a função massa e o potencial newtoniano obtidos têm suas propriedades discutidas
e alguns teoremas gerais são demonstrados.

2.1 EQUAÇÕES DE MOVIMENTO LINEARIZADAS

No limite Newtoniano, supõe-se o regime de campo fraco e são consideradas
flutuações lineares da métrica em torno do espaço-tempo de Minkowski,

gµν = ηµν + hµν , |hµν | ≪ 1. (2.1)

A matéria é, por hipótese, não-relativística e é descrita pelo tensor de energia-momento

Tµν = δ0
µδ

0
νρ, (2.2)

em que ρ é a densidade de massa. As equações de movimento são dadas por

εµν ≡ δS

δgµν

= δS

δhµν

∣∣∣∣∣
h=0

+ δ2S

δhµνδhρσ

∣∣∣∣∣
h=0

hρσ +O(h2). (2.3)

No limite Newtoniano, a constante cosmológica Λ pode ser desprezada. Nessas condições,
a contribuição do primeiro termo do lado direito de (2.3) também pode ser negligenciada.
Portanto, para obter as equações de movimento linearizadas é suficiente considerar apenas
os termos de segunda ordem na perturbação hµν presentes na ação, tendo em vista que os
termos O(R3) não contribuem no regime linear. A parte bilinear da ação (1.1) exibe a
forma

S(2) = 1
32πG

∫
d4x

{
hµνf2(□)□hµν − 1

2 h
[
f2(□) + 2f0(□)

3

]
□h− hµνf2(□)∂µ∂λh

λ
ν

+hµν

[
f2(□) + 2f0(□)

3

]
∂µ∂νh+ hµν

[
f2(□) − f0(□)

3

]
∂µ∂ν∂α∂β

□
hαβ

}
.

(2.4)

A interação com a matéria é introduzida pela ação

Sm = 1
2

∫
d4x T µνhµν . (2.5)

Então, o princípio da mínima ação fornece

εµν = f2(□)
(
□hµν − ∂µ∂λhν

λ − ∂ν∂λhµ
λ

)
+
[
f2(□) + 2f0(□)

3

] [
ηµν

(
∂α∂βhαβ − □h

)
+ ∂µ∂νh

]
+ 2

[
f2(□) − f0(□)

3

]
∂µ∂ν∂α∂β

□
hαβ = −16πGT µν .

(2.6)
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Uma vez que o princípio de superposição é válido no limite Newtoniano, é suficiente
considerar o campo gerado por uma massa puntiforme localizada em r = 0,

ρ = Mδ(r⃗), (2.7)

a partir do qual soluções mais complicadas podem ser construídas (veja, por exemplo, [39,
40, 41, 42], para alguns exemplos). A métrica estática e esfericamente simétrica no regime
de campo fraco pode ser escrita como

ds2 = −[1 + 2φ(r)]dt2 + [1 − 2ψ(r)](dr2 + r2dΩ2), |φ|, |ψ| ≪ 1, (2.8)

em que dΩ2 é a métrica da esfera unitária S2 e φ(r), ψ(r) são os pontenciais Newtonianos.

No caso de uma fonte puntiforme estática, os potenciais Newtonianos φ e ψ podem
ser determinados a partir da componente ε00 e do traço εµ

µ, uma vez que a métrica (2.8)
está escrita em forma isotrópica. Substituindo (2.8) nas equações de movimento (2.6) e
calculando ε00 e εµ

µ, segue-se que os potenciais satisfazem

f2(△) △(φ+ ψ) + f0(△) △(2ψ − φ) = 12πGρ, (2.9a)

f0(△) △(2ψ − φ) = 4πGρ. (2.9b)

O sistema de equações diferenciais acima pode ser desacoplado por meio da introdução
dos potenciais de spin-s [41]

χ2 = φ+ ψ

2 e χ0 = 2ψ − φ, (2.10)

que são definidos de tal forma que o sistema (2.9) se torna

fs(△) △χs = 4πGρ, s ∈ {0, 2} . (2.11)

Em outras palavras, os potenciais de spin-s separam as contribuições para a solução
advindas dos setores de spin-0 e de spin-2 do propagador (1.3).

Na literatura, os potenciais Newtonianos são, em geral, calculados no caso particular
em que f2(z) = f0(z) ≡ f(z) (veja, por exemplo, [20, 21, 30, 31, 33]), o que possui a
vantagem de reduzir o sistema de equações diferenciais acopladas (2.9) às equações de
Poisson generalizadas f(△) △φ = f(△) △ψ = 4πρ. Entretanto, com a utilização dos
potenciais de spin-s, também é possível obter as equações de Poisson generalizadas sem
impor restrições adicionais na teoria em consideração. Uma vez que as soluções para
χs sejam obtidas, os potenciais originais φ e ψ podem ser recuperados por meio da
transformação

φ = 4
3χ2 − 1

3χ0, ψ = 2
3χ2 + 1

3χ0. (2.12)

Isso posto, os potenciais de spin-s podem ser empregados sem perda de generalidade. Por
esse motivo, no que se segue, com abuso de linguagem, chamar-se-á χs(r) simplesmente de
potencial Newtoniano.
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2.2 O FORMALISMO DAS FONTES EFETIVAS

A Eq. (2.11) pode ser reescrita de forma equivalente invertendo-se o operador fs(△)

△χs = 4πGρs, (2.13)

em que ρs é uma fonte delta efetiva espalhada, definida por ρ = fs(△)ρs. As condições que
o fator de forma fs(z) deve satisfazer para a existência da fonte efetiva ρs são discutidas
em detalhes em [29]. Tais condições são satisfeitas por (1.5). Utilizando a representação
integral de Fourier da função delta, a fonte delta efetiva pode ser expressa como

ρs = M
∫ d3k

(2π)3
eik⃗·r⃗

fs(−k2) , (2.14)

em que k = |⃗k|. Integrando sobre as coordenadas angulares, obtém-se

ρs(r) = M

2π2

∫ ∞

0
dk k sen(kr)

rfs(−k2) . (2.15)

Segue da Lei de Gauss aplicada à Eq. (2.13) que a contribuição do setor de spin-s
para o campo gravitacional é dada por

gs(r) = −GMs(r)
r2 , (2.16)

em que
Ms(r) = 4π

∫ r

0
dr′ r′2ρs(r′) (2.17)

é chamada de função massa efetiva. A partir de (2.16), pode-se escrever a solução da
Eq. (2.13) como

χs(r) = −
∫ r

∞
dr′ gs(r′). (2.18)

Nas próximas seções, as quantidades definidas nas Eqs. (2.16), (2.17) e (2.18) serão
estudadas com maiores detalhes para os modelos não-locais caracterizados pelo fator de
forma (1.5).

2.2.1 Fonte delta efetiva

Para o fator de forma (1.5) a fonte delta efetiva (2.15) pode ser escrita como

ρs(r) = Mµ3
s

2π2 INs(µsr), (2.19)

em que
IN(r) =

∫ ∞

0
dk e−k2N k sen(kr)

r
(2.20)

é a integral básica a ser calculada.
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Existem dois casos para os quais soluções fechadas de (2.19) são conhecidas: para
Ns = 1 a fonte efetiva exibe um perfil Gaussiano,

ρs(r) = Mµ3
s

8π3/2 e
− µ2

sr2
4 , (2.21)

ao passo que para Ns = 1/2, a fonte efetiva possui a forma

ρs(r) = Mµ3
s

π2
1

(1 + µ2
sr

2)2 . (2.22)

Os casos acima são frequentemente utilizados para modelar efeitos de não-comutatividade
do espaço-tempo (veja, por exemplo, [43, 44, 45, 46]), por meio da correspondencia
µs → 1/

√
θ entre o parâmetro de não-localidade e o parâmetro de não-comutatividade θ.

Com efeito, o escopo das considerações aqui apresentadas se estende além da gravitação
não-local, e pode ser usado para estudar novos efeitos de geometria não-comutativa.

Agora, considere (2.20) com N arbitrário. Empregando a mudança de variável de
integração k = t1/(2N), obtém-se

IN(r) = 1
2Nr

∫ ∞

0
dt e−t t

1
N

−1 sen(t 1
2N r). (2.23)

Se N > 1/2 a integral admite uma representação em série de potências. Com efeito,
utilizando a série de Taylor da função seno, segue-se que

IN(r) = 1
2N

∞∑
ℓ=0

(−1)ℓ

(2ℓ+ 1)! r
2ℓ
∫ ∞

0
dt e−t t

2ℓ+3
2N

−1, (2.24)

uma vez que a integração e a série comutam para N > 1/2. A integral acima pode ser
calculada por meio da função Gama, Γ(z) =

∫∞
0 dt e−ttz−1. Consequentemente,

IN(r) = 1
2N

∞∑
ℓ=0

(−1)ℓ

(2ℓ+ 1)! Γ
(

2ℓ+ 3
2N

)
r2ℓ. (2.25)

A série (2.25) pode ser reescrita em termos de diferentes funções especiais. Por
exemplo, mostrou-se que para Ns ∈ {2, 3} a fonte efetiva é equivalente a uma soma finita
de funções hipergeométricas generalizadas [33]. Mais geralmente, quando Ns ∈ N, a fonte
efetiva pode ser expressa em termos de uma única função G de Meijer. Os detalhes dessas
representações complicadas podem ser encontrados nos Apêndices e , respectivamente.
Neste capítulo, não obstante, serão obtidas representações mais compactas e mais úteis.
Com isso em mente, é conveniente empregar a função exponencial generalizada (GEF, do
inglês generalized exponential function)

Eν,α(z) = 1
ν

∞∑
ℓ=0

Γ
(

ℓ+α
ν

)
Γ(ℓ+ α)

zℓ

ℓ! , (2.26)

como definida em [36]. Note que E1,α(z) = exp(z). Para ν > 1/2, a série de potências (2.26)
é absolutamente convergente para todo z ∈ C, ao passo que se ν < 1

2 , ela diverge para todo
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C\ {0} [36]. Ademais, se ν = 1
2 , a série (2.26) converge para todo z ∈ C tal que |z| < 1

4 , e
pode ser somada analiticamente [36]:

E 1
2 ,α(z) = 4α

√
π

∞∑
m=0

Γ
(
α + 1

2 +m
) (4z)m

m! =
4αΓ

(
α + 1

2

)
√
π

(1 − 4z)−α− 1
2 . (2.27)

Comparando (2.26) com (2.25), não é difícil ver que

IN(r) =
√
π

4 EN, 3
2

(
−r2

4

)
. (2.28)

Essa relação também é válida para o valor crítico N = 1/2, o que pode ser explicitamente
verificado por meio da comparação entre as Eqs. (2.19), (2.22) e (2.27) (com α = 3/2 e
z = −r2/4). Em particular, E 1

2 , 3
2
(z) está bem definida para z < 0, que é o domínio de

interesse. Para fins de completude, no Apêndice podem ser encontrados os detalhes sobre
a convergência de (2.25).

De forma geral, a solução (2.28) em termos da GEF é válida mesmo para 0 < N <

1/2; a principal diferença é que, nesse caso, a GEF é não-analítica, sendo definida por
meio da representação integral [36]

Eν,α(z) = 1
ν

∞∫
0

dµµα/ν−1e−µ Cα−1(zµ1/ν), (2.29)

em que Cn(z) é a função de Bessel–Clifford. Com efeito, para α = 3/2 e z = −r2/4, e
utilizando as identidades

Cn(z) = z− n
2 In(2

√
z), I1/2(z) =

√
2
πz

senh z, (2.30)

em que In(z) é a função de Bessel modificada de primeira espécie, obtém-se

EN, 3
2

(
−r2

4

)
= 2√

πNr

∫ ∞

0
dt e−t t

1
N

−1 sen(t 1
2N r). (2.31)

Logo, a comparação da equação acima com (2.23) mostra que a Eq. (2.28) é válida mesmo
para 0 < N < 1/2.

Portanto, a partir de (2.19) decorre que

ρs(r) = Mµ3
s

8π3/2 ENs, 3
2

(
−µ2

sr
2

4

)
. (2.32)

Isto é, para todo Ns > 0 a fonte efetiva é dada por uma “função Gaussiana generalizada",
que fornece uma extensão da fonte para valores de Ns não necessariamente inteiros. Em
princípio, modelos com N < 0 também pode ser estudados no formalismo das fontes
efetivas partindo da Eq. (2.20). Entretanto, neste caso o fator de forma (1.5) é uma
constante no ultravioleta e se anula no infravermelho, o que corresponde a uma modificação
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Figura 1 – Gráfico da fonte ρs(r)/(Mµ3
s) em função de µsr para diferentes valores de Ns.

As oscilações aparecem somente quando Ns > 1. Os valores de ρs(0) crescem rapidamente
à medida que Ns → 0.

infravermelha da relatividade geral ao invés de um aprimoramento do comportamento no
regime ultravioleta. Nesse cenário, a fonte efetiva, função massa, e potenciais possivelmente
apresentam um comportamento muito diferente em relação aos modelos com N > 0. O
caso N < 0 não será discutido aqui, com exceção de alguns comentários no capítulo 4.

Para Ns ⩾ 1/2 a fonte efetiva admite a representação em série de potências

ρs(r) = Mµ3
s

4π2Ns

∞∑
ℓ=0

(−1)ℓ

(2ℓ+ 1)! Γ
(

2ℓ+ 3
2Ns

)
(µsr)2ℓ. (2.33)

Além disso, vale ressaltar que, para ν > 1/2 a GEF constitui um caso particular da função
Ψ de Fox–Wright [36]

Eν,α(z) = 1
ν

1Ψ1

[(
α

ν
,

1
ν

)
; (α, 1); z

]
, (2.34)

a qual, por sua vez, pode ser escrita em termos da função H de Fox [47],

Eν,α(z) = 1
ν
H1,1

1,2

[ (
1 − α

ν
, 1

ν

)
(0, 1), (1 − α, 1)

∣∣∣∣∣− z

]
. (2.35)

Portanto, para Ns > 1/2, a fonte efetiva também pode ser expressa como

ρs(r) = Mµ3
s

8π3/2Ns

H1,1
1,2

 (
2Ns−3

2Ns
, 1

Ns

)
(0, 1),

(
−1

2 , 1
) ∣∣∣∣∣µ2

sr
2

4

. (2.36)

Na Fig. 1, apresenta-se o comportamento de ρs(r) para alguns valores de Ns, a fim
de ilustrar algumas características importantes das fontes delta efetivas. Note que, para
todo Ns > 0,

lim
r→0

ρs(r) = max [ρs(r)] = Mµ3
s

4π2Ns

Γ
( 3

2Ns

)
e lim

r→∞
ρs(r) = 0. (2.37)
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Demonstrou-se em [35] (veja também [29]), que a fonte efetiva atinge seu valor máximo
em r = 0 sempre que o fator de forma satisfaz fs(−k2) ∼ k4 (ou cresce ainda mais
rapidamente) para k2 suficientemente grande; o valor do máximo (primeira igualdade)
segue da (2.32). Por outro lado, a segunda propriedade decorre do fato de que o fator de
forma é analítico e tal que fs(0) = 1. Note ainda que max [ρs(r)] → ∞ quando Ns → 0,
uma vez que neste caso fs → e e a fonte tende a uma função delta de Dirac.1

Em segundo lugar, para Ns > 1 a fonte delta efetiva exibe oscilações espaciais e
pode assumir valores negativos. Tais oscilações são similares àquelas presentes nas teorias
de Lee–Wick para a gravitação [51, 52, 53] e implicam em oscilações correspondentes no
potencial gravitacional, as quais têm aplicações interessantes, como discutido em [33, 34,
41, 51, 54, 55, 56, 57]. Matematicamente, a ausência de oscilações da fonte delta efetiva
para 0 < Ns ⩽ 1 pode ser explicada pelo fato que ρs é dada em termos da transformada
de Fourier γq da função exp(−|z|2q), que é positiva somente quando 0 < q ⩽ 1 [58]. Assim,
obtém-se o seguinte teorema.

Teorema 1. A fonte delta efetiva espalhada ρs(r) é estritamente positiva para 0 < Ns ⩽ 1.

Demonstração. Para Ns = 1, a forma explícita da fonte efetiva, a saber a Eq. (2.21), pode
ser obtida, a qual é claramente positiva. Para 0 < Ns < 1 e z ∈ [0,∞), note que a função
exp(−z2Ns) é positiva e completamente monótona, isto é, é infinitamente derivável em
(0,∞), com primeira derivada negativa e sinais das derivadas subsequentes alternantes.
Nessas condições, o teorema de Bernstein garante que para todo z ∈ [0,∞), tal função
pode ser representada como uma transformada de Laplace de uma medida positiva MNs ,
ou seja,

e−(k/µs)2Ns = e−[(k/µs)2]Ns =
∫ ∞

0
dtMNs(t) e−t(k/µs)2

. (2.38)

Utilizando (2.38), a fonte efetiva pode ser escrita como

ρs(r) = M

2π2r

∫ ∞

0
dk k sen(kr) e−(k/µs)2Ns = M

2π2r

∫ ∞

0
dtMNs(t)

∫ ∞

0
dk k sen(kr) e−t(k/µs)2

= Mµ3
s

8π3/2

∫ ∞

0
dtMNs(t) t−3/2e− µ2

sr2
4t .

(2.39)

Portanto, uma vez que MNs(t) é uma medida positiva e o restante do integrando é
estritamente positivo, segue que ρs(r) > 0 para todo r > 0.

A demonstração acima não se aplica quando Ns > 1 pois a função exp(−z2Ns) não
é completamente monótona. Com efeito, no ponto z =

(
1 − 1

2Ns

)1/(2Ns)
a segunda derivada

muda de sinal.
1 Este limite corresponde ao fator de forma Fs(2) = e−1

2
, que fornece uma modificação da GR

no regime IR, conforme considerado em [48, 49, 50].
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2.2.2 Função massa

No caso particular em que Ns = 1 e Ns = 1/2, pode-se integrar (2.17) diretamente
utilizando as expressões para as fontes (2.21) e (2.22), obtendo-se [29, 44, 45, 46],

Ms(r) = M

[
erf

(
µsr

2

)
− µsr√

π
e− µ2

sr2
4

]
(2.40)

para Ns = 1, em que
erf(x) = 2√

π

∫ x

0
dt e−t2 (2.41)

é a função erro, e

Ms(r) = 2M
π

[
arctan(µsr) − µsr

1 + µ2
sr

2

]
, (2.42)

para Ns = 1/2.

É possível obter uma expressão compacta para a função massa, válida para todo
Ns > 0, utilizando a GEF (2.26). Para isso, basta inserir (2.32) na definição da função
massa (2.17) e empregar o truque de Feynman para eliminar o fator r2 presente no
integrando de (2.17). Mais precisamente, utilizando a fórmula da derivada da GEF,

d
dzEν,α(z) = Eν,α+1(z), (2.43)

o integrando de (2.17) com (2.32) pode ser reescrito na forma

r2ρs(r) = −Mµ3
s

8π3/2
∂

∂λs

[
ENs,1/2(−λsr

2)
]
, (2.44)

em que se definiu o parâmetro de Feynmann λs = µ2
s/4. Definindo então a “função erro

generalizada”,
Erfν,α(x) = 2√

π

∫ x

0
dt Eν,α(−t2), (2.45)

segue que

Ms(r) = −Mµ3

4
∂

∂λs

[
1√
λs

ErfNs,1/2(
√
λsr)

]
λs=µ2

s/4

= M

[
ErfNs,1/2

(
µsr

2

)
− µsr√

π
ENs,1/2

(
−µ2

sr
2

4

)]
, (2.46)

a qual generaliza (2.40) para Ns > 0.

Para Ns ⩾ 1/2 é possível obter uma representação em série de potências para a
função massa por meio da integração termo a termo de (2.33). O resultado é

Ms(r) = M

πNs

∞∑
ℓ=0

(−1)ℓ

(2ℓ+ 1)! Γ
(

2ℓ+ 3
2Ns

)
(µsr)2ℓ+3

2l + 3 . (2.47)

Uma outra representação útil, válida para 1/2 < Ns < ∞, é dada em termos da função H
de Fox. Com efeito, as identidades [47]

∫ t
0 dx xρ−1(t− x)σ−1Hm,n

p,q

[
(ap, Ap)
(bq, Bq)

∣∣∣∣∣bxk

]
= tρ+σ−1Γ(σ)Hm,n+1

p+1,q+1

[
(1 − ρ, k), (ap, Ap)

(bq, Bq), (1 − ρ− σ, k)

∣∣∣∣∣btk
]
,

(2.48)
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Figura 2 – Gráfico da função massa normalizada Ms(r)/M em função de µsr para diferentes
valores de Ns. As oscilações aparecem somente quando Ns > 1. Para todo Ns pode-se
observar os comportamentos assintóticos: para µsr ≪ 1, Ms(r) ∼ r3, ao passo que para
µsr ≫ 1, Ms(r) ∼ M .

e

zσHm,n
p,q

 (ap, Ap)
(bq, Bq)

∣∣∣∣∣z
 = Hm,n

p,q

 (ap + σAp, Ap)
(bq + σBq, Bq)

∣∣∣∣∣z
 , z ∈ C, (2.49)

combinadas com as Eqs. (2.17) e (2.36) fornecem

Ms(r) = 4M√
πNs

H1,2
2,3

[
(1, 2),

(
1, 1

Ns

)
(3

2 , 1), (1, 1) , (0, 2)

∣∣∣∣∣µ2
sr

2

4

]
. (2.50)

A Fig. 2 exibe os gráficos da função massa para valores selecionados de Ns. Os
gráficos ilustram as seguinteds propriedades gerais da função Ms(r):

1. Positividade. Embora a fonte efetiva ρs(r) possa assumir valores negativos, tem-se o
seguinte resultado:

Teorema 2. A função massa efetiva Ms(r) é positiva para todo Ns > 0.

A demonstração pode ser encontrada no Apêndice , e consiste em representar Ms(r) como
uma integral de uma função positiva.

Fisicamente, o Teorema 2 pode ser considerado uma consequência do fato de que
o modelo não possui polos massivos com comportamento taquiônico no propagador, os
quais poderiam gerar uma força gravitacional de spin-s resultante repulsiva. Com efeito,
uma vez que Ms(r) ⩾ 0, sobre uma partícula teste de massa m atua a componente de
spin-s da força gravitacional dada por mgs(r) = −mMs(r)/r2 que é sempre atrativa. É
claro que quando as contribuições dos setores de spin-0 e spin-2 são combinadas por
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Figura 3 – Gráfico da função massa normalizada (2.51) para a gravitação de Lee–Wick,
MLW

s (r)/M , em função de bsr para diferentes valores de qs = bs/as. MLW
s (r) assume

valores negativos para qs > 2, 67.

meio de (2.12), pode acontecer que existam regiões nas quais a força resultante −∇⃗φ
seja repulsiva, a depender dos valores específicos de N0,2 e µ0,2, como ocorre em todos
modelos com derivadas superiores. Entretanto, no caso dos modelos GFN , é possível
garantir que a força é sempre atrativa, uma vez que φ = χ2 = χ0 e a função massa efetiva
combinada M(r) = M0(r) = M2(r) é positiva. Tal conclusão não se sustenta, por exemplo,
na gravitação de Lee–Wick, na qual a parte imaginária do polo massivo apresenta caráter
taquiônico. Caso essa contribuição seja dominante, a função massa pode assumir valores
negativos. Por exemplo, a função massa efetiva no modelo local de Lee–Wick com seis
derivadas e com massa µs = as + ibs é dada por [53]

MLW
s (r) = M − M

2asbs
e−asr

{
bs [2as + (a2

s + b2
s)r] cos(bsr) + [a2

s − b2
s + as(a2

s + b2
s)r] sen(bsr)

}
,

(2.51)
em que as e bs são parâmetros que dependem do modelo. Existem regiões em que
MLW

s (r) < 0, se qs ≡ bs/as > 2, 67 (veja Fig. 3), o que demonstra a preponderância da
força repulsiva oriunda da parte taquiônica.

2. Comportamento assintótico. O comportamento assintótico da função massa efetiva é
dado, para valores pequenos e grandes de r por

lim
r→0

Ms(r) = 0, lim
r→∞

Ms(r) = M. (2.52)

A primeira propriedade segue do fato de que a massa total M encontra-se efetivamente
espalhada, em vez de concentrada no ponto r = 0. Assim sendo, a massa efetiva no interior
de uma esfera de raio nulo é necessariamente nula. Mais precisamente, pode-se mostrar
que limr→0 ρs(r) = max [ρs(r)], o que, aplicado à definição (2.17), fornece

Ms(r) ∼
µsr≪1

4π
3 max [ρs(r)]r3. (2.53)
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Já a segunda expressão em (2.52) se deve à supressão do fator de forma no infravermelho.
Uma vez que fs(0) = 1, a massa total M é recuperada no limite r → ∞. De fato, para
um fator de forma contínuo que satisfaz fs(0) ̸= 0,

lim
r→∞

Ms(r) = M
∫

R3
d3r′

∫
R3

d3k

(2π)3
eik⃗·r⃗ ′

fs(−k2)

= M
∫ d3k

(2π)3
1

fs(−k2)

∫
R3

d3r′eik⃗·r⃗ ′

= M
∫

R3

d3k

(2π)3
1

fs(−k2) δ(k⃗) = M

fs(0) .

(2.54)

Fisicamente, isso expressa que, para r ≫ 1/µs, recupera-se o limite da relatividade geral
linearizada.

3. Oscilações e máximos locais. Para Ns > 1, a função massa apresenta regiões em
que Ms(r) > M . Esse comportamento decorre do fato que existem regiões em que
ρs(r) < 0. Combinado com o resultado da Eq. (2.52), conclui-se que a função massa possui
caráter oscilatório e exibe máximos locais. Os máximos locais de Ms(r) constituem uma
sequência positiva e monotonicamente decrescente, ao passo que a sequência dos mínimos
locais é monótona crescente. Ademais, a abscissa do primeiro pico cresce com Ns. O
comportamento assintótico de Ms(r) para valores de µsr grandes é fornecido pela Eq. (E.6)
do Apêndice , a qual mostra explicatamente com a função massa oscila nesse regime.

Uma questão que se coloca é em qual escala as oscilações são suprimidas e a
função massa se torna suficientemente próxima de M . Esse problema pode ser formulado
matematicamente da seguinte maneira: dado δ > 0 arbitrariamente pequeno, encontre o
valor r∗ tal que

r > r∗ =⇒
∣∣∣∣∣Ms(r)
M

− 1
∣∣∣∣∣ < δ. (2.55)

A Figura 2 sugere que, dado um δ > 0, r∗ aumenta linearmente com Ns, o que motiva a
seguinte suposição

r∗ = Y (δ) Ns

µs

, (2.56)

em que δ pode ser considerado como a máxima diferença em relação ao valor assintótico M
e Y (δ) é uma função que reproduz a dependência em δ. Com efeito, ao fixar Y e calcular
numericamente Ms(r∗) usando a representação integral (D.2) para vários valores de Ns no
intervalo [1, 1000], verifica-se que (2.56) é de fato uma boa aproximação para Ns ⩾ 2 (com
algumas pequenas discrepâncias no intervalo 1 < Ns < 2). Além disso, no Apêndice é
fornecida uma explicação alternativa da relação linear (2.56), obtendo uma função que
descreve o amortecimento das oscilações da função massa. Na Tabela 1 são listados alguns
valores do par (δ, Y ). Esses valores foram obtidos usando a Eq. (E.12) e verificados por
integração numérica de (D.2). Por exemplo, para Y = 6 segue-se que, se r > 6Ns/µs, a
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Y (δ) 6 7 8 9 10
δ 2, 48 × 10−2 1, 22 × 10−2 5, 96 × 10−3 2, 88 × 10−3 1, 38 × 10−3

Tabela 1 – Alguns valores do fator multiplicativo na Eq. (2.56) e os correspondentes desvios
δ da função massa efetiva com relação ao valor assintótico M . Isto é, se r > Y (δ)Ns/µs,
então |Ms(r)/M − 1| < δ.

máxima diferença relativa de Ms(r) em relação a M é 2, 48%, enquanto para Y = 10, se
r > 10Ns/µs, ela é 0, 138%.

Do ponto de vista físico, r∗ fornece a escala a partir da qual os efeitos não-locais
sobre a força gravitacional se tornam desprezíveis (conforme definido por δ). De fato, uma
vez que M(r) ≈ M para r > r∗, uma partícula teste de massa m a uma distância r > r∗

experiencia uma força gravitacional de magnitude (veja (2.16))

|mgs(r > r∗)| ∼ GmM

r2 . (2.57)

O fato de que o alcance da interação não-local cresce com Ns e não é apenas 1/µs é uma
propriedade interessante dos modelos com fator de forma (1.5).

2.2.3 Potencial Newtoniano

A fonte delta efetiva para Ns = 1 é uma gaussiana (2.21), ao passo que para outros
valores de Ns, ρs(r) pode ser expressa em termos de “funções gaussianas generalizadas”.
O potencial newtoniano para Ns = 1 é bem conhecido e foi obtido pela primeira vez por
Tseytlin [26] no contexto da teoria de cordas (veja também [19, 20, 21], no contexto de
gravitação não-local), e é em termos da função erro,

χs(r) = −GM

r
erf

(
µsr

2

)
. (2.58)

De modo semelhante ao caso da fonte efetiva, para Ns geral o potencial de spin-s é dado
em termos de “funções erro generalizadas”.

Para mostrar isso, note que as Eqs. (2.43) e (2.46) conduzem à identidade

Ms(r)
r2 = d

dr

[
−M

r
ErfNs,1/2

(
µsr

2

)]
. (2.59)

Portanto, o resultado da integral (2.18) é simplesmente

χs(r) = −GM

r
ErfNs,1/2

(
µsr

2

)
, (2.60)

o que generaliza a solução para o potencial (2.58) para qualquer Ns > 0. Isso também
implica que o potencial é par em r e finito em r = 0; de fato,

χs(0) = −GMµs

πNs

Γ
( 1

2Ns

)
. (2.61)
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Figura 4 – Gráfico de χs(r)/(GMµs) em função de µsr para diferentes valores de Ns. As
oscilações estão presentes apenas para Ns > 1. Note que, para qualquer Ns > 0, tem-se
χ′

s(0) = 0.

Como esperado, o potencial diverge no limite Ns → 0, caso em que o fator de forma fs

torna-se constante e seu efeito global é redefinir a constante de Newton G.

Além disso, usando a representação em série de potências da GEF (2.26) e a
definição da função erro generalizada (2.45) para Ns ⩾ 1/2, obtém-se a solução em série
de potências para o potencial:

χs(r) = −GMµs

πNs

∞∑
ℓ=0

(−1)ℓ

(2ℓ+ 1)! Γ
(

2ℓ+ 1
2Ns

)
(µsr)2ℓ. (2.62)

Essa expressão reproduz a solução encontrada em [31] para o potencial no caso particular
em que φ = ψ = χ2 = χ0.

Na Fig. 4 apresentamos o gráfico de (2.60) para vários valores de Ns. As seguintes
propriedades podem ser observadas: para Ns > 1 o potencial oscila, χs(r) ∼ −1/r para
grandes valores de r, e é regular em r = 0. Além disso, χ′

s(0) = 0. Como será discutido
no capítulo 4, esta última propriedade está intimamente relacionada à regularização dos
invariantes de curvatura linearizados em r = 0.

Finalmente, alguns comentários gerais sobre o potencial:

1) A solução para o potencial em termos da função H de Fox, válida para Ns > 1/2,

χs(r) = −2GM√
πr

H1,2
2,3

[
(1, 2),

(
1, 1

Ns

)
(1/2, 1), (1, 1) , (0, 2)

∣∣∣∣∣µ2
sr

2

4

]
, (2.63)

pode ser obtida diretamente usando as Eqs. (2.18), (2.48), (2.49) e (2.50). Além disso,
para Ns = 1/2 o potencial pode ser escrito em forma fechada:

χs(r) = −2GM
πr

arctan(µsr). (2.64)
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2) A representação em série de potências (2.62) também é facilmente obtida sem o uso do
formalismo das fontes efetivas, mas aplicando diretamente o método da transformada de
Fourier. Especificamente, partindo da solução de (2.11) na forma

χs(r) = −2GM
πr

∫ ∞

0
dk sen(kr)

kfs(−k2) (2.65)

e então aplicando um procedimento semelhante ao utilizado no início da Sec. 2.2.1.

3) O potencial χs(r) também pode ser obtido utilizando o método do heat kernel (núcleo
de calor) [39, 40] (veja também [42]). De fato, a fonte efetiva ρs(r) está intimamente
relacionada ao heat kernel do operador (− △)N . Como mostrado em [36], esse heat kernel
em um espaço-tempo plano D-dimensional é dado pela GEF,

⟨r⃗
∣∣∣e−s(− △)N

∣∣∣r⃗ ′⟩ = KN,D(|r⃗ − r⃗ ′|, s) = 1
(4πs1/N)D/2 EN,D/2

(
−|r⃗ − r⃗ ′|2

4s1/N

)
. (2.66)

A comparação entre (2.66) e (2.32) revela que

ρs(r) = MKNs,3
(
r, 1/µ2Ns

s

)
, (2.67)

de modo que a representação do potencial em termos do heat kernel é dada por

χs(r) = −GM

Ns

∫ ∞

0

ds′

s′ θ

(
s′ − 1

µ2Ns
s

)
KNs,1(r, s′), (2.68)

em que θ(x) é a função de Heaviside. A equação acima é uma generalização da fórmula
para Ns = 1 obtida em [39]. A mudança da variável de integração para t = r2/4s′1/Ns

em (2.68) resulta na função erro generalizada definida em (2.45), levando a (2.60). Uma
vantagem das Eqs. (2.67) e (2.68) é que elas podem ser generalizadas imediatamente para
o caso D-dimensional:

ρs(r) = MKNs,D−1
(
r, 1/µ2Ns

s

)
, (2.69)

χs(r) = −GM

Ns

∫ ∞

0

ds′

s′ θ

(
s′ − 1

µ2Ns
s

)
KNs,D−3(r, s′), (2.70)

reproduzindo os resultados de [39] quando Ns = 1.
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3 O LIMITE Ns → ∞

No capítulo anterior, foram obtidas diversas expressões para a fonte efetiva, para a
função massa e para o potencial Newtoniano. Neste capítulo, estuda-se tais quantidades
no limite Ns → ∞. No caso do potencial Newtoniano, esse limite formal, porém útil, foi
considerado numericamente em [34] (veja também [32]), resultando em uma aproximação
analítica. Os resultados a seguir conduzem a uma melhor compreensão de tal limite.

3.1 FONTE EFETIVA PARA Ns → ∞

Note que, no limite Ns → ∞ o fator de forma (1.5) converge pontualmente para a
função retangular [32]:

lim
Ns→∞

fs(−k2) = lim
Ns→∞

e−(k2/µ2
s)Ns = rect(k2/µ2

s), (3.1)

que é definida por

rect
(
k2

µ2
s

)
=


1, se k2

µ2
s

< 1,

0, se k2

µ2
s

> 1.
(3.2)

Uma vez que o limite (3.1) é descontínuo (em k2 = µ2
s), a convergência não é uniforme.

Sendo assim, a mera substituição de (3.1) nas representações por integral de Fourier, tais
como (2.15) e (2.65), pode ser arriscada. Alternativamente, o limite Ns → ∞ pode ser
estudado a partir das representações em série de potências obtidas no capítulo anterior.

Utilizando a propriedade zΓ(z) = Γ(z + 1) da função gama, a fonte efetiva (2.33)
pode ser reescrita como

ρs(r) = Mµ3
s

2π2

∞∑
ℓ=0

(−1)ℓ

(2ℓ+ 3)(2ℓ+ 1)! Γ
(

1 + 2ℓ+ 3
2Ns

)
(µsr)2ℓ, (3.3)

que no limite Ns → ∞ fornece

ρ∞
s (r) ≡ lim

Ns→∞
ρs(r) = Mµ3

s

2π2

∞∑
ℓ=0

(−1)ℓ 1
(2ℓ+ 3)(2ℓ+ 1)! (µsr)2ℓ. (3.4)

A expressão acima pode ser reescrita como

ρ∞
s (r) = M

2π2r3

[ ∞∑
ℓ=0

(−1)ℓ

(2ℓ+ 1)!(µsr)2ℓ+1 − (µsr)
∞∑

ℓ=0

(−1)ℓ

(2ℓ)! (µsr)2ℓ

]
, (3.5)

utilizando a identitade
1

(2l + 3)(2l + 1)! = (2l + 3)! − (2l + 2)!
(2l + 3)!(2l + 2)! = 1

(2l + 2)! − 1
(2l + 3)! , (3.6)

bem como uma redefinição dos índices da soma. As séries presentes na (3.5) correspondem,
respectivamente, às funções seno e cosseno, de modo que

ρ∞
s (r) = M

2π2r3 [sen(µsr) − µsr cos(µsr)] . (3.7)
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Essa solução em forma fechada também pode ser obtida diretamente a partir da represen-
tação da fonte (2.32) em termos da GEF, uma vez que [36]

E∞,α(z) ≡ lim
ν→∞

Eν,α(z) = Cα(z), (3.8)

em que Cα(z) é a função de Bessel–Clifford, a qual se relaciona com a função de Bessel de
primeira espécie Jα(z) por meio de

Jα(z) =
(
z

2

)α

Cα

(
−z2

4

)
, J3/2(z) =

√
2
πz

(
sen z − cos z

z

)
. (3.9)

Portanto, dada a (3.8), pode-se dizer que as soluções previamente obtidas em termos da
GEF permanecem válidas no limite Ns → ∞.

3.2 FUNÇÃO MASSA PARA Ns → ∞

No limite Ns → ∞, a função massa efetiva pode ser obtida por meio da substituição
de (3.7) em (2.17), o que fornece

M∞
s (r) = 2M

π
[Si (µsr) − sen(µsr)] , (3.10)

em que
Si (z) =

∫ z

0
dt sen t

t
(3.11)

é a função seno integral. A função (3.10) exibe uma propriedade interessante: a violação
da relação limr→∞ Ms(r) = M , válida para valores finitos de Ns. Com efeito, uma vez que
limz→∞ Si (z) = π/2, a imagem da função massa normalizada M∞

s (r)/M oscila no intervalo
[1 − 2/π, 1 + 2/π] para valores suficientemente grandes de µsr (veja a Fig. 5a). Como
discutido anteriormente, para valores finitos de Ns, dado δ > 0 existe r∗ – tanto maior
quanto maior for Ns – tal que r > r∗ implica |Ms(r)/M − 1| < δ. Portanto, Ms(r) ≈ M é
inatingível no limite Ns → ∞, uma vez que r∗ diverge. Do ponto de vista matemático,
esse comportamento pode ser compreendido pelo fato de que uma das hipóteses envolvidas
na demonstração de (2.54) é violada, pois a função (3.1) é descontínua.

3.3 POTENCIAL NEWTONIANO PARA Ns → ∞

Embora M∞
s (r) não tenha um limite bem definido quando r → ∞, tanto o campo

gravitacional gs(r) na Eq. (2.16) (ver Fig. 5b) quanto o potencial χs(s) possuem o limite
correto mesmo quando Ns → ∞, aproximando-se do comportamento usual da gravitação
Newtoniana nesse limite. Com efeito, ao substituir (3.10) em (2.18), segue que

χ∞
s (r) = −2GM

πr
Si (µsr). (3.12)

Portanto,
χ∞

s (0) = −2GMµs

π
, χ∞

s (r) ∼
r→∞

−GM

r
. (3.13)
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Figura 5 – (a) M∞
s (r)/M em função de µsr, As linhas horizontais tracejadas correspondem

aos valores (1 ± 2/π) = (0, 363; 1, 637). (b) Gráfico do valor do campo gravitacional
g∞

s (r)/GM em função de µsr. As linhas tracejadas correspondem ao campo gravitacional
−1/r2. Embora a função massa M∞

s (r) não possua um limite bem definido quando
r ≫ 1/µs, o campo gravitacional g∞

s (r) → 0 devido ao fator de amortecimento r−2 na
Eq. (2.16). Além disso, a singularidade Newtoniana usual em r = 0 não está presente.

A Fig. 6 exibe a comparação das Eqs. (3.12) e (2.60) para alguns valores de Ns,
sugerindo que aumentar Ns além de Ns = 10 não modifica significativamente (especialmente
para grandes valores de µsr) o comportamento do potencial, que se aproxima de χ∞

s .

3.4 PROPRIEDADES ADICIONAIS DAS SOLUÇÕES

Na Fig. 7, apresenta-se o valor do máximo max[ρs(r)] = ρs(0) [Eq. (2.37)] da fonte
delta efetiva e o valor de χs(0) [Eq. (2.61)] para diferentes valores de Ns, comparados
com ρ∞

s (0) e χ∞
s (0), respectivamente. Os pontos em que as curvas sólidas cruzam as

linhas horizontais tracejadas correspondem a Ns = 3/2 para a fonte efetiva e a Ns = 1/2
para o potencial newtoniano. Portanto, ρ∞

s (0) é, de fato, o limite superior para as fontes
delta efetivas para Ns ⩾ 3/2, enquanto χ∞

s (0) é um limite inferior para o potencial para
Ns ⩾ 1/2.

Ademais, na Fig. 8 mostra-se o primeiro pico da função de massa (seu máximo
global) em função de sua posição. O valor max, [M∞

s (r)/M ] = 1, 675 ocorre na posição
µsrmax = 4, 493 (ver também Fig. 5a) e representa um limite superior para os modelos
com Ns > 1 (lembre-se de que, para Ns ⩽ 1, a função de massa não oscila e não possui
máximo global, mas tende ao supremo M quando r → ∞). Para Ns > 3, 766, a posição
do primeiro pico diminui à medida que Ns aumenta.
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Figura 6 – Comparação entre χ∞
s (r) e χs(r) para Ns ∈ {10, 20, 30}.
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Figura 7 – Gráfico de ρs(0)/(Mµ3
s) e χs(0)/(GMµs) em função de Ns. Os pontos repre-

sentam Ns = 1/2 e valores inteiros de Ns. As linhas horizontais tracejadas correspondem
aos valores ρ∞

s (0)/(Mµ3
s) = 1/(6π2) = 0, 0168 e χ∞

s (0)/(GMµs) = −2/π = −0, 636, que
representam, respectivamente, um limite superior para Ns ⩾ 3/2 e um limite inferior para
Ns ⩾ 1/2.
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Figura 8 – Máximo absoluto da função massa normalizada Ms(r)/M para Ns > 1. Os
eixos horizontais representam a posição do primeiro pico da função massa nas coordenadas
µsrmax, ao passo que o eixo vertical é Ms(rmax)/M . As cores indicam os valores de Ns.
Note que µsrmax aumenta para 1, 505 < Ns < 3, 766 e diminui fora desse intervalo.
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Figura 9 – (a) Gráfico da aproximação (3.15) para f̄s(r) e da solução exata dada pela
Eq. (3.16) (quadrados azuis). (b) Erro relativo entre (3.15) e (3.16).

3.5 COMPARAÇÃO DOS RESULTADOS ANALÍTICOS COM APROXIMAÇÕES DA
LITERATURA

Vale a pena comparar os resultados deste capítulo com a aproximação para grandes
Ns proposta em [34] que é dada por

χ∞
s (r) = −GM

r
f̄s(r), (3.14)
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Figura 10 – Gráfico de χ∞
s (r). Linha vermelha: solução aproximada, Eq. (3.14). Quadrados

azuis: solução exata, Eq. (3.12).

em que a função f̄s(r) possui a forma

f̄s(r) ≈

α1µsr, se 0 < µsr < 1,

1 + α2
cos(θ0µsr+θ1)

µsr
, se 1 < µsr,

(3.15)

com parâmetros α1 = 0, 544, α2 = 0, 572, θ0 = 1, 000 e θ1 = 0, 885π. Essa expressão
foi obtida a partir do ansatz (3.15), com a escolha dos parâmetros α2, θ0 e θ1 de modo
a fornecer o melhor ajuste à solução numérica do potencial para Ns = 20 no intervalo
1 ⩽ µsr ⩽ 20, bem como por meio de uma aproximação linear no regime 0 ⩽ µsr ⩽ 1.
Embora essa aproximação pareça funcionar com um erro relativo1 menor que 0,6% para
µsr > 15 em relação à função exata

f̄s(r) = 2 Si(µsr)
π

, (3.16)

os erros para valores pequenos r, onde a aproximação é linear, podem chegar a 14%,
conforme indica a Fig. 9. Além disso, a Fig. 10 mostra a comparação entre a aproximação
para χ∞

s (r) dada pela Eq. (3.15) com sua solução exata (3.12). Observa-se uma clara
discrepância para µsr < 1, devido ao fato de que a aproximação linear de f̄s(r) nesse
intervalo faz com que o potencial se torne constante. Os erros relativos de χ∞

s (r) e f̄s(r)
são basicamente os mesmos, com um erro relativo máximo de 14,55% para o potencial em
r = 0.

As diferenças tornam-se mais marcantes quando se leva a aproximação além da
estimativa do valor do potencial e se verifica se ela é capaz de reproduzir outras caracterís-
ticas, como as oscilações características e seus pontos de inflexão. Por exemplo, os erros
1 O erro relativo δrel entre uma função aproximada Φap. e a função exata é definido como
δrel = |Φexato − Φap.|/Φexato.
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Figura 11 – Erro relativo de χ′
s(r) obtido por meio da derivada de (3.12) (expressão exata)

e de (3.14) (aproximação). O erro é de 100% para 0 ⩽ µsr < 1, pois χ′
s = 0 na aproximação

nesse intervalo. A descontinuidade em µsr = 1 ocorre porque a aproximação não é suave
nesse ponto. A amplitude da variação do erro relativo apresenta picos de cerca de 40%,
que não parecem diminuir mesmo para µsr ≫ 1.

relativos de χ′
s derivados de (3.15) parecem oscilar no intervalo de 0%–40% (veja Fig. 11)

com um erro relativo médio de cerca de 17%, que permanece aproximadamente constante.
Essa aproximação também pode ser muito sensível aos valores de seus parâmetros. Por
exemplo, se o parâmetro θ0 for aumentado em 0.010, o erro relativo de χ′

s pode chegar a
300% mesmo para valores grandes de µsr, pois as oscilações na derivada de (3.12) e (3.14)
ficam completamente fora de fase.2 Como a derivada do potencial está relacionada à força
gravitacional, a modelagem de experimentos de laboratório da lei de Newton (por exemplo,
com balanças de torção) pode ser significativamente afetada por tais erros.

a1 a2 a3 a4 b1 b2 b3
−4, 543 × 10−2 1, 154 × 10−3 −1, 410 × 10−5 9, 432 × 10−8 1, 011 × 10−2 4, 991 × 10−5 1, 565 × 10−7

Tabela 2 – Valores dos coeficientes do aproximante de Padé [61].

De posse da solução exata, pode-se derivar aproximações mais precisas para o
potencial Newtoniano, as quais podem ser úteis em aplicações fenomenológicas. Por
exemplo, no regime µsr ≫ 1 pode-se utilizar [60]

Si (z) = π

2 − cos z
z

[
1 +O(z−2)

]
− sen z

z2

[
1 +O(z−2)

]
, z → ∞. (3.17)

O truncamento envolvendo apenas os termos explicitamente escritos em (3.17), a saber,

χ∞
s (r) ≈ −GM

r

[
1 − 2 cos(µsr)

πµsr
− 2 sen(µsr)

π(µsr)2

]
, µsr ≫ 1, (3.18)

fornece um erro relativo menor que 2% do potencial exato já para µsr > 2, 1, e menor que
0,5% para µsr > 4, 68. Uma aproximação para pequenos valores de µsr pode ser obtida a
2 Essa observação não é acidental, pois o número θ0 = 1, 010 foi de fato considerado em [34]

como o melhor ajuste não arredondado para o potencial com Ns = 20.
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partir da série de Taylor de Si(z) ou, de forma ainda melhor, por meio de um aproximante
de Padè. Por exemplo,

Si (z) ≈ z
1 +

4∑
i=1

aiz
2i

1 +
3∑

i=1
biz2i

(3.19)

(com coeficientes ai e bi apresentados na Tabela 2) fornece uma aproximação para o
potencial com erro relativo inferior a 1% para µsr < 5, 3. Combinando essas duas
aproximações, obtem-se

χ∞
s (r) ≈ −GM

r
×


2µsr

π
1+a1(µsr)2+a2(µsr)4+a3(µsr)6+a4(µsr)8

1+b1(µsr)2+b2(µsr)4+b3(µsr)6 , se 0 < µsr < 4, 7,

1 − 2 cos(µsr)
πµsr

− 2 sen(µsr)
π(µsr)2 , se µsr > 4, 7,

(3.20)

com erro relativo inferior a 0,5% para todos os valores de r. Além disso, a aproximação (3.20)
reproduz χ′

s com erro relativo máximo de 6,5% (para µsr = 7, 6), que diminui para menos
de 1% quando µsr > 14, 7; embora o erro oscile, sua amplitude tende a zero (veja Fig. 12).
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Figura 12 – Gráfico do erro relativo obtido ao comparar a solução exata, Eq. (3.12), com a
nova aproximação, Eq. (3.20). (a) Erro relativo para o potencial χ∞

s (r). (b) Erro relativo
para a derivada do potencial χ′

s
∞(r). Em ambos os casos, a amplitude dos erros relativos

tende a zero para µsr ≫ 1.
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4 REGULARIDADE DOS INVARIANTES DE CURVATURA

Um dos aspectos do estudo das soluções no limite Newtoniano de modelos com
derivadas superiores e de modelos não-locais diz respeito à resolução da singularidade
em r = 0 (veja, por exemplo, [29] e suas referências). Em particular, uma vez que para
Ns > 0 o fator de forma (1.5) cresce mais rapidamente que qualquer polinômio, existem
teoremas gerais que garantem que o potencial Newtoniano, bem como todos os invariantes
de curvatura polinomiais construídos a partir do tensor de Riemann e de suas derivadas,
são funções limitadas [28]. Neste capítulo, revisita-se o tema da resolução da singularidades,
que foi considerado pela primeira vez no contexto dos modelos GFN com N ∈ N nos
trabalhos [30, 31, 35].

4.1 CASO Ns ⩾ 1/2

A regularidade dos invariantes de curvatura polinomiais no tensor de Riemann
pode ser estudada de uma forma eficiente baseada na obsevação de que tais invariantes
podem ser escritos como contrações das componentes Rµν

ρσ do tensor de Riemann com
os tensores de Kronecker, em vez de envolver explicitamente a métrica e sua inversa [62].
Para a métrica (2.8), Rµν

ρσ possui 4 componentes independentes, a saber

K1 ≡ Rtr
tr = φ′′(r) = 4

3χ
′′
2(r) − 1

3χ
′′
0(r), (4.1a)

K2 ≡ Rtθ
tθ = φ′(r)

r
= 4

3
χ′

2(r)
r

− 1
3
χ′

0(r)
r

, (4.1b)

K3 ≡ Rrθ
rθ = −ψ′′(r) − ψ′(r)

r
= −2

3

[
χ′′

2(r) + χ′
2(r)
r

]
− 1

3

[
χ′′

0(r) + χ′
0(r)
r

]
, (4.1c)

K4 ≡ Rθϕ
θϕ = −ψ′(r)

r
= −2

3
χ′

2(r)
r

− 1
3
χ′

0(r)
r

. (4.1d)

À guisa de ilustração, o escalar de Kretschamnn linearizado pode ser escrito como

K ≡ RαβλτR
αβλτ = 4(K2

1 + 2K2
2 + 2K2

3 +K2
4). (4.2)

SeKi é regular para todo i ∈ {1, 2, 3, 4}, então todos os invariantes de curvatura polinomiais
no tensor de Riemann são limitados.

Uma vez que o potencial χs(r) é uma função analítica, limitada e par, segue
de (2.62) e do teorema de Taylor que

d2ℓ−1

dr2ℓ−1χs(r)
∣∣∣
r=0

= 0, d2ℓ

dr2ℓ
χs(r)

∣∣∣
r=0

= −GMµ2ℓ+1
s

πNs

(−1)ℓ

2ℓ+ 1Γ
(

2ℓ+ 1
2Ns

)
. (4.3)

Portanto, todos os K1,...,4 são funções pares e limitadas. Ademais, de acordo com o teorema
geral demonstrado em [28], os invariantes construídos a partir de derivadas covariantes
dos tensores de curvatura, tais como □ℓ R, (∇α∇β∇γ∇δRµνρσ)2, Rµναβ □

ℓ Rµναβ (ℓ ∈ N),
são regulares. Isso ocorre porque as derivadas de ordem ímpar de χs(r) se anulam r = 0,
enquanto as derivadas de ordem par são finitas em r = 0.
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4.2 CASO 0 < Ns < 1/2

Uma vez que o potencial (2.60) não é analítico para 0 < Ns < 1/2, o estudo da
regularidade dos invariantes de curvatura nesse regime é mais delicado [28, 64]. Nesse caso,
o potencial admite a representação integral (D.3), na qual a GEF é definida por (2.31).
Essa expressão pode ser utilizada para o cálculo das derivadas no limite r → 0, uma vez
que a suavidade da fonte efetiva permite a passagem do limite sob o sinal da integral,
resultando em

d2l−1χs(r)
dr2l−1 = −2GM

π

∫ ∞

0
dt e−t

∞∑
k=l+1

(−1)k−1 (µst
1

2Ns )2k−1

(2k − 1)(2k − 1)!(2k − 2)2l−1r
2k−2l−1 (4.4)

e

d2lχs(r)
dr2l

= −2GM
π

∫ ∞

0
dt e−t

∞∑
k=l+1

(−1)k−1 (µst
1

2Ns )2k−1

(2k − 1)(2k − 1)!(2k − 2)2lr
2k−2l−2 (4.5)

para todo l ∈ N. O limite r → 0 das expressões acima mostra que a Eq. (4.3) permanece
válida também nesse caso. Esse resultado pode ser entendido notando-se que a série (2.25)
converge em r = 0 mesmo quando 0 < Ns < 1/2. Uma discussão detalhada sobre a
convergência da série pode ser encontrada no Apêndice . Portanto, para todo Ns > 0 o
modelo não-local com fator de forma (1.5) regulariza completamente as singularidades
newtonianas. Como discutido em [28, 29], esse comportamento é explicado pelo fato de
que no regime ultravioleta o propagador (1.3) é suprimido mais rapidamente que qualquer
polinômio.

Como um exemplo explícito, considere o invariante de Kretschmann em r = 0 do
modelo GFN com µ2 = µ0 ≡ µ e N2 = N0 ≡ N e, consequentemente, φ = ψ = χ2 = χ0.
Utilizando (4.2) e (4.3) obtém-se

K(0)
G2M2µ6 = 16

3π2N2 Γ
( 3

2N

)2
, N > 0, (4.6)

ao passo que, no limite N → ∞, tem-se
K∞(0)
G2M2µ6 = 64

27π2 . (4.7)

A Fig. 13 exibe o valor do escalar de Kretschmann em r = 0 em função de N . O gráfico
mostra que K∞(0) funciona como um limite superior para tal escalar em todos os modelos
com N ⩾ 3/2; para Ns = 3/2, as Eqs. (4.6) e (4.7) fornecem exatamente o mesmo valor.

4.3 ULTRAVIOLETA VERSUS INFRAVERMELHO

Finalmente, para destacar a diferença entre modificações não-locais no ultravioleta
e no infravermelho, considere o cenário exótico com Ns < 0. Nesse caso, o fator de
forma (1.5) torna-se

fs(−k2) = e(µ2
s/k2)|Ns|

, (4.8)
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Figura 13 – Gráfico do valor do invariante de Kretschmann adimensional K(0)/(G2M2µ6)
em r = 0 em função de N , no caso particular em que µ2 = µ0 ≡ µ e N2 = N0 ≡ N . A
linha tracejada corresponde ao valor no limite N → ∞, K∞(0), que serve como um limite
superior para valores elevados de N . Os pontos representam os valores inteiros de N . Note
que quando N = 3/2, K(0) = K∞(0).

o qual tende a uma constante quando k → ∞. Portanto, o comportamento ultravioleta
do propagador (1.3) não é melhorado (em comparação com a relatividade geral), o que
significa, de acordo com os teoremas de [28], que podem existir singularidades de curvatura.
Como um exemplo explícito, consideremos o caso de Ns = −1, que foi proposto em [65].
A integração direta de (2.65) então resulta em

χs(r) = −2GM
πr

[
π

2 0F2

(
−; 1

2 , 1; µ
2
sr

2

4

)
−

√
πµsr 0F2

(
−; 3

2 ,
3
2; µ

2
sr

2

4

)]

= −GM

r
+ 2GMµs√

π
− GMµ2

s

2 r +O(r2).
(4.9)

Assim, o potencial não é limitado para Ns = −1, os termos em (4.1) divergem, e há uma
singularidade de curvatura em r = 0.
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5 CORREÇÕES QUÂNTICAS LOGARÍTMICAS A UM LAÇO AO LI-
MITE NEWTONIANO

Neste capítulo, investiga-se as propriedades gerais das correções quânticas a um
laço ao propagador do gráviton no limite Newtoniano da gravitação não-local. Tais
correções apresentam uma estrutura universal tanto no regime ultravioleta (UV) quanto
no infravermelho (IR) na forma de logaritmos [66]

Γ(1) = 1
16πG

∫
d4x

√
−g

{
(R − 2Λ) + 1

2CµναβF2(□)Cµναβ − 1
6RF0(□)R

−β2

2 Cµναβ log(−□ /µ2
R)Cµναβ + β0

6 R log(−□ /µ2
R)R

}
+O(R3),

(5.1)

em que µR é uma escala massiva. Os valores de β2,0 podem mudar nos limites UV e IR graças
ao teorema de desacoplamento de Appelquist–Carazzone [67]. Em escalas intermediárias, as
correções quânticas de um laço são dadas por fatores de forma complicados que dependem
da massa dos campos de matéria [48, 68, 69, 70]. Ainda assim, as contribuições dos campos
massivos são suprimidas no regime IR, de sorte que apenas contribuições logarítmicas de
campos sem massa dominam nesse regime. Entretanto, para fins de generalidade, nas
considerações a seguir os coeficientes β0,2 são tratados como parâmetros arbitrários.

5.1 CONSIDERAÇÕES GERAIS

Para derivar as equações de campo clássicas no limite newtoniano a partir da
ação (5.1), pode-se aplicar o mesmo procedimento da Sec. 2.1, mas agora com a substituição
fs(□) → fs(□) − βs log(−□ /µ2

R)2. O resultado é que, para a ação (5.1), as equações
para os potenciais de spin-s possuem a forma

fs(△) △χs − βs log(− △ /µ2
R) △2 χs = 4πGρ, s = 0, 2. (5.2)

A equação acima pode ser resolvida perturbativamente por meio de uma expansão em
laços do potencial, isto é,

χs = χ(0)
s + χ(1)

s +O(ℏ2), (5.3)

em que χ(l)
s é da ordem O(ℏl). Uma vez que βs = O(ℏ), as equações de ordem zero e de

primeira ordem em ℏ são dadas por

fs(△) △χ(0)
s = 4πGρ, (5.4)

fs(△) △χ(1)
s = βs log(− △ /µ2

R) △2 χ(0)
s . (5.5)

A equação (5.4) define a parte clássica do potencial e já foi resolvida na seção 2.1. Por
outro lado, a Eq. (5.5) representa a correção quântica a um laço ao potencial, que é um
dos objetos de interesse deste capítulo.
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O sistema (5.4), (5.5) pode ser resolvido por meio do método de Fourier[28]. Esse
procedimento fornece a seguinte solução para a correção quântica de um laço ao potencial

χ(1)
s (r) = 2βsGM

πr

∫ ∞

0
dk k sen(kr) log(k2/µ2

R)
[fs(−k2)]2 . (5.6)

Alternativamente, pode-se estudar o problema utilizando o formalismo das fontes efetivas
descrito na Sec. 2.1. Com efeito, a Eq. (5.5) pode ser reescrita como

△χ(1)
s = 4πGρ(1)

s , (5.7)

em que
ρ(1)

s (r) = −βsM

2π2r

∫ ∞

0
dk k

3 sen(kr) log(k2/µ2
R)

[fs(−k2)]2 (5.8)

é a correção quântica a um laço à fonte efetiva. A correção quântica a um laço à função
massa pode então ser obtida a partir de (5.8) por meio da relação

M (1)
s (r) = 4π

∫ r

0
dx x2ρ(1)

s (x) (5.9)

ou, utilizando (5.6),

M (1)
s (r) = r2

G

d
drχ

(1)
s (r). (5.10)

Uma vez que as integrais em (5.6) e (5.8) são muito semelhantes, é conveniente
definir uma integral mestra por

I
(1)
N,µ(r, n) =

∫ ∞

0
dk kn e−2(k/µ)2N sen(kr) log(k/µR). n ∈ N (5.11)

A comparação direta de (5.11) com (5.6), (5.8) e (5.10) mostra que as correções quânticas a
um laço à fonte efetiva, à função massa e ao potencial podem ser expressas, respectivamente,
em termos de I(1)

N,µ por

ρ(1)
s (r) = −βsM

π2r
I

(1)
Ns,µs

(r, 3), (5.12)

M (1)
s (r) = 4βsM

π

[
r
d

dr
I

(1)
N,µs

(r, 1) − I
(1)
Ns,µs

(r, 1)
]
, (5.13)

χ(1)
s (r) = 4βsGM

πr
I

(1)
Ns,µs

(r, 1). (5.14)

Para obter uma solução para (5.11), emprega-se novamente o truque de Feynman
a fim de eliminar o logaritmo presente no integrando da Eq. (5.11). Seja

J(r, α) ≡
∫ ∞

0
dk

(
µk

µR

)2α−1

e−2k2N sen(kr). (5.15)

Nessas condições,
I

(1)
N,µ(r, n) = µµn

R

2
∂

∂α
J(µr, α)

∣∣∣∣
α= n+1

2

. (5.16)
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Utilizando a representação em série de potências da função seno, pode-se avaliar J(r, α)
de maneira análoga a (2.20). Dessa forma, obtém-se

J(r, α) =
(
µ

µR

)2α−1 1
2 α

N

√
π r

2 1
2N

+2N

∞∑
l=0

Γ
(

2l+2α+1
2N

)
Γ
(

2l+3
2

) 1
l!

(
− r2

2 1
N

+2

)l

, (5.17)

em que a identidade (2l + 1)! = 22l+1l!,Γ (l + 3/2) /
√
π foi utilizada para simplificar o

fatorial (2l + 1)! na série de Taylor da função seno.

5.2 CASO Ns > 1/2

Quando Ns > 1/2, a fórmula (5.17) pode ser escrita de forma compacta em termos
da função Ψ de Fox–Wright [71],

pΨq[(a,A); (b, B); z] =
∞∑

k=0

p∏
j=1

Γ(aj + Ajk)
q∏

i=1
Γ(bi +Bik)

zk

k! , (5.18)

resultando em

J(r, α) =
(
µ

µR

)2α−1 1
2 α

N

√
π r

2 1
2N

+2N
1Ψ1

[(2α + 1
2N ,

1
N

)
;
(3

2 , 1
)

; − r2

2 1
N

+2

]
. (5.19)

Finalmente, calculando a derivada em relação ao parâmetro α e utilizando a Eq. (5.16),
obtém-se

I
(1)
N,µ(r, n) =

√
πµn+2 r

2n+2
2N

+3N2

{[
N log

(
µ2

µ2
R

)
− log 2

]
1Ψ1

[(
n+ 2
2N ,

1
N

)
;
(3

2 , 1
)

; − µ2r2

2 1
N

+2

]

+ ∂

∂a
1Ψ1

[(
a,

1
N

)
;
(3

2 , 1
)

; − µ2r2

2 1
N

+2

] ∣∣∣∣∣
a= n+2

2N

}
.

(5.20)

Na equação acima, a derivada de 1Ψ1 em relação ao parâmetro a é definida por meio da
série de Taylor,

∂

∂a
1Ψ1[(a,A); (b, B); z] =

∞∑
k=0

Γ(a + Ak)ψ(a + Ak)
Γ(b +Bk)

zk

k! , (5.21)

em que ψ(z) = d ln Γ(z)/dz = Γ′(z)/Γ(z) é a função digama.

De posse da solução para a integral (5.11), pode-se obter as correções quânticas para
a fonte efetiva, para a função massa e para o potencial por meio das Eqs. (5.12), (5.13) e (5.14).
Os resultados são

ρ(1)
s (r) = − βsMµ5

s

2
5

2Ns
+3 N2

s π
3/2

{[
Ns log

(
µ2

s

µ2
R

)
− log 2

]
1Ψ1

[( 5
2Ns

,
1
Ns

)
;
(3

2 , 1
)

; − µ2
sr

2

2
1

Ns
+2

]

+ ∂

∂a
1Ψ1

[(
a,

1
Ns

)
;
(3

2 , 1
)

; − µ2
sr

2

2
1

Ns
+2

] ∣∣∣∣∣
a= 5

2Ns

}
,

(5.22)
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Figura 14 – ρ(1)
s (r)/(βsMµ5

s) em função de µsr. Gráfico à esquerda: µR = 1, 2µs. Gráfico
à direita: µR = 0, 6µs.

Figura 15 – M (1)
s (r)/(βsMµ2

s) em função de µsr. Gráfico à esquerda: µR = 1, 2µs. Gráfico
à direita: µR = 0, 6µs.

M (1)
s (r) = − βsMµ5

sr
3

2
5

2Ns
+2N2

s

√
π

{[
Ns log

(
µ2

s

µ2
R

)
− log 2

]
1Ψ1

[( 5
2Ns

,
1
Ns

)
;
(5

2 , 1
)

; − µ2
sr

2

2
1

Ns
+2

]

+ ∂

∂a
1Ψ1

[(
a,

1
Ns

)
;
(5

2 , 1
)

; − µ2
sr

2

2
1

Ns
+2

] ∣∣∣∣∣
a= 5

2Ns

}
,

(5.23)
e

χ(1)
s (r) = βsGMµ3

s

2
3

2Ns
+1 N2

s

√
π

{[
Ns log

(
µ2

s

µ2
R

)
− log 2

]
1Ψ1

[( 3
2Ns

,
1
Ns

)
;
(3

2 , 1
)

; − µ2
sr

2

2
1

Ns
+2

]

+ ∂

∂a
1Ψ1

[(
a,

1
Ns

)
;
(3

2 , 1
)

; − µ2
sr

2

2
1

Ns
+2

] ∣∣∣∣∣
a= 3

2Ns

}
.

(5.24)

As Figs. 14, 15 e 16 apresentam, respectivamente, as soluções (5.22), (5.23) e (5.24)
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Figura 16 – χ(1)
s (r)/(βsGMµ3

s) em função de µsr. Gráfico à esquerda: µR = 1, 2µs. Gráfico
à direita: µR = 0, 6µs.

para alguns valores finitos de Ns. As linhas pretas tracejadas representam o comportamento
no infravermelho profundo (µsr ≫ 1) das funções,

ρ(1)
s (r) ∼

r→∞
−3βsM

πr5 , M (1)
s (r) ∼

r→∞

6βsM

r2 , χ(1)
s (r) ∼

r→∞
−2βsGM

r3 , (5.25)

que estão de acordo com o entendimento usual das teorias de campo efetivas. Note que
esses comportamentos assintóticos são universais no sentido de que não dependem do
modelo não-local em consideração, isto é, (5.25) é independente de Ns, µs e µR.1

Os gráficos ilustram que o sinal das correções quânticas a um laço para valores
pequenos de µsr pode mudar dependendo da razão µs/µR entre as escalas de renormalização
e de não-localidade. Essa mudança de sinal ocorre aproximadamente para µs ≈ µR, onde
log(µ2

s/µ
2
R) muda de sinal. Mais precisamente, para µsr ≪ 1 temos que

ρ(1)
s (r) = − βsMµ5

s

2
5

2Ns
+2N2

s π
2
Γ
( 5

2Ns

) [
Ns log

(
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s
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)
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( 5
2Ns

)]
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sr
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M (1)
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(
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s
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)
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( 5
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(µsr)3 +O(µ5

sr
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(5.27)
e

χ(1)
s (r) = βsGMµ3

s

2
3

2NsN2
s π

Γ
( 3

2Ns

) [
Ns log

(
µ2

s

µ2
R

)
− log 2 + ψ

( 3
2Ns

)]
+O(µ2

sr
2). (5.28)

1 Para obter as expressões em (5.25), basta realizar a mudança de variáveis k = q/r na
integral (5.11) e observar que e−2(q/µr)2N −→ 1 para µr ≫ 1. Além disso, o termo proporcional
a log(µR) não contribui nesse limite, uma vez que o resultado da integral correspondente é
uma função delta que se anula para r ≠ 0. Para mais detalhes, veja, por exemplo, [28] e as
referências ali contidas.
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Portanto, as correções quânticas de um laço à fonte e à função de massa são negativas nas
proximidades de r = 0 se

log
(
µ2

s

µ2
R

)
>

1
Ns

[
log 2 − ψ

( 5
2Ns

)]
, (5.29)

enquanto a correção quântica ao potencial é positiva quando

log
(
µ2

s

µ2
R

)
>

1
Ns

[
log 2 − ψ

( 3
2Ns

)]
. (5.30)

Além disso, o gráfico da Fig. 15 revela um novo efeito interessante: embora a função massa
clássica, dada pela Eq. (2.46), seja positiva de acordo com o Teorema 2 da Sec. 2.2.2, a
sua correção quântica a um laço muda de sinal um número finito de vezes. Os gráficos
sugerem que, ao menos para pequenos valores inteiros de Ns, o número de mínimos locais
negativos em M (1)

s (r) é igual a Ns quando a condição (5.29) é satisfeita, e igual a Ns − 1
caso contrário.

Como um teste de consistência, pode-se conferir se os resultados gerais obtidos aqui
reproduzem χ(1)

s (r) calculado em [28] para o caso particular Ns = 1. Primeiro, observe
que [72]

1Ψ1 [(a, 1) ; (b, 1) ; z] = Γ(a)
Γ(b) 1F1 (a; b; z) , (5.31)

em que 1F1(a; b; z) = M(a, b, z) é a função hipergeométrica confluente de Kummer. Então,
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Utilizando as identidades para as derivadas da funçaõ Ψ, obtém-se
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Portanto, a substituição em (5.22), (5.23), e (5.24) fornece para Ns = 1
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A solução para a correção a um laço ao potencial concorda parcialmente com o resultado
de [28], sendo a única diferença um fator multiplicativo no argumento do logaritmo. De
fato, há um erro tipográfico na Eq. (100) de [28] e o resultado correto é dado por (5.40).

5.3 CASO Ns = 1/2

Tendo em vista o domínio de validade da função Ψ de Fox–Wright, as solu-
ções (5.22), (5.23) e (5.24) são válidas apenas para Ns > 1/2. Para obter a solução no
caso Ns = 1/2, basta substituir diretamente esse valor em (5.17), obtendo
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Portanto,
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em que γ = 0, 57721 . . . é a constante de Euler–Mascheroni.

5.4 O LIMITE Ns → ∞

Outro caso de interesse é o limite Ns → ∞. Nesse limite, obtém-se

lim
N→∞

IN,µ(r, n) =
∫ µ

0
dk kn sen(kr) log(k/µR), (5.45)

que pode ser avaliado diretamente para n ∈ {1, 3}, resultando em
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(5.48)

As Figuras 17, 18 e 19 exibem (5.46), (5.47) e (5.48), respectivamente. O com-
portamento assintótico (5.25) é violado apenas para a função massa; a situação é muito
semelhante à de seu análogo clássico, conforme discutido na Sec. 2.2.2. De fato, para
µsr ≫ 1 tem-se

lim
Ns→∞

M (1)
s (r) ∼ 4βsMµ2

s

π
log

(
µs

µR

)
sen(µsr), (5.49)

mostrando que o número de mudanças de sinal da função massa tende ao infinito quando
Ns → ∞.
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Figura 18 – Gráfico de limNs→∞ M (1)
s (r)/(βsMµ2

s) em função de µsr. As linhas horizontais
correspondem a ±4 log (µs/µR) /π. Gráfico à esquerda: µR = 1, 2µs, ±4 log (µs/µR) /π =
±0, 232. Gráfico à direita: µR = 0, 6µs, ±4 log (µs/µR) /π = ±0, 650.

Figura 19 – Gráfico de limNs→∞ χ(1)
s (r)/(βsGMµ3

s) em função de µsr. Gráfico à esquerda:
µR = 1, 2µs. Gráfico à direita: µR = 0, 6µs.

5.5 REGULARIDADE DOS INVARIANTES DE CURVATURA

Finalmente, uma vez que as correções a um laço para o potencial são funções
pares de r, assim como seu análogo clássico, elas não comprometem a regularidade dos
invariantes de curvatura em r = 0, discutida na Sec. 4. Isso ocorre porque a integral (5.6),
que define as correções quânticas ao potencial, é semelhante à fonte efetiva clássica (2.15),

Figura 17 – Gráfico de limNs→∞ ρ(1)
s (r)/(βsMµ5

s) em função de µsr. Gráfico à esquerda:
µR = 1, 2µs. Gráfico à direita: µR = 0, 6µs.
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mas com o fator de forma efetivo

f̃s(k2) = [fs(−k2)]2
log(k2/µ2

R) . (5.50)

Embora esse fator de forma efetivo não satisfaça f̃s(0) = 1, ele cresce mais rápido que
qualquer polinômio, garantindo que mesmo quando as correções quânticas logarítmicas a
um laço são levadas em conta, o potencial Newtoniano permanece limitado, assim como
todos os invariantes de curvatura que são polinomiais no tensor de Riemann e em suas
derivadas [28].
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6 CONCLUSÃO

Nos últimos anos, diversos modelos de gravitação não-local foram propostos, e os
seus aspectos foram estudados sob diferentes perspectivas. Por exemplo, os trabalhos [28,
35] investigaram a questão da regularidade das soluções linearizadas. Nesta dissertação, os
principais resultados dizem respeito ao comportamento das soluções no limite Newtoniano,
com possíveis aplicações à fenomenologia do regime de campo fraco desses modelos.

Notou-se há algum tempo que o potencial Newtoniano modificado pode oscilar se os
fatores de forma forem do tipo fs(2) = exp(−2/µ2

s)Ns com Ns = 2, 3, . . . [31, 32, 33, 34],
mas a explicação do motivo pelo qual isso não ocorre para Ns = 1, bem como uma análise
comparativa detalhada dessas oscilações para diferentes valores de Ns ainda permaneciam
em aberto. Tais questões também foram abordadas nesta dissertação, juntamente com as
seguintes generalizações.

Primeiramente, as considerações aqui apresentadas não se restringiram apenas a
valores inteiros de Ns, podendo este assumir qualquer valor real positivo. À primeira vista,
tais fatores de forma não-polinomiais combinados com operadores fracionários podem
parecer artificiais do ponto de vista de extensões da relatividade geral. Não obstante,
eles permitem incorporar outras formulações da fenomenologia da gravitação quântica. À
título de exemplo, modelos efetivos oriundos da geometria não-comutativa frequentemente
utilizam fontes delta espalhadas com Ns = 1/2 [44, 45, 46], o que corresponde ao fator
de forma fs(2) = exp

√
−2/µ2

s. Nesse sentido, os resultados advindos do formalismo das
fontes efetivas e com valores genéricos de Ns > 0 podem encontrar aplicações além do
escopo tradicional da gravitação não-local.

Além disso, foram obtidas diversas representações para a fonte efetiva ρs(r), para
a função massa Ms(r) e para o potencial χs(r) em termos de integrais, de diversas de
funções especiais e de séries de potências. Nos casos particulares em que Ns ∈ {1/2, 1}
e no limite Ns → ∞, tais quantidades são conhecidas em forma compacta ou mesmo
fechada. Desenvolvimentos matemáticos recentes da Ref. [36] também permitiram expressar
as soluções para Ns > 0 genérico em formas extremamente compactas, elegantes e
mais simples do que as representações anteriormente conhecidas em termos de funções
hipergeométricas [30, 33, 73]. A principal consequência é que as fórmulas usuais para
Ns = 1 podem ser diretamente estendidas para um Ns > 0 arbitrário simplesmente
substituindo funções exponenciais tradicionais por funções exponenciais generalizadas, isto
é, exp(z) → ENs,α(z), em que α = 1 para a função massa e para o potencial e α = 3 no
caso da fonte efetiva.

Com todas essas representações disponíveis, pôde-se obter diversos resultados, por
exemplo:

i. A fonte efetiva para os potenciais Newtonianos é estritamente positiva para 0 <
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Ns ⩽ 1 (Teorema 1). Isso explica a ausência de oscilações espaciais do potencial
nesses modelos.

ii. Embora a fonte efetiva oscile e assuma valores negativos se Ns > 1, a função massa
efetiva Ms é sempre positiva (Teorema 2). Nessas condições, as oscilações das
soluções no regime de campo fraco nesses modelos de gravitação não-local são
muito diferentes daquelas da gravitação de Lee–Wick [51, 53], conforme discutido
na Sec. 2.2.2. Como consequência física, a força gravitacional em qualquer modelo
GFN é sempre atrativa. Além disso, na seção supracitada foi obtida uma estimativa
para a distância radial r∗ a partir da qual as oscilações da força gravitacional são
suprimidas, mostrando que ela cresce aproximadamente de forma linear com Ns.

iii. Também foram obtidas aproximações para a função masssa efetiva (Eq. (E.6)) e para
o potencial Newtoniano (Eq. (3.20)), as quais podem ser utilizadas em aplicações
fenomenológicas de modo mais eficiente do que as expressões exatas. Em particular,
dispondo de expressões exatas e aproximações analíticas, no capítulo 3 discutiu-se a
aproximação numérica proposta em [34], que foi utilizada para modelar experimentos
de laboratório destinados a detectar oscilações na força gravitacional.

iv. Verificou-se que todos os modelos com Ns > 0 possuem um limite Newtoniano
completamente regular, sem singularidades de curvatura. Isso ocorre porque o fator
de forma cresce mais rapidamente do que qualquer polinômio. Assim, não apenas os
invariantes de curvatura linearizados, mas também aqueles que envolvem derivadas
covariantes das curvaturas são limitados. Isso difere do limite Newtoniano de qualquer
modelo local de gravitação com derivadas superiores e de modelos não-locais que
apresentam comportamento polinomial no ultravioleta, pois nesses casos sempre
existirão invariantes envolvendo derivadas da curvatura que são singulares [28].

v. Por fim, mas não menos importante, aplicou-se o formalismo de fonte efetiva para
calcular os efeitos das correções quânticas logarítmicas a um laço no limite Newtoniano
das soluções. Verificou-se que elas reproduzem o comportamento previsto pela
abordagem efetiva da gravitação quântica no limite µsr ≫ 1 e mostrou-se como elas
podem se manifestar em escalas intermediárias. Por exemplo, a correção quântica
para a fonte efetiva, a função de massa e o potencial tipicamente oscila e pode
mudar de sinal para valores pequenos de µsr, a depender da razão µs/µR. Ademais,
embora a função massa efetiva clássica M (0)

s (r) seja sempre positiva, sua correção
quântica de um laço M (1)

s (r) pode mudar de sinal um número finito de vezes em
valores intermediários de µsr. A interpretação física desse resultado interessante pode
estar relacionada à manifestação de graus de liberdade do tipo fantasma gerados
por correções quânticas [22], que podem assumir um comportamento taquiônico
dependendo do valor de Ns.
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Os resultados obtidos aqui, e em particular as aproximações para a função massa
efetiva e para o potencial, podem ser utilizados para explorar a fenomenologia do regime de
campo fraco da gravitação não-local. Evidentemente, também seria interessante investigar
se e como as oscilações das soluções no limite Newtoniano se manifestam no regime
totalmente não-linear, e se as singularidades de buracos negros podem realmente ser
evitadas nesses modelos. No entanto, é extremamente difícil ir além da aproximação linear
em modelos não-locais.
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APÊNDICE A – Soluções em termos de funções hipergeométricas
generalizadas

Os trabalhos prévios sobre modelos GFN que analisaram suas soluções no limite
Newtoniano para N > 1 resumem-se da seguinte forma: em [33] a fonte efetiva foi obtida
para N ∈ {2, 3} e o potencial Newtoniano foi calculado para N ∈ {2, 4} em [30] e
para N = 2 em [73]. Nesses trabalhos, as expressões para essas quantidades envolveram
uma soma finita de funções hipergeométricas generalizadas, as quais se tornam mais
complicadas à medida que o valor de N aumenta.1 Neste apêndice mostra-se que para
Ns ∈ N as soluções obtidas no capítulo 4 podem ser expressas em termos de funções
hipergeométricas generalizadas.

A tarefa básica é demonstrar que a expressão em série de potências para a integral
IN(r), isto é,

IN(r) = 1
2N

∞∑
p=0

Cp, Cp = (−1)p

(2p+ 1)! Γ
(2p+ 3

2N

)
r2p, (A.1)

tem como resultado uma soma finita de funções hipergeométricas generalizadas para
N ∈ N. Utilizando a identidade

(2p)! = 22pp!
Γ
(
p+ 1

2

)
Γ
(

1
2

) , (A.2)

pode-se expressar o fator (2p+ 1)! em (A.1) na forma

(2p+ 1)! = (2p+ 1)(2p)! = 22pp!
(
p+ 1

2
1
2

) Γ
(
p+ 1

2

)
Γ
(

1
2

) = 22pp!
Γ
(
p+ 3

2

)
Γ
(

3
2

) , (A.3)

o qual pode ser reescrito como

(2p+ 1)! = 22p(1)(p)

(3
2

)
(p)
, (A.4)

em que (a)(n) = Γ(a+ n)/Γ(a) denota o fatorial ascendente ou símbolo de Pochhammer.
Uma vez que

∞∑
p=0

Cp =
∞∑

q=0

N−1∑
ℓ=0

CNq+ℓ, (A.5)

para qualquer série convergente, obtém-se para (A.1)

IN(r) = 1
2N

∞∑
q=0

N−1∑
ℓ=0

CNq+ℓ, (A.6)

em que

CNq+ℓ = 1
(1)(Nq+ℓ)

(
3
2

)
(Nq+ℓ)

Γ
(
q + 3 + 2ℓ

2N

)
(−1)Nq+ℓ

(
r

2

)2Nq+2ℓ

. (A.7)

1 A representação em série de potências para o potencial foi obtida em [31].
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O próximo passo consiste em utilizar as propriedades do fatorial ascendente

(a)(n+k) = (a)(k)(a+ k)(n), (A.8)

(a)(kn) = kkn ×
k−1∏
j=0

(
a+ j

k

)
(n)
, (A.9)

para obter

(1)(Nq+ℓ)

(3
2

)
(Nq+ℓ)

= (1)(ℓ)

(3
2

)
(ℓ)

(N)2Nq
2N+1∏
j=2

(
2ℓ+ j

2N

)
(q)
. (A.10)

A identidade acima combinada com

Γ
(
q + 3 + 2ℓ

2N

)
=
(

3 + 2ℓ
2N

)
(q)

Γ
(

3 + 2ℓ
2N

)
, (A.11)

fornece o resultado para (A.7):

CNq+ℓ = (−1)ℓ

(2ℓ+ 1)! Γ
(

3 + 2ℓ
2N

)
r2ℓ 1

2N+1∏
j=2
j ̸=3

(
2ℓ+j
2N

)
(q)

(−1)Nq
(
r

2N

)2Nq

, (A.12)

em que se utilizou (A.4) novamente. Portanto,

IN(r) = 1
2N

N−1∑
ℓ=0

(−1)ℓ

(2ℓ+ 1)! Γ
(

3 + 2ℓ
2N

)
r2ℓ

∞∑
q=0

1
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j ̸=3

j ̸=2(l−N)

(
2ℓ+j
2N

)
(q)

(−1)Nq

q!

(
r

2N

)2Nq
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(A.13)

Uma vez que a função hipergeométrica generalizada pFq é definida por

pFq(a1, . . . , ap; b1, . . . , bq; z) =
∞∑

n=0

p∏
i=1

(a)(n)

q∏
j=1

(b)(n)

zn

n! , (A.14)

encontra-se que

IN(r) = 1
2N

N−1∑
ℓ=0

(−1)ℓ

(2ℓ+ 1)!Γ
(

2ℓ+ 3
2N

)
r2ℓ ×

× 0F2N−2

−; ℓ+ 1
N

,
ℓ+ 2
N

, . . . ,
ℓ+N

N
,
2ℓ+ 5

2N ,
2ℓ+ 7

2N , . . . ,
2ℓ+ 2N + 1

2N ;
(

− r2

4N

)N
∗

,

(A.15)
em que, seguindo a notação padrão [74], o asterisco indica a omissão do termo que
corresponde a j = 2l − 2N .

Portanto, a Eq. (2.19) implica

ρs(r) = Mµ3
s

4π2Ns

Ns−1∑
ℓ=0

(−1)ℓ

(2ℓ+ 1)!Γ
(

2ℓ+ 3
2Ns

)
(µsr)2ℓ ×

× 0F2Ns−2

−; ℓ+ 1
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ℓ+ 2
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, . . . ,
ℓ+Ns
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2ℓ+ 5
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,
2ℓ+ 7
2Ns

, . . . ,
2ℓ+ 2Ns + 1

2Ns

;
(

−µ2
sr

2

4Ns

)Ns
∗

.

(A.16)
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A partir da fonte efetiva, pode-se obter a função massa e o potencial Newtoniano uitli-
zando (2.17) e (2.18) bem como a fórmula de integração [74]∫ y

0
dx xα−1

pFq (ap; bq;ωxn) = yα

α
p+1Fq+1

(
ap,

α

n
; bq,

α

n
+ 1;ωyn

)
. (A.17)

Os resultados são, respectivamente,

Ms(r) = M

πNs

Ns−1∑
ℓ=0

(−1)ℓ

(2ℓ+ 1)! Γ
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2ℓ+ 3
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(A.18)
e

χs(r) = − GMµs

πNs
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(A.19)
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APÊNDICE B – Soluções em termos da função G de Meijer

A função fβ(t) = exp(−tβ), que corresponde ao fator de forma (1.5), é por vezes
denominada função exponencial esticada e possui aplicações em contextos distintos. Por
exemplo, ela é tipicamente empregada em descrições fenomenológicas de relaxação mecâ-
nica em sistemas desordenados, bem como na na estatística da distribuição cumulativa
complementar de Weibull. Por essas razões, existe uma vasta literatura dedicada ao estudo
de integrais que envolvem a função exponencial esticada. Uma das técnicas para tratar
integrais que contém fβ(t) (veja, por exemplo, [75] e referências ali citadas) consiste em
expressar as funções não-polinomiais presentes no integrando em termos da função G de
Meijer

Gm,n
p,q

a1, . . . , ap

b1, . . . , bq

∣∣∣∣∣∣x


e aplicar a fórmula de integração para
∫ ∞

0
dx xα−1Gs,t

u,v

 c1, . . . , cu

d1, . . . , dv

∣∣∣∣∣∣σx
Gm,n

p,q

a1, . . . , ap

b1, . . . , bq

∣∣∣∣∣∣ωxl/k

 , (B.1)

a qual pode ser encontrada, por exemplo, nas Refs. [76, 77].

A fim de aplicar as prescrições supracitadas para a integral (2.20) (considerando
N ∈ N), utiliza-se

e−f(x) = G1,0
0,1

−
0

∣∣∣∣∣∣ f(x)
 e sen(x) =

√
π G1,0

0,2

 −
1
2 , 0

∣∣∣∣∣∣ x
2

4

 , (B.2)

de modo que

IN(r) =
√
π

r

∫ ∞

0
dk k G1,0

0,2

 −
1
2 , 0

∣∣∣∣∣∣ r
4k2

4

G1,0
0,1

−
0

∣∣∣∣∣∣ k2N


=

√
π

2r

∫ ∞

0
dxG1,0

0,2

 −
1
2 , 0

∣∣∣∣∣∣ r
4x

4

G1,0
0,1

−
0

∣∣∣∣∣∣xN

 .
(B.3)

Logo, a integral relevante é da forma (B.1) com a seguinte identificação: α = 1, s = 1,
t = 0, u = 0, v = 2, m = 1, n = 0, p = 0, q = 1, ω = 1, l = N , k = 1, d1 = 1/2, d2 = 0,
b1 = 0, e σ = r2/4 (os termos ap- e cu são ausentes). Logo, utilizando a fórmula que pode
ser encontrada em [76, 77], o resultado para (B.3) é

IN(r) = 2N3/2√π
r3 G1,N

2N,1

− 1
2N
, 1

2N
, . . . , 2N−3

2N
; 0, 1

N
, 2

N
, . . . , N−1

N
;

0

∣∣∣∣∣∣
(

2N
r

)2N

 . (B.4)

A fórmula acima pode ser simplificada utilizando identidades tais como [74]

Gmn
pq

 a1, a2, . . . , ap

b1, . . . , bq−1, a1

∣∣∣∣∣∣ z
 = Gm−1,n

p−1,q−1

 a2, . . . , ap

b1, b2, . . . , bq−1

∣∣∣∣∣∣ z
 , n, p, q ⩾ 1, (B.5)
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zαGmn
pq

ap

bq

∣∣∣∣∣∣ z
 = Gmn

pq

aq + α

bp + α

∣∣∣∣∣∣ z
 , (B.6)

e

Gmn
pq

ap

bq

∣∣∣∣∣∣ z
 = Gnm

qp

 1 − bq

1 − ap

∣∣∣∣∣∣ 1
z

 , (B.7)

que fornecem

IN(r) =
√
π

4N3/2 G
N,0
0,2N−1

 −
0, 1

N
, 2

N
, . . . , N−1

N
; − 1

2N
, 1

2N
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2N

∣∣∣∣∣∣
(

r
2N

)2N

 . (B.8)

Esta expressão corresponde à fonte efetiva, ao passo que a função massa e o potencial
podem ser obtidos por meio da fórmula de integração

∫ y

0
dx xα−1 Gmn

pq

ap

bq

∣∣∣∣∣∣ωx
 = yα Gm,n+1

p+1,q+1

a1, . . . , an, 1 − α; an+1, . . . , ap

b1, . . . , bm;α, bm+1, . . . , bq
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 .
(B.9)

Os resultados explícitos são

ρs(r) = Mµ3
s

(4πNs)3/2 G
Ns,0
0,2Ns−1
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0, 1
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, 2
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 ,
(B.10)

Ms(r) = 2M
√
Ns

π
GNs,1

1,2Ns

 1
3
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, 5
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 , (B.11)

χs(r) = − GMµs

2
√
πN

3/2
s

GNs,1
1,2Ns

 2Ns−1
2Ns

0, 1
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, 2
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, 1
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µsr
2Ns

)2Ns

 .
(B.12)

Por fim, vale destacar que as expressões acima são equivalentes àquelas obtidas no
Apêndice , tendo em vista que [74]

Gm,n
p,q

 aq

bq

∣∣∣∣∣z
 =

m∑
h=1

∏m

j=1 Γ(bj−bh)∗
∏n

j=1 Γ(1+bh−aj)∏q

j=m+1 Γ(1+bh−bj)
∏p

j=n+1 Γ(aj−bh) z
bh ×

× pFq−1
(
1 + bh − ap; (1 + bh − bq)∗; (−1)p−m−nz

)
.

(B.13)

Ademais, há um aspecto curioso sobre essas equações: embora o argumento das expres-
sões (B.10)–(B.12) seja (µsr/2Ns)2Ns , isso não implica que tais expressões sejam funções
pares de r. Com efeito, como se observa no lado esquerdo de (B.13), a paridade da
função G é determinada pela sequência bq (cujos elemetos aparecem nos fatores zbh), tendo
em vista que, neste caso, pFq é uma função par. Sendo assim, os coeficientes presentes nas
Eqs. (B.10)–(B.12) podem ser escritos na forma

bq =
(
b̃1, . . . , b̃m

2Ns

; b̃m+1, . . . , b̃q

2Ns

)
(B.14)
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de modo que

zbh =
(
µsr

2Ns

)b̃h

, em que 1 ⩽ h ⩽ m. (B.15)

Portanto, se (b̃1, . . . , b̃m) é uma sequência de números pares (ímpares), o objeto corres-
pondente é uma função par (ímpar) de r. Isso posto, a fonte efetiva e o potencial são
funções pares, ao passo que a função massa é ímpar, como deve ser em modelos cujo fator
de forma fs(−k2) cresce mais rapidamente que qualquer polinômio [28, 29].



65

APÊNDICE C – Análise de convergência da série (2.25)

Neste apêndice, analisa-se a convergência da série (2.25). Seja

aℓ = (−1)ℓ

(2ℓ+ 1)!Γ
(

2ℓ+ 3
2N

)
(C.1)

para todo ℓ ∈ N ∪ {0}. Utilizando a propriedade Γ(z + 1) = zΓ(z), a equação acima pode
ser reescrita como

aℓ = (−1)ℓ

(2ℓ+ 1)!
2N

2ℓ+ 3Γ
(

1 + 2ℓ+ 3
2N

)
, (C.2)

de sorte que ∣∣∣∣aℓ+1

aℓ

∣∣∣∣ = 1
(2ℓ+ 2)(2ℓ+ 5)

Γ
(
1 + 2ℓ+5

2N

)
Γ
(
1 + 2ℓ+3

2N

) . (C.3)

Da fórmula de Stirling para a função gama, válida para z suficientemente grande,
segue que

Γ(1 + z) ∼
√

2πz
(
z

e

)z

, . (C.4)

o que implica

lim
ℓ→∞

∣∣∣∣∣aℓ+1 r
2(ℓ+1)

aℓ r2ℓ

∣∣∣∣∣ ∼ r2

4N 1
N

ℓ
1
N

−2. (C.5)

Consequentemente, pelo teste da razão, a série converge absolutamente em R para N > 1/2.
Ademais, como toda série de potências converge uniformemente em qualquer intervalo
compacto contido em seu raio de convergência, conclui-se que a série (2.24) converge
uniformemente em [0, L], para todo L > 0, sempre que N > 1/2. Por outro lado, se
N < 1/2, a série converge somente em r = 0. No caso crítico N = 1/2, embora a série
convirja para |r| < 1, ela pode ser somada analiticamente, resultado na expressão fechada
[viz. Eq (2.22)],

I1/2(r) = 2
(1 + r2)2 ; (C.6)

veja também a Eq. (2.27) e a discussão ali apresentada.
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APÊNDICE D – Representações integrais úteis e demonstração do Teorema 2

Partindo-se das Eqs. (2.28) e (2.29) é possível construir representações integrais
alternativas para a fonte efetiva, função massa e potencial Newtoniano, dadas por

ρs(r) = M

2π2r3

∫ ∞

0
dt
[
sen(µsrt

1
2Ns ) − (µsrt

1
2Ns ) cos(µsrt

1
2Ns )

]
e−t, (D.1)

Ms(r) = 2M
π

∫ ∞

0
dt
[
Si (µsrt

1
2Ns ) − sen(µsrt

1
2Ns )

]
e−t, (D.2)

χs(r) = −2GM
πr

∫ ∞

0
dt Si (µsrt

1
2Ns ) e−t, (D.3)

em que Si(z) é a função seno integral (3.11). As representações acima são válidas para
todo Ns > 0, e são úteis tanto na demonstração de algumas propriedades gerais (como a
positividade da função massa) quanto na realização de cálculos numéricos. Notadamente,
o limite Ns → ∞ pode ser avaliado diretamente, o que resulta nas Eqs. (3.7), (3.10),
e (3.12). Esse fato torna o cálculo numérico de (D.1)–(D.3) estável e eficiente mesmo para
valores grandes de Ns, o que permite extrapolar algumas considerações da Sec. 2.2.2 até
Ns = 1000.

De posse da representação integral (D.2), a demonstração do Teorema 2 da Sec. 2.2.2
é imediata. Com efeito, é suficiente mostrar que o integrando da Eq. (D.2) é positivo, isto
é,

g(x) ≡ Si(x) − sen(x) > 0, x > 0. (D.4)

Para esse fim, considere separadamente os intervalos 0 < x < π e x > π. No primeiro caso,
note que g(0) = 0 e g′(x) = sen x

x
− cos x > 0 para x ∈ (0, π), o que implica g(x) > 0 nesse

intervalo. Para x > π a desigualdade

x > 0 =⇒ π

2 − 1
x
⩽ Si(x) ⩽ π

2 + 1
x
, (D.5)

fornece
g(x) ⩾ π

2 − 1
x

− 1 ⩾
π

2 − 1
π

− 1 > 0. (D.6)

Isso demonstra a desigualdade (D.4) e, por conseguinte, a positividade da função massa
efetiva.
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APÊNDICE E – Oscilações da função massa

Outra aplicação útil da representação integral (D.2) para a função massa é estimar
o ponto r∗ ≫ 1/µs, no qual as oscilações são suprimidas e além do qual Ms(r) ≈ M (veja a
discussão na Sec. 2.2.2). Primeiramente, note-se que, para µsr ≫ 1, a integral do primeiro
termo em (D.2) tende a π/2,∫ ∞

0
dt Si(µsrt

1
2Ns ) e−t ∼

µsr≫1

∫ ∞

0
dt π2 e

−t = π

2 , (E.1)

como pode ser demonstrado usando a desigualdade (D.5). Uma vez que a função massa
oscila apenas para Ns > 1, emprega-se a expansão

t
1

2Ns = e
1

2Ns
log t = 1 + log t

2Ns

+O(N−2
s ), (E.2)

para o segundo termo na integral (D.2), de modo que, para Ns ≫ 1, tem-se∫ ∞

0
dt sen(µsrt

1
2Ns )e−t ≈

∫ ∞

0
dt sen

(
µsr + µsr

2Ns

log t
)
e−t. (E.3)

A integral acima possui a forma geral∫ ∞

0
dz sen(α+ β log z)e−z = − Im [e−iαΓ(1 − iβ)], α, β > 0. (E.4)

Assim, escrevendo a função gama (complexa) como Γ(1 − iβ) = a+ ib, obtém-se∫ ∞

0
dz sen(α+ β log z)e−z = a senα− b cosα. (E.5)

Portanto, as Eqs. (D.2), (E.1), (E.3) e (E.5) fornecem a aproximação Ms(r) ≈ Map
s (r), em

que

Map
s (r)
M

≡ 1 − 2
π

{
Re

[
Γ
(

1 − i
µsr

2Ns

)]
sen(µsr) − Im

[
Γ
(

1 − i
µsr

2Ns

)]
cos(µsr)

}
. (E.6)

A equação acima fornece a forma segundo a qual a função massa oscila para µsr ≫ 1
e Ns ≫ 1. A comparação de (E.6) com o resultado exato para Ms(r) mostra que a
aproximação parece ser razoável mesmo para valores relativamente pequenos de Ns e de
µsr (veja a Fig. 20). A razão para isso é dupla: primeiro, a integral seno (E.1) converge
rapidamente para seu valor assintótico π/2 e, em segundo lugar, o termo (E.2) tende
rapidamente a 1 à medida que o parâmetro Ns aumenta.

O próximo passo é encontrar a função que descreve a atenuação das oscilações da
Eq. (E.6). Para isso, emprega-se novamente (E.4). Agora, é conveniente escrever a função
gama complexa na forma polar Γ(1 − ib) = ρ eiθ, de modo que∫ ∞

0
dz sen(α+ β log z)e−z = ρ sen(α− θ). (E.7)

Uma vez que a função seno é limitada, tem-se

−ρ ⩽
∫ ∞

0
dz sen(α+ β log z)e−z ⩽ ρ, (E.8)
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Figura 20 – Comparação entre a função massa exata (D.2) (linha tracejada laranja) e a
aproximação (E.6) (linha azul contínua) para Ns = 2 (superior esquerdo), Ns = 4 (superior
direito), Ns = 10 (inferior esquerdo) e Ns = 20 (inferior direito). As curvas vermelhas
representam as funções envoltórias do pacote de ondas 1 ± δ, onde δ é dado por (E.12).
A linha preta tracejada corresponde à forma assintótica da função massa para r → 0,
Eq. (2.53).

o que, juntamente com (E.1), resulta em

1 − δ ⩽
Map

s (r)
M

⩽ 1 + δ, (E.9)

em que
δ = π

2

∣∣∣∣Γ(1 − i
µsr

2Ns

)∣∣∣∣ . (E.10)

A função envoltória das oscilações, 1 ± δ(µsr,Ns), pode ser escrita em uma forma mais
útil utilizando

|Γ(1 ± iβ)|2 = πβ

senh(πβ) , (E.11)

o que fornece

δ =
√

2
π

µsr

Ns

csch
(
π

2
µsr

Ns

)
. (E.12)

Note que δ → 0 quando µsr → ∞. A Fig. 20 exibe uma comparação entre a integração
numérica de (D.2) com (E.6) e (E.9) para vários valores de Ns; note que, embora tecnica-
mente derivada para valores grandes de Ns e µsr, a aproximação funciona relativamente
bem mesmo quando esses valores não são tão grandes.
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Figura 21 – Solução numérica para o fator multiplicativo Y em função do erro relativo
δ = |1 −Ms(r)/M | (em porcentagem), em escala log-linear.

Dado um δ arbitrariamente pequeno, a equação (E.12) pode ser invertida para
fornecer o valor de r∗ tal que r > r∗ implica |Ms(r)/M | < 1 + δ. Formalmente,

µsr∗

Ns

= Y (δ). (E.13)

Como (E.12) depende da combinação µsr/Ns, é claro que µsr∗ escala linearmente com
Ns, como foi suposto em (2.56). A Fig. 21 representa a função Y (δ) obtida pela solução
numérica da equação transcendental (E.12). Como o gráfico revela, a dependência de Y
em relação a δ, em escala semi-logarítmica, é quase linear. Portanto, é possível encontrar
uma aproximação para Y (δ) usando uma regressão linear. Para obter resultados mais
precisos, é conveniente particionar os valores de Y em dois domínios, a saber, 6 ⩽ Y ⩽ 10
e 10 < Y ⩽ 50. Então, usando os dados numéricos mostrados na Fig. 21, o método dos
mínimos quadrados fornece

Y (δ) ≈

(−1, 385 ± 0, 005) log(100δ) + (7, 272 ± 0, 006), for 6 ⩽ Y ⩽ 10,

(−1, 314 ± 0, 002) log(100δ) + (7, 41 ± 0, 04), for 10 < Y ⩽ 50.
(E.14)

Essas relações podem ser usadas para estimar o ponto além do qual as correções não-locais
à função massa são suprimidas, como na Sec. 2.2.2. Por exemplo, para que Ms(r) ≈ M

dentro de 1%, é necessário que r > r∗ ≈ 7, 3Ns/µs, enquanto que, para um desvio de
0, 0001%, precisamos de r > r∗ ≈ 20Ns/µs.
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