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RESUMO

Nesta dissertagao, investiga-se o limite Newtoniano de uma classe de modelos
nao-locais caracterizados pelos fatores de forma f,(00) = exp[(— O /u?)™+] por meio do
formalismo das fontes efetivas. Nas consideracoes aqui apresentadas, supoe-se que N,
é um numero real positivo, ndo necessariamente inteiro. Como resultado, sdo obtidas
diversas representagoes para a fonte efetiva, para a fun¢do massa e para o potencial
Newtoniano, bem como aproximagoes que evidenciam a dependéncia dessas quantidades
nos parametros N e us e que podem ser utilizadas na fenomenologia do regime de campo
fraco da gravitacdo nao-local. Ademais, explica-se o motivo pelo qual as oscilagoes do
potencial Newtoniano se manifestam apenas quando N; > 1 e demonstra-se que, apesar da
presenca de tais oscilagoes, a fungao massa efetiva é positiva para todo Ny > 0. Também
verifica-se que as solugoes das equagoes de movimento linearizadas sao regulares, isto é, nao
exibem singularidades nos invariantes de curvatura. Por fim, sdo calculadas as correcoes

quanticas logaritmicas ao potencial Newtoniano, a fonte efetiva e a funcao massa.

Palavras-chave: gravitacao nao-local; limite Newtoniano; fontes efetivas; corre¢oes quanti-

cas.



ABSTRACT

In this work, the Newtonian limit of a class of nonlocal models characterized
by the form factors f,(0J) = exp[(— O /u?)"+] is investigated using the effective sources
formalism. In the considerations presented here, it is assumed that N, is a positive real
number, not necessarily an integer. As a result, several representations for the effective
source, for the mass function, and for the Newtonian potential are obtained, as well
as approximations that highlight the dependence of these quantities on the parameters
N, and p, and that can be employed in the phenomenology of the weak-field regime of
nonlocal gravity. Furthermore, the reason why Newtonian potential oscillations arise only
when N; > 1 is explained, and it is shown that, despite the presence of such oscillations,
the effective mass function is positive for all Ny > 0. It is also verified that the solutions
of the linearized equations of motion are regular, that is, they do not exhibit curvature
singularities. Finally, logarithmic quantum corrections to the Newtonian potential, to the

effective source, and to the mass function are calculated.

Keywords: nonlocal gravity; Newtonian limit; effective sources; quantum corrections.
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NOTACOES E CONVENCOES

Nesta dissertacao, adotam-se as seguintes convengoes:

i. As unidades sao tais que ¢ = h = 1;

—e

i. A assinatura da métrica é (+,—, —, —);

ili. O tensor de Riemann é definido como
R = 0,15, — 0,15, + TS, T3, — TN Th,;

iv. O tensor de Ricci e a curvatura escalar sao dados, respectivamente, pelas contragoes
R/ux = Rauau e R= guVR/w;

v. O tensor de Weyl em 4 dimensoes é definido por

1 1
Cuvap = Rapuw + g(gﬁﬂRau — JouRp + G Rpy — gpv Rap) + 6R(9augﬁv — Jow98u);

vi. O operador de D’Alembert é definido por O = ¢**V,V,,.
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1 INTRODUCAO

A relatividade geral, proposta por Albert Einstein em 1916, é capaz de descrever
fendmenos gravitacionais classicos em um amplo espectro de energias, fato corroborado
por intimeros testes de alta precisao [1]. Nao obstante, ainda perduram problemas que
carecem de descricoes satisfatorias. Com efeito, no regime ultravioleta, as solugoes mais
relevantes da relatividade geral, tais como a solu¢ao homogénea e isotropica, que fornece
uma aproximacao de ordem zero para a dindmica do universo, exibem singularidades.
Isso posto, nao se pode esperar que a relatividade geral, enquanto teoria classica da
gravitacao, permaneca valida em todas as escalas de energia, sobretudo na vizinhanga
de singularidades, onde a curvatura do espaco-tempo inevitavelmente atinge a escala de

Planck 5% ~ M2 ~ 10" GeV e a descricio classica da gravitacdo supostamente é violada.

Do ponto de vista quantico, uma vez que a relatividade geral nao é renormalizével [2,
3, 4, 5], sua previsibilidade é comprometida no regime de altas energias. Um modo de
melhorar o comportamento do propagador da teoria no regime ultravioleta e a convergéncia
das integrais de lago consiste em acrescentar a acao de Einstein-Hilbert termos com
derivadas superiores, tais como RFy(O)R e ClpapFo(0)CH% em que Fp»(0) sdo fungdes
analiticas avaliadas no operador de D’Alembert. No caso particular em que Fj, s@o
fungoes constantes, obtém-se o modelo com quatro derivadas, também conhecido como
gravitacao de Stelle, o qual é renormalizavel [6]. Em vez disso, se Fp () sdo fungoes
polinomiais, o modelo pode ser superrenormalizével [7]. Além disso, é valido mencionar
que, mesmo no cenario da gravitacao semiclassica, a consisténcia do procedimento de
renormalizagao de campos de matéria quanticos no espago-tempo curvo requer a inclusao

de termos quadréticos na curvatura na agao classica [8].

Entretanto, modelos locais com derivadas superiores tipicamente exibem polos
massivos do tipo fantasma no propagador [6, 7], o que leva, no nivel quantico, & violagao

da unitariedade e pode estar associado as instabilidades de Ostrogradsky na teoria classica.

1.1 GRAVITACAO NAO-LOCAL

Nas ultimas décadas, houve varias tentativas de se conciliar renormalizabilidade
e unitariedade [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15]. Uma dessas abordagens consiste na construgao
de agoes nao-locais, isto €, nao-polinomiais nas derivadas dos campos, as quais permitem
melhorar o comportamento do propagador no regime ultravioleta sem, contudo, introduzir
modos patologicos, como os fantasmas, no espectro fisico. Isso posto, torna-se possivel a
formulagao de modelos de gravitagao sem fantasmas no nivel de arvore e que podem ser
(super)renormalizaveis [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22]. A desvantagem, todavia, diz respeito
a presenca de operadores diferenciais nao-polinomiais na ag¢ao, o que torna o estudo das

solugoes classicas dificultoso.
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No que se segue, considerar-se-a a seguinte a¢do nao-local

- L 4 — — 1 pvof _l 3
S=1o-c [ 4o vV=a{(B=20) 4 SCuasAO)C™ ~ LRE(D)R} + O(RY), (L)

em que G é a constante de Newton, A ¢é a constante cosmolégica e O(R?) denota os termos

pelo menos cibicos na curvatura. Ademais,

f(@) —1

F8<|:|) = |:| )

fo(OQ) = @), s {0,2} (1.2)

sao fatores de forma nao-locais, isto é, fungdes nao-polinomiais do operador de D’Alembert

+Hs(z)

e Hy(z) é uma funcao inteira. Uma vez que Hy(z) é inteira, as fungoes e também

sao inteiras e, portanto, nao possuem polos no plano complexo finito *. Além disso, uma

Hs(2)g=Hs(2) = 1 conclui-se que elas também

vez que tais fungoes sao reciprocas, isto é, e
nao possuem zeros no plano complexo finito. Os operadores exponenciais presentes na
acao gravitacional sdo introduzidos de modo que o comportamento ultravioleta da parte
independente de calibre do propagador ao nivel de arvore, isto €,
(2) (0—s)
1|5 1 Puvap

uv,a3 I

Cunet B = 3 | k)~ 27 |

(1.3)

seja modificado sem a introducao de fantasmas. Isso decorre do fato de que f,(—k?) =

Hy(—k?)

e nao possui zeros no plano complexo a distancias finitas da origem. Na equacao

2,0—s)

Lop  S30 0s projetores de Barnes-Rivers [23, 24].

acima, Pls
O problema das singularidades na versao linearizada da classe de modelos descritos

pela acdo (1.1) tem sido amplamente estudado nos tltimos 15 anos.? Com efeito, mostrou-se

que, no caso de modelos nao-locais caracterizados pelos fatores de forma exponenciais
f:(0) = e~ B/mt, (1.4)

em que fio2 Sa0 parametros massivos que definem a escala dos efeitos de nao-localidade [, =
1/ s, 0 seu limite Newtoniano da solugdo linearizada é regular [20, 21, 26, 27]. Aliés, todos
os invariantes de curvatura linearizados que sao polinomais no tensor de Riemann, em
suas derivadas e em suas contracoes sao finitos. Isso ¢ um resultado da observacao de
que fo(—k?) = exp (k?/u?) cresce mais rapidamente que qualquer polinémio para valores
suficientemente grandes de k? [28]. Esta observacio constitui um exemplo particular de
um resultado mais geral acerca da regularidade das solu¢os no limite Newtoniano em
modelos com derivadas superiores e em modelos nao-locais (veja, por exemplo, [29] para

uma revisao). Além do mais, no caso do fator de forma (1.4), o modelo admite solugoes

1 Isso nao é verdade no plano complexo estendido, uma vez que a equacio e* = 0 possui a

solucdo exdtica z = —oo + 0.
Nao obstante, carecem resultados para o caso nao linear —veja, por exemplo, [25] e suas
referéncias.
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cosmolégicas nao-singulares com ricochete [19], o que, em principio, fornece também uma

possivel resolucao da singularidade do Big Bang.

Nesta dissertacao, o foco recai sobre uma familia mais geral de modelos nao-locais

caracterizados pelos fatores de forma
N
fo(0) = e-0/m) (1.5)

os quais podem ser considerados uma generalizagao de (1.4) e do fator de forma de
Krasnikov (Ns; = 2) [16]. Modelos desse tipo foram estudados mais frequentemente no
caso particular em que Ny = Ny = N e g = po = p. Tais modelos sao as vezes chamados
GFy (do inglés ghost-free theory of type N) [30]. As solugbes no limite Newtoniano dos
modelos GFy foram analisadas em [31], onde uma expressao para o potencial Newtoniano
foi obtida na forma de série de poténcia para N € Z, e a solu¢do numérica revelou um
comportamento oscilatério do potencial para N > 1 (veja também [32, 33, 34]). Uma
aproximacao numérica para o potencial em grandes valores de N foi obtida em [34] e
em [30] mostrou-se que o potencial e a métrica no limite Newtoniano sao regulares em r = 0
(veja também [31, 35]). Todavia, ainda ¢é dificil analisar detalhadamente as consequéncias

fisicas do valor de N (ou, de forma mais geral de Ny e Ny) nas solugoes.

Neste trabalho, revisita-se o limite Newtoniano em modelos com o fator de
forma (1.5), com o objetivo de apresentar representagoes alternativas para as solugoes e
quantidades relacionadas, que podem ser uteis para a compreensao de seus aspectos fisicos,
bem como obter uma nova aproximagao para o caso de grandes valores de Ny. Isso pode ser
feito com base em resultados recentes sobre a descri¢cao do limite Newtoniano da gravitagao
nao-local em termos de fontes efetivas [28, 29, 35] e nos desenvolvimentos de [36] acerca do
heat kernel de operadores diferenciais de ordem superior. Além disso, também se considera
a extensao de (1.5) para valores nao necessariamente inteiros de N;. As motivagoes para
isso sao trés: primeiro, isso corresponde a casos da gravitacao fractal, que tém atraido certa
atengdo nos ultimos anos (veja, por exemplo, [37, 38]). Segundo, muitos dos resultados
aqui obtidos usando o formalismo de fonte efetiva podem ser aplicados diretamente a
cenarios de teorias com comprimento minimo, como na geometria nao-comutativa, em que
valores nao inteiros de N, sao frequentemente considerados. E, por fim, do ponto de vista

académico, trata-se de um exercicio matematico valido.

Por dltimo, mas nao menos importante, analisa-se em total generalidade o efeito
das correcoes quanticas logaritmicas a um laco nas solugoes do limite Newtoniano nesses
modelos, revelando as principais diferencas entre as solugoes classicas e aquelas com

corregoes a um laco.
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ESTRUTURA DA DISSERTACAO

No capitulo 2, considera-se o limite Newtoniano e obtém-se varias representacoes
para a fonte efetiva, para a fung¢ao massa e para o potencial Newtoniano. Em particular,
demonstra-se que a fonte efetiva é positiva se, e somente se, 0 < N, < 1 e que a fungao
massa ¢ positiva para todo Ny > 0. No capitulo 3, considera-se o limite Ny, — oo das
solugoes, que fornece uma aproximagao analitica simples para o potencial para grandes
valores de N. No capitulo 4, comenta-se sobre a regularidade dos invariantes de curvatura.
No capitulo 5, obtém-se expressoes analiticas para as corre¢oes quanticas para a fonte,
para a funcdo massa e para os potenciais Newtonianos. Por fim, o capitulo 6 contém os

resultados e as conclusoes deste trabalho.
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2 O LIMITE NEWTONIANO

Na primeira secao deste capitulo, obtém-se as equacoes de movimento linearizadas
no limite Newtoniano. Em seguida, introduz-se brevemente o formalismo das fontes efetivas
para a sua subsequente aplicacdo ao modelo nao-local de interesse deste trabalho. A fonte
efetiva, a funcao massa e o potencial newtoniano obtidos tém suas propriedades discutidas

e alguns teoremas gerais sao demonstrados.

2.1 EQUACOES DE MOVIMENTO LINEARIZADAS

No limite Newtoniano, supoe-se o regime de campo fraco e sdao consideradas

flutuacoes lineares da métrica em torno do espago-tempo de Minkowski,
G = N+ | < 1. (2.1)
A matéria é, por hipdétese, nao-relativistica e é descrita pelo tensor de energia-momento
T = 525207 (22)
em que p é a densidade de massa. As equagdes de movimento sdo dadas por

05 0S 625

w — — -
=S ol | T Shooh,

hpe + O(R?). (2.3)

h=0
No limite Newtoniano, a constante cosmoldgica A pode ser desprezada. Nessas condigoes,
a contribuigdo do primeiro termo do lado direito de (2.3) também pode ser negligenciada.
Portanto, para obter as equacoes de movimento linearizadas é suficiente considerar apenas
os termos de segunda ordem na perturbagao h,, presentes na acgao, tendo em vista que os

termos O(R?) nao contribuem no regime linear. A parte bilinear da acdo (1.1) exibe a

forma
1 1 [ fo(0) +2f0(00)
(2 — 4 pro_
S _SQWG/dx{h‘“'fz(D>Dh 2h[ 3

L lfz(D) + %(D)] 0,0, 1 h" [fm - fo(D)] 00,0005 haa} |

] Oh — h* f2(0)0,0\h;)

3 3 O
(2.4)

A interagdo com a matéria é introduzida pela acao
1 14
S =5 /d% THh,,. (2.5)

Entao, o principio da minima acao fornece

f2(0) +2f0(0)
3

e = fo(O)(OW™Y — 0" by — 0" 1) + [ ] [n’“’ (0°0°hap — Oh)

hap = —167G T |

+ auavh] 19 [ﬁ(D) - fO(D)] oY 998

3 O
(2.6)
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Uma vez que o principio de superposi¢ao € valido no limite Newtoniano, é suficiente

considerar o campo gerado por uma massa puntiforme localizada em r = 0,
p = Mi(7), (2.7)

a partir do qual solugoes mais complicadas podem ser construidas (veja, por exemplo, [39,
40, 41, 42], para alguns exemplos). A métrica estdtica e esfericamente simétrica no regime

de campo fraco pode ser escrita como
ds? = —[1+ 2(r)]dt? + [1 — 2¢(r)}(dr? + r2dQ?), ol 9] <1, (2.8)

em que dQ)? é a métrica da esfera unitaria S* e (1), ¥(r) sdo os pontenciais Newtonianos.

No caso de uma fonte puntiforme estatica, os potenciais Newtonianos ¢ e 1) podem
ser determinados a partir da componente € e do trago *,, uma vez que a métrica (2.8)
estd escrita em forma isotrépica. Substituindo (2.8) nas equagoes de movimento (2.6) e

calculando €% e e/, segue-se que os potenciais satisfazem

fo(8) Ao+ ) + fo(D) A2¢ — ) = 12nGp, (2.9a)

Jo(D)AR2¢ — ) = 4nGp. (2.9b)

O sistema de equagoes diferenciais acima pode ser desacoplado por meio da introdugao
dos potenciais de spin-s [41]

N
2 2

que sao definidos de tal forma que o sistema (2.9) se torna

e xo=2-¢, (2.10)

fs(D) A s = 4nGp, s e {0,2}. (2.11)

Em outras palavras, os potenciais de spin-s separam as contribui¢ées para a solugao

advindas dos setores de spin-0 e de spin-2 do propagador (1.3).

Na literatura, os potenciais Newtonianos sao, em geral, calculados no caso particular
em que fy(z) = fo(z) = f(2) (veja, por exemplo, [20, 21, 30, 31, 33]), o que possui a
vantagem de reduzir o sistema de equagoes diferenciais acopladas (2.9) as equagoes de
Poisson generalizadas f(A) A¢ = f(A) A = 4mp. Entretanto, com a utilizagao dos
potenciais de spin-s, também é possivel obter as equacoes de Poisson generalizadas sem
impor restrigoes adicionais na teoria em consideracao. Uma vez que as solucoes para
Xs sejam obtidas, os potenciais originais ¢ e ¥ podem ser recuperados por meio da

transformacao
4 1 2 1
P = 3X2 = X0, V= gxe 3o (2.12)
Isso posto, os potenciais de spin-s podem ser empregados sem perda de generalidade. Por
esse motivo, no que se segue, com abuso de linguagem, chamar-se-a y,(r) simplesmente de

potencial Newtoniano.
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2.2 O FORMALISMO DAS FONTES EFETIVAS
A Eq. (2.11) pode ser reescrita de forma equivalente invertendo-se o operador fs(A)
A xs = 4rGps, (2.13)

em que ps é uma fonte delta efetiva espalhada, definida por p = fs(A)ps. As condigoes que
o fator de forma f,(z) deve satisfazer para a existéncia da fonte efetiva ps sdo discutidas
em detalhes em [29]. Tais condigdes sdo satisfeitas por (1.5). Utilizando a representacao

integral de Fourier da funcao delta, a fonte delta efetiva pode ser expressa como

d3k eiE‘F
= | Gy iy .

em que k = |E| Integrando sobre as coordenadas angulares, obtém-se

dk ———2. (2.15)

p8<r) N rfs(_kQ)

- on?

M /00 ksen(kr)
0

Segue da Lei de Gauss aplicada a Eq. (2.13) que a contribuicao do setor de spin-s

para o campo gravitacional é dada por

gs(r) = —G]\is(r), (2.16)
em que )
M(r) = 47r/0 dr' v p,(r") (2.17)

é chamada de funcdo massa efetiva. A partir de (2.16), pode-se escrever a solucao da
Eq. (2.13) como

Xs(r) = —/ dr’ gs(r'). (2.18)
Nas proximas segoes, as quantidades definidas nas Eqs. (2.16), (2.17) e (2.18) serao

estudadas com maiores detalhes para os modelos nao-locais caracterizados pelo fator de
forma (1.5).

2.2.1 Fonte delta efetiva

Para o fator de forma (1.5) a fonte delta efetiva (2.15) pode ser escrita como

My}
ps(r) = o2 In, (ps7), (2.19)
em que
o0 on K k
In(r) = / e~ Esentkr) (2.20)
0 r

¢ a integral bésica a ser calculada.
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Existem dois casos para os quais solugoes fechadas de (2.19) sdo conhecidas: para

N, =1 a fonte efetiva exibe um perfil Gaussiano,

My} w22
et (2.21)

ps(r) =
ao passo que para Ny = 1/2; a fonte efetiva possui a forma

My 1
T2 (14 p2r2)?

ps(r) = (2.22)

Os casos acima sao frequentemente utilizados para modelar efeitos de nao-comutatividade
do espago-tempo (veja, por exemplo, [43, 44, 45, 46]), por meio da correspondencia
s — 1/ V0 entre o pardmetro de nao-localidade e o pardmetro de nao-comutatividade 0.
Com efeito, o escopo das consideracgoes aqui apresentadas se estende além da gravitagao
nao-local, e pode ser usado para estudar novos efeitos de geometria nao-comutativa.

Agora, considere (2.20) com N arbitrario. Empregando a mudanca de variavel de

— ¢1/(2N)

integracao k , obtém-se

1 o0 1 1
In(r)= m/g dte "tv~! sen(tanr). (2.23)

Se N > 1/2 a integral admite uma representagiao em série de poténcias. Com efeito,

utilizando a série de Taylor da fungdo seno, segue-se que

1 0 - 2[+3
In(r) = — 2‘/ dt et 51, 9.94
~(r) 2N & 2@ + ¢ (2:24)

uma vez que a integracdo e a série comutam para N > 1/2. A integral acima pode ser

calculada por meio da fungao Gama, I'(2) = [5° dt e 't>~'. Consequentemente,

1 & (—1) 2043\ ,
]N(T):WH (2£+1)!F< I )M. (2.25)

A série (2.25) pode ser reescrita em termos de diferentes fungdes especiais. Por
exemplo, mostrou-se que para Ny € {2,3} a fonte efetiva é equivalente a uma soma finita
de fungoes hipergeométricas generalizadas [33]. Mais geralmente, quando Ny € N, a fonte
efetiva pode ser expressa em termos de uma tnica fungdo G de Meijer. Os detalhes dessas
representacoes complicadas podem ser encontrados nos Apéndices e , respectivamente.
Neste capitulo, ndao obstante, serdao obtidas representagoes mais compactas e mais uteis.
Com isso em mente, é conveniente empregar a fungao exponencial generalizada (GEF, do
inglés generalized exponential function)

co | ta P
Evalz) = ! Z F(g—i—o?)é (2.26)

como definida em [36]. Note que &; ,(z) = exp(z). Para v > 1/2, a série de poténcias (2.26)

é absolutamente convergente para todo z € C, ao passo que se v < %, ela diverge para todo



20

C\ {0} [36]. Ademais, se v =1, a série (2.26) converge para todo z € C tal que |z| < 1, e

pode ser somada analiticamente [36]:

D=

) (4z)m 4T (a+3) gy

T (2.27)

4* & 1
E14(2) = \/_ZF(OH—z—l—m
Comparando (2.26) com (2.25), nao é dificil ver que

In(r) = Vf Ex s <—7:> . (2.28)

Essa relagdo também é valida para o valor critico N = 1/2, o que pode ser explicitamente
verificado por meio da comparagao entre as Eqgs. (2.19), (2.22) e (2.27) (com v = 3/2 ¢
z = —r?/4). Em particular, 5%7%(,2) estd bem definida para z < 0, que é o dominio de
interesse. Para fins de completude, no Apéndice podem ser encontrados os detalhes sobre

a convergéncia de (2.25).

De forma geral, a solugdo (2.28) em termos da GEF é valida mesmo para 0 < N <
1/2; a principal diferenga é que, nesse caso, a GEF é nao-analitica, sendo definida por

meio da representagao integral [36]
1 T a/v—1_— 1/v
Evalz) = */duu e Comr(zp"), (2.29)
v
0

em que C,(z) é a fungao de Bessel-Clifford. Com efeito, para o = 3/2 e z = —r?/4, e

utilizando as identidades

Co(2) = 2731, (2V/2), Tija(2) = \/Zsenh z, (2.30)

em que Z,(z) é a fungao de Bessel modificada de primeira espécie, obtém-se

<‘l> fNr/ dte 437" sen(t7v). (2:31)

Logo, a comparagao da equagao acima com (2.23) mostra que a Eq. (2.28) é vilida mesmo
para 0 < N < 1/2.

Portanto, a partir de (2.19) decorre que

My} per?
ps(T’) 87T3/2 SNS,% <_ 4 : (232)

Isto é, para todo N, > 0 a fonte efetiva é dada por uma “funcao Gaussiana generalizada’,
que fornece uma extensao da fonte para valores de Ny nao necessariamente inteiros. Em
principio, modelos com N < 0 também pode ser estudados no formalismo das fontes
efetivas partindo da Eq. (2.20). Entretanto, neste caso o fator de forma (1.5) ¢ uma

constante no ultravioleta e se anula no infravermelho, o que corresponde a uma modificagao
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Figura 1 — Gréfico da fonte p,(r)/(Mp?) em fungdo de usr para diferentes valores de N.
As oscilagoes aparecem somente quando Ng > 1. Os valores de p;(0) crescem rapidamente
a medida que Ny — 0.

infravermelha da relatividade geral ao invés de um aprimoramento do comportamento no
regime ultravioleta. Nesse cenario, a fonte efetiva, funcao massa, e potenciais possivelmente
apresentam um comportamento muito diferente em relacdo aos modelos com N > 0. O

caso N < 0 nao serd discutido aqui, com exce¢ao de alguns comentarios no capitulo 4.

Para N, > 1/2 a fonte efetiva admite a representacao em série de poténcias

3 oo 1\
M/J's ( 1) <2§]—i\;83> (,UST)%- (233)

ps(1) = 12N, 2= 20+ 1))

5 =0
Além disso, vale ressaltar que, para v > 1/2 a GEF constitui um caso particular da funcao
U de Fox—Wright [36]

En(2) = 110, l(o‘ 1) (a, 1);4, (2.34)

a qual, por sua vez, pode ser escrita em termos da fungao H de Fox [47],

1 1—ad
Epalz) = Hf&l ( v ”> | — z] (2.35)
v L (0,1),(1 —ayl)
Portanto, para N; > 1/2, a fonte efetiva também pode ser expressa como
oy = M| () e ] (2.36)
TSN | (0,), (<41) |4

Na Fig. 1, apresenta-se o comportamento de ps(r) para alguns valores de Ny, a fim
de ilustrar algumas caracteristicas importantes das fontes delta efetivas. Note que, para
todo Ny > 0,

I — M“§r<3) lim po(r) =0.  (2.37)
Tlg(l]ps(r)—max [ps(r)]—47r2NS N, e lim p(r) = 0. :
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Demonstrou-se em [35] (veja também [29]), que a fonte efetiva atinge seu valor maximo
em r = 0 sempre que o fator de forma satisfaz f,(—k®) ~ k* (ou cresce ainda mais
rapidamente) para k? suficientemente grande; o valor do méaximo (primeira igualdade)
segue da (2.32). Por outro lado, a segunda propriedade decorre do fato de que o fator de
forma é analitico e tal que f5(0) = 1. Note ainda que max [p;(r)] — oo quando Ny — 0,

uma vez que neste caso f, — e e a fonte tende a uma funcao delta de Dirac.!

Em segundo lugar, para Ny > 1 a fonte delta efetiva exibe oscilagoes espaciais e
pode assumir valores negativos. Tais oscilagoes sao similares aquelas presentes nas teorias
de Lee-Wick para a gravitagao [51, 52, 53] e implicam em oscilagdes correspondentes no
potencial gravitacional, as quais tém aplicagoes interessantes, como discutido em [33, 34,
41, 51, 54, 55, 56, 57]. Matematicamente, a auséncia de oscilagoes da fonte delta efetiva
para 0 < N, < 1 pode ser explicada pelo fato que ps é dada em termos da transformada
de Fourier v, da fun¢do exp(—|z|*?), que ¢ positiva somente quando 0 < ¢ < 1 [58]. Assim,

obtém-se o seguinte teorema.
Teorema 1. A fonte delta efetiva espalhada p,(r) é estritamente positiva para 0 < Ny < 1.

Demonstragio. Para Ng = 1, a forma explicita da fonte efetiva, a saber a Eq. (2.21), pode
ser obtida, a qual é claramente positiva. Para 0 < Ny, <1 e z € [0, 00), note que a funcao
exp(—z2Ns)

(0,00), com primeira derivada negativa e sinais das derivadas subsequentes alternantes.

é positiva e completamente monotona, isto é, é infinitamente derivavel em

Nessas condigoes, o teorema de Bernstein garante que para todo z € [0, 00), tal funcao
pode ser representada como uma transformada de Laplace de uma medida positiva My,
ou seja,

o= (k/ns)?Ns _ —[(k/ps)? / dt My, (t) e~ tk/ms)? (2.38)

Utilizando (2.38), a fonte efetiva pode ser escrita como

pa(r) = / dk k sen(kr) e~ (®/me)? — / dt My, (¢ / dk k sen (kr) e~t(/ne)*

22y

/ dt My, (t) 32"

22y

871'3/2
(2.39)

Portanto, uma vez que My, (t) é uma medida positiva e o restante do integrando é
estritamente positivo, segue que p,(r) > 0 para todo r > 0. O
22Ne)

A demonstrac¢ao acima nao se aplica quando N, > 1 pois a fungio exp(— nao

1 s
é completamente monotona. Com efeito, no ponto z = (1 -3 Ns) / a segunda derivada

muda de sinal.

1 Este limite corresponde ao fator de forma Fy(O) = %, que fornece uma modificagdo da GR

no regime IR, conforme considerado em [48, 49, 50].
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2.2.2 Funcgao massa

No caso particular em que Ny =1 e Ny = 1/2, pode-se integrar (2.17) diretamente
utilizando as expressoes para as fontes (2.21) e (2.22), obtendo-se [29, 44, 45, 46],

M(r)=M [erf <M;T) - /\i;;e_%ﬂ] (2.40)

para Ny = 1, em que
2 T
erf(z) = ﬁ/o dte " (2.41)

¢é a funcao erro, e
2M LsT
My(r) = — |arctan(usr) — ———— |, 2.42
1= 2 farctan(ur) - 20 2.2
para Ny = 1/2.

E possivel obter uma expressio compacta para a fun¢io massa, valida para todo
Ng > 0, utilizando a GEF (2.26). Para isso, basta inserir (2.32) na defini¢do da funcao
massa (2.17) e empregar o truque de Feynman para eliminar o fator 72 presente no

integrando de (2.17). Mais precisamente, utilizando a férmula da derivada da GEF,

d
T 800(2) = Evan(2), (2.43)
o integrando de (2.17) com (2.32) pode ser reescrito na forma
My 0
2 _ S 2
Pos(r) = =gy (€A (2.44)
em que se definiu o pardmetro de Feynmann A\, = p2/4. Definindo entdo a “funcio erro
generalizada”,
2 T
ert,  (z) = 7/ At &, o(—12), 2.45
() = o [Tt () (2.45)
segue que
My? 0 [ 1
MS<T) = — Srstﬁl/g( )\37”)‘|
4 0N VA - Ae=ii2/4
ST e 22
= M lgrst71/2 <lL2) - /j/%gNsyl/Z <_M4>‘| ) (246)

a qual generaliza (2.40) para N > 0.

Para N, > 1/2 é possivel obter uma representacao em série de poténcias para a
fungao massa por meio da integragao termo a termo de (2.33). O resultado é

M & (1) F<2£+3> (,usr)2”3"

M,(r) =
(r) sz;(%ﬂ)! ON, ) 21+3

(2.47)

Uma outra representagao tutil, valida para 1/2 < N < oo, é dada em termos da fungao H
de Fox. Com efeito, as identidades [47]

A
fg dz P~ 1(t — x)o_lHﬁén[ (ap, Ap)
(by: By)

1—pk A
bxk} = tr+o 10 (o) HJuthe, { (1= p. k), (a5, 4) ‘btk} :
(bq7 Bq)a (1 —p—0, k)

(2.48)
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Figura 2 — Gréfico da fun¢do massa normalizada M(r)/M em funcdo de ugr para diferentes
valores de N,. As oscilagOes aparecem somente quando Ny > 1. Para todo N, pode-se
observar os comportamentos assintéticos: para pusr < 1, My(r) ~ r3, a0 passo que para

psr > 1, My(r) ~ M.

(ap, Ap)
(bg, By)

o ym,n
pq

m,n

< = Hpg

., zeC, (2.49)

(ap + oAy, Ap) |z
(by + 0By, By)

combinadas com as Eqs. (2.17) e (2.36) fornecem

[( (1,2), (1, 3) ‘W] (2.50)

2
3
21),(1,1),(0,2) | 4

— !
Nz

A Fig. 2 exibe os gréaficos da fungdo massa para valores selecionados de N,. Os

graficos ilustram as seguinteds propriedades gerais da fungao M,(r):

1. Positividade. Embora a fonte efetiva p,(r) possa assumir valores negativos, tem-se o

seguinte resultado:
Teorema 2. A fungio massa efetiva M (r) é positiva para todo Ny > 0.

A demonstracao pode ser encontrada no Apéndice , e consiste em representar M(r) como

uma integral de uma funcao positiva.

Fisicamente, o Teorema 2 pode ser considerado uma consequéncia do fato de que
o modelo nao possui polos massivos com comportamento taquidénico no propagador, os
quais poderiam gerar uma for¢a gravitacional de spin-s resultante repulsiva. Com efeito,
uma vez que My(r) > 0, sobre uma particula teste de massa m atua a componente de
spin-s da forca gravitacional dada por mg,(r) = —mM,(r)/r? que é sempre atrativa. E

claro que quando as contribuigoes dos setores de spin-0 e spin-2 sao combinadas por
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Figura 3 — Grafico da fungdo massa normalizada (2.51) para a gravitagdo de Lee-Wick,
MM (r)/M, em fungdo de b,r para diferentes valores de ¢, = bs/as. MMW(r) assume
valores negativos para ¢, > 2, 67.

meio de (2.12), pode acontecer que existam regides nas quais a forga resultante —ﬁgo
seja repulsiva, a depender dos valores especificos de Ny € po2, como ocorre em todos
modelos com derivadas superiores. Entretanto, no caso dos modelos GFy, é possivel
garantir que a forca é sempre atrativa, uma vez que ¢ = Y3 = Xo € a fungao massa efetiva
combinada M (r) = My(r) = Ms(r) é positiva. Tal conclusdo ndo se sustenta, por exemplo,
na gravitacao de Lee-Wick, na qual a parte imaginaria do polo massivo apresenta carater
taquionico. Caso essa contribuicao seja dominante, a fungdo massa pode assumir valores
negativos. Por exemplo, a fungdo massa efetiva no modelo local de Lee-Wick com seis

derivadas e com massa p; = as + ibs é dada por [53]

MW(r)y =M — Qé\jbse‘“sr{bs [2as + (a? + b?)r] cos(bsr) + [a? — b2 + az(a? + b?)r] sen(byr) ¢,
(2.51)

em que ags; e by, sao parametros que dependem do modelo. Existem regioes em que
MM (r)y <0, se qs = by/as > 2,67 (veja Fig. 3), o que demonstra a preponderancia da

forga repulsiva oriunda da parte taquidnica.

2. Comportamento assintotico. O comportamento assintético da funcao massa efetiva é

dado, para valores pequenos e grandes de r por

lim M(r) =0, Lim M(r) = M. (2.52)
A primeira propriedade segue do fato de que a massa total M encontra-se efetivamente
espalhada, em vez de concentrada no ponto » = 0. Assim sendo, a massa efetiva no interior
de uma esfera de raio nulo é necessariamente nula. Mais precisamente, pode-se mostrar
que lim,_, ps(r) = max [ps(r)], o que, aplicado a defini¢ao (2.17), fornece

Mq(r)

4m 3
g max [ps(r)]|re.

(2.53)
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Ja a segunda expressdo em (2.52) se deve a supressao do fator de forma no infravermelho.
Uma vez que f(0) = 1, a massa total M é recuperada no limite » — oo. De fato, para

um fator de forma continuo que satisfaz f;(0) # 0,

d3k eiEF’
l. MS — M d3 //
A M =M Jo 4 e G 7.
d3k 1 o
— M/ - d3 ! _ik-T 2.54
(271‘)3 fs(—k‘Q) - re ( )

d3k 1 - M
- M / Ry =
R (2m)% fo(—k?) f5(0)
Fisicamente, isso expressa que, para r > 1/ug, recupera-se o limite da relatividade geral

linearizada.

3. Oscilagoes e mazrimos locais. Para Ny, > 1, a fungdo massa apresenta regides em
que M(r) > M. Esse comportamento decorre do fato que existem regides em que
ps(r) < 0. Combinado com o resultado da Eq. (2.52), conclui-se que a fungédo massa possui
carater oscilatério e exibe maximos locais. Os maximos locais de M,(r) constituem uma
sequéncia positiva e monotonicamente decrescente, ao passo que a sequéncia dos minimos
locais é monétona crescente. Ademais, a abscissa do primeiro pico cresce com Ng. O
comportamento assintético de M(r) para valores de ugr grandes é fornecido pela Eq. (E.6)

do Apéndice , a qual mostra explicatamente com a fungao massa oscila nesse regime.

Uma questao que se coloca é em qual escala as oscilagoes sao suprimidas e a
funcao massa se torna suficientemente proxima de M. Esse problema pode ser formulado
matematicamente da seguinte maneira: dado ¢ > 0 arbitrariamente pequeno, encontre o

valor r, tal que
M(r)
M

r>r, = ‘ —1‘<(5. (2.55)

A Figura 2 sugere que, dado um ¢ > 0, r, aumenta linearmente com N,, o que motiva a
seguinte suposicao
N
r. =Y (J) —, (2.56)
s

em que ¢ pode ser considerado como a maxima diferenga em relagao ao valor assintético M
e Y(9) é uma fungao que reproduz a dependéncia em . Com efeito, ao fixar Y e calcular
numericamente M(r,) usando a representacao integral (D.2) para vérios valores de Ns no
intervalo [1, 1000}, verifica-se que (2.56) é de fato uma boa aproximagao para Ns > 2 (com
algumas pequenas discrepancias no intervalo 1 < Ny < 2). Além disso, no Apéndice é
fornecida uma explicagdo alternativa da relagao linear (2.56), obtendo uma fungao que
descreve o amortecimento das oscilagoes da funcao massa. Na Tabela 1 sao listados alguns
valores do par (0,Y). Esses valores foram obtidos usando a Eq. (E.12) e verificados por

integracao numérica de (D.2). Por exemplo, para Y = 6 segue-se que, se r > 6N, /s, a
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Y (3) 6 7 8 9 10
5 | 2,48x102[1,22x10°2]5,96x107° | 2,8 x103 | 1,38 x 102

Tabela 1 — Alguns valores do fator multiplicativo na Eq. (2.56) e os correspondentes desvios
d da funcao massa efetiva com relagao ao valor assintético M. Isto é, se r > Y (§)Ny/ s,
entao |M(r)/M — 1| < 4.

méxima diferenca relativa de M,(r) em relacao a M é 2,48%, enquanto para Y = 10, se
r > 10N,/ s, ela é 0, 138%.

Do ponto de vista fisico, r, fornece a escala a partir da qual os efeitos nao-locais
sobre a forga gravitacional se tornam despreziveis (conforme definido por §). De fato, uma
vez que M(r) ~ M para r > r,, uma particula teste de massa m a uma distancia r > r,
experiencia uma forga gravitacional de magnitude (veja (2.16))

GmM

5 .

Imgs(r > r)| ~ (2.57)

r

O fato de que o alcance da interagao nao-local cresce com Ny e ndo é apenas 1/us é uma

propriedade interessante dos modelos com fator de forma (1.5).

2.2.3 Potencial Newtoniano

A fonte delta efetiva para Ny = 1 é uma gaussiana (2.21), ao passo que para outros
valores de N, ps(r) pode ser expressa em termos de “fungoes gaussianas generalizadas”.
O potencial newtoniano para Ny, = 1 é bem conhecido e foi obtido pela primeira vez por
Tseytlin [26] no contexto da teoria de cordas (veja também [19, 20, 21], no contexto de

gravitagao nao-local), e é em termos da fungao erro,

Xs(r) = . (“;r> : (2.58)

r

De modo semelhante ao caso da fonte efetiva, para N, geral o potencial de spin-s é dado

em termos de “funcoes erro generalizadas”.

Para mostrar isso, note que as Eqgs. (2.43) e (2.46) conduzem & identidade

Mg(r) d[ M [hsT
2= et (55)] (259

Portanto, o resultado da integral (2.18) é simplesmente

GM T
Xs(r> = —T 5TfNS,1/2 <u2 ) )

(2.60)

o que generaliza a solugao para o potencial (2.58) para qualquer Ny > 0. Isso também

implica que o potencial é par em r e finito em r = 0; de fato,

GM g 1
w(0) = =T (2N ) (2.61)
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Figura 4 — Gréfico de xs(r)/(GM ) em fungao de usr para diferentes valores de N,. As
oscilagoes estao presentes apenas para Ng > 1. Note que, para qualquer N, > 0, tem-se

x5(0) = 0.

Como esperado, o potencial diverge no limite Ny, — 0, caso em que o fator de forma f;

torna-se constante e seu efeito global é redefinir a constante de Newton G.

Além disso, usando a representacao em série de poténcias da GEF (2.26) e a
definigao da funcao erro generalizada (2.45) para N; > 1/2, obtém-se a solugdo em série

de poténcias para o potencial:

GMp, & (=1)° 20+ 1 ,
- wN/j 2 (2(6 +>1)! ( 2N, >(W) " (2.62)

=0

xs(r) =

Essa expressao reproduz a solu¢ao encontrada em [31] para o potencial no caso particular
em que ¢ =1 = X2 = Xo-

Na Fig. 4 apresentamos o grafico de (2.60) para varios valores de Ng. As seguintes
propriedades podem ser observadas: para N, > 1 o potencial oscila, ys(r) ~ —1/r para
grandes valores de r, e é regular em r = 0. Além disso, x.(0) = 0. Como serd discutido
no capitulo 4, esta ultima propriedade estd intimamente relacionada a regularizacao dos

invariantes de curvatura linearizados em r = 0.

Finalmente, alguns comentarios gerais sobre o potencial:

1) A solugdo para o potencial em termos da fungdo H de Fox, valida para Ny > 1/2,

2GM 1,2), (1, + 22
() = =€ Hl’gl (1.2, (1. ) ‘“T] (2.63)
pode ser obtida diretamente usando as Egs. (2.18), (2.48), (2.49) e (2.50). Além disso,

para Ny = 1/2 o potencial pode ser escrito em forma fechada:

2GM

Xs(r) = — arctan(fr). (2.64)
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2) A representagiao em série de poténcias (2.62) também é facilmente obtida sem o uso do
formalismo das fontes efetivas, mas aplicando diretamente o método da transformada de

Fourier. Especificamente, partindo da solugao de (2.11) na forma

Xs(r) = — 2(;{\4 /OOO dk m (2.65)

e entao aplicando um procedimento semelhante ao utilizado no inicio da Sec. 2.2.1.

3) O potencial y,(r) também pode ser obtido utilizando o método do heat kernel (ntcleo
de calor) [39, 40] (veja também [42]). De fato, a fonte efetiva ps(r) estd intimamente
relacionada ao heat kernel do operador (— A)Y. Como mostrado em [36], esse heat kernel

em um espaco-tempo plano D-dimensional é dado pela GEF,

(F‘e_s(_ LN

1 F—7?
A = ) -
) = Kyp(|r—r7"],s) = (A s1/N)D/2 EN,D/2 <_431/N> . (2.66)
A comparagao entre (2.66) e (2.32) revela que

ps(r) = MKy, 3 (r, 1//@1\]3) , (2.67)

de modo que a representacao do potencial em termos do heat kernel é dada por

=-S5 [T (s

/
ST o (- ) Bt (2.68)
em que #(z) é a funcdo de Heaviside. A equacdo acima é uma generalizagdo da férmula
para N, = 1 obtida em [39]. A mudanca da varidvel de integracio para t = r2/4s""/Ns
em (2.68) resulta na fungao erro generalizada definida em (2.45), levando a (2.60). Uma

vantagem das Eqs. (2.67) e (2.68) ¢é que elas podem ser generalizadas imediatamente para

o caso D-dimensional:

pu(r) = M por (1 1/52%) (2.69)
GM [~ ds 1
Xs(r) = = N, Jo s 0 (S, - 2N5> Kn,p-3(r, ), (2.70)

reproduzindo os resultados de [39] quando N, = 1.



30
3 O LIMITE N, —

No capitulo anterior, foram obtidas diversas expressoes para a fonte efetiva, para a
funcdo massa e para o potencial Newtoniano. Neste capitulo, estuda-se tais quantidades
no limite Ny — oo. No caso do potencial Newtoniano, esse limite formal, porém 1til, foi
considerado numericamente em [34] (veja também [32]), resultando em uma aproximagcao

analitica. Os resultados a seguir conduzem a uma melhor compreensao de tal limite.

3.1 FONTE EFETIVA PARA Ny — oo

Note que, no limite Ny — oo o fator de forma (1.5) converge pontualmente para a

fungao retangular [32]:

i Jo () = Jim eI = rect (/) @)
que ¢é definida por
k2
12 I, se = <1,
rect <2> = Zé (3.2)
s 0, se — > 1.
s

Uma vez que o limite (3.1) é descontinuo (em k% = p?), a convergéncia nio é uniforme.
Sendo assim, a mera substitui¢do de (3.1) nas representagoes por integral de Fourier, tais
como (2.15) e (2.65), pode ser arriscada. Alternativamente, o limite Ny — oo pode ser

estudado a partir das representacgoes em série de poténcias obtidas no capitulo anterior.

Utilizando a propriedade zI'(z) = I'(z + 1) da fungao gama, a fonte efetiva (2.33)

pode ser reescrita como

My (—1)* 20+ 3 o0
= S F 1+ — .
que no limite N, — oo fornece
1
*®(r)= 1 = s 2 4
ps(r) = \Jim ps(r) 27r2 Z 2€+3)(2£+ 7 (7 (34)

A expressao acima pode ser reescrita como

o0 _ 1\ oo
ps(r) = - Z(< 1)>(us )2t — ] (3.5)

2723 2041 520

utilizando a identitade
1 @3-+ o 11
(20+3)(20+ 1) (20+3)20+2)  (2A+2)! (20 +3)

bem como uma redefini¢do dos indices da soma. As séries presentes na (3.5) correspondem,

(3.6)

respectivamente, as fungoes seno e cosseno, de modo que

PR = o

W [Sen(,usr) — HsT COS(IUST)] : (37)
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Essa solucao em forma fechada também pode ser obtida diretamente a partir da represen-

tacdo da fonte (2.32) em termos da GEF, uma vez que [36]
Exoa(?) = Im €,4(2) = Ca(2), (3.8)

em que C,(2) é a funcdo de Bessel-Clifford, a qual se relaciona com a fungao de Bessel de

primeira espécie J,(z) por meio de

Ja(2) = (;)aca (—f) : T32(2) = \/Z (senz — cozsz> : (3.9)

Portanto, dada a (3.8), pode-se dizer que as solucoes previamente obtidas em termos da

GEF permanecem validas no limite Ny — oo.

3.2 FUNCAO MASSA PARA N, — oo

No limite Ny, — 00, a func¢ao massa efetiva pode ser obtida por meio da substituicao
de (3.7) em (2.17), o que fornece

ME(r) = 22183 () — sem(uar)] (3.10)

em que
sent

Si (2) :/Zdt— (3.11)
0 t

é a fungao seno integral. A fungao (3.10) exibe uma propriedade interessante: a violagao
da relagdo lim,_,, My(r) = M, valida para valores finitos de N,. Com efeito, uma vez que
lim, ., Si(z) = 7/2, a imagem da fungdo massa normalizada M°(r)/M oscila no intervalo
[1 —2/m,1+ 2/7] para valores suficientemente grandes de pr (veja a Fig. ba). Como
discutido anteriormente, para valores finitos de Ny, dado 0 > 0 existe r, — tanto maior
quanto maior for Ny — tal que r > r, implica |M(r)/M — 1| < . Portanto, M(r) ~ M é
inatingivel no limite Ny — 0o, uma vez que r, diverge. Do ponto de vista matematico,
esse comportamento pode ser compreendido pelo fato de que uma das hipdteses envolvidas

na demonstragao de (2.54) é violada, pois a fungao (3.1) é descontinua.

3.3 POTENCIAL NEWTONIANO PARA N; — oo

Embora M2°(r) nao tenha um limite bem definido quando r — oo, tanto o campo
gravitacional gs(r) na Eq. (2.16) (ver Fig. 5b) quanto o potencial y;(s) possuem o limite
correto mesmo quando N, — 0o, aproximando-se do comportamento usual da gravitacao
Newtoniana nesse limite. Com efeito, ao substituir (3.10) em (2.18), segue que

2GM
r

X5 (r) = Si (psr).- (3.12)

Portanto,
X5 (0) = , X (r) ~ ——. (3.13)
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Figura 5 — (a) MJ°(r)/M em funcao de usr, As linhas horizontais tracejadas correspondem
aos valores (1 £+ 2/7) = (0,363;1,637). (b) Grafico do valor do campo gravitacional
g3°(r)/GM em fungao de pgr. As linhas tracejadas correspondem ao campo gravitacional
—1/r?. Embora a fun¢ao massa M>(r) nao possua um limite bem definido quando
r > 1/ps, o campo gravitacional ¢>°(r) — 0 devido ao fator de amortecimento 72 na
Eq. (2.16). Além disso, a singularidade Newtoniana usual em r = 0 nao estd presente.

A Fig. 6 exibe a comparacao das Egs. (3.12) e (2.60) para alguns valores de N,
sugerindo que aumentar N, além de Ny = 10 ndo modifica significativamente (especialmente

para grandes valores de psr) o comportamento do potencial, que se aproxima de x2°.

3.4 PROPRIEDADES ADICIONAIS DAS SOLUCOES

Na Fig. 7, apresenta-se o valor do méximo max[ps(r)] = ps(0) [Eq. (2.37)] da fonte
delta efetiva e o valor de x5(0) [Eq. (2.61)] para diferentes valores de N,, comparados
com p(0) e x2°(0), respectivamente. Os pontos em que as curvas sélidas cruzam as
linhas horizontais tracejadas correspondem a N; = 3/2 para a fonte efetiva e a Ny = 1/2
para o potencial newtoniano. Portanto, p2°(0) é, de fato, o limite superior para as fontes

delta efetivas para Ny > 3/2, enquanto x$°(0) é um limite inferior para o potencial para

N, >1/2.

Ademais, na Fig. 8 mostra-se o primeiro pico da fungdo de massa (seu maximo
global) em funcao de sua posigao. O valor max, [M°(r)/M]| = 1,675 ocorre na posi¢ao
UsTmax = 4,493 (ver também Fig. 5a) e representa um limite superior para os modelos
com Ng > 1 (lembre-se de que, para Ny < 1, a fungdo de massa nao oscila e ndo possui
méximo global, mas tende ao supremo M quando r — oo). Para N, > 3,766, a posi¢ao

do primeiro pico diminui a medida que N4 aumenta.
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Figura 6 — Comparagao entre x°(r) e xs(r) para Ny € {10,20,30}.
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Figura 7 — Gréfico de p,(0)/(Mu?) e xs(0)/(GM ;) em fungao de N,. Os pontos repre-
sentam N, = 1/2 e valores inteiros de N,. As linhas horizontais tracejadas correspondem
aos valores p(0)/(Mp2) = 1/(672?) = 0,0168 e x°(0)/(GMus) = —2/7 = —0,636, que
representam, respectivamente, um limite superior para Ny > 3/2 e um limite inferior para
Ny >1/2.
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Figura 8 — Maximo absoluto da fun¢ao massa normalizada M(r)/M para N, > 1. Os
eixos horizontais representam a posi¢ao do primeiro pico da fungao massa nas coordenadas
sTmax, @0 passo que o eixo vertical é M (ryax)/M. As cores indicam os valores de Nj.
Note que psrmax aumenta para 1,505 < Ny < 3,766 e diminui fora desse intervalo.
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Figura 9 — (a) Gréfico da aproximacao (3.15) para f(r) e da solucdo exata dada pela
Eq. (3.16) (quadrados azuis). (b) Erro relativo entre (3.15) e (3.16).

3.5 COMPARACAO DOS RESULTADOS ANALITICOS COM APROXIMACOES DA
LITERATURA

Vale a pena comparar os resultados deste capitulo com a aproximacao para grandes

N, proposta em [34] que é dada por

X?(T) = _T .fs(r)v (314)



35

0.0

-0.1

-0.2

(") / (GMut)
S

o
s

s

Figura 10 — Gréfico de x2°(r). Linha vermelha: solugao aproximada, Eq. (3.14). Quadrados
azuis: solucao exata, Eq. (3.12).

em que a funcio f,(r) possui a forma

_ Qs se 0 <pusr<l1,

fs(r) = (3.15)

1 T cos(Oopsr+61)

or , ose 1 < pugr,

com parametros a; = 0,544, aps = 0,572, 0y = 1,000 e #; = 0,8857w. Essa expressao
foi obtida a partir do ansatz (3.15), com a escolha dos pardmetros as, 0y e 6; de modo
a fornecer o melhor ajuste a solucao numérica do potencial para Ny = 20 no intervalo
1 < pgr < 20, bem como por meio de uma aproximacao linear no regime 0 < pgr < 1.
Embora essa aproximacao pareca funcionar com um erro relativol menor que 0,6% para

st > 15 em relacao a funcao exata

fo(r) = 25i{par) (3.16)

™

os erros para valores pequenos r, onde a aproximacao ¢ linear, podem chegar a 14%,
conforme indica a Fig. 9. Além disso, a Fig. 10 mostra a comparagao entre a aproximagcao
para x:°(r) dada pela Eq. (3.15) com sua solugao exata (3.12). Observa-se uma clara
discrepancia para usr < 1, devido ao fato de que a aproximacéo linear de f, (r) nesse
intervalo faz com que o potencial se torne constante. Os erros relativos de x°(r) e fs(r)
sdo basicamente os mesmos, com um erro relativo maximo de 14,55% para o potencial em
r=0.

As diferencas tornam-se mais marcantes quando se leva a aproximacao além da
estimativa do valor do potencial e se verifica se ela é capaz de reproduzir outras caracteris-

ticas, como as oscilagOes caracteristicas e seus pontos de inflexdo. Por exemplo, os erros

1O erro relativo 6y entre uma funcao aproximada ®,, e a funcdo exata é definido como

5rel = ’(I)exato - (I)ap.‘/q)exato-
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Figura 11 — Erro relativo de x%(r) obtido por meio da derivada de (3.12) (expressao exata)
e de (3.14) (aproximagao). O erro é de 100% para 0 < usr < 1, pois X%, = 0 na aproximagao
nesse intervalo. A descontinuidade em pgr = 1 ocorre porque a aproximagao nao é suave
nesse ponto. A amplitude da variacao do erro relativo apresenta picos de cerca de 40%,
que nao parecem diminuir mesmo para pgr > 1.

relativos de y/, derivados de (3.15) parecem oscilar no intervalo de 0%-40% (veja Fig. 11)
com um erro relativo médio de cerca de 17%, que permanece aproximadamente constante.
Essa aproximacgao também pode ser muito sensivel aos valores de seus parametros. Por
exemplo, se o parametro 6, for aumentado em 0.010, o erro relativo de x/, pode chegar a
300% mesmo para valores grandes de p,r, pois as oscilagoes na derivada de (3.12) e (3.14)
ficam completamente fora de fase.? Como a derivada do potencial est4 relacionada a forca
gravitacional, a modelagem de experimentos de laboratdrio da lei de Newton (por exemplo,

com balangas de torgao) pode ser significativamente afetada por tais erros.

aq as as ay by by b3
—4,543 x 1072 | 1,154 x 1073 | —1,410 x 107° | 9,432 x 1078 | 1,011 x 1072 | 4,991 x 10~° | 1,565 x 107

Tabela 2 — Valores dos coeficientes do aproximante de Padé [61].

De posse da solugdo exata, pode-se derivar aproximacoes mais precisas para o
potencial Newtoniano, as quais podem ser tteis em aplicagoes fenomenoldgicas. Por

exemplo, no regime pgr > 1 pode-se utilizar [60]

Si(2) = 5 - —— [1+0(")]

sen z
22

[1+0(z2)], 22— o0 (3.17)

O truncamento envolvendo apenas os termos explicitamente escritos em (3.17), a saber,

Xoo(r) ~

GM [1  2cos(psr)  2sen(psr)

r s 7 (psr)?

‘| ; UsT > 1, (318)

fornece um erro relativo menor que 2% do potencial exato ja para u,r > 2,1, e menor que

0,5% para pgsr > 4,68. Uma aproximacao para pequenos valores de u,r pode ser obtida a

2 Essa observacao nao é acidental, pois o niimero 6y = 1,010 foi de fato considerado em [34]

como o melhor ajuste nao arredondado para o potencial com N = 20.
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partir da série de Taylor de Si(z) ou, de forma ainda melhor, por meio de um aproximante
de Pade. Por exemplo,
4 )
I+ > a; 2%
Si(z) ~ z% (3.19)

=1
(com coeficientes a; e b; apresentados na Tabela 2) fornece uma aproximagao para o
potencial com erro relativo inferior a 1% para u,r < 5,3. Combinando essas duas

aproximagcoes, obtem-se

2psr 14ay (psr)?+an (psr)* +as (psr)S+aa (psr)®
)~ GM ) T G G e 0 S O ST o
s r 1— 2cos(psT) 2sen(,usg) se o> 4.7 ’
ThLsT w(psr)2 H y b

com erro relativo inferior a 0,5% para todos os valores de . Além disso, a aproximagao (3.20)
reproduz x, com erro relativo maximo de 6,5% (para usr = 7,6), que diminui para menos

de 1% quando psr > 14, 7; embora o erro oscile, sua amplitude tende a zero (veja Fig. 12).

7

0.5 : . .
|
0.4 ]
5
s 0.3 Q\E 4
< 02 <3
A >
0.1
,J | J \/\/\A/k\/\‘/\.

5 10 15 20 25 30 35 40 0 10 20 30 40 50 60

Y75 T

(a) (b)

Figura 12 — Gréafico do erro relativo obtido ao comparar a solugao exata, Eq. (3.12), com a
nova aproximagao, Eq. (3.20). (a) Erro relativo para o potencial x°(r). (b) Erro relativo
para a derivada do potencial x.*°(r). Em ambos os casos, a amplitude dos erros relativos
tende a zero para psr > 1.
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4 REGULARIDADE DOS INVARIANTES DE CURVATURA

Um dos aspectos do estudo das solugoes no limite Newtoniano de modelos com
derivadas superiores e de modelos nao-locais diz respeito a resolucao da singularidade
em r = 0 (veja, por exemplo, [29] e suas referéncias). Em particular, uma vez que para
N > 0 o fator de forma (1.5) cresce mais rapidamente que qualquer polinémio, existem
teoremas gerais que garantem que o potencial Newtoniano, bem como todos os invariantes
de curvatura polinomiais construidos a partir do tensor de Riemann e de suas derivadas,
sao fungoes limitadas [28]. Neste capitulo, revisita-se o tema da resolugao da singularidades,
que foi considerado pela primeira vez no contexto dos modelos GFy com N € N nos
trabalhos [30, 31, 35].

41 CASO N, >1/2

A regularidade dos invariantes de curvatura polinomiais no tensor de Riemann
pode ser estudada de uma forma eficiente baseada na obsevacao de que tais invariantes
podem ser escritos como contragoes das componentes R*,, do tensor de Riemann com
os tensores de Kronecker, em vez de envolver explicitamente a métrica e sua inversa [62].

Para a métrica (2.8), R ,, possui 4 componentes independentes, a saber

4 1
Ky =R"y =¢"(r) = §X/2/(7") - gXG’(T)a (4.1a)
/ 4 / 1 /
K2 — Rtate — ' (T> — XQ(T) - XO(T)’ (41b)
r 3 r 3 r
/ / /
— prd N o ¢ (T) _ _g " XQ(T) . 1 " XO(T)
K3 =R"g=—¢"(r) -3 X2 (r) + , 3 Xo(r) + I (4.1c)
’ 2 x5(r) 1 xo(r)
Ky= Ry, — Y0 _ _2x0) _1x 4.1d
* b0 r 3 r 3 r ( )
A guisa de ilustracdo, o escalar de Kretschamnn linearizado pode ser escrito como
K = Ropr R = 4(K? 4+ 2K2 4+ 2K2 + K3). (4.2)

Se K; é regular para todo i € {1,2, 3,4}, entdo todos os invariantes de curvatura polinomiais

no tensor de Riemann sao limitados.

Uma vez que o potencial y,(r) é uma fungao analitica, limitada e par, segue
de (2.62) e do teorema de Taylor que

d2£—1 d%
WXS(T) =0, WXS(T)

_ GMpEtt (1) r (212 + 1) 43)

r=0 TN, 20+1 2N,

Portanto, todos os K 4 sao funcoes pares e limitadas. Ademais, de acordo com o teorema

r=0

geral demonstrado em [28], os invariantes construidos a partir de derivadas covariantes
dos tensores de curvatura, tais como [I° R, (VaVsVoVisRupe ) Ruvas Of R#ef (¢ € N),
sao regulares. Isso ocorre porque as derivadas de ordem impar de x4(r) se anulam r = 0,

enquanto as derivadas de ordem par sao finitas em r = 0.
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4.2 CASO0< N, <1/2

Uma vez que o potencial (2.60) nao é analitico para 0 < Ny < 1/2; o estudo da
regularidade dos invariantes de curvatura nesse regime ¢ mais delicado [28, 64]. Nesse caso,
o potencial admite a representacao integral (D.3), na qual a GEF é definida por (2.31).
Essa expressao pode ser utilizada para o calculo das derivadas no limite » — 0, uma vez
que a suavidade da fonte efetiva permite a passagem do limite sob o sinal da integral,

resultando em

A2=1y,(r OGM oo 00 Stﬁ 2%k—1
X ( ) - _ . A dt e—t Z (_1)k—1 (M ) |(2k_2)2l_17,2k—21—1 (44)

dr2i—1 W (2k — 1)(2k — 1)
e
A2y (r)  2GM & (15t 737 )21
_ASNV ) dt —t -1 k—1 s 2%k — 2 2k—21—2 4.
dr2 T /0 c kzzm( ) (2k — 1)(2k — 1)!( Jar (4.5)

para todo [ € N. O limite r — 0 das expressoes acima mostra que a Eq. (4.3) permanece
valida também nesse caso. Esse resultado pode ser entendido notando-se que a série (2.25)
converge em 7 = 0 mesmo quando 0 < N; < 1/2. Uma discussdo detalhada sobre a
convergéncia da série pode ser encontrada no Apéndice . Portanto, para todo Ny, > 0 o
modelo nao-local com fator de forma (1.5) regulariza completamente as singularidades
newtonianas. Como discutido em [28, 29], esse comportamento é explicado pelo fato de
que no regime ultravioleta o propagador (1.3) é suprimido mais rapidamente que qualquer
polinémio.

Como um exemplo explicito, considere o invariante de Kretschmann em r = 0 do
modelo GFy com ps = g = 1 e Ny = Ny = N e, consequentemente, ¢ = 1 = ys = Xo.
Utilizando (4.2) e (4.3) obtém-se

K(0) 16 3\?2
= I — N >0 4.6
G2M?uS  3w2N?2 <2N> ’ ’ (4.6)
a0 passo que, no limite N — oo, tem-se
K0 64
(0) (4.7)

G2M26 ~ 2772
A Fig. 13 exibe o valor do escalar de Kretschmann em r» = 0 em fun¢ao de N. O grafico
mostra que K°°(0) funciona como um limite superior para tal escalar em todos os modelos

com N > 3/2; para Ny = 3/2, as Egs. (4.6) e (4.7) fornecem exatamente o mesmo valor.

4.3 ULTRAVIOLETA VERSUS INFRAVERMELHO

Finalmente, para destacar a diferenca entre modificagoes nao-locais no ultravioleta
e no infravermelho, considere o cenario exético com Ny < 0. Nesse caso, o fator de

forma (1.5) torna-se
|Ns|

Fo(—k?) = W3/ (4.8)
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Figura 13 — Gréfico do valor do invariante de Kretschmann adimensional K (0)/(G?M? )
em r = 0 em funcao de N, no caso particular em que ps = g = e Ny = Ny = N. A
linha tracejada corresponde ao valor no limite N — oo, K°°(0), que serve como um limite
superior para valores elevados de N. Os pontos representam os valores inteiros de N. Note
que quando N = 3/2, K(0) = K*(0).

o qual tende a uma constante quando £ — oo. Portanto, o comportamento ultravioleta
do propagador (1.3) nao é melhorado (em comparacao com a relatividade geral), o que
significa, de acordo com os teoremas de [28], que podem existir singularidades de curvatura.
Como um exemplo explicito, consideremos o caso de Ny = —1, que foi proposto em [65].

A integragao direta de (2.65) entdo resulta em

2GM | 1 22 3 3 pir?
Xs(r) = — TR (=Lt — Vs oFy (=2, 55 E
wr |2 2 4 22" 4 (4.9)
GM  2GMu, GMyp? ) '
= — — z O(r?).
r + VLS 2 +007)
Assim, o potencial nao é limitado para Ny = —1, os termos em (4.1) divergem, e hd uma

singularidade de curvatura em r = 0.
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5 CORRECOES QUANTICAS LOGARITMICAS A UM LACO AO LI-
MITE NEWTONIANO

Neste capitulo, investiga-se as propriedades gerais das corre¢oes quanticas a um
laco ao propagador do graviton no limite Newtoniano da gravitagao nao-local. Tais
corregbes apresentam uma estrutura universal tanto no regime ultravioleta (UV) quanto

no infravermelho (IR) na forma de logaritmos [66]

1 1 1

1 — 4, B 1 wop 1

s 167G /d . g {(R 2A) + ZONVaﬂFQ(D)O GRFO(D)R
By 5

B Cpumton(= D ) + (2 Rlog(- 0 i) o + 0L

(5.1)
em que pp ¢ uma escala massiva. Os valores de 35 o podem mudar nos limites UV e IR gracas
ao teorema de desacoplamento de Appelquist—-Carazzone [67]. Em escalas intermedidrias, as
corregoes quanticas de um lago sdo dadas por fatores de forma complicados que dependem
da massa dos campos de matéria [48, 68, 69, 70]. Ainda assim, as contribui¢des dos campos
massivos sao suprimidas no regime IR, de sorte que apenas contribuicoes logaritmicas de

campos sem massa dominam nesse regime. Entretanto, para fins de generalidade, nas

consideragoes a seguir os coeficientes o sao tratados como parametros arbitrarios.

5.1 CONSIDERACOES GERAIS

Para derivar as equagodes de campo classicas no limite newtoniano a partir da
acao (5.1), pode-se aplicar o mesmo procedimento da Sec. 2.1, mas agora com a substituigao
f:(0) = fo(O) — Bslog(— 0O /u%)3. O resultado é que, para a acao (5.1), as equagoes

para os potenciais de spin-s possuem a forma
fs(A)AXs — fs log(_A/:u?%) A’ Xs = 47TG/0, s=0,2. (52)

A equacao acima pode ser resolvida perturbativamente por meio de uma expansao em
lacos do potencial, isto é,
Xs = X+ XY + O, (5.3)

em que x\¥ é da ordem O(R!). Uma vez que 3, = O(h), as equacgdes de ordem zero e de
primeira ordem em h sao dadas por
fo(D) DX = 4nGp, (5.4)
Fo(&) DX = Bolog(— A Jug) A2 X (5.5)
A equagdo (5.4) define a parte cldssica do potencial e ja foi resolvida na segdo 2.1. Por

outro lado, a Eq. (5.5) representa a corregdo quantica a um lago ao potencial, que é um

dos objetos de interesse deste capitulo.
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O sistema (5.4), (5.5) pode ser resolvido por meio do método de Fourier[28]. Esse

procedimento fornece a seguinte solugao para a corre¢do quantica de um lago ao potencial

1 28,GM [ _ ksen(kr)log(k?/u%)
0= T R

Alternativamente, pode-se estudar o problema utilizando o formalismo das fontes efetivas

(5.6)

descrito na Sec. 2.1. Com efeito, a Eq. (5.5) pode ser reescrita como

AXD = dxGplV, (5.7)
em que
3 27,2
W PsM /00 k3 sen(kr) log(k?/ %)
) =~ [ an o (5.9

é a correcao quantica a um lacgo a fonte efetiva. A correcao quantica a um lago a funcao

massa pode entao ser obtida a partir de (5.8) por meio da relagao

MO (r) = 4x /T dz 22pV (z) (5.9)
0

ou, utilizando (5.6),

. 5.10
Uma vez que as integrais em (5.6) e (5.8) sdo muito semelhantes, é conveniente

definir uma integral mestra por
[](V) (r,m) / dk k™ e 25m* sen(kr) log(k/pg).- neN (5.11)

A comparagcao direta de (5.11) com (5.6), (5.8) e (5.10) mostra que as corre¢oes quanticas a

um laco a fonte efetiva, a fungdo massa e ao potencial podem ser expressas, respectivamente,

em termos de [ J(\})u por

BsM

1
) = =7 1y, (r,3), (5.12)
453 1 1
M) = 20, 60 - 1,0 (5.13
48,GM
W) = == (), (5.14)

Para obter uma solugdo para (5.11), emprega-se novamente o truque de Feynman

a fim de eliminar o logaritmo presente no integrando da Eq. (5.11). Seja

J(r,a) E/O dk (552) e 2" sen(kr). (5.15)

Nessas condigoes,
n

_ U:LLRQ
(r,m) = B2 (ur, )

(5.16)

n+1
2

a=
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Utilizando a representacao em série de poténcias da funcao seno, pode-se avaliar J(r, «)

de maneira andloga a (2.20). Dessa forma, obtém-se
2a—1 o T 2042041 1 2 l
J(r,a):<ﬂ> ﬁrz ( - ) ( . >,
HR

2NN 5 T (H3) U\ 2%
em que a identidade (21 + 1)! = 22F1]1. T (I + 3/2) /y/7 foi utilizada para simplificar o

fatorial (21 + 1)! na série de Taylor da funcao seno.

(5.17)

[\
zle|

52 CASO N, >1/2

Quando Ny > 1/2, a férmula (5.17) pode ser escrita de forma compacta em termos
da funcao ¥ de Fox—Wright [71],

—

Plaj +Ak)

M8
S

pVql(a, A); (b, B); 2] = (5.18)

=0 T1T(b + Bik) ¥

~

=1

resultando em

2a—1 2

i 1 rr <2a—|—1 1) (3 ) r
J == — T — )i (= 1) ———]. 5.19
(r.a) (m) 2% 92N ! 1[ oN "N/ \2 0%+ (5.19)

Finalmente, calculando a derivada em relagdo ao pardmetro « e utilizando a Eq. (5.16),

obtém-se

) _ﬁlun+2,r, ﬁ B TL+2 i . § ._:LL2T2
IN,,u(h”) _2%+3N2{[N10g (M%{ logz 1\111 IN ’N ) 271 ) 2%+2 (
5.20
oo () 2 |
8@1 1 ’N ) 27 ) 2%+2 a2 .
— 2N

Na equacgao acima, a derivada de ;¥ em relacao ao parametro a é definida por meio da

série de Taylor,

) * T(a+ Ak)p(a + Ak) 2

51 Vil(a, A); (b, B); 2] = k;o T+ Bh) ik

(5.21)

em que ¥(z) =dInT(z)/dz =T"(2)/T'(2) é a funcao digama.

De posse da solugao para a integral (5.11), pode-se obter as corre¢oes quanticas para
a fonte efetiva, para a fun¢ao massa e para o potencial por meio das Egs. (5.12), (5.13) e (5.14).

Os resultados sao

M b 2 5 1 3 272
W — _ _ PsMpg Hs ) ( )( )__,us
Ps (T) 2&4‘3 NSQ 7T3/2{ [Ns log (M%) log 2‘| 1\111 [ 2N57 Ns "\ 9 1 ) QNLS-&-Q

0 1 3 w2
2w ) (21 s
+aa1 1[(@7 Ns>a(27 )a 2]\%_’_2 s 3
=3N,

(5.22)
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Figura 15 — MW (r) /(B M u?) em funcio de pgr. Grafico & esquerda: pg = 1,2u,. Gréafico

a direita: ur = 0, 6.

M pr3 2 5 1 5 2,2
MS)(T)——QHA Ny log 'u—; —log2| 1V, ( ,);(,1);— 'MiTQ
22N TIN2 /T M 2N, N 2 oyt
0 1 5 Iu2r2
N \1} — ) (=.1):= s
T o [(a NS> ’ (2’ ) el
T 2Ng
(5.23)
e
GMpd 2 3 1 3 2,.2
Xgl)(r) = 35 Hs Ny log M—; —log2| ¥y (, > ; <’ 1) - ,Ulsr
275 N2/ IR 2N," N,/ "\2 g +2
0 1 3 pir?
N \Ij R B B . S )
+8a1 ! Ka, Ns>’<2’ )’ omt2|| o
~3nN,
(5.24)

As Figs. 14, 15 e 16 apresentam, respectivamente, as solugoes (5.22), (5.23) e (5.24)
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Figura 16 — x(V(r)/(3,GM %) em funcio de per. Grafico a esquerda: pg = 1,2u,. Gréafico
a direita: ur = 0, 65.

para alguns valores finitos de N;. As linhas pretas tracejadas representam o comportamento

no infravermelho profundo (usr > 1) das fungoes,

66 M 268,GM
)y, N

r—00 7’3

36, M
PO~ -

r—00 777“5 !

MO () . (5.25)

r—00 7”2

que estao de acordo com o entendimento usual das teorias de campo efetivas. Note que
esses comportamentos assintoticos sao universais no sentido de que nao dependem do

modelo nao-local em consideragdo, isto ¢, (5.25) ¢ independente de Ny, jis € jug.!

Os graficos ilustram que o sinal das corre¢des quanticas a um lago para valores
pequenos de psr pode mudar dependendo da razao ji5/ g entre as escalas de renormalizacao
e de nao-localidade. Essa mudanca de sinal ocorre aproximadamente para us = pg, onde

log(p?/p%) muda de sinal. Mais precisamente, para p,r < 1 temos que

5 2
() = - Mg F<5)N1 Fs) o0 (5> O(u2r). (526
ps (T) QﬁJFZNEﬂ'Q 2Ns S Og ,U%g Og +¢ QNS + (Msr )7 ( N )

3B My (5 2 5
M) = o N <2N ) [NS tog (/ﬁz ~log2+v <2N ) (us7)* + O(pzr?)
S (5.27)

WG My} 2
XM (r) = ) MMSF( 5 ) [Ns log (5;) —log2 + ( ; >] + O(u2r?). (5.28)

9 N2 \2N, 2 2N,

! Para obter as expressoes em (5.25), basta realizar a mudanca de varidveis k = ¢/r na
integral (5.11) e observar que e~ 2a/mr)*N para ur > 1. Além disso, o termo proporcional
a log(ugr) ndo contribui nesse limite, uma vez que o resultado da integral correspondente é
uma fungao delta que se anula para r # 0. Para mais detalhes, veja, por exemplo, [28] e as
referéncias ali contidas.
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Portanto, as corre¢oes quanticas de um laco a fonte e a func¢do de massa sao negativas nas

proximidades de r = 0 se

) > oe2 0 (53]

1 — |log2 — 5.29

0g (MR> > |los (0 v )| (5.29)
enquanto a correcao quantica ao potencial é positiva quando
3) > Loz (55

1 > — |log2 — : 5.30

0g <uR> N, 082 v (g (5.30)

Além disso, o grafico da Fig. 15 revela um novo efeito interessante: embora a fun¢ao massa
classica, dada pela Eq. (2.46), seja positiva de acordo com o Teorema 2 da Sec. 2.2.2, a
sua correcao quantica a um lago muda de sinal um nimero finito de vezes. Os graficos
sugerem que, a0 menos para pequenos valores inteiros de Ny, o nimero de minimos locais
negativos em M (r) é igual a N, quando a condigio (5.29) é satisfeita, e igual a N, — 1
caso contrario.

Como um teste de consisténcia, pode-se conferir se os resultados gerais obtidos aqui
reproduzem X! (r) calculado em [28] para o caso particular N, = 1. Primeiro, observe
que [72]

1V [(a,1)5(b,1) ;2] = II:EZ)) 1Fi(a;b;2) (5.31)

em que 1 Fy(a;b;2) = M(a,b, z) é a fungao hipergeométrica confluente de Kummer. Entéo,

5 3 2p2 3 5 3 2p2 3 _uk? 3
1V (71>;(71>;_u5r =1k S =_-e s k(-1
2 2 8 2! 29 8 2 "2’
2,2 2,.2
= §6_H58 1Bl ;
2 12
(5.32)
) > 2y 5 5 22 _uir?
W l<2’1>;(2’1>;_ug 1:1F (2 7% )Ie T (5.33)
3 3 2p2 3 3 2p2 3r?
o |(G)s () - = () = s
Utilizando as identidades para as derivadas da funcao ¥, obtém-se
5 k
d l 3 12r? o T(3 + k)w( +k) 1272
s [(@ 1) (5.1) 515 3 -
da 2 S s T r(B4k) HUB
3 8 p2r?
b Z s 5.35
=3 [ (3 v — 2log2> <1 12 > ( )

0 3 ulr?
ZF R
* ot <a’2’ 8

)
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a=3
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= —e 8 [’y— § + 2log2 + 71F1
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_if(%k)w(gw); (_M%)k
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g'rQ 8 3 2,2
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o

(5.36)

0 (3 opEr?
%I\Ill [(av 1)7 (27 1) 7_8]

Oa 2’ 8

o

(5.37)

Portanto, a substituicao em (5 23), e (5.24) fornece para Ny =1

o ) e
& (5.38)
0 (3 '
+ %1 1< ,*7 )

M s “272 2 8 0 5 2y2
Ms(l)(r>: 6# ) {log (::;) _310g2+§_7_%1}7‘1 <a7’lus7“ ) }7
a=0

16v2r ¢ 2 28
(5.39)
3 2 2 2,.2
0 _BGMM{ (“) 0 p (g3 1r
Xy (r) = e s <log +2—v— F(a, -, . 5.40
421 813 da" '\ 728 ), (5.40)

A solugao para a correcao a um lago ao potencial concorda parcialmente com o resultado
de [28], sendo a unica diferenca um fator multiplicativo no argumento do logaritmo. De

fato, hd um erro tipografico na Eq. (100) de [28] e o resultado correto é dado por (5.40).

53 CASO N, =1/2

Tendo em vista o dominio de validade da funcdo ¥ de Fox—Wright, as solu-
goes (5.22), (5.23) e (5.24) sdo validas apenas para Ny > 1/2. Para obter a solugdo no

caso Ny = 1/2, basta substituir diretamente esse valor em (5.17), obtendo

2a—1 l
(o VIr QT2 +2a+1)1 [
J(T; Oé) - <,MR> 920+2 Z (25_,_3) ﬁ _E
2 (5.41)

2a—1 —a
1 H r’ r
S2aiig <MR> ( + 1 ) ['(2ce + 1) sen |2« arctan (2)]

2

{4;@7‘(#? 2 4) [67 — 11 —3log (llj > + 3log (ui?ﬂ + 4)]
R

Portanto,

23, M i}
pM(r) =

w2+ 4T

+ 3(pir* — 24p%r* + 16) arctan (M;T> },

(5.42)
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4B M pi? T
M) = e {QMST [(87 — 1)pr? — 4pir? log (/ﬁ%

+4p5r° log (N§7"2 + 4) + 41 + (3,u§7"4 — 244217 — 16) arctan (u;r) },

)(p) = ABsGMu [4 — 4y +2log <l’j22> — 2log(pr? +4) — w arctan (”ST
R

m(u3ra+4)? s
5.44)
em que v = 0,57721... é a constante de Euler—-Mascheroni.
5.4 O LIMITE Ny — oo
Outro caso de interesse é o limite Ny, — o0o. Nesse limite, obtém-se
A}lm Iy, (r,n) / dk k" sen(kr) log(k/ur), (5.45)
—00
que pode ser avaliado diretamente para n € {1,3}, resultando em
im oMW () = M s
im py’(r) =— 6 Si(psr) + |p2r? + 3(u2r* — 2)log — 11| sen(psr)
Ns—ro00 7T T' ,U/R
(5.46)
[(u r* —6)log <M8> — 5] T cos(,usr)},
KR
AMPBs |, o Ihs
(1) o 2.2
]\ilian (r) = 2 {3 Si (usr) + [3u3r cos(usr) — 3sen(pusr) + pir sen(usr)} log (MR)
+ g1 cos(psr) — 4sen(usr)},
(5.47)
: 48.GM . v
(1) o S . . . S
lelinooxs (r) = p— {sen(usr) Si(psr) — [psr cos(usr) — sen(psr)] log (P«R)}.
(5.48)

As Figuras 17, 18 e 19 exibem (5.46), (5.47) e (5.48), respectivamente. O com-
portamento assintético (5.25) é violado apenas para a fungdo massa; a situagao é muito
semelhante a de seu analogo classico, conforme discutido na Sec. 2.2.2. De fato, para

wsr > 1 tem-se

483, M pi
llm MO (r) ~ Mlog (MS> sen(pusr), (5.49)
m

mostrando que o nimero de mudancas de sinal da funcdo massa tende ao infinito quando

N; — 0.
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5.5 REGULARIDADE DOS INVARIANTES DE CURVATURA

Finalmente, uma vez que as corregoes a um lago para o potencial sao fungoes

pares de r, assim como seu analogo classico, elas nao comprometem a regularidade dos
invariantes de curvatura em r = 0, discutida na Sec. 4. Isso ocorre porque a integral (5.6),

que define as corre¢oes quanticas ao potencial, é semelhante a fonte efetiva cldssica (2.15),

0.008
0.006
0.004
0.002

D) (LM

e,

0.000

-0.002

-0.004

AP (BMps)

0

10 15 20

AT

0.002

0.000

-0.002

—-0.004

-0.006

15 20

s

Figura 17 — Gréfico de limy, o p{V(r)/(BsMpu2) em funcao de u,r. Grafico a esquerda:
ur = 1,2us. Gréfico a direita: pug = 0, 6u5.
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mas com o fator de forma efetivo

; [fs(=k*)]?
fs(k?) = . (5.50)

log(k?/ 1i7;)
Embora esse fator de forma efetivo nao satisfaca fS(O) = 1, ele cresce mais rapido que
qualquer polinémio, garantindo que mesmo quando as corre¢oes quanticas logaritmicas a
um lago sao levadas em conta, o potencial Newtoniano permanece limitado, assim como

todos os invariantes de curvatura que sao polinomiais no tensor de Riemann e em suas

derivadas [28].
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6 CONCLUSAO

Nos ultimos anos, diversos modelos de gravitacao nao-local foram propostos, e os
seus aspectos foram estudados sob diferentes perspectivas. Por exemplo, os trabalhos [28,
35] investigaram a questao da regularidade das solugoes linearizadas. Nesta dissertacao, os
principais resultados dizem respeito ao comportamento das solugoes no limite Newtoniano,

com possiveis aplicagdes a fenomenologia do regime de campo fraco desses modelos.

Notou-se ha algum tempo que o potencial Newtoniano modificado pode oscilar se os
fatores de forma forem do tipo fs(0) = exp(—0/u?)Ns com N, = 2,3, ... [31, 32, 33, 34],
mas a explicagdo do motivo pelo qual isso ndo ocorre para Ny = 1, bem como uma analise
comparativa detalhada dessas oscilagoes para diferentes valores de Ny ainda permaneciam
em aberto. Tais questoes também foram abordadas nesta dissertacdo, juntamente com as

seguintes generalizacoes.

Primeiramente, as consideracoes aqui apresentadas nao se restringiram apenas a
valores inteiros de Nj, podendo este assumir qualquer valor real positivo. A primeira vista,
tais fatores de forma nao-polinomiais combinados com operadores fracionarios podem
parecer artificiais do ponto de vista de extensoes da relatividade geral. Nao obstante,
eles permitem incorporar outras formulaces da fenomenologia da gravitacdo quantica. A
titulo de exemplo, modelos efetivos oriundos da geometria nao-comutativa frequentemente
utilizam fontes delta espalhadas com N, = 1/2 [44, 45, 46], o que corresponde ao fator
de forma f;(O) = exp/—0O/u?. Nesse sentido, os resultados advindos do formalismo das
fontes efetivas e com valores genéricos de Ny, > 0 podem encontrar aplicagoes além do

escopo tradicional da gravitacao nao-local.

Além disso, foram obtidas diversas representagoes para a fonte efetiva ps(r), para
a funcgao massa M,(r) e para o potencial y(r) em termos de integrais, de diversas de
fungoes especiais e de séries de poténcias. Nos casos particulares em que Ny € {1/2,1}
e no limite Ny, — oo, tais quantidades sao conhecidas em forma compacta ou mesmo
fechada. Desenvolvimentos matematicos recentes da Ref. [36] também permitiram expressar
as solugoes para Ny > 0 genérico em formas extremamente compactas, elegantes e
mais simples do que as representacoes anteriormente conhecidas em termos de fungoes
hipergeométricas [30, 33, 73]. A principal consequéncia é que as férmulas usuais para
Ny = 1 podem ser diretamente estendidas para um Ny > 0 arbitrario simplesmente
substituindo fungoes exponenciais tradicionais por fun¢des exponenciais generalizadas, isto
é, exp(2) = En,.a(%), em que a = 1 para a funcdo massa e para o potencial e & = 3 no

caso da fonte efetiva.

Com todas essas representacoes disponiveis, pode-se obter diversos resultados, por

exemplo:

i. A fonte efetiva para os potenciais Newtonianos é estritamente positiva para 0 <



1i.

iii.

iv.
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Ns < 1 (Teorema 1). Isso explica a auséncia de oscilagoes espaciais do potencial

nesses modelos.

Embora a fonte efetiva oscile e assuma valores negativos se Ny > 1, a funcao massa
efetiva M, é sempre positiva (Teorema 2). Nessas condicoes, as oscilagoes das
solugoes no regime de campo fraco nesses modelos de gravitacdo nao-local sao
muito diferentes daquelas da gravitagdo de Lee—Wick [51, 53], conforme discutido
na Sec. 2.2.2. Como consequéncia fisica, a forca gravitacional em qualquer modelo
GFy é sempre atrativa. Além disso, na se¢ao supracitada foi obtida uma estimativa
para a distancia radial r, a partir da qual as oscilagoes da forga gravitacional sao

suprimidas, mostrando que ela cresce aproximadamente de forma linear com Nj.

Também foram obtidas aproximagoes para a fun¢ao masssa efetiva (Eq. (E.6)) e para
o potencial Newtoniano (Eq. (3.20)), as quais podem ser utilizadas em aplicagoes
fenomenolédgicas de modo mais eficiente do que as expressoes exatas. Em particular,
dispondo de expressoes exatas e aproximacoes analiticas, no capitulo 3 discutiu-se a
aproximagao numérica proposta em [34], que foi utilizada para modelar experimentos

de laboratorio destinados a detectar oscilagoes na forca gravitacional.

Verificou-se que todos os modelos com Ng; > 0 possuem um limite Newtoniano
completamente regular, sem singularidades de curvatura. Isso ocorre porque o fator
de forma cresce mais rapidamente do que qualquer polinémio. Assim, ndo apenas os
invariantes de curvatura linearizados, mas também aqueles que envolvem derivadas
covariantes das curvaturas sao limitados. Isso difere do limite Newtoniano de qualquer
modelo local de gravitagao com derivadas superiores e de modelos nao-locais que
apresentam comportamento polinomial no ultravioleta, pois nesses casos sempre

existirao invariantes envolvendo derivadas da curvatura que sao singulares [28].

Por fim, mas ndo menos importante, aplicou-se o formalismo de fonte efetiva para
calcular os efeitos das corregdes quanticas logaritmicas a um laco no limite Newtoniano
das solucoes. Verificou-se que elas reproduzem o comportamento previsto pela
abordagem efetiva da gravitacao quéantica no limite psr > 1 e mostrou-se como elas
podem se manifestar em escalas intermediarias. Por exemplo, a correcao quantica
para a fonte efetiva, a funcao de massa e o potencial tipicamente oscila e pode
mudar de sinal para valores pequenos de pu,r, a depender da razao ps/pug. Ademais,
embora a funcao massa efetiva classica M, 5(0) (r) seja sempre positiva, sua corregao
quantica de um laco MV (r) pode mudar de sinal um ntimero finito de vezes em
valores intermedidrios de ur. A interpretacao fisica desse resultado interessante pode
estar relacionada a manifestacdo de graus de liberdade do tipo fantasma gerados
por corregoes quanticas [22], que podem assumir um comportamento taquionico

dependendo do valor de N.
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Os resultados obtidos aqui, e em particular as aproximagoes para a fun¢ao massa
efetiva e para o potencial, podem ser utilizados para explorar a fenomenologia do regime de
campo fraco da gravitacao nao-local. Evidentemente, também seria interessante investigar
se e como as oscilagoes das solugoes no limite Newtoniano se manifestam no regime
totalmente nao-linear, e se as singularidades de buracos negros podem realmente ser
evitadas nesses modelos. No entanto, é extremamente dificil ir além da aproximacao linear

em modelos nao-locais.
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APENDICE A — Solugdes em termos de funcdes hipergeométricas

generalizadas

Os trabalhos prévios sobre modelos GFy que analisaram suas solugoes no limite
Newtoniano para N > 1 resumem-se da seguinte forma: em [33] a fonte efetiva foi obtida
para N € {2,3} e o potencial Newtoniano foi calculado para N € {2,4} em [30] e
para N = 2 em [73]. Nesses trabalhos, as expressoes para essas quantidades envolveram
uma soma finita de func¢des hipergeométricas generalizadas, as quais se tornam mais
complicadas & medida que o valor de N aumenta.! Neste apéndice mostra-se que para
N, € N as solugoes obtidas no capitulo 4 podem ser expressas em termos de fungoes

hipergeométricas generalizadas.

A tarefa basica é demonstrar que a expressao em série de poténcias para a integral
In(r), isto é,

1 (=P /243N
= o 2O G = (2p+1)!r< oN )r ! (A1)

tem como resultado uma soma finita de fung¢oes hipergeométricas generalizadas para
N € N. Utilizando a identidade
C(p+3
(2p)! = 2°7p! Llp+3) 2>, (A.2)
r(3)

2

pode-se expressar o fator (2p 4+ 1)! em (A.1) na forma

(2p+ 1)t = (2p + 1)(2p)! = 277p! (pT é) Herd) g 1) r+3) (A.3)

r(3) r)

o qual pode ser reescrito como

@+ 1 =20 (3). (A1)

em que (a)m) = I'(a +n)/I'(a) denota o fatorial ascendente ou simbolo de Pochhammer.

Uma vez que
co N—-1

Z Cp=2_> Cngse, (A.5)

q=0 ¢=0

para qualquer série convergente, obtem—se para (A.1)

oo N—1
Z Z CNq—I—@: (A6)
q 0 /=0
em que
! 1 B4 20Y - ngss [T\ 2V
Crvgse = = et )oY (D) @
(D va+o (5>(Nq+e)

1 A representagao em série de poténcias para o potencial foi obtida em [31].
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O préximo passo consiste em utilizar as propriedades do fatorial ascendente

(@) k) = (@) iy (@ + K) (m), (A.8)
o T (0t
(@ = 0" x T (“) (A.9)
j=0 (n)
para obter
3 3 AL 20+
1 <> = (1 () N)*Na = . A.10
Dwvaro {5 ast W |3 (e)( ) ]];[2 v ) (A.10)
A identidade acima combinada com
3+ 20 3420 3+ 20
r —— | =——] T'(—— A1l
<Q+ 2N> <2N >(q) <2N>’ (A-11)
fornece o resultado para (A.7):
(—1)* 3420\ 1 N ( r >2Nq
C = r -1 — A12
Nt 20+ 1)) oN )" N (2:4) U™ N) (A.12)
j=2 \ 2N (g
i3

em que se utilizou (A.4) novamente. Portanto,

In(r) 1 (- F<3+2£> %i 1 (—1)Nq(r >2Nq
N 7’ = —_— T ANT *
| 2N+1 . |
2N = (20+1)! 2N = (2§XIJ>( | q! 2N (A.13)
j=2 q
i3
J#2(1-N)

Uma vez que a funcao hipergeométrica generalizada ,F, é definida por

pFg(ar, . . ap by, . by 2) = 27—, (A.14)

l;::]a Ezﬁ

encontra-se que

1N (c1)f (243
In(r) = = r .
V=98 2 Grr ) ( 2N )T .

N’ N N ' 2N ' 2N 7 oN '\ 4N
(A.15)

em que, seguindo a notagdo padrao [74], o asterisco indica a omissdo do termo que

(+1 042 04N 20452047  2042N+1 [ »2\V\
X oFan—o | —; : ; )

corresponde a j = 2] — 2N.
Portanto, a Eq. (2.19) implica

Mpg = (=1 (2043
B = S T . 20
P (T) 47T2NS ggo (2€+1)' QN‘S (/L T') X
. 41 0+2 C+Ng 2045 20+7 20 +2N,+ 1 _uzrg N\ *
04 2Ng—2 ) Ng ) Ng yee ey Ng ) 2]\]g ) 2N9 g ey 2N§ ; 4N9

(A.16)
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A partir da fonte efetiva, pode-se obter a fun¢ao massa e o potencial Newtoniano uitli-

zando (2.17) e (2.18) bem como a férmula de integragao [74]

(e}

g a
a—1 . . ny __ Yy
/0 drz® " F, (ay; by wa™) = ~ i1 Fyt1 (ap,

(8]
b S Ly ) A7
by, ,wy) (A.17)

Os resultados sao, respectivamente,

M Ns—1 (_1>l <2€+3> (MST)ZZ—&-B

M =
s(r) szg)(zeH)! 9N, ) 20+3

€W+3 (+1 (+2  (+N, 2045 2047  20+2N,+3 [ p22\™)
X 1Fon 1 ; . -

9N, ° N, ' N, U N, ' 2N, ' 2N, ' 2N, '\ 4N,
(A18)
(§]
GMpu, et (—1)° 20+ 1 o
x(r) = - —§ Z[:) rrnt (o, ) )X

. R 241 2042 2043 2A+2N, 242N, +1 [ p22\ "\
FENSUL TN, 2N, 2N, T 2N, 2N, '\ 4N,
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APENDICE B - Solugdes em termos da funcio G de Meijer

A fungdo f5(t) = exp(—t”), que corresponde ao fator de forma (1.5), é por vezes
denominada funcao exponencial esticada e possui aplica¢oes em contextos distintos. Por
exemplo, ela é tipicamente empregada em descrigoes fenomenologicas de relaxacdo meca-
nica em sistemas desordenados, bem como na na estatistica da distribuicao cumulativa
complementar de Weibull. Por essas razoes, existe uma vasta literatura dedicada ao estudo
de integrais que envolvem a fun¢ao exponencial esticada. Uma das técnicas para tratar
integrais que contém fz(t) (veja, por exemplo, [75] e referéncias ali citadas) consiste em

expressar as fungdes nao-polinomiais presentes no integrando em termos da fungao G de

mn Qyy...,0p
Gy x
by,....b,

e aplicar a férmula de integracao para
ai,...,a
ox | GoW" T
p,q b b
15---,0q

0 Y dl, . d
a qual pode ser encontrada, por exemplo, nas Refs. [76, 77].

Meijer

wxl/k) : (B.1)

A

A fim de aplicar as prescri¢oes supracitadas para a integral (2.20) (considerando
N € N), utiliza-se

de modo que
In(r) = ﬁ/ dk k G5 (1_
r Jo T\ 3 0
VT " ar ( B
2r Jo ’
Logo, a integral relevante é da forma (B.1) com a seguinte identificagdo: a =1, s = 1,

t=0,u=0,v=2,m=1,n=0,p=0,¢g=1,w=11=N,k=1,d, =1/2,dy, =0,

by =0, e 0 =1r?/4 (os termos a,- e ¢, sao ausentes). Logo, utilizando a férmula que pode

ser encontrada em [76, 77], o resultado para (B.3) é

2N3/2ﬁ N _Laia'”a2N_3;07L727"'7E; 2N
In(r) = YT GaN [ TN 2N0 NN N (ﬂ) . (B4)

A férmula acima pode ser simplificada utilizando identidades tais como [74]

Gmn ay,dg,...,0p _Gm_lvn ag,...,0p
Z = Yp-14-1
bla b27 s 7bq—1

pq
bla s 7bq—1a aj

z) , n,p,q=1, (B.5)
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aymn O’P
Gy, (b

mn a
qu ( bp

z) : (B.6)

(B.7)

N
N————
I
“
53
—
=
I
S o
= <
IS
N——

que fornecem

VTN — L \2N
]N(T>:4N3/2 Goan-1 0.1 2 N—1._ 1 1 2N-3 (W) : (B.8)

PNO>N? ") N 0 2NI2N? "7 2N

Esta expressao corresponde a fonte efetiva, ao passo que a fungdo massa e o potencial

podem ser obtidos por meio da féormula de integracao

Y _ a 1 a1y ooy, 1 —Q; Qpay, ..y
deze™tG™ | 7 |wx | =y G o ’ Uy ]
P b prbar by v, b b
0 q 1y 5 Om; &, Omg1,y - -y Og
(B.9)
Os resultados explicitos sao
M — 2N
(r) = _DHs GN:9 (uﬂ) s
Pl = (4N, )3/2 702N=t{ g 1 2 Ne—1._ 1 1 2N, -3 2N, ’
5 "N, N, " "9 N, ° 2N;’2N,;°" "’ 2N,
(B.10)
N, 1 2N,
— 2 Ns,l Ms"") s
My(r) =2My[ G |, N1 L 2 v | (B , (B.11)
2N,7? 2Ng7’ " "7 2Ng 7?87 EJ"'? N,
2N, —1
(7’) _ GM,MS GNS’l 72]\/'3 (“$r>2NS
Xs\T) = 2Vf7VW2 L2Ns \ g L 2 Ne—1. 1 1 2N,-3 2N, :
TiVs "N,? N, ""7 N, ° 2Ny72N5’ """’ 2N,
(B.12)

Por fim, vale destacar que as expressoes acima sao equivalentes aquelas obtidas no

Apéndice , tendo em vista que [74]

m m * n
mm [ Qq - [I2, T —bn) [, TAtba—a;) 4
Gy ; z —E T 2h %
q h=1

p
j=mir LAH0R=0) L[5, T(aj—bn) (B.13)
Ademais, hd um aspecto curioso sobre essas equagoes: embora o argumento das expres-

X pFaen (14 b — ay; (1 b — by)"s (1P "2)

soes (B.10)—(B.12) seja (,usr/QNs)wS, isso nao implica que tais expressoes sejam funcoes
pares de r. Com efeito, como se observa no lado esquerdo de (B.13), a paridade da
funcdo G é determinada pela sequéncia b, (cujos elemetos aparecem nos fatores z%), tendo
em vista que, neste caso, ,F, é uma funcao par. Sendo assim, os coeficientes presentes nas

Egs. (B.10)-(B.12) podem ser escritos na forma

b, b bgty. o, b
b — o Tm, T B.14
! ( 2N, 2N ) ( )
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de modo que

b a7\ 2
2 = <) , em que 1<h<<m. (B.15)
2N,
Portanto, se (by,...,by) é uma sequéncia de niimeros pares (impares), o objeto corres-

pondente é uma fungdo par (impar) de r. Isso posto, a fonte efetiva e o potencial sdo
fungbes pares, ao passo que a func¢do massa é impar, como deve ser em modelos cujo fator

de forma f,(—k?) cresce mais rapidamente que qualquer polinomio [28, 29].
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APENDICE C - Anilise de convergéncia da série (2.25)

Neste apéndice, analisa-se a convergéncia da série (2.25). Seja

(—1)* 2043
“T 1)!F< 2N ) (C.1)

para todo £ € NU {0}. Utilizando a propriedade I'(z + 1) = 2I'(2), a equagao acima pode

(-1t 2N 20 +3
“= Gy iass e ) (€2)

ser reescrita como

de sorte que

Q1| 1 I (1 + 257;5) (C.3)
ay (20+2)(20 +5)T (1 + 2%3) '

Da férmula de Stirling para a fungdo gama, valida para z suficientemente grande,

segue que

T(1+2) ~ V272 <Z> . (C.4)

(&

o que implica

20041
. Qg1 T (1)
lim 57
QyT

{—o0

~—g IN72, (C.5)

Consequentemente, pelo teste da razdo, a série converge absolutamente em R para N > 1/2.
Ademais, como toda série de poténcias converge uniformemente em qualquer intervalo
compacto contido em seu raio de convergéncia, conclui-se que a série (2.24) converge
uniformemente em [0, L], para todo L > 0, sempre que N > 1/2. Por outro lado, se
N < 1/2, a série converge somente em r = 0. No caso critico N = 1/2, embora a série
convirja para |r| < 1, ela pode ser somada analiticamente, resultado na expressao fechada
[viz. Eq (2.22)],

Lia(r) = ( 2 (C.6)

1+72)%

veja também a Eq. (2.27) e a discussdo ali apresentada.
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APENDICE D - Representacoes integrais titeis e demonstracio do Teorema 2

Partindo-se das Eqgs. (2.28) e (2.29) é possivel construir representagoes integrais

alternativas para a fonte efetiva, funcao massa e potencial Newtoniano, dadas por

M o 1 L SRS
ps(r) = W/o dt [sen(usrtws) — (psrt®Ns ) cos(pusrt 2N )} e’ (D.1)
2M [
M(r) = — dt {Si (,usrtﬁs) — sen(usrt%fvs)} e ! (D.2)
w Jo
2GM [ 1
Xs(r) = — ¢ / dt Si (psrt=s ) e, (D.3)
mr  Jo

em que Si(z) é a fungdo seno integral (3.11). As representacoes acima sao vélidas para
todo Ng > 0, e s@o tuteis tanto na demonstragao de algumas propriedades gerais (como a
positividade da fungdo massa) quanto na realizacdo de calculos numéricos. Notadamente,
o limite Ny — oo pode ser avaliado diretamente, o que resulta nas Egs. (3.7), (3.10),
e (3.12). Esse fato torna o célculo numérico de (D.1)—(D.3) estével e eficiente mesmo para
valores grandes de N, o que permite extrapolar algumas consideragoes da Sec. 2.2.2 até
N, = 1000.

De posse da representagao integral (D.2), a demonstragao do Teorema 2 da Sec. 2.2.2

é imediata. Com efeito, é suficiente mostrar que o integrando da Eq. (D.2) é positivo, isto
é,

g(x) =Si(x) —sen(z) >0, z>0. (D.4)

Para esse fim, considere separadamente os intervalos 0 < x < w e x > w. No primeiro caso,

note que g(0) =0e ¢'(z) = —cosz > 0 para x € (0,7), o que implica g(x) > 0 nesse

sen r
T

intervalo. Para z > 7 a desigualdade

T 1 T 1
~ LS <=4 D.5
r>0 = 5 Si(z) 5T (D.5)
fornece ] 1
T T
>————=1>2=-——-———=1>0. D.6
OEE R (D.6)

Isso demonstra a desigualdade (D.4) e, por conseguinte, a positividade da fun¢ao massa

efetiva.
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APENDICE E - Oscilagdes da fungio massa

Outra aplicagao 1til da representacao integral (D.2) para a fungdo massa é estimar
o ponto r, > 1/us, no qual as oscilagoes sao suprimidas e além do qual M(r) ~ M (veja a
discussao na Sec. 2.2.2). Primeiramente, note-se que, para p,r > 1, a integral do primeiro
termo em (D.2) tende a 7/2,
/ dt Si(,usrtﬁ) et~ / dt
0 0

psT>1

PR Y
= — E.1
€ 27 ( )

T
2
como pode ser demonstrado usando a desigualdade (D.5). Uma vez que a fun¢ao massa

oscila apenas para Ny > 1, emprega-se a expansao

logt

1 1 logt -2
12N; = e2N; %8 — 1 O(N E.2
: + g +OWN2) (B.2)
para o segundo termo na integral (D.2), de modo que, para N > 1, tem-se
> Ly > UsT ¢
/ dt sen(usrt?s e & / dt sen </LST + log t) e " (E.3)
0 0 2N,

A integral acima possui a forma geral
/O 4z sen(a + Blog 2)e~* = — Im [e"T(1 — if)), o, f>0. (Ed4)
Assim, escrevendo a fungao gama (complexa) como I'(1 — i) = a + ib, obtém-se
/Ooo dz sen(a + Blogz)e™* = asena — bcos . (E.5)

Portanto, as Egs. (D.2), (E.1), (E.3) e (E.5) fornecem a aproximagao M(r) ~ M2P(r), em

que

M[%\I/)_Im =1_ 2 {Re {I‘ (1 — 25]8\2” sen(psr) — Im [F (1 - 15]5\; ﬂ cos(,usr)} . (E.6)

™ s

A equagao acima fornece a forma segundo a qual a fungao massa oscila para pgr > 1
e Ny > 1. A comparacao de (E.6) com o resultado exato para M,(r) mostra que a
aproximagao parece ser razoavel mesmo para valores relativamente pequenos de Ny e de
usr (veja a Fig. 20). A razao para isso é dupla: primeiro, a integral seno (E.1) converge
rapidamente para seu valor assintético /2 e, em segundo lugar, o termo (E.2) tende

rapidamente a 1 a medida que o parametro /N, aumenta.

O préximo passo é encontrar a funcao que descreve a atenuacao das oscilacoes da
Eq. (E.6). Para isso, emprega-se novamente (E.4). Agora, é conveniente escrever a fungao

gama complexa na forma polar I'(1 — ib) = pe?, de modo que
/ dz sen(a + flogz)e™* = psen(a — 0). (E.7)
0
Uma vez que a fungao seno ¢ limitada, tem-se

—p < /Oo dz sen(a + flogz)e™* < p, (E.8)
0
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Figura 20 — Comparacao entre a funcao massa exata (D.2) (linha tracejada laranja) e a
aproximagao (E.6) (linha azul continua) para Ns; = 2 (superior esquerdo), N5 = 4 (superior
direito), Ny = 10 (inferior esquerdo) e Ny = 20 (inferior direito). As curvas vermelhas
representam as fungdes envoltorias do pacote de ondas 1 £ 6, onde 6 é dado por (E.12).

A linha preta tracejada corresponde a forma assintotica da fungao massa para r — 0,
Eq. (2.53).

o que, juntamente com (E.1), resulta em

M (r)
1—s< s W eqyy E.9
M + (E.9)
em que
T NG
_Tir(1- . .1
0=35 ‘ ( 22]\@)’ (E-10)

A funcao envoltéria das oscilagoes, 1+ §(usr, Ng), pode ser escrita em uma forma mais

util utilizando

PA+if)f= 0 E.11
P = (E11)
o que fornece
_ 2 psr WMJ)
J= \/7T N, csch (2 N ) (E.12)

Note que 6 — 0 quando usr — oo. A Fig. 20 exibe uma comparacao entre a integracao
numérica de (D.2) com (E.6) e (E.9) para vérios valores de Ny; note que, embora tecnica-
mente derivada para valores grandes de N; e usr, a aproximagao funciona relativamente

bem mesmo quando esses valores nao sao tao grandes.
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40 »

30 =

Y(d)

20 ]

10712 107° 1078 1073 1
J(%)

Figura 21 — Solug¢ao numérica para o fator multiplicativo Y em funcao do erro relativo
d = |1 — Ms(r)/M| (em porcentagem), em escala log-linear.

Dado um § arbitrariamente pequeno, a equacao (E.12) pode ser invertida para

fornecer o valor de r, tal que r > r, implica |M,(r)/M| < 1+ 6. Formalmente,

[LsT
N =Y (E.13)

Como (E.12) depende da combinagao psr/Ns, é claro que p,r, escala linearmente com
N, como foi suposto em (2.56). A Fig. 21 representa a fungao Y (d) obtida pela solucao
numérica da equagao transcendental (E.12). Como o gréafico revela, a dependéncia de Y’
em relacao a d, em escala semi-logaritmica, é quase linear. Portanto, é possivel encontrar
uma aproximagao para Y (6) usando uma regressao linear. Para obter resultados mais
precisos, é conveniente particionar os valores de Y em dois dominios, a saber, 6 <Y < 10
e 10 <Y < 50. Entao, usando os dados numéricos mostrados na Fig. 21, o método dos

minimos quadrados fornece

(—1,385 £ 0,005) log(1008) + (7,272 £ 0,006), for 6 <Y < 10,
Y (5) ~ (E.14)
(—1,314 £ 0,002) log(1008) + (7,41 £0,04),  for 10 <Y < 50.

Essas relagoes podem ser usadas para estimar o ponto além do qual as corre¢des nao-locais
a fungdo massa sao suprimidas, como na Sec. 2.2.2. Por exemplo, para que M,(r) ~ M
dentro de 1%, é necessario que r > r, ~ 7,3 N,/us, enquanto que, para um desvio de

0,0001%, precisamos de r > 7, ~ 20 N,/ .
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