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RESUMO

Este trabalho investiga a conexao operacional entre a preparacao, em laboratorio, de
sistemas quanticos e sua representacao como estados em um espago de Hilbert, bem como
o comportamento das transformagoes a luz dessa correspondéncia. Utilizando a fibragao
de Hopf, apresentamos uma descri¢cdo operacional explicita da relacido entre “variaveis de
laboratério” e estados quanticos, ilustrada por meio do experimento de Stern—Gerlach e de
um arranjo 6ptico simples. Nesse contexto, mostramos também como rotacgoes espaciais
em trés dimensoes correspondem naturalmente a transformagoes unitarias atuando sobre
estados quanticos, sob restricoes como a preservacao da pureza e da reversibilidade, con-
duzindo a uma reconstrucao operacional do homomorfismo dois-para-um entre os grupos
SU(2) e SO(3). Além disso, ao estender essa abordagem a espagos de dimensoes maiores,
contribuimos para a caracterizacao de dindmicas emergentes em sistemas de coarse-graining.
Para além de sua relevancia teorica, essa abordagem oferece uma perspectiva concreta e
pedagogicamente acessivel, tornando experimentalmente tangiveis tanto a relacao abstrata
entre grupos de simetria e a geometria da esfera de Bloch quanto os mecanismos fisicos

subjacentes a emergéncia de dinamicas efetivas em problemas de coarse-graining.

Palavras-chave: Abordagem operacional, Esfera de Bloch, Homomorfismo de grupos,

coarse-graining.



ABSTRACT

This work investigates the operational connection between the laboratory prepara-
tion of quantum systems and their representation as states in Hilbert space, as well as the
behavior of transformations in light of this correspondence. By employing the Hopf fibra-
tion, we present an explicit operational description of the relationship between “laboratory
variables” and quantum states, illustrated through the Stern—Gerlach experiment and a
simple optical setup. Within this framework, we also show how spatial rotations in three
dimensions naturally correspond to unitary transformations acting on quantum states,
under constraints such as purity preservation and reversibility, leading to an operational
reconstruction of the two-to-one homomorphism between the groups SU(2) and SO(3).
Moreover, by extending this approach to higher-dimensional spaces, we contribute to the
characterization of emergent dynamics in coarse-graining systems. Beyond its theoretical
relevance, this approach provides a concrete and pedagogically accessible perspective,
rendering experimentally tangible both the abstract relationship between symmetry groups
and the geometry of the Bloch sphere and the physical mechanisms underlying the emer-

gence of effective dynamics on coarse-graining problems .

Keywords: Operational approach, Bloch sphere, Group homomorphism, coarse-

graining.
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1 INTRODUCAO

Neste texto, adotamos o que a literatura denomina de formalismo operacional.
Em sua esséncia, o meio de pensar operacionalista estrutura-se na afirmacao de que
uma descri¢do experimental de um conceito é fundamentalmente necessaria para que seu
significado seja considerado conhecido (1, 2). Sob essa 6tica, a compreensao do que é
um objeto fisico nao busca um modelo tedrico abstrato, mas fundamenta-se na pergunta:

“como este objeto se manifesta através da interacao com agentes, ou experimentos?”.

Esse pensamento foi proposto primeiramente pelo fisico Percy Williams Bridgman
no inicio do século XX (2). Embora tenha surgido a priori como uma reflexdo sobre
a fisica daquela época, seus principios estenderam-se posteriormente a outros ramos da
ciéncia, como a psicologia e a filosofia (3). O foco deste trabalho, no entanto, reside no
uso desta mentalidade na compreensao da mecanica quantica. Nesta, o operacionalismo
atua como uma ponte entre o formalismo quantico - onde sistemas sao representados em
espacos de Hilbert - e a realidade observavel, descrita por parametros que poderiam ser
controlados em um laboratorio. Neste sentido, estes parametros serao chamados, como

veremos a frente, de variaveis de laboratorio ou laboratory variables, na lingua inglesa.

Nesse contexto, uma frase que, sem duvida, representa com precisao este ponto de
vista operacional é a do fisico Asher Peres (4), que afirma: “Fendmenos qudanticos ndo
ocorrem em um espago de Hilbert, eles ocorrem no laboratorio”. De fato, essa afirmacao
nos leva a investigar a possibilidade de descrever nossos experimentos quanticos por meio
de variaveis do espago fisico (5), ao invés de recorrermos exclusivamente a construgoes
matematicas abstratas, visto que tais experimentos sao realizados justamente em um

laboratoério inserido nesse espago. E precisamente isso que nos propomos a realizar nesse

trabalho de mestrado.

Este trabalho segue de perto a linha de pesquisa desenvolvida por (6, 7, 8, 9, 10),
na qual os autores buscam reformular e, por vezes, reconstruir objetos matematicos—que
sao usualmente aceitos como “dados”—diretamente a partir do mundo fisico que nos cerca.
Por exemplo, em (8) os autores derivam caracteristicas da geometria e da topologia de
forma totalmente operacional, partindo de pressupostos basicos como pontos e retas em
corpos rigidos. Dessa forma, neste trabalho pretendemos comecar a preencher a lacuna
deixada pelas abordagens usuais de livros-texto em fisica quantica, que nao estabelecem
uma ponte entre o espaco fisico e o espago de Hilbert — como se o primeiro fosse apenas

um recurso auxiliar para motivar e introduzir o aparato mateméatico do segundo.

Adotaremos uma construcgao operacional do espago fisico seguindo a abordagem de
(7, 8): o espago fisico é obtido a partir de procedimentos experimentalmente acessiveis
(como a marcagdo de pontos em corpos de referéncia rigidos, a definigdo de distancias com

compassos, a formagao de classes sob “unides firmes” de corpos rigidos, etc.), o que resulta
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em um sistema de referéncia (SR) e um espago afim associado Egg juntamente com seu
espaco vetorial de deslocamentos D. Este ponto de vista operacional enfatiza que pontos,
deslocamentos (vetores), diregoes e estrutura afim sdo definidos por procedimentos e nao
assumidos a priori—de maneira operacional, no sentido da referéncia (1). E oportuno
ressaltar também que, neste trabalho, separamos intencionalmente dois usos distintos
do simbolo R3: (i) o espago fisico onde os procedimentos de laboratério ocorrem e (ii) o
espago vetorial euclidiano que é usado como um espago de representagao conveniente (por

exemplo, o espago ambiente que contém a esfera de Bloch).

Dito isso, com a intui¢do de que podemos descrever fenémenos quanticos por meio
de variaveis de laboratério, ancorada na frase de Asher Peres, poderiamos nos perguntar
0 que aconteceria com a nossa interpretacao quantica de um certo problema no caso de
ajustarmos essas variaveis para valores distintos dos valores iniciais. Em outras palavras,
de que maneira se dd a evolugao do sistema quantico em func¢ao de diferentes ajustes
especificos no laboratério? Esta é uma pergunta muito pertinente e anda lado a lado com
as investigagoes abordadas em (5, 8, 11, 12). Veremos, ao longo deste trabalho, que a
nossa abordagem operacional servira de base para obtermos uma resposta satisfatoria para

essa pergunta.

Utilizaremos como exemplo principal de sistema quéntico o sistema de dois niveis,
também conhecido em computagao quantica como qubit (13, 14), em razao da grande
diversidade de sistemas que podem ser descritos por este, tais como o experimento de
Stern-Gerlach (15, 16, 17, 18) explorado com detalhes em (10), bem como sistemas de
fétons polarizados (19, 20, 21) conforme a abordagem de (5). Entretanto, no decorrer deste
trabalho, estenderemos nossa abordagem operacional também a sistemas de dimensoes
maiores, em particular, o sistema de dois qubits (14, 22). Motivados pela sua interpretacao
experimental, viabilizada por um mapeamento que reduz a dimensionalidade desse sistema

— denominado mapeamento de coarse-graining (24, 25) — com o objetivo de caracterizar
possiveis dindmicas que emergem dessa descricao efetiva através de um argumento ma-
joritariamente operacional. Em outras palavras, utilizando uma descricao via lab space
variables, conseguimos caracterizar condi¢oes para a existéncia de uma dinamica emergente

em um sistema de coarse-graining.

Nesse sentido, organizamos este trabalho da seguinte forma. No préximo capitulo,
apresentamos uma breve revisao a respeito dos conceitos matematicos de fundamental
importancia para o desenvolvimento deste trabalho. Esta revisao servird nao apenas
para a fixacdo da notagdo, mas também como base para os calculos apresentados nos
capitulos seguintes. No Capitulo 3, motivamos a conexao entre o espacgo fisico e o
espaco de Hilbert por meio do exemplo paradigmatico do experimento de Stern-Gerlach.
Além disso, iremos desenvolver o aparato mateméatico denominado dispositivo universal
para Optica de polarizacao, o qual utilizaremos para estabelecer a ponte entre esses dois

espagos e argumentar que essa conexao possui um significado fisico mais profundo. No
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Capitulo 4, expandimos nosso foco, naturalmente, para a interpretacdo operacional de
transformacoes sobre sistemas de dois niveis. Descobriremos, partindo da abordagem
operacional, como uma transformacao no espago quéantico (espaco de Hilbert) é interpretada
no espaco do laboratério e vice-versa. No Capitulo 5, abordamos o problema de coarse-
graining mantendo a mesma logica operacional previamente estabelecida, o que nos
permite determinar a existéncia — ou nao — de uma dinamica emergente nesse contexto.
Combinando diferentes coarse-grainings com evolug¢oes unitarias, vamos analisar quatro
cenarios distintos e determinar as restrigoes e caracteristicas associadas a dinamica de

cada um deles. Por fim, o 1ltimo capitulo contém nossas consideragoes finais.

Finalizamos a introducao destacando que esta dissertacdo é baseada nos seguintes

artigos:

1. Valle, V. G., Brugger, L. L., Rizzuti, B. F., & Duarte, C. (2024). Towards
establishing a connection between two-level quantum systems and physical spaces. Brazilian
Journal of Physics, 54(4), 93.

2. Valle, V. G., & Rizzuti, B. F. (2026). From Rotations to Unitaries: Reversible
Quantum Processes and the Emergence of the SU(3) — SO(3) Homomorphism. Revista
Brasileira de Ensino de Fisica, 48, €20250374.

3. Rodrigues T. B. S. F., Brugger, L. L., Valle, V. G., Rizzuti, B. F., & Duarte,
C. (Em preparagao). Bayesian Inference, Emergent Quantum Dynamics as a Bayesian

Inference Problem: A Critical Analysis.
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2  PRELIMINARES MATEMATICOS

Este capitulo tem como objetivo estabelecer os conceitos de mapeamentos lineares
na algebra de operadores e elementos de teoria de grupos, que serao muito utilizados ao

longo desse trabalho.

2.1 MAPEAMENTOS LINEARES NA ALGEBRA DE OPERADORES

Os conceitos que serdo abordados nesta secao sao de extrema importancia quando
se trata de informacao quantica. Tomamos como objetivo estabelecer a definicao de
mapeamentos lineares entre espacos vetoriais que em si mesmos sao determinados por
outros conjuntos de aplicagoes lineares. Para isso, é necessaria a introducao de conceitos
como operadores e estados quanticos, bem como a maneira com que esses mapeamentos
sdo representados matematicamente. Para a composicao deste texto, foram utilizadas

como base as referéncias (13) e (22).

2.1.1 Operadores e mapeamentos

Dado dois espagos euclidianos complexos C" e C™, chamamos de L(C",C™) a

colecao de todos os mapeamentos lineares da forma
A:C"— C™. (2.1)

O conjunto £(C",C™), munido de adi¢ao e multiplicagao por escalar, forma um espago
vetorial, composto por elementos que chamamos de operadores (22). No caso n = m,
denotamos L£(C", C") simplesmente por L(C").

Chamamos p € L(C") de operador densidade ou estado quantico quando este for
positivo semi-definido com trago igual a 1. Além disso, afirmamos também que este estado

é puro quando p pode ser escrito na forma p = |u) (u|, com |u) € C™(23).

Podemos agora definir mapeamentos da forma
O L(C") — L(C™). (2.2)

Denominamos T'(C", C™) o conjunto de todos os mapeamentos lineares que assumem este

formato.

Mapeamentos tal como em (2.2) levam operadores lineares em outros operadores
lineares—dai o nome: super-operadores (23). Um caso particular é quando esses super-
operadores levam operadores positivo semi-definidos em operadores positivo semi-definidos.
Nesse caso, esses operadores sdo chamados de positivos. Se, adicionalmente, toda extensao
do tipo 1 ® & for positiva, dizemos que esse super-operador é um canal quantico (22).

Veremos na proxima secao que eles assumem uma forma, ou varias equivalentes, especifica.
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2.1.2 Representagao de Kraus

H& diversas maneiras de representar ®, incluindo a representacdo natural, as
representacoes de Stinespring, de Choi—-Jamiotkowski e de Kraus, todas equivalentes entre

si (22). Neste trabalho, iremos focar na representacao de Kraus.

Dado os espagos euclidianos complexos C" e C™ e os operadores {A, : a €T} C
L(C",C™) e{B, : a €T} cC L(C",C™) podemos representar a atuagdo de & em um
elemento p € L(C") como

O(p) = > AwpB; ; Vp € L(CY), (2:3)
acl

onde I'" é um conjunto finito ndao vazio de tamanho m.

Dizemos que a expressao acima é a representacao de Kraus do mapeamento ®. A
escolha dessa representacao esta ligada a conexao que pode ser estabelecida desta com a

teoria de grupos, abordada no Capitulo 3.

2.1.3 Mapeamentos CPTP

Um conceito de suma importancia para a informacao quéantica é o de canais
quénticos; estes sao caracterizados como mapeamentos na forma (2.2), que estao sujeitos

a duas restrigoes. ® deve preservar o trago e ser completamente positivo (CPTP).

Sendo assim, o mapa (2.2) ¢ CPTP quando Tr(p) = Tr(®(p)), para todo p € L(C")
e (P®ILcq))(P) € Pos(C"®CP) para todo P € Pos(C"®C?) e para todas as escolhas de
C4. Como de costume, Pos(C") denota o conjunto de operadores positivos semi-definidos

em CR, para algum inteiro positivo .

Dado que nosso objetivo é relacionar mapas CPTP a teoria de grupos, como
mencionado anteriormente em 2.1.2, é de nosso interesse utilizarmos a representacao de
Kraus, dada pela Equacao (2.3). Esta representagdo do nosso mapeamento ¢, agora com
a devida restricao CPTP, é dada por

®(p) = D ApA;, p € L(CY), (24)
acl

para um conjunto finito e nao vazio I' e {A,|a € I'} C L(C",C™).

A Equagao (2.4) garante que o mapa é completamente positivo (CP) e a condigao

de preservacao do trago (TP) é garantida, de acordo com (22), ao se exigir que

S ATA, =1, (2.5)

ael
2.2 GRUPOS SO(3) E SU(2)

Nesta secao, serao introduzidos conceitos basicos sobre a teoria de grupos, especial-

mente sobre os grupos SO(3) e SU(2), que sao de extrema importancia no decorrer deste
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trabalho. Sera discutido que ambos os grupos citados acima sdo compostos por operadores
que, por sua vez, possuem representacoes fisicas/geométricas. Para a composi¢ao deste

texto, foram utilizadas como base as referéncias (26, 27, 28, 29).

2.2.1 Definicao

Um grupo é um conjunto de elementos G = {¢1, go, . . .} munido de uma operagao

que chamamos de multiplicagdo de grupo

2 GxG =G
(2.6)
(91,92) = g1 - 92 = g3 € G.

Esta operacgao é associativa, isto €, para quaisquer elementos ¢i,g» e g3 em G temos
(91-92) g3 = g1 - (g2 - g3); além disso, o grupo possui um elemento neutro e € G tal que

g - e=e - g=g e também para qualquer g € G existe o inverso g ! tal que g - ¢! = e.

2.2.2 O grupo SO(3)

Embora um grupo seja um conjunto abstrato munido de um produto que satisfaz
as propriedades discutidas acima, nos interessa, em particular, grupos cujos elementos sao
matrizes. Considere entao o conjunto de todas as matrizes ortogonais 3 x 3 reais com

determinante unitario,
SO (3) = {R ¢ uma matriz 3 x 3 real [det R =1,R" =R} (2.7)

Este conjunto, munido com produto usual de matrizes forma um grupo. A letra S vem de

special (que significa determinante igual a 1) e O designa matrizes ortogonais.

E possivel estabelecer coordenadas para elementos de S O(3). Isto é feito por meio

da exponencial de uma matriz, definida pela série convergente

> 1 1
eM:Z—'M":H+M+§M2+.... (2.8)
o ! !

Assim, dada uma matriz R € SO(3) tentamos escrevé-la como a exponencial de
uma matriz a,

R = e (2.9)

Como sabemos que, para o caso do grupo SO(3), a transposta de R é igual a sua inversa,
isso implica que

RT=R"' = (&) =(e8)"' = a” = —a, (2.10)
pois pode-se verificar que (e2)T = eal e (e2)71 = e72.

T

Ao considerarmos uma matriz qualquer que respeita a condicdo a® = —a, temos
0 —Q3 (6%} 3
a=|a; 0 —a|=—1) a;Ty, (2.11)
J=1

— Q9 (03] 0
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onde a; € R3Vj=1,2,3 ¢

0 0 O 0 0 — 0 — 0
71=100 —i|, ==[0 0 0] em=|¢ 0 0. (2.12)
0 ¢« O - 0 0 0 0 0
Note que vale também que
dete® = eTr@ = 0 =1, (2.13)

Perceba que a partir da restricdo imposta as matrizes a na equagao (2.10), em
conjunto com a equacao (2.11), podemos definir outro conjunto, que tem estrutura de um
espaco vetorial. Suas matrizes derivam da prépria estrutura do grupo SO(3) e este espago
vetorial tem base composta por 7; (com j = 1,2,3). Chamamos este conjunto de matrizes

de so(3) e o definimos como
so(3) = {a é uma matriz 3 x 3 | al = —a} . (2.14)

Note que se a e b pertencem a so(3), entdao o comutador [a, b] também pertence a esse
conjunto, pois ([a, b)) = — ([a, b]).

Reforcamos que tanto a soma quanto a multiplicacdo por escalar real ainda respei-
tam a condicio al = —a. Sendo assim, chamamos so(3) de uma algebra, no sentido de que,
além de ser um espago vetorial também é dotado de um produto (28). De forma simbdlica,
escrevemos SO(3) = e*°®) e chamaremos tais de algebras, assim como na referéncia (27),
de Algebras de Lie. Vamos mostrar que podemos reconstruir o grupo a partir da dlgebra

correspondente.

Se considerarmos as, 3 = 0 na equacao (2.11) e expandirmos a exponencial

correspondente, obtemos

1 00 0 0 0 . 0 0 0 . 0O 0 O
=10 1 0[+|0 0 —ar|+5]0 —a? 0 [+500 0 of|+..,
0 01 0 g O 0 0 —aof 0 —a? 0
(2.15)
Sendo assim, temos a matriz
1 0 0
Ri=e¢ ™™ =0 cosa; —senao |, (2.16)

0 sena; cosog

que representa uma rotacio em R® em torno do eixo z por um angulo ;. A partir de

(2.11) podemos obter também as matrizes Ry ¢ R3 dadas por

cosay 0 —senapg cosas —senas 0
Ry = e 4272 = 0 1 0 e Ry=e " =|senaz cosas 0],
senoy 0 cosay 0 0 1

(2.17)
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que, por sua vez, sao rotacoes em R? em torno dos eixos y e z, respectivamente.

Dado 7 um vetor unitdrio na esfera S?, vamos construir a matriz R(f, a) € SO(3)

que denota a rotagao por um angulo a ao redor do eixo 7.

Os exemplos acima indicam casos particulares da exponencial e """, em que 7 é
tomado particularmente como os vetores unitarios €1, é; e €3, que apontam nas diregoes

T,y e z, respectivamente. Assim,
R(h, a) = e "7, (2.18)

Ressaltamos que o produto escalar no expoente é uma maneira simbélica de representar a
combinagao linear das matrizes 7;, conhecidas como os geradores do grupo SO(3).
A forma explicita para os elementos da matriz R é dada pela férmula de Rodrigues

(29), com j, k em {1,2,3},

Rjk(n, o) = d;1, cosa + njng(1 — cos a) — €y sen a. (2.19)
Como

R(h,a+27) = R(h,a) e R(n,a) =R(—n,21 — ), (2.20)
limitamos o valor do angulo « para [0, 7], pelo fato de conseguirmos cobrir os angulos de 0
a 2w, executando rotacoes em torno dos eixos 1 e —n.

Temos, assim, uma nova defini¢do para o grupo SO(3), dada por:
SO(3) ={R(, )| 7 € $?,a € [0,7]}, (2.21)

com elementos de matriz (R(7, ), = Rjx(f, ) € R, j,k = 1,2,3. Um célculo direto
utilizando a férmula de Rodrigues, mostra que RT = R~!. Além disso, uma deducdo

geométrica desta férmula, através de vetores rotacionados, nos permite afirmar que

det R = 1.

2.2.3 O grupo SU(2)

Consideramos agora o conjunto de matrizes 2 x 2 unitarias que possuem deter-
minante igual a 1, munido com o produto usual de matrizes. Este é o grupo SU(2),

formalmente dado por
SU(2) = {U é uma matriz 2 x 2 complexa |det U =1, UT = U’l}. (2.22)

De maneira semelhante ao que fizemos para o grupo SO(3), através da Equacao (2.8),

assumimos que uma matriz U € SU(2) possa ser escrita como a exponencial
U =eY, (2.23)

implicando que
U=U"! = () =(e")"' = uf = —u (2.24)
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Considerando uma matriz qualquer u que respeita a condicio u’ = —u, temos que

essa é escrita como
u a+7€a’ b—i—z:b’ . a—z:a’ c—z:c’ _ —a—z:a’ —b—z:b’ | (2.25)
c+id d+id b—db d—id —c—1ic —d—1id
Sendo assim
wa  —=b—l
u= . (2.26)
b—ib  —id

" =det U =1, temos que Tr u = 0 implica na igualdade a’ = d’, deste modo

/ b _ 'b/
w=i (bj N ' ) . (2.27)
(3 —a

Substituindo as varidveis (b, b, a’) por (x,y, z) respectivamente, podemos escrever a matriz

u:i[z (é _01)—1-3;(2 :)Z)—i—:c((l) (1))] (2.28)

Sendo assim, uma matriz arbitraria u pode ser escrita como uma combinacao linear

Como eI"

arbitraria u como:

das matrizes de Pauli, dadas por

1 0 0 — 01
O’Z:(O _1), O'y:(i O)’ ax:<1 0). (2.29)

Com isso, através da equagao (2.8), chegamos a conclusao de que uma matriz qualquer

U € SU(2) pode ser escrita como

U(h,a) =" =" = cos% — if) - Gsen —. (2.30)

O produto escalar acima, (7 - &), é uma expressdo simbdlica e compacta para

denotar a combinagao linear das matrizes de Pauli com coeficientes z, y e z.

Temos entao uma nova definigdo para o grupo SU(2) dada por:
SU (2) ={U(h,a)| 7 € $*,a € [0,27]}, (2.31)

com elementos de matriz (U(7, a));x = Ujr(R,a) € C, j,k = 1,2. Onde U' = U~ e
det U = 1.

Semelhante ao desenvolvimento da algebra de Lie so(3), correspondente ao grupo
SO(3), também podemos definir uma &dlgebra de Lie para o grupo SU(2) a partir da

equagao (2.28) e da restricao imposta sobre as matrizes u na equagao (2.24). Ou seja,

definimos su(2) como:

su(2) = {u é uma matriz 2 x 2 | ul = —u} : (2.32)
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Este conjunto admite estrutura de espago vetorial e é munido do comutador [u, v]
com u, v € su(2), pois ([u, v])T = —([u,v]) (27).

Como su(2) é um espaco tridimensional gerado pelas matrizes de Pauli, cientes
de que dois espagos vetoriais com a mesma dimensao sao isomorfos (30), podemos obter
uma bijegdo entre a dlgebra de Lie su(2) do grupo SU(2) e o espaco fisico D = R3. Sendo

assim, dado um elemento arbitrario u € su(2)

u=1in-a. (2.33)
Tornamos explicita a relagdo um-pra-um, su(2) = D, a partir do mapeamento
U:su(2) - D
in-owr. (2.34)

Por fim, vale ressaltar que, a partir das equagoes (2.19) e (2.30), é possivel extrair

o famoso homomorfismo de grupo entre SU(2) e SO(3)
¢ =SU(2) = SO@3) : p(U(n,a)) = R(7, ), (2.35)

que sera abordado com detalhes no Capitulo 4 e servira como peca central para os resultados

obtidos neste trabalho.
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3 CONEXAO: ESPACO FiSICO E O ESPACO DE HILBERT

A famosa frase de Asher Peres (4), mencionada no Capitulo 1, destaca-se cla-
ramente entre as muitas formas de dissipar equivocos acerca do conteido filoséfico da
mecanica quintica. E certo que ndo é simples identificar a razdo disso: seria pela aparente
simplicidade na qual a afirmagao ¢ formulada, ou pela profundidade subjacente de sua

observagao?

Deixando de lado, por ora, a explicacao de sua popularidade, o fato que desejamos
enfatizar é que a observacao de Peres realiza duas tarefas simultaneamente. Ela ndo apenas
traz a tona a ideia de que a teoria quantica pode possuir um cardter descritivo (31), como
também dissipa o equivoco comum de identificar tal carater descritivo com a prépria
realidade fisica subjacente que se pretende descrever (32). Em outras palavras, a teoria
quantica é, até o momento, o melhor arcabouco disponivel para descrever o mundo
microscépico — seu poder preditivo é inegavel (33). Ainda assim, e aqui reside a ressalva, é
fundamental ressaltar que ela consiste em um conjunto normativo de pressupostos e regras
concebidos para descrever e lidar com fenémenos que nao admitem explicacao classica
(13).

Isto é, a menos que se adote uma interpretagao realista da mecanica quantica
— com suas dificuldades inerentes e que nao consegue explicar satisfatoriamente todos
os fenémenos quinticos mais marcantes (34) — a mensagem (subjetiva) que se extrai
da observacao de Peres é que a teoria quantica é uma teoria descritiva, cujo arcabougo
matematico apenas formaliza uma descri¢ao probabilistica de certos fendmenos que ocorrem

no espaco fisico — no mesmo espirito das interpretacoes fortemente subjetivistas da teoria

(cléssica) da probabilidade (35, 36, 37, 38, 39, 40).

Dito isso, nao se pode esquecer que existe uma conexao complexa entre o espago
fisico onde, na linguagem de Peres, os fend6menos quénticos acontecem, e o espago de
Hilbert onde reside a nossa descri¢do (probabilistica) desses fen6menos. E exatamente isso
que nos propomos a fazer neste capitulo. Utilizando o conceito de um dispositivo universal
para experimentos de 6ptica de polarizagdo em SU(2) (20), em conjunto com a fibragao
de Hopf (41), estabeleceremos uma conexao entre vetores de estados indistinguiveis em S*
e S? C R?, interpretando essa conexdo para além de um mero construto matemdtico—nos

moldes do que foi feito na referéncia (5).

3.1 MOTIVACAO: ESPACO DE ESTADOS E A ESFERA DE BLOCH

Nossa motivacao para esta abordagem decorre do fato de que sistemas quanticos
puros de dois niveis, qubits, sdo representados por vetores normalizados ) € C%. En-
fatizamos que, para simplificacao, ao longo desta segao, consideramos apenas sistemas

quanticos descritos por estados puros. Ao fazer isso, dado qualquer vetor |[¢) € C?; este
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pode ser escrito como
1) = al0) +b[1), a,b € C ondelal® +|b]* = 1. (3.1)

Aqui utilizamos B = {|0),|1)}, sendo esta a base candnica do espago C? sobre o corpo
dos complexos que descreve um espaco de estados de dimensao igual a 2. |¢)) pertence ao

espago de estados de dois niveis e respeita a condigdo de normalizacao (¢[¢) = 1.

Um niimero complexo possui uma parte real e uma parte imaginaria. Sendo assim,
podemos escrever a e b como a = x; +i%T2, b = x3 + 124, v, € R, p=1,2,3,4, que, pela

condicao de normalizagao, implica que:
i+ o+ +a2f =1 (3.2)

Percebemos que a equacao acima possui a estrutura de uma esfera quadridimensional de
raio unitario, ou seja, com 3 graus de liberdade. Podemos assim deduzir que os estados
quinticos puros de 2 niveis vivem em uma esfera que mora em R*, a esfera de Bloch (42).
Denotamos esta esfera também por & (10), e esta é (topologicamente) identificada com a
esfera compacta S* C R* (43).

Dito isso, como em (23), os estados [¢)) sdo geralmente parametrizados por
0 ; 7
|1} = cos 2 |0) 4 €' sen 2 1) . (3.3)

Os parametros 6 e ¢ sdo coordenadas esféricas, como de costume: 6 € [0, 7| e ¢ € [0, 27].
Esta esfera G fornece uma forma visual, geométrica e intuitiva de analisar qubits: cada
ponto na esfera representa um estado puro, os polos norte e sul correspondem a [0) e |1),

e, de forma mais geral, antipodas representam um par de vetores ortogonais.

Uma forma possivel de explorar a conexao geométrica entre & e R3 pode ser
estabelecida observando para a matriz densidade p construida a partir de (3.3). Um

calculo direto mostra que
1 -
p= 1) (] = 5 47-5), (3.4
onde ¢ = (01, 09,03) é o conjunto das matrizes de Pauli, dadas pela equagao (2.29).

Além disso, 7 € R? em (3.4), conhecido como vetor de Bloch, obtido dessa forma,

é apenas o vetor unitario apontando em uma direcao radial arbitraria,

7= (senf cos g, senfsen ¢, cosh). (3.5)

Para além dessas construgoes relativamente abstratas, nos préximos paragrafos
iremos nos aprofundar no contetido fisico da relacao entre o espaco fisico — onde os
fendmenos quanticos ocorrem — e a esfera de Bloch — onde os estados envolvidos nesses

experimentos sao representados.
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Partindo de uma suposicao operacional, o que de fato define um estado é sua
preparagao experimental correspondente (44). Consequentemente, antecipamos que o0s
pardmetros 6 e ¢ na Equagao (3.3) deveriam possuir significado fisico/geométrico em

termos de um conjunto de procedimentos realizados em um laboratorio.

Sistemas quanticos de qubits nao sdo apenas modelos deliberadamente simplistas ou
abstragoes matematicas convenientes pertencentes exclusivamente a livros-texto. Sistemas
quanticos de dois niveis sao abundantes na natureza e podem ser facilmente criados em
laboratério (45, 46, 47), além de serem blocos essenciais em fundamentos de mecéanica
quantica e em aplicagoes paradigmaticas de informagdo quantica para tarefas sem anédlogo
classico (48, 49, 50, 51, 52), ou que proporcionam ganhos significativos em relagao aos
seus equivalentes classicos (53, 54, 55, 56). No entanto, retomando a provocagao de Peres,
nem sempre é facil discernir uma interpretagao fisica direta de 6 e ¢ — veja Eq. (3.3) —

nesses contextos.

Vamos dar um exemplo concreto do que entendemos por estado do nosso ponto
de vista. Em um artigo recente (10), para dar uma roupagem moderna ao experimento
de Stern-Gerlach (SG), foi utilizado o arranjo tradicional (17) como exemplo padrao de
como preparar um qubit, bem como para atribuir um significado fisico ao par 0 e ¢.
Nesse experimento, temos um feixe de atomos de prata neutros passando por um campo
magnético nao-homogéneo, apontando em uma direcao especifica descrita por um vetor 77,
assim como na Equagao (3.5), atingindo um anteparo, como mostrado na Figura 1. Neste,
foram detectados dois picos de intensidade, como mostra a Figura 2, surgindo, assim,
evidéncias da quantizagao do momento angular para as particulas que compoem o feixe

que incide sobre a regido espacial permeada pelo campo magnético (57).

Baseado no argumento acima, podemos descrever este experimento através da
notagao de espagos de estado (58), representada pela Equagao (3.3), considerando o spin
up como o estado |0) e o spin down como o estado |1), onde os pardmetros (0, ) estao

conectados a orientacao do campo magnético pelo qual passa o feixe de atomos de prata.

Claramente, a parametrizacao de estados puros em & nao é unica. De fato,
podemos considerar toda a classe de equivaléncia de vetores que diferem por um fator
de fase global constante, sendo indistinguiveis no sentido de fornecer os mesmos valores
esperados para qualquer observavel. Podemos reformular isso dizendo que estados puros
também podem ser representados por orbitas da agao do grupo U(1) sobre &, definidas
pela multiplicagdo usual de vetores por um fator de fase global. Com mais detalhes, as
orbitas sao classes de equivaléncia de vetores em & que se diferem por uma fase, digamos,
e’ € U(1). A geometria de estados indistinguiveis é elucidada pela fibragao de Hopf
(41). Longe de ser apenas uma construgdo matematica, esta fibragao explora a conexao
intrinseca entre a dimensao do espaco de Hilbert C?, onde a representacdo dos qubits reside,

e a dimensao do espaco fisico R3, onde o sistema ¢ preparado — na ref.(10), os autores
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Figura 1 - Experimento de Stern-Gerlach. Figura 2 - Anteparo do Stern-Gerlach.
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Fonte:
https:/ /repositorio.ufjf.br/jspui/handle/ufjf/16260 Fonte: Physics Today 56, 12, 53 (2003).

abordam parcialmente essa relacao. Logo abaixo, daremos os detalhes mateméaticos dessa

construgao.

Fortalecendo essa conexao, o objetivo principal deste capitulo é descobrir o sig-
nificado operacional dos pardmetros (6, ¢) para exemplos concretos. Assim como no
exemplo de SG, em que (6, ¢) indicavam a orientagdo do campo magnético utilizado para
preparar o feixe com spin, digamos, na direcao up. Isso requer encontrar uma prescri¢ao
experimental que associe esses parametros a um significado fisico, especificamente para

fotons polarizados.

Para alcancar esse objetivo, precisamos seguir varios passos. Para comecgar,
aprofundamo-nos nos detalhes da fibracdo de Hopf — este argumento mais matemé-
tico abrirda o caminho para o que esta por vir. Em seguida, apresentaremos uma espécie de
dispositivo universal para éptica de polarizagao, de forma semelhante ao proposto em (20).
Este dispositivo compreende duas placas de meia-onda e duas placas de quarto de onda
montadas coaxialmente, permitindo a geragao de qualquer transformacao de polarizacao
SU(2). Em seguida, aplicamos diretamente este dispositivo para obter a parametrizacao
(3.3), fornecendo uma interpretacao direta de 6 e ¢ em termos de pardmetros ajustéveis

nas placas.

3.1.1 A relagao entre espaco fisico e espaco de estados: Fibracao de Holpf

Nosso ponto de partida vem da geometria dos estados indistinguiveis em &. Dois

vetores de estado |¢) e [¢') que diferem exclusivamente por um fator de fase global

W) =€ [¥), a €R, (3.6)

sao chamados de indistinguiveis. Tal indistinguibilidade decorre do fato de que ambos os

estados fornecem os mesmos valores esperados para qualquer observavel:

(WA = (€9 ), Ac® [6)) = e (o), Alg) = (W] AlY).  (37)
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Aqui usamos a notagdo (, ) para representar o produto interno em C?, e A denota um
operador auto-adjunto que representa um dado observavel. Dessa forma, estados (puros)
podem ser vistos como classes de equivaléncia ou érbitas (59) da agdo do grupo U(1) sobre
G, definida por

) > € o) (3.8)

Dado um representante |¢) = a|0) + b|1), rotulamos sua drbita correspondente
e tnica por [(a,b)] € C%/{(0,0)}. Cada ¢rbita, por sua vez, pode ser identificada pelo

nimero complexo dado pela razao
h:C?*/{(0,0)} = C
[(a,0)] = h([(a,b)]) =

Claramente, h é bem definido para classes de equivaléncia, uma vez que sua acao é

2, 0 £0. (3.9)

independente do representante da classe. De fato, dado qualquer elemento [(¢,d)] C

C?/{(0,0)}, que pertence a mesma classe de equivaléncia de [(a,b)], vale a igualdade

h([(a,b)]) = h([(c,d)]) pelo fato de que & = 24 = ¢ com a,c # 0.

ete T o)

Como a aplicagdo h toma valores no espaco C, que, por sua vez, pode ser mapeado
bijetivamente na esfera S? C R3, temos uma pista para conectar S? a S3 C R*. Primeiro,

consideremos a projecao estereografica equatorial (bijetiva)
T:S*CcR>—C
(21,29, 23) — T(21, 29, 3) = X +1Y = Re®. (3.10)
Aqui, (21,79, 73) sdo as coordenadas de um ponto na esfera S?, enquanto X e Y sdo as

partes real e imaginéria (respectivamente) de um nimero complexo de magnitude R e fase

0. A aplicacao inversa é dada por

(3.11)

2X 2V X24+v?2-1
T‘l(z:X+z'Y):< i >

X24+Y241"X24Y24+1"X24Y2+1

A conexao antecipada entre o espaco de estados e o espaco fisico é estabelecida por

meio da seguinte composi¢ao

T 1oh:C%/{(0,0)} C S% — 52, explicitamente dada por

(77" o h) ([(a,b)]) = (2Re(ba"), 2Im(ba’), |b]* — |a|?) . (3.12)

Enfatizamos que a Equagao (3.12) é uma operagao consistente para classes de
equivaléncia, pois as trés entradas no seu lado direito dependem de combinagoes do tipo
ba*, o que a torna independente do fator de fase para diferentes elementos dentro da classe.

Os detalhes desse calculo especifico podem ser encontrados em (10).

O trio (Tt o h,S3,5?) define a fibracdo de Hopf (42). Interpretamos a composigao

T=! o h como uma projecao m de S® sobre o espaco base S?. Por um lado, estados
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Figura 3 - Representacao Geometrica da fibragdo de Hopf.

h:C?/{(0.0)} = C
T.C—R?

Fonte: Valle, V. G., et al. “Towards establishing a connection between two-level
quantum systems and physical spaces”. Brazilian Journal of Physics 54.4 (2024): 93.

indistinguiveis sdo projetados no mesmo ponto P em S?. Por outro, a imagem inversa
771(P) contém subconjuntos que correspondem as érbitas resultantes da agao de U(1)
em 53, que sdo circulos méximos: 7—'(P) = S'. Em termos geométricos, resumimos isso
como St < S% — S%. A representacdo dessa construcgio é ilustrada na Figura 3. Essa
caracterizacao matematica implica que estados de um qubit em & = S C C? podem ser

relacionados com o espaco fisico representado por S? C R?.

Em (10), focando exclusivamente no arranjo experimental de Stern—Gerlach, os
autores estabeleceram uma conexao semelhante entre o espaco de estados e o espago
fisico. Eles fornecem uma prescricao de como um aparato ideal de Stern—Gerlach pode ser

manipulado para preparar o estado genérico de um qubit dado pela Equacao (3.3).

Ainda na referéncia (10), os autores mostraram como inverter o papel de teste-
munhas de dimensao, de modo que elas pudessem ser usadas para limitar a dimensao
do espaco fisico — em vez de limitar a dimensao de um sistema quéntico alvo. O cerne
da analise residiu nas particularidades do experimento de Stern—Gerlach. Nesse sentido,
sua abordagem pode deixar margem a criticas por ser aparentemente dependente demais
do sistema — voltaremos a esse ponto mais adiante. No presente trabalho, embora a
dimensionalidade desempenhe um papel fundamental, nao iremos focar em testemunhas
de dimensao; em outras palavras, deixaremos de lado quaisquer dados probabilisticos
para restaurar a dimensionalidade dos espagos de Hilbert. Assim, a questao central que
abordaremos aqui é: que implicacbes podemos extrair para outros sistemas quanticos?
Colocando de outra forma, a fibragao de Hopf sugere uma abordagem ‘universal’ para a

preparacao de estados em C? em um laboratério imerso no espaco fisico representado por
R3?

Considere agora outro sistema quantico simples de dois niveis envolvendo um feixe
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de luz que atravessa um cristal de turmalina, inspirado no trabalho seminal de Dirac (19).
Nesse experimento, observa-se que, quando o feixe é polarizado a um angulo o em relagao
ao eixo 6ptico do cristal, apenas uma fracao, sen2a, atravessa o cristal de acordo com a
eletrodindmica classica. Em termos de um tnico féton, isso implica uma probabilidade

2 o representa a probabilidade de

sen 2a de ele ser encontrado apds o cristal, enquanto cos
absorcao. Por mais simplificada que seja essa descri¢ao, o cenario experimental inspirado
no estudo de Dirac sugere que fétons podem ser descritos por um vetor de estado em C?2,
o qual utilizaremos em breve. Isso nao é novidade, mas precisavamos de um caso concreto
e de facil assimilacdo para trabalhar. E exatamente isso que faremos — e veremos que,
ao trabalhar com um caso concreto, podemos elaborar um argumento verdadeiramente

universal e independente do sistema.

A polarizacao de uma onda eletromagnética pode ser descrita no laboratério por
meio da estrutura vetorial do campo elétrico correspondente (60). Considere o caso mais
simples de uma onda monocromatica com frequéncia w propagando-se na direcdo z. A
descricao completa da polarizacdo pode ser fornecida, entre outras formas, pelo campo
elétrico dado por

E(t) = (Eo, cos(wt — 8,), Egy cos(wt — 4,)) . (3.13)

Nesse caso, observamos a forma mais geral de polarizacao eliptica. No entanto,
devemos enfatizar que ha uma dimensao faltante, no seguinte sentido: se ingenuamente
igualarmos os graus de liberdade a dimensao do espago ambiente, entao a preparagao do
feixe de luz polarizado estd confinada a um plano, um espaco bidimensional onde o campo
elétrico reside. Embora o feixe possa estar imerso em trés dimensoes, apenas dois graus de
liberdade sao necessarios para descrever completamente a luz polarizada. Ainda assim,
de acordo com a prescri¢ao da fibragao de Hopf, seria de se esperar um plano de fundo
tridimensional. Como reconciliar essas duas perspectivas? Abordaremos essa questao nas

secoes seguintes.

3.1.2 Construindo um dispositivo universal para preparacao de estados de polarizacao

Expandindo nossa discussao anterior, partimos da suposicao de que um feixe de
fétons polarizados pode ser representado por um estado em & C €C?. Como buscamos
descrever uma preparacao de estados que nao apenas esteja de acordo com a parametrizagao
da Equacao (3.3), mas que também aborde a dimensao ausente no espago de preparagao
de estados, apontada ao final da secao anterior, recorremos a uma ferramenta conhecida

como o “dispositivo universal SU(2) para preparagao de estados de polarizagao” (20).

O dispositivo universal consiste em uma combinacao de placas de meia-onda e
placas de quarto de onda — Figuras 4 e 5, respectivamente — embora outros arranjos
possam ser utilizados, a depender do sistema abordado, veja (61), o arranjo utilizado

aqui é precisamente composto por duas placas de meia-onda e duas placas de quarto de
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Figura 4 - Placa de meia-onda. Figura 5 - Placa de quarto de onda.

Fonte: Elaborado pelo autor. (2026). Fonte: Elaborado pelo autor. (2026).

Nota: Esta placa introduz uma diferenca de Nota: Esta placa introduz uma diferenca de
fase de m. O angulo de rotagdo é o dobro do fase de m/2 e converte a luz linearmente
angulo entre a luz incidente e o eixo da placa. polarizada em uma polarizacao circular.

onda alinhadas coaxialmente — ver a Figura 6. Esse arranjo é capaz de realizar toda e
qualquer transformacao de polarizagdo pertencente a SU(2) (20). Esse grupo representa
transformacoes lineares nos componentes do vetor de campo de feixes de luz, preservando

a intensidade. Assim, SU(2) desempenha um papel central na éptica de polarizagao.

A partir de um ponto de vista operacional, é justo perguntar como tais transfor-
magoes podem ser realizadas em laboratério? Nesse texto, por motivos de escopo e foco,
infelizmente nao abordaremos os detalhes técnicos e experimentais inerentes a implemen-
tagao desse arranjo em laboratoérios reais, e voltaremos nossa atengao para a estrutura
matematica dessa ferramenta. Podem-se utilizar placas de quarto de onda e de meia-onda,
que introduzem (matematicamente) rotagoes de m/2 e m, respectivamente, como casos
particulares de elementos de SU(2). O dispositivo generaliza essas transformagoes para
qualquer polarizagao em SU(2). Para isso, as placas sao rotacionadas em torno do eixo
comum, obtendo-se assim qualquer estado de polarizacao especifico em SU(2). As posigdes
angulares correspondentes das placas nao apenas realizam de forma tnica a transformacao
de polarizacao do grupo, como também permitem a preparagao de estados arbitrarios,

representados por um vetor na esfera de Bloch.

Tanto as placas de meia-onda (H,) quanto as placas de quarto de onda (@) sao

representadas pela conjugacao
H, = 9(p)iosd(p) ", (3.14)

eim/4 0
Qp = V() ( ) D(p)™, (3.15)

0 e—iTr/4

Onde ¢ é o angulo entre o eixo que induz a diferenca de fase e um eixo de referéncia,

digamos x1, que é usado para construir o sistema de referéncia para a combinacao das
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Figura 6 - Desenho esquematico do dispositivo universal para 6ptica
de polarizacao.

|’d)in waut>

UQ\ T

Q

Fonte: https://repositorio.ufjf.br/jspui/handle/ufjf/16260

Nota: Desenho esquemético para a preparagao de um estado [1oy:) a
partir de um estado inicial arbitrario |1;,). Note que [1i,) € [our)
representam entidades fisicas efetivamente preparadas no laboratério.

placas, e ¥(p) é o elemento de SU(2) dado por

I(p) = e 72 = (COS@ —en SD) . (3.16)
seny  cosp

O principal resultado da ref. (20), que utilizamos aqui, é que qualquer elemento
U(&,m, ) que represente uma transformacao de polarizagdo arbitraria em SU(2) pode ser

escrito como a composicao

(3.17)

SE

4

U(§7777C> = Q%+%H%+%:F§Q§_EH%C:|: .

Os pardmetros &, n e ¢ sao os conhecidos angulos de Euler. Podemos reescrever (3.17) em

um formato mais compacto:
U(E,n,C) = e 3572375072, (3.18)

De acordo com (20), enquanto & e ¢ variam em [0, 27|, 1 é restrito ao intervalo [0, 7].
Como argumentaremos na proxima se¢ao, essa tltima restrigdo terd um forte impacto no
funcionamento do nosso dispositivo universal: serd necessario introduzir pelo menos dois
estados através dele para cobrir toda a esfera de Bloch — além disso, a mesma restri¢ao

sobre 7 refletird, de maneira inesperada, o fato de que esferas sdo objetos bidimensionais.
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Esses parametros sao vistos como os valores ajustaveis que um experimentalista pode

controlar nas placas para preparar estados de polarizagao arbitrarios em SU(2).

O exemplo acima é apenas um substituto concreto de um circuito quéantico (20).
Nesse contexto, a palavra universal significa que qualquer computacao quantica em qubits
(sejam eles fétons, armadilhas de fons, supercondutores, pontos quinticos, etc.) pode
ser gerada por um conjunto finito de portas unitarias. Matematicamente, isso significa

decompor um operador de SU(2) em termos de rotagoes

(cos o/2 —Sena/2> ’ (3.19)

sena /2 cosa/2

e iB/2 0
( 0 ois2 ] (3.20)

juntamente com um deslocamento de fase (global) — veja a eq. (1.17) de (23). Assim,

e rotagoes em 2

com essa prescricado, podemos obter uma porta légica quantica arbitraria atuando em
qubits individuais. O que o nosso trabalho fornece é um significado operacional para os
parametros envolvidos no estado de qubit em termos de tarefas realizadas no laboratoério,

no exemplo especifico acima de 6ptica de polarizacao.

Na préoxima secdo, mostraremos como é possivel preparar toda a esfera de Bloch
como resultado do uso do dispositivo universal quando inserimos nele um conjunto parti-

cular de estados.

3.1.3 Preparando um estado polarizado arbitrario em SU(2)

Interpretar os angulos de Euler como parametros acessiveis para a preparagao de
estados nos permite aplicar U(£,n,() a um estado inicial especifico [i;,) e examinar o

resultado dessa preparacao. Expressamos isso da seguinte forma,

[Yout) = U(&,0,C) [thin) - (3.21)

Esse ato pode ser visualizado como a passagem do estado incidente através do dispositivo

universal, como ilustrado na Figura 6.

Como ponto de partida, escolhemos |¢;,) = |0). Também fixamos £ = 0. A moti-
vacao para essa escolha decorre do fato de que qualquer dire¢do no espaco tridimensional
R? pode ser definida de forma tinica pelos dois Angulos 6 e ¢. Assim, ao fixar £ = 0,

restam-nos dois parametros, 1 e (, a serem identificados, de uma forma ou de outra, com
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Figura 7 - Representagao de [¢/ ) e |¢,,) na esfera de Bloch.

md)—coa£|0 ) +e ”"smc 1)

@

5111— 0) +e l”(;os— 1)

0 m‘

Fonte: Elaborado pelo autor. (2026).

Nota: Esta imagem é uma representacao da construcao dos hemisférios leste e
oeste da esfera de Bloch a partir dos possiveis valores de |¢] ) e [¢7,.),
determinados pelos limites dos angulos de Euler 7 e (.

0 e ¢. Em seguida, calculamos |t),,) na representagao candnica da base |0) , |1):

o) = U(0,17,¢) [0) = e27°%e™5¢72 o)
(et 0 cos(/2 —sen(/2\ (1
V0 3/ \sen¢/2  cos¢/2 0

_ ( ei?ncos ¢/2 ) ‘ (3.22)

e "2 sen (/2

Por ser um fator de fase global, podemos desconsiderar ¢z, resultando no estado

equivalente

out

Vo) = cosg 0) + e~ Seng 1) . (3.23)

Uma comparacao entre as egs. (3.3) e (3.23) indica que nosso dispositivo universal
pode, de fato, gerar qualquer estado no hemisfério ocidental da esfera de Bloch. Estamos
a meio caminho da universalidade proposta desse dispositivo, pois ainda precisamos cobrir

0 hemisfério oriental.

Para isso, selecionamos de forma andloga um segundo estado inicial |1);,) = |1) e

fixamos £ = 0. Com um calculo analogo, obtemos

¢

|0 ) = —senC |0) + e " cos > 5 I1). (3.24)

out

Observamos que (Y7 |¥!..) = 0, 0 que nos permite concluir que [¢/ ,) e |¢7,,) sdo

antipodas em &. Como o primeiro se encontra no hemisfério ocidental, o segundo esta, de
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fato, no hemisfério oriental, assim como na Figura 7, cobrindo assim todos os pontos da
esfera de Bloch.

Para concluir este capitulo, enfatizamos que estivemos mais preocupados com a
operacionalizacao e a preparacao de estados no laboratoério, em vez de focar em detalhes
técnicos, como a interacao entre o spin e o campo magnético externo no caso do aparato
de Stern—-Gerlach (10), ou ainda a interac¢ao entre o campo elétrico do féton e o momento
de dipolo elétrico associado as cargas de uma placa de onda. A consisténcia em manter
a estrutura de “preparar e certificar”, presente tanto na combinacao sequencial de dois
aparatos de Stern—Gerlach quanto no dispositivo universal, nos permitiu formular uma

generalizagdo que ¢é aplicavel inclusive a circuitos de computagdo quéntica.
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4 TRANSFORMACOES DE ESTADOS: UMA ANALISE OPERACIO-
NAL

No capitulo anterior, atribuimos uma interpretacao operacional, em termos de pre-
paragao de estado, a fibracao de Hopf. Obtivemos como resultado uma conexao intrinseca
entre o espaco fisico, denotado por D = R3, e qubits em C?. Em outras palavras, afirmamos
que qualquer sistema quantico de dois niveis pode, na pratica, ser preparado selecionando-se
dire¢bes apropriadas no espaco fisico tridimensional, conforme codificado operacionalmente
pela representacao de Bloch. Na verdade, qualquer sistema so6 pode ser preparado no espago
fisico, afinal, ndo temos outro lugar para fazer preparagoes/experimentos. Queremos dizer
que, neste caso simples, parametros relacionados ao proprio espaco fisico sao reconhecidos

nos estados ali preparados.

Com isso em mente, torna-se pertinente agora questionar o comportamento de
diferentes operacoes nos espacos R? e C? em virtude dessa conexdo. Por exemplo, o que
ocorre com a matriz densidade p na esfera de Bloch, representada pela Equacao (3.4), a
medida que rotacionamos o seu vetor a ela associado em R3? Ou, de forma andloga, o que

acontece com esse mesmo vetor quando atuamos sobre p com uma transformacao unitaria?

Sendo assim, para além da conexao estabelecida no Capitulo 3, como uma continu-
acao natural da discussao, neste capitulo redirecionamos nossa atencao para investigar
o comportamento dessa conexao mediante transformagoes intrinsecas relacionadas aos
espacos abordados, R? e C2. Investigar ndo apenas como os estados estdo relacionados ao
espaco fisico, como fizemos anteriormente, mas também avaliar, se possivel, qual conexao
podemos estabelecer entre operagoes na preparacao de estados no espago fisico e o que

isto implica nos estados quanticos correspondentes.

4.1 PROCESSOS QUANTICOS E O APARECIMENTO DO HOMOMORFISMO SU(2)—
SO(3)

Processos fisicos na teoria quantica sao descritos por mapeamentos completamente
positivos que preservam o traco (CPTP). Por processos, pretendemos que este termo seja
o mais amplo possivel. Exemplos incluem processos de medi¢ao por meio de algum instru-
mento quantico (31), evolucao temporal (ir)reversivel (62), descrigoes de coarse-graining de
detectores borrados e saturados (24), operagoes locais e protocolos de comunicagao classica
compostos por mapas CPTP, aplicados em contextos como a teoria do emaranhamento
(63), bem como a modelagem da dindmica de sistemas quanticos abertos, onde mapas
CPTP sao utilizados para reproduzir evolugoes nao unitarias devido a decoeréncia e
possivel dissipacao (64). Esta lista pode ser estendida indefinidamente, refletindo o papel
onipresente de tais mapas na teoria quantica e além — como em teorias de probabilidade

generalizadas, por exemplo (65).
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Para compreender por que mapas CPTP sao de interesse, é 1til decompor essa
denominacao em duas partes. Embora se possa partir do principio de convexidade, esses
mapas podem ser estendidos de modo a transformar estados quanticos em estados quanticos
de forma linear em todo o espago (22). Uma vez que estados quanticos sao operadores
positivos com trago unitario, é natural impor a condigdo de preservagao do trago (TP),

garantindo que o traco unitario permaneca inalterado sob a acao do mapa.

Antes de abordarmos a propriedade de completa positividade (CP), comegamos
somente com a nog¢ao de positividade, que é central para a estrutura fisica e matematica
da teoria quantica. Em particular, operadores positivos sao essenciais na descricao de
operadores de estado quantico, pois a positividade garante que todas as probabilidades
de medi¢Oes sejam nao negativas. Além disso, um operador densidade deve ser positivo
semi-definido para assegurar que os valores esperados de todos os observaveis correspondam

a probabilidades fisicamente significativas, reais e nao negativas.

Indo um pouco mais além, a completa positividade é também um requisito funda-
mental para qualquer mapa fisicamente admissivel. Quando um sistema interage com um
ambiente externo, por exemplo, a evolugao de ambos é descrita por uma transformacao
unitaria que atua no espaco de Hilbert conjunto. Apds a realizagdo do trago parcial
sobre o ambiente, a dinamica reduzida do sistema é representada por um mapa que atua
exclusivamente sobre seu espaco de estados. Para garantir que esse mapa reduzido produza
um estado quantico valido, ndo apenas para sistemas isolados, mas também para sistemas
emaranhados mais complexos, o mapa deve ser completamente positivo. Na auséncia de
completa positividade, a acao estendida do canal sobre estados emaranhados poderia gerar
operadores densidade nao positivos (néo fisicos), violando a consisténcia probabilistica da
teoria quantica. Um exemplo padrao é a operagao de transposicao, que é positiva, mas
nao completamente positiva (23). Por essa razao, exige-se também a condigao de completa
positividade (CP). Juntas, essas duas condigdoes—que definem o que é conhecido como
canal quantico (ou mapeamento fisico)—aparentam impor fortes restri¢oes a inversibilidade
dos mapas CPTP com inversas fisicamente admissiveis. O canal de depolarizagao serve
como um exemplo de um mapa CPTP cuja inversa nao é positiva, destacando a raridade—

ou mesmo a contingéncia—de encontrar um mapa CPTP com inversa CPTP (11).

Essa questao ja foi estudada em detalhes em (11), onde a caracterizacdo de canais
quanticos invertiveis é abordada por meio de sua representagao de Kraus. Em esséncia, um
mapa fisico admite uma inversa CPTP se, e somente se, a decomposicao de Kraus deste
contiver exatamente um tnico operador de Kraus. Sendo um mapa CPTP, exige-se que a
representagao de Kraus preserve o trago; isso se traduz na condi¢do de que os operadores,
digamos A,, com a pertencendo a um conjunto finito, satisfacam >, A*A4, = I. Com

apenas um operador na representacao, conclui-se que esse operador €, de fato, unitario.

Neste capitulo, levamos essa andalise um passo adiante, explorando a conexao
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entre mapas CPTP invertiveis com inversas fisicamente admissiveis e teoria de grupos.
Notavelmente, o conhecido homomorfismo dois-para-um entre SU(2) e SO(3) (27) pode
ser recuperado de maneira surpreendentemente simples por meio de um procedimento
de preparacao envolvendo sistemas quanticos de dois niveis imersos em um espaco fisico

tridimensional.

Com essa estrutura operacional estabelecida (7, 8) e cientes da rela¢ao entre os
vetores de Bloch e o laboratoério, abordada no Capitulo 3, sabemos que, quando uma im-
plementagao fisica especifica é escolhida, esses vetores adquirem um significado operacional
como dire¢oes que rotulam os procedimentos de preparagao. A receita operacional para
obter as coordenadas esféricas (0, ¢) da Equagao (3.5) é, portanto, dependente do aparato,
como a orientacao do ima em um experimento de SG ou as configuragoes dos angulos de

Euler do dispositivo de polarizac¢ao universal SU(2), como visto no Capitulo 3.

Como vimos anteriormente, a fibragao de Hopf fornece a ponte matematica; ela
garante uma identificacdo independente do sistema entre a classe de equivaléncia das
preparagoes e uma direcao de Bloch. Partindo disso, investigamos mais a fundo as
transformagoes entre vetores em D (que dao origem a estados quénticos no sentido
explicado acima) e as possiveis transformagoes de estado correspondentes no espago de
estados. Espera-se que a sequéncia dessas transformagoes faca com que o diagrama na

Figura 8 comute.

Por um lado, uma transformacao de um vetor no espaco fisico é representada por
uma rotacao, que, por sua vez, induz uma transformacao unitaria do estado quantico
correspondente. Isso d4 origem a dire¢ao SO(3) — SU(2) no homomorfismo que preten-
demos recuperar. Ela corresponde ao caminho representado pelas setas horizontais pretas
no diagrama mostrado na Figura 8. Por outro lado, a diregao inversa, SU(2) — SO(3),
¢é obtida exigindo-se uma transformacao fisica reversivel de um estado quéantico. Como
discutido anteriormente, o tinico processo admissivel desse tipo é uma operacao unitaria,
que se traduz em uma rotagdo no espaco fisico. Essa etapa ¢ ilustrada pelas setas azuis no

diagrama.

Para construir ambas as dire¢oes no diagrama, procedemos da seguinte forma. Na
proxima se¢ao, mostramos como uma rotagao no espago fisico induz, sem ambiguidade, uma
transformacao unitaria no estado quantico associado ao vetor correspondente. Em seguida,
iremos determinar as condigoes necessarias para a possivel inversao dos mapeamentos
CPTP’s e, na Secao 4.1.3, as utilizaremos como base para reconstruir a rotacao associada
a partir de uma unitaria que representa um processo quantico reversivel, recuperando

assim o homomorfismo dois-para-um que buscavamos redescobrir.
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Figura 8 - Diagrama que representa a alegada relagdo entre SO(3) e
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Fonte: Valle, V. G., and B. F. Rizzuti. “From Rotations to Unitaries:
Reversible Quantum Processes and the Emergence of the SU(2)-SO(3)
Homomorphism”. Revista Brasileira de Ensino de Fisica 48 (2026): €20250374.
Nota: Através das setas pretas e azuis, este diagrama cobre, respectivamente,
tanto a ida quanto a volta do homomorfismo que buscamos.

4.1.1 Do espago fisico para o espago de estados: SO(3) — SU(2)

Nosso ponto de partida é a conexao entre o espaco fisico e o espaco dos estados
quanticos, ja estabelecida no Capitulo 3. A partir dai, comecamos a explorar a relagao
entre as transformacoes em cada lado—especificamente, a correspondéncia entre rotagoes

e transformagoes unitarias.

Ja é de nosso conhecimento que os parametros 6 e ¢ da Equagao (3.3) tem uma
interpretacao fisica concreta. A titulo de comparagao, na Figura 8, de forma andloga a
isometria de SU(2) e SO(3), existe a isometria do espaco projetivo complexo CP'—o
espaco de estados puros de um qubit, modulo a fase global—com a esfera de Bloch S?

(41). Restringiremos nossa analise ao primeiro caso.

O operador de densidade correspondente relacionado a (3.3) é dado pela Equagao
(3.4). O lado direito da igualdade da Equacao (3.4) nao esta restrito ao exemplo particular
de um estado puro. Na verdade, ele representa o operador de densidade mais geral em

L(C?), o espago de operadores lineares sobre C2.

Seja & um operador densidade arbitrario. Sabendo que
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1. Tre? <1,

2. ¢ é puro se, e somente se Tr 2 = 1.

Descobrimos que p na Equagao (3.4) é puro se e somente se ||7]] = 1 e misto quando
17l < 1.

Com esse resultado em maos, voltando para as transformagoes no espaco fisico que
preservam a natureza do estado quantico—seja ele puro ou misto. Tais transformagoes
devem ser isometrias, ou seja, transformacoes que preservam a norma de um vetor, que
podem ser descritas como rotacoes em torno de um eixo n por um angulo «, denotadas
por R(n, ).

Dado tudo o que foi dito, o préximo teorema evidencia como uma transformacao
de um vetor no espaco fisico induz uma mudanca no estado correspondente da esfera de

Bloch, esteja este localizado na superficie ou no interior da mesma; veja, por exemplo,

(66).

Teorema 1. Dado um elemento geral de rotagio R(n,«) € SO(3), e dois estados pr e
pi, descritos respectivamente por 7 e 7' = R(n, a)r. Podemos calcular pw a partir de p;
da sequinte forma:

pr = U(R, o) prU" (7, ), (4.1)
onde U(n, o) € SU(2).

Prova:

Como vimos previamente, um elemento de rotacdo de SO(3) geral é dado pela
férmula de Rodrigues (29)
3 . A =
Rju(f, ) = dj cos o+ njng(l — cosa) — > ejmmy sena = (e”‘””) N (4.2)
=1 I
e os geradores de grupo 7 sao dados por (1), = —ic;u (26). De agora em diante, as letras

latinas i, j, k, ..., como de costume, assumem os valores 1,2, 3.

Agora, se 7’ = R(f, a)F, entdo o vetor rotacionado 7’ da origem a um estado p

que buscamos determinar. Temos

1 1
Pw=§(ﬂ+7?/'5):§(]l+(7377)'5)

1
= 5[][ +cosa(r- )+ (1 —cosa)(n-7) (- 7) — sena(r x ) - 7). (4.3)
Para determinarmos a expressao acima, agimos explicitamente com (4.2) no vetor

7, ou seja,

7' =cosar+ (1 —cosa)(n - F)A — senar X 0. (4.4)
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Utilizando as identidades trigonométricas

e e « Q@ e
COS v = COS 5~ sen “—, senazZsenicosg e 1—cosa=2sen”"—,

2 2

e encontramos

7= <00823— sen23> (7 ) —QSGD%COS%(FX f) -G+ 2sen?—(n-7)(-5). (4.5)

Reorganizando os termos, temos:

.G = cost = (7 ) —QSen%cos%(Fx A) &+ sen2%(2<ﬁ-f)(f*.&) — (7-5)). (4.6)

A partir de (- 7)(71 - ) = (/- )L+ i(F x 1) - &, a identidade do produto de

combinagao de matrizes de Pauli, podemos extrair duas identidades,

(- 0)(7- 0) (A -G) = 2(0 - 7) (7 &) — (7 T);

Sabendo disso, nosso termo 7’ - & torna-se

7' - & = cos® %(F 7)— icosgsen%(ﬁ - 0) (- 7))+
+icosgsen%(77~ a)(h-a)+ seHQ%(ﬁ o) (- a)(n- ),

e finalmente, com U = cos §I —i(72 - &) sen §, podemos reorganizar a expressao acima para
rled=U(r-a)u. (4.7)
A expressao (4.7) nos permite reescrever o nosso p» da Equagao (4.3) como
pr = U(R, &) pr U™ (11, cv), (4.8)
onde U(n, ) é a matriz unitaria,
U(n, o) = cos %]I — isen %(ﬁ L F) =e 2™ (4.9)
que pertence a SU(2), pois UT = U" e detU (7, ) = 1, completando assim a prova. [J

O resultado acima mostra que cada rotacdo 7' = R(7, a)7, com R(A, a) = e "7
induz uma transformagio de estado pr = U(R, @) prU* (R, o) com U (A, ) = e 2™, Assim,
acabamos de estabelecer o mapeamento ¢ : SO(3) — SU(2), com ¢(R(7, ) = U (R, cv).
E importante enfatizar uma peculiaridade desse mapeamento. Como em (4.8), o operador
unitario U e seu conjugado aparecem conjuntamente, os elementos U e —4 produzem o
mesmo resultado fisico. Portanto, (4.9) nio define, estritamente falando, um mapeamento
de rotagoes espaciais para elementos de SU(2), mas sim do conjunto de parametros (77, «)
para SU(2). Observagoes adicionais sobre esse comportamento serao fornecidas nas segoes

subsequentes, especificando a estrutura de dupla cobertura de SU(2) sobre SO(3).

Nosso proximo passo agora sera focado na construgao da inversa de ¢. Para esse
fim, na proxima secao, faremos um apanhado geral sobre a inversao de mapas CPTP,

abordados anteriormente no Capitulo 2.
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4.1.2 Inversao de mapeamentos CPTP

A formulagao das condigbes que tornam o mapeamento CPTP @, da equagao (2.4),
um mapa inversivel ji foi estudada (41). Por exemplo, o teorema de Kadison afirma que,
se um mapa P leva operadores densidade de D(C™) em D(C") é injetivo, sobrejetivo e
preserva a convexidade, entao

O(p) =UpU™, (4.10)

onde U é unitaria ou anti-unitaria (41). A estrutura de (4.10) é um indicio de que um
canal quantico bijetivo admite apenas um operador de Kraus. De fato, o Teorema 2.1 de
(11) afirma que, sempre que um mapa CPTP admite uma inversa CPTP, sua representacao

de Kraus deve ser da forma dada em (4.10). Com detalhes precisos,

Teorema 2. Seja ® : L(C") — L(C™) um mapa CPTP. Suponha que ® admite uma
inversa ®~! que tambem é CPTP. Entdo existe uma matriz densidade w € L(C™/™) e uma
unitdria U em C™ tal que ®(p) = U(p@w)U* e P correspondem a aplicar U* sequida do
traco parcial sobre a dimensdo auxiliar |m/n]. Reciprocamente, se ® e um mapa CPTP
cuja representacao de Kraus possui apenas um operador, isto €, ®(-) =U(-)U*, entdo P e

invertivel e ®~1 também é CPTP.

Embora um tanto redundante, declaramos e provamos um corolario do teorema
acima, deixando nosso texto autoconsistente no caso em que ® : L(C") — L(C™). Seguimos
as mesmas linhas de raciocinio de (11). Como a prova ¢é de certa forma construtiva, também

a apresentamos aqui para fins didaticos — veja o apéndice A.

Este teorema serve como base para a construgao de processos fisicos invertiveis que
exibem uma estrutura de grupo. Ele nos permite obter uma rotacao no espago fisico a

partir de uma transformacao unitaria, como veremos na proxima secao.

4.1.3 Do espago de estados para o espago fisico: SU(2) — SO(3)

Agora, suponha que tenhamos um processo fisico invertivel que evolui um estado p

sobre ou dentro da esfera de Bloch. Devido ao Teorema 2, sua representacao de Kraus é
dada por

d(p) =UpU™, (4.11)

com UU = Ig2. Essa restricio de unitariedade implica que detf = e, A € R. Como
estamos interessados no grupo SU(2), podemos considerar apenas matrizes unitarias cujo

determinante seja igual a um. De fato, se U é tal que detU = e, define-se

U
Videtid

Portanto, nao apenas det YW = 1, mas também W define o mesmo canal que U,
U u* 1
WpW* = = UpU™ =UpU*.
P \/detup\/detu | det U|? ! !
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Assim, sem perda de generalidade, é suficiente considerar apenas U € SU(2) e
parametrizamos os elementos do grupo de acordo com a Secdo 4.1.1: U(A, a) = e*2™
A transicao de (4.3) para (4.8) pode ser revertida. Isto é, partindo do lado direito de
(4.7), todas as identidades trigonométricas podem ser utilizadas na ordem inversa daquelas
empregadas nos passos que conduzem de SO(3) a SU(2). Dessa forma, U(, o) induz a
rotagao R(fn,a) dada por (4.2), levando finalmente a ¢~ (U (7, a)) = R(7, ).

Note, ¢! nao é verdadeiramente nosso mapa inverso, pois a relacio entre SU(2) e
SO(3) é de um duplo recobrimento, um resultado bem conhecido da teoria de grupos (28).
Em outras palavras, dois elementos de SU(2) sao mapeados em um tnico elemento de
SO(3). Isso se torna evidente ao obtermos o elemento de matriz de SO(3) em termos do

elemento unitario de SU(2), o que constitui o proximo passo da nossa andlise.

Comegamos destacando a bijegao entre a dlgebra de Lie su(2) do grupo SU(2) e o

espago fisico D. Explorada anteriormente na Se¢ao 2.2.3 no final do Capitulo 2.

Nota-se que, pela equagao (2.33), obtemos que detu = ||7]|. Como estamos
em busca de uma transformagao (rotacdo) que seja uma isometria, propomos definir
u— u =Uul*, com U € SU(2). Nesse caso, detu’ = detu < ||| = ||7]|, induzindo
uma transformagao no vetor V(i7" - &) = 7 que preserva a sua norma. A transformagio em

su(2) é somente um homomorfismo de grupos

T:8U(2) — L(su(2))
U Ty su(2) — su(2), (4.12)

onde u % fulf*. Observamos que Ty é linear e para U,V € SU(2),
TuTy = Tyy,

como esperado para uma representacao linear de grupo (67).

Bem, se U induz uma transformagao em su(2) que, do ponto de vista do espago
D, nao altera a norma de um vetor, nao ha outra possibilidade senao associar U a uma

rotagdo em SO(3). Denotamos essa rotagao por R. Assim, temos
u =Tyu=UGr- ) U =ir" -7 =i(RF) -7, (4.13)

que ¢é equivalente a

Y Uzjo;U* =D Ryzjor (4.14)
J

Ly

A notagao 7 = (21, x2, x3) foi utilizada. Sabendo que Tr(oy0;) = 26;;, multiplica-

mos ambos os lados de (4.14) por oy e aplicamos os trago, encontrando

ZT?"(Z/{O'J' U*O'k>$j = 22Rkj.’ll'j, V7. (415)
J J
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Figura 9 - Relagao entre SU(2) e SO(3) por meio da bije¢do su(2) = D.
SU(2) SO(3)

L(su(2)) L(D)

Fonte: Valle, V. G., and B. F. Rizzuti. “From Rotations to Unitaries: Reversible
Quantum Processes and the Emergence of the SU(2)-SO(3) Homomorphism.”
Revista Brasileira de Ensino de Fisica 48 (2026): €20250374.

Nota: Através desse diagrama, estabelecemos o caminho, possibilitado pela relacao
su(2) = D, que relaciona os elementos de SU(2) com os de SO(3).

A arbitrariedade de 7 implica

1
Rkj = §TT’(UO']' U*O'k> (416)

Todos os calculos acima sao expressos esquematicamente na Figura 9.

A Equacao (4.16) mostra que tanto U quanto —U sao mapeados para o mesmo
elemento em SO(3), resultando em um homomorfismo dois-para-um, conforme afirmado

anteriormente.

Os célculos acima exploram a bije¢ao entre dois espagos vetoriais (aparentemente)
distintos para obter o homomorfismo defendido. E possivel, no entanto, chegar ao mesmo
resultado adotando apenas um ponto de vista puramente voltado a teoria de grupos. Para
ver isso, primeiramente observamos que a Equacao (4.9) indica que

a(A
7)o

a
“U(R,a) = —cos 2T —
(7, @) cos isen 5

(27r—0z> (
= oS —7sen
2

=U(—n, 2T — ).

S/l

Por outro lado,
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pode ser concluido por argumentos geométricos: essas férmulas mostram que uma rotacao
em torno do eixo oposto —n produz o mesmo efeito que uma rotagao em torno do eixo
original 7, porém com angulo 27 — . Essa observacao simples também deixa claro que
duas unitarias distintas, U e —U em SU(2), sdo mapeadas para a mesma rotacdo em
SO(3).

E instrutivo mostrar que Ryij €, de fato, uma matriz ortogonal. Para isso, expres-

samos (4.13) em termos dos elementos da base o;,

Z/{O'ju* :ZRij'k. (417)
k

Combinando duas expressoes desse tipo, obtém-se

Z/{O'ju*Z/{O'lu* = ZRij'kleUm. (4.18)

k,m

Sabendo que (i) U*U = I; (ii) Tr(AB) = Tr(BA), e, novamente, que (iii)

Tr(o;0;) = 24;j, aplicamos o traco de ambos os lados, encontrando
6jl = ZRkJleékm = ZRfkRkla (419)
k,m k

isto 6, RTR = L.
Em suma, dado uma unitaria & € SU(2), que descreve um canal quantico invertivel

que leva um estado pr em pw, obtemos uma rotagao R € SO(3), de tal modo que ela

descreve a transicao de 7 para 7.

Embora se possa argumentar que a correspondéncia entre unitarias e rotagoes
seja apenas um homomorfismo dois-para-um, a situacao é, de fato, uma bijecdo quando
restringimos nossa discussao a canais quanticos invertiveis atuando sobre um qubit. Como
esses mapas sao da forma

() =U (U,
com U € SU(2), observamos que substituir & por —U produz o mesmo canal quantico.
Portanto, o que emerge é, de fato, um isomorfismo entre o grupo de mapas quanticos

reversiveis e as rotacoes em R3.

Concluimos esta se¢cao com uma rota alternativa que poderia ter sido adotada.
Nossa construcao poderia, de forma equivalente, comegar pela direcao SU(2) — SO(3).
Essa rota alternativa é, de fato, bastante natural: o papel das transformacgoes unitéarias ja é
justificado pela discussao de mapas CPTP reversiveis, e tais unitarias induzem rotagoes na
esfera de Bloch de maneira direta. Ainda assim, optamos pela ordem oposta (partindo das
transformacoes do espago fisico e, em seguida, considerando sua acdo induzida no espago
de estados), pois nosso tratamento é fundamentado em uma perspectiva operacional. Na

pratica, primeiro se especifica uma preparacao ao selecionar uma direcao fisica, e somente
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depois se considera como as transformagoes atuam devido a essas preparagoes. Além disso,
tanto no espaco fisico quanto no espaco dos estados quanticos, o conjunto de isometrias
matematicamente admissiveis é maior do que o conjunto de transformagoes fisicamente
implementaveis. Para estabelecer uma conexao significativa, do ponto de vista da teoria
de grupos, entre esses dois dominios, torna-se necessario restringir a analise a classe de
transformacoes que correspondem operacionalmente em ambos os lados — sendo essas,

rotagoes em R? e suas contrapartes unitérias em SU(2).

Concluimos esta secao fazendo alguns apontamentos. Nossa investigacao até o
momento sobre sistemas quanticos de dois niveis indica como funciona um mapa fisico
invertivel no espaco fisico: o vetor de Bloch é rotacionado. O que acontece no espago fisico
quando um mapa CPTP geral atua sobre um estado? Ele nao apenas altera a direcao do
vetor de Bloch correspondente, mas também pode reescala-lo, seguido de uma translacao;
ver a Sec. 8.3.2 de (23). Nosso objetivo agora é investigar qual é a acdo de um canal
quantico arbitrario sobre espagos de estados de dimensoes mais altas. Por exemplo, no

caso de C* = C? ® C?, estados gerais sdo expandidos como

i J 1,5

onde Sy, =0, ®0,, p,v€{0,1,2,3} e Sy =1 L.

Claramente, podemos reconhecer dois vetores, 7 e 5, e um tensor de segunda ordem
t, com elementos t;; — a matriz de correlacdo (68). No préximo capitulo iremos investigar
como um canal quantico atua sobre essas estruturas geométricas que representam um

sistema bipartido.

A discussao presente sobre a conexao entre o espaco fisico e os espagos de estados
de sistemas quanticos de dois niveis que revelamos neste capitulo abriu a possibilidade de
utilizarmos intuigoes geométricas para tratar da divisibilidade de canais quanticos (69),
bem como também para explorar os limites da inversao de canais por meio do mapa de
recuperagao de Petz, considerado o andlogo quantico do teorema de Bayes (31, 70). Além
disso, esta abordagem contribui para a caracterizagao de dindmicas efetivas/emergentes em
sistemas com coarse-graining, nos quais o mapa de Petz fornece uma ferramenta natural.
Veremos no préximo capitulo como os resultados obtidos até agora possibilitam uma
interpretacao mais concreta e unificada de como a informagao é processada e transformada
na dinamica quantica de coarse-graining, inclusive em sua contraparte geométrica no

espaco fisico.
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5 ANALISE DO PROBLEMA COARSE-GRAINING

Neste capitulo, teremos como objetivo utilizar o formalismo operacional desenvol-
vido nos capitulos anteriores para, além de caracterizar a presenca das possiveis dinamicas
emergentes em sistemas de coarse-graining, também estabelecer as restricbes impostas
para o surgimento destas em configuragoes especificas do problema. Para isso, é preciso pri-
meiramente introduzir brevemente o conceito de coarse-graining, bem como as motivagoes

da escolha deste como exemplo principal para nossa abordagem operacional.

5.1 INTRODUCAO A COARSE-GRAINING

Ao analisarmos um problema fisico macroscépico, como, por exemplo, a energia
gerada por um motor ou a dilatagdo do material utilizado neste, causada pelo aumento da
temperatura, utilizamos conceitos gerais, ensinados em escolas ou em cursos superiores,
como a teoria cinética dos gases e a termodinamica. Porém, sabemos que, por tras dessas
teorias efetivas, existe um conjunto muito mais complexo de interacoes que ditam as suas
leis. No exemplo acima, para fins praticos, nao ha necessidade de calcular a interacao de
todas as moléculas desse motor para determinarmos seus efeitos macroscépicos. De fato,
escolhemos, de forma pragmaética, desconsiderar os conceitos microscopicos em prol de

uma descricao efetiva e mais simples, mas que ainda seja instrutiva e resolva o problema.

Ao realizarmos experimentos quanticos em laboratérios, especialmente no caso
em que lidamos com estados de dimensdes maiores como C* = C? ® C?, pode ocorrer
que nossos aparatos de medigao sejam incapazes de realizar uma descricao completa do
nosso problema (24). O que presenciamos é uma intrinseca perda de informagao, que
¢é aparentemente inevitavel, relacionada a extensao da precisao dos nossos aparelhos de
medicao. Apos a medigao, ou investigacao do sistema, ele passa entao a ser descrito por
um espaco de estados de dimensdo, neste caso, inferior a 4. E dai que vem o conceito
de coarse-graining. Sendo assim, em resumo, ao tratarmos de mapas de coarse-graining,
estamos lidando com a ideia de perda de informacao de um sistema, podendo esta ser uma

perda parcial, total, ou simplesmente um embaralhamento das informagoes (24, 71).

Ja que exploramos extensivamente sistemas de um qubit nos capitulos anteriores,
dado que o coarse-graining diminui a dimensao do sistema, poderiamos, em tese, analisar
um sistema gerado apés a atuagao de um coarse-graining especifico em um sistema de
dimensao maior—digamos, de dois qubits—se este necessariamente o transforma em um

qubit.

Diante do que foi exposto, abaixo formalizaremos o conceito de um mapeamento

de coarse-graining.

Defini¢ao 1 (Mapa de coarse-graining). Seja CP e C¢ espagos de Hilbert relacionados,
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respectivamente, a sistemas qudanticos de dimensoes D e d. E também L(CP) e £(C?)
0s conjuntos de operadores lineares que atuam em CP e C?, respectivamente. Definimos
um mapa de coarse-graining Acg como um mapa CPTP que reduz a dimensionalidade do
sistema:

AC’G : ,C((DD) — ,C((Dd), (51)
tal que D > d.

Vale ressaltar que, quando se trata de coarse-graining, a aparente perda de infor-
macao nem sempre € tao infortuna quanto aparenta ser. Uma descricao macroscépica de
um sistema microscopico pode ter um alto valor descritivo tanto para a interpretagao da
teoria quanto para o entendimento da propria transi¢ao quintica para classica (24, 72).
Porém, nas secoes subsequentes, estaremos interessados justamente nas consequéncias da
perda de informacao, caracteristica deste tipo de mapeamento, para exemplos especificos

de coarse-graining.

Dito isso, varios aparatos se encaixam nessa descricao. Neste trabalho, vamos
focar especificamente em dois exemplos que se encaixam na situacdo em que D = 4 e
d = 2. O primeiro foi extensivamente detalhado em (24), onde estuda-se um dispositivo —
um detector borrado e saturado — que nao consegue distinguir entre diferentes sistemas
excitados. Ele ¢ descrito pelo mapeamento Ag,s : £(C*) — £(C?), cuja representagao de

Kraus esta dada explicitamente na subse¢ao 5.2.1.

Tendo em mente a especificidade do exemplo anterior e o fato de que C* = C? ® C?,
escolhemos como o segundo exemplo—mais abrangente—de coarse-graining, o trago
parcial, Aq : £(C? ® C?) — £(C?), amplamente discutido em experimentos cujo foco é
emaranhamento e a separagao dos espagos associados ao sistema e ao ambiente (23). Ay

e Agyus serao abordados com mais detalhes nas se¢oes subsequentes.

A questao mais pertinente sobre mapas de coarse-graining surge na interpretacao
da Figura 10. Nesta, além de atuarmos no nosso estado inicial py € D(C”) com um
coarse-graining Acg, atuamos também com uma evolugio unitaria U; : D(CP) — D(CP),
levando-a a um estado posterior p;. A chave para o entendimento dessa transicao é a
existéncia ou nao da dinamica, representada por I'; : D(C?) — D(C?), que emerge neste
contexto. A descricao dessa dindmica emergente para diferentes combinagoes de coarse-

graining e evolugbes unitarias é conhecida como “o problema de coarse-graining”(71).

Se, por um lado, o sistema pode passar por um detector descrito pelo canal Agg,
por outro, ele poderia evoluir de forma unitaria — com um mapa que U; — e sé entao
passar por um canal de coarse-graining. Ou seja, buscamos um mapa CPTP que satisfaca

a seguinte relacao de comutagao:

Ft o} ACG = ACG o) Z/{t. (52)
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Figura 10 - Diagrama do coarse-graining.

Iy
®o of

Acg Acg

Po 7 Pt

Fonte: Elaborado pelo autor. (2026).

Nota: Diagrama do problema do coarse-graining. Dizer que este
diagrama comuta é equivalente a encontrar um mapa CPTP, I'y,
tal que I'y o Acg = Acg o Us.

Note que, ao considerarmos na Figura 10 apenas os casos em que nossa dinamica
emergente é admissivel, obtemos uma transformacao consistente que leva um operador
densidade a outro no mesmo espago, que € justamente nossa dinamica I';. Nessas circuns-
tancias, podemos recorrer ao mesmo argumento operacional que anteriormente serviu de

base para toda a construcao do Capitulo 4.

Seguindo por esta légica, os estados ¢y e ¢;, pertencentes a C? para ambos os
coarse-graining de interesse, podem ser descritos, respectivamente, por vetores arbitrarios
em R3, digamos 7 e 7, da mesma forma que o estado p na equagao (3.4) é descrito pelo
vetor 7. Isso nos fornece evidéncias de uma possivel estratégia para determinar a dindmica

emergente I'; por meio de um argumento puramente operacional.

Em outras palavras, como determinamos no Capitulo 4 que tipo de transformagao
em C? corresponde a uma rotacao em R?. Temos indicios de que poderiamos determinar
caracteristicas da nossa dinamica emergente por meio das suas variaveis de laboratério
correspondentes. O foco principal deste capitulo consiste, entdao, em utilizar nosso trata-
mento operacional para discutir uma possivel dinamica emergente I'; como indicado na
Figura 10. Veremos que ¢ justamente a interpretacao operacional que estabelecemos nos

capitulos anteriores que torna nossa andlise possivel.

5.2 EXEMPLOS DE CENARIOS DE COARSE-GRAINING

Nos cenarios que utilizaremos de exemplos, veremos que nem sempre ocorre a
existéncia de uma dindmica quantica emergente que faca o diagrama da Figura 10 comutar.
A situagdo pode ser ainda mais complexa, como veremos a seguir; pode-se facilmente

encontrar uma combinacao de coarse-graining e dindamica unitaria para a qual nem mesmo
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uma fungao compativel é possivel.

Antes de entrar propriamente nisso, comecamos apresentando duas dindmicas
unitarias nas quais, ao serem combinadas com os mapas de coarse-graining At, e Agus
discutidos ao final da Se¢ao 5.1, nos possibilita propor e analisar operacionalmente quatro
cenarios de coarse-graining. Estabelecemos que os cendarios de coarse-graining nos quais
conduziremos nossa andlise a seguir partem inicialmente de sistemas de dois qubits,
posteriormente transformados para um qubit. Mais especificamente, ainda recorrendo ao
diagrama da Figura 10, consideraremos ambas as regides associadas com p, e p;, como

C? ® C?, e ambas as regides associadas com ¢g e ¢;, como C?.

Com a intencao de aproximar nossos exemplos concretos de alguns modelos de
referéncia da literatura, o primeiro canal unitario que escolhemos agregar nos cenérios de
coarse-graining a seguir é uma versao, em termos de canal quantico, da porta SWAP de dois
qubits. O operador SWAP, denotado nesta contribuicdo em relacao a base computacional

por

) (5.3)

Uswap =

0
1
0

o O =
o = O O
_ o O O

e}

0

é um operador unitdrio amplamente reconhecido/utilizado na literatura de computagao
quantica (23). Embora sua acdo simplesmente permute os estados quanticos de um sistema

de dois qubits,
|00) — |00), |10) — |01), |01) — |10) e [11) — |11}, (5.4)

essa porta possui aplicagoes relevantes; uma delas é seu papel como um dos blocos
constituintes do teste SWAP (73), a principal ferramenta em computagao quantica utilizada

para estimar o quao préximos dois estados quanticos dados estao um do outro (74).

Dado que nossos exemplos concretos estarao restritos a sistemas de dois qubits nos
ramos inferiores do diagrama de coarse-graining, nosso canal SWAP assumira, em sua
representacao de Kraus, a seguinte forma:

Upia" () = Uswap(-)U]

swap*

(5.5)

O segundo canal unitario adotado aqui é baseado em uma versao adaptada do
Hamiltoniano utilizado para modelar interagoes de spin entre duas particulas vizinhas em
um modelo de Ising quantico (75), em uma regido onde o campo magnético externo é nulo.
Mais especificamente, empregamos o Hamiltoniano H = —Jho, ® o, para uma constante
de acoplamento J em unidades de frequéncia, para modelar a interacao entre as partes de
um sistema de dois qubits determinada pelo alinhamento (ou anti-alinhamento) de suas

projecoes de spin ao longo do eixo z. Uma caracteristica importante desse Hamiltoniano é
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Figura 11 - Diagrama que representa o cenario de coarse-graining com a adicao dos
mapeamentos relacionados as variaveis do espago de laboratorio.

. Tt .
R D|C > R."
A Y
t
Toe
cG cG
% CG A A i CG
AC| 1 ClA D|B A DIB
Z o
uB|A
(7,3,T} 7 F T

Fonte: Elaborado pelo autor. (2026).

Nota: Esse diagrama introduz, com base em principios operacionais, os mapeamentos

Tt ACG ACG 7t S “tad fax
r DlC AC| A DB © U B|.4> Que servirao como ferramentas tteis na descricdo de nossas

dindmicas emergentes. As setas azuis e as setas vermelhas surgem a partir da relacao
operacional entre os estados e suas respectivas variaveis de laboratério
{#,8,7'},{r,5,T},Re R'.

que o operador unitario dele decorrente, denotado nesta contribuigao por

e’ 0 0 0

Hi 0 e 0 0
U,, :==e"n = , , 5.6
: 0 0 e 0 (5:6)

0 0 0 et

modela uma dindmica quantica na qual o emaranhamento é criado (ou aniquilado) entre
as duas partes do sistema, dependendo intrinsecamente do valor do parametro temporal .
Assim, com a motivagao de introduzir em nossos cenarios de coarse-graining um canal
quantico que aborde aspectos de correlagdo quantica entre os subsistemas, definimos nossa

ultima dindmica unitaria considerada, denominada canal de interagao-z, por
Fia() = Uo () UL (5.7)

Deixando de lado ambas as evolucoes acima, passamos agora a considerar o estado

mais geral em C*(66), descrito anteriormente pela Equagao (4.20). Escrevemos nosso pg
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como

1 3 : :
poz4(]I®]I+Znai®]l+211®sj0j+ZTz‘jUi@)Uj) (5-8)

i=1 j=1 ij=1

Partindo de uma de uma abordagem operacional (5, 10), denominamos o conjunto
ordenado {7, §,T} espaco de laboratério, correspondendo, respectivamente, as varidveis
que descrevem o qubit em uma parte do sistema bipartido considerado (7), o qubit na

outra parte (5) e as correlagoes entre eles (7', com elementos T5;).

Inspirados no argumento operacional que fundamentou a comparacao entre este
capitulo com o Capitulo 4, apontada no inicio deste capitulo, e levando em consideracao a
relagdo do conjunto ordenado {7, §,T} com o estado py, introduzimos um novo diagrama,
representado na Figura 11. Nesse diagrama, na parte destacada em vermelho, empregamos
o argumento operacional explorado extensivamente nos capitulos anteriores, e na regiao
inferior do diagrama, destacada em azul, como uma construgdo analoga, empregamos
o0 mesmo argumento, porem agora para nosso estado py da Equacao (5.8) e para uma
transformacao unitaria ug‘ 4 que atua em dimensdes maiores, especificamente em C? @ C2.
Nesse contexto, introduzimos também os mapeamentos correspondentes Agﬁ, Ang, Z;{th| A
e ftD|C, 0s quais serao tteis para descrever sob quais condi¢bes uma dindmica emergente é
alcangavel e quando a transformacao Fijlc é, de fato, bem definida nos diferentes cenarios
do problema de coarse-graining aqui considerados. A motivaciao para a introducao desses
mapeamentos se da pelo fato de que, se por um lado, estados na regiao inferior ou na
superior do diagrama estao associados as variaveis de laboratério, operacionalmente,

poderiamos dizer o mesmo dos mapas correspondentes.

Todas as combinagoes subsequentes de coarse-graining e transformagoes unitarias
que serao exploradas nas subsecoes seguintes podem ser representadas pelo diagrama da

Figura 11.

5.2.1 Cenério 1: Detector borrado e saturado com o canal SWAP

Considere o caso de um tnico atomo cujo estado é medido por meio de fluorescéncia:
quando um laser incide sobre ele, associamos o estado |1) se a luz é espalhada e |0) caso
contrario. Dessa forma, para um sistema composto por dois a&tomos vizinhos, temos quatro
possibilidades: duas excitagoes, |11); uma tunica excitacgdo, |10) ou |01), correspondendo

ao primeiro ou ao segundo atomo; e, por fim, o caso sem excitagoes, |00).

Obtemos o detector borrado e saturado ao assumir que nosso dispositivo se satura
facilmente com a emissdo de um tinico atomo e nao consegue distinguir a luz espalhada
por cada dtomo nos casos |10) e |[01), causando, efetivamente, tanto o borramento quanto
a saturacao da luz espalhada detectada por sua lente. Assim, no nosso caso, as medi¢oes

|11), |01) e |10) produzem todas o mesmo resultado.

Sendo assim, as imagens concebidas pelo nosso detector borrado e saturado, para
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Figura 12 - Esquema das possiveis imagens Figura 13 - Esquema das possiveis imagens
concebidas pelo detector borrado e saturado concebidas por um detector adequado

10) |10)

|01) |11) |01) |11)
Fonte: Elaborado pelo autor. (2026). Fonte: Elaborado pelo autor. (2026).
Nota: Para o detector borrado e saturado, as  Nota: O detector adequado registra com
imagens dos estados [10), [01) e |11) sdo precisao a localizacdo e a intensidade de cada
indistinguiveis, resultando em uma perda atomo individualmente. Isso permite a
significativa de informagdo sobre a verdadeira  discriminagdo univoca entre os quatro estados
configuracdo dos dtomos nestes casos. possiveis de dois qubits.

todos os estados do sistema de dois atomos, seriam semelhantes a algo como o que observa-
mos na Figura 12. Em comparacao com as imagens de um detector que consegue distinguir
os estados deste sistema, representado na Figura 13, torna-se evidente a incapacidade que
11), |01) e |10).

nosso detector borrado e saturado possui em diferenciar os estados

Dito isso, pela Figura 12, percebemos a existéncia de somente dois resultados
possiveis para o detector borrado e saturado: o caso em que ele nao detecta nada, que
representaremos por |0), o qual descreve |00) do sistema de dois 4tomos, e o caso em que
este é totalmente saturado, representado por |1), que descreve os estados |11), |01) e [10)
do sistema de dois a&tomos. Podemos afirmar, entdao, que este leva um sistema de dois
qubits em um sistema de um qubits. Sendo assim, observamos uma perda de informagcao,

caracteristica em mapeamentos de coarse-graining, inerente a este detector.

Este, entdo, representa o nosso mapa de coarse-graining, Apns : L(C*) — L(C?),
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que atua sobre estados por meio da representacao de Kraus, com operadores (24),

P Y
lo 13 1B 13
0 0 0 0
R2=10 1v3 0 —1/v3)
0 0 0 0
B=10 1v3 —1v3 o)
P (U 0
00 1/V/3 —1/V3

Ao aplicar esse coarse-graining ao estado geral dado em (5.8), obtemos:

1{ 1+R3 Ri—1iR 1 ~
:Al'l = — = - H+R'5 3 59
®o Bus (P0) 2(R1+ZRQ 1— Ry ) 2( ) (5.9)

onde

t t t11 —t
R1:T1+81+ 31 + 13 +t11 22; (5.10)
2V/3

t t t t
R2:T2+82+ 32 + toz + 12 + 21; (5.11)
2V/3

T3+S3+t33—1
5 .

Ry =

(5.12)

Os calculos apresentados acima representam a seta que vai da regiao quantica A
para a regiao quantica C' no diagrama da Figura 11. Para prosseguir com o diagrama,
resta ainda calcular explicitamente a seta de A para B, representada pela acao do operador
SWAP sobre o estado dado na Equagao (5.8), bem como a seta de B para D, que, neste
caso, é representada pela agdo do coarse-graining (o detector borrado e saturado) sobre o

estado ja modificado pelo SWAP.

Ao atuar sobre o nosso estado py com o operador SWAP, obtém-se o resultado

correspondente nas variaveis do espaco de laboratorio,
{78, T} = {87, T}, (5.13)

resultando na troca dos vetores 7 e § e na transposicao da matriz de correlacao.

Em seguida, seguindo a seta de B para D em nosso diagrama, ao agir com o coarse-
graining do detector borrado e saturado sobre o estado evoluido sob a agao do SWAP,
obtemos exatamente o mesmo resultado encontrado na Equagao (5.9). As expressoes

(5.10)-(5.12) sao invariantes sob a permuta 7 <+ s, bem como sob a transposigao no setor

BnS

Swap alcangavel

de correlacoes. Esse resultado significa que o tinico mapa emergente I’

conectando as regides quanticas C' e D é representado pela identidade em L£(C?).
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Esse resultado é reforcado a medida que examinamos a atuac¢ao do operador SWAP
em dois qubits, presente na Equagdo (5.4), para o caso do detector borrado e saturado.
Como nao temos distingao entre os estados |01) e |10), e apds o operador SWAP, os estados
|11) e |00) permanecem inalterados, percebemos que a atuacao do SWAP em nossos estados
nao altera o resultado obtido pelo nosso detector borrado e saturado, corroborando com a

nossa analise deste cenério.

5.2.2 Cenario 2: Detector borrado e saturado e o canal de interagao z

Focando mais uma vez no detector borrado e saturado, agora sob uma evolugao
unitaria diferente, representada pela Equagao (5.7), veremos que, em contraste com a
situacao analisada anteriormente, é precisamente nesse contexto que o exemplo do detector
borrado e saturado revela suas limitagoes. O problema surge do fato de que, sob certas
condigoes, o mapeamento I' associado a esse detector pode sequer ser definido de forma
consistente. Como a andalise posterior indicard, a propria existéncia desse mapeamento
depende de restri¢oes ligadas ao estado inicial py. Além disso, a possibilidade de inverter

tal mapeamento, caso ele exista, também depende dessas mesmas condicoes.

J& estamos cientes de como o coarse-graining do detector borrado e saturado atua
sobre o0 nosso estado antes da acao da unitaria; o que resta agora é aplicar o mapeamento

(5.7) ao nosso estado e, em seguida, aplicar o coarse-graining mais uma vez.

Sabemos que nosso estado py de (5.8) admite a forma matricial

1+ 173+ 53+ t33 81 —1Sg + 131 —tlga 11— irg + i3 —ilaz  t11 — 1l — fog — ity
1 S|+ 7:82 + t31 + itgg 1+ s — S3 — t33 t11 + itlg + t22 - itgl r — iTg — t13 + it23

4 T1+iT2+t13+’it23 tll—it12+t22+it21 1—?"3+53—t33 Sl—iSQ—t31+it32

t11 + ’étlg — tQQ + it21 1 + iTQ — t13 — itgg S1 -+ ng — t31 — it32 1-— s — S3 + t33
(5.14)

dada uma matriz genérica 4 x 4:

Q1 Qg 3 Qg
Qo1 Qigg Qg3 (i
A= , (5.15)

Q31 (r3g (r3z (34

Qg1 Qg Qg3 Oiyyq

o canal de interacao z induz a seguinte transformacao:

24t 2it
11 €7 (g €703 14
— 2t —24t
€ (6931 (8% Qo3 € oy
U AU = |, o . (5.16)
€ Q31 39 Q33 € Q34
an oy eayy oy

Enfase é dada aos fatores presentes tanto nas primeiras quanto nas ultimas linhas

e colunas, que surgem de maneira andloga ao atuarmos com esse mesmo canal sobre a
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matriz 4 X 4 do nosso estado (5.14), evidenciando uma caracteristica estrutural consistente

dessa transformacao.

Agora, ao atuar com o nosso coarse-graining sobre o estado apos a agdo da nossa

unitaria, obtemos

B
gp= [T s Vi , (5.17)
4 % 3—7"3—83—t33

onde

B =€¥'(r1 + 51+ tig 4ty — i(ra + 55 + los + t32))

+ 11— toy — i(t1a + ta1); (5.18)
Br=e " (ry + 81+ tig + tar + (1o + S2 + taz + t32))
+t11 — tao + i(t12 + to1). (5.19)

Para prosseguirmos com nosso raciocinio, precisamos agora analisar ambos os
estados ¢y, encontrado no cendrio anterior, e ¢ presente na Equacao (5.17). Para isso, é

de nosso interesse decompor o vetor R presente na Equacao (5.9) em duas partes,

R=R,+ R, (5.20)
com
Ro= o [(r 4 5104+ tas + £51)3 - (ra + 50+ fas + )]+
o = i+ s 1+ (ro+ s
2\/5 1 1 13 31 2 2 23 32)]
1 .
5(7‘3 + S3 + t23 — 1)k‘ (521)
e
Ry = [(t11 — ta)} + (1o + £21)]] (5.22)
=—— — 7 ) .
b 2\/§ 11 22 12 21)J
Podemos entao dizer que ffzns atua no nosso vetor R da seguinte maneira peculiar:
I5"(R) = R(2t)R, + Ry, (5.23)
onde
cos2t sen2t 0
R(2t) = [ —sen2t cos2t 0. (5.24)
0 0 1

Parece que a agao de Ffz”S sobre o nosso vetor R é equivalente a agao de uma
matriz de rota¢do em torno do eixo z, R(2t), aplicada a componentes especificas desse

vetor. Sendo assim, no caso particular em que R, é nulo, teremos, entao, o surgimento
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de uma dinamica emergente I’ fz"S , que, por sua vez, é completamente invertivel e pode
ser representada operacionalmente por uma tunica rotacao no espaco fisico. Contudo,
esse cenario ideal nao se sustenta em geral, uma vez que os componentes de R, nao sao

necessariamente nulos.

Consequentemente, uma solugdo que assegure a comutatividade do nosso diagrama
nao é garantida em todos os casos. A viabilidade de tal solucao depende criticamente dos
parametros tq1, tag, t12 € ta1, que sdao determinados pela matriz que codifica as propriedades
de emaranhamento do nosso estado pg. Assim, esses parametros desempenham um papel

fundamental em ditar a comutatividade do diagrama que buscamos obter.

O argumento central dessa abordagem operacional, que permite a interpretacao da
dindmica emergente neste caso em especifico, é o de que a regiao destacada em vermelho
no diagrama da Figura 11, para o cenario aqui abordado, é exatamente o diagrama da
Figura 8 quando ﬁb = (. Nesse caso, FHC desempenha o papel da transformacao em C?,

enquanto Fﬁ)‘c representa a rotacao correspondente em D.

Sendo assim, podemos escrever a matriz de rotagao encontrada (5.24) como
R(2t) = '™, (5.25)

onde T3 esta representado na equagao (2.12).

Dito isso, a partir da equagao (4.9), podemos encontrar o elemento de SU(2)

correspondente a rotagdo em torno do eixo z:

it 0
U.(2t) = cos(t)L + isen (1) o, = (60 _it> . (5.26)
e
Encontrando, assim, nossa dinamica emergente
Do) = U (2t) (-) Uz (2t), (5.27)

para o caso em que Iy é nulo.

Alguns trabalhos recentes sobre a descri¢ao termodinamica de cenarios de coarse-
graining estao interessados na reversibilidade das dindmicas emergentes (25, 76). Curiosa-
mente, a condi¢ao ]%b =0, que garante a propria definicdo da nossa dindmica emergente,
é também a condicao que assegura a invertibilidade de f‘UBZ"S . Esse tema, juntamente
com a andlise de processos quanticos termodinamicos por meio do formalismo de estados

condicionais, esta fora do escopo desta dissertacao..

5.2.3 Cenario 3: Trago parcial e o canal SWAP

Um dos exemplos mais fundamentais e amplamente estudados de mapas de coarse-
graining é o trago parcial. Fica claro que sua definicdo incorpora naturalmente a ideia de

desprezar graus de liberdade inacessiveis ou nao observados; isto ¢, quando um sistema
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quantico é descrito por um operador densidade pgg no espaco de Hilbert Hg ® Hg,
a operagao Trp(psg) = ps descarta efetivamente toda a informagdo armazenada no
subsistema FE. Este é o tinico mapa que descreve de forma consistente as quantidades

observaveis de subsistemas pertencentes a um sistema maior (23).

Do ponto de vista operacional, isso corresponde a uma situacao na qual o observador
ou detector ¢é incapaz de acessar os graus de liberdade associados a E. Nesse sentido, o trago
parcial constitui um exemplo paradigmatico de uma aplicagdo completamente positiva que
preserva o trago (CPTP) que incorpora a esséncia do procedimento de coarse-graining:
ele mapeia a descricao microscopica completa do sistema conjunto para uma descricao
reduzida, macroscopica (ou acessivel), suprimindo, assim, correlagoes e coeréncias que se

encontram além da resolucao da observacao.

Seria particularmente interessante examinar como o trago parcial afeta o estado
antes e depois da acao das unitarias escolhidas, dado que essa perda de informacao é
intrinsecamente irreversivel, uma vez que o estado completo psg nao pode, em geral, ser

reconstruido a partir do estado reduzido pg.

Comecando pelo caso mais simples, representado pelo SWAP, conforme discutido
no cenario apresentado em 5.2.1, a sua agao sobre o nosso estado py tem, como uma de suas
consequéncias, a troca do vetor 7 com o vetor § na Equacao (5.8). Assim, se realizarmos o
traco parcial sobre uma das partes do sistema bipartido antes de aplicar o SWAP, obtemos,

a partir de (5.8),
1
o= 5 (I+7-5).

Em contrapartida, ao realizar a mesma operacgao apés a aplicagdo do SWAP, obtemos

1
¢ =-10+5-7).
2
No caso do mapeamento I g;ap, a situacao torna-se ainda mais restritiva quando

comparada aos cenarios acima. Uma vez que o traco parcial implica uma perda completa

de informagao sobre a segunda parte do sistema bipartido, ndao é possivel estabelecer uma

Tr

Swap> €XCeto no caso trivial em que os vetores de Bloch

Tr

definicdo consistente do mapa T’

locais 7 e § coincidem. Quando isso ocorre, temos que I’ ¢ igual ao mapa identidade.

Swap
e e e s . g ~ T
De fato, para estados iniciais distintos, com {r, s;, T} e {r, s2, T'}, sequer uma funcao I'g],,,
seria admissivel, j& que deverfamos ter I, (r) = {s1} = {s2}. Por fim, ressaltamos que

essa linha de raciocinio é totalmente independente da matriz de correlacao 7', uma vez
que o coarse-graining a elimina.
5.2.4 Cenario 4: Trago parcial e o canal de interagdo z

Por fim, em nosso tltimo cendrio, como ja sabemos como o canal de interagdo ao

longo de z atua sobre o nosso estado, ver Equacao (5.16), basta tomar o trago parcial
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sobre F da matriz 4 x 4 que representa o nosso estado evoluido no tempo p;

Obtemos, entao,
1

onde
TIr(7) = 7 = D(t)7 4 sen 2t7. (5.29)

Denotamos D(t) := diag(cos 2t,cos 2t,1) e T := (ta3, —t13,0).

Neste cendrio particular, a dindmica é dada por uma transformagao linear induzida
por D(t), juntamente com um segundo termo nao linear e oscilatério em (5.29). Esse
segundo termo depende de entradas especificas da matriz de correlagao que codificam a
estrutura de emaranhamento do estado composto — neste caso, as componentes to3 €
t13; T = 0 < t93 = t13 = 0. Assim, observamos mais uma vez que 0 mesmo mecanismo
subjacente governa ambas as situagoes — a dependéncia em T" — reforcando o papel

crucial desses pardmetros na determinagao da existéncia de I'’" e da reversibilidade.

5.2.5 Discussdo sobre os cenarios abordados

Tendo agora analisado extensivamente os quatro cenarios do problema de coarse-
graining, ao ponto de podermos determinar suas respectivas limitagoes no que diz respeito
ao surgimento da dindmica emergente, optamos, para fins de clareza, por organizar,
na tabela abaixo, cada combinacao viavel a partir dos coarse-grainings e das evolugoes

unitarias consideradas, com as devidas restricoes impostas as suas dinamicas emergentes.

Tabela 1 - Surgimento da dindmica emergente para diferentes problemas de coarse-graining.

Apns : £(CY) = £(C?) Apy : £(C? @ C2) — £(C?)

= Cenério 3:
Cenério 1: 77§ representado pela
Uswap(-) | T§na, é representado pela | . = 5wap 2
identidade em L£(C?). identidade e;n_ﬁé@ ) quando
Cenério 2: ~ Cenério 4:
a =4 _ — Tr(=\ _ = __ N 5
U () | Lo(R) = R@OR. + By e L37(F) = 7' = D)7+ sen 2t7
o, " FBnS(¢O) =U (Qt) ¢0 U (Qt) com
quando Ry =0 (t) iag(cos 2t, cos 2t, 1)

eT = (t23, —tlg,O).

Fonte: Elaborada pelo autor (2026)

Nota: Esta tabela apresenta os resultados analiticos para cada combinac¢do do problema de
coarse-graining, permitindo identificar sob quais condi¢cdes o mapeamento I'! emerge, e as
semelhancas entre estas para os diferentes cenarios.
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A partir das analises dos cenarios apresentados acima, torna-se claro que a dindmica
emergente do problema de coarse-graining em consideragao apresenta uma clara e forte
dependéncia do diagrama utilizado, isto é, da combinacao especifica entre o procedimento
de coarse-graining e as evolugdes unitarias consideradas. Ainda assim, é possivel identificar
certas similaridades entre esses cenarios. Por exemplo, em ambos os casos em que o canal
de interacao z é empregado, observa-se uma dependéncia explicita do estado inicial py,

mais especificamente das variaveis da matriz T', que codifica o emaranhamento de py.

De forma semelhante, ao analisar os cendrios que envolvem o operador SWAP,
observamos que, em ambos os casos, a dindmica emergente resultante corresponde ao mapa
identidade em £(C?), embora sob restri¢des substancialmente diferentes. Enquanto nao
existem restrigoes aparentes sobre o estado inicial no caso do detector borrado e saturado,
o cenario de traco parcial exige, para a existéncia da dinamica emergente, a condicao de
que 7 = § na Equagao (5.8). Perceba aqui uma independéncia da matriz 7" em ambos os

Casos.

E evidente que a analise aqui apresentada estd restrita aos esquemas especificos
de coarse-graining discutidos nesta secao, e que as similaridades observadas entre esses
cendrios, por si s6, nao sao de forma alguma suficientes para estabelecer um padrao geral
entre diferentes combinagoes do problema de coarse-graining. Dito isso, uma caracterizagao
mais geral desses problemas de coarse-graining sera objeto de investigagoes futuras sobre

o tema.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho, adotamos uma proposta para descrever e investigar sistemas
quanticos de interesse na literatura por meio de argumentos baseados inteiramente em

principios operacionais.

Primeiramente, investigamos uma possivel relacao entre o espaco de estados de
sistemas quanticos de dois niveis e o espaco fisico no qual esses sistemas sao preparados. Tal
conexao surge quando adotamos o carater universal da fibracao de Hopf no seguinte sentido.
Por um lado, a construcao matematica indica que qualquer sistema quantico de dois niveis
pode ser preparado em um espaco fisico tridimensional. Por outro lado, parece haver uma
dimensao ausente quando pensamos na luz polarizada como outro exemplo de qubit, uma
vez que ela é descrita por um plano bidimensional — e nao tridimensional — no qual seu
campo elétrico oscila. Em mais detalhes: utilizando a fibracao de Hopf, estabelecemos
uma conexao entre estados puros indistinguiveis em S® e S? C R?. Nossa interpretacao
demonstra que essa conexao ¢ mais do que uma mera construcao matematica. Em vez
disso, entendemos a fibragdo como uma descricdo de como os estados sdo preparados,
na qual pardmetros ajustdveis no laboratério definem o vetor de Bloch (3.5). A imagem

inversa correspondente conduz aos estados parametrizados por (3.3).

Como a fibragao nao discrimina entre sistemas quanticos especificos de dois niveis,
nos concentramos também em um exemplo ilustrativo: a luz polarizada. Inicialmente,
pode-se pensar que o plano de oscilacdo do campo elétrico especifica completamente a
polarizagao. No entanto, essa nocao contradiz a estrutura revelada pela fibracao, que
implica um espacgo tridimensional de fundo para a preparagao. Para reconciliar essa
aparente contradicao, empregamos um dispositivo universal para optica de polarizacao
SU(2). Nossa investigacao demonstrou que os parametros ajustaveis desse dispositivo
definem um estado na esfera de Bloch. Consequentemente, atribuimos com sucesso uma
interpretagdo pratica e operacional a parametrizagao (3.3), em consondncia com nossos

objetivos.

Exploramos também um sistema fisico concreto para reconstruir operacionalmente
o conhecido homomorfismo dois-para-um entre os grupos SU(2) e SO(3). Em vez de
tratar essa correspondéncia como um artefato puramente matemético, nés a construimos a
partir de principios basicos, utilizando procedimentos fisicos como a preparacao de estados,
evolugoes quanticas reversiveis e a estrutura de mapas CPTP. Isso nos permitiu realizar
o homomorfismo por meio de uma sequéncia de etapas experimentalmente motivadas e
fisicamente significativas, firmemente enraizadas na geometria da esfera de Bloch e na
algebra das operagoes quanticas. Nossa construgao nao apenas reforga a profunda interagao
entre a teoria de grupos e a mecanica quantica, como também oferece um ponto de vista

operacional claro a partir do qual essas conexdes emergem. Ao ancorar o homomorfismo
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abstrato em transformacoes que podem ser implementadas na préatica — rotagoes no
espaco fisico e unitarias no espago de Hilbert — fornecemos uma interpretagao concreta

que enriquece a apresentacao formal usual.

Mostramos também que o problema de coarse-graining estd precisamente rela-
cionado a conexao estabelecida. Nesse sentido, lidamos com uma dindmica efetiva e
acessivel, que poderia, em principio, ser observada em laboratério. Isso se apoia em uma
descrigao operacional, seguindo o esquema de (8, 5, 12), na qual tanto os cenérios de
preparacao e medi¢ao quanto a evolucao dos estados possuem um correspondente no
espago fisico. A analise de diferentes cenarios do problema de coarse-graining, por meio da
abordagem operacional estabelecida, nos possibilitou identificar as condi¢oes necessarias
para o surgimento da dindmica emergente macroscopica Ftch e determinar as restri¢goes
impostas nos componentes da matriz que representa o estado inicial pg em quatro cenérios

paradigmaticos—ver Tabela 1.

Em suma, no decorrer deste trabalho, ficou evidente que a abordagem operacional
nao s6 detém um grande poder descritivo, como foi averiguado nos casos em que interpre-
tamos estruturas matematicas como operagoes no laboratério. Mas também possui um
carater de prospecgao, servindo como método de investigacao, como visto posteriormente

na analise de sistemas de coarse-graining.
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A Apéndice

Aqui enunciamos e provamos o corolario do Teorema 3. Este é exatamente o
resultado que utilizamos para conectar mapas CPTP invertiveis (cujo inverso também é

CPTP) com uma estrutura de grupo.

Teorema 3. Seja @ : L(C") — L(C") um mapa CPTP. Supondo que ® admite uma inversa
&1 que também é CPTP. Entao existe uma unitiria U em C" tal que ®(-) =U(-)U* e
O~1(.) =U*(-)U. Inversamente, se ® e um mapa CPTP cuja representa¢io de Kraus
pssui um tdnico operador, dato por ®(-) = U(-)U*, entdo ® e invertivel, D~1(-) =U*(-)U
e @1 is também é CPTP.

Prova:

Uma vez que ® e ®~! sdo mapas CPTP, ambos podem ser representados por meio
da representagao de Kraus—conforme dado na Equacao (2.4)—utilizando os conjuntos de
operadores de Kraus {A4,|a € Z}, {By|b€ I} C L(C"):

O() =D Aa()AL

() =>_B(")B; . (A1)

A quantidade de elementos nos dois conjuntos de operadores de Kraus é uma
consequéncia direta do fato de que a cardinalidade de Z esta vinculada ao rank da
representagao de Choi-Jamiotkowski do mesmo mapa ® (22), isto é, |Z| = rank(J(®P)),
combinada com o fato de que ® ¢é invertivel, o que implica que a,b € Z correspondem a

conjuntos com o mesmo numero de elementos.

Temos entao

O H(D(-)) = ij ByAa(-) AL By, (A.2)

que define outro mapa CPTP, o mapa identidade. A Equacdo (A.2) é outra representagao
da identidade. Entao, ao definir By A, = ap.ll,,, 0s coeficientes complexos a, b € 7 satisfazem

S ap |wal®> = 1, devido & equivaléncia unitéria entre representacoes de Kraus (23).'De fato,

1 Se dois conjuntos de operadores de Kraus, digamos {4,} and {B;}, para alguns indices a

e i, estdo conectados pelos coeficientes de uma matriz unitaria U, A, = 3, Ui B;, como
(UU*)i; = d;j, entdo eles descrevem a mesma operagao sobre o estado p:

> AwpAl =Y UiBipUjaBj = Y (UU")i; BjpB;

a,,j 2]

=Y BipB}
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para qualquer p € L(C") temos

Z BbAa P AZBZ = Z aba]In P aba]In

a,b a,b

= 3 lawl? = . (A3)
a,b

Por conveniéncia, podemos escrever

S" A% B; ByAa = Bualln; Vd',a € T, (A.4)
b

onde Byq = Yp Cpa/ Wpa-

Pela restricao da representacao de Kraus >, By By = I,,, segue que

AN Ay = Barddl, 5 Vd',a € T (A.5)

Podemos considerar [,, como os elementos de uma matriz M de dimensao a’ X a,
que satisfaz Tr(M) = 3, Baa = S |aa|* = 1, € que é semidefinida positiva devido ao
fato de que, para toda escolha de u, w*Mu = Y (34 UarQbar ) (X g Uatpa) > 0.

Observando a Equagao (A.5), notamos que os operadores de Kraus associados a ®
incorporam elementos de C" em C" por meio de um escalonamento; em outras palavras,
eles nao necessariamente incorporam C" em subespagos ortogonais de C”, uma vez que
a matriz M nao é, em geral, diagonal. Sabe-se que a matriz M é semidefinida positiva
e, como tal, também é auto-adjunta, o que permite uma decomposi¢ao via o teorema
espectral, isto é, M pode ser diagonalizada. Portanto, para construir uma representacao
equivalente de ® na qual as imagens pertencam a subespagos ortogonais, devemos primeiro

diagonalizar a matriz M.

Dado uma matriz unitaria ¥V que diagonaliza M, onde I' = V* MYV e a matriz

diagonal resultante, com v, =y > 0; Ya€Z e Y, Vo = >0 Baa = 1.

Temos agora um novo operador de Kraus, que denotaremos por C.. (o qual também
representa o mapa ®), definido por meio da equivaléncia unitaria entre representages de

Kraus como C,. = Y, v4,.A,, onde vy, sdo os elementos de matriz de V.

Para todo c e ¢ em Z nos temos

C:/CC = (Z 'Uc/a/AZ/> (Z UcaAa>

=3 Voaea(ALA,). (A.6)

a’,a

Pela Equagao (A.5), segue que

:/Oc = Z@c’a’vca<6a’aﬂn) = (Z Uc’a’ﬁa’avca) ]In
a’,a a,a

= T L, = 6007L. (A.7)
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Definindo J = {c¢ € Z|v. # 0} temos agora uma matriz diagonal; portanto, os
operadores de Kraus {C. |Vc € J} se incorporam em subespagos ortogonais de C" e, pela

decomposigao em valores singulares, C,. assume a forma:

Co=3" Ve lya) (u?]. (A8)

i€[n]

onde {Yei}ees,icn) € um conjunto ortonormal de vetores em C" e {ugc)}ie[n] é uma base

ortonormal de C" para cada ¢ € J.

Portanto, agora temos uma transformacao unitaria U que, para cada ¢ € J, leva a
base ortonormal {ul(c)}ie[n] de C" a um conjunto ortonormal de vetores {y; }cc 7 icm € C"
ie. U : |u§c)) — |Yei), uma vez que C, = /7. U em virtude da equivaléncia unitaria entre

representacoes de Kraus.

Assim, temos

(I)(p) = ZCcp C:

:Z%LlpL{:L{pU. (A.9)

A matriz unitaria 4 representa a acao de todos os operadores de Kraus C. sobre p,
para todo ¢ € J, reduzindo a representagao de Kraus de ¢ a um tnico elemento. Isso nos
permite escrever ® como ®(-) = U (-)U*, e como ®~!(P(-)) representa o mapa identidade,
segue que ®1(-) = U*(-)U. Assim, completa-se a primeira parte da prova.

A parte inversa deste teorema segue de uma sequéncia direta de passos. Um mapa
¢ dito invertivel se existe outro mapa ®~! tal que a aplicaciao de ®~! seguida de ® (ou
vice-versa) resulte no mapa identidade. Considere o mapa definido por ®~!(-) = U*(-)U.

Esse mapa efetivamente desfaz a acao de .

Como U é uma unitaria, dado um estado arbitrario o

P HP(o)=UUUU=0=D'od=1,. (A.10)

Como mostrado nas equacoes (2.4) e (2.5), ®~! possui estrutura de um mapa

CPTP. Entao ¢ admite um inverso que também é CPTP, completando a prova inversa. [
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