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RESUMO

O cancer representa um desafio significativo para a medicina contemporanea, sendo
uma das principais causas de morte no mundo. Nos tltimos anos, avangos nas pesquisas
trouxeram novas perspectivas terapéuticas, entre elas a imunoterapia com células CAR-T,
que utiliza linfocitos T geneticamente modificados para reconhecer e atacar células tumorais
que expressam antigenos especificos. Apesar dos bons resultados, desafios como a defini¢ao
de protocolos 6timos de tratamento e a resisténcia a imunoterapia ainda persistem. Este
trabalho tem como objetivo contribuir para a eficicia dessa terapia por meio da analise
de um modelo matematico que descreve a resposta tumoral & imunoterapia com células
CAR-T em camundongos imunodeficientes. Utilizando técnicas de inferéncia Bayesiana e
teoria de controle 6timo, o modelo foi parcialmente calibrado com dados experimentais
disponiveis na literatura e otimizado, tendo como objetivo minimizar tanto a quantidade
de células tumorais quanto a dose necessaria de células CAR-T, buscando maior eficiéncia
no tratamento. Os resultados indicaram que ajustes nas doses iniciais de células CAR-T
administradas podem reduzir significativamente a carga tumoral; no entanto, dependendo
do valor da dose, a formacao de células CAR-T de meméria pode ser comprometida,
afetando a resposta a longo prazo. A abordagem integrada proposta pode contribuir
para o desenvolvimento de protocolos terapéuticos mais eficazes e personalizados para o

tratamento do cancer com células CAR-T.

Palavras-chave: teoria do controle 6timo; inferéncia bayesiana; modelagem matematica;

células CAR-T.



ABSTRACT

Cancer represents a significant challenge for contemporary medicine, being one of the
leading causes of death worldwide. In recent years, advances in research have brought new
therapeutic perspectives, including CAR-T cell immunotherapy, which utilizes genetically
modified T lymphocytes to recognize and attack tumor cells expressing specific antigens.
Despite promising results, challenges such as defining optimal treatment protocols and
overcoming resistance to immunotherapy still persist. This work aims to contribute to
the effectiveness of this therapy by analyzing a mathematical model that describes the
tumor response to CAR-T cell immunotherapy in immunodeficient mice. Using Bayesian
inference techniques and optimal control theory, the model was partially calibrated with
experimental data available in the literature and optimized to minimize both the number
of tumor cells and the required dose of CAR-T cells, seeking greater treatment efficiency.
The results indicated that adjustments in the initial doses of administered CAR-T cells can
significantly reduce tumor burden; however, depending on the dose level, the formation
of CAR-T memory cells may be compromised, affecting the long-term response. The
proposed integrated approach may contribute to the development of more effective and

personalized therapeutic protocols for CAR-T cell cancer treatment.

Keywords: optimal control theory; bayesian inference; mathematical modeling; CAR-T

cells.
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1 INTRODUCAO

O cancer representa um desafio significativo para a medicina contemporanea, sendo
uma das principais causas de morte no mundo. De acordo com a Agéncia Internacional de
Pesquisa sobre Cancer (IARC), uma em cada cinco pessoas desenvolveré cancer ao longo
da vida (12). A Organizacdo Mundial da Satide (WHO) também estima que, em 2050,
surgirao 35 milhoes de novos casos de cancer, o que representa um aumento de 77% em
relacao a 2022 (25). Esses dados ressaltam a necessidade de nao s6 adotar estratégias
eficazes de prevencao e controle, mas também a importancia de continuar investindo no

desenvolvimento de tratamentos.

Nos ultimos 10 a 15 anos, a imunoterapia contra o cancer experimentou avangos
importantes, revolucionando a préatica da oncologia e proporcionando beneficios clinicos
de longo prazo para determinados pacientes (9). Dentre esses avangos, destaca-se a
imunoterapia com células CAR-T (Chimeric Antigen Receptor T-cells), que tem mostrado
resultados promissores no tratamento de cancer, especialmente de canceres hematologicos.
Neste tratamento, os linfocitos T, células fundamentais na defesa do organismo, sao
coletados do paciente doente, modificados geneticamente em laboratorio para identificar o
antigeno alvo expresso pelas células tumorais e submetidos a expansao. Posteriormente,
as células resultantes, conhecidas como CAR-T (células T com receptor quimérico de
antigeno), sao reintroduzidas no paciente, visando atacar as células tumorais de forma
mais direcionada e eficaz. E possivel mencionar algumas vantagens, tais como a diminuicio
da dependéncia de medicamentos para alivio da dor, a redugao da necessidade de sessoes
de quimioterapia e a possibilidade de remissao total ou parcial de alguns tipos de cancer
(13).

Apesar dos bons resultados obtidos pela imunoterapia com células CAR-T, algumas
questoes importantes ainda estdo em aberto, como a determinagao de protocolos 6timos
de tratamento, a eficicia em tumores solidos, toxicidades associadas, recidiva tumoral e
resisténcia a imunoterapia. A selecao da dose é um determinante critico para o sucesso de
qualquer terapia contra o cancer, incluindo a terapia com células CAR-T. A discussao sobre
o possivel aumento da eficacia com doses mais altas continua sendo um ponto controverso
no desenvolvimento clinico, visto que ha evidéncias conflitantes sobre a relagdo dose-
resposta das células CAR-T (31). Essas questoes precisam ser analisadas, e a modelagem
matematica surge como uma ferramenta fundamental para compreender a dindmica do
tratamento, otimizar estratégias terapéuticas e auxiliar no desenvolvimento de novas

abordagens para superar estes obstéculos (6).

Diante desses desafios, diversos estudos tém aplicado a modelagem matemaética para
aprofundar a compreensao da terapia com células CAR-T e propor possiveis solugdes para

suas limitagoes. Por exemplo, o artigo (17) propde um modelo matematico de terapia com
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células CAR-T para tumores solidos, considerando tanto a heterogeneidade do antigeno
quanto os efeitos colaterais, enquanto (33) desenvolveu um modelo matemético para
investigar como os mecanismos de resisténcia mediados por antigeno afetam os resultados
da terapia. Além disso, o estudo (30) propdés um modelo matemético com o objetivo
de avaliar como os macrofagos associados a tumores influenciam na falha da terapia do

melanoma.

Modelos matemaéaticos baseados em processos bioldgicos, quando ajustados e ca-
librados com dados experimentais, tém o potencial de melhorar a eficacia das terapias
existentes. Isso pode ser alcangado por meio dos métodos da teoria de controle 6timo,
conforme discutido em (16). Em comparagao com os ensaios clinicos tradicionais, os mo-
delos matematicos podem funcionar como ferramentas complementares para experimentos
realizados in silico, auxiliando tanto no desenvolvimento de novos protocolos terapéuticos

quanto no aprimoramento da compreensao dos processos biologicos envolvidos.

Dessa forma, este trabalho visa otimizar o tratamento de cancer com células CAR-T,
utilizando um modelo matematico que descreve a resposta tumoral a imunoterapia com
células CAR-T aplicada a camundongos imunodeficientes, proposto em (3), juntamente
com uma abordagem integrada que combina analise mateméatica e técnicas estatisticas. Os
parametros do modelo foram parcialmente calibrados por meio de inferéncia Bayesiana e
com dados experimentais de dois cendrios distintos, disponiveis em (24, 32). Ao combinar
essa abordagem com a teoria do controle 6timo, o objetivo ¢ minimizar tanto a quantidade
de células tumorais quanto a dose de células CAR-T necessérias, visando um tratamento
mais eficiente. Essa metodologia busca fornecer uma ferramenta para a personalizacao e

aprimoramento dos protocolos terapéuticos com células CAR-T.

O trabalho esta estruturado da seguinte forma. No Capitulo 2, é apresentada
uma visao geral sobre o funcionamento das células CAR-T e os principais desafios ainda
existentes. No Capitulo 3, introduzimos os conceitos necessarios para compreender a
inferéncia estatistica, com um foco particular na abordagem Bayesiana. O Capitulo 4, é
dedicado & apresentacéo dos conceitos fundamentais da Teoria de Controle Otimo, essencial
para a otimizacao da terapia com células CAR-T, apresentando as condigOes necessarias e
suficientes. No Capitulo 5, é apresentado o modelo matematico utilizado para representar
a resposta tumoral a imunoterapia com células CAR-T em camundongos imunodeficientes,
no contexto de canceres hematoldgicos. O Capitulo 6 retine os resultados obtidos por meio
das abordagens matematica e estatistica, incluindo a estimacao dos parametros do modelo
com base em dados experimentais de dois cenarios distintos e a aplicagao da teoria de
controle 6timo, com o objetivo de otimizar a terapia por meio do ajuste da dose de células
CAR-T e da minimizagdo da carga tumoral. Por fim, o Capitulo 7 sintetiza os principais
resultados do trabalho, apontando suas contribuigoes e possiveis dire¢oes para trabalhos

futuros.
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2 ASPECTOS BIOLOGICOS

O céancer é um conjunto de doengas malignas que tém como caracteristica comum
o crescimento anormal (maligno) das células, que podem invadir tecidos adjacentes ou se
espalhar (metastase) para érgaos distantes (29). Esse processo tem inicio com mutagoes
no DNA, que alteram os genes responsaveis por regular o crescimento celular. Como
consequéncia, ocorre uma divisdo celular descontrolada, levando a formagao de células
que se tornam agressivas e incontrolaveis, formando tumores que podem se espalhar para
outras regioes do corpo (14). Assim, o processo de divisao celular, que normalmente é
essencial para nosso crescimento, adaptacao e recuperacao, se transforma em um mecanismo
destrutivo (23).

Embora os tratamentos convencionais, como cirurgia, radioterapia e quimioterapia,
tenham sido eficazes em diversos casos, muitos pacientes ainda enfrentam dificuldades com
a resisténcia aos tratamentos, efeitos colaterais graves e recaidas frequentes. Nesse cenario,
a pesquisa cientifica tem buscado alternativas terapéuticas que possam oferecer novas
esperancgas para os pacientes, ampliando as opgoes de tratamento. Um desses avancos
promissores é a imunoterapia, que visa potencializar as defesas naturais do corpo contra o

cancer.

Nesse contexto, a imunoterapia com células CAR-T surgiu como uma abordagem
promissora, se destacando por sua capacidade de reprogramar o sistema imunologico para

identificar e eliminar células tumorais de forma eficaz e especifica.

Neste capitulo, apresentaremos de forma breve o funcionamento e os desafios ainda

existentes para a implementacao das células CAR-T.

2.1 CELULAS CAR-T

As células CAR-T, células T com receptor quimérico de antigeno, do inglés chimeric
antigen receptor T-cell) representam uma inovacao significativa na imunoterapia para
o tratamento do cancer. Neste tratamento, os linfécitos T do paciente, sao retirados e
modificados geneticamente para reconhecer antigeno alvo especifico presente nas células
tumorais. Em seguida, as células resultantes, CAR-T sdo multiplicadas em laboratério e
reintroduzidas no paciente, com o objetivo de atacar as células cancerosas de forma mais

precisa e eficaz. A Figura 1 ilustra de maneira esquematica o funcionamento dessa terapia.

Apesar dos bons resultados, a infusao de células CAR-T pode causar efeitos
colaterais, que geralmente sao reversiveis. Um dos principais efeitos adversos é a sindrome
de tempestade de citocinas (STC), caracterizada por febre, hipotensao e insuficiéncia
respiratéria. Além disso, neurotoxicidade também pode ocorrer, afetando o sistema
nervoso e resultando em sintomas como delirio, perda temporaria da memoria operacional

e convulsoes (37).
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Figura 1 — Descrigao esquematica do processo de imunoterapia com células CAR-T.

Fonte: Elaborada pela autora (criado com o Biorender.com).

Pesquisas indicam que a otimizagdo do esquema de reinfusao das células CAR-T
pode aumentar seu impacto terapéutico e reduzir as taxas de complicagoes (11). Além
disso, estudos recentes sugerem que a administracao fracionada das células CAR-T ao longo
de 2-3 dias, em vez de uma infusdo tnica, pode minimizar a incidéncia e/ou gravidade da
toxicidade associada ao tratamento. Os dados também mostram que esse fracionamento

nao compromete a eficacia terapéutica (10).

A terapia CAR-T foi inicialmente desenvolvida nos Estados Unidos e comecou
a ser aplicada experimentalmente em pacientes com canceres terminais no inicio dos
anos 2010 (13). Os resultados positivos resultaram, em 2017, na aprovacao da terapia
pela FDA (Food and Drug Administration), para tratamento de diferentes malignidades
hematoldgicas. Desde entao, mais de 30 mil pacientes foram tratados mundialmente, com
muitos alcangando remissoes prolongadas, superiores a cinco anos, evidenciando a eficicia
da terapia (13).

No Brasil, a terapia CAR-T com tecnologia nacional foi desenvolvida pela primeira
vez no Centro de Terapia Celular da Faculdade de Medicina da USP de Ribeirao Preto. O
primeiro tratamento experimental foi realizado em 2019, levando o paciente a remissao
total de um linfoma ndo Hodgkin em estdgio terminal (8). Posteriormente, 20 pacientes
foram tratados de forma compassiva, com uma taxa de eficdcia de 80% na eliminacao dos
tumores. Atualmente, a terapia estd na fase 1/2 de ensaios clinicos, iniciados em margo de
2024, com 81 voluntarios que nao responderam a tratamentos convencionais, incluindo

casos de leucemia linfoide aguda e linfoma nao-Hodgkin (13).

A terapia CAR-T esta aprovada no Brasil para pacientes com linfoma difuso de
grandes células B (tipo de linfoma ndo Hodgkin), leucemia linfobléstica aguda, linfoma
folicular (outro tipo de linfoma nao Hodgkin) e mieloma multiplo no cenario recidivado ou

refratdrio da doenga (13). Além disso, novos estudos clinicos estdao em andamento, como o
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iniciado em 2022 pelo A.C. Camargo Cancer Center, voltado para mieloma multiplo (1).

Embora a imunoterapia com células CAR-T tenha demonstrado grande eficacia em
alguns tipos de cancer, ainda existem desafios, como a recidiva e a resisténcia a terapia
em muitos pacientes nos primeiros anos de tratamento. Além disso, questoes como a
otimizacao do tratamento, eficicia em tumores solidos e toxicidade ainda estao em aberto

e sdo foco de intensa pesquisa.

Diante desses desafios clinicos, estratégias baseadas em modelagem matematica vém
ganhando destaque como ferramentas complementares para o entendimento e otimizacao
da imunoterapia com células CAR-T. Em especial, a teoria de controle 6timo se mostra
promissora para definir protocolos terapéuticos mais eficientes, por meio da determinacao de
esquemas ideais de administracao celular que maximizem o efeito terapéutico e minimizem
possiveis efeitos adversos. Nesse contexto, o presente trabalho utiliza técnicas de controle

otimo para investigar estratégias de aplicagdo da terapia que conciliem eficicia e seguranca.
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3 ASPECTOS ESTATISTICOS

A andlise estatistica desempenha um papel fundamental na modelagem de fendme-
nos bioldgicos, pois permite a interpretagao e a extracao de informacgoes a partir de dados
experimentais. A probabilidade fornece a base mateméatica para descrever a incerteza
associada aos parametros de modelos biolégicos, enquanto a inferéncia estatistica, em par-
ticular a inferéncia Bayesiana, permite atualizar e refinar as crengas sobre esses parametros
a medida que novas evidéncias sdo obtidas. No contexto bioldgico, onde muitos fenémenos
sao complexos e envolvidos com variabilidade intrinseca, como taxas de crescimento,
interacoes ecologicas ou respostas a tratamentos, a utilizacao de métodos estatisticos nao
sO auxilia na quantificacao da incerteza da predicao do modelo, mas também permite a
tomada de decisdes mais informadas, sendo crucial para analisar diferentes cenarios na

modelagem de fenémenos reais (2, 21).

Neste capitulo, abordaremos os conceitos necessarios para entender a inferéncia
estatistica, com énfase na abordagem Bayesiana. A inferéncia Bayesiana apresenta vérias

vantagens, dentre elas, podemos citar:

1. Incorporacao de Conhecimento Prévio: A inferéncia Bayesiana permite a
inclusao de informagoes anteriores ou conhecimento prévio sobre os parametros
do modelo, o que pode ser crucial, especialmente quando os dados disponiveis sao
limitados ou ruidosos. Isso é feito por meio da distribuicao de probabilidade a priori,

que reflete as crencgas sobre os parametros antes de observar os dados.

2. Tratamento Explicito da Incerteza: A abordagem Bayesiana nao s6 estima
os parametros, mas também fornece uma distribuicado completa para esses parame-
tros (distribuigdo a posteriori), o que permite quantificar a incerteza associada as

estimativas.

3. Flexibilidade em Modelos Complexos: A inferéncia Bayesiana é flexivel e pode
ser aplicada a modelos complexos, onde as distribui¢oes dos dados ou dos parametros
nao seguem formas convencionais. Isso ¢é 1til em contextos como a modelagem de
sistemas bioldgicos, onde as relagdes entre varidveis podem ser nao lineares ou dificeis

de modelar diretamente.

4. Adequacao em Pequenos Conjuntos de Dados: Em situagoes em que os dados
sao limitados, a inferéncia Bayesiana pode ser mais eficaz, pois as distribui¢oes a
priori ajudam a regularizar o modelo e a evitar conclusoes inflacionadas ou enviesadas

com base em poucos dados.

A préxima secao serd dedicada ao estudo da probabilidade, com foco nos topicos
mais diretamente relacionados aos problemas de inferéncia estatistica, especialmente

a inferéncia Bayesiana.
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3.1 PROBABILIDADE

Segundo (5), a teoria de probabilidade é fundamental para o desenvolvimento da
estatistica, pois oferece um método para modelar populagées por meio de distribuigoes
probabilisticas. A partir desses modelos probabilisticos, os pesquisadores podem realizar
inferéncias sobre as populagoes, baseando-se na analise de uma amostra representativa,
que corresponde apenas a uma parte do todo. Nesse contexto, a probabilidade condicional
desempenha um papel crucial, sendo a base matematica que sustenta a inferéncia Bayesiana.
A inferéncia Bayesiana, por sua vez, utiliza a probabilidade condicional para atualizar as

crengas sobre um parametro, a medida que novas evidéncias sao observadas.

Os conceitos apresentados nesta segao foram extraidos de (15).

3.1.1 Probabilidade Condicional

Nesta subsec¢ao, iremos abordar um conceito fundamental em teoria da probabili-
dade: a probabilidade condicional. Entender a probabilidade condicional é fundamental,

especialmente para a parte de inferéncia Bayesiana que discutiremos posteriormente.

A probabilidade condicional é um conceito fundamental na teoria das probabilidades,
definido dentro de um espaco completo de probabilidade. Em termos simples, dada a
ocorréncia de um evento B em um espaco amostral, a probabilidade condicional de um
evento A, denotada por P(A | B), é a probabilidade de A ocorrer, sabendo-se que B
ja ocorreu. Esse conceito é especialmente importante em situagoes em que informacoes

adicionais afetam a analise de incertezas, como ¢é o caso da inferéncia Bayesiana.

Definigao 3.1.1 Seja (2, A, P) um espago de probabilidade. Se A,B € A e P(B) >0, a
probabilidade condicional de A dado B ¢ definida por

P(ANB)
P(AB) = ——+
Definicao 3.1.2 Uma sequéncia de eventos aleatorios Ay, As, ... finita ou enumerdvel é

uma particio do espago amostral 2 quando os A; sdo disjuntos dois a dois e |J A; = ().

Teorema 3.1.1 (Teorema da Probabilidade Total) Seja (2, A, P) um espago de probabili-
dade. Se a sequéncia (finita ou enumerdvel) de eventos aleatdrios Ay, As, ... € A formar

uma particdo de §2, entdo
P(B) = ZP(B|Ai)P(AZ~), VB € A.
Utilizando o Teorema 3.1.1 é possivel calcular a probabilidade de A; dado que B

ocorreu. Essa probabilidade é expressa pela formula de Bayes, apresentada no teorema a

seguir.
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Teorema 3.1.2 (Teorema de Bayes) Seja (2, A, P) um espaco de probabilidade. Se a

sequéncia (finita ou enumerdvel) de eventos aleatorios Ay, Ay, ... € A formar uma particio
de 2, entdo
P(BJA)P(4)
P(A;|B) = , VB e A.
2 P(B|A;)P(4;)

A férmula de Bayes é também chamada de férmula de probabilidades “posteriores”.
Assim, as probabilidades P(A;) podem ser chamadas probabilidades “a priori” e as
P(A;|B), probabilidades “a posteriori”.

Apods uma breve discussao sobre probabilidade condicional e o Teorema de Bayes,
que nos fornecem uma ferramenta essencial para atualizar nossas crencgas sobre um
parametro com base em novas evidéncias, passamos a abordar um cenario mais geral, no
qual o interesse recai sobre multiplos parametros ou variaveis simultaneamente. Nesse
contexto, o conceito de vetores aleatérios torna-se fundamental para a modelagem e andlise

de situagdes em que diversas variaveis estao inter-relacionadas.

3.1.2 Vetores Aleatérios

Independentemente de um experimento gerar resultados quantitativos ou quali-
tativos, os métodos de andlise estatistica exigem a consideragao de aspectos numéricos
dos dados, como a propor¢ao da amostra, a média ou o desvio padrao. Nesta subsecao,
o conceito de variavel aleatoria nos permite transitar dos resultados observados no expe-
rimento para uma funcao numérica que os represente. Existem dois tipos principais de
variaveis aleatorias: as variaveis aleatorias discretas e as variaveis aleatorias continuas.
Além disso, em muitos experimentos, o interesse do pesquisador se estende a diversos
aspectos numeéricos dos resultados, ou seja, o foco estd em um vetor de variaveis aleatorias,

denominado vetor aleatério.

Seguem abaixo alguns conceitos importantes para este trabalho.

Definigao 3.1.3 Uma varidvel aleatéria X em um espago de probabilidade (2, A, P) é
uma fungdo real definida no espago ) tal que [X < x| € evento aleatdrio para todo = € R;
i.e., X : Q = R € varidvel aleatéria se [X < x] € AV x € R.

Definicao 3.1.4 A wvaridvel aleatoria X ¢é discreta se toma um numero finito ou enume-
rdvel de wvalores, i.e., se existe um conjunto finito ou enumerdvel {xy,2s,...} C R tal
que X(w) € {z1,22,...} Y w € Q. A funcio p(x;) definida por p(z;) = P(X = z;),
1=1,2,..., é chamada funcgdo de probabilidade de X .

Definicao 3.1.5 A varidvel aleatoria X é (absolutamente) continua se existe uma fungdo
f(z) >0 tal que
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T

Fy(z) :/ ft)dt, VaeR.

Neste caso, dizemos que [ é fungao de densidade de probabilidade (fdp) de X ou simples-
mente densidade de X.

Definigao 3.1.6 Um vetor X = (Xy,...,X,), cujas componentes sao varidveis aleatdrias
definidas no mesmo espago de probabilidade (2, A, P), é chamado vetor aleatério (ou

varidvel aleatoria n-dimensional).

Defini¢ao 3.1.7 A funcio de distribuicio F' = Fx = Fx, . x, de um vetor aleatdrio
X = (Xy,...,X,) € assim definida:

F(x)=F(xy,...,2,) = P(X; <my,.... X, <x,), V (v1,...,2,) € R".

F € também chamada funcao de distribuicao conjunta das varidveis aleatorias Xy, ..., X,.

Definigao 3.1.8 Se o vetor aleatorio X = (Xy,...,X,) toma somente um nimero finito

ou enumerdvel de valores, é chamado discreto.

Definigao 3.1.9 Seja X = (Xy,...,X,) um vetor aleatdrio e F sua fungao de distribui-

¢ao. Se existe uma fungdo f(x1,...,z,) >0 tal que

F(:Ul,...,wn):/n--~/lf(tl,...,tn)dtl---dtn, V(z1,. .. o) € RY,

entdo f é chamada densidade do vetor aleatorio X ou densidade conjunta das varidveis

aleatdrias Xy, ..., X,, e neste caso, dizemos que X ¢é (absolutamente) continuo.

Voltando nossa atencao para os vetores aleatorios continuos, apresentamos a seguir

algumas defini¢oes para o desenvolvimento deste trabalho.

Definicao 3.1.10 Sejam ¢ : R" — R integravel e X um vetor aleatorio n-dimensional

continuo. O wvalor esperado ou esperanca de p(X) € dado por
B(p(X)) = [ ¢(@)fx(@)da.

Definigao 3.1.11 Seja X um vetor aleatorio n-dimensional. A variancia de X é definida

pela matriz n X n cuja expressao € dada por

Var(X) = E [(X — E(X))(X — BE(X))"].
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Definicao 3.1.12 A fdp marginal das k primeiras coordenadas de X, que denotaremos

por g, € definida por
g(xy, ... zx) = /Rnik flzy,. . xn) degyy - . . doxy,.

Definigao 3.1.13 Seja X = (Xy,...,X,) um vetor aleatdrio com fung¢io densidade de
probabilidade conjunta f. Denotando por fx, a fdp marginal de X;, dizemos que X1, ..., X,
sao chamadas varidveis aleatorias independentes se e somente se

n

flon,mn) = fxg (@) - fx () = T fxa (@)
i=1
Por fim, é importante destacar que os vetores aleatérios sao fundamentais para
modelar as interagdes entre diferentes variaveis. As distribui¢cdes conjuntas dessas variaveis
podem, entao, ser empregadas na inferéncia Bayesiana para fazer inferéncias sobre multiplos
parametros simultaneamente. Na proxima secao, serao apresentadas as distribuigoes

utilizadas neste trabalho.

3.1.3 Familias de Distribuicoes

Nesta secao, abordamos algumas distribui¢des continuas que sao uteis no contexto

da inferéncia Bayesiana, especialmente na modelagem de sistemas biol6gicos (3, 21).

3.1.3.1 Distribuicao Uniforme

Definigao 3.1.14 A varidvel aleatoria X tem distribuicio uniforme no intervalo [«, 5] se
sua fungdo densidade de probabilidade é dada por
-, sea<xz<p,

f(xaCV)B) =

0, caso contrario.

Usaremos a notagao X ~ U(«, ) para indicar que a variavel aleatéria X tem distribuigao

uniforme no intervalo [«, /3].

Analisando a Figura 2, podemos perceber como a distribui¢do uniforme é caracteri-
zada por uma densidade de probabilidade constante dentro de um intervalo definido, ou
seja, todos os valores dentro de um intervalo tém a mesma probabilidade de ocorréncia. No
caso das distribui¢oes que estamos analisando, podemos observar diferentes comportamen-
tos em relacao a amplitude dos intervalos. Além disso, é possivel notar que a distribuigao

uniforme é simétrica em torno do seu ponto médio.

Agora, vamos explorar algumas propriedades importantes dessa distribuicao. A
esperanga e a varidncia de X que segue distribuigao U(a, ) sao, respectivamente:

(50
12

:a—l—ﬁ

B(x) = 25

. Var(X) = (3.1)
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Figura 2 — Fungoes densidade de probabilidade de distribui¢oes uniformes continuas para
diferentes intervalos.

Fonte: Elaborada pela autora.

A funcao de distribuicdo acumulada é dada por

0, se r <«
Flr)=P(X <2)={2= sea<z<f
1, sex >3

3.1.3.2 Distribuicao Normal

Definicao 3.1.15 Dizemos que a varidvel aleatoria X tem distribuicao normal com para-

2

metros |1 e 02, —00 < j1 < +00 e 0 < 0% < 00, se sua funcdo densidade de probabilidade é

dada por
1 (z — p)?
Wexp <_M s —00 < xr < 0.

Usaremos a notagao X ~ N(u, 0?) para indicar que a variavel aleatéria X tem distribuicao

flasp,0%) =

normal.

Vale destacar que a densidade f(z;u,0?) é simétrica em relagao a reta z = p,
isto &, f(u+ x;pu,0%) = f(u— x;u,0%), para todo z real. Além disso, a esperanca e a

variancia de X que segue distribuigdo N (u,0?) sdo, respectivamente:

E(X)=pu, Var(X)=o> (3.2)
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A funcao de distribuicdo acumulada é dada por

0.4

0.3

0.2

(x)

01

0.0

Figura 3 — Func¢oes densidade de probabilidade de distribui¢oes normais para diferentes
médias e desvios padrao.

Fonte: Elaborada pela autora.

Na Figura 3 ¢é possivel observar que a esperanca p ¢ um parametro de localizacao,
determinando o deslocamento horizontal da curva. Enquanto isso, a varidncia ¢? atua
como um parametro de escala, influenciando na dispersao em torno de p. Além disso, é

simétrica em torno de .

3.1.3.8 Distribuicdo Gama

Definigao 3.1.16 A wvaridvel aleatoria continua X, assumindo valores positivos, tem uma
distribuicao gama com parametros a > 0 e B > 0, se sua funcdo densidade de probabilidade

for dada por
1
flz;a,B) = ¢ 7@
0, caso contrdrio,

—_z
e B, sex >0,

em que I'(a) € a fungao gama, definida por

[a) = / e "2 tdr, a>0.
0
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Usaremos a notacao X ~ Gama(q, ) para designar uma variavel aleatéria com a distri-

bui¢ao gama.

Além disso, temos que E(X) = aff e Var(X) = af%

—— Gama(2, T}
—— Gama(5, 1)
< Gamal2, 3}
o
Lo .
o
o
™y =
—
= ]
o
o
D -
. -'_“—‘—-—-—__h_-_—____'__;:
o]
| | I | | I
0 2 4 6 8 10

Figura 4 — Funcgoes densidade de probabilidade de distribui¢oes gama.
Fonte: Elaborada pela autora.

A Figura 4 ilustra os graficos da fdp gama f(z;«, ) para alguns pares («, [3).
E possivel observar que a determina a forma da distribuicdo, quando o > 1, a funcao
aumenta a partir de 0 em x = 0, atinge um maximo e depois decresce. Ja o pardmetro 3 é
denominado parametro de escala porque valores diferentes de 1 esticam ou comprimem a

fdp na diregao de .

3.2 INFERENCIA ESTATISTICA

A inferéncia classica e a inferéncia Bayesiana sao duas abordagens distintas para
fazer inferéncias sobre parametros desconhecidos, mas ambas utilizam dados observacionais
para estimar esses parametros. A principal diferenca entre elas reside na maneira como

tratam a incerteza e incorporam o conhecimento prévio.

A inferéncia classica baseia-se no conceito de probabilidade frequentista, que define
a probabilidade de um evento como a frequéncia com que ele ocorre em experimentos
repetidos. No contexto de estimativas, a inferéncia classica utiliza métodos como o
intervalo de confianca e os testes de hipotese para fazer afirmacoes sobre os pardmetros

populacionais; veja (5) para mais detalhes, por exemplo.
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A inferéncia Bayesiana, por sua vez, adota a interpretacao subjetiva da proba-
bilidade, tratando a probabilidade como uma medida de crenga ou incerteza sobre um
evento. Na inferéncia Bayesiana, a incerteza sobre os parametros é tratada de maneira
probabilistica, e o conhecimento prévio é formalizado por meio de uma distribuicao a
priori, que é entao atualizada a medida que novos dados sdao observados. O Teorema de
Bayes ¢ utilizado para calcular a distribuicao a posteriori dos parametros, combinando
as informagoes da distribuicdo a priori com os dados observacionais; veja (26) para mais
detalhes.

Em outras palavras, no modelo classico, consideramos # um escalar ou vetor
desconhecido, mas fixo, enquanto na inferéncia Bayesiana ele ¢ tomado como uma variavel

aleatoria e, por isso, recebe uma distribuigao, conhecida como distribuicao a priori.

Para realizar a inferéncia Bayesiana, precisamos definir trés componentes principais:
distribuicao a priori de 8 (7(@)), funcao de verossimilhanga (f(y|@)) e distribuigdo a
posteriori de @ (m(0y)), onde 8 = (0y,...,0;)" é o vetor de parametros k-dimensional e

y = (y1,...,yn)" é o0 vetor de dados n-dimensional.

3.2.1 Distribuicao a Priori de 6

Refere-se a distribuicao de probabilidade que representa o conhecimento ou as
crencas iniciais sobre um parametro antes de observar qualquer dado. Em outras palavras,
a priori ¢ a informacao que se tem antes de coletar dados, baseada em experiéncia prévia,

estudos anteriores e suposicoes.

Tipos de Priori:

1. Priori Informativa: Quando temos um conhecimento prévio consideravel sobre o

parametro, como em situagoes com muitos dados historicos ou estudos anteriores.

2. Priori Nao Informativa (ou imparcial): Quando temos pouca ou nenhuma infor-
magao prévia sobre o parametro. Nesse caso, a distribuicao é escolhida de maneira
a refletir o minimo de suposi¢oes possiveis, permitindo que os dados observados

desempenhem um papel mais significativo.

3. Priori Conjugada: Quando se escolhe uma distribuicao a priori que, em combina-
¢ao com uma funcao de verossimilhanca especifica, resulta em uma distribuicao a
posteriori que pertence a mesma familia de distribuigoes. Isso simplifica os calculos

e é 1util em muitos modelos bayesianos.

No contexto bayesiano, as distribui¢des normal, uniforme e gama sao frequentemente
usadas como distribuicoes a priori para representar o conhecimento ou incerteza inicial

sobre os parametros de um modelo. Cada uma delas tem caracteristicas que a tornam
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mais adequada a certos tipos de situacoes. Abaixo, comparamos as trés distribuigoes,

destacando suas vantagens e desvantagens no uso como prioris em modelos Bayesianos.
Distribuicao normal

A distribuigdo normal é uma das mais utilizadas como priori em modelagem
Bayesiana, especialmente quando se espera que os parametros sigam um comportamento

"tipico' (formato de sino), com certa variagdo ao redor de uma média.

Vantagens:

o Flexibilidade: A distribuicdo normal é bastante flexivel e pode ser ajustada para

refletir diferentes cenérios por meio dos parametros de média (i) e desvio padrao
(o).

o Simplicidade e Conjugagdo: Em muitos casos, a distribuicao normal tem a proprie-
dade de ser uma distribui¢do conjugada para a verossimilhanca normal, o que facilita
os calculos da distribuicao a posteriori. Em outras palavras, quando vocé usa uma
priori normal e uma verossimilhanca normal, a posteriori também serd normal, o

que simplifica o processo de inferéncia.

o Comportamento Realista: Para muitos fendmenos naturais, a distribui¢ao normal é
uma boa aproximagcao, pois muitos processos biolégicos e fisicos seguem um padrao
centralizado com variagao aleatéria (ex.: erros de medigdo, caracteristicas biolégicas

como altura ou peso).

Desvantagens:

e Suposicao de Simetria: A distribuicdo normal assume que o pardmetro de interesse
segue um padrao simétrico em torno da média. Em situacoes onde os dados ou
pardmetros sdo assimétricos ou com caudas pesadas (ex.: renda, taxas de falha), a

normal pode nao ser uma boa escolha.

Distribuicao uniforme

A distribui¢ao uniforme é uma escolha popular quando se tem pouca informacao
prévia sobre o parametro e deseja-se expressar uma incerteza total, ou seja, acredita-se que

todos os valores dentro de um intervalo especifico tém a mesma probabilidade de ocorrer.

Vantagens:

o Simplicidade e Neutralidade: A distribuicao uniforme expressa a ideia de que, antes
de observar os dados, todos os valores dentro de um determinado intervalo sao
igualmente plausiveis. Isso é util quando nao ha informagoes claras sobre o valor

esperado de um parametro ou quando se quer evitar fazer suposigoes fortes.
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Facilidade de Implementagao: A forma simples da distribuicao uniforme facilita sua
implementagao em modelos bayesianos, sem a necessidade de especificar uma média

ou desvio padrao, como na distribuicao normal.

Incerteza Nao Informativa: Quando usada em um intervalo amplo e adequado, a
distribuicao uniforme pode ser vista como uma forma de priori nao informativa,
fornecendo uma abordagem "neutra'quando se tem pouco conhecimento prévio sobre

0s parametros.

Desvantagens:

Falta de Flexibilidade: A distribui¢ao uniforme nao permite expressar informacoes
sobre a variabilidade dos parametros dentro do intervalo. Por exemplo, ela nao tem
a capacidade de indicar que certos valores sao mais provaveis que outros, o que pode
ser uma limitacao em cenarios onde se tem alguma ideia de onde os parametros

podem estar concentrados.

Suposicao Assumida: Ao usar uma distribui¢do uniforme, se assume que todos os
valores no intervalo sao igualmente provaveis, o que pode ser uma suposicao irrealista,
especialmente em situagoes onde os dados mostram uma concentracao em torno de

um valor especifico ou uma distribui¢ao assimétrica.

Distribuicao Gama

Vantagens:

7

Adequada para parametros positivos: A distribuicdo gama é frequentemente usada
como priori em problemas onde o parametro de interesse é estritamente positivo,
como a precisao (inverso da variancia) em modelos Bayesianos com erro normalmente
distribuido.

Flexibilidade: A distribui¢gdo gama é parametrizada por dois parametros, a forma («)
e a escala (), o que permite ajustar a distribui¢ao para uma ampla gama de cenarios.
Ela pode modelar tanto distribui¢oes com caudas pesadas quanto distribui¢oes mais

concentradas.

Conjugacao em muitos modelos: A gama é conjugada para distribui¢oes de Poisson
e distribui¢oes exponenciais, o que facilita os calculos bayesianos em certos modelos,

proporcionando uma posteriori de forma conhecida.

Desvantagens:
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e Suposicao assumida: A gama é 1til para modelar parametros positivos, portanto, ela
nao ¢ apropriada para cendrios em que os dados podem assumir valores negativos ou

valores proximos de zero.

3.2.2 Distribuicao a Posteriori de 0

A distribuicao a posteriori w(0|y) é a distribui¢ao de probabilidade do pardmetro
0 apos a incorporacao das evidéncias fornecidas pelos dados y. De acordo com o Teorema

de Bayes, formalmente, é dada por

f(y|6)7(0)
fly) 7

onde f(y) = [, f(y|@)7(0) dB, para o caso continuo. A distribui¢do posteriori combina a

m(6ly) = (3.3)

distribuigdo a priori e a funcao de verossimilhanca para fornecer uma visao atualizada do

parametro apods a observagao dos dados.

Além disso, note que a distribuicdo a posteriori de 6, dada a observagao dos dados
y, é proporcional ao produto da fungao de verossimilhanga f(y|€) e da priori m(0). Ou

seja,

m(0ly) < f(y|0)(8).

Definicao 3.2.1 Uma familia F de distribuicoes de probabilidade sobre 0 é dilta ser
conjugada (ou fechada sob amostragem) para uma fungao de verossimilhanca f(y|0) se,

para cada ™ € F, a distribuicio a posteriori w(0|y) também pertence a F.

Conforme mencionado em (26), a inferéncia Bayesiana é inteiramente fundamentada
na distribuicao a posteriori, que possibilita tanto a estimacao pontual quanto a estimativa

por meio de intervalos ou regides, além de ser utilizada em testes de hipoteses.

O célculo da distribuicao a posteriori pode ser desafiador, especialmente em modelos
com alta dimensionalidade ou quando a fun¢do de verossimilhanca nao é conjugada. Em
tais casos, técnicas numéricas, como o Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov
(MCMC), sao amplamente utilizadas para aproximar a posteriori e realizar inferéncias
praticas. Adicionalmente, segundo (26), é natural que esses métodos desempenhem
um papel preponderante na Estatistica Bayesiana, uma vez que o calculo, seja por via
analitica ou numérica, de quantidades a posteriori, muitas das quais exigem integracao, ¢

frequentemente desafiador.

Na pratica, nosso interesse é resumir a informacao obtida pela distribuicao a
posteriori de maneira clara e eficiente para a tomada de decisoes. Isso pode ser feito por

meio da estimagao pontual e da estimacgao por regioes.
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A estimagao pontual busca fornecer um tinico valor representativo para o parametro
desconhecido, que pode ser, por exemplo, a moda a posteriori, a média a posteriori, ou a
mediana a posteriori, dependendo do critério adotado. Em nosso contexto utilizaremos a

média a posteriori, que representa o valor esperado de 6.

J& a estimagcao por regides fornece um intervalo que contém 6 com uma certa
probabilidade, capturando a incerteza associada a estimativa. Iremos utilizar o intervalo
de credibilidade HPD (Highest posterior density) de 95%, que representa a regiao com
maior densidade a posteriori. Dessa forma, esse intervalo contém os valores mais provaveis
do parametro desconhecido, garantindo que a densidade dentro do intervalo seja sempre

maior do que fora dele.
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4 ASPECTOS MATEMATICOS

Neste capitulo, apresentaremos conceitos fundamentais relacionados a Teoria de
Controle Otimo. Primeiramente, consideramos problemas que envolvem uma tnica varidvel
de estado e uma tnica variavel de controle, abordando as condigoes necessarias e suficientes
para encontrar solucoes otimas. Em seguida, expandimos a andlise para problemas
multivariados, que nos permitira trabalhar com sistemas mais complexos, como os sistemas
biologicos que envolvem multiplas variaveis de estado. A partir dessa base, apresentamos o
Teorema do Maximo de Pontryagin, que sera utilizado posteriormente para resolver nosso
problema de controle, levando em consideracao as equagoes diferenciais que descrevem a

dindmica do sistema e as influéncias externas que podem afeta-lo.

Aqui, utilizamos como referéncia os livros (19, 20, 34), que abordam a teoria
matematica do controle 6timo e suas diversas aplicagoes a modelos biologicos, em especial,

aos modelos de crescimento tumoral e terapias.

4.1 TEORIA DO CONTROLE OTIMO

De forma geral, podemos dizer que a Teoria do Controle Otimo estuda como
um sistema evolui ao longo do tempo sob a influéncia de variaveis externas, buscando
otimizar seu comportamento levando em consideragdo as dindmicas internas do sistema e
as influéncias externas que podem afeta-lo. Ou seja, o controle 6timo visa determinar os
fatores especificos que controlam um sistema, por exemplo, um regime de dosagem para
tratar cancer para que um critério especifico possa ser alcangado, por exemplo, minimizar
a quantidade de células tumorais e os efeitos colaterais. Esta teoria pode ser aplicada em

diversos cendrios, desde economia (36), até acrondutica (4).

Neste trabalho, vamos utilizar a Teoria do Controle Otimo para otimizar a resposta
tumoral & imunoterapia com células CAR-T, com o objetivo de minimizar as células
tumorais e a dosagem de células CAR-T. Utilizando um modelo matematico baseado em
equagoes diferenciais, formularemos o problema de controle 6timo, aplicando as condic¢oes

apresentadas ao longo desta secao.

4.1.1 Preliminares

Nesta subsecao, apresentamos conceitos fundamentais que servirao de base para a
formulacao e analise dos problemas de controle 6timo, sendo essenciais para a compreensao

dos tépicos abordados ao longo deste capitulo.

Definicao 4.1.1 Dizemos que uma funcao f : I CR — R é continua por partes se ela for
continua em cada pontot € I, com a possivel exce¢io de, no mdximo, um numero finito de

pontos t, e se, em cada um desses pontos, f for igual ao seu limite a esquerda ou a direita.
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Definicao 4.1.2 Dizemos que g : I C R — R € diferencidvel por partes se ela € continua
em I e diferencidvel em todos, exceto um numero finito de pontos de I. Além disso, a

derivada de g, ¢’ deve ser continua onde quer que esteja definida.

Definicdo 4.1.3 Dizemos que h : I CR — R € continuamente diferencidvel se h' existir

e for continua em I.

Defini¢ao 4.1.4 Uma funcio k(t) é dita concava em [a,b] se
ak(ty) + (1 — @)k(ts) < k(at; + (1 — a)ts)

para todo 0 < a < 1 e para quaisquer a < ty,ts < b.

Uma funcao k ¢ dita conveza em [a, b] se satisfizer a desigualdade inversa ou, de

forma equivalente, se —k for concava.

Definicao 4.1.5 Um funcional € uma aplicacao que associa cada elemento de um espaco
de fungoes a um nimero real. Ou seja, um funcional F' definido em um espago de fungoes
V € uma fungio F : V — R.

4.1.2 Problema de Controle Otimo Univariado

Nesta subsecao, apresentamos o problema basico de controle 6timo no contexto
univariado, tanto para a variavel de controle quanto para a variavel de estado, com o

objetivo de, posteriormente, estendé-lo ao contexto multivariado.

Para entender o problema de controle étimo, ¢é essencial considerar alguns elementos

fundamentais, que sao descritos a seguir.

 Funcional Objetivo (J(u)): Representa a fungao que se deseja otimizar (seja maxi-

mizando ou minimizando) ao longo do tempo, definida como:

= [ YR (1), u(t) dt.

to

« Sistema de controle (2/(t)): Representa a dindmica do sistema. Em nosso contexto,

esses sistemas sdo descritos por equagoes diferenciais ordinédrias (EDO’s) da forma:
= g(t,z(t),ut)), x(to) = 0.

 Varidvel de Estado (z(t)): Varidvel que descreve a condigdo do sistema em um
determinado instante ¢, representado o que desejamos monitorar e controlar ao longo

do tempo.
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o Varidvel de Controle (u = wu(t)): Varidvel que representa a influéncia externa sobre a

dindmica do sistema.

Dessa forma, o objetivo é encontrar o controle u, continuo por partes, e o estado
associado x que maximizem (ou minimizem) J(u), sujeito a restrigbes impostas pelo
sistema. Se esse controle existir, serd denominado controle 6timo e representado por u* e

o estado associado a esse controle sera indicado por x*.

Podemos formular o problema de controle 6timo descrito acima como

t
Maximizar (ou minimizar) /f ft,x(t),u(t))dt

to

sujeito a ' = g(t, z(t), u(t)), (4.1)
x(tg) = .

Para nossos propésitos, f e g serao sempre func¢oes continuamente diferencidveis

em todos os trés argumentos. Assim, como os controles serdo sempre continuos por partes,

os estados associados serao sempre diferencidveis por partes.

Nosso objetivo neste trabalho é aplicar os conceitos da Teoria de Controle Otimo
para resolver um problema especifico no campo da Oncologia Matematica. Mais especi-
ficamente, buscamos responder a seguinte pergunta: como administrar doses de células

CAR-T ao longo do tempo para minimizar o crescimento do tumor?

Essa questao representa uma aplicacao pratica da teoria apresentada. Para aborda-
la, primeiro precisamos entender como resolver problemas de controle 6timo. A técnica
principal para isso é resolver um conjunto de condi¢oes necessarias que devem ser satisfeitas

pelo controle 6timo e o seu estado correspondente, como veremos a seguir.

4.1.3 Condicoes Necessarias e Suficientes
Teorema 4.1.1 (Condi¢io Necessdria) Considere
ty
Tt = [ 1), ut) dt
0

sujeito a

() = g(t, z(t),u(t)), z(to) = wo.

Suponha que f(t,x(t),u(t)) e g(t,z(t),u(t)) sejam fungoes continuamente diferencidveis e
concavas em x e u. Se existe o controle 6timo u* (continuo por partes) e seu correspondente

estado otimo x*, entao u* e x* satisfazem:
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fult,z* (), u*(t)) + A(t)gu(t, z*(t),u*(t)) =0 (Condigio de otimalidade)

N(t) = = [fo(t, 27 (t),u" (1) + A(t)ga (L, 2" (1), w(t))]  (Equagdo adjunta)

Atg) =0 (Condig¢ao de transversalidade)
(4.2)

onde \(t) (fungao adjunta) é uma funcio diferencidvel por partes.
Vale destacar que A(t) tem como intuito integrar a informagao da equagao diferencial

a fungao objetivo.

Na pratica, geramos as condi¢oes necessarias acima a partir do hamiltoniano H,

que ¢é definido como

H(t,z,u,\) = f(t,z(t),u(t)) + At)g(t, x(t), u(t)). (4.3)

Dessa forma, as condic¢oes do sistema 4.2 podem ser escritas em termos do hamilto-

niano.

%75 =0 em u*" = f,+Ag, =0 (condigao de otimalidade)
N = —%—f =N =—(fs+ Ngz) (equagao adjunta) (4.4)
Ats) =0 (condigao de transversalidade)

A equacao de estado, nesse contexto, é dada por

orr
O\’

Estas condi¢oes podem ser estendidas para uma versao do Principio do Maximo

' =g(t,z,u) = z(ty) = xo (4.5)

de Pontryagin (27), cuja versao utilizada neste trabalho esta disponivel em (19), e serd

apresentada a seguir.

Teorema 4.1.2 (Principio do Mdzimo de Pontryagin) Se u*(t) e x*(t) sdo solugoes dtimas

para o problema

Tty = [ ft0(0),ut) dt

to

sujeito a

() = g(t, (1), u(t), w(to) = xo,

com f(t,x(t),u(t)) e g(t,z(t),u(t)) fungoes continuamente diferencidveis e concavas em x

e u, entao existe uma fungdo adjunta \(t), diferencidvel por partes, tal que
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H(t,x"(t),u(t), \(t)) < H(t,z*(t),u"(t), A(t))

para todos os controles u(t) em cada instante t € [ty,ts], em que o hamiltoniano H é dado

por

H(t,w,u,\) = f(t,a(t), ult) + MNO)g(t,(t), u(t),

V1) = =2 0,000, 00).
A(ty) =0,

sendo U o conjunto dos controles que satisfazem a todas as restrigoes do problema.

Este resultado garante que, se u* e x* existem, sao as solugdes que maximizam a
fungdo H e, consequentemente, o funcional objetivo. Entretanto, se estivermos trabalhando
com um problema de minimizagao, é necessario que as fungoes f e g sejam convexas em
relacdo a u. Ademais, caso nao seja possivel garantir a concavidade ou a convexidade das
funcdes f e g, podemos aplicar o Principio do Méaximo, juntamente com a observacao

abaixo.

E possivel verificar se o controle 6timo encontrado maximiza ou minimiza o funcional

objetivo. Se

0’H o
57 <0 em u" = v maximiza H,
U
enquanto
0’H
52 >0 em " = u" minimiza H.
U

Agora vamos apresentar uma condicao suficiente para o problema de controle 6timo,
ou seja, se u*(t) e z*(t) satisfazerem as seguintes condigdes, entao u*(t) e x*(t) serao

solugoes 6timas.

Teorema 4.1.3 (Condigio Suficiente) Considere

Tty = [ 10(0),ut)ir,

to
sujeito a

Z'(t) = g(t, z(t),u(t)), z(to) = xo.
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Suponha que f(t,x(t),u(t)) e g(t,z(t),u(t)) sejam funcoes continuamente diferencidveis
nas suas trés varidveis e concavas em r e u. Suponha que u* seja um controle, com o
estado associado x*, e A uma fungdo diferencidvel por partes, tal que u*,x* e X satisfacam

para tyg <t < 1y:

1. fu+ g, =0,
2. N = _(fx+>‘gm);
3. A(ty) =0,

4. () > 0.

Entao, para todos os controles u, temos:

JWw*) > J(u). (4.6)

4.1.4 Problema de Controle Otimo com Variavel de Controle Limitada

Em muitos problemas, é necessario limitar a variavel de controle para encontrar
uma solugdo mais realista. Em nosso contexto, por exemplo, isso se faz necessario, ja
que a variavel de controle representa a dose de células CAR-T ao longo do tempo. Como
as células CAR-T possuem uma quantidade limite para cada aplicacdo, é fundamental
considerar essa restricao no modelo. A administracdo de doses excessivas pode levar a
efeitos colaterais severos, como a sindrome de liberacao de citocinas, neurotoxicidade e
outras complicacoes potencialmente fatais. Além disso, do ponto de vista do controle étimo,
essa limitacao introduz uma restricado importante que modifica a estrutura da solugao
otima do problema, exigindo o uso de métodos apropriados para lidar com controles
limitados. Portanto, incorporar essa condi¢do torna o modelo mais realista e clinicamente

relevante.

Dessa forma, precisamos adequar as condigoes necessarias apresentadas anterior-
mente ao novo formato do problema. Considere o seguinte problema de controle 6timo

com restricao na variavel de controle:

Maximizar J(u) = [ F(t,(t), u(t))dt,

to
sujeito a

7'(t) = g(t, x(t),u(t)), =(to) =0, a<u(t) <D,

onde a e b sdo constantes reais fixas e a < b.



36

Neste problema, as condi¢Oes necessarias para x* e A\ permanecem inalteradas, ou

seja,
N(t)=—22 " \t;) =0.
Por outro lado, as condigoes de otimalidade sao ajustadas conforme descrito a
seguir.

* OH

W =a se 5 <0,
a<u*<b se%—fz, (4.8)
uw*=b se%—H>O.

u

Dessa forma, a versao do Principio de Maximos de Pontryagin também é verdadeira
aqui. Ela é essencialmente a mesma do Teorema 4.1.2, exceto que a maximizagao é sobre

todos os controles admissiveis, ou seja, todos os controles que obedecem aos limites.

Além disso, se tivermos um problema de minimizagao, entao isso tem o efeito de

inverter os sinais de < e > na primeira e terceira linhas do sistema (4.8).

4.1.5 Problema de Controle Otimo Multivariado

Nas subsecgoes anteriores, abordamos problemas envolvendo uma tnica variavel de
controle e uma variavel de estado. Entretanto, em alguns casos, é necessario considerar
multiplas varidveis de estado e/ou de controle para uma modelagem mais precisa do sistema.
Em nosso contexto, estamos lidando com um modelo que descreve a resposta tumoral
a imunoterapia com células CAR-T (3). Este modelo envolve trés equagoes diferenciais,
representando a dindmica das células efetoras (C7), das células de memoria (Cyy) e das
células tumorais (7"). Além disso, consideramos apenas uma varidvel de controle, que
representa a dose de células CAR-T. Entretanto, poderiamos acrescentar outras variaveis,
por exemplo, uma que representasse a dosagem de um medicamento para suprimir a

chamada "tempestade de citocinas', como feito em (18).

Dessa forma, nesta subsecao, vamos lidar com problemas com multiplas variaveis de
estado e controle. O método adotado é basicamente uma extensao do que foi apresentado
anteriormente para resolver problemas com uma tinica variavel de estado e controle, mas

agora expandindo para o contexto multivariado.

Considere um problema envolvendo n variaveis de estado e m variaveis de controle.

Definimos:
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210 - - - ;an)v
gl(t7mau)7 cee agn(t7m’u))'

Dessa forma, o problema pode ser formulado como:

ma [ YRt (), ut) dt,

u tD

sujeito a

(Z;(t) =g(t,z(1),u(t), =(l) = zo.

As fungoes f e g sao continuamente diferencidveis em todas as variaveis.

Seja u* um vetor das fungoes de controle 6timas e * o vetor das varidveis de
estado 6timas correspondentes. Como temos n variaveis de estados, precisaremos de n

fungoes adjuntas, um para cada estado. Assim,

A(t) = (M(t), ..., (D),
é um vetor de fungoes diferenciaveis por partes, onde \; é a variavel adjunta correspondente
ao estado x;, 1 =1,...,n.

As varidveis satisfazem as mesmas condi¢oes de otimalidade, adjunto e transversa-

lidade em cada componente do vetor, ou seja,

dx;(t H .
xd)f):g)\i:gi(t>wau)v zi(to) = i para i=1,...,n,
d\;(t H
éi):_g%, Ai(t;) =0 para i=1,...,n,
OH
OZ—aUk em wu; para k=1,...,m,

onde

H(t,x,u,X\) = f(t,x,u) + (X(t), g(t, z,u)),
sendo (-, -) o produto interno entre os vetores.

Se limites sao impostos sobre uma variavel de controle, resultam em ajustes nas
condigoes de otimalidade de forma semelhante ao que foi apresentado na subsecao anterior.
Por exemplo, se considerarmos uma restricao a, < ug < by, entao a condi¢ao de otimalidade

é alterada de
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0H
a—u]g:()
para
Uy = a se %<0,
ap < up < b se g%iz : (4.9)
uy = by, se %>0.

Além disso, se tivermos um problema de minimizagao, entdo isso novamente tem o

efeito de inverter os sinais de < e > na primeira e terceira linhas do sistema (4.9).
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5 MODELO MATEMATICO DA RESPOSTA TUMORAL

Neste capitulo, apresentamos o modelo utilizado para descrever a resposta tumoral
a imunoterapia com células CAR-T aplicada a camundongos imunodeficientes, no contexto

de cénceres hematologicos.

5.1 DESCRICAO DO MODELO

O modelo proposto por (3) é baseado em equagoes diferenciais ordindrias (EDOs)
que descrevem a dindmica das populagoes de células tumorais (T), células CAR-T efetoras
(Cr) e células CAR-T de meméria (Cy). Este modelo teve como objetivo entender a
interagao entre os fatores que influenciam no sucesso do tratamento, como a capacidade
das células CAR-T efetoras de eliminar as células tumorais, a formacao de memoria
imunolégica a longo prazo e os efeitos imunossupressores do microambiente tumoral. Além
disso, visou avaliar os possiveis resultados terapéuticos, considerando diferentes estratégias

de tratamento e suas implicagoes clinicas.

A Tabela 1 apresenta os parametros utilizados, seus significados biolégicos e as

respectivas unidades, enquanto a Figura 5 apresenta a descrigdo esquematica do modelo.

Células CAR-T Formagéo de pool

Morte natural PN
de meméria

€=-=-=-=-- de Meméria <€
uCoyr Cu eCr
Reativacédo apods estimulagao
do antigeno
0TCy
Imunossupressao
aTCr i Células CAR-T pCr
Células Tumorais T  eine [mm==- >
: efetoras Morte natural
T Citotoxicidade Cr
Crescimento A YCrT
liquido Proliferagdo
rT(1 — bT) ¢Cr
Efeito positivo Efeito negativo
—_—  —

Figura 5 — Descricao esquematica da estrutura do modelo.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Tabela 1 — Parametros do modelo e restricoes impostas a ¢, p, e .

Parametro Unidade Significado

10) dia™? Taxa de proliferacao de Crp

p dia™* Taxa de conversao de Cp (inclui morte natural e sua
diferenciagdo em C)y)

6 (cel - dia)~  Coeficiente de conversdo de Cj; devido & interagdo
com T’

o (cel - dia)~!  Coeficiente de inibigao/expansio de Cr devido & inte-
ragao com 1’

€ dia™? Taxa de conversao efetiva de Ct em Cyy

I dia™! Taxa de mortalidade de C)y,

r dia™! Taxa maxima de crescimento de T’

b cel™! Inverso da capacidade suporte do tumor

0 (cel - dia)~!  Coeficiente citotéxico induzido por Cr

Restricao Significado

o <p As células CAR-T efetoras decaem para zero na au-
séncia de células tumorais

O>p—c¢€ Células CAR-T de doadores saudaveis proliferam in

vivo e se diferenciam em células CAR-T de memoéria

As células CAR-T efetoras desempenham um papel fundamental na resposta
imunolodgica, atuando diretamente no combate as células tumorais. Sua dindmica é descrita

pela equagao:

ddC;T = ¢CT — pCT + (QTCM — OJTCT. (51)

O primeiro termo da equagao (5.1) representa a expansao dessa populagao devido
a proliferacao das células CAR-T, que cresce a uma taxa de ¢. O segundo termo, pCr,
considera a reducao devido a morte natural das células efetoras e sua diferenciacdo em
células de memoria. A terceira parte, 07 C),, descreve a reativacao das células efetoras,
quando as células de memoria entram em contato com as células tumorais. O tultimo

termo, aT'Cr, reflete os efeitos de inibicdo do tumor sobre as células CAR-T efetoras.

A dindmica das células CAR-T de memoria, que desempenham um papel importante

na protecao a longo prazo contra o tumor, é descrita pela equagao:

ddC;]\/[ = EOT — QTCM — ,LLCM (52)

A formacao dessas células ocorre a partir da diferenciacao das células efetoras, com
uma taxa dada por €. Quando as células de memoria entram em contato com as células
tumorais, elas se reativam e retornam a sua forma efetora, conforme o termo 67C,,. O
termo uC'y; descreve a taxa de mortalidade natural das células de meméria, com uma taxa

de p.
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A resposta do tumor a terapia CAR-T é modelada pela equacao:

drT

= rT'(1 —0T) —~CrT. (5.3)
O primeiro termo, rT'(1 — bT'), descreve o crescimento logistico do tumor, levando

em conta a limitacao de recursos disponiveis no microambiente tumoral, caracterizando a

existéncia de competicao entre as células tumorais. O segundo termo, vCrT', representa o

mecanismo de citotoxicidade antitumoral induzido pelas células efetoras.

Além disso, todos os pardmetros assumem valores positivos.
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6 RESULTADOS

Neste capitulo, apresentamos os resultados obtidos por meio das abordagens
matematica e estatistica. Inicialmente, descrevemos o processo de estimagao dos parametros
do modelo em dois cenarios distintos, com base em dados experimentais. Em seguida,
apresentamos a aplicacao da teoria de controle 6timo, destacando como essa abordagem

pode ser utilizada para otimizar a terapia.

6.1 ESTIMACAO DOS PARAMETROS DO MODELO

Nesta secao, detalhamos como os parametros do modelo proposto foram estimados,

considerando dois cenarios distintos, como realizado em (3).

O primeiro cenério, apresentado em (32), descreve experimentos realizados em
camundongos imunodeficientes para investigar a a¢gdo da imunoterapia CAR-T 123 em
um linfoma de Hodgkin. A numeracao associada as células CAR-T indica o antigeno
alvo expresso pelas células tumorais, no caso da CAR-T 123, o alvo é o antigeno CD123,
comumente encontrado em certos tipos de leucemias e linfomas. Os resultados mostraram
que essa terapia foi capaz de eliminar o linfoma e proporcionar imunidade de longo periodo,
oferecendo dados importantes sobre a dindmica das células CAR-T efetoras e a formacao
de células CAR-T de meméria. O segundo cendrio, baseado no estudo de (24), investigou a
combinacao da terapia CAR-T com 1-metil-triptofano (1-MT), um inibidor da indolamina
2,3-dioxigenase (IDO), uma enzima que tem efeito de inibi¢ao sobre as células CAR-T.
Nesse estudo, a combinacao da terapia CAR-T com 1-MT foi capaz de potencializar a
eficacia da terapia CAR-T.

Nos dois cenarios considerados, o vetor de parametros @ = @; representa os para-
metros desconhecidos do modelo que precisam ser estimados. No entanto, os parametros
especificos de interesse podem variar entre os cenarios, dependendo dos dados disponiveis.
No cendrio 1 (HDLM-2 + CAR-T 123) estimamos os parametros 6, = (r,b,7), enquanto
no cenario 2 (CAR-T + 1-MT), consideramos 8y = (7,7, a).

Em ambos, utilizamos a mesma func¢ao de verossimilhanca e distribuicao a priori
de 0, com diferencas apenas nos valores atribuidos aos hiperpardmetros (média e desvio

padrao), conforme descritos nas subsecoes a seguir.

Assumimos que os dados sao independentes e seguem uma distribuicao normal,
com média p(0) e variancia 2. Logo, a fungio de verossimilhanga do modelo é expressa

por

L (Nl 0
F010) = g e (3“2 O, 61

=1

onde y ¢ o vetor que contém os n dados experimentais, representando o nimero de células
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tumorais medido em n diferentes momentos no tempo. A fungao p;(6) representa a solucao
do modelo avaliada no tempo ¢;, em fun¢ao do pardmetro 8. O termo (y; — ;) corresponde

a diferenca entre os dados observados e os valores simulados pela solucao do sistema de
EDOs.

E importante destacar que a varidncia (0?) dos dados foi tratada como um hi-
perparametro a ser estimado no modelo. Para realizar essa estimativa, consideramos,
a priori 0—12 ~ Gama(1,0.5). Essa escolha se justifica pelo fato de a distribuicao Gama
ser conjugada para a varidncia inversa (ou precisdo) em modelos com erro normalmente

distribuido, o que simplifica a obtenc¢ao de distribui¢des posteriores.

Em relacao aos parametros 6, escolhemos uma priori normal truncada, com o
objetivo de refletir a natureza biolégica. A priori normal truncada é uma versao da
distribuicao normal, na qual os valores sao restritos a um intervalo especifico. Neste
caso, o intervalo adotado foi [0, +00), garantindo que os pardmetros nao assumam valores

negativos.

Inicialmente, consideramos utilizar uma distribuicdo a priori uniforme, que é
uma escolha natural quando nao temos informagoes prévias sobre os parametros. Essa
escolha também foi adotada em trabalhos da literatura, como em (3). No entanto, ao
tentar calcular numericamente a distribuicao a posteriori, enfrentamos um problema
computacional (log(0)), o que gerou dificuldades durante a execugdo. Além disso, a priori
uniforme impoe uma limitacao significativa, pois fora do intervalo definido, a probabilidade
atribuida é zero. Isso se torna um problema quando a amplitude do intervalo é pequena,
pois, nesse caso, a distribuicdo pode nao capturar de forma adequada a incerteza sobre os

parametros.

Para resolver esse problema, substituimos a priori uniforme por uma distribuicao
normal truncada. Os intervalos fornecidos pela distribuicao uniforme na literatura foram
utilizados para calcular a média e o desvio padrao da distribui¢ao normal. A principal
vantagem da distribui¢do normal é sua capacidade de modelar de forma mais flexivel a
incerteza sobre os parametros. Isso possibilita que o modelo se ajuste de maneira mais

precisa as variagoes nos dados.

Dessa forma, cada parametro @ estimado segue uma distribuicao a priori normal

truncada, expressa por

0 ~ N (po,05) Z(6 > 0),

no qual yg e 02 sdo a média e a varidncia obtidas a partir dos intervalos definidos pela
priori uniforme da literatura (3). O termo Z(# > 0) representa o operador indicadora, que
restringe o suporte da distribuicdo para valores nao negativos, isto ¢, # s6 pode assumir

valores maiores ou iguais a zero.

Dessa forma,
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(0) = —— exp<—(y_“°>2>. (6.2)

D
2103 204

Assim, eliminando o termo constante que nao depende de 6, a distribuicdo de

probabilidade a posteriori pode ser expressa como

7(0)y) o exp (i —(yi = mil9) ) 7(0). (6.3)

2
i=1 20

A inferéncia sobre o vetor de parametros de interesse é realizada por meio da
distribuicdo a posteriori, conforme descrito brevemente na subsecao 3.2.2. No entanto,
como ocorre em muitos casos, e também no nosso, obter essa distribuicao a posteriori
analitica nao ¢ trivial, devido a complexidade do modelo estudado. Para isso, utilizamos
o software Stan (35) por meio do pacote rstan, desenvolvido na linguagem estatistica R,

(28), a fim de obter uma aproximagao da distribuigao a posteriori.

A estimagao no Stan utiliza um algoritmo de Monte Carlo via Cadeia de Markov
(MCMC). Em particular, adota-se o0 No U-Turn Sampler (NUTS), um variante do método
de Monte Carlo Hamiltoniano (HMC).

Uma forma de verificar a convergéncia das cadeias geradas pelo algoritmo é utili-
zando o trace plot, que permite visualizar o comportamento das amostras ao longo das
iteragoes. Cada cadeia deve oscilar em torno de uma regiao estacionaria, indicando que o

algoritmo esta explorando adequadamente o espaco dos parametros.

Além do trace plot, o pacote utilizado para estimar os parametros fornece um
teste de convergéncia baseado na estatistica }A%, proposto por Gelman e Rubin (1992),
que monitora se uma cadeia convergiu para a distribuicao de equilibrio comparando seu
comportamento com outras cadeias inicializadas aleatoriamente. O valor de R mede a
razao entre a variancia média dos valores dentro de cada cadeia e a variancia dos valores
agrupados entre as cadeias. Se todas as cadeias estiverem em equilibrio, essas varidncias

serao iguais e R = 1. Se as cadeias nao convergirem para uma distribuicdo comum, R > 1

(35).

6.1.1 Cenario HDLM-2 + CAR-T 123

Neste cenério, estimamos os pardmetros r (taxa de crescimento do tumor), b
(inverso da capacidade de suporte) e v (coeficiente de citotoxicidade) utilizando os dados
extraidos por (3) do estudo de (32).

Para estimar os parametros r e b, utilizamos os dados extraidos da Figura 4.B de
(32), que ilustram o crescimento in vivo de células tumorais em camundongos tratados ou
nao com células CAR-T 123. A calibragao foi realizada com base nos dados do grupo que

nao recebeu tratamento, conforme apresentado na tabela a seguir. Os valores referentes as
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células tumorais sao expressos em BLI (imagem de bioluminescéncia), mas assumimos,
por simplicidade, que as medidas de BLI representam o niimero de células tumorais, uma

vez que estao fortemente relacionadas com o volume do tumor.

Tabela 2 — Dados experimentais extraidos de Ruella et al. (2017) (Figura 4B): carga
tumoral de HDLM-2.

Dia HDLM-2 [BLI] — T [ce]|

48 9.22 4 4.27 x 10°
95 1.09 £ 0.36 x 107
71 1.01 4 0.40 x 108
85 2.26 4+ 0.68 x 10®
92 2.02 x 10%
97 9.51 +6.09 x 10%
108 1.31 x 10°
112 2.10 x 10°
120 1.26 x 10°
136 2.73 x 10°
142 7.55 x 10°

Como esses dados representam o crescimento tumoral na auséncia de tratamento,
calibramos r e b considerando apenas os termos do modelo que descrevem o crescimento

do tumor. Dessa forma, o modelo utilizado é dado por

drT

— =7rT(1-bT). 6.4
= rT(1-b7) (6.4
A solucao analitica dessa equacao diferencial, que descreve o crescimento tumoral e

serd utilizada como média da func¢do de verossimilhanca (definida em (6.1)), é expressa por

Ke' T(0)

T =g =12 bT(0) (6.5)

De acordo com (3), apds a injecao das células tumorais, ocorre um periodo inicial
de crescimento irregular devido a adaptacgao das células ao microambiente. Por esse motivo,
0s cinco primeiros pontos experimentais foram descartados. Com essa abordagem, torna-se

necessario estimar a condigao inicial do tumor, representada por Tj.

Assumimos que os parametros r, b e T seguem distribui¢gdes normais truncadas.
Dessa forma, suas distribui¢oes a priori foram definidas como
r ~ N(0.05,0.03) dia™" Z(r > 0),
b~ N(5x1071,2.88 x 107 ") cel ™! Z(b > 0),
To ~ N(5.05 x 107,2.86 x 107) cel Z(Ty > 0).
As estimativas obtidas para a média a posteriori e o intervalo HPD foram, respec-

tivamente:
r=4,42 X 1072 dia_l, [2.82 X 10_2, 6.24 x 10‘2],
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b=4.41 x 10" cel ™, [3.94 x 107, 8.58 x 10~1].

Para o parametro r, os resultados sdo apresentados na Figura 6, que inclui o
histograma da distribuicao a posteriori aproximada e o trace plot correspondente. De
maneira analoga, para o parametro b, a Figura 7 apresenta o histograma da sua distribuicao

a posteriori junto ao trace plot correspondente.

r
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Figura 6 — Histograma e trace plot a posteriori do parametro r para o cenario HDLM-2 +
CAR-T 123.
Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 7 — Histograma e trace plot a posteriori do parametro b para o cenario HDLM-2 +
CAR-T 123.
Fonte: Elaborada pela autora.

Para estimar o parametro v, utilizamos os dados extraidos da Figura 3.B de (32),
que retratam o resultado de um ensaio padrao de liberagao de cromo-51 in vitro, para
verificar a citotoxicidade das células CAR-T. Conforme descrito em (32), ¢é feita uma
cocultura de 2 x 10° células cancerosas e células CAR-T 123 em diferentes proporcoes.
Ap6s 4 horas, foi avaliado o nimero de células tumorais que se mantiveram vivas. Os

dados estao na Tabela 3.

Para ajustar esses dados, consideramos apenas a parte do modelo que descreve a

mortalidade tumoral devido a presenca de células efetoras, ou seja,
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Tabela 3 — Dados experimentais extraidos de Ruella et al. (2017) (Figura 3B): atividade
citotoxica das células CAR-T 123.

Relacao efetor-alvo Células vivas

CT:T T [cel]
0.3:1 2.46 x 10°
0.6: 1 9.90 x 10°
1.25: 1 3.41 x 10°
25: 1 1.82 x 10°
5:1 1.62 x 10°
10: 1 9.65 x 10*
% _ Oy (6.6)

A solugado da equacao (6.6) em t = 4 horas = % dias, que serd utilizada como média

da funcao de verossimilhanca (definida em (6.1)), é dada por

T(t) = T(0)e 7, (6.7)

Assumimos, a priori, que 7 segue uma distribuicdo normal truncada, definida como
v~ N(5x107%,2.88 x 107%) (cel - dia)™! Z(y > 0).
As estimativas obtidas para a média a posteriori e o intervalo HPD foram, respec-

tivamente:
4 =3.43 x 1076 (cel - dia)*l, [1.29 x 1075, 6.29 x 10*6].

Apresentamos o histograma e o trace plot associados a distribuicao a posteriori

aproximada de v na Figura 8.
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Figura 8 — Histograma e trace plot a posteriori do parametro v para o cenario HDLM-2 +
CAR-T 123.
Fonte: Elaborada pela autora.
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Devido a auséncia de dados experimentais relacionados as células CAR-T efetoras
e de meméria no cendrio descrito em (32), os demais pardametros foram estimados através
de simulac¢oes. Nessas simulagoes, os valores estimados para r, b e v foram mantidos fixos,
enquanto os demais parametros foram ajustados, tendo como referéncia inicial os valores
obtidos em (3). Foram realizadas diversas simulagoes até obter um conjunto de pardmetros

que descrevesse qualitativamente o cendrio apresentado em (32).

Para realizar as simulagoes, foi necessario resolver numericamente o sistema (5.1)-
(5.3). Para isso, utilizamos o método explicito de Runge-Kutta de quarta ordem, com um
passo de tempo de 1 x 1072 dia, valor que, conforme indicado em (3), é suficientemente
pequeno para garantir a convergéncia da solu¢do aproximada. As condig¢Oes iniciais para

as populagoes celulares foram definidas como C7(0) = Cy(0) = 0 cel e T(0) = 2 x 10° cel.

Os valores dos parametros estimados através da inferéncia Bayesiana e pela simula-
¢ao estao apresentados na Tabela 4, e a dindmica associada a esse cenario é apresentada

na Figura 10.

Tabela 4 — Valores dos pardmetros do modelo utilizados no cenario HDLM-2 + CAR-T 123.
Os parametros indicados com o sobrescrito “ 7 foram estimados via inferéncia Bayesiana
e os demais via simulagao, visando descrever o comportamento observado em Ruella et al.

(2017).

Parametro HDLM-2 + CAR-T 123
) 0.267 dia~*
p 0.350 dia™*
0 6.0 x 1075 (cel - dia) ™"
a 4.5 x 1078 (cel - dia)
€ 0.140 dia™"
L 5.0 x 1073 dia™*
f
b
fs/

4.4922945 x 1072 dia~!
4.409535 x 10~ cel ™!
3.434556 x 1076 (cel - dia) ™"

A Figura 9 apresenta a descri¢do esquemédtica dos experimentos realizados em (32).

No cenério descrito em (32) a dindmica das populacoes celulares foram acompa-
nhadas para investigar a resposta tumoral das células de linfoma de Hodgkin (HDLM-2)
a imunoterapia com células CAR-T 123 e investigar também a formacao de memoria
imunolégica. Para isso, 2 x 10° células tumorais foram injetadas em camundongos NSG
imunodeficientes. Na Figura 10 é possivel observar que as células tumorais crescem até
atingir cerca de 1.3 x 107 células no tempo t = 42. Nesse momento, a imunoterapia com
células CAR-T 123 é realizada, adicionando Cp = 2 x 10°¢ células em ¢t = 42 dias. Podemos
observar que as células CAR-T efetoras (Cr) eliminam as células tumorais (7") em poucos

dias, reproduzindo os resultados experimentais de remissao apresentados na literatura.

Em relacdo a dindmica das células CAR-T de memoéria (C)y) é possivel observar
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Figura 9 — Descrigdo esquematica dos experimentos.

Fonte: Elaborada pela autora (criado com o Biorender.com).

que, & medida que a populagao de células efetoras (Cr) diminui, ocorre uma diferenciagao
fenotipica, dando origem as células CAR-T de meméria. A populacao de células CAR-T
efetoras permanece indetectavel até ¢ = 250 dias, o que concorda com os resultados
apresentados. Além disso, é possivel observar a presenca de células CAR-T de memoria de

longo prazo, que declinam levemente ao longo do tempo.

Tendo como objetivo verificar a formagao de memoria imunolégica, um experimento
adicional foi feito em (32). Nesse experimento, foi inserido em camundongos previamente
tratados com a imunoterapia, 1 x 10° células HDLM-2 em ¢ = 250 dias. De acordo com os
resultado apresentados, o tumor foi eliminado devido a re-expansao das células CAR-T
efetoras. Para investigar o comportamento do modelo nesse contexto, continuamos a

simulacdo anterior introduzindo 1 x 10° células tumorais em ¢ = 250 dias.

De maneira semelhante ao comportamento observado em (32), o tumor foi rapida-
mente eliminado apés a ativagao das células de memoéria. Estas células, ao reconhecerem
a presenca do tumor, se convertem em células CAR-T efetoras, com acao eficaz na elimi-
nacao das células tumorais. Em seguida, as células CAR-T efetoras sofrem rapido declinio,

enquanto células CAR-T de memoria sao novamente geradas.

Em relacao a convergéncia dos parametros estimados, podemos observar nas Figuras
6, 7 e 8 que todas as cadeias oscilam em torno de regides estacionarias, o que indica uma
boa convergéncia para a distribuicdo a posteriori dos parametros. Além disso, o valor
de R obtido em todos os casos foi igual a 1, o que confirma que as cadeias foram bem
misturadas e que o algoritmo convergiu. Vale destacar também que os valores estimados
para os parametros r, b e v por (3) estao contidos em nossos intervalos HPD. Isso sugere
que os resultados obtidos neste estudo estao em concordancia com os apresentados na

literatura, reforcando a consisténcia e a confiabilidade das estimativas.
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Figura 10 — Dindmica das células tumorais T', efetoras C7 e de meméria C; no cenario
HDLM + CAR-T 123, ao longo de 500 dias.

Fonte: Elaborada pela autora.

6.1.2 Cenario RAJI + CAR-T 19

Neste cendrio, estimamos os parametros r (taxa de crescimento do tumor), 7y
(coeficiente de citotoxicidade), e a (coeficiente de inibigdo de Cr) utilizando os dados
extraidos por (3) do estudo de (24).

Inicialmente, estimamos o parametro r na auséncia da imunoterapia, como foi feito
no cenario apresentado na subsecao anterior. No experimento representado na Figura 2.C
de (24), esté disponivel apenas um dado de bioluminescéncia (BLI) referente ao crescimento
tumoral na auséncia de imunoterapia. Este dado corresponde ao dia 0 no artigo, que
é o momento em que a imunoterapia com células CAR-T foi iniciada. Entretanto, é
mencionado que 3 x 10° células tumorais foram injetadas nos camundongos sete dias antes
da infusdo das células CAR-T. Para nossa analise, consideramos o dia da injecao das
células tumorais como o dia 0. Assim, o dado referente ao inicio do tratamento, que ocorre
7 dias apés a injegao das células tumorais (dia 0 no artigo), foi ajustado como sendo o dia

7 na nossa abordagem. Estes dados foram utilizado para calibrar o parametro r.

Tabela 5 — Dados experimentais extraidos de Ninomiya et al. (2015) (Figura 2C): carga
tumoral in vivo de RAJI-controle e RAJI-IDO+.

Dia Raji-IDO */Raji-controle [BLI] — T'[cel]
0 3 % 10°
7 1.05 £ 0.07 x 108

Os tumores do tipo Raji sdo altamente agressivos e, conforme o experimento, apre-

sentaram um crescimento exponencial ao longo dos sete dias do periodo de monitoramento.
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Além disso, como os dados disponiveis correspondem ao crescimento tumoral na auséncia

de tratamento, utilizamos o seguinte modelo para descrever essa dinamica

ar
dt

A solugao da equagao (6.8), utilizada como média na fungao de verossimilhanga

rT, (6.8)

(definida em (6.1)), é expressa por

T(t) = Tpe™, (6.9)
onde T} representa o valor inicial da carga tumoral no dia 0, ou seja, Ty = 3 x 10° cel.
Assumimos, a priori, que a taxa de crescimento r segue uma distribui¢do normal

truncada, definida como
r ~N(0.5,0.23)dia~! Z(y>0).

As estimativas obtidas para a média a posteriori e o intervalo HPD foram, respec-
tivamente:
£ =508 x 107" dia™", [3.86 x 107!, 6.40 x 1071].

A Figura 11 apresenta o histograma e o trace plot associados a distribuicao a

posteriori aproximada de r.

1200

Frequéncia
800
|

400
|

02 04 06 08 2000 4000 5000 8000 10000

Figura 11 — Histograma e trace plot a posteriori do parametro r para o cenario RAJI +
CAR-T 19.

Fonte: Elaborada pela autora.

Para estimar o pardmetro -, utilizamos os dados apresentado na Figura 3.D de (24),
provenientes de um experimento in vitro de um ensaio padrao de liberacao de cromo-51.
Conforme descrito neste estudo, é feita uma cocultura de 2 x 10° células tumorais e células
CAR-T 19 em diferentes proporgoes. Apos 4 horas, foi avaliada a atividade citotoxica
induzida pelas células CAR-T 19 contra Raji-controle (tumor do tipo Raji que néo expressa
a enzima IDO) e Raji-IDO (tumor do tipo Raji que expressa a enzima IDO). Os dados

experimentais sao apresentados na Tabela 6.
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Tabela 6 — Dados experimentais extraidos de Ninomiya et al. (2015) (Figura 3D): atividade
citotoxica das células CAR-T 19.

Relacao efetor-alvo Citotoxicidade

CT:T %)
40 : 1 73
50 : 1 69
10: 1 63
5:1 56

Utilizamos os dados referentes a relacao efetor-alvo apresentados, e a partir das

taxas de citotoxicidade, calculamos a quantidade de células tumorais vivas em cada caso.

O ajuste desses dados considerou apenas a parte do modelo que descreve a mortali-

dade tumoral causada pela presenca de células efetoras, descrita pela seguinte equagao

=0T (6.10)

A solugao da equagao (6.10) em ¢t = 4 horas = % dias, que sera utilizada como

média da funcao de verossimilhanca, ¢ dada por

T(t) = T(0)e ¢, (6.11)

Assumimos que v segue, a priori, uma distribuicdo normal truncada, definida como
v~ N(5.05 x 1078,2.86 x 1078) (cel - dia)™1 Z(y > /).
As estimativas obtidas para a média a posteriori e o intervalo HPD foram, respec-

tivamente:
4 =5.25 X 1078 (cel - dia)*l, [7.67 x 1079, 1.01 x 10*7].

O histograma e o trace plot associados a distribuicao a posteriori de v sao apresen-

tados na Figura 12.

Assim como feito no cenario descrito na subsecao anterior, devido a auséncia de
dados experimentais relacionados as células CAR-T efetoras e de memoria, os demais

parametros, exceto «, foram estimados através de simulacoes.

Em relacao aos dados associados ao crescimento do tumor Raji-controle, os valores
estimados para r e v foram mantidos fixos, enquanto os demais parametros foram ajustados,
tendo como referéncia inicial os valores obtidos em (3). Foram realizadas diversas simulagoes
até obter um conjunto de parametros que descrevesse o comportamento da resposta tumoral
a imunoterapia descrito na Figura 2.C apresentado em (24). Os valores obtidos estao

apresentados na Tabela 7.

Para avaliar o efeito da enzima IDO e do 1-metiltriptofano (1-MT), um inibidor da

IDO, estimamos o pardmetro «a, que esta associado a inibicao das células efetoras, em trés
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Figura 12 — Histograma e trace plot a posteriori do pardmetro v para o cenario RAJI +
CAR-T 19.
Fonte: Elaborada pela autora.

Tabela 7 — Valores dos parametros do modelo, exceto «, utilizados no cenario Raji-controle
+ CAR-T 19. Os pardmetros indicados com o sobrescrito “"” foram estimados via inferéncia
Bayesiana e os demais via simulagao, visando descrever o comportamento observado em
Ninomiya et al. (2015).

Parametro Raji-controle + CAR-T 19
1) 1.140 dia ™"
1.2744536 dia™!

p
0 2.3 x 107 (cel - dia) ™"

€ 1.79595 dia™*

L 6.89 x 1077 dia™*

7 0.5079069 dia~*

o 5.253395 x 1078 (cel - dia) ™"

casos distintos. Os casos sdo:

« Raji-controle tratada com CAR-T 19 (ac¢)
« Raji-IDO tratada com CAR-T 19 (ay¢)

« Raji-IDO tratada com CAR-T 19 + 1-MT (asom)

Para isso, utilizamos os dados extraidos de (24), conforme apresentados nas Tabelas
8,9, 10.

Tabela 8 — Dados experimentais extraidos de Ninomiya et al. (2015) (Figura 2C): carga
tumoral in vivo de Raji-controle tratado com CAR-T 19.

Dia Raji-controle + CAR-T 19 [BLI| — T'[cel]
0 1.05 £ 0.07 x 108
4 1.6 £2.1 x 108
7 5.5+ 7.4 x 108
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Tabela 9 — Dados experimentais extraidos de Ninomiya et al. (2015) (Figura 3B): carga
tumoral in vivo de Raji-IDO™ tratado com CAR-T 19.

Dia Raji-IDO * + CAR-T 19 [BLI] — T/[ce]|

0 1.05 +0.07 x 10°
4 4.98 +2.01 x 10°
7 16.82 +12.71 x 10°

Tabela 10 — Dados experimentais extraidos de Ninomiya et al. (2015) (Figura 3B): carga
tumoral in vivo de Raji-IDO™ tratado com CAR-T 19 + 1-MT.

Dia Raji-IDO * + CAR-T 19 + 1-MT [BLI] — T/cel]

0 1.05 4+ 0.07 x 10°
4 1.9+ 1.3 x 10®
7 6.9+ 4.9 x 10°

Como os dados sao obtidos a partir do inicio do tratamento, que ocorre quando
1 x 107 células efetoras sdo inseridas nos camundongos, as condicdes iniciais consideradas
para as populacdes celulares foram: C7p(0) = 1 x 107 cel, Cy(0) = 0 cel e T(0) =
1.05 x 108 cel.

A estimacao do pardmetro « nos trés casos foi realizada utilizando os parametros
da Tabela 7 e o sistema (5.1)-(5.3). O sistema foi resolvido numericamente com o método
de Runge-Kutta de quarta ordem, com um passo de tempo de 1 x 1075 dia. Dessa forma,
a aproximagao obtida para a solucao da equacao que descreve a dinamica tumoral, foi

utilizada como a média da funcao de verossimilhanca.

Em todos os casos utilizamos que a segue uma distribuicao normal truncada,
definida como
a~N(549 x 1078,2.59 x 1078) (cel - dia)™! Z(a > 0).

As estimativas obtidas para a média a posteriori e o intervalo HPD foram, respec-
tivamente:
o =1.65 x 1078 (cel - dia)™1, [1.643 x 107%,1.649 x 1078,
arc = 1.95 x 1078 (cel - dia) ™!, [1.847 x 1078,2.085 x 107%],
arcar = 1.66 x 1078 (cel - dia)™! [1.659 x 107%,1.670 x 107¥].

As Figuras 13, 14, 15 apresentam os histogramas e as cadeias referentes as distri-
buicoes a posteriori de .

Para analisar a dindmica do sistema nos trés casos, conforme em (24), 3 X
108 células tumorais foram injetadas nos camundongos e, ap6s 7 dias, a imunoterapia com
1 x 107 células CAR-T 19 foi administrada. Dessa forma, as condicdes iniciais consideradas

para as populacoes celulares foram:

Cr(0) = Cy(0) =0cel e T(0)=3x 10° cel.
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Figura 13 — Histograma e trace plot a posteriori do parametro o para o cenario RAJI
CONTROL + CAR-T 109.
Fonte: Elaborada pela autora.

alpha
o
o 2756-08
= _
N —
. N 250e-08
8
- _
g s
«© o 2.25e-08 1
3 o -
o w
[
('R o
g
o 2.00e-08
o
g |
o™
o - 1.75e-08 1
[ I I
18e-08  20e08  22e08 2000 4000 6000 8000 10000

Figura 14 — Histograma e trace plot a posteriori do pardmetro ajc para o cenario RAJI
IDO + CAR-T 19.
Fonte: Elaborada pela autora.

Além disso, em todas as simulagoes utilizamos os mesmos pardmetros previamente
definidos na Tabela 7, com exce¢do do pardmetro «, que varia entre os cendarios, conforme
descrito anteriormente. A Figura 16 apresenta a descricao esquematica dos experimentos

realizados em (24), enquanto a Figura 17 apresenta as simulac¢oes em cada caso.

De acordo com as simulagoes obtidas, foi possivel recuperar os resultados apresen-
tados por (24), a imunoterapia foi capaz de reduzir o crescimento do tumor em todos os
casos, mas nao elimina-lo completamente. Observou-se que, no cenario Raji-IDO tratada
apenas com CAR-T 19, essa reducao foi significativamente menor em comparacao com
os outros dois casos, destacando o papel da enzima IDO em imunossuprimir as células
CAR-T.

Em relagao a populagao de células CAR-T efetoras, verificou-se que, em todos os
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Figura 15 — Histograma e trace plot a posteriori do pardmetro ajcys para o cenario RAJI
IDO + CAR-T 19 + 1-MT.
Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 16 — Descricao esquemética dos experimentos.

Fonte: Elaborada pela autora (criado com o Biorender.com).

cenarios, essas células decairam até a extingdo ao longo do tempo. No caso da Raji-IDO
tratada apenas com CAR-T 19, esse declinio foi mais rapido, como ja esperado, ja que o

valor de o obtido na calibragao foi maior neste caso.

Outro aspecto relevante observado foi que, nos trés cenarios, nao houve geracao de

células CAR-T de memoria, o que é consistente com os dados apresentados por (24).

Os resultados das simulacoes evidenciaram semelhancas importantes entre os
cenarios Raji-controle tratada com CAR-T 19 e Raji-IDO tratada com CAR-T 19 + 1-MT.
Essa similaridade reflete a capacidade do 1-MT de bloquear o efeito imunossupressor da
enzima IDO. Os valores de « estimados nesses cendrios foram muito préximos, indicando
que a adi¢do do inibidor 1-MT neutralizou efetivamente a acao da IDO sobre as células
CAR-T.

Por fim, foi possivel perceber, pelos resultados das simulacdes entre os cenarios, a
importancia do parametro o em modelar mecanismos imunossupressores. Além disso, a

semelhanca entre os resultados simulados e os dados experimentais reforca a qualidade da
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Figura 17 — Dindmica das células tumorais T', efetoras C7 e de meméria C; no cenario
RAJL
Fonte: Elaborada pela autora.

estimagao dos parametros.

Em relacao a convergéncia dos parametros estimados, podemos observar nas Figuras
11, 12, 13, 14 e 15 uma boa mistura das cadeias, o que indica que a convergéncia foi
atingida de forma satisfatoria. Além disso, para todos os parametros estimados, R=1,
o que indica que as cadeias convergiram adequadamente. Vale destacar também que os
valores estimados para os pardmetros 7, v por (3) estdo contidos em nossos intervalos HPD,
ou seja, os resultados obtidos neste estudo estao em concordancia com os apresentados na

literatura.

6.2 MODELO DE CRESCIMENTO TUMORAL COM CONTROLE

O desenvolvimento de estratégias alternativas de protocolos terapéuticos para
pacientes de forma individualizada é essencial, especialmente em oncologia. A integracao
da Teoria do Controle Otimo com modelos mateméticos que descrevem a resposta tumoral
ao tratamento, pode auxiliar na identificacao de regimes terapéuticos mais eficazes e

personalizados (16).

T(t) (cel)
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As técnicas de controle 6timo sao ferramentas importantes para criar estratégias
de tratamento do cancer, permitindo desenvolver planos que funcionem como “controles”
destinados a atingir um objetivo especifico, como, por exemplo, o de reduzir ao maximo
o tamanho do tumor, enquanto minimizam os efeitos colaterais durante o tratamento.
Nesse sentido, estudos como o de (18, 22) aplicam essas técnicas de controle para otimizar
a terapia com células CAR-T. Ambos propéem modelos matematicos para descrever
a resposta a imunoterapia, considerando a dose de células CAR-T e um medicamento
imunossupressor para sindrome de liberacao de citocinas, como controles. O objetivo foi

melhorar a eficacia do tratamento e reduzir os efeitos colaterais.

Nesta se¢ao, apresentamos a formulagao de um problema de controle 6timo baseado
no modelo descrito nas equagoes (5.1)-(5.3). Aqui, a dose de células CAR-T injetadas é
considerada como uma variavel de controle continua e é incorporada ao modelo por meio

de sua adicao a equacgao que descreve a variacao das células efetoras.

Propomos o seguinte problema de controle 6timo:

t
Minimizar J(u(t)) = / "L T() + et (t))dt, (6.12)
0
sujeito ao sistema
d
dC(tT = ¢CT - pCT + QTCM - OéTCT + U(t),
d
ZM = €CT — QTCM — /LCM, (613)
CZ; =rT(1 —=0bT) —~CrT,

satisfazendo,

Cr(0) = Cro >0, Cp(0)=Chro>0, T(0)=Tp>0, 0<u < Unge-

As constantes positivas U e U5 representam fatores de peso subjetivos, ou seja, pardmetros
ajustaveis que equilibram a importancia relativa entre os dois termos do funcional. Além
disso, C7(0), Cy(0), e T(0) representam as condigoes iniciais, enquanto Upy.x € a dose

méxima de células CAR-T administrada e ¢; é o tempo final.

No funcional (6.12), buscamos minimizar a carga tumoral durante o tratamento,
representada pelo primeiro termo da integral, e a dose total de células CAR-T, correspon-
dente ao segundo termo. O objetivo é encontrar um equilibrio que permita utilizar a menor
dose possivel de células CAR-T para evitar possiveis efeitos colaterais, mas que, ao mesmo
tempo, seja eficaz no combate ao tumor. Embora a forma quadratica no funcional objetivo
com relacao a variavel de controle nao seja diretamente motivada por fenémenos biologicos,
ela é adotada para garantir que o problema de otimizacao seja convexo, facilitando a

obtengao de solugoes 6timas (16).
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Além disso, os pesos sao selecionados de forma a garantir que a caracteristica
desejada da solucao 6tima seja alcangada. Por exemplo, podemos considerar Wy > Wy,
com o objetivo de reduzir a dose cumulativa administrada. No entanto, se o objetivo
principal for diminuir a carga tumoral durante o tratamento, com pouca consideracao a

dose cumulativa, pode-se definir ¥y > Ws.

6.2.1 Caracterizacido do Controle Otimo

Aplicamos o Principio do Méaximo de Pontryagin, que fornece as condigbes necessa-
rias de otimalidade, para determinar o controle 6timo u* e as solucoes 6timas associadas

as populagoes de células correspondentes Cr*, Cy™ e T*.

O hamiltoniano para este problema é definido como:

o d o dl (6.14)

no qual (Acy, Aoy, Ar) s@o as varidveis adjuntas associadas aos estados Cr, Cpr e T,

dCr dCy; dT
H:\IflT(t)Jr\Ilqu(t)Jr<()\CT,)\CM,/\T),( r =M >>

respectivamente. A expansao completa do hamiltoniano, incorporando as dindmicas do

sistema, é:

H = \IflT(t) + \I’QUQ(t) + )\CT (¢CT — pCT + HTCM — OéTCT + U(t))
-+ )\C]\/I (GCT — GTCM — ,UCM) (615)
+ )\T (TT(l — bT) — ’)/CTT) .

Seja u* o controle 6timo e Cr*, Cy™, T solugdes 6timas do problema (6.12)-(6.13).
Pelo Principio do Maximo de Pontryagin, existem as variaveis adjuntas (Acy., Ay, s Ar),

que satisfazem as equagoes:

de,  OH dic,,  OH d\r  0H

dt oCy’ dt 00y dt  oT

Explicitamente, temos:

(6.16)

d e, ~ OH
dt aoT—ACT( ¢+ p+al)+ Aoy, (=€) + Ar (3T),
dAc OH
Mo _ _oT "
di a0, = Aor (F0T) + ey (0T + 1),
d\ OH
= =g =~V A, (<00 + aCr) + Aey, (00x) + Ar (r(26T = 1) +1Cr).

(6.17)

satisfazendo as condigoes de transversalidade:

Acr(tr) = Acy, (tr) = Ar(ty) = 0.
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Além disso, como temos um controle limitado, a condi¢ao de otimalidade é dada

por:
u* =0 se %—Z > 0,
0 <u* < uUpax S€ %—5 =0, (6.18)
U = Umax se g—H <0,
U
na qual
0H
— =2Wu + A
ou 2U+ Acr

Para encontrar uma aproximag¢do numérica para o controle 6timo e os estados
otimos associados, utilizamos o método de Varredura para Frente e para Tras, conhecido
como Forward-Backward Sweep Method (19). Este método consiste em resolver as equagoes
de estado (6.13) avangando no tempo e as equagoes adjuntas (6.17) regredindo no tempo,
ajustando iterativamente o controle u* para satisfazer todas as condi¢oes de otimalidade.
Para a resolucao das equacoes, empregamos o método de Runge-Kutta de quarta ordem

com um passo de tempo de 1073 dia.

Os valores dos parametros utilizados nessas simulac¢oes foram os obtidos para o
cenario experimental HDLM-2 + CAR-T 123, disponiveis na Tabela 4. Para as condigoes
iniciais das populagoes celulares, adotamos C7(0) = Cy(0) = 0 cel e T(0) = 2 x 10° cel. O
limite maximo para a taxa de injecdo de células CAR-T foi definido como ., = 2 x 106,
refletindo a dose méaxima aplicada no experimento de (32). Além disso, estabelecemos um

limiar de detecgdo para a carga tumoral de 8 x 10° células, conforme feito em (32).

Na auséncia de controle, representado pela Figura 18, o tumor progride com o

tempo, alcancando aproximadamente 7,5 x 10° células em ¢ = 30 dias.

Para entender como diferentes pesos nos termos da fun¢ao objetivo influenciam o
tratamento, realizamos trés simulagoes usando combinagoes variadas dos parametros ¥,
e U,. Além disso, para comparar os resultados, simulamos também a dindmica tumoral
sem o controle, ou seja, quando a dose de células CAR-T administrada é zero (u = 0). Os

resultados dessas simula¢oes podem ser visualizados nas Figuras 19, 20 e 21.

Ao atribuir pesos iguais para os termos (V; = Wy = 1) (Figura 19), observamos
que a dose de células CAR-T foi mantida em niveis baixos durante todo o periodo. Como
resultado, ocorre o escape do tumor. A populacao de células CAR-T efetoras também
permaneceu baixa, diminuindo ainda mais apds o dia 15, e ndo houve formacao de células
CAR-T de memoria.

Quando aumentamos o peso atribuido & minimizagao das células tumorais (¥; =
3, ¥y = 1) (Figura 20), conseguimos reduzir o tamanho do tumor, embora ele nao tenha sido

completamente eliminado. Neste caso, a intensidade do tratamento foi maior, especialmente
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Figura 18 — Dindmica das células tumorais T sem o controle (u = 0).

Fonte: Elaborada pela autora.
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no inicio, o que resultou em um aumento na quantidade de células CAR-T efetoras. No

entanto, ainda nao houve uma formacao significativa de células de memoria.
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Figura 20 — Dindmica das solu¢oes 6timas Ci.(t), Cy,(t), T*(t) e do controle étimo u*(t)
para ¥y = 3, ¥, = 1.
Fonte: Elaborada pela autora.

Ao intensificar ainda mais o peso dado a minimizacao da densidade tumoral,
tornando-a 10 vezes mais importante do que a minimizacao da quantidade de células
CAR-T administradas (¥; = 10, Uy = 1) (Figura 21), o tumor foi reduzido abaixo do
limiar de detecgao clinica por volta do dia 18. A intensidade do tratamento foi ainda maior

do que nos casos anteriores, e houve um leve aumento na formagao de células de memoria.

De forma geral, podemos observar que a estratégia 6tima de tratamento obtida
consiste em uma intensidade maior de células CAR-T no inicio, seguida por uma redugao
gradual até a interrupgao total do tratamento, proximo ao dia 30. Embora os graficos
resultantes sugiram uma administragao continua do controle, é importante observar que,

na pratica, a infusao de células CAR-T nao ocorre continuamente ao longo de 30 dias.

Esses resultados podem contribuir para a personalizacao do tratamento e para o
desenvolvimento de estratégias terapéuticas que considerem tanto a resposta imunolédgica
quanto os possiveis custos associados a alta administragdo de doses. Em trabalhos futuros,

pretendemos ajustar as condigdes impostas ao controle para se aproximar mais da pratica
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Figura 21 — Dindmica das solugoes 6timas C3.(t), Cy,(t), T*(t) e do controle 6timo u*(¢)

para \111 = ]_0, \112 =1.
Fonte: Elaborada pela autora.

clinica.
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7 CONCLUSOES

Este trabalho teve como objetivo otimizar a imunoterapia com células CAR-T por
meio de uma andlise matematica e estatistica do modelo proposto por (3). Ao integrar
essas abordagens, foi possivel aprimorar a eficacia do tratamento em modelos pré-clinicos.
Para isso, utilizamos dados da literatura para estimar parcialmente os parametros do
modelo e, além disso, incorporamos um termo de controle associado a concentracao de
células CAR-T. Essa modificagdo permitiu analisar o modelo do ponto de vista da teoria

do controle 6timo.

Com base nas analises e simulacoes realizadas, é possivel concluir que a utilizacao
da inferéncia Bayesiana foi eficaz na estimacgao dos parametros envolvidos na dinamica da
terapia com células CAR-T, considerando diferentes cenarios experimentais. A estimagao
e calibracao dos parametros para os cenarios de HDLM-2 + CAR-T 123 e Raji + CAR-T
19 demonstrou a capacidade do modelo de capturar os efeitos de diferentes fatores, como
a formacao de células CAR-T de memoéria e o impacto da enzima IDO no contexto da
imunossupressao. Assim, o uso da inferéncia Bayesiana permitiu uma estimativa robusta
dos parametros, validando o modelo ao reproduzir resultados experimentais observados na

literatura.

A aplicagao da teoria de controle 6timo permitiu analisar como a taxa de admi-
nistragao das células CAR-T ao longo do tempo poderia ser ajustada com o objetivo de
minimizar a carga tumoral e evitar doses excessivas. Ao formular um problema de controle
6timo, foi possivel verificar a relacao entre a reducao do tumor e o uso de células CAR-T,
considerando diferentes valores para os parametros de peso, Wi e Wy. Os resultados
indicaram que, ao aumentar a dose inicial de células CAR-T e diminuir gradualmente a
administracao, seria possivel reduzir significativamente o tamanho do tumor, chegando

até mesmo a valores abaixo dos limites clinicos de deteccao.

Os cenarios simulados com diferentes pesos atribuidos aos termos de controle
destacaram a importancia de ajustar as doses de células CAR-T conforme o objetivo do
tratamento, seja a minimizagdo da carga tumoral e/ou a redugdo da dose cumulativa.
Embora o protocolo terapéutico sugerido tenha mostrado eficicia na reducao do tumor,
a formacao de células CAR-T de memoéria foi limitada. Isso sugere que estratégias de
controle mais restritivas podem ser necessarias para garantir uma resposta imunolégica a

longo prazo.

Apesar do grande potencial do problema de controle 6timo proposto na personali-
zacao da terapia, é importante destacar que ele se baseia em um cenario idealizado, no
qual as inje¢oes de células CAR-T sao administradas de forma continua ao longo do tempo.
Na pratica clinica, as infusoes sao realizadas em dose tnica ou fracionadas, o que exigira

ajustes adicionais para refletir com maior precisao as condi¢oes reais do tratamento.
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Em trabalhos futuros, planejamos adaptar o modelo para incorporar dados de
pacientes humanos e incluir restrigdes no problema de controle que levem em consideracao a
taxa de injecao de células CAR-T, de acordo com as praticas clinicas. Essa adaptacao sera
fundamental para aproximar o modelo da realidade terapéutica e aprimorar a personalizacao

da imunoterapia, maximizando a eficacia do tratamento.
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