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RESUMO

Este trabalho tem como estudo principal os grafos associados a aplicagoes estaveis
entre superficies fechadas, orientaveis e nao-orientéveis, como um invariante quanto a
equivaléncia topologica, com o objetivo de determinar quando aplica¢gbes com a mesma
imagem nao sao topologicamente equivalentes e de codificar informagoes sobre o dominio
da aplicagao. O processo de associacao de um grafo a uma aplicagao estavel é feito sobre as
regioes regulares e curvas singulares do dominio da aplicacao, respectivamente atribuindo
um vértice e uma aresta a cada uma destas; o processo inverso da associagao de grafos é a
realizagao de grafos por aplicacoes estaveis, que consiste em construir uma aplicacao a
partir de um grafo dado. Para a classificacao dos invariantes as ferramentas utilizadas sao
as transigoes, isto é, homotopias entre aplicacoes estaveis em vizinhangas de estabilidade
distintas; e as cirurgias de aplicagoes e grafos resultantes das cirurgias em variedades —
uma técnica de se obter novas variedades a partir de uma variedade dada. Os efeitos de
uma cirurgia sobre uma variedade induz efeitos nos conjuntos regular e singular que, por
sua vez, induz alteragoes ao grafo associado; desta forma, é possivel obter uma aplicacao

estavel a partir de outras aplicagoes estaveis cujo estudo é mais facil.

Palavras-chave: Aplicacoes-Estaveis. Grafos. Singularidades.






ABSTRACT

This dissertation’s main theme is the graphs associated with stable maps between
closed surfaces, orientable and non-orientable, as an invariant regarding topological equiv-
alence, intending to determine whenever two stable maps with the same image are not
topologically equivalent and codify informations about the map’s domain. The process of
associating a graph to a stable map is done over the regular regions and singular curves of
the map, respectively assigning a vertex and an edge to each of these; the inverse process is
the realization of graphs by stable maps, which consists in constructing a map from a given
graph. In addition, the tools used in the classification of the invariants are the transitions,
which are homotopies between maps in distinct stability neighbourhoods; and the surgeries
of maps and graphs resulting from manifold surgeries — a technique of obtaining new
manifolds from a given manifold. The effects of a surgery over a manifold induce effects
on the regular and singular sets which, in turn, induces changes to the associated graph;
in this way, it is possible to obtain a stable map from other stable maps, which are simpler

to study.

Keywords: Stable-Maps. Graphs. Singularities.
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1 INTRODUCAO

A Teoria das Singularidades é uma area da matemética que utiliza uma ampla
gama de resultados de outras areas, como a Topologia Algébrica e a Geometria Diferencial;
e, também ¢é utilizada em uma vasta amplitude de resultados de outras areas, como na
Teoria da Relatividade Geral (1) e sendo um caso mais geral da Teoria das Catéstrofes em

Sistemas Dinamicos (2).

Um dos objetos de estudo desta teoria sao as aplicacoes estaveis. Para defini-las,
precisamos, primeiro, definir uma topologia sobre o conjunto das aplicagoes suaves entre
duas variedades e relacionar duas aplicagoes suaves por difeomorfismos. Assim, define-se

uma relagao de equivaléncia que, por sua vez, define vizinhancas de estabilidade.

Este texto visa exibir que é possivel associar grafos a cada aplicacao e, em contra-
partida, realizar cada grafo por uma aplicacao no caso em que as variedades em questao
sao superficies fechadas, sejam elas orientaveis ou nao, como feito por Mendes & Romero
em (3) e (4) e por Hacon, Mendes & Romero em (5) e (6).

No Capitulo 2 apresentamos os resultados propedéuticos para esta classificacao,
abordando sobre Complexos, Grafos, Curvas e Superficies e a Associacao entre Grafos e

Superficies com Curvas; baseado nos materiais de Kinsey (7), Diestel (8) e Mendes (9).

No Capitulo 3 desenvolvemos os resultados necessarios da Teoria de Singularidades,
abordando sobre k-Jatos, Topologias de Whitney, Aplicagoes Estaveis, Classificacao de
Singularidades e Transi¢oes; baseado nos materiais de Guillemin € Golubitsky (10), Alhadas
(11) e Ohmoto & Aicardi (12).

Para os Capitulos 4 e 5 nos baseamos em Mendes & Romero em (3) e (4), respecti-
vamente. No Capitulo 4 estudamos estes invariantes para o caso em que ambas superficies
sao orientaveis e no Capitulo 5 estendemos este estudo para o caso em que o contradominio

¢é o plano projetivo, id est, nao-orientavel.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo iremos explorar uma miscelanea de resultados necessarios para o
resto do corpo do texto, construindo a partir da Teoria de Complexos resultados da Teoria

de Grafos. Este capitulo é baseado nas referéncias (7), (8) e (9).

2.1 COMPLEXOS

Nesta se¢ao definimos células e complexos, que sao ferramentas bastante utilizadas

em Topologia Algébrica e em Geometria.

Definicao 2.1. Uma n-célula é um conjunto cujo interior é homeomorfo a um disco
n-dimensional D™ = {z € R™: ||z|| < 1} com a condigao que seu bordo (Definigao 2.22)
deve ser formado por um ntmero finito de células de dimensao menor, chamadas de faces

da mn-célula. Denotamos ¢ < 7 quando ¢ é uma face de 7.

(i) Uma 0-célula é um ponto A.
(ii) Uma 1-célula é um segmento de reta a = AB, unindo duas 0-células A e B (A, B < a).
(ili) Uma 2-célula ¢ um poligono (comumente um tridngulo), como em o0 = AABC, com

AB,BC,CA < 0. Note que A < AB < 0, entao A < 0.

Figura 1 — 0-, 1- e 2-células.

(] 0

Fonte: Adaptado de (7).

Pela Defini¢ao 2.1, notamos que n-células sao formadas por m-células, com m < n:
uma 1-célula tém duas faces, que sao 0-células; uma 2-célula tém 1-células como suas

arestas e 0-células como seus vértices.

Figura 2 — Exemplo do que nao é uma célula a esquerda e do que é uma célula a direita.

Fonte: Adaptado de (7).
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Definicao 2.2. Um complexo K é um conjunto finito de células
K = U{a 0 € uma célula}
tais que:

(i) se 0 é uma célula em K, entdo todas suas faces sao células de K;

(ii) se o e 7 sdo células de K, entdo int(o) Nint(7) = @.

A dimensao de K é igual & dimensao de sua célula de maior dimensao.

Figura 3 — (a) ¢ um complexo; (b) ndo é um complexo.

(a) (b)

Fonte: Adaptado de (7).

Pela Definicao 2.2, temos que uma n-célula é, também, um complexo de dimensao
n; e que complexos de dimensao n sao gerados ao “colarmos” n-células. A condicdo (ii)
da Defini¢ao 2.2 proibe a intersecao dos interiores células para a formagao de complexos,

como ilustrado na Figura 3.

Definicao 2.3. Dado um complexo K, qualquer subconjunto de K que é, também, um
complexo é dito um subcomplexo. Dizemos que um complexo K é conexo quando nao

pode ser escrito como uniao disjunta de subcomplexos.

A seguir, temos um Teorema que define um invariante topolégico para complexos.

Teorema 2.4. ((7), p.97) Seja K um complexo n-dimensional. Denotando por ay o

numero total de k-células em K, a caracteristica de Fuler de K ¢ dada por

Jj=0

Demonstragao. Veja (13), Teorema 13.3, Pagina 215. [ |

2.2 GRAFOS

Nesta segao definimos grafos, que tém um papel central nesta dissertacao, e

desenvolvemos as suas propriedades basicas com detalhes.
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Definicao 2.5. Um grafo G ¢ um 1-complexo conexo. Denotamos por G(V, E') o conjunto

de todos os grafos com V' vértices e E arestas.

Para os propoésitos deste estudo, definimos grafos como sendo conexos, porém,

clagsicamente, um grafo nao é necessariamente conexo.

Uma aresta que conecta dois vértices u e v sera denotada por uv.

Definigao 2.6. Dado um grafo G € G(V, E), dizemos que:

e um caminho sobre G é uma sequéncia de vértices {vy,...,vp41} todos distintos
e arestas {ej,...,e;} distintas da forma viejvqges - - - vgegvE11, onde e; é incidente
aos vértices v; e vj41, sendo k o comprimento do caminho (o nimero de arestas

pertencentes ao caminho);
e dois vértices sao adjacentes se sao conectados por uma mesma aresta;
e duas ou mais arestas sao adjacentes se sao incidentes a um mesmo vértice;

e Um ciclo no grafo é um caminho fechado viejvses - - - exv;. Um lago no grafo é um

ciclo com tunica aresta.

e O grau de um vértice v corresponde ao nimero de arestas incidentes a v, contando

duas vezes cada lago em v.

Dados dois grafos, a definicao abaixo nos diz como determinar se sao iguais ou

distintos.

Definicao 2.7. Dois grafos G € G(V, E) e G’ € G(V', E’) sao isomorfos quando V = V',
E = E’ e existe uma correspondéncia ¢ : G — G’ bijetiva entre os V' vértices e as E arestas

que conserva as relagoes de adjacéncia.

Pelas Defini¢oes 2.6 e 2.7, temos imediatamente que dois grafos nao podem ser
isomorfos quando nao tém o mesmo ntmero de vértices ou o mesmo numero de arestas.
Se possuem o mesmo nimero de vértices e arestas, quando o grau maximo de um vértice
de um dos grafos ¢é diferente do grau maximo de um vértice do outro, temos que nao sao

isomorfos.

Se os graus maximos sao iguais, devemos ver a quantidade de vértices com o mesmo
grau, caso exista alguma diferenca nessa quantidade em algum grau, segue que os grafos
nao sao isomorfos. Por fim, se nenhum dos casos anteriores falha para o isomorfismo,
¢é preciso analisar as adjacéncias de cada vértice em cada um dos grafos e este é um
processo com mais nuances do que os anteriores. Assim, descrevemos um algoritmo para a

determinacao de isomorfismos de grafos.
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Definicao 2.8. Um grafo ¢ dito planar quando ¢é isomorfo a um grafo sem cruzamento

de arestas no plano. Caso nao haja um isomorfismo desse tipo o grafo ¢ dito nao planar.

Figura 4 — Exemplo de grafo planar.

(% U1 w3 w1

U3 (o W2 Wy

Fonte: Imagem produzida pelo autor.

Quando um grafo é planar ele divide o plano em regioes que sao delimitadas por
suas arestas. Denominamos essas regioes de faces. A regido exterior ao grafo, que nao é
limitada por suas arestas, também é contada como uma face do grafo, ou seja, um grafo
com 2 vértices e 1 aresta possui uma unica face. Segundo Euler, dado um grafo planar e

conexo, com V vértices, I faces (ou regides) e E arestas, entao:
V4+F—-FE=2.
Aqui vamos considerar grafos no caso geral, podendo ser planares ou nao planares.

Teorema 2.9. A caracteristica de Euler de um grafo G € G(V, E) é um invariante

topoldgico e € dado por x(G) =V — E.

Demonstra¢ao. Como G € G(V, E) é um 1-complexo conexo, temos que ag =V, a; = E e,

pela Definicao 2.4, sua caracteristica de Euler é dada por

1

x(G) = Z(—l)jaj =ay—a =V —F,

J=0

concluindo a demonstracdo. Se G,G" € G(V, F) sao isomorfos, entao x(G) = x(G'),
portanto a caracteristica de Euler é um invariante topologico (note que independe de

serem ou nao isomorfos). ]

Definicao 2.10. Uma arvore é um grafo sem ciclos.

As arvores sao os grafos mais simples e servem como uma base para construcao de
outros grafos. Além disso, sabemos quantas arvores existem para cada nimero de vértices,

quantidade exibida na tabela abaixo.
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Tabela 1 — Numero 2 de arvores distintas com V' vértices.

Vil]2]3[4|/5|6| 7|8
0111111236111/ 23

Fonte: Retirado de (7).

O teorema a seguir é uma caracterizacao de arvores.

Teorema 2.11. ((8), p.14) As sequintes afirmagdes sao equivalentes para um grafo T :

(i) T € uma drvore;
(il) Quaisquer dois vértices de T estao ligados por um unico caminho em T ;
(iii) T € minimalmente conexo, isto é, T \ {e} € desconezxo para toda aresta e € T ;

(iv) T € mazimalmente aciclico, isto €, T U {zy} contém ciclos para quaisquer dois

vértices nao adjacentes x,y € T .

Demonstragao. (i) == (ii): Seja T uma arvore e suponha que, dados dois vértices
x,y € T, existe mais de um caminho ligando-os. Sejam ze; - - - exy e xe - - - €],y dois destes
caminhos. Desta forma, xe; - - - exyel, --- ez é um ciclo em T, contradizendo a hipdtese
de 7 ser uma arvore. Portanto, quaisquer dois vértices de 7T estao ligados por um tnico

caminho em 7.

(ii) = (iii): Seja 7 um grafo no qual exista somente um caminho entre quaisquer dois
vértices em 7. Seja e € 7 uma aresta ligando x e y em 7. Se e é uma aresta na qual
T \ {e} nédo é desconexo, entao deve existir algum outro caminho em 7 ligando as arestas
x ey, contradizendo a hipotese de que existe somente um caminho entre quaisquer dois

vértices em 7. Logo, T é minimalmente conexo.

(iii) = (iv): Seja T um grafo minimalmente conexo. Se, dados z,y € T nao adjacentes,
T U{zy} ndo contém ciclos, entdo T deve ser desconexo, pois, caso contrario, existiria
outro caminho em 7 unindo z a y formando um ciclo em 7 U {zy}; mas isto contradiz a
hipotese de que T é minimalmente conexo. Logo, T U {xy} contém ciclos para quaisquer

dois vértices nao adjacentes =,y € T.

(iv) = (i): Se T ¢ maximalmente aciclico, entdao 7 é um grafo sem ciclos e, portanto,

uma, arvore. [ ]

Do item (ii) do Teorema 2.11, temos que existe um tinico caminho unindo quaisquer
dois vértices = e y de uma arvore 7. Assim, podemos denotar este caminho por x7y.
Muitas vezes, é util fixar algum vértice r» de T e comparar dois vértices x e y de T a partir

de r. Neste caso, denominamos o vértice r de raiz da arvore 7.
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Podemos escrever x <, y quando x € r7Ty, ou seja, x “é¢ menor ou igual a” y quando
x pertence ao caminho que une y a raiz r. Temos que x <, z, pois é o ponto final do
caminho 7Tz. Sex <,yey <, x,entdo x € rTy e y € rTx, ou seja, x estd no tnico
caminho unindo r a y e vice-versa, de onde x = y, pois, caso contrario, ou x <, y, de onde
y¢rTz,ouy <,z deondez ¢ rTy. Ainda, se x <, y ey <, z, temos que = € rTy e

y € rT z, mas podemos decompor o caminho 7z em r7TyT z, de onde
xerTy CrTyTz=rTz.
Assim, x <, z. Dessa forma, <, é uma ordem parcial em 7, chamada de ordem-arvore.

Teorema 2.12. ((7), p.93) Se T € uma drvore, entiao x(T) = 1.

Demonstracao. A demonstracao é feita por indugao sobre o nimero de vértices V. Se T tem

somente um vértice, temos que 7 nao possui arestas, de onde x(7) =V —E=1-0=1.

Suponha que o resultado é verdadeiro para toda arvore com V < n e seja 7 uma
arvore com n vértices. Escolha, em 7, uma aresta a e remova-a, obtendo duas subarvores

disjuntas 77 e T, pelo item (iii) do Teorema 2.11.

Como T; e 75 tém menos de n vértices, segue da hipotese indutiva que
X(ﬂ) = ‘/1 - El = 17

Note que cada vértice de 7 ou estda em Ty, ou estd em 7o, de onde V' = V; 4+ V5; enquanto

as arestas de T sao as arestas de 71 e T, e a aresta a removida, de onde ¥ = F; + Fy + 1.

Portanto,
X(T) = V-E
= Vi+Vo) = (E1+ Ea+1)
= Vi+Vo—-FE —Ey—1
= (Vi-B)+ (- ) -1
= 1+1-1
= 1’
como queriamos. |

Suponhamos que temos um grafo do tipo G(2, 3) e denotemos seus vértices por A e
B e suas arestas por a, b e ¢ conectando A a B. Uma pergunta natural é a quantidade
de ciclos que este grafo possui; podemos lista-los como AaBbA, AbBcA e AaBcA, porém,

podemos escrever este tltimo ciclo como combinac¢ao dos dois anteriores. De fato,

AaBcA = AaBbAbBCA.
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A proxima definigao formaliza a noc¢ao discutida aqui.

Definicao 2.13. O numero de ciclos livres (ou ciclos distintos) de um dado grafo G
com V vértices é o niimero minimo de arestas que podem ser retiradas do grafo para obter
uma arvore com os V' vértices de G. Este nimero sera denotado por 81(G) e é chamado de

primeiro nimero de Betti de G.

A arvore resultante do processo de retirada de arestas de um grafo com ciclos tem

um papel especial em algumas demonstracoes e é formalizada na seguinte definicao.

Definigao 2.14. Uma arvore T sera dita arvore maximal (ou arvore geradora) do

grafo G € G(V, E) quando T é um subgrafo de G contendo os seus V' vértices.

Note que, em geral, a arvore geradora de um grafo nao é tnica, exceto quando o

grafo é uma arvore.

Teorema 2.15. ((7), p.95) Seja G um grafo com [51(G) ciclos livres. Entao,
X(G) =1-p(9).

Demonstragao. Para cada um dos f;(G) ciclos de G podemos retirar uma aresta, obtendo

sua arvore geradora 7 que tem I — 3,(G) arestas. Pelo Teorema 2.12, segue que

1=x(T)=V-(E-05(G) =V —-E)+5(9) =x(G) + £.(G).

Portanto, x(G) =1 — p1(G). |

Agora, podemos ver qual é o tipo de grafo G(V, F) de uma arvore.

Teorema 2.16. ((8), p.14) Um grafo T € uma drvore se, e somente se, T € G(V,V —1).

Demonstracao. Seja T uma arvore. Pelos Teoremas 2.8 e 2.11 temos que
V—-E=x(T)=1 = E=V -1

Por outro lado, se 7 é um grafo com V vértices e V' — 1 arestas, temos dos Teoremas 2.18

e 2.14 que
1=6(T)=x(T) =V -=(V-1)=1 = B(T) =0,

logo, T é sua propria arvore maximal e, portanto, 7 é uma &arvore. [ |
Definicao 2.17. Um grafo G ¢ dito bipartido quando ¢é possivel particionar o conjunto

de vértices V(G) em dois subconjuntos nao vazios V' e V" tais que toda aresta em G tem

um vértice em V' e o outro em V”.
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Podemos, atribuindo um sinal de 4+ aos vértices de V' e um sinal de — aos vértices
de V" dizer que um grafo é bipartido quando é possivel atribuir sinais + aos vértices de
G de modo que toda aresta ligue um vértice positivo a um vértice negativo. O teorema a

seguir caracteriza os grafos bipartidos.

Teorema 2.18. ((8), p.18) Um grafo € bipartido se, e somente se, todos os seus ciclos

tém comprimento par.

Demonstragcao. Seja G um grafo bipartido. Entao seus vértices tém sinais + e todas
as arestas ligam um vértice positivo a um vértice negativo. Suponha que algum ciclo
viey - - - vpepv; de G tem comprimento impar, isto é, K = 2m + 1 para algum m € N.
Suponha que v; € positivo, entao, por G ser bipartido, vs, é negativo e vy, 1 é positivo
para todo n € {1,...,m}. Desta forma, a aresta e liga o vértice vy = vop,11, que é
positivo, ao vértice vy, que também ¢é positivo, logo, G nao é bipartido, o que é uma
contradigao; atribuindo sinal negativo a v; obtemos a mesma contradi¢ao. Logo, todos os

ciclos de G tém comprimento par.

Em contrapartida, sejam G um grafo tal que todos os seus ciclos tém comprimento
par e 7 uma arvore geradora de G. Escolha uma raiz r € T e considere a ordem-arvore
associada. Para cada v € G, o tnico caminho r7v tem comprimento par ou impar.

Denotemos por £,.(v) este comprimento.

Seja e = zy € G. Por hipotese, x # y, pois e seria um ciclo de comprimento impar
caso contrario. Se e € T e x <, y, entdo rTy = rTxy de modo que £,.(y) = ¢, (x) + 1, ou
seja, se o comprimento de r7 x é par, entao o comprimento de 7y é impar e vice-versa.
Se e ¢ T, entdo, por hipotese, C, := yTxy é um ciclo de comprimento par, de onde yT'z
tem comprimento impar e um numero par de vértices. Assim, temos duas possibilidades:

reCeer¢C..

e Ser e (e, temos que yI'r = yT'rTx, como yTz tem comprimento impar, ou y1'r
tem comprimento par e 77y tem comprimento impar, ou y7'r tem comprimento

impar e Ty tem comprimento par, de onde e une vértices de classes distintas.

e Ser ¢ C., existe um tunico vértice 1’ € C, tal que rTax =rTr'Tx e rTy =rTr'Ty;
isto posto, a mesma anélise do caso anterior vale para 7/, de onde e une vértices de

classes distintas.
Portanto, G é bipartido. [ ]

A classe dos grafos bipartidos tem um papel significativo neste trabalho. Como
arvores sao grafos sem ciclos, temos que o comprimento dos ciclos das arvores é 0, logo,

par. Segue da caracterizacao feita no Teorema 2.19 que toda arvore é um grafo bipartido.
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Exemplo 2.19. A Figura 5 ilustra trés grafos conexos de tipos G(7, E), com E € {6,7,8}:

Figura 5 — Exemplos de grafos com 7 vértices.

R 5 S 5 SO B 74

Fonte: Adaptado de (9).

(a) o grafo é de tipo G(7,6), isto é, é uma arvore e possui quatro vértices de grau 1, um

vértice de grau 2 e dois vértices de grau 3;

(b) o grafo é de tipo G(7,7) e é bipartido, contendo um ciclo de comprimento 4. Possui

trés vértices de grau 1, um vértice de grau 2 e trés vértices de grau 3;

(c) o grafo é de tipo G(7,8) e ndo é bipartido, contendo um ciclo de comprimento 3 e
um ciclo de comprimento 4. Possui dois vértices de grau 1, dois vértices de grau 2,

dois vértices de grau 3 e um vértice de grau 4.

2.3 CURVAS E SUPERFICIES

Nesta segao, veremos os conceitos basicos de curvas e superficies e alguns resultados
uteis; aqui, assumimos que os conceitos bésicos de Topologia sao conhecidos, por exemplo,

conjuntos abertos, fechados, compactos, conexos, bordo, espagos de Hausdorff etc.

Definigao 2.20. Um espago topologico X ¢ dito um espago localmente euclidiano

em z, quando existe uma vizinhanca U de x homeomorfa a R”, para algum n > 1.

Em geral, duas vizinhancas disjuntas podem ser homeomorfas & espacgos euclidianos
diferentes, o que torna o estudo de espacos localmente euclidianos mais complicado. A
defini¢ao abaixo adiciona uma condicao de “regularidade”, que duas vizinhancas disjuntas

devem sempre ser homeomorfas ao mesmo espago euclidiano.

Definigao 2.21. Um conjunto X é dito uma variedade topoloégica de dimensao n
ou uma n-variedade topoldgica quando é localmente homeomorfo a R™ em todo ponto
reX.

Definigao 2.22. Uma n-variedade com bordo é um espaco topologico tal que todo
ponto ou possui uma vizinhanca homeomorfa ao disco n-dimensional, ou possui uma

vizinhanca homeomorfa ao meio disco
D! ={x = (x1,...,2,) € R" : ||2]| <71 ex, >0}

Pontos com vizinhang¢a homeomorfa ao meio disco sao ditos pontos de bordo.
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Definigao 2.23. Uma curva é uma 1-variedade topologica e uma superficie 2-variedade

topologica. Uma superficie M serd dita fechada quando é compacta e nao tem bordo.

Em outras palavras, uma superficie M sem bordo é um espaco topologico de
Hausdorff no qual cada ponto p € M tem uma vizinhanga homeomorfa ao disco aberto.

Alguns exemplos de superficies topologicas sao:

e a 2-esfera S?, definida por S? = 9D3, isto ¢, é o bordo de um disco tridimensional.

Em geral, a n-esfera é definida por S* = D",
e 0 Toro T, definido por T = S' x S!;
¢ 0 Plano Projetivo P, definido ao identificar pontos antipodais de S2.

Definigao 2.24. Uma superficie é dita suave quando cada ponto possui uma vizinhanga
difeomorfa a R™, com este difeomorfismo sendo infinitamente continuamente diferenciéavel.
Uma superficie suave M é orientavel quando o determinante do Jacobiano das fungoes

de transicao é positivo. Caso contrario, M é nao-orientavel.

Definigao 2.25. Sejam M; e M, superficies. A soma conexa de M; e M,, denotada por
Mi#Ms, é a superficie resultante da remocao de um disco mergulhado em M; e em M, e

da identificagao dos bordos gerados por esta remogao (veja a Figura 6).

Figura 6 — Soma conexa de n Toros.

T2 o

Fonte: Retirado de (9).

Definicao 2.26. Duas superficies M e N sao topologicamente equivalente quando

existe um homeomorfismo entre elas.

Dada uma superficie topologica M, dizemos que M é triangulavel quando existe
um 2-complexo K tal que M = |K|={z:2x € 0 € K,0 é célula de K} com as condigoes
adicionais de que toda célula de K ¢ triangular e duas 2-células se intersectam ou em
uma Unica aresta, ou em um Unico vértice, ou sao disjuntas. Dizemos, também, que um

2-complexo triangulado é um 2-complexo simplicial e cada célula é dita um simplice.

Esta ferramenta é tutil para estudar propriedades das superficies, por exemplo:

e Uma superficie é compacta se, e somente se, toda triangulagao é finita (veja (7),

Teorema 4.12, pagina 77).
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e Uma superficie é conexa se, e somente se, uma triangulacao pode ser organizada em
ordem T7i,...,T, com cada triangulo tendo pelo menos uma aresta identificada com

uma aresta de um tridngulo anterior (veja (7), Teorema 4.13, pagina 78).

Triangulagoes também servem para classificar superficies fechadas, como enunciado abaixo.

Teorema 2.27. (Teorema da Classificagao das Superficies). ((7), p.79) Toda
superficie fechada M é homeomorfa a esfera, a soma conexa de n-toros ou a soma conexa
de m planos projetivos, isto é:

M ~ S*H#nTHmP,

para algum n > 0 e m > 0. Toda superficie compacta e conexa com bordo € classificada da

mesma forma, porém, com um numero finito de discos removidos.
Demonstragao. Veja (7), Teoremas 4.14 e 4.17, paginas 79 e 87. |

Dada uma superficie compacta e conexa M e uma triangulacao K, a caracteristica
de Euler de M é dada por
X(M)=V —E+F,

sendo V', ' e F' o nimero de vértices, arestas e faces de K, respectivamente, e independe

da triangulacao K.

Teorema 2.28. ((7), p.105) A caracteristica de Euler é um invariante topoldgico para

superficies compactas e conexas.

Demonstragao. Veja (7), Teorema 5.13, pagina 105. |

Definicao 2.29. Dada uma superficie compacta conexa M com k componentes de bordo,

podemos definir o género de M por

quando M é orientavel, e por g(M) =2 — x(M) — k, quando M é nao-orientavel.
Teorema 2.30. Dadas duas superficies My e My compactas e conexas, entio
X(My U M) = x(M) + x(Ma) — x(My N M),

quando a unido estd bem definida. Se My e My sdo duas superficies compactas, entao
X(My#Ms) = x(My) + x(Ma) — 2.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que a uniao de M; e My, compactas e conexas, estd bem
definida, isto é, a interse¢ao ou é uma superficie compacta e conexa, ou um conjunto

finito de curvas fechadas ou um conjunto finito de pontos. Assim, podemos triangular
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My, My, My N My e M; U My de modo que as triangulacoes de M; e My concordem na
intersecao e a triangulacao de M; U M, seja resultado destas triangulagoes. Denotemos
estas triangulacoes por Ky, Ky, KA e K, respectivamente. Por M; e Ms serem compactas,

todas essas triangulacoes sao finitas, de onde podemos contar seus vértices, arestas e faces.

Ao contar o numero de vértices, arestas e faces em K; e Ks, estamos contando

duas vezes o nimero de vértices em K, de onde

Vo = Vi+Vo—Vq,
E, = Ei+ Ey;— En,
FU - F1+F2—Fm.

Portanto,

X(MyUMy) = x(Ky)
= W—-FEu+F,
= Vi+Vo=Vh) = (Ey+ By — En) + (B + F> — Fp)
= Vi—-Ei+F)+(Vo—Ey+F) — (VA — Eq + Fj)
= X(K1) + x(K2) — x(Kn)
= X(My) + x(Mz) — x(M; N My),

como queriamos.

Para a soma conexa, considere K e K a triangulacao de M; e M,, respectivamente,
e denotemos por Vj, E; e F; o nimero de vértices arestas e faces de K; e por V, E'e F o

nimero de vértices arestas e faces de Ki# K.

Como o interior de um triangulo é homeomorfo a um disco aberto, basta escolher
um triangulo de cada triangulacao, remové-los e identificar os vértices e arestas. Neste
processo, obtemos V =V, + Vo, —3, E=FE,+ FEy —3e F = F, + F, — 2, de onde

X(Mi#Ms) = x(Ki#K;) = V-E+F
= Vi+Va=3)—(E1+E,—3)+ (Fi + F», —2)
= Wi—-EBi+FR)+(Va—Ey+F)—2
= X(K1) +x(K3) =2 = x(M)+ x(M) =2,

concluindo a demonstragao. |

2.4 GRAFOS E SUPERFICIES FECHADAS COM CURVAS

Sejam M uma superficie fechada e

E
C = UOék
k=1

um conjunto de curvas fechadas, simples e disjuntas mergulhadas em M, com F ntmero
natural. O conjunto C separa M em um conjunto de V' regides conexas, isto ¢, M \ C é a

uniao disjunta de regioes conexas de M.



35

Definigao 2.31. Dois pares (M,C) e (M’,C’) sao ditos equivalentes quando existe um

difeomorfismo de M em M’ que leva C em C'.

Dado um grafo, podemos associar a cada vértice v; um nimero inteiro w; > 0, que

é chamado de peso. Denotamos por Gy (V, E) o conjunto de grafos com peso total

v
j=1

Também podemos associar a cada vértice v; um par (¢;,p;), com ¢;,p; > 0 inteiros, p; =0
quando t; > 0 e vice-versa. Denotamos por Gr,p)(V, E) o conjunto de grafos com pares

de pesos total
1% 1%
j=1  j=1

Dado um par (M,C), com M orientavel, é possivel associd-lo a um grafo G com

pesos nos vértices seguindo as seguintes regras de associagao:

e associamos um vértice v; em G a cada regiao conexa U; de M\ C, j € {1,...,V}, e

associamos uma aresta e; em G a uma curva oy de C, k € {1,..., E};

e uma aresta ej é incidente ao vértice v; quando a curva oy, de C associada a ey, esté

no bordo da regido U; de M \ C associada a v;;

e quando uma curva é bordo de uma tnica regiao duas vezes, sua aresta associada é

um lago;

e associamos um peso w; a um vértice v; quando a regiao regular correspondente a v;

tem género w;.

Dados dois pares (M,C) e (M’,C’) equivalentes, isto é, quando existe um home-
omorfismo que leva M em M’ e C em C’, entdo existe um isomorfismo entre os seus
respectivos grafos associados, com a propriedade adicional de levar um vértice de peso w;

em um vértice de peso w;.

Proposicao 2.32. Todo grafo G € Gw (V, E) estd associado a um par (M,C), onde C €
um conjunto de curvas fechadas, com E componentes, merqulhadas e disjuntas sobre a
superficie fechada M.

Demonstracao. ((9), p.12) Dado um grafo G € Gy (V, E), podemos obter o par (M,C)

associado a G da seguinte forma:

1. Mergulhe o grafo G em R? e tome uma vizinhanca de G conveniente em R3, que

denotaremos por R.
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2. Denote por Z o bordo de R que é a superficie fechada conhecida como vizinhanca
tubular de G. Observe que o género de Z éigual a 51(G)=1—-V + E

3. A cada aresta e; de G associe uma curva fechada o; em Z transversal a aresta e;.
Denote por C o conjunto destas curvas. O par (Z,C) corresponde ao grafo G com

peso zero.

4. Por fim, a cada vértice v, do grafo G com o peso t; > 0, faca uma soma conexa
de uma superficie fechada W) de género ¢, com Z em cada uma das regides Z

associadas a vy.

As somas conexas feitas no ultimo passo resultam no par (M,C) que realiza o grafo G,

sendo M uma superficie fechada e orientéavel com C o conjunto de curvas mergulhadas em
M. [ |

Proposicao 2.33. ((9), p.14) Se G € Gw(V, E) é um grafo associado ao par (M,C),
onde M € uma superficie orientdvel, entao a caracteristica de Fuler de M ¢é dada por

X(M)=2(V—-E—-W) e o género de M ¢é dado por g(M) = B,(G) + W.

Demonstracao. Pela definicao de género, a caracteristica de Euler de cada componente

conexa U; de M \ C é dada por
X(Uj) = 2 = 2w; — E;

onde w; e E; correspondem, respectivamente, ao género de U; e ao ntimero de componentes
de bordo de U;. Como cada curva de C é bordo de duas componentes conexas de M \ C, o
nimero total de componentes de bordo da unido das componentes U; é 2E. A intersegao
entre duas componentes conexas é uma curva fechada ou conjunto vazio, ou seja, a

caracteristica de Euler da intersecao de duas componentes conexas € igual a zero. Logo,

— j=1

X(M):X<U Uj) =3 x(U;) =D (2—-2w; —E;) =2V -E-W)

O género de uma superficie orientéavel M é dado por

g(M)zl—@:l—V—i—E—i-W, (2.1)
mas $1(G) =1—V + E, temos g(M) = 1(G) + W [ |

Analisando uma curva fechada e simples sobre uma superficie nao-orientavel,

percebemos as seguintes possibilidades:
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Figura 7 — Tipos de vizinhancas de uma curva fechada.

Fonte: Retirado de (9).

e ou a vizinhanga da curva ¢ do tipo cilindro (item (a) da Figura 7);

e ou a vizinhanga da curva ¢ do tipo faixa de M&bius (item (b) da Figura 7).

Em geral, dado (M,C), podemos associar um grafo G com pares de pesos nos

vértices como feito anteriormente, porém, com passos adicionais.

e um vértice v recebe peso (¢,0) quando a regiao conexa correspondente a v é orientavel

e tem género {;

e um vértice v recebe peso (0, p) quando a regiao conexa correspondente a v é nao-

orientavel e tem género p;

e uma aresta e sera dita um x-lago quando a vizinhanca da curva correspondente a e

for do tipo faixa de Mobius. Denotaremos por S o niimero total de x-lacos.

Denotaremos por Q(ST’ P)(V, E) o conjunto de grafos com S x-lagos. Além disso, podemos
comparar W com (T, P) por W = 2T + P.

Teorema 2.34. ((9), p.15) Todo grafo G € Q(ST,P)(V, E) pode ser associado a um par (M,C),
onde C é um conjunto com E componentes de curvas fechadas simples e merqulhadas sobre

a superficie fechada M com género dado por

1—-V4+E+T, seM ¢ orientavel,
9(M) :{ 2

1-V+E+T)+P—-S8, seM énao-orientdvel.

Demonstra¢ao. Se P =S = 0, temos que g?T,O)(V7 E)=Gr(V,E) e, pela Proposicao 2.32,
G € Gr(V, E) pode ser realizado por um par (M,C) com g(M) =1—-V + E+ T, pela
Equacao (2.1).

Para P > 0 ou S > 0, o grafo G € QEQT’P)(V, E) pode ser realizado da seguinte

forma:

1. Primeiro, retire os S *-lagos e todos pesos (0, p;) do grafo G, obtendo um novo grafo
g e Q?TD)(V, E — S) que, pela Proposi¢ao 2.32, pode ser associado a um par (Y,C’),

onde Y é uma superficie fechada e orientavel com género

gYV)=1-V +(E—-S5)+T,



38

e C' ¢ um conjunto com E — S curvas simples fechadas e mergulhadas em Y.

2. Agora vamos realizar o grafo (]?Z P)(V, E — S) com os pesos p; nos vértices. Suponha
que existem V), vértices com pesos p; > 0 em G. Para cada uma das regioes U; de
Y, correspondente ao vértice v; € G com peso (0, p;), faca uma soma conexa de Y
com superficies fechadas e nao-orientaveis Z; de género p,;. Assim obtemos um par
(Z,C") associado ao grafo G” € Q?TJD)(V, E —5), onde Z é uma superficie fechada
nao-orientavel com género

Vi
9(Z)=29(Z)+ Y pj=201-V+(E-S)+T|+P.

Jj=1

3. Finalmente, podemos realizar o grafo G € Q(ST’ P)(V, E) com os S *-lagos. Suponha
que existem V; vértices com *-lacos no grafo G. Para cada um dos s; x-lacos retirados
do vértice v; e faga uma soma conexa de P com Z na regiao U; associada a v;, obtendo

a superficie fechada M com género
Vs

g(M)=g(Y)+) s;=2[1-V+(E-S)+T|+P+S=21-V+E+T)+P-S.
j=1

Assim, obtemos o par (M,C) associado a G € Q(ST7 P)(V, E), onde o género da superficie

nao-orientavel M é dado por
gM)=2[1-V+E+T]+P—-S5
como desejado. |

Corolario 2.34.1. ((9), p.16) Seja G € Q(STJD)(V, E) o grafo associado ao par (M,C), onde
M ¢é uma superficie fechada e C um conjunto de curvas fechadas simples e disjuntas sobre

M. Entao, a caracteristica de Fuler de M € dada por

o x\(M)=2(V—-FE—-T) quando M ¢ orientdvel.

o X(M)=2(V—-E—-T)—P+S, quando M € nao-orientdvel.
Demonstracao. Seja M orientavel, entao P =S = 0. Pela definicao de género, temos que
X(M) =2—2¢g(M), pelo Teorema 2.32 temos que g(M) =1-V+E4+T =1—(V-E-T),

de onde
xXM)=2-242(V-E-T)=2(V-FE-T).

Agora, seja M nao-orientavel. Pela defini¢do de género, temos que x(M) = 2 — g(M), pelo
Teorema 2.32 temos que g(M) =2—-2(V —E—-T)+ P — S, de onde

X(M)=2-2+2(V—-E-T)-P+8=2V—-E—-T)—P+3§,

concluindo a demonstragao. |
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3 SINGULARIDADES

Neste capitulo estudaremos a teoria bésica das singularidades, teoria que serve como
base para o resto do trabalho. Aqui dissecamos um pouco sobre os k-jatos, a Topologia

de Whitney, definimos aplicacoes estaveis e classificamos suas singularidades, baseado em

(10), (11) e (12).

3.1 k-JATOS

Dadas duas variedades suaves M e N e duas aplicagoes f, h : M — N que coincidem

em um ponto p, é util pensar no que acontece com as derivadas de f e h neste ponto.

Definicao 3.1. Sejam M e N variedades suaves e p € M. Suponha que f,h: M — N

sao aplicagoes suaves com f(p) = h(p) = q.

(1) f faz contato de primeira ordem com h em p se (df), = (dh), como aplicacdo
de T,M — T,N

(2) f faz contato de k-ésima ordem com h em p se (df) : TM — TN faz contato de
(k — 1)-ésima ordem com (dh) em todo ponto de 7, M. Denotamos isto por f Ly

em p (k é um inteiro positivo).

Com esta definicao, temos que f X fise f X h, entao h L f; por fim, se f Ehe

k - k . ko - o
h ~ ¢, entao f ~ . Com isto, temos que ~ é uma relacao de equivaléncia.

Definicao 3.2. Sobre a relacao de equivaléncia ﬁ, definimos o seguinte:

(1) Seja J*(M, N),, o conjunto das classes de equivaléncia sobre £ em p de aplicacoes
f:M — N com f(p) =gq.

(2) Seja J*(M,N) = U J¥(M, N), , (unido disjunta). Um elemento o € J*(M, N)
(p,q)EM XN
é dito um k-jato de aplicagoes (ou simplesmente um k-jato) de M em N.

(3) Seja o um k-jato, entdo existe p em M e ¢ em N para os quais o estd em J*(M, N),,.
p ¢é dito a fonte de o e ¢ é dito o alvo de 0. A aplicacdo o : J*(M, N) — M dada
por o — (fonte de o) é a aplicagao fonte e a aplicacao 3 : J*(M, N) — N dada

por o — (alvo de o) é a aplicagao alvo.

Note que dada uma aplicagao suave f : M — N, existe uma aplicagao canonica-
mente definida j*f : M — J¥(M, N) chamada de k-jato de f definida por j*f(p) = [flx,
sendo [f];, a classe de equivaléncia de f em J*(M, N), ¢(,). Mostraremos que j* f(p) ¢ uma
forma invariante de descrever a expansio de Taylor de f em p até ordem k tal que j* f(p)

¢ uma aplicacao suave.
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Note que J'(M,N) = M x N, entao f faz < contato com h em p se f(p) = h(p),
e j°f(p) = (p, f(p)) é simplesmente o gréafico de f.

Lema 3.3. ((10), p.37) Seja U um aberto de R™ e p um ponto em U. Sejam f,h:U — R™

L . k
aplicagoes suaves. Entao f ~ h em p se, e somente se,

ala\fj D) — ala\hj

ox® ox®
para todo multi-indice o = (v, ..., 0y) com o] <k el < j<m onde f; e h; sao as
fungoes coordenadas de f e h, respectivamente, e x1,...,x, sao coordenadas em U.
Demonstragao. Veja o Lema A.1. ]

Corolario 3.3.1. ((10), p.38) f e h: U — R™ tem contato de k-ésima ordem em p se, e

somente se, as expansoes de Taylor de f e h até (e incluindo) ordem k sao idénticas em p.

Seja A* o espaco vetorial de polindmios em n variaveis com grau < k que tém seu
termo constante nulo. Escolha as coordenadas para A os coeficientes dos polinémios.
Entdao A¥ ¢ isomorfo a algum espago Euclideano e ¢, desta forma, uma variedade suave.

Seja
B, = P AL
j=1

BF  também é uma variedade suave.

Sejam U um aberto de R" e f : U — R uma fungao suave. Defina T}, f : U — AF
por Ty (f)(zo) sendo o polinomio de grau k dado pelos primeiros k termos da série de

Taylor de f em zy apds o termo constante.

Seja V' um aberto de R™. Entao existe uma bije¢ao canénica

T,,:J*U, V)= UxV xB,,

U,

dada por
T, () = (w0, Y0, Tk(f1)(20), - - -, Te(fin)(70))

onde zy = a(o) (fonte de o), yo = (o) (alvode o), f: U — V ésuave e 0 = [f]i (f €
representante de o) e f; : U = R (1 < j <m) sdo as fungbes coordenada associadas a f.
Pelo Corolério 3.3.1, T}, |, estd bem-definida; id est, independe da escolha do representante

de classe f, e ¢ injetiva.

Dados zg € U, wy € V e (¢1(20),---,am(20)) € BE .,
h € C=(U,V) tal que h(z) = wo e Ty (h1)(20) = q1(20), - - -, Tk (hm)(20) = ¢ (20). Logo,
existe T € J*(U, V) tal que h representa 7 e T, (7) = (20, wo, Te(h1)(20), - - -, Te(hm) (20)).-

Isto posto, T, € sobrejetiva e, portanto, uma bijegao.

é possivel construir uma
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Lema 3.4. ((10), p.39) Sejam U e U’ abertos de R™ e sejam V e V' abertos de R™.
Suponha que ¢ : V. — V' e ¢ : U — U’ sao aplicagoes suaves com ¢ um difeomorfismo.
Entao,

T, (¢ )T UxV B, —U XV xB,,

v’ v/

€ uma aplicacao suave.
Demonstracao. Veja o Lema A.4. |

O Lema 3.4 nos diz que as mudancas de coordenadas sao suaves, o que prepara

para provar que o espaco dos k-jatos é uma variedade suave.

Teorema 3.5. ((10), p.40) Sejam M e N wvariedades suaves. Entao, J*(M,N) é uma

variedade suave com
dim J*(M, N) = dim M + dim N + dim B}, .

Demonstracao. Veja o Teorema A.5. |

3.2 TOPOLOGIAS DE WHITNEY

Sejam M e N variedades suaves e C°(M, N) o conjunto de aplicagdes suaves de
M em N. Fixe um inteiro ndo negativo k. Seja U um subconjunto de J*(M, N). Entao,

seja K(U) o conjunto
KU):={feC®M,N):j*f(M)cU}.
Lema 3.6. K(U)NK((V)=KUnNV).

Demonstragdo. Se f € K(UNV), entdao j*f(M) c UNV, de onde j*f(M) C U e
J*f(M) C V,istoé, f € K(U)e f € K(V), de onde f € K(U)N K(V). Por outro
lado, Se f € K(U)N K(V), segue que f € K(U) e f € K(V), de onde j*f(M) C U e
J*F(M) C V,isto é, j*f(M)cUNV,logo, f € K(UNV). [ |

Isto posto, podemos definir a topologia a seguir.

Proposigao 3.7. A familia de conjuntos {K(U)} onde U é aberto J*(M, N) forma uma
base para uma topologia em C*(M, N). Chamamos esta topologia de topologia C* de
Whitney.

Demonstragdao. Seja f € C®(M,N), temos que J*(M,N) ¢ aberto de J*(M,N) e
G*f(M) c J¥(M,N), entdao f € K(J¥(M,N)). Logo, para cada f € C®(M, N) existe
aberto U de J*(M, N) tal que f € K(U).
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Além disso, dados U,V C J¥(M, N) abertos tais que f € K(U) N K(V), temos do
Lema 3.6 que K(U) N K(V) = K(UNYV), entao existe um aberto W C U NV tal que
f € K(W). Portanto, {K(U)} com U C J*¥(M, N) aberto é base para uma topologia de
(M, N). n

Seja 7t : J(M,N) — J*(M, N) a aplicacdo canonica que leva um f-jato o €
JY M, N), representado por f, na classe de equivaléncia de f em J*(M, N), isto &,

Lema 3.8. K(U) = K((my)"Y(U)).

Demonstragio. Se f € K(U), entao j*f(M) C U, de onde 7;(j°f)(M) C U, assim
FEF(M) C (mh)~YU), isto &, f € K((mf)"*(U)). Por outro lado, Se f € K((m)"1(U)),
segue que j' f(M) C (7£)~1(U), de onde j* f (M) = mL(j°f) (M) C U,istoé, f € K(U). N

Pelo Lema 3.8, K(U) = K((mf)~1(U)) para todo aberto U em J*(M, N), ou seja,
denotando por Wj, o conjunto de abertos de C*°(M, N) na topologia C* de Whitney,
temos que W, C W, sempre que k < /.

Proposicao 3.9. A topologia C* de Whitney em C*°(M,N) é a topologia cuja base é
W =W
k=0
Esta base estd bem definida uma vez que Wy C W, sempre que k < (.
A demonstracao da Proposicao 3.9 é inteiramente analoga a demonstracao da

Proposigao 3.7. Para o resto do corpo do texto, muniremos C*°(M, N) da topologia C'*

de Whitney.

3.3 APLICACOES ESTAVEIS

Nesta subsecao definiremos a equivaléncia topologica entre duas aplicagoes suaves
entre variedades, singularidades de aplicagoes e classificaremos os tipos de singularidades

para 2-variedades.

Definigao 3.10. Sejam f,h € C*(M,N). Dizemos que f e h sdo topologicamente
equivalentes (ou A-equivalentes) quando existem difeomorfismos ¢ e k tais que ho ¢ =
ko f.

Proposicao 3.11. A A-equivaléncia € uma relacao de equivaléncia.

Demonstracao. De fato,
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1. as identidades id,; e idy s@o difeomorfismos. Logo, f é topologicamente equivalente

a f, uma vez que foidy =idyof.

2. Se f é topologicamente equivalente a h, entao existem difeomorfismos ¢ e k tais que
gol =Fko f. Mas como / e k sao difeomorfismos, £~! e k~! sao difeomorfismos tais

que fol~' =k~ 'og, de onde h é topologicamente equivalente a f.

3. Se f é topologicamente equivalente a h e h é topologicamente equivalente a h, entao
existem difeomorfismos ¢, k, p e ¢ tais que gol =ko f e hop = qgog. Mas como £ é
difeomorfismo, podemos escrever g = ko f o £~!. Substituindo na segunda igualdade,
obtemos hop = go (ko fol™), de onde ho(pol) = (qok)o f. Como a composi¢ao
de difeomorfismos é um difeomorfismo, entao f é topologicamente equivalente a

h. |

Definigao 3.12. Seja f € C*°(M, N). Dizemos que f é uma aplicagao estavel quando
existe um aberto U C C*°(M, N) contendo f tal que f é topologicamente equivalente a h,
para toda aplicacao h € U.

Desta forma, a A-equivaléncia separa o conjunto C*°(M, N') em dois conjuntos que

sao de interesse para o estudo das invariantes de aplicacoes entre variedades.

Definigao 3.13. Denotamos por £(M,N) o conjunto das aplicagbes estaveis e
por I'(M,N) o conjunto discriminante. O conjunto discriminante é definido por
L(M,N)=C>(M,N)\ E(M,N).

Definigao 3.14. Seja X um espaco topologico. Entao

(1) Um subconjunto ¥ de X ¢ dito residual quando ¢ a intersegdo enumerével de

subconjuntos abertos e densos de X. Dizemos que Z = X \ Y é um conjunto magro.
(2) X é dito um espago de Baire quando todo conjunto residual é denso.

Proposicao 3.15. ((10), p.44) Sejam M e N wariedades suaves. Entao, C*(M,N)

munido da topologia C'*° Whitney é um espago de Baire.
Demonstracao. Veja a Proposicao A.7. |

A partir do Teorema 3.15 obtém-se a continuidade de uma gama de aplicacoes

entre espacos de aplicagoes suaves munidos da topologia C*° de Whitney. Por exemplo:
o j*: C®(M,N) — C*(M,J*(M,N)), f > j5
e ¢: N — Zsuave: ¢, : C°(M,N) — C>®(M,Z), fr ¢of;

o X :C®(M,N)x C®(M,Z)— C®(M,N x Z); (f,g) = [ X g e sua inversa,
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e adi¢do e multiplicagdo C*°(M,R) x C*°(M,R) — C*(M,R), (f,9) — f+ge
(f,9) = [-g;

k
i (SkHCOO(MaN) %Cm(MkaNk)? (fla"'afk)'_)fl X ka-
j=1

Ou seja, o conjunto das aplicagoes suaves entre variedades munido da topologia C* de

Whitney é bem comportado para uma boa quantidade de aplicagoes.

Teorema 3.16. Se M e N sao superficies, entdao o conjunto E(M, N) é aberto e denso
em C*°(M,N).

Demonstracao. Seja f € E(M,N). Por definigao, existe um aberto U C C*(M, N)
contendo f tal que h é A-equivalente a f para todo h € U, ou seja, U é uma vizinhanca
de h tal que k é A-equivalente a h para todo k € U. Logo, h € E(M,N) e U C E(M, N).
Isto mostra que E(M, N) é aberto. A densidade de E(M, N) segue de dim M = dim N = 2
e da discuss@o em (10) na Segao 6 do Capitulo 6. |

Também podemos entender o Teorema 3.16 da seguinte forma: um elemento

genérico de C°(M, N) é estavel quando M e N sao superficies.

3.4 CLASSIFICACAO DE SINGULARIDADES

Para finalizar este capitulo, definiremos e faremos um estudo sobre as singularidades.

Definigao 3.17. Seja f € C*(M, N).

(1) Um ponto p € M ¢ dito ponto singular de f quando (df), : T,M — TN nao

tem posto maximo.

(2) Denotamos por ¥ f o conjunto de todos os pontos singulares de f, chamado conjunto
singular de f. A imagem f(2f) do conjunto singular de f é denotada por B(f) e

chamado de contorno aparente de f.

(3) O ponto p € M é um ponto regular de f quando p ¢ ¥f. O ponto ¢ € N é um
valor regular quando f~!(¢)NXf = @.

Tomando o € J¥(M, N) um k-jato entre M e N, temos que ¢ induz naturalmente
uma tnica aplicacao T,M — T, N, com p sendo a fonte e ¢ sendo o alvo de 0. A saber, se

f representa o, entdo (df), ¢ esta aplicacao induzida.

Definigao 3.18. Sejam o € J¥(M, N) e f um representante de o.

(1) posto(o) = posto(df)y;
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(2) S, ={o € JYM,N):posto(c) =~ —r}, com v = min{dim M, dim N}
Teorema 3.19. S, € uma subvariedade de J'(M, N) com
codimS, = (m—~y—r)(n—~vy—r),
onde m =dim M en =dim N.

Demonstragao. Veja (10), Teorema 5.4, pagina 61. |

Definicao 3.20. Dizemos f : M — N tem uma singularidade do tipo S, em p € M
quando posto(df), = y—r, com v = min{dim M, dim N }. Denotamos por S,(f) o conjunto
dos pontos p € M tais que f tem uma singularidade do tipo S, em p.

Notemos que o conjunto Sy(f) é o conjunto dos pontos regulares. De fato, se
p € So(f), entdo posto(df), = m, ou seja, (df), tem posto maximo e p é um ponto
regular; por outro lado, se p ¢ um ponto regular, entao (df), tem posto méaximo, ou seja,
posto(df), =m e p € So(f).

Teorema 3.21. S,(f) ¢ uma subvariedade M com codimensao codim S,.(f) = r* — 77,
sendo T = | dim M — dim N|.

Demonstragao. Veja a discussao feita apos a Proposi¢ao 1.4 em (10), pagina 144. |

Agora, restringiremos o estudo para o caso em que M e N sao superficies, isto é,
dim M = dim N = 2. Dada f: M — N, segue da discussao anterior que Sp(f) = M \ Xf.
Por S,.(f) ser subvariedade de M, temos que a dimensao de S,.(f) é no maximo 2. Temos

que 7 = 0; calculando a codimensao de S,(f) temos que:

e parar = 1, codim S;(f) = 12 = 1. Entao, por dim S;(f) = dim M —codim S;(f) = 1,

segue que Si(f) consiste de curvas de pontos singulares.

e para r = 2, codim Sy(f) = 22 = 4, 0 que nao pode ocorrer. Logo, S,(f) = @ para
todo r > 1.

Concluimos que as tnicas singularidades de aplicacoes entre superficies sao as do tipo Sy, ou
seja, S1(f) = Xf. Além disso, pela defini¢ao, p € S1(f) se, e somente se, dim ker(df), = 1,
ou seja, para cada p € Xf, ker(df), é uma reta. Isto posto, dado p € Xf, ou ker(df),
coincide com T,X f, ou ker(df), e T,Xf geram T, M. Isto posto, a Proposigao abaixo esta

provada.

Proposigao 3.22. ((11), p.46) Para cada p € Xf, uma das sequinte situagoes mutuamente

exclusivas acontece.

(1) T,2f @ ker(df), = T,M. Neste caso, p € dito um ponto de dobra;
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(2) T,2f = ker(df),. Neste caso, p € dito um ponto de cispide. [ |

Definigao 3.23. Dizemos que f : M — N é uma aplicagao de dobra quando todo
p € X f é ponto de dobra.

Também dizemos que f é excelente quando todo ponto p € M ou é um ponto de
dobra, um ponto de ctuspide ou um ponto regular de f. Como discutido anteriormente,

toda aplicacao entre superficies é excelente.

3.5 TRANSICOES DE CODIMENSAO 1

Nesta secao veremos como obter novas aplicacoes a partir de uma aplicagao dada,
baseado em (12). A A-equivaléncia separa o conjunto C*°(M, N) em vizinhangas abertas
de equivaléncia. Pelo Teorema 3.15, temos que E(M, N) é aberto e denso em C*°(M, N),

de onde o conjunto discriminante I'(M, N) tem interior vazio.

Definigao 3.24. Sejam f,h: M — N duas aplicagoes continuas. Uma aplicagao continua
H: M x[0,1] = N tal que
H(l‘,O) = f(l‘),

H(z,1) = h(z)

¢ dita uma homotopia entre f e h. Quando existe tal aplicacao, dizemos que f e h sao

homotdpicas.

Dadas f,h € £(M,N) homotopicas, seja H : M x [0,1] — N uma homotopia
entre f e h de modo que hg = H(-,0) = f, hy =h e hy = H(-,t) € C*°(M, N) para todo
t € [0,1]. Desta forma, o conjunto singular X f é deformado continuamente no conjunto
singular XA, assim como o contorno aparente Bf é deformado continuamente no contorno

aparente Bh.

Supondo que f e h em C*®(M,N) sao homotopicas, é possivel que f e h nao
pertencam a uma mesma componente conexa por caminhos de E(M, N), isto é, é possivel
que f e h nao sejam A-equivalentes. Se f e h s@o homotopicas e nao sao A-equivalentes,
entdo existe ¢ € (0,1) tal que h, € I'(M, N). Esta aplicacdo h, é dita uma transicao.
Note que existe mais de uma homotopia entre duas aplicagoes homotdpicas e que pode
existir mais de um valor ¢ € (0,1) tal que h, € I'(M, N).

Segundo (12), o conjunto discriminante I'(M, N') pode ser decomposto em diferentes
subconjuntos, chamados estratos. Uma transigao de codimensao 1 corresponde a uma
homotopia transversal a todos os estratos do conjunto discriminante I'(M, N). Segundo
(12), existem 10 estratos de codimensao 1 distintos, definidos a partir do resultado da

deformagao do contorno aparente.

Definicao 3.25. Os estratos de codimensao 1 sao:
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(3)
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Estrato L: referente a Labios. Essa transicao ocorre quando uma componente
singular com duas cispides que apontam para a mesma regiao regular se forma
a partir de uma regiao regular, de onde as cuspides possuem o mesmo sinal. A
orientacao da transi¢ao depende da orientacao da homotopia, sendo positiva quando
um par de ciispides surge e negativa quando um par de ctuspides desaparece. Esta

transicao aumenta o nimero de curvas singulares e de regioes regulares do dominio.
Figura 8 — Labios.

Fonte: Retirado de (14).

Estrato B: referente a Bicos. Essa transicao ocorre quando duas curvas de dobra,
bordos de uma mesma regiao regular, se tangenciam e se cindem em duas cuspides
que apontam para a mesma regiao regular, de onde as ctspides possuem o mesmo
sinal. Dependendo da orientagao da homotopia, esta transicao também faz surgir
ou desaparecer um par de cispides. Ainda, essa transicao pode mudar o género da

regiao regular.

Figura 9 — Bicos.

Fonte: Retirado de (14).

Estrato S: referente a Rabo de Andorinha. Essa transicao ocorre quando uma
curva de dobra passa por uma deformacao resultando em um ponto duplo e duas
cuspides que apontam para regioes regulares com sinais diferentes, isto é, as cispides

possuem sinais opostos.

Estrato DD*: referente a Tangéncia de Dobras (k € {0,1,2}). Estas transicoes
ocorrem quando o contorno aparente de duas curvas de dobra com orientagoes
opostas se tangenciam, gerando uma nova regiao de valores regulares. Em DD o
nimero de pré-imagens na nova regiao é zero; em DD' o nimero de pré-imagens na

nova regiao ¢ dois; em DD? o ntimero de pré-imagens na nova regiao ¢ quatro;
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Figura 10 — Rabo de Andorinha.

Fonte: Retirado de (14).

Figura 11 — Tangéncia de Dobras (DD°).

/"/_\““—*ﬁ ‘// — s
(L7775 . (775
“'—°‘\_ e / e

Fonte: Retirado de (14).

Figura 12 — Tangéncia de Dobras (DD').

———— \_.____— ——
{ - 2 — !

Fonte: Retirado de (14).

Figura 13 — Tangéncia de Dobras (DD?).
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Fonte: Retirado de (14).
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Figura 14 — Ponto triplo (PT" acima ¢ PT' embaixo).

Tl

Fonte: Adaptado de (12).

Figura 15 — Tangéncia de Dobras com Ctspides (CD').

/.k*\ )~\ B W
d — d — \

L N A

Fonte: Retirado de (14).

(5) Estrato PT*: referente a Ponto Triplo (k € {0,1}). Essas transicdes ocorrem
quando trés pontos duplos se encontram em um ponto triplo. O triangulo que some

nesta transicdo tem zero pré-imagens em PT? e duas pré-imagens em PT!.

(6) Estrato CD": referente a Tangéncia de Dobras com Cuspides (k € {1,2}).
Estas transigoes ocorrem quando os contornos aparentes de uma curva de dobra
e uma cuspide se tangenciam. Em CD! o nimero de pré-imagens dentro da nova
regido triangular criada apos a tangéncia é trés; em CD? o ntmero de pré-imagens

dentro da nova regiao triangular criada apoés a tangéncia é cinco;

Figura 16 — Tangéncia de Dobras com Ctspides(CD?).

) - ) e
)‘\ )‘\ )*\
\2 - & —> \I/
(R

Fonte: Retirado de (14).
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Neste trabalho focamos nas transi¢oes que alteram o conjunto singular, isto é, nas

transicoes Bicos e Lébios.

Um estrato de codimensao 2 é dito trivial quando é intersecao de dois estratos de
codimensdo 1 e nao-trivial caso contrario. Segundo (12), dadas duas aplicagoes estéveis e
uma homotopia H entre elas com uma transi¢cao de codimensao maior, ¢ possivel construir
outra homotopia H’ com uma sequéncia de transi¢oes de codimensao 1, de modo que o
efeito da transigdo de H é combinagao linear dos efeitos das transi¢oes de H' (Segao 4,

péagina 31).
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4 APLICACOES ESTAVEIS ENTRE SUPERFICIES FECHADAS

A partir deste capitulo, uniremos todas as ferramentas descritas até aqui com o

proposito de encontrar invariantes globais para as aplicagoes, baseado em (4).

Para o resto do texto M e N serao superficies diferenciéveis fechadas e conexas. Se
f € C>®(M,N) é uma aplicagao estavel, o conjunto singular ¥ f consiste de uma cole¢ao
finita de curvas fechadas, regulares e simples em M (veja (15), Lema 4b, pagina 378). As
curvas de ¥ f dividem a superficie M em um namero finito de regides conexas em M \ 3 f
tendo curvas de ¥f como bordo e s@o imersas (isto ¢, (df), ¢ injetiva em todo ponto
p € M) em N por f.

Ademais, o contorno aparente Bf é uma colecao de curvas fechadas em N com
auto-intersegoes (pontos duplos) e imagens dos pontos de cuspide de f. Se X f é conexo,

dizemos que f tem um contorno aparente irredutivel.

Observagao 4.1. Dada uma aplicagao estavel f € C°(M,N) e uma regiao regular
UC M\Xf,arestri¢do f|y de f em U é um difeomorfismo, pois (df), ¢ injetiva em todo
ponto p € M. Em outras palavras, f é um difeomorfismo local em uma vizinhanca de um

ponto regular.

Definigao 4.2. Sejam M e N superficies orientaveis e f : M — N uma aplicagao estavel.
Uma regiao regular U de M \ X f é dita positiva quando tem a orientagao preservada por

f e negativa caso contrario.

Notagao. U j+ denota o fecho de uma componente conexa de M \ ¥ f cuja orientacdo é
preservada por f e U;” o fecho de uma componente conexa cuja orientagao é invertida por

f. Denotaremos por
Mt =]JUuf e M~ =]Uy.
j k

Note que M e M~ sao superficies compactas com bordo. Além disso, M = MT UM~ e
Sf=MtNM".

Definigao 4.3. Dizemos que um ponto z;, € f~!(y) é positivo quando z;, € M e

negativo quando x; € M ™.

Agora, vamos definir um invariante homotodpico de aplicagoes continuas f : M — N.
Pelo Teorema da “Pilha de Registros” (Stack of Records Theorem, ver (16), Exercicio 7,

pagina 26), temos que f~!(y) ¢ um conjunto finito para todo ponto regular y € M.

Definicao 4.4. Sejam M e N superficies fechadas e orientaveis e f : M — N uma
aplicacao de classe C'. O grau local de f no ponto y, indicado por deg, f ¢ a diferenca

entre o nimero de pontos positivos e o niimero de pontos negativos em f _l(y).
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Teorema 4.5. Sejam M e N superficies orientdveis, de mesma dimensao, sendo N conezxa,
e f: M — N uma aplicagdo diferencidvel. Entdo o grau deg,(f) ¢ o mesmo, qualquer que

seja o valor reqular y € N.

Demonstragao. Veja (17) Teorema 2, pagina 34. [ |

Definigao 4.6. O numero deg, f do Teorema 4.6 ¢ o grau da aplicagao f, denotado por
deg f.

O grau é um invariante homotopico (ver (18), item (c), pagina 134, e Coroléario
4.25, pagina 361), ou seja, uma homotopia entre duas aplica¢oes em C'°(M, N) nao altera
o grau da aplicagao; como consequéncia, duas aplicagoes de graus distintos nao podem ser

homotopicas e nao podem ser A-equivalentes.

41 GRAFOS DE APLICACOES ESTAVEIS

Para o resto do capitulo, M e N serao orientaveis, além de fechadas e conexas. Seja
fe&(M,N). Aqui, assim como feito no Capitulo 2, Se¢do 4, temos um par (M, X f) com
M superficie fechada com curvas simples e disjuntas mergulhadas em M; entao podemos
associar um grafo G € Gy (V, E) a este par. Os vértices sao as regioes regulares de f e as

arestas sao as curvas singulares de f, isto ¢, curvas nas quais f nao tem posto maximo.
Definigao 4.7. Seja f € E(M,N). O grafo de f é o grafo G associado a (M, X f).

Proposicao 4.8. Seja f € E(M,N) e G seu grafo associado. Entao, G € bipartido.

Demonstragao. Seja M fechada, conexa e orientavel. Se M \ X f é conexo, entdao o grafo
G de f possui somente uma aresta, de onde G é bipartido. Caso contrario, M \ X f possui

um nuamero finito de componentes conexas.

Tomando p € X C M \ Xf, com X componente conexa, temos que det(df), # 0,
uma vez que p é um ponto regular. Assim, ou det(df), > 0 para todo p € X ou det(df), < 0
para todo p € X. De fato, se p1,p2 € X sdo tais que det(df),, <0 < det(df),,, segue do
Teorema do Valor Intermediario (veja (19), Teorema 24.2, pagina 154) que det(df), =0

para algum p € X, ou seja, p € X é um ponto singular, o que é uma contradicao.

Por fim, tomando p; € X; (regido positiva) e py € Xo, com 0X; N0Xs = € 3f,
temos que X, é uma regiao negativa, por M ser orientéavel. Assim, cada curva singular
¢ bordo de uma regiao que preserva orientagao e outra regiao que inverte orientagao, de
onde podemos atribuir sinais aos seus vértices correspondentes de modo que cada aresta
correspondente a cada curva singular liga vértices de sinais diferentes. Portanto, G é
bipartido. |

Teorema 4.9. O grafo de uma aplicagdo estdavel € um invariante por A-equivaléncia.
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Figura 17 — Exemplo de aplicagoes contorno aparente idéntico mas que nao sao equivalentes

(S =

(a) | (b)

Fonte: Retirado de (4).

Demonstra¢ao. Dadas duas aplicagoes equivalentes f,h € C°(M, N), existem difeomorfis-
mos ¢ : M — M e k: N — N que preservam orientacoes tais que ho ¢ = ko f. Podemos

reescrever h = ko fol ™t e f =k ' oho/. Pela Regra da Cadeia, temos que

(dh), = (dk) se-10) © (df o105 © (A7), (4.1)

(df)p = (A&~ ) nge)) © (dh) ey © (dE),. (4.2)

Como k e ¢ sao difeomorfismos, suas derivadas sao isomorfismos em todo ponto. Assim,
segue de (4.1) que (dh), nao tem posto maximo se, e somente se, (df ),-1(,) nao tem posto
maximo; e de (4.2) que (df), nao tem posto maximo se, e somente se, (dh)yp) nao tem
posto méaximo. Isto posto, se p € Lh, entao £~1(p) € X f. Por outro lado, se p € X f, entao
l(p) € 3Zh. Logo, Xh =L(Xf) e (M,Xf) é equivalente a (M, Xh).

Agora, tome p € /(M \ Xf), ou seja, existe ¢ € M \ X f tal que ¢(q) = p. Suponha
que p = £(q) € L(Xf). Como q ¢ Xf, existe r € Xf (r # q) tal que £(r) = p = {€(q), o
que contradiz o fato de ¢ ser um difeomorfismo. Logo, p € (M) \ ¢{(Xf) = M \ Xh. Por
outro lado, tome p € M \ Xh = ((M) \ 4(2f), isto &, p € {(M) e p ¢ {(3f), de onde
existe ¢ € M tal que £(q) = p ¢ {(Xf) e, consequentemente, que ¢ ¢ X f. Logo, existe
g€ M\ Xf tal que {(q) = p, de onde p € {(M \ Xf) e, portanto, (M \ Xf) = M \ Xh.

Se associarmos Gy a f e Gy a h, mostramos até agora que G; e Gy tém o mesmo
nimero de arestas e de vértices. Basta provar que as relagoes de adjacéncias sao mantidas
e os pesos dos vértices relacionados sao iguais. Dadas X7, Xo C M\ Xf e a € Xf
de modo que 0X; N IJXy = «, temos que X; U a U Xy é conexo por caminhos, logo
(X1 UaUXy) = 0(X,) Ul(a) UL(Xy) também o é e isso prova que as relagoes de
adjacéncias sao mantidas por ¢. Por fim, segue do Teorema da Classificacao de Superficies
(Teorema 2.27) que duas superficies s6 podem ser difeomorfas se tém o mesmo género,

logo, a divisao dos géneros das componentes conexas deve ser igual.

Portanto, G; e Gy sao isomorfos. [ |
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Definicao 4.10. A diferenca entre o nimero de regioes positivas e negativas seréd denotado
por Oy = VT — V= e a diferenca entre o peso positivo total e o peso negativo total sera
denotado por Oy = W+ — W~

Definicao 4.11. Seja f : M — N uma aplicacao estavel. Denotamos por

1. X(Mfi) a caracteristica de Euler de Mjit;

2. 0,(f) = x(M]) = x(M;) a diferenga de x (M) e x(M;).

Existem aplicacoes estaveis entre superficies fechadas e orientaveis cujo conjunto
singular é vazio. Se uma aplica¢ao possuir conjunto singular vazio e for sobrejetiva, dizemos
que é uma aplicagao de recobrimento. Segue deste fato que o grafo de aplicagoes de

recobrimento possui somente um vértice com W = g(M).

Proposigao 4.12. ((4), p.4) Seja f: M — N uma aplicagao de recobrimento com M e

N fechadas e orientdveis. Temos:

1. a caracteristica de Euler de M é x(M) = deg(f)x(N);

2. 0 género de M ¢é dado por g(M) = deg(f)(g(N) —1) + 1.

Demonstragao. Podemos decompor M em deg(f) regides M; de género g(N) — 2 e quatro
componentes de bordo, cobrindo N somente uma vez ao identificar os pares de componentes
de bordo (e.g. um (n — 2)-toro com 4 discos removidos, de modo que, ao identificarmos os

2 pares mais proximos, obtemos um n-toro), isto ¢, deg f|y;, = 1. Entao,

xX(M) = ZX(Mj)
= deg(f)(2 —29(M;) —4)
= deg(f)(2—2(g(N)—2)—4)
= deg(f)(2—2g9(N))
= deg(f)x(N).

Como x(M) =2 — 2g(M), segue que

2(1 = g(M)) = 2deg(f)(1 —g(N)) = 1-g(M) =deg(f)(1—g(N))
— —g(M) = deg(f)(1 —g(N)) -1
= g(M) = deg(f)(g(N) = 1) + 1,

concluindo a demonstragao. |
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Proposigao 4.13. ((4), p4) Se G € Gw(V, E) € o grafo de uma aplicagdo estdvel f entre

duas superficies fechadas e orientdveis, entao 6, (f) = 2(6y — Ow).

Demonstracao. A caracteristica de Euler de Mf é X(Mji) =2 2wji — Eji, onde wji e
EJi denotam respectivamente o género e o nimero de componentes de fronteira para cada
superficie M]jE Logo,

Vi

X(M*E) = "y (M) =2v* —2W* — E.

i=1

Entao, segue da Definicao 4.11 que

QX(f) = X(Mj+) - X(Mj_) - 2(9‘/ - QW)a
como queriamos. |

Proposicao 4.14. ((4), p.4) Se f € uma aplicagcao de dobra entre duas superficies fechadas
e orientdveis M e N, entao 0,(f) = deg(f)x (V).

Demonstracao. Seja f : M — N uma aplicacdo de dobra com deg(f) > 0 e Xf # @.
Denotamos por Ny o conjunto dos valores regulares de N e por M, a imagem inversa de
Ny contidas em M. Por f ser aplicacao de dobra, M consiste de componentes conexas R;
(j€{l,...,deg f}), sendo R; em My e Rj em M;", sendo que para cada regiao negativa

R, temos uma copia positiva Rj. Defina

M =M\ JR].
J

Entao,

SR CORICY)

X(M*) = x(M}) +x (U Rf) : (4.3)

Logo, x(M,") = x(M™) — x(M~). Como f[,;+ forma um recobrimento de N com grau

deg f, por M nao conter o conjunto singular X f, temos que

X(M,") = deg(f)x(N). (4.4)
Substituindo a Equagdo (4.3) na Equagao (4.4), obtemos x(M*) — x(M~) = deg(f)x(N)
e, pela Definigao 4.11, segue que 6,(f) = deg(f)x(N). |

Corolario 4.14.1. ((4), p4) Se G € Gw(V, E) é um grafo de uma aplica¢io de dobra
f:M — N com grau deg(f), entao

Oy — Ow = deg(f)(1 — g(N)).
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Figura 18 — Cuspides positivas e negativas.

_________________________________________

Fonte: Adaptado de (4).

Demonstra¢ao. Toda aplicagao de dobra é estavel (ver (10), Capitulo 111, Paragrafo 4,
pégina 87), pois podemos construir uma vizinhanga por meio de homotopias de modo que
as aplicacoes resultantes sejam de dobra e equivalentes. Entao, pelas Proposicoes 4.13 e
4.14, temos a igualdade deg(f)x(N) = 2(0y — 6y ), de onde

deg(f)(2 — 29(N)) = 2(0y — bw) —> Oy — Oy = deg(f)(1 — g(N)

o que conclui a demonstracao. |

Para N = S?, temos deg(f) = 0y — Oy, pois ¢g(S?) = 0. Para N = T, temos que
Oy = Ow, pois g(T) = 1.

4.2 EFEITOS DAS TRANSICOES DE CODIMENSAO 1

Agora iremos estudar e os efeitos das transi¢coes de codimensao 1 na topologia do
conjunto regular e no conjunto singular de um ponto de vista global, a saber, as transi¢oes

labios e bicos.

O conjunto singular em uma vizinhanca de qualquer ponto de cuspide x separa
M em duas regides pequenas imersas, uma positiva M e outra negativa M_ . Dizemos
que um ponto de cuspide x tem sinal positivo (ou negativo) quando f(M;) (f(M})) é
conexa em N \ Bf.

Em outras palavras, x é um ponto de cuspide positivo (negativo) se todos os pontos
de f(M;) (f(M;)) tém o mesmo namero de pré-imagens (exatamente 3, em uma pequena
vizinhanga de z, como mostrado na Figura 18). Denotamos por C* (C~) o ntimero total
de pontos de cuspide positivos (negativos).

As transi¢oes de codimensao 1 que mudam o nimero de ciispides e curvas singulares

sao as transigoes labios e bicos, sendo estas ultimas divididas em 8 casos diferentes:

1. B*: aumenta em 1 o ntimero de vértices em VF, arestas E e aumenta em 2 o

nimero de cuspides C*.

2. B,»*: diminui em 1 o nimero de vértices em V¥, arestas E e aumenta em 2 o

nimero de cuspides C*.
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3. B %: aumenta em 1 o peso em W#, diminui em 1 o ntimero de arestas F e aumenta

em 2 o nimero de ciispides C*.

4. B, *: diminui em 1 o peso em W7F, aumenta em 1 o niimero de arestas F e aumenta

em 2 o nimero de cispides C*.

A Tabela 2 mostra o incremento dos ntimeros de arestas, cuspides, vértices e pesos

relacionados as transi¢oes de labios e bicos, no sentido que o ntmero de ctspides cresce.

Tabela 2 — Efeito das transi¢oes labios e bicos nos invariantes.

! Lt L B | B/ |B " | B, | B/" | Bl | B," | B~

I

AFE 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1
ACT | 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0
AC™ | 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2
AVt 1 0 | 1 0 1 -1 0 0 0 0 0
AV— | 1 0 1 0 0 -1 0 0 0 0
AWT |0 0 0 0 0 0 1 0 0 -1
AW~ | 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0

Fonte: Retirado de (4).

A importéancia da decomposicao da transicao de bicos B esta na variacao do niimero

de arestas no grafo, que afeta o nimero de vértices ou pesos no grafo (ver Tabela 2).

Definigao 4.15. Seja I um invariante de f que pode ser obtido a partir de h por uma
transicao n € {L*, B, B} de codimensao 1. A diferenga Al = I(f) — I(h) é chamada

de incremento de I.

Para calcular I(f), podemos escolher uma aplicagao inicial A homotopica a f com
invariante I(h) conhecido. A partir dai, podemos calcular I(f) comecando por I(h) e

adicionando o incremento Al ao longo da homotopia de h a f.

Lema 4.16. ((4), p.7) Os incrementos dos nimeros de ciuspides, curvas singulares, regioes
singulares e o género total da regiao ao longo do caminho entre duas aplicacoes estaveis f

e h na mesma homotopia C*°(M, N) sao dadas, respectivamente, por
AE = L*+L +B " +B/~+B_"+B,)—(B;>"+ B, +B, "+ B} ),
AC = 2(Bf* +B,*+ B/ *+B,*+L%),
AV = LT +B T —B_ %,

AW = B *-B_ 7.
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Consequentemente,

N G I R S S i ok 1

ke{vw} je{—,+} ke{v,w} je{—+}
Aby = (L-+B~+B,7)—(LT+B/*+B,")
Aby = (BT B —(BLH+B,)

A@zzZM%—A%A—ﬂMG

Demonstragao. Note que Ay = A(XT —X7)=AXt —AX~, com X € {C,V,W}. O
resultado segue da Tabela 2 e da Proposicao 4.13. |

Teorema 4.17. ((4), p.8) Sejam f € E(M,N) uma aplicacio estivel e h € E(M, N) uma

aplicagao de dobra na mesma classe de homotopia de f. FEntao,

0 (f) +0c(f) = 0x(h)

Demonstracao. Se h é uma aplicagao de dobra, entao 0c(h) = 0e Oc(f) = Abc(f). Assim,

() = O(1) + D0(1) 2 0(1) = Abc(f) = 0(f) +0c(f) = O3(R),
onde a igualdade marcada por (x) segue da ultima igualdade do Lema 4.16. |

Corolario 4.17.1. ((4), p.8) Se h e f sao duas aplica¢ées de dobra na mesma classe de
homotopia de C>*°(M,N), entao 0, (f) = 6, (h).

Demonstragao. Por serem aplicages de dobra, temos que 0¢(f) = 6c(h) = 0. O resultado

segue do Teorema 4.17. ]

Exemplo 4.18. Ilustramos na Figura 19 as transi¢coes entre quatro aplicacoes estaveis da

esfera no plano. Em:

(a) a aplicacao possui trés curvas singulares, nenhum ponto duplo nem cuspides, cujo
grafo é do tipo Gy(4, 3);

(b) a aplicagdo com grafo Gy(3,2) pode ser obtida aplicando uma transi¢ao de bicos

B, em (a);

(c) a aplicagao com grafo Gy(4,3) pode ser obtida aplicando a transi¢ao labios Lt na

aplicagao (b);

(d) a aplicagdo é a projegao trivial da esfera, com grafo Gy(2,1), e pode ser obtida
aplicando uma transi¢ao labios —L* na aplicagdo (b) ou duas transigoes labios —L*

na aplicacao (c).

Exemplo 4.19. A Figura 20 ilustra quatro aplicagoes estéveis do toro em N. Em:
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Figura 19 — Exemplos de Transicoes Lt e B+,

Fonte: Retirado de (4).

Figura 20 — Exemplos de transigoes B'" e B, .

Fonte: Retirado de (4).
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(a) as aplicagbes dobra com duas curvas singulares, dois pontos duplos e grafo do tipo
Go(2,2) é composta por uma imersao do toro no 3-espago, uma proje¢ao do 3-espago

no plano e um mergulho do plano em N;

(b) a aplicagao de dobra com duas curvas singulares nao possui pontos duplos e pode

ser obtida aplicando uma transigao bicos B, ~ a aplicagao (d);

(c) a aplicagdo com uma curva singular possui dois pontos duplos e duas cuspides e
grafo do tipo G;(2,1). Esta aplicagdo pode ser obtida aplicando uma transigao bicos

BT a aplicagao (a);

(d) a aplicagdo com uma curva singular possui dois pontos duplos, quatro ctspides e seu
grafo é do tipo Gy(2,2). Esta aplicacao pode ser obtida aplicando duas transi¢oes

rabo de andorinha —S' a aplicagao (c).

4.3 INVARIANTES GLOBAIS

Agora veremos a relagao entre 6,, 0 e deg f para uma aplicacao estével.

Teorema 4.20. ((4), p.9) Se a aplicagao estdvel f: M — N tem grau deg(f), entdo
0 (f) + 0c(f) = deg(f)0y(N).

Demonstracao. Seja h uma aplicagao de dobra na mesma classe de homotopia de f. Entao,
deg(f) = deg(h). Pela Proposigao 4.14, temos que 6, (h) = deg(h)x(N); e pelo Teorema
4.17, segue que 60, (f) + 0c(f) = 05(h). Logo,

0. (f) + 0c(f) = deg(f)0x(N),

como querfamos provar. Note que o resultado nao depende da escolha de h na classe de
homotopia de f. [ |

Note que 0, (f) = x(M) —2x(M; ) e Oc(f) é a soma total dos sinais dos pontos de

cuspide de f. Logo, vemos que o Teorema 4.20 é equivalente ao Teorema de Quine:

Teorema 4.21. (Teorema de Quine). Sejam M e N superficies suaves compactas e
orientdveis e f: M — N excelente. Se py,...,p, $Go o0s pontos de cispide e ju(py) o grau

local no ponto de cuspide py, entao
X(M) = 2x(M7) + Y pu(pe) = deg(f)x(N).
Demonstracao. Veja (20). |

Proposigao 4.22. ((4), p.9) Se a aplicagao estdvel f: M — N tem grau deg(f), entao,

()~ () + 2 — deg(£) (1~ (). (4.5
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Figura 21 — Exemplos de contornos aparentes irredutiveis sobre o 3-toro.

a) b) NN/ S

Fonte: Retirado de (4).

Demonstragao. Pelo Teorema 4.20, temos que 6, (f) = deg(f)x(N) — 0c(f). Pela Pro-
posicao 4.13, temos 6,(f) = 2[0v(f) — Ow(f)]. Entdo, destas duas igualdades e de
X(N) =2(1 — n) obtemos

Oc(f)
2

0c(f)

Oy (f) = Ow(f) = deg(f)(1 —n) — = Ov(f) = Ow(f) + —— = deg(f)(1 —n),

com n = g(N). |

O proéximo resultado é uma consequéncia da Proposigao 4.22.

Corolario 4.22.1. ((4), p.9) Se Gw(2,1) € o tipo do grafo de uma aplicagdo estdvel
f:M — N com grau deg(f), entao

Oc(f)
>

Ow (f) = deg(f)(g(N) — 1) +

Consequentemente, se Ow (f) =0, entdo 0c(f) = 2deg(f)(1 — g(N)).

Demonstragao. Como G tem 2 vértices, segue que VT =V~ = 1, de onde 0y (f) = 0.

Agora, basta rearranjar a Equagao (4.5),

Oc(f)
2

0c(f)
5

—Ow (f) = deg(f)(1 —g(N)) — — —Ow(f) = deg(f)(9(N) —1) +

concluindo a demonstracao. |

Se N ¢é uma superficie fechada orientavel, segundo (21), cada aplicacao f €

C>®(M, N) é homotopica a uma aplicacao h € E(M, N) cujo contorno aparente é irredutivel.

Se f: M — N ¢é uma aplicagao de dobra de grau zero com contorno aparente
irredutivel, entao M~ é uma copia de M*. Consequentemente, pelas Definicoes 4.10 e

4.11, temos que 8y = Oy = 0, = 0 (veja a Figura 21).

Exemplo 4.23. A Figura 21 ilustra cinco aplicagoes de dobra de grau zero com contornos
aparentes irredutiveis, nenhum ponto duplo ou cispide sobre o 3-toro. Uma aplicagao de
dobra do 4-toro em (a) é homotopica a (b), mas ndo é homotopica a (¢). Também, sao

homotoépicas as aplicagbes dobra do 6-toro no 3-toro em (d) e (e).
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Proposicao 4.24. ((4), p.10) Seja f : M — N uma aplicagao estdvel com grau deg(f) e

contorno aparente irredutivel. Entao, o género de M é dado por

g(M) =2WT £ deg(f)(n—1) £ 970

Demonstrag¢ao. Se f : M — N é uma aplicacao estéavel com grau deg(f) e contorno

aparente irredutivel, entao £ = V* = V= = 1. Pelo Corolario 4.22.1, W+ — W~ =
0

deg(f)(n—1)+ ?C Pelo Teorema 4.17, W+ = g(M) — W~.

Substituindo a tltima igualdade na igualdade anterior, temos

g(M) —2W~ =deg(f)(n—1) + % — g(M)=2W" +deg(f)(n—1) + 670
Para W~ = g(M) — W™, temos que
W — g(M) = deg(F)(n — 1)+ © = g(M) = 2W* — des()(n 1) ~ °,

o que conclui a demonstracao. |
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5 APLICACOES DE SUPERFICIES FECHADAS EM P

Neste capitulo completaremos o estudo feito no Capitulo 4 para o caso em que
o contradominio é nao orientével, baseado em (3). Visamos generalizar os resultados ja
conhecidos de aplicagoes de dobra de superficies fechadas (nao necessariamente orientéveis)
a 2-esfera, feitos no Capitulo 4, para aplicagoes de dobra de superficies fechadas ao plano

projetivo P.

Como discutimos na Secao 4 do Capitulo 2, recordemos a divisao do peso W em
pares de pesos (T, P) e que quando a superficie dominio M é nao orientével e a forma
de associar grafos com estes pares de pesos. Além disso, temos duas possibilidades para
uma curva fechada v em M (Figura 7): ou a curva - possui uma pequena vizinhanga
homeomorfa a um cilindro; ou a curva « possui uma pequena vizinhan¢a homeomorfa a

uma faixa de Mobius.

De modo a ilustrar, utilizaremos a superficie “cross-cap” como modelo para o plano
projetivo e a soma conexa de duas superficies “cross-cap” como modelo para a garrafa
de Klein (Figura 22). Esta superficie é definida ao identificarmos os pares antipodais no

bordo do disco D? e é uma das definicoes equivalentes para o plano projetivo.

Figura 22 — Superficie Cross-Cap e a Soma Conexa de Duas Superficies Cross-Cap.

Fonte: Adaptado de (3).

Assim, para uma aplicacao estéavel f : M — P, precisamos adicionar uma * a cada
aresta do grafo de f que corresponda a uma curva singular de f possuindo uma vizinhanca
homeomorfa a uma faixa Mdbius. Note que tal aresta sempre determina um laco, isto é,

uma aresta com vértice inicial e final sendo um mesmo vértice do grafo.

Exemplo 5.1. A Figura 23 ilustra grafos e contornos aparentes com trés cispides de duas
aplicagoes estaveis a partir da garrafa de Klein (em (a)) e a partir de P (em (b)) ao P.
Aqui, vemos que as trés cuspides aparecem nas curvas possuindo vizinhanca homeomorfa

& faixa de Mobius. [ |

Exemplo 5.2. A Figura 24 exibe duas aplicagdes de dobra a partir de superficies fechadas
ao P, onde P > O:
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Figura 23 — Exemplos de grafos de aplicagoes estaveis com x-lagos.

0,09 \," &
®), O)T&/z 0

Fonte: Retirado de (3).

Figura 24 — Exemplos de aplicagoes de dobra e seus grafos.

O

P T (a)l(b) (036 A

Fonte: Retirado de (3).

(a) Aplicagdo da garrafa de Klein a P, com uma tnica curva singular e nenhum ponto
duplo, cujo grafo é do tipo 9?072)(2, 1). Como citado na Figura 22, a garrafa de Klein

K ¢é a soma conexa de dois planos projetivos P, de onde o género de K é 2;

(b) Aplicagao de uma superficie dada pela soma conexa do bitoro e uma garrafa de Klein
a P, com grafo de tipo Q?O’G)(Q, 1). Temos que P#T = P#P#P, de onde

K#2T = 2P#2T = 6P.
Esta aplicagao possui uma tinica curva singular e quatro pontos duplos. |

Denotamos por Dp uma regido simplesmente conexa (homeomorfa a um disco) em
[P, com fronteira vy, e por Fp = P\ Dp uma faixa de Mobius, que é o fecho do complemento
de Dp em P. Observe que v = Dp N Fp. Entao, podemos distinguir entre estes dois casos

possiveis de contorno aparente.

Definigao 5.3. Dizemos que uma aplicacao estavel f : M — P tem contorno aparente
planar quando existe uma aplicagao estavel h : M — P com h(3h) C Dp, onde os
conjuntos singulares ¥ f e Xh sao difeomorfos em M e os contornos aparentes Bf e Bh sao
difeomorfos em P. Caso contrario, dizemos que f tem contorno aparente nao planar.

Quando h(M) C Dp, dizemos que f é uma aplicagao estavel planar.
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Observagao 5.4. A Figura 23-(b) exibe uma aplicagao estével planar P — P com trés
caspides, que pode ser vista, localmente, como uma aplicagao para o plano (veja (22)).
Uma forma de modificar o nimero de cispides de aplicagoes estaveis P — P consiste
em tomar um caminho no espaco de aplicacoes P — P e fazer transicoes pelos estratos
convenientes de codimensao 1. Mas, todas tais transi¢oes alteram o niimero de ctspides
por dois (Ver Tabela 2). Pela Figura 23-(b), concluimos que nao existem aplicagoes de
dobra planares a partir do plano projetivo. Além disso, podemos afirmar que qualquer
curva singular possuindo uma pequena vizinhanca homeomorfa a faixa de M&bius tem
pelo menos um ponto de cuspide, logo, para qualquer aplicacao de dobra temos que S = 0.

Por simplicidade, denotaremos o tipo de grafo g?T’ P)(V, E) por Gir.py(V, E).

5.1 CIRURGIAS DE APLICACOES E GRAFOS

Classicamente, cirurgias sao uma técnica de obter novas variedades a partir de
uma variedade dada. A saber, seja M uma variedade de dimensao m = p + ¢q. E possivel
construir um mergulho S? x D¢ — M, sendo SP e DY a esfera p-dimensional e o disco
g-dimensional, respectivamente. Removendo de M o interior da imagem deste mergulho e
unindo DP™! x S771 a0 longo de SP x S971, que é o bordo de SP x D?, obtém-se uma nova

m-variedade M’.

A visualizacao deste processo em dimensoes menores é mais facil. Por exemplo,
dada uma esfera S?, temos duas op¢oes para cirurgias, construindo mergulhos S! x D! — S?
ou §° x D? — S? (dois discos bidimensionais). No primeiro caso, removemos um “cilindro”
ao longo do equador da esfera e colamos S° x D? ao longo dos bordos, resultando em duas
esferas disjuntas. No segundo caso removemos dois discos da esfera (uma calota superior e
outra inferior): se a orientagdo do mergulho nos bordos for igual, entdo colamos o cilindro
St x D! sem “tor¢ao” resultando em um toro T; se a orientacao do mergulho nos bordos for

inversa, colamos o cilindro S' x D! com “tor¢ao”, resultando em uma garrafa de Klein K.

Olhemos para o processo induzido, a partir de uma cirurgia, nas aplicacoes entre
superficies visando estabelecer uma técnica analoga a esta para os grafos. Observamos que
quando duas aplicagoes podem ser obtidas uma da outra aplicando transicoes, estas estao
na mesma classe de homotopia. As cirurgias sao uma forma de obter novas aplicacoes em

classes de homotopia diferentes.

Definicao 5.5. As principais cirurgias de aplicacoes estao descritas abaixo:

(1)) Cirurgia Horizontal de Aplicacoes Estaveis (C),): Dada uma aplicacao estavel
[ entre duas superficies M e N, uma ponte é um arco mergulhado 8 em N que
intersecta o contorno aparente em seus dois pontos finais (e em nenhum outro lugar),
assim como na Figura 25. A aplicagao estavel [3 é construida como segue. A ponte

intersecta Bl em seus pontos finais que denotamos por [(p) e I(¢), onde p e ¢ s@o
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i)

Figura 25 — Cirurgia Horizontal Local.

Fonte: Retirado de (3).

pontos singulares de [. Escolha pequenos discos em M centrados em p e ¢ e substitua
seus interiores por um tubo (i.e., um anel), conectando estes dois pequenos discos.
Como ilustrado na Figura 25, a aplicacao [ pode ser extendida sobre o tubo para
resultar na aplicagao estével [3. Em particular, quando M ¢ a uniao disjunta de
superficies P e Q e f e g denotam as restricoes de [ a P e a @), respectivamente,
com p € P e q € (@, chamamos a aplicacao estavel /g a soma horizontal de f e ge

a denotamos por f +, g. Em outras palavras | = fUge (fUg)s = f +n 9.

Cirurgia Vertical de Aplicagdes Estaveis (C,): E feita identificando dois
pequenos discos no dominio (quando existirem), ambos positivos ou ambos negativos
cujas imagens em N coincidem (veja a Figura 26), quando existirem discos com essa
propriedade. Estes discos sao substituidos por um tubo que é levado ao plano, com
uma curva singular pelo meio do tubo. Esta cirurgia adiciona uma curva disjunta
mergulhada ao contorno aparente. A aplicacao estavel [z ¢ dita a soma vertical de

f e g e a denotamos por f +, g.

Figura 26 — Cirurgia Vertical Local.

) s,
S

S s, |
@@, ), / &

Fonte: Retirado de (3).

As cirurgias de aplicacoes estaveis definidas acima induzem, de forma natural,

cirurgias entre os grafos correspondentes.

1.

A soma conexa de duas regioes com respectivos géneros g; e g produz uma regiao

conexa com género g + go.



Figura 27 — Exemplos de Cirurgias de Grafos.
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(s, O)ff /[if) .
g
J/ ) q) (g) (Ov q) (0: 2r + Q)i (—h)> &’ O)

Fonte: Retirado de (3)

2. A soma conexa de uma regiao orientada com género ¢t e uma regiao nao orientada

com género p produz uma regiao nao orientada com género 2t + p.

Entao, definiremos algumas cirurgias naturais entre grafos. Tais cirurgias podem
ser realizadas tanto identificando uma das arestas (e seus respectivos vértices) do grafo G
com uma aresta (e seus respectivos vértices) do grafo G,, quanto introduzindo uma nova

aresta que coneta um vértice do grafo G; com um vértice do grafo Gs.

Definigao 5.6. Uma cirurgia horizontal de dois grafos é feita identificando uma aresta
de um grafo com uma aresta do outro grafo. Isto gera um novo grafo e pode ser feita em

uma das seguintes formas:

1. A identificacdo de duas arestas, ambas terminando em vértices diferentes (isto é,
nenhuma dessas ¢ um lago) produz uma aresta que também termina em vértices
diferentes. Os pesos dos vértices envolvidos sao adicionados de acordo com as

seguintes regras (veja Figura 27-(a)):

(i) (s,0) 4 (¢,0) = (s +t,0);
(ii) (0,p)+ (0,9) = (0,p +q);
(iii) (r,0) + (0,p) = (0,2r + p).

2. A identificagdo de uma aresta que termina em vértices diferentes com um lago gera
um lago. O peso do vértice correspondente também seguem as regras acima (veja as
Figuras 27-(b) e 27-(c)).
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3. A identificacao de dois lagos produz um lago (veja as Figuras 27-(d), 27-(e) e 27-(f)),
onde os pesos dos vértices envolvidos sao adicionados de acordo com as seguintes

regras:

(i) (s,0) 4 (t,0) = (s+t+1,0);

(ii) (0,p) +(0,9) = (0,p+q+2).

Definigao 5.7. Uma cirurgia vertical de grafos consiste em unir dois vértices de grafos

diferentes com uma aresta (veja a Figura 27-(g)).

5.2 EFEITOS DAS TRANSICOES E CIRURGIAS

Nesta secao descreveremos como obter novas aplicacoes estaveis aplicando transigoes
de codimensao 1 convenientes ou cirurgias para outras aplicagoes estaveis. Os efeitos das
transicoes Labios e Bicos discutidas anteriormente ainda se aplicam neste caso. Entao,

consideraremos aqui somente um novo tipo de transi¢ao Bicos:

B. : nao afeta o nimero de componentes conexas nos conjuntos singular e regular, mas
muda o peso de dois vértices conectados pela aresta que corresponde a curva singular

na qual a transicao é feita.

Figura 28 — Transicao B..

i1

o—=o |
(0,0) (1,0) X

o——=0
(1,0) (0,0)

Fonte: Retirado de (3).

O novo tipo de transigao bicos esta localmente ilustrado na Figura 28, onde Z e
7, denotam (localmente) as regides regulares onde as transi¢oes sao feitas e o ntimero 1

representa o nimero de curvas singulares.

Exemplo 5.8. Na Figura 29 exibimos quatro aplicagoes estaveis, com seus grafos cor-
respondentes, ilustrando a acao das transicoes bicos que mudam os pesos e vértices do

grafo:

(a) Aplicacao da garrafa de Klein em P com grafo de tipo G(o,0)(2,2), com duas curvas

singulares.
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Figura 29 — Exemplos de transigoes Bicos B e B.

(0,0) /é _— (c) | (a) (070>I &

Fonte: Retirado de (3).

(b) Aplicagao da garrafa de Klein em P com grafo de tipo G(0)(1,1). Observamos
que, neste caso, a Unica curva singular nao torna a regiao regular desconexa. Esta
aplicacao possui dois pontos duplos e duas ciispides e pode ser obtido aplicando uma

transi¢ao bicos B} & aplicagdo (a).

(c) Aplicacao do toro em P com grafo de tipo Go,0)(2,2). Esta aplicacao tem dois pontos

duplos e duas curvas singulares decompondo o toro em dois cilindros.

(d) Aplicagao do toro em [P com grafo de tipo G1,0y(2,1). A curva singular separa um
disco e um toro com um buraco. Esta aplicacao tem dois pontos duplos e duas

cuspides e pode ser obtido aplicando uma transi¢ao bicos B a aplicagao (¢c). W

Lembramos que as transigoes bicos e labios sobre o plano alteram o nimero de
componentes singulares (veja (12)) e, portanto, o numero de arestas no grafo (veja Figura
29). Além disso, elas também podem alterar o nimero de vértices, assim como seus pesos

correspondentes.

No caso de aplicagoes com contradominio em P, as transi¢oes bicos B, podem alterar
o género das regioes afetadas sem mudar o ntmero de curvas singulares e componentes
regulares. Em tal caso, somente os pesos dos dois vértices afetados sao alterados, sem

alterar a soma total dos pesos.

Quando M é uma superficie orientavel conexa, a aplicacao f + g obtida por meio
de cirurgias é definida numa superficie conexa Z cujo género ¢ g(Z) = g(M) + 1, se Z
é orientavel e g(Z) = 2g(M) + 2, caso contrario. Se M é uma superficie ndao orientavel,

entao
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Uma cirurgia vertical adiciona uma nova componente conexa ao conjunto singular (veja
a Figura 30). No caso do grafo de uma cirurgia horizontal, o nimero de componentes
conexas do conjunto singular aumenta em 1 se os pontos finais p e ¢ estao na mesma
componente conexa do conjunto singular, ou diminui em 1 se p e ¢ estao em componentes

conexas diferentes do conjunto singular.

Figura 30 — Efeito da Cirurgia Vertical no Contorno Aparente.

Fonte: Adaptado de (3).

Dado um grafo bipartido do tipo Gr,p)(V, E) com pesos (t;,p;) em seus vértices,
podemos atribuir sinais + a eles e denotar por V1 (respectivamente V') o nimero total
de vértices com sinal + (respectivamente —), por 7" (respectivamente 77) a soma de
todos pesos t; correspondentes a vértices com sinal positivo (respectivamente com sinal
negativo) e por Pt (respectivamente P~) a soma de todos pesos p; correspondentes a

vértices com sinal positivo (respectivamente com sinal negativo).

Definicao 5.9. Um grafo bipartido G(7,p)(V, E) ¢é dito equilibrado quando satisfaz
D=Vr-V)—-(Wr—-W7)=0

Teorema 5.10. ((3), p.225) Um grafo bipartido G € Giro)(V, E) estd associado a uma

aplicag¢io dobra de uma superficie fechada e orientdvel M para R* (consequentemente de

grau 0 sobre S?) se, e somente se, é equilibrado.

Demonstragao. Veja (5), Teoremas 3.1, 4.2 e 6.2. Compondo a aplicacio M — R? que
realiza o grafo com uma projecao estereogrifica R? — S?, obtemos uma aplicacao de grau
0 sobre S2. [ |

Do Teorema 5.10 obtemos o seguinte corolario.

Corolario 5.10.1. ((3), p.225) Um grafo bipartido G € Giro)(V, E) estd associado a uma
aplicacao de dobra planar de uma superficie fechada e orientdvel M ao plano projetivo se,

e somente se, € equilibrado.

5.3 REALIZACAO DE GRAFOS PRE-FIXADOS

Agora, iremos determinar todos os grafos que podem ser associados a aplicagoes de

superficies fechadas a IP. Para este proposito, definimos algumas cirurgias convenientes.
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Cirurgia Mo6bius-Disco (MD, ou C,,,): Seja h : M — P uma aplicacao de
dobra com contorno aparente planar, como na Defini¢ao 5.3, cujo grafo associado é do
tipo G(r,p)(V, E). Escolhemos um ponto y no interior de Fp na imagem de h, quando
existir. Suponha que sua imagem inversa h~!(y) possui Q pontos em M, entao h='(Fp) ¢
a uniao de () faixas de Mobius mergulhadas em M que nao intersectam »h. Denotamos

pOr 71, . ..,%q os componentes de bordo de h™'(Fp) que sdo imagens inversas de y por h.
Podemos construir uma aplicagao planar a partir de A como segue:

Ao remover o interior de () faixas de Mobius em M obtemos uma nova superficie

M; com () componentes de bordo e género

no caso em que M; é nao orientavel, ou

g(M) —@Q
o) = L5,
caso contrario. Agora, colando um disco ao longo de cada componente de bordo, obtemos

uma superficie fechada My com género g(M;) = g(My).

A Figura 27-(h) ilustra a agao de uma cirurgia Mébius-Disco em um grafo. Obser-
vamos que a cirurgia resulta em uma mudanga de (0, 2r + ¢) para (r,0) no peso de um dos
vértices v do grafo. Também adiciona ¢ vértices extremos (folhas) de peso (0,0), todas

conectadas a v.

Estendendo a restricao h; da aplicagao h a M; sobre os discos B;, obtemos uma
nova aplicac@o (nao necessariamente estavel) ¢ : My — P, com v; € X¢ (5 € {1,...,Q}).
Agora, uma perturbagdo conveniente (por homotopia) de ¢ sobre algumas vizinhangas
das curvas 7;, resulta em uma aplicagao de dobra planar v; : My — P, onde as curvas
singulares 1), e h; restritas ao interior de M; coincidem (a menos de difeomorfismo) e o
conjunto {¢(m),...,¥1(yg)} C Dp consiste de curvas simples e disjuntas. Uma aplicagao
de dobra 1 : My — R2, agora, pode ser definida como a composicao ¢ = £ o 1;, onde
¢: Dp — R? ¢ um mergulho.

Figura 31 — Exemplo de Cirurgia Mobius-Disco (Strip-Disc).

(LO)I . @ « (1,0) (0,0)4.
010 = = (a) (b) o0y ==

Fonte: Adaptado de (3).
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Observacao 5.11. O resultado da cirurgia Mobius-Disco, definida acima, no grafo

associado consiste em substituir o peso (0, p;) por (r;,0), onde p; =2r;+¢q; >0 e

v
i=1

conectando g; vértices extremos (isto é, vértices de grau 1) com uma tnica aresta e pesos

(0,0) a cada vértice v; (veja as Figuras 27-(h) e 31).

Definicao 5.12. Dizemos que dois pares (t1, p1), (t2, p2) € Nx N sdo equivalentes quando

satisfazem uma das seguintes condic¢oes:

(1) t1 =ty =0e p; = po, OU

(2) t1,t2 #0 e 2p; + 1t = 2py + to.

Consideramos, agora, grafos com pesos (t;,p;) em seus vértices.

Definicao 5.13. Dizemos que dois grafos sao peso-equivalentes quando sao isomorfos

como grafos e os vértices tém pesos equivalentes, no sentido definido acima.

Defini¢ao 5.14. Um grafo Gr p)(V, ) é dito um grafo quasi-equilibrado quando ¢é

peso-equivalente a algum grafo equilibrado.

Observacgao 5.15. De forma direta, qualquer grafo equilibrado também é quasi-equilibrado,
uma vez que todo grafo é isomorfo e peso-equivalente a si mesmo. Também temos que,
dado um grafo quasi-equilibrado G € Gr,p)(V, E), segue do item (2) da Defini¢do 5.12
que qualquer grafo equilibrado peso-equivalente a este tem forma Gr_i p_or) (V, ), para
algum k£ € N.

5.3.1 Realizacdo de Arvores Quasi-Equilibradas

Definicao 5.16. Um grafo com uma tnica aresta é dito irredutivel. Um grafo do tipo

Gr,p)(2,1) é dito uma arvore irredutivel.

Observe que a soma horizontal ou vertical de dois grafos equilibrados resulta em
um grafo equilibrado. A soma horizontal de duas arvores irredutiveis resulta em uma

arvore irredutivel e satisfaz a relacao

Ch(g(Tl,Pl)(Qv 1)’ g(Tz,Pz)(2> 1)) = g(T1+T2,P1+P2)(2> 1)-

A soma vertical, entretanto, nao gera arvores irredutiveis por adicionar uma nova aresta.

Exibimos na Figura 32 quatro exemplos de aplicacoes de dobra em PP, associadas a
arvores irredutiveis, que podem ser obtidas por somas horizontais conexas de aplicacoes

estaveis. Precisamente:
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(a) A aplicacdo resultante tem grafo do tipo G(2:0)(2, 1), ¢ uma aplicacdo de dobra do
2t-toro com uma tnica curva singular e 4t pontos duplos, separando em duas copias
dos t-toros com um buraco. Esta aplicagao pode ser obtida a partir de t — 1 cirurgias

horizontais entre ¢ aplicacoes de dobra do bitoro em P.

(b) A aplicacao resultante tem grafo do tipo Go2p)(2, 1), ¢ uma aplicacdo de dobra do
2pP em P com uma tnica curva singular e 2p — 2 pontos duplos, separando em
duas copias do plP com um buraco. Esta aplicacao pode ser obtida a partir de p — 1
cirurgias horizontais entre p aplicagoes de dobra da garrafa de Klein em P, como na
Figura 24-(a).

(c) A aplicacao resultante tem grafo do tipo G 3k)(2, 1), ¢ uma aplicagao de dobra do
3kP em P com uma tunica curva singular e 4k pontos duplos, separando em um
k-toro com um buraco e um kP com um buraco. Esta aplicagao pode ser obtida
realizando k — 1 cirurgias horizontais entre k aplicagoes de dobra da soma conexa de

um toro com um plano projetivo em P, como exibido na Figura 31.

(d) A aplicacao resultante tem grafo do tipo Gr¢k121(2,1), € uma aplicagao de dobra
do (3k+4t)P em P com uma tnica curva singular e 4(k+t) pontos duplos, separando
em um k+t-toro com um buraco e um (k4 2¢)P com um buraco. Esta aplicagao pode
ser obtida pela cirurgia horizontal entre as aplicagdes de dobra (a) e (c), descritas

anteriormente.

Dado um grafo de tipo Girp)(V,E), com P = 2R* 4+ Q*, ao trocar o peso
(0,2r + ¢F) no vértice v pelo peso (r*,0) e conectando ¢* vértices de grau 1 ao
vértice v obtemos um grafo do tipo ng+R,0)(V +Q,E+Q).

Definigao 5.17. Os grafos de tipo ggT N R,O)(V+Q7 E+Q) obtidos, como descrito acima, do

grafo G € G p)(V, E), trocando pesos por vértices, sao chamados de grafos expandidos.

Lema 5.18. ((3), p.235) Uma drvore irredutivel do tipo Gir.py(2,1) € o grafo de uma
aplicagao de dobra f: M — P com contorno aparente planar se, e somente se, € um grafo

quasi-equilibrado.

A superficie M € orientdvel se, e somente se, P = 0. Ainda, o género de M ¢é

dado por T no caso em que M € orientdvel e por 2T + P caso contrdrio.

Demonstragao. Suponha que T € Gr,p)(2,1) é a arvore de uma aplicacdo de dobra
f : M — P com contorno aparente planar. Seja h uma aplicacao de dobra homotodpica
a f tal que h(Xh) C Dp (Disco contido em P). Denotamos por M+ e M~ as duas
regioes regulares de h e por @* o niimero de pré-imagens (por h) de y € Fp em M*

correspondendo ao vértice v*. Denotamos por R* o género das regides regulares de M=,
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Figura 32 — Exemplos de somas horizontais de grafos irredutiveis.
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Fonte: Retirado de (

o
S—

o complemento de QF faixas de Mdbius em M*. Entao o peso (0, P¥) em v* satisfaz
P+ =2R* +Q*.

Entao podemos aplicar uma cirurgia Mobius-Disco para substituir cada uma das
Q7 faixas de M&bius por discos, cujo bordo é uma curva singular para a nova aplicacao
de dobra h : My — P, onde M, é uma superficie orientével, com grafo expandido do tipo
Q(STJFR’O)(Q +Q,1+ Q), tendo V; = QT + 1 vértices de sinal negativo e Vot = Q= + 1
vértices de sinal positivo, correspondendo a pesos T = T+ 4+ R*. Segue do Teorema 5.10

que este grafo deve satisfazer
W =Vo) = (T5 = T;) = 0. (5.1)
Substituindo V;* e T§ na equacio (5.1) resulta em

(Q +1)—(Q*+1)) = (T*+RY) = (T~ +R")) = 0

— QR +1-Q"—-1)—(TT+R*"—T"—R") = 0
— QQT—Q )+ (TT—T)+(R"—R™) = 0.
Isto posto, temos que o grafo é quasi-equilibrado. Ainda mais, caso R = R~ = 0, o grafo

é equilibrado.
Se T é um grafo quasi-equilibrado, entao existem cinco casos diferentes para os

pares de peso em seus dois vértices:
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1. (¢,0),(t,0): O grafo pode ser realizado como na Figura 32-(a).
2. (0,p), (0,p): O grafo pode ser realizado como na Figura 32-(b).
3. (k,0),(0,k): O grafo pode ser realizado como na Figura 32-(c).

4. (0,p),(0,2g + r), com p = g+ r: O grafo pode ser realizado como a soma conexa de

duas aplicagoes de dobra, uma com pesos (0, ¢), (¢,0) e a outra com pesos (0, r), (0,7).

5. (t,0),(0,2¢ + 1), com t = g+ r: O grafo pode ser realizado como a soma conexa de

duas aplicagoes de dobra, uma com pesos (g, 0), (¢,0) e a outra com pesos (r,0), (0,7).
[ |

Agora, estenderemos este resultado a arvores com nimero arbitrario de vértices.

Lema 5.19. ((3), p.235) Seja M uma superficie fechada. Toda drvore T € Grpy(V,V —1)
associtada a uma aplicacao de dobra M — P com contorno aparente planar é quasi-

equilibrada.

Demonstra¢ao. A demonstragao é analoga & demonstragao do Lema 5.18. Suponha que
T € Gir,p)(V,V —1) é a arvore associada a aplicagao f : M — P, com sinais + e — em seus
vértices e contorno aparente planar. Seja h uma aplicagao de dobra homotopica a f tal
que h(Xh) C Dp. Denotamos por M* a unido das regides regulares de h correspondendo
aos V* vértices do grafo. Para y € Fp, denotamos por Q* o ntimero de pré-imagens de y
em M¥* e R* o género da regiao orientavel M*, complementar as QF faixas de Mobius
em M?*. Logo, o peso P* satisfaz P = 2R* + Q*.

Agora, podemos aplicar a cirurgia Mébius-Disco para substituir cada uma das Q*
faixas de Mobius por um disco, obtendo uma aplicacao de dobra fy : My — P, associada
ao grafo expandido G’ € g(eﬂR,O)(V +Q,V —1+Q), onde M, é orientavel. Seu grafo
tera Vo© = Q + VT vértices positivos e V= = Q1 + V'~ vértices negativos com pesos

correspondentes 75 = T+ 4+ R*. Segue do Teorema 5.10 que este grafo satisfaz
(Vo™ = Vo) — (T5 = T) = 0. (5.2)
Substituindo os valores de V;* e T na equacdo (5.2), obtemos
(@ +VH) - (@ +V ) - ((T"+R) - (T"+ k7)) = 0
— Q +VT—Q" -V )—(T*T+Rt"—-T-—-R) = 0
— (V= V) =@ -Q)-(T"-T")-(R"=R") = 0.

Por fim, segue dessa igualdade que o grafo é quasi-equilibrado. Particularmente, quando
RT = R~ = 0 o grafo ¢ equilibrado. [ |
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O Lema 5.19 nos diz que toda arvore associada a uma aplicacao de dobra planar
M — P é quasi-equilibrada. Vejamos a afirmacao contréria, isto é, que toda &arvore

quasi-equilibrada é o grafo de uma aplicacao de dobra planar M — P.

Lema 5.20. ((3), p.236) Seja M uma superficie fechada. Toda drvore T € G py(V,V —1)
quasi-equilibrada € o grafo de uma aplicacao M — P com contorno aparente planar. A

superficie M € orientdvel, com género T, se e somente se, P = 0.

Demonstrag¢ao. O caso P = 0 segue do Corolario 5.10.1. Logo, podemos supor P > 0.
Suponha que T € Gip,p)(V,V — 1) seja uma arvore quasi-equilibrada com sinais + e —.

Entao ha uma arvore equilibrada 7" € Girir)(V,V — 1) satisfazendo

VI=V)—(T"-T")—(R"=R")—(Q"-Q7) =0, (5.3)
onde o0s pesos (O,pj.[) nos vértices v]i satisfazem 103E = 27“;—L + qu, com rji,qf > 0 sao
v+ v
nimeros inteiros tais que R = Z rj, Q* = Z qj e P* =2R* + Q*.
j=1 j=1
Agora, podemos construir uma arvore auxiliar 7" € Gz, 0)(Vo, Vo — 1) como segue:

+
J
pesos (0,0) ao vértice v (veja a Figura 27-(h)). Entdo 7" = T+ + R*, Vi" = VE + QF

e da Equagao (5.3) eles satisfazem (V," — V; ) — (T — T, ) = 0. Ou seja, 7" é uma

arvore equilibrada (com Py = 0). Entao, a partir do Corolario 5.10.1 temos que existe uma

Mudamos o peso (0, pf) do vértice U;-t por (r5,0) e conectamos ¢ vértices extremos com

aplicagao de dobra h : My — PP, onde M, é uma superficie orientada com género g(M) =
T, + Ty, cujo grafo ¢ T”. Observe que a regiao regular da aplicacdo h, correspondente a
cada um dos novos vértices extremos Q* em 7", ¢ homeomorfa a um disco cujo bordo é

uma curva singular que corresponde a uma aresta extrema.

Agora, construimos uma nova aplicagao de dobra g : M — P com o grafo G do tipo
Gr,p)(V, E) da seguinte forma: Removendo os discos Dy, k € {1,..., QF}, com QF = ;.t,
cujos bordos sdo as curvas singulares correspondentes as arestas extremas com peso (0, 0),
resulta em uma superficie My com Q + ~ componentes conexas «;, j € {1,...,Q}, em
seu bordo. Agora, colando uma faixa de Mobius ao longo de cada um desses componentes
de bordo, obtemos uma superficie fechada nao orientada M, com género (pelo Teorema
5.3)

gM)=21-V+(V -1)+T+R)+Q=2T+ 2R+ Q) =2T+P.

Agora podemos estender a aplicacao de dobra g em cada uma das faixas de Mobius coladas,
de forma que g e h coincidam em M, e k seja um mergulho de cada faixa de Md&bius Fj
em P, conforme ilustrado na Figura 31. Obtivemos, portanto, uma aplicagao de dobra

f: M — P, cujo grafo coincide com 7. [ |

A partir dos Lemas 5.19 e 5.20, podemos concluir que:
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Teorema 5.21. ((3), p.237) Seja M wma superficie fechada. Uma drvore T € Girpy(V,V —

1) € o grafo de uma aplicagao de dobra M — P com contorno aparente planar se, e somente

se, € um grafo quasi-equilibrado.

5.3.2 Realizacao de Grafos Quasi-Equilibradas com Ciclos

Veremos primeiro como realizar qualquer grafo com no méaximo dois vértices. Os

exemplos a seguir, ilustrados na Figura 33, correspondem a aplicagoes de dobras com

contorno aparente planar:

. O grafo Gp1)(1,0) é realizado pela identidade do plano projetivo.

. O grafo G10)(1, E) com E = 1 é realizado por uma aplicacdo de uma superficie
que é a soma conexa de um toro com uma garrafa de Klein em P, com uma curva
singular e 8 pontos duplos no contorno aparente. Para implementar £ > 1, basta

aplicar E — 1 cirurgias verticais convenientes (veja Figura 33-(a)).

. O grafo G1)(1,E) com E = 1 ¢é realizado por uma aplicagao de uma superficie
que é a soma conexa de um toro com uma garrafa de Klein em P, com uma curva
singular e 4 pontos duplos no contorno aparente. Para obter £/ > 1, podemos aplicar

E — 1 cirurgias verticais (veja Figura 33-(e)).

. O grafo G(p,0)(2, E) com E =1 é realizado pela projecao da 2-esfera no plano com
uma tnica curva singular, sem pontos duplos, nem cispides, composta com qualquer
mergulho do plano em P. Para E = 2 pode ser realizado por uma aplicacao de S?
em P, com uma curva singular e 2 pontos duplos no contorno aparente. Para £ > 2,
precisamos apenas aplicar F — 2 cirurgias verticais convenientes (veja a Figura 33-(c)

para superficies orientadas ou as Figuras 33-(d) e 33-(h) para nao orientadas).

. O grafo G(90)(2, E) com E/ =1 ¢é realizado por uma aplicagao de T em PP, com duas
curvas singulares e 2 pontos duplos no contorno aparente. Para F > 1, podemos

aplicar £/ — 1 cirurgias verticais convenientes, conforme ilustrado na Figura 33-(b).

. O grafo G(p9)(2, E) com E =1 é realizado na Figura 24-(a). Para realizar este grafo

com F > 1, podemos aplicar F — 1 cirurgias verticais como na Figura 33-(f).

. O grafo G 1y(2, E) com E =1 é realizado na Figura 31-(b). O caso E > 1, é obtido

como resultado de E' — 1 cirurgias verticais convenientes (veja Figura 33-(g)).

Agora, aplicando cirurgias horizontais convenientes entre as aplicacoes acima e

aquelas na Figura 27, podemos realizar qualquer grafo quase-equilibrado do tipo Gir.py(2, E)

por uma aplicacao de dobra com contorno aparente planar, onde cirurgias verticais

convenientes podem adicionar um ntmero arbitrario de arestas.

Como consequéncia, podemos afirmar o seguinte:
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Figura 33 — Exemplos de grafos com, no méximo, dois vértices.

Fonte: Retirado de (3).

Teorema 5.22. ((3), p.238) Qualquer grafo do tipo
g(O,l)(]-v 0)7 g(l,O)(L E)a g(071)(1a E)v g(2,0) (27 E)7 g(l,l) (27 E)7 g(0,2)<2a E) ou g(O,U) (27 E)

€ o grafo de uma aplicagao de dobra com contorno aparente planar de uma superficie
fechada M em P.

Corolario 5.22.1. ((3), p.238) Qualquer grafo quasi-equilibrado do tipo G € Gippy(2,E) €
o grafo de uma aplicacao de dobra com contorno aparente planar de uma superficie fechada

M em P.

Observe que um grafo bipartido G € Girpy(V, E) é um grafo quasi-equilibrado se,

e somente se, qualquer uma das suas arvores maximais é quasi-equilibrada.

Teorema 5.23. ((3), p.238) Um grafo bipartido G € Grpy(V,E) € o grafo de uma
aplicacao de dobra com contorno aparente planar de uma superficie fechada M em P se, e

somente se, € quasi-equilibrado.

Demonstracao. A demonstragao de que qualquer grafo bipartido quasi-equilibrado pode
ser o grafo de uma aplicacao de dobra de uma superficie fechada em P com contorno
aparente planar é analoga a demonstracao do Lema 5.19. Por outro lado, a demonstragao
de que qualquer grafo bipartido associado a uma aplicagao de dobra f : M — P com

contorno aparente planar é quasi-equilibrado é analoga & demonstracao do Lema 5.18. W

Teorema 5.24. ((3), p.238) Qualquer grafo quasi-equilibrado € o grafo de uma aplicagao

de dobra de uma superficie fechada em P com contorno aparente planar.
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Demonstragao. Sejam G € G p)(V, E) um grafo quasi-equilibrado com 3(G) ciclos e
T € Grpy(V, E — $(G)) uma arvore maximal quasi-equilibrada de G. Pelo Lema 5.19,
existe uma aplicacao de dobra f : M — P com contorno aparente planar associada
a 7. Uma aplicagdo de dobra associada ao grafo G pode ser obtida aplicando 5(G)
cirurgias verticais convenientes criando as curvas singulares correspondentes as ((G)

arestas removidas. [ |
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho foi estudada a associacao de grafos a aplicagoes A-estaveis e o
processo de realizagao de grafos por aplicagoes A-estaveis, como tema principal. Primeira-
mente determinamos alguns invariantes para o caso entre superficies fechadas e orientaveis,
no Capitulo 4, e depois estendemos o estudo para o caso nao-orientavel, olhando para as

aplicagoes sobre o espago projetivo P, no Capitulo 5.

Pelo Teorema de Classificagao de Superficies (Teorema 2.27), o caso de aplicagoes
entre superficies fechadas est4 completamente compreendido pelo escopo do texto aqui
escrito. Os grafos associados a aplicagoes estaveis tém como funcao diferenciar duas
aplicagoes que possuem contornos aparentes idénticos, além de codificar informagoes sobre

os dominios das aplicagdes, como o género e a Caracteristica de Euler.

Em (10) é discutido que o conjunto das aplicagoes estaveis, dependendo das
variedades em questao, pode ser vazio — conclui-se, também, que o caso aqui estudado é

muito bem comportado.

Este estudo pode ser estendido por alguns caminhos. Ezxempli gratia, é possivel
estender o estudo para imersoes suaves no plano a partir de superficies compactas, conexas
e com bordo, como feito em (22); ou para aplicagoes do plano ao plano, como feito em

(23). Ambos sao extensoes sobre as propriedades da superficie no dominio.

Outra forma de estender o estudo é alterando as dimensoes das variedades envolvidas.
Em (24) sao estudados os invariantes locais para aplicagoes de superficies no 3-espago; em
(25), os invariantes semi-locais para aplicagoes de 3-variedades no plano; e, em (26), os

invariantes para aplicacoes de superficies 3-variedades no 3-espago.

A associagao de grafos neste dltimo caso difere da associacao feita aqui em alguns
pontos. Por exemplo, o conjunto singular X f é composto de superficies, entao é necessario
adicionar pesos as arestas do grafo, para representar o género dessas superficies; além
disso, os pesos dos vértices representa o nimero de componentes conexas do bordo da

regiao regular correspondente.
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APENDICE A - DEMONSTRACOES OMITIDAS

Neste apéndice estao reunidas todos os resultados omitidos e as demonstragoes
omitidas no Capitulo 3, resultados estes retirados de (10), exceto quando especificado o

contrario.

Lema A.1. Seja U um aberto de R™ e p um ponto em U. Sejam f,q: U — R™ aplicacoes

. k
suaves. Entao f ~ g em p se, e somente se,

ol f; 0) = dllg;

ox® ox®
para todo multi-indice o = (aq,...,0p) com |a| < k el < j < m onde f; e g; siao as
fungoes coordenadas de f e g, respectivamente, e x1,...,x, sdao coordenadas em U.

Demonstracao. Prosseguiremos por inducgao sobre k. Para k =1, f A g se, e somente se,
(df ), = (dg), e isto acontece se, e somente se, as primeiras derivadas parciais de f em p
sao idénticas as primeiras derivadas parciais de g em p.

Suponha que o resultado vale para k — 1. Sejam vy, ..., y, as coordenadas de R"

em U x R" =TU. Entao (df) : U x R* — R™ x R™ = TR™ é dada por

(ZL’,y) = (f(x)vfl(y)a tet 7fm(y))

onde
-3
8;1:k
Analogamente para (dg).
Por hipotese (df) (dg) em todo ponto (p,v) € {p} x R". Por indugao, as

derivadas parciais de (df) em pontos (p,v) € {p} x R™ sdo iguais as derivadas parciais de

(dg) nestes mesmos pontos. Seja o uma n-upla de inteiros nao-negativos com |a| < k — 1,

Entao _
olelf ololg
o p,v) = Oz (p,v).

Calculando em v = (0,...,1,...,0) com o 1 na j-ésima coordenada. Entdo, temos que
a\alaf B ala\ag

0r*0x; P/ = 0z20x; P
Todas as derivadas parciais de f e g de ordem < k sao obtidas desta forma.

Se as derivadas parciais em p de f e g sao idénticas para todo |a| < k, entao as
derivadas parciais de (df) e (dg) sao idénticas para todo |a| < k — 1, isto &, (df) i~y (dg),
de onde f L g em p. (Lema 3.3) |

Lema A.2. Seja U um aberto de R™ e V um aberto de R™. Seja fi,fo : U — V e

g1, G2 - V — R aplicacdes suaves tais que g1 o fi e ga o fo estejam definidas. Seja p € U e
k k . k

suponha que f1 ~ fo emp e g1 ~ g2 em q = fi(p) = [2(p). Entao g1 o fi ~ g20 fo em p.
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Demonstracao. A demonstragao segue por inducao sobre k. Para k = 1, basta aplicar a
Regra da Cadeia:

d(g1 0 f1)p = (dg1)g(dfr)p = (dg2)q(df2)p = d(g2 © f)p-

Suponha verdadeiro para k — 1. Agora aplique a Regra da Cadeia utilizando a hipotese

indutiva que
(dgy) o (dfy) "~ (dgs)  (dfz)

em todos os pontos (p,v) € {p} x R™. Portanto, g; o f; L g2 © fo em p. [ |

Proposicao A.3. Sejam M, N, P e Q) variedades suaves.

(1) Seja h: N — P uma aplica¢io suave; entdo h induz uma aplicagdo
h, : J¥(M,N) — J*(M, P)

definida como seque: Seja o em J*(M,N),, e seja f : M — N representante de o.
Entio h.(c) = [ho fli em J*(M, P), -

(2) Seja a: P — Q uma aplicagio suave. Entio a, o h, = (a o h). como aplicagoes de
JE(M,N) — J*(M,Q) e (idy), = id k(v Logo, se h € um difeomorfismo, h, é

uma bije¢ao.
(3) Seja g : P — M um difeomorfismo suave; entao g induz uma aplica¢ao
g*: J*(M,N) — J*(P,N)

definida como segue: seja T em J*(M,N),, e seja f: M — N representante de T.
Entao g*(1) = [f o glx em J*(P,N)y-1(p).4-

(4) Seja b:Q — P um difeomorfismo suave. Entao b* o g* = (gob)* como aplicagies de
JE(M,N) — J*(Q,N) e (idy)* = id sk (ar,n) de modo que g* € uma bijecao.

As informacgoes dos itens acima estao ilustradas no diagrama abaixo. Além disso, as

Wy n

aplicacoes “x” superior e inferior comutam.

Demonstracao. Sejam fq, fo : M — N aplicagoes suaves tais que f; L fo,h: N = P
aplicacao suave e g : P — M difeomorfismo. Como h Khe g L g, temos pelo Lema A.2
que ho f L ho foe fiog L f20 g, logo as aplicacoes h, e ¢g* independem da escolha do
representante de classe e estao bem definidas.

(2) Considere idy : N — N. Tomando um k-jato o € J*(M, N),, e f seu representante,

temos que (idy).(0) = [idy of]x em J*(M, N),,, mas como

(idy of)(x) = idn(f(2)) = f(2)
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Figura 34 — Diagrama das defini¢des dos asteriscos.

M ! y N
P

gob bC >a aoh
Q

JE(P,N) & JE(M, N) b JE(M,P)
b* % N o
J*(Q,N) JH(M, Q)

Fonte: Imagem produzida pelo autor.

para todo € M, temos que [idy of]x = [f]x em J*(M, N),,, de onde (idy). = id 7x(ar, )
Agora, considere h: N — P ea: P — Q e tome um k-jato o € J*(M, N),, arbitrario

com [ seu representante. Assim, temos que h.(o) = [ho f] em J*(M, P),n €

(@ 0 hi)(0) = ax(hu(0)) = [a o (ho [l = [(aoh)o flx = (a0 h).(0),

de onde a, o h, = (a o h),. Por fim, se h é um difeomorfismo, temos que

(h_l)* O h* = (h_l ©] h)* = (ldN)* = ldJk(M,N)

hoo(h™"), = (hoh™), = (idp). = id k(. p),
ou seja, (h71), = h;! e h, é uma bijegao.

(4) Considere idy; : M — M. Tomando um k-jato o € J¥(M, N),, e f seu representante,

temos que (idy)*(0) = [f o idy] em J*(M, N), ,, mas como

(f eidar)(z) = flidy(2)) = f(2)

para todo x € M, temos que [f oid]i, = [f]r em J*(M, N),,, de onde (idys)* = id 7k (ar, )
Agora, considere g : P — M e b: Q — P e tome um k-jato o € J*(M, N),, arbitrario

com [ seu representante. Assim, temos que g*(c) = [f o gk em J*(M, P) 1), €

(b" 0 g")(0) =b"(g7(0)) = [(f o g) o bl = [f o (g0 b)]r = (9 0b)"(0),

de onde b* o g* = (g o b)*. Como g é um difeomorfismo, temos que

(97 og"=(gog ") = (idp)* = id s
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g olg ) =(gog ") = (ida)* = id s (ar,m),
ou seja, (¢71)* = (¢*)~! e g* é uma bijecao.

Resta mostrar que os asteriscos comutam. Como ho (f og) = (ho f)o g, temos
que [(ho f)ogly = [ho(fog)lk deonde

g'h(o) = [(ho f)ogl =[ho(fog)lk = h.g*(0),
para o k-jato arbitrario. Portanto g*h, = h.g*. |

Lema A.4. Sejam U e U’ abertos de R™ e sejam V e V' abertos de R™. Suponha que

h:V =V'egqg:U— U sao aplicagdes suaves com g um difeomorfismo. Entao,

T, (g )VhTUxVxB: —U xV xB,,

Ul
€ uma aplicacao suave.
Demonstragio. Seja D = (xo, Yo, f1(T),..., fm(z)) com f; € A (1 < j < m). Defina

f:U—=R"por f(z)=yo+ (fi(x — x0),..., fm(z — x0)). Entao, temos que f(xy) = yo.
Seja 0 = [flk € J*(U,V)(20,90)> desta forma T}, , (o) = D. Agora

(97") hu(o) = j*(ho fog™")(wo).
Assim
T, (g ) hT7HD) =T, (" (ho f o g~) ()
— (9(w0), hlyo), Tu((h o f 0 g™)1)(g(x0)), -, Tulh o f 0 g™ )m)(g(0),
onde (ho fog™);: U — R sao as fungdes coordenada de ho fog™: U — R™.
Para mostrar que esta aplicacao é suave basta mostrar que a aplicagao

UxV xBE =~ — AF
D — Ti((hofog™);)(g(xo))

é suave.

Seja ¢ = ho fog ! Entao

g,

ox™

Ti(6)(g(x0)) = Y

1<|al<k

(9(0))(x — g(20))

ol o .
Para mostrar que D — Tj(¢;)(g(xo)) é suave basta provar que D <aa ¢J) (g9(x0))
In()é

levando U x V' x B}, em R ¢ suave para cada multi-indice o tal que o] < k. Isto ¢é feito
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pela Regra da Cadeia e indugdo em [ = |a|. De fato, (9!%l¢;/02%)(g(w)) é soma e produto

de termos da forma )
Oh; of; agj_
8yk; (IO 9y awk (O)’ aﬂjk (g(l‘o)>

onde y1, . .., Ym sao as coordenadas em R™ e h;, g; sao as fungoes coordenadas determinadas

por h e g respectivamente. Cada um destes termos variam suavemente com D; logo

laf g
(68 ¢J> (g9(xp)) varia suavemente com D. (Lema 3.4) u
:L‘Oé

Teorema A.5. Sejam M e N wvariedades suaves. Entao

(1) J*(M,N) é uma variedade suave com

dim J*(M, N) = dim M + dim N + dim B}, .

2) a: JYM,N) = M, B: JM,N) = N eaxfB: J(MN) = MxN sio

submersoes.

(3) Se h: N — P € suave, entio h, : J*(M,N) — J*(M, P) é suave. Se g: M — N é
um difeomorfismo, entao g* : J*(N, P) — J*(M, P) é um difeomorfismo.

(4) Seg: M — N € suave, entao j*g: M — J*(M,N) € suave.

Demonstragao. (1) Sejam U o dominio para uma carta ¢ em M e V o dominio para uma
carta 1 em N. Sejam U’ = ¢(U) e V' = (V). Entao,

(™) s JHUV) = JHU', V)

Tyy =T, ,0 (07U JHU,V) = U x V' xBE .

u,v u’,v’
Muna J*¥(M, N) a estrutura de variedade induzida declarando que 7, é uma carta.

Para ver que esta estrutura estd bem-definida basta checar o que acontece nas
- . P .
sobreposicoes. Sejam ¢1, ¢, Uy, Vi, Uj, V] os dados para uma outra carta Ty, v, - Disso,

note que
TUI,VI © (TU,V>_1 - TU{,VII © (qbfl)*(z/}l)* © (w*)_l(ﬁ* © Tl—;jlvl

_ —1 * -1 —1
- TU{,VI’ © (¢1 © ¢) (1/}1 © w )* © TU’,V’
uma vez que as aplicagoes “*” superior e inferior comutam. Esta ultima aplicacao é suave

pelo Lema 3.4.

(2) Em coordenadas locais « tem a forma

(soaort) (D)= [poao () og T | (D)= [peaoci o fog)os™] (x)
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onde f é definida pelo Lema A.2. Logo, (¢ oo 7-U_1> (D) = 2o uma vez que aoj*g = idy,

,V
para qualquer aplicagao g. Entao o é uma aplicagao suave e uma submersao. Similarmente,

[YoBoji("ofop)od™] (xo)
= [(Wov ™o fo(dog™)(z0)
= f(iCo) =1%o

(voBor, ) (D)

uma vez que 3o j*g = ¢ para toda aplicacao g. Logo B também é uma aplicacao suave e
uma submersdo. Uma vez que T{, (M x N) ~T,M &T,N, a x 3 : J*(M,N) = M x N

¢ uma submersao.

(3) Sejam U o dominio para uma carta ¢ em M, V o dominio para uma carta ¢ em N
e W o dominio para uma carta ) em P. Sejam U’ = ¢(U), V' = p(V) e W = p(W).
Olhando para as cartas 7, de J*(M,N) e 7, de J*(M, P), a representacao local de h,
é dada por

U7Wh*TU_,‘1/ = (TU,’W/ o (¢—1)*w*)h*(TU,,V, o (¢_1)*90*)_1

= (T 0 (07 P)ha((pa) 0" 0 T

UI,V/ )

= T, ,.° (07 rog)*(hohop),oT

v’ v’

=T o(pohop),oT !

U’ w/’ vt

PorT,, , eT,  serem lineares, 1) e ¢ serem cartas e h ser suave, segue do Lema 3.4 que
a representacao acima ¢ suave. Pela arbitrariedade do dominio das cartas, segue que h, ¢é
suave. Pela Proposicao A.3, temos que se g é um difeomorfismo, entao ¢g* é uma bijecao,
logo, basta olhar para a forma local de g* e (¢*)~! e concluir pelo Lema 3.4 que ambas

S0 suaves.

(4) Considere j*g : M — J*(M, N). Suponha que g : R® — R™. Entao,
k. mDn k n m\ _ mn m k
jbg:R" = JHR, R™) = R" x R™ x BF

e é dada por
7" g(x0) = (w0, g(wo), (T*g1)(x0), - -, (T gum) (20))

onde gy, ..., gm sdo as fungdes coordenadas de g. Agora T*g; ¢ uma fungio suave sendo
somente a soma de derivadas parciais das g;. Entdo, localmente j¥g é uma fungao suave.
Com o uso padrao das cartas dadas acima, segue que j*g é suave como aplicacao de
M — J*(M, N). (Teorema 3.5) [ |

Lema A.6. (28) Seja A um subconjunto aberto e conexo de um espago de Banach E, (f,)
uma sequéncia de aplicagoes diferencidveis de A em um espago de Banach F. Suponha

que:
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(1) existe um ponto xy € A tal que a sequéncia (fn(xg)) converge em F';

(2) para todo ponto a € A, existe uma bola B(a) de centro contido em A de modo que

em B(a) a sequéncia (f,) converge uniformemente.

Entao para cada a € A, a sequéncia (f,) converge uniformemente em B(a); ademais, se,

para cada x € A, f(z) = lim f,(x) e g(z) = lim f(x), entao g(x) = f'(x) para cada
n—00 n—00

x e A

Demonstracao. Veja (28), (8.6.3), pagina 163. [

Proposigao A.7. Sejam M e N variedades suaves. Entao, C*°(M, N) munido da topologia
C*> Whitney € um espago de Baire.

Demonstragdo. Para cada inteiro k escolha uma métrica dj, em J*(M, N) de modo que
(J¥(M, N),dy,) é um espago métrico completo. Seja Uy, Uy, ... uma sequéncia de conjuntos

abertos e densos de C*(M, N) e seja V um outro aberto de C*°(M, N).

Mostraremos que
V(U # 2.
j=1

Uma vez que V é aberto na topologia C*> de Whitney, existe um subconjunto aberto
W C J*¥(M,N) tal que K(W) C V e K(W) # @. E suficiente mostrar que

Mmﬂﬁ%#&

j=1
Escolhemos indutivamente uma sequéncia de fungoes fi, fa, -+ € C°°(M, N); uma
sequéncia de inteiros ki, ks, .. .; e, para cada j, um aberto W; C J% (M, N) satisfazendo:

(CLZ') fZ € K(W) N ﬁ K(W]) N Ui;

(ci) (i>1)ds(j°fi(x),j°fimr(z)) < 2%,, paratodox € M e 1 < s <i.

Primeiro mostramos que ao efetuar as escolhas acima o teorema pode ser demons-
trado. Defina ¢*(x) := lim 7°f;(x). Este limite existe pois J*(M, N) munido de ds é um
espaco métrico completz)_)g,o para cada x, a sequéncia j° f1(x), j°f2(x),... é uma sequéncia
de Cauchy em J*(M, N) pela condigao (c;). Note que j°f;(z) = (z, fi(x)), entao podemos
definir g : M — N com ¢°(z) = (z,g(x)). Se g é suave, entao o resultado est4d demonstrado.
De fato, cada f; estd em K (W) por (as), logo g = zllglo fi(x) € K(W). Por (bs), W foi
escolhido de modo que K(W,) C U, e, por (a,), cada f;, para i > s, foi escolhido de
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modo que f; € K(W,). Como s é arbitrario, g € K(W) N ﬂ U, de onde segue que a
j=1
intersegao é ndo vazia, ou seja, a intersecao dos U; é um aberto e denso de C*°(M, N).

Pela arbitrariedade na escolha da sequéncia (U;)32,, segue que C°°(M, N) é um espago de

Baire.

Agora, mostramos que g é suave. Escolha x € M e vizinhangas compactas K de x
e L de g(x) com g(K) C L. Ao escolhermos K e L pequenos, podemos supor que estao
contidos em vizinhancas de cartas e, entao, via estas cartas, K e L sao subconjuntos
de R™ e R™, respectivamente. Uma vez que a métrica d, é compativel com a topologia
em J°(M,N), segue da condi¢do (cs) que g° converge uniformemente em K. Usando

. - . ~ Il
coordenadas locais, vemos que as funcoes coordenadas de j°f; sao 27 fj para |B| < s.

Logo, localmente, % f; converge uniformemente em K. Segue do Lema A.6 que
o8l fi olPlg
oxf — 0xP

em K para todo |3| < s. Como s é arbitrario, todas as derivadas parciais de g existem em
x, na realidade, ¢°(z) = j°g(z) e g é suave.

Por fim, mostramos que é possivel escolher f;, k; e WW; indutivamente satisfazendo
as condigoes (a;), (b;) e (¢;). Como K (W) é aberto e ndo-vazio e U; é denso, podemos
escolher f; em K(W)NU;. Logo, a condi¢ao (a) é satisfeita. Como U; é aberto e f; € Uy,
podemos escolher k; > 0 e um aberto W, C J* (M, N) de modo que f; € K(W),) e
K(W,) C U;. Logo, a condicdo (b;) é satisfeita e a condigdo (c;) ¢ satisfeita por vacuidade.
Agora, supomos por inducao que as escolhas foram feitas atendendo as condigoes (a;), (b;)
e (¢;) para todo 1 < j <i—1. Escolheremos f; atendendo as condigoes (a;) e (¢;) podemos
escolher k; e W; de modo que (b;) seja satisfeita como feito anteriormente. Considere o

conjunto

(2

dy(5°9(2), J* fimr (2)) < 21
D;=<{geC™(M,N)

para 1 < s <1 e para todo x € M.

Se D; é aberto, entao

i—1
E;=KW)n (KW, N D;
j=1

é aberto. Temos que f;_1 € D;, pois ds(j°fi—1(x), 7 fi1(x)) =0 < %, e, pelas condi¢oes
(ai—1) e (bi—1) da hipdtese indutiva, temos que f;_; € K(W) e f,_1 € K(W,) para todo
1 <j<i—1. Logo, fi.1 € E;. Como E; é aberto e nao-vazio e U; é denso, podemos
escolher f; € U; N E;. Pela definigdo de E;, a condigao (a;) é satisfeita e, pela definigao de
D;, a condigao (¢;) ¢é satisfeita. Agora, basta mostrar que D; é aberto em C*°(M, N). Seja

F, = {g e C®(M,N) : dy(j°g(x), 7 fi_1(z)) < %,VI € M} .
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Como D; = F; N---N F;, basta mostrar que Fy é aberto em C*(M, N). Agora, defina
B, = o7 (x) N By i (j° fi—1(x)) onde o : J*(M,N) — M & a aplicacao fonte e

Bya*fia(0) = {7 € FOLN) s o Fse) < 5}
Seja

G = UBx.

zeM

Tomando f € Fj, temos que ds(j°f(x),7°fi—1(x)) < % para todo z € M, de onde
j°f(z) € B, C G para todo x € M, de onde j°f(M) C G, ou seja Fy C K(G). Por
outro lado, se f € K(G), entdo j°f(M) C G de onde dy(5° f(z), j° fi-1(x)) < % e feF;
Portanto, Fy = K(G). Seja 0 € G e © = (o). Note que a aplicagdo ¥ : M — R definida
por q — d(j°fi—1(q), j° fi—1(x)) é continua. Logo,

e (2 (49)

1
¢ um conjunto aberto de J*(M, N), onde ¢ = 5 —dy(0,7° fica(x)) > 0. Ainda, HN Bs/s(0)
¢ aberto e contém o, de modo que se H N B;/(0), a demonstragao esta completa. Seja
T € H N Bss(0), logo

ds(7,7° fic1(a(T)))

IN

ds(7,0) +ds(0, 7° fi1(x)) + ds(5° fir(2), 5° fima(a(0)))
) 1 )

< § + (E — 5) + 5
1

57

concluindo a demonstragao. (Proposi¢ao 3.15) |
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APENDICE B — ARVORES COM ATE 8 VERTICES

De modo a ilustrar a Tabela 1, construiremos aqui, de forma indutiva, as arvores
T € G(V,V —1) com V € {1,...,8}, todas distintas a menos de isomorfismo. As
construgoes sao feitas escolhendo vértices de um dado grau e adicionando uma aresta e

um vértice a este.

Para V' € {1,2, 3}, é simples: temos que a arvore com 1 vértice tem 0 arestas, isto
é, consiste de somente um ponto; a arvore com 2 vértices é construida adicionando uma
aresta e um vértice a arvore de 1 vértice; por fim, a arvore com 3 vértices é construida
adicionando uma aresta e um vértice a arvore de 2 vértice, observando que independente

da escolha de vértice as arvores resultantes sao isomorfas.

Para V = 4, temos duas opcoes distintas de onde adicionar um vértice e uma

aresta:

1. ou adicionamos aos vértices finais, isto é, os vértices de grau 1;

2. ou adicionamos ao vértice do meio, isto é, o vértice de grau 2.

A Figura 35 abaixo ilustra os 4 primeiros casos.

Figura 35 — Arvores com V < 4.

V=091lelV=2e—|V =3 —e—0

Fonte: Imagem produzida pelo autor.

Agora, precisamos fazer uma distin¢ao entre os tipos de arvores resultantes.

Definicao B.1. Seja T € G(V,V —1). Dizemos que T é uma drvore tipo linha quando
V =1 ou quando tem V — 2 vértices de grau 2 (ou, equivalentemente, 2 vértices de grau
1) quando V' > 2. Denotamos por T = Ly .

Da Definigao B.1, podemos escrever
Q(l,O) = {£1}7 g(27 1) = {CQ} € g(372) = {‘63}

Definicao B.2. Seja T € G(V,V — 1), com V > 3. Dizemos que T € uma drvore tipo

estrela quando quando tem 1 vértice de grau V — 1. Denotamos por T = Sy .
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Figura 36 — Arvores com V = 5.

1

Fonte: Imagem produzida pelo autor.

Da Defini¢ao B.2, podemos escrever G(4,3) = {L4,S4}. Para V = 5, temos 3
possibilidades (Veja a Figura 36):

1. Adicionar uma aresta e um vértice a um dos vértices de grau 1 de L4, resultando em

Ls;
2. Adicionar uma aresta e um vértice ao vértice de grau 3 de Sy, resultando em Ss;

3. Adicionar uma aresta e um vértice a um dos vértices de grau 2 de L4, ou adicionar
uma aresta e um vértice a um dos vértices de grau 1 de S;. Note que, independente

da escolha, as arvores resultantes sao todas isomorfas.

A Figura 36 acima ilustra o caso V = 5.

A arvore resultante do terceiro caso € um novo tipo de arvore, dito tipo lagarta.

A notagao para este caso nao sera explicitada por simplicidade.

Para V' = 6, temos 6 possibilidades (Veja a Figura 37):

1. Adicionar uma aresta e um vértice a um vértice de grau 1 de L5, resultando em Lg;
2. Adicionar uma aresta e um vértice ao vértice de grau 4 de S, resultando em Sg;

3. Adicionar uma aresta e um vértice a um vértice de grau 2 adjacente a um vértice
de grau 1 de L5. Também pode ser obtido ao adicionar uma aresta e um vértice ao

vértice de grau 1 adjacente ao vértice de grau 3 da arvore tipo lagarta;

4. Adicionar uma aresta e um vértice ao vértice de grau 2 adjacente aos vértices de

grau 2 de Ls;

5. Adicionar uma aresta e um vértice ao vértice de grau 1 adjacente ao vértice de grau
3 da arvore tipo lagarta. Também pode ser obtido ao adicionar um vértice e uma

aresta a um vértice de grau 1 de Sg;
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6. Adicionar uma aresta e um vértice ao vértice de grau 2 adjacente aos vértices de

grau 3 da arvore tipo lagarta;

Figura 37 — Arvores com V = 6.

Fonte: Imagem produzida pelo autor.

Para os casos V' € {7,8}, omitiremos a explicacao das escolhas de vértices, por

brevidade. As Figuras 38 e 39 ilustram estes casos.

Figura 38 — Arvores com V = 7.

L S
T

Fonte: Imagem produzida pelo autor.
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Figura 39 — Arvores com V = 8.

5 T
ey

Fonte: Imagem produzida pelo autor.

V =

Alguma dessas arvores descritas pode ser a arvore geradora de um grafo associado
a uma aplicagao estavel, ressaltando que mais de uma dessas arvores pode ser a arvore

geradora de um mesmo grafo.
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