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RESUMO

Este trabalho € sobre Otimizacdo Multi-objetivo. Apresentamos os conceitos basicos,
as condicdes de otimalidade e trés técnicas de escalarizacdo para a construcao de solugdes de
problemas de otimiza¢do com dois objetivos.

Duas dessas técnicas, o Método das Somas Ponderadas e a Escalarizagao Classica de Tchebychev
sdo de amplo conhecimento dos estudiosos da drea. A terceira, a Escalarizacdo de Tchebychev
ao Longo de Raios, que se trata de uma modificagdo da Escalarizacdo Classica de Tchebycheyv,
serd discutida em detalhes.

Apresentamos as principais caracteristicas dessas escalarizagdes, suas limitacdes e fazemos

comparacdes com a utilizacdo de exemplos numéricos.

Palavras-chave: Otimizagio Multi-objetivo. Otimo de Pareto. Frente de Pareto. Método
das Somas Ponderadas. Escalariza¢do de Tchebychev.



ABSTRACT

This dissertation is about Multiobjective Optimization. We present the basic concepts,
the optimality conditions and three scalarization techniques for constructing the solutions of
optimization problems with two objectives.

Two of these techniques, namely the Weighting Sum and the Classic Tchebychev Scalarization
are well known by the specialists. The third, the Tchebychev Scalarization Along Rays, which is
a modification of the Classic Tchebychev Scalarization, is broadly descussed.

We present the main features of those scalarizations, their weaknesses and compare them through

numerical problems.

Keywords: Multiobjective Optimization. Pareto Minimum. Pareto Front. Weighting Sum.

Tchebychev Scalarization.



LISTA DE SIMBOLOS

Seja v = (vy,-+-,v,) € R™ Neste trabalho, v > 0 significard v; > 0, i = 1,...

v > 0 significardv; >0, 1 =1,....n.

conv(X) = envoltéria convexa do conjunto X C R”
intX = interior do conjunto X C R"

V f(x) = gradiente da fun¢do f no ponto z € R™

H f(z) = matriz hessiana da func¢do f no ponto = € R”
npp = nimero de pontos de Pareto

tnc = incremento

1 = contador
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1 INTRODUCAO

Diversos problemas vindos de dreas como Engenharia, Economia, Fisica, Quimica,
Computacao e até mesmo Psicologia ou Sociologia sdo formulados como problemas de otimiza-
cdo, drea da Matematica que, dada uma funcdo f, definida em um conjunto X, busca encontrar
pontos de X que minimizam ou maximizam f(x).

Problemas de Otimizacdo podem receber diversas classificacdes. Neste trabalho, o foco sera
Otimizag¢ao Multi-objetivo que visa otimizar uma funcio f : X C R® — RP.
Este tipo de problema é também chamado de Otimizacdo Vetorial dada a natureza vetorial da
funcéo f.
No caso classico de otimizagdo mono-objetivo ou otimizacdo escalar que, dada f : X C R” — R,
procura-se pontos z* € X tais que f(z*) < f(z), Vo € X ou f(z*) > f(z), Vo € X, é possivel
estabelecer o conceito de valor minimo / méximo para a funcéo através do emprego da relagdo
de ordem existente quando tratamos com ndmeros reais.
No caso Multi-objetivo, devido a inexisténcia de relacdo de ordem em R?, é preciso que se
redefina a nogdo de valor minimo / mdximo para a fung¢do f : X C R™ — RP. Isto é feito
com a introducao do conceito de 6timo de Pareto. Neste caso, tem-se um conjunto de 6timos,
chamado Frente de Pareto (ou conjunto de Pareto), onde ndo h4d uma “melhor” solu¢cao mas o
que denominamos trade-off entre as solu¢des encontradas no sentido de que ao escolher entre
duas possiveis solugdes abrir-se-4 mao de algum beneficio para se ter algum ganho.
Uma boa ilustracio € a curva de Phillips, devida ao economista William Phillips, que relaciona
inflacdo com desemprego. Qualquer pais gostaria de minimizar a inflagdo e o desemprego mas,
segundo a teoria proposta por Phillips, no curto prazo, isto nao € possivel.
Em linguagem matematica, este problema se escreve como um problema com dois objetivos da
seguinte forma:

minimizar{ f;(z), fo(z)}, z € X

onde f;(x) fornece a taxa de inflagdo, f(z) a taxa de desemprego e X C R” é um dado conjunto.
De acordo com Phillips, ao diminuir o desemprego gera-se inflagdo e o combate a inflagdo produz

desemprego. A curva de Phillips tem o seguinte aspecto:
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Figura 1 — curva de Phillips

>

Inflacdo /

>
>

Desemprego

Fonte: Extraido desde https://www.sunoresearch.com.br/artigos/curva-de-phillips/

Assim, os dois objetivos, isto é, minimizar f;(x) e minimizar f>(x) sdo conflitantes no
sentido de que ao diminuir f;(x) aumenta-se f>(x) e vice-versa.
Quando observamos a curva de Phillips, percebemos que temos infinitas solu¢des para o problema
e a escolha da “melhor” solucdo dependerd da disposi¢do do governo em gerar mais inflacdo ou
mais desemprego.

Um problema de otimizag¢dao multi-objetivo geral escreve-se como:
minimizar{ f,(z),--- , fp(z)}, z€ X CR"

Supde-se que haja conflito entre as fungdes fi, - - - , f, pois, caso contrdrio, o problema se redu-
ziria 2 minimizacao de cada f; isoladamente, ndo requerendo nenhuma técnica especifica para
problemas multi-objetivo.

Em um problema de otimiza¢do multi-objetivo busca-se construir uma aproximagao da Frente
de Pareto que, em geral, € constituida de um nimero infinito de pontos.

Em geral, utiliza-se Escalariza¢do que consiste na constru¢ao de uma fungdo escalar a partir
das fun¢des coordenadas f1,- - - , f,. O problema multi-objetivo se torna mono-objetivo com a
utilizacdo da Escalarizac¢do. Entretanto, a constru¢cdo do conjunto de Pareto exigird a solucao de
tantos problemas mono-objetivo advindos da Escalarizacdo quantos forem os pontos definidos
para aproximar o conjunto de Pareto.

O objetivo deste trabalho € estudar e programar uma técnica chamada Escalariza¢do de Tcheby-
chev ao Longo de Raios, proposta por Joydeep Dutta e C. Yalcin Kaya [7], para constru¢do de
Frentes de Pareto de problemas de otimiza¢do com dois objetivos.

Este trabalho contem 5 capitulos, dos quais esta introducao € o primeiro. No capitulo 2 faremos
as definicdes basicas e apresentaremos as condi¢des de otimalidade para o caso em que as fun-
¢oes envolvidas sao diferencidveis. No capitulo 3, apresentamos duas técnicas de escalarizacao
bésicas que sao o Método das Somas Ponderadas e a Escalarizacdo de Tchebychev Cléssica.
Veremos que o Método das Somas Ponderadas s deve ser aplicado quando a Frente de Pareto

for convexa e que a Escalarizagcdo de Tchebychev resolve problemas convexos € ndo convexos.
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Veremos que ambos os métodos podem produzir distor¢des nas Frentes de Pareto dependendo da
forma como s@o implementados. A Escalarizacdo de Tchebychev ao Longo de Raios, estudada
no capitulo 4, visa corrigir tais distor¢des com o preco da introducdo de novas restri¢des ao
método de Tchebychev cldssico e o aparecimento de pontos que ndo sdo 6timos de Pareto.
Veremos também no capitulo 4 como eliminar tais pontos. Finalmente, faremos as conclusodes
no capitulo 5.

Este trabalho foi baseado no artigo “A New Scalarization and Numerical Method for Constructing
the Weak Pareto Front of Multi-objective Optimization Problems” de autoria de Dutta e Kaya
[7], no livro “NonLinear Multiobjective Optimization” de autoria de Kaisa M. Miettinen [12]
bem como em outras referéncia citadas nestes trabalhos. Algumas figuras foram adaptadas do
livro de Miettinen e geradas com utiliza¢do do software Inskcape.

Os métodos foram programados em MatLab que também gerou as Frentes de Pareto apresentadas
nos exemplos numéricos.

Os resultados tedricos que justificam os métodos estudados foram exibidos no trabalho mas sem
as respectivas demonstragdes pois o leitor interessado as encontrard nos textos referenciados.
Entendemos que exibir as demonstragdes seria apenas um mero exercicio de repeticdo e que nao

traria nenhuma contribui¢do extra.
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2 DEFINICOES GERAIS E CONDICOES DE OTIMALIDADE

2.1 O PROBLEMA DE OTIMIZACAO MULTI-OBJETIVO

O problema de otimiza¢do Multi-Objetivo que abordaremos neste trabalho é:

sa x¢X.

(P) { minimizar{ f;(z),- -, fp(x)}

z

e Afungdo f : R — RP, f(z) = (fi(x),---, fp(z)) é continua e o conjunto X C R™ ¢,
em geral, dado por X = {z € R" | g(z) <0 } com g : R" — R™ continua.

e A funcdo f é chamada func¢ao objetivo, X € o conjunto vidvel, os vetores x € X sdo os
vetores (varidveis) de decisdo, a imagem do conjunto vidvel X pela fun¢io f, o conjunto

f(X), é aregido objetivo viavel e g(x) < 0 sdo chamadas restri¢coes de desigualdade.

e Uma vez que maximizar uma funcdo f € equivalente a minimizar — f, neste trabalho

assumiremos que todas as funcgdes f; devem ser minimizadas.

e No contexto de Otimizagdo Multi-Objetivo, a palavra minimizar significa que deseja-se
minimizar todas as fungdes coordenadas simultaneamente. Se nao houver conflito entre as
elas entdo a solucdo 6tima poderd ser encontrada minimizando-se cada f; isoladamente.

Neste caso, nenhuma metodologia para otimiza¢do multi-objetivo € necesséria.

2.2 DEFINICOES BASICAS

Definicao 2.1 (Otimo de Pareto). Um ponto x* € X é dito otimo de Pareto se ndo existe outro
ponto x € X tal que fi(x) < fi(z*),Vi=1,--- ,pe f;j(x) < f;(z*) paraalgum j € {1,--- ,p}.
Um ponto otimo de Pareto produz uma solugdo tal que melhorar um objetivo implica em piorar

algum outro.

Definiciio 2.2 (Otimo Fraco de Pareto). Um ponto x* € X é dito étimo fraco de Pareto se ndo
existe outro ponto x € X tal que f;(x) < fi(x*), Vi = 1,--- ,p. Um étimo fraco de Pareto

produz uma solucdo tal que pode-se melhorar um objetivo sem piorar outro.

E facil verificar que todo 6timo de Pareto é também 6timo fraco de Pareto.
Com efeito, seja z* € X um 6timo de Pareto.
Entdo, para todo x € X existe um indice j € {1,--- ,p} tal que f;(z) > f;(z*).
Portanto, ndo existe € X tal que f;(z) < f;(z*),Vj € {1,--- ,p}.
Logo, x* é 6timo fraco de Pareto.
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A figura 2 abaixo ilustra os conceitos de 6timo e 6timo fraco de Pareto :

Figura 2 — Imagens de pontos de Pareto na regido objetivo vidvel

A
fe

>

fi

Fonte: Elaborado pelo autor (2019).
Observando a figura 2, concluimos que :

e Os pontos A e C sdo imagens de pontos 6timos fracos de Pareto.
e O ponto B ¢é imagem de ponto 6timo de Pareto.

Definicio 2.3 (Frente de Pareto). O subconjunto PF C f(X) formado pelos pontos z = f(x*)
onde x* é um otimo de Pareto ou um otimo fraco de Pareto é chamado Conjunto de Pareto ou

Frente de Pareto.

Definiciio 2.4 (Ponto Ideal). O ponto f* = (f{, f5, -+, f;) onde f; = ng)r(l filz),i=1,---p,

é chamado Ponto Ideal.

Figura 3 — Ponto ideal

fx F(X)

Frente de Pareto

S
)

fi

Fonte: Elaborado pelo autor (2019).

Definiciio 2.5 (Ponto Utdpico). O ponto u* = (uj,u3,--- ,uy) € R? tal que u; = f — ¢; onde

€ >0,1=1,---,p, é chamado Ponto Utopico.
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Defini¢iio 2.6 (Conjunto Convexo). X C R" é convexo se dados z, y € X e A € [0, 1] entdo
Az + (11— Ny € X.

Definicao 2.7. A envoltéria convexa de um conjunto X C R", denotada por conv(X), é o

conjunto de todas as combinacdes convexas de vetores de X.

Definicao 2.8 (Funcio Convexa / Fun¢do Concava). Seja X C R"™ convexo. A fungdo f : X — R
é dita convexa se dados x,y € X e A € [0, 1] tem-se f(Ax + (1 — N)y) < Af(z)+ (1 = N) f(y).

Uma funcdo f é concava se — f for convexa.

Definicao 2.9. O problema de Otimizacdo Multi-Objetivo serd dito convexo se o conjunto vidvel

X for convexo e as fungdes coordenadas f;, i = 1,--- | p, forem convexas.

Definicao 2.10 (Restricdes Ativas). Uma restrigdo de desigualdade g; é dita ativa no ponto x*
se g;(z*) = 0.

O conjunto dos indices das restricoes ativas em x* serd definido por

J(@") ={j e{1,---,m} | g;(z") = 0}

Definicao 2.11 (Ponto Regular). Um ponto x* € X é dito um ponto regular se os gradientes

Vg,(x*), j € J(x*), forem linearmente independentes.
Definicao 2.12. Um subconjunto C' C R" é dito cone se x € C, A\ > 0= Iz € C.

Exemplo 2.13.
R:‘_:{($1,.1'2,...,xn)eR”‘xiZOJ:l?...’n} e
R™ ={(x1, 29, -+ ,x,) ER" | 2; <0,i=1,--- ,n}

Sao cones.
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A Figura 4 a seguir ilustra os conjuntos R} e R” paran = 2.

Figura 4 — Exemplos de cones em R?

R?

Fonte: Elaborado pelo autor (2019).

2.3 CONDICOES DE OTIMALIDADE

Neste trabalho abordaremos apenas as condi¢des de otimalidade para o problema de
otimizacdo multi-objetivo em que todas as funcdes envolvidas sdo diferencidveis.

Condig¢oes de otimalidade para problemas nao diferencidveis podem ser encontradas em [12].

2.3.1 Condig¢des de Primeira Ordem

Consideremos o problema

(P) { minimizar{ f;(z),- -, f,(x)}

sa x€X

onde X = {z € R" | g(x) = (q1(x), - ,gm(z))T <0}, fi :R* 5> R,i=1,---,pe
gi ' R" =R, j=1,---,msao funcdes continuamente diferencidveis em R".

As primeiras condi¢des de otimalidade para problemas do tipo (P) foram obtidas por Fritz John
em 1948 e posteriormente por Kuhn e Tucker. Mais tarde foi descoberto que as condi¢des de
Kuhn-Tucker ja tinham sido estabelecidas em 1939 por William Karush. Tais condic¢des de

otimalidade passaram entdo a ser chamadas de condicdes de Karush-Kuhn-Tucker.

Teorema 2.14 (Condicdes necessdrias de primeira ordem de Fritz John). Seja x* € X um otimo
de Pareto. Entdo existem A € RP e € R™, A\, > 0, (A, ) # (0, 0) tais que

p m
YoNVSi(ET) + Y V() =0, (2.1)
=1

Jj=1

1g;(x*) =0, Vji=1,--- m. (2.2)



O exemplo 2.15 ilustra o Teorema 2.14.

Exemplo 2.15.

minimizar {z,y}
sa gi(z,y) =2 —
g2(,y) =y —

1
530
1
30

g3(w,y) =1—-22 -2y <0

Figura 5 — Regido vidvel X

y

A

/92

N[

(\

gs

g1

N[ =

Fonte: Elaborado pelo autor (2019).

Os gradientes das fungdes do exemplo sdo :

A regido vidvel X € o conjunto definido por :

xr <

DN | —

Y

, 2042y >1}
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A Frente de Pareto € a reta definida por 2z + 2y = 1

Figura 6 — Frente de Pareto

f2 A

N[ =

Frente de Pareto

f(X)
_/

1
2 f
Fonte: Elaborado pelo autor (2019).

1)

Figura 7 — Ilustracdo da equagdo (2.1) do Teorema 2.14

NP

A figura 7 ilustra a equacao (2.1) do Teorema 2.14 no ponto (

A
y

lr Vfa

—Vf1

PN

[N CEEEEEL LS

Vgs
Fonte: Elaborado pelo autor (2019).
11 11 11 11 11

(Z’ 1) + 2Vf2(4, 4) + ng1<* *) + ngg<* *) -+ 1Vgg

2.
Vi 4’ 4 4’ 4

= 2.(1,0) +2.(0,1) + 1.(—2, =2) = (0,0).

T =

18
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A figura 8 ilustra a equacdo (2.1) do Teorema 2.14 no ponto (%, 0) :

Figura 8 — Ilustracdo da equagdo (2.1) do Teorema 2.14

fa A
1
2
AV fa
Vfi
x :
2 Vg fi

Vgs
Fonte: Elaborado pelo autor (2019).

1 1 1 1

=1.(1,0) +2.(0,1) 4+ 1.(1,0) + 1.(—2, —2) = (0,0).

Na condicao necessdria de Fritz-John pode ser que um ou até todos os multiplicadores associados
as fungdes objetivo sejam nulos. Caso algum multiplicador )\; seja nulo, a informacdo fornecida
pelo V f; ndo aparecerd na condicdo (2.1). Para que se garanta a positividade de \, alguma con-
di¢do de regularidade deve ser admitida. Existem diversas condi¢des de regularidade conhecidas
como qualificacdes das restricdes. A seguir, apresentaremos a qualificacdo das restricdes de
Kuhn-Tucker.

Definiciio 2.16. Suponhamos que as fungées restricdo g, j = 1,--- ,m que aparecem em (P)
sejam continuamente diferencidveis em z* € X. O problema (P) satisfaz a qualificacdo das
restrigoes de Kuhn-Tucker em ©* se para qualquer d € R™ tal que Vg;(z*)d <0, j € J(z¥),
existem uma curva o : [0, 1] — R" continuamente diferencidvel em 0 e algum escalar a € R
tais que o(0) = z*, g(a(t)) <0, Vt € [0,1] e ¢/ (0) = ad.

Levando-se em consideracdo a qualificagdo das restricoes de Kuhn-Tucker, pode-se

garantir que A # 0 conforme o

Teorema 2.17 (Condi¢des necessdrias de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker). Se 2* € X é
um étimo de Pareto e (P) satisfaz a qualificacdo das restricoes de Kuhn-Tucker entdo o Teorema
2.14 vale com \ # Q.
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Se (P) for um problema convexo, entdo as condi¢des de primeira ordem de Karush-

Kuhn-Tucker sdo também suficientes, conforme o

Teorema 2.18 (Condicdes suficientes de Karush-Kuhn-Tucker para problemas convexos). Supo-
nha que f1, -, fp, 91, , gm Sejam convexas e continuamente diferencidveis em z* € X. Se
existem

0<AeRPe0 < € R™ tais que

Z AV fi(z™) + Z 1;Vg;(x*) =0, (2.3)
7=1
pigi(z*) =0, Vj=1,--- m. (2.4)

entdo x* é otimo de Pareto

2.3.2 Condig¢oes de Segunda Ordem

Vamos supor agora que fi, -, fp, 91, , gm sejam duas vezes continuamente dife-

rencidveis no ponto regular x* € X.

Teorema 2.19 (Condicao necessdaria de segunda ordem). Seja o ponto regular x* € X um otimo
de Pareto. Entdo existem 0 < A\ € RP, A £ 0e 0 < p € R™ tais que

Z AV fi(a") + ZWQJ ") =0, (2.5)
7=1

pigi(x*) =0, Vji=1,--- m. (2.6)

dr (Z)\ Hfi(z*) + Zujﬂgj )) d>0. (2.7)
7=1

Vde {0#deR" | Vfi(z*)'d <0, Vi=1,---,p, Vg;(z*)'d=0, Vje J(x")}.

Teorema 2.20 (Condicdo suficiente de segunda ordem). Sejam x* € X, 0 < \ € R tais que

(A, 1) #(0,0) e

ZA Vfi(z*) + Zungg ) =0, (2.8)
7j=1

pigi(z*) =0, Vj=1,--- ,m. (2.9)

dr (ZA Hfi(x*) + Zung] )) d>0. (2.10)
7j=1

parad € {0 #d e R" | Vfi(z*)d<0,i=1,---,p,Vg;(x*)d,j € J(z*)} ou
def{0#deR"[Vy;(z")d = 0,7 € J"(2%), Vg(z*)d <0,j € J(z") — J"(z")}
onde J*(z*) = {j € J(«*)|u; > 0}. Entdo, o ponto regular x* € X € dtimo de Pareto.
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24 OTIMALIDADE DE PARETO VIA CONES

Veremos agora como usar o conceito de cone na caracterizacdo de pontos 6timos de
Pareto. O uso de cones € bastante util do ponto de vista geométrico. Conhecendo-se a regiao

objetivo vidvel, a identificagao da Frente de Pareto fica bastante simples com o uso de cones.

Definicao 2.21. Sejam x, y € X. Diremos que x domina y e escreveremos v < y quando
filx) < fily),i=1,--- ,peexiste j € {1,--- ,p} tal que f;(x) < f;(y).

A luz da Defini¢do 2.21, se * € X é um ponto 6timo de Pareto entdo nio existe z € X
tal que x domine x*, ou seja, pontos 6timos de Pareto sdo aqueles que nao s@o dominados por

nenhum outro ponto do conjunto vidvel.

A figura 9 ilustra a Defini¢do 2.21.

Figura 9 — Dominancia de Pareto

f(X)

Frente de Pareto

.
—

fi
Fonte: Wilhelm Passarella Freire (2019).

Na figura 9, sejam A = f(z), B = f(y) e C = f(z) com z, y, z € X onde X é o conjunto
vidvel. Vemosque z <y, x < zey < z.

Consideremos, agora, o cone C' = R” = {(z1, 29, -+ ,2,) € R",z; <0,i =1,--- ,n}.

Seja z € R”. E facil ver que os pontos 2 € R” tais que = < 7 sdo aqueles que f(z) — f(z) € C.
Com efeito, sejam y = /(z) = (41, 42+ »yn) € 5 = [(F) = (J1, Gar - » ) onde g = fi(x)
ey; = fi(x),i=1,---,n.

Ora, z < T significaque y; <y, i =1,--- ,neexiste j € {1,--- ,n} tal que y; < y;.

Dai, segue que y; < ¥;, Vi = 1,--- ,n ou, equivalentemente, y; —y; < 0,Vi =1,2,--- 'n,0
que implicaem f(z) — f(z) € C.
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A figura 10 ilustra essa ideia

Figura 10 — Dominéncia via cone

fg‘h
y—§ € R2

L~

[

f

Fonte: Wilhelm Passarella Freire (2019).

Estamos prontos para definir otimalidade de Pareto via cones.

Definicao 2.22.

(1) Um ponto z* € X € 6timo de Pareto se

(f(@") + R™ = {0})) N F(X) =0 2.11)
(2) Um ponto z* € X € 6timo fraco de Pareto se
(f(2") +int(R")) () F(X) (2.12)

Para utilizarmos a Defini¢do 2.22 na identificacio de 6timos de Pareto devemos, dado um ponto
y = f(x) na regido objetivo vidvel, candidato a 6timo de Pareto, verificar se a condi¢do (2.11) é

satisfeita.
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A figura 11 a seguir mostra como isso pode ser feito geometricamente.

Figura 11 — Otimalidade de Pareto via cone

fa

fi
Fonte: Wilhelm Passarella Freire (2019).

Observando a Figura 11, vemos que :

{o+ (R o1 f 700 =0

{o (B2 = (0) 1 £3x) 20
{mo+ (B2 = f01) 1 £(x) £ 0

Sejam, 1, x9, x3 € X tais que y; = f(z1), yo = f(x2) e ys = f(x3).

Combinando as figuras 10 e 11, vemos que os pontos z € X que dominam x; satisfazem
f(z) ¢ f(X). Portanto, x; é 6timo de Pareto. Por outro lado, existem z, 7 € X tais que T < x5
e ¥ < xzcom f(x), f(Z) € f(X).

Logo, x5 e x3 ndo sdo 6timos de Pareto.
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3 METODOS BASICOS

Problemas multi-objetivos em geral sdo resolvidos através do processo de escalari-
zagdo que consiste em otimizar uma func¢do escalar obtida a partir das fungdes coordenadas
Fis foreo s fo
Neste capitulo apresentamos dois métodos de escalarizacdo que sdo o Método das Somas Ponde-
radas e o Método de Tchebychev.

O Método das Somas Ponderadas foi um dos primeiros a surgir para a solu¢do de problemas
multi-objetivos. Este método tem a desvantagem de ndo produzir toda a Frente de Pareto caso
esta ndo seja convexa. Mesmo a Frente de Pareto sendo convexa, esta situacdo pode ocorrer caso
o problema seja linear. O exemplo 3.5 a frente mostrard isso.

O Método de Tchebychev por sua vez pode ser aplicado em problemas ndo convexos mas tem a
desvantagem de produzir funcdes escalares ndo diferencidveis mesmo sendo o problema original
diferencidvel. Vamos exibir exemplos que mostram que ambos os métodos podem produzir

destorcdes nas Frentes de Pareto devido a concentragcdo de pontos em um pedacgo da Frente.

3.1 METODOS DAS SOMAS PONDERADAS

O Método de Somas Ponderadas consiste em atribuir-se coeficientes (pesos) as fun¢des

fi1, fa,- -+, [, para obter-se a fungdo escalar a ser minimizada.
p
Sejam wy, wy, - -+, w, tais que w; > 0,0 =1,--- ,peZwi = 1.
i=1

O problema (P) serd transformado em

(SP) minimizar w; fi(z) +wy fo(z) + -+ + wpfp(x)
sa z€eX

Os Teoremas 3.1 e 3.2 a seguir, cujas demonstragdes podem ser encontradas em [12], asseguram

a eficiéncia do Método das Somas Ponderadas.

P

Teorema 3.1. Dado (wy,ws, -+ ,w,) € RP comw; > 0,i=1,--- ,pe > w; =1, a solugdo
i=1

correspondente de (S P) é um dtimo fraco de Pareto.

Teorema 3.2. Se w; > 0,i=1,--- ,p, entdo a solucdo de (SP) é étimo de Pareto.
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A Figura 12 ilustra o Método das Somas Ponderadas com Frente de Pareto convexa.

Figura 12 — Método das Somas Ponderadas com frente convexa

f2

1
w1 fi +wafo=c

Fonte: Elaborado pelo autor (2019).

O Exemplo 3.3 a seguir ilustra o Método das Somas Ponderadas aplicado a um problema cuja

frente € convexa.

Exemplo 3.3.

minimizar {x, x5}
sa  (r1—3)*+ (z2—3)? <1

npp = 20
inc:ﬁ
t=1:npp

wy = ¢ * Inc

w2:1—w1
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Figura 13 — Frente de Pareto convexa / Exemplo 3.3

1.6

0.5

Foute: Elaborado pelo autor {2019).

O Método das Somas Ponderadas pode deixar de encontrar pontos de Pareto caso a

Frente seja ndo convexa, como ilustram a Figura 14 e o Exemplo 3.4.

Figura 14 — Frente de Pareto ndo convexa

f2

fi

Fonte: Elaborado pelo autor (2019).

Os pontos entre B e C' ndo podem ser encontradas pelo Método das Somas Ponderadas. Pode-se
“descer” com a reta r até encontrar pontos que produzem valores objetivo menores.
No Exemplo 3.4 a seguir, o Método das Somas Ponderadas foi aplicado a um problema cuja

Frente de Pareto € ndo convexa. Uma parte da Frente ndo foi encontrada.
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Exemplo 3.4.
minimizar {x, z2}
sa 5o — 1)+ (z1 — 3)* > 2
To — 3 § 0
npp = 30
R |
inc = 55
t=1:npp
wy = 1 % In¢C
Wy = 1-— w1
Figura 15 — Frente de Pareto ndo convexa / Exemplo 3.4
4 —
35
3 -
25+ f(X)
N
2t %
157 \%‘Qb\:_;e_
1rF
05 Il Il Il Il Il Il Il Il I
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Fonte: Elaborado pelo autor (2019).
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Mesmo em casos convexos, o0 Método das Somas Ponderadas pode falhar, como mostra

o Exemplo 3.5 a seguir, que trata de um caso linear.

Exemplo 3.5.
minimizar {x, x5}
S.a 1-[[’1-%220
ry — 1 S 0
To — 1 S 0
npp = 30
inc = ﬁ
1=1:npp
wy = 1 % InC
Wo = 1-— w1
Figura 16 — Problema linear
A
f2
f(X)
1
Frente de Pareto —

N

Fonte: Elaborado pelo autor (2019).

Mostraremos que neste caso o0 Método das Somas Ponderadas s6 encontra trés pontos da Frente.

Com efeito, a fungdo escalar € dada por

90(5517372) = ’wlfl(l'l?f@) + w2f2<$1,$2) = W1x1 + Wako

ondewl,w2206w1+w2:1.
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(1) Suponhamos w; < ws. Temos que
©(0,1) = wa, p(1,0) = w; e sabemos que os minimos de Pareto satisfazem a equacgio
1+ 29 = 1.
Dai, p(z1,x2) = p(x1,1 — 21) = w1y + we(l — 1) = (w1 — we)xy + Wo
Sendo w; —wy < 0 e zy < 1 segue que
(w1 — wa)w1 > W1 — Wy
Dai, (w; — wa)x1 + wy > w1 = ¢(1,0)
Assim, (1, 0) é sempre solugdo no caso em que w; < ws.

(2) De maneira andloga, concluimos que (0, 1) sempre serd solugdo para w; > ws.

(3) Finalmente, se w; = wy = % teremos
o(xy,x2) = (1,1 —21) = %xl + %(1 — 1) = 5, V(z1, 12).
Portanto, qualquer (x1, o) que satisfaca 1 + x5 = 1 é minimo de .

Figura 17 — Frente de Pareto / Exemplo 3.5.

1.5

05¢f

o 0.5 1 15 2
f

Fonte: Elaborado pelo autor (2019).
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3.2 ESCALARIZACAO DE TCHEBYCHEV

Vimos que o Método das Somas Ponderadas pode ndo encontrar pontos de Pareto caso
a Frente de Pareto seja ndo convexa ou até mesmo falhar em problemas lineares.
Nesta secdo apresentaremos um método, denominado Escalariza¢do de Tchebychev, que pode
ser aplicado a problemas convexos bem como a problemas ndo convexos.

O problema escalarizado fica da seguinte forma

sa z¢€X.

(1) { minimizar max{w: (fi(r) — uj),- -+, wp(fp(z) —uy)}

A Escalarizacdo de Tchebychev recebe este nome devido ao emprego da métrica de Tchebychev

max {Jus(f =)} = max {ui(fi(x) =)}

que aparece na funcdo objetivo do problema escalarizado.

A Figura 18 ilustra a Escalarizacdo de Tchebychev

Figura 18 — Escalarizacao de Tchebychev

1

f2

—>>

f
Fonte: Elaborado pelo autor (2019).

Note que as curvas de nivel max{f,, fo} = ¢ tem o formato do cone R? .

Com efeito, max{ f1, fo} = c representa a curva definida pelo conjunto

{(fi,)eR*| fi=cou fo=c}N{(fi, o) eR*| fi<c e fo<ch
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Figura 19 — Curva de nivel da fun¢do max {z,y} = ¢

y/

max{x, Y} =c¢

—>

C X

Fonte: Wilhelm Passarella Freire (2019).

A seguir, apresentaremos alguns resultados concernentes a Escalarizacao de Tchebychev

que podem ser encontrados em [12].

Teorema 3.6. Se os coeficientes wy, - - - ,w, forem positivos entdo a solugdo de (T') é otimo

fraco de Pareto.
Teorema 3.7. Se (') tem solugdo tinica, entdo esta solugdo é étimo de Pareto.

Teorema 3.8. Seja v* € X um otimo de Pareto. Existe um vetor 0 < w € RP para o qual x* é
solugdo de (T).

Combinando os teoremas 3.6 € 3.8 obtém-se o

Teorema 3.9. Um ponto x* € X é um minimo fraco de Pareto se e somente se x* é solugcdo de

(T) para algum w = (wy, - - ,w,) > 0.

A Escalarizacdo de Tchebychev, a principio, encontra todos os pontos da Frente de
Pareto seja o problema convexo ou ndo, como ilustram os exemplos 3.10 (frente convexa) e 3.11

(frente ndo convexa), a seguir.



Exemplo 3.10.

minimizar {x;, zs}
sa (v —3)2+ (zg—3)? <1

npp = 20
inc:ﬁ
t=1:npp

wy = 7 * InC

w2:1—w1

Figura 20 — Frente de Pareto convexa / Exemplo 3.10

35

f2

25

1.5

05

Fonte: Elaborado pelo autor (2019).
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Exemplo 3.11.

minimizar {x, z2}
sa 5o — 1)+ (z1 — 3)* > 2

1’2—3§0
npp = 30
inc:ﬁ
t=1:npp

w; = 1 % Inc

wgzl—wl

Figura 21 — Frente de Pareto ndo convexa / Exemplo 3.11

3.5

25| &Q@

f2

15 Seo.

05 Il Il Il Il Il Il Il Il I
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Fonte: Elaborado pelo autor (2019).

Embora, a principio, frente de Pareto inteira possa ser encontrada pela Escalarizacao de Tcheby-
chev, € importante destacar que o aspecto da frente sofre grande influéncia da escolha do ponto
utdpico e também depende de como sdo escolhidos os pesos.

Os exemplos 3.12 e 3.13 mostram a influéncia da escolha do ponto utépico na constru¢ao da

Frente de Pareto.



Exemplo 3.12.

minimizar {z;,xs}

34

sa 1—(x1—3)*—(22—3)?<0

1’1—4§0
$2—4§0
3—ZE1§0
3—I2§0
npp = 30
inc:ﬁ
1=1:npp

wp = 1 % InC

’LU2:1—UJ1

E S5
PO,
So%
R
%
] N
3 3.5 4‘1 4.5 5

(a)

Fonte: Elaborado pelo autor (2019).

Figura 22 — Frentes de Pareto com diferentes pontos utépicos / Exemplo 3.12

T

e Figura 22.(a). Frente de Pareto com u* = (3,3) = f*.

e Figura 22.(b). Frente de Pareto com v* = (1, 1).
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Exemplo 3.13.

minimizar {z;,xs}
sa  (x1—3)2 4 (12 —3)*< 1

npp = 10
inc:ﬁ
t=1:npp

w1 = 1 % InC

wgzl—wl

Figura 23 — Frentes de Pareto com diferentes pontos utépicos / Exemplo 3.13

5¢ 5¢
4 4r
3r 3r
2r 2f

f2
f2

of or
1 r
2 2F
3 ‘ 3
3 2 1 0 1 2 3 4 5 3 2 1 0 1 2 3 4
f1 1
(a) Frente de Pareto com u* = (0,0) (b) Frente de Pareto com u* = (2,2) = f*
5.
Al
sl
ol
o 4
ol
q+
2L
3 L L L L L L L ]
-3 2 1 0 1 2 3 4 5

(c) Frente de Pareto com u* = (—3, —3)

Fonte. Elaborado pelo autor (2019).
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Agora, os exemplos 3.14 e 3.15 mostram a influéncia da escolha dos pesos na constru¢do

da Frente de Pareto.

Exemplo 3.14.

minimizar {z;,xs}
S.a 1—(1’1—3)2—(]72—3)2§0

ZL‘1—4§0
]32—4§0
3—£C1§0
3—$2§0
npp = 30
t=1:npp
inc:ﬁ

Figura 24 — Frentes de Pareto com u* = (1, 1) e diferentes pesos / Exemplo 3.14

4 *—azg
!
35 \%
N 3r

i\ 15 2 25 3 5 4 45 s 15 2 25 3 a5 4 45
(a) (b)
Fonte: Elaborado pelo autor (2019).

e Figura 24 (a). Frente de Pareto com w; = cos(i * inc) e we = sen(i * inc).
e Figura 24 (b). Frente de Pareto com w; = 3 4 ¢ * inc e wy = 4 — ¢ x inc.

o u*=(1,1)
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Figura 25 — Frentes de Pareto com u* = (3,3) = f* e diferentes pesos / Exemplo 3.14

35

2
w

25

151

451

351

2
w

151

1 1 1 1 1 1 1 1 |

3
1

(b)

Fonte: Elaborado pelo autor (2019).

e Figura 25 (a). Frente de Pareto com w; = cos(i * inc) e wy = sen(i * inc).
e Figura 25 (b). Frente de Pareto com w; = 3 4 ¢ xinc e wy = 4 — ¢ x inc.

o u=(3,3) = f*



Exemplo 3.15.

minimizar {zy,xs}
S.a (ZEI - 3)2 + (Ig — 3)2 S 1

npp = 10
1=1:npp
inc:ﬁ

Figura 26 — Frentes de Pareto com u* = (2,2) = f* e diferentes pesos / Exemplo 3.15

5 5
45 4.5
4 4
35 35
3 3
Nos Nos
2 2
1.5 1.5
1 1
0.5 0.5

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 05 1 15 2 25 3 35

1 1
(@) (b)

Fonte: Elaborado pelo autor (2019).

e Figura 26(a). Frente de Pareto com w; = cos(i * inc) e we = sen(i * inc).
e Figura 26(b). Frente de Pareto com w; = 2 4 ¢ xinc e wy = 3 — ¢ * inc.

d u*:(272):f*



Figura 27 — Frentes de Pareto com u* = (—3, —3) e diferentes pesos / Exemplo 3.15

f2

f2

(b)
Fonte: Elaborado pelo autor (2019).

e Figura 27(a). Frente de Pareto com w; = cos(i * inc) e we = sen(i * inc).
e Figura 27(b). Frente de Pareto com w; = 2 + ¢ xinc e wy = 3 — ¢ * inc.

o u*=(-3,-3)

39
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Com o intuito de obter uma distribuicdo mais uniforme para a frente de Pareto, Dutta e
Kaya [7] modificaram a Escalariza¢do Classica de Tchebychev incorporando ao problema (7)
restri¢des que foram denominadas Raios. Este método modificado, denominado Escalarizagcao

de Tchebychev ao Longo de Raios, serd descrito no préximo capitulo.
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4 METODO DE TCHEBYCHEV AO LONGO DE RAIOS

No Capitulo 3, apresentamos o Método das Somas Ponderadas e o Método de Tcheby-
chev para constru¢do da Frente de Pareto para problemas de otimiza¢ao multi-objetivo.
Vimos que o Método das Somas Ponderadas falha ao buscar pontos de Pareto caso a Frente de
Pareto ndo seja convexa e, mesmo sendo convexa, pode-se encontrar dificuldades na constru¢ao
da frente como no caso linear, ilustrado pelo Exemplo 3.5.
Apresentamos entdo o Método de Tchebychev, que pode ser aplicado para problemas em que a
frente ndo € convexa. Entretanto, pode ser que haja uma concentracao dos pontos solucdo em
uma parte da frente, deixando assim de retratar seu real aspecto.
Neste capitulo, vamos apresentar uma nova técnica, proposta em [7], que trata-se de uma mo-
dificacdo do Método de Tchebychev, chamada Tchebychev ao Longo de Raios, que visa obter
uma distribui¢do mais uniforme dos pontos da Frente de Pareto para problemas multi-objetivo
convexos ou ndo convexos. Veremos que essa nova abordagem produz uma Frente mais bem
distribuida. Entretanto, surgem pontos que ndo sdo 6timos de Pareto como solu¢do do problema
resultante da nova escalarizacdo. Veremos entdo como contornar essa inconveniéncia com a
introducdo de uma técnica que elimina pontos que nao sao 6timos de Pareto.

Consideremos novamente o problema

(1) { minimizar max{w: (fi(v) —uy), -+, w,(fp(x) — uy)}
sa zeX

O Teorema 4.1 abaixo pavimenta o caminho para a formulacao do Método de Tchebychev ao

Longo de Raios.

Teorema 4.1. [14, Teorema 1] Suponha que x* € X é um minimo de Pareto de (P) tal que

wi(f1(z%) —ul) = -+ = wp(fp(e") — up) (4.1)
para certos wy, - -+ ,w, > 0.
Sejam f = (f1,---, f,) = (fu(x*), -, f(x*)) e T solucdo de (T) com os mesmos wy, - - -, w, >
0. Entdo f = (f1, -+, f,) = (f1(Z), - , f,(Z)) serd o tinico vetor de valores étimos.

Note que as equacoes

wi(fi —uy) = =wp(fy — u;) 4.2)

representam uma semi-reta (raio) com vetor diretor v = <w%’ ceey wi) € com origem no ponto
p

utopico.

Uma equagdo paramétrica para o raio na regido objetivo vidvel pode ser escrita como
f=to+u" , t>0 (4.3)

Combinando os teoremas 3.9 e 4.1, vemos que se o raio definido por (4.2) intercepta a Frente de

Pareto para algum w = (wy, - - - ,w,) e se esse ponto de interse¢do ¢ um minimo de Pareto entio
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a solucdo de (7") produz tal ponto de interse¢do na Frente de Pareto.

Esta ideia pode ser util para se gerar uma boa aproximacdo da Frente de Pareto no caso em que
os minimos fracos de Pareto sdo também minimos de Pareto.

Nesta situagdo, usa-se um conjunto conveniente de pesos wy, - - - , w, € escolhe-se “apropriada-
mente” o ponto utdpico para a construcdo da Frente de Pareto. Métodos que usam este conceito
sao encontrados em [8, 9, 10, 13].

A ideia apresentada por Dutta e Kaya [7] € diferente da acima mencionada no sentido que estes
ultimos propdem uma nova escalarizagdo com a qual € possivel construir uma aproximagao de
Frentes de Pareto que contenham minimos fracos.

A escalarizagdo tipo Tchebychev apresentada em [7] acrescenta ao problema (7") restri¢des

dadas pelos raios associados aos pesos wy, - - - , w,. O problema escalarizado fica
minimizar max{w: (fi(x) — uy), -+, wp(fp(x) —uy)}
(TR){ s.a wi(fi(z) —uf) —wisr (fiya(x) —ufyy) =0,i=1,--- ,p—1
reX

Essa nova escalarizagdo foi denominada de Escalarizacao de Tchebychev ao Longo de Raios.

No que segue sao apresentados dois resultados concernentes a Escalarizacdo de Tchebychev ao

Longo de Raios cujas demonstragdes podem ser encontradas em [7].

Teorema 4.2. Se x* é um minimo fraco de Pareto de (P) entdo x* é solugcdo de (T R) para

algum vetor w = (wy, - -+ ,wy,) > 0.

A reciproca do Teorema 4.2 ndo é verdadeira a menos que a Frente de Pareto seja
conexa. Este fato pode ser verificado como segue.
Seja o problema bi-objetivo min{ f; (), f2(z)}, z € X C R?, onde z} e x} sdo solugdes dos
problemas mono-objetivos
(Py) min fi(z), v € X

(P) min fo(z), v € X
respectivamente.
Sejam
fi = h#)), f2 = fola))
fi=h(3), f5 = fa(x3)
A Frente de Pareto serd conexa se e somente se a reta fo = ul + a(f; — u}) no espago objetivo

intercepta a Frente para todo angulo & € [aupin, (max| Onde
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f* _ u*
Omin = arctg (2 f)
1— Up

f_2 — U

Figura 28 — Frente de Pareto conexa

Iz {un i)

h=1+offi-uj)

(u,43)

Fonte: Extraido de Dutta, J. and Kaya, C. Y. (2011) [7].

Se a Frente de Pareto ndo for conexa entdo existirdo u* = (u}, uj) e w = (wy, ws) tais que a

semi-reta
wi(fi(z) — uy) = wa(foz) — u3) (4.4)

ndo interceptard a Frente.

Figura 29 — Frente de Pareto ndo conexa

fa

Fonte: Extraido de Dutta, J. and Kaya, C. Y. (2011) [7].
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Neste caso, a solug¢@o de (7'R) com a restri¢do (4.4) ndo serd um minimo de Pareto.

Vale a reciproca do Teorema 4.2 desde que a Frente de Pareto seja conexa, conforme o

Teorema 4.3. Suponha que Frente de Pareto associada ao problema (P) seja conexa.
Se x* é uma solugao de (T'R) para algum w = (wy, - - - ,w,) > 0 entdo x* é um minimo fraco
de Pareto de (P).

O Método de Tchebychev ao Longo de Raios se vale do Teorema 4.3 para superar as
dificuldades encontradas pelos métodos estudados no Capitulo 3, no caso de Frentes de Pareto
conexas.

Este Método acrescenta restricdes definidas por raios que, no caso conexo, atravessam a frente
produzindo uma solucdo de Pareto.

Deve-se escolher uma distribui¢do o mais uniforme possivel para os raios de modo a se obter
uma boa aproximacao para a frente.

Obviamente, a principio, ndo hd como saber se um determinado raio intercepta a Frente de Pareto.
Portanto, uma solugdo de (7'R) pode néo ser um ponto de Pareto. Tais solu¢des sdo eliminadas
com a introducao de uma rotina descrita no dltimo passo do algoritmo de Tchebychev ao Longo

de Raios, descrito a seguir, que identifica pontos que ndo sdo Pareto.
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4.1 O ALGORITMO DE TCHEBYCHEV AO LONGO DE RAIOS

No que segue, descreveremos os passos do algoritmo que utiliza a Escalarizacio de
Tchebychev ao Longo de Raios.

e Passo 1 (Inicializacdo)

Fixe €1, 60 > 0e N =npp. Facak =1
e Passo 2 (Pontos Extremos da Frente)

2.1 Encontre Z; solu¢éo de minimizar fi(x), x € X

Faga fi = fi(Z1) e fa = f2(Z1)
Defina P° = (f7, f2)

2.2 Encontre 75 solu¢do de minimizar f(z), z € X

Faga fi = f1(Zs) e f3 = fo(Z2)
Defina PV = (f1, f3)

e Passo 3 (Ponto Utdpico)

Faca u* = (uf,ud) comuf = fi — e, ub = f5 — €9

e Passo 4 (Angulos)

Calcule i, = arctg(%)
1

f2—u§>

Omax = arCtg(fl*_uT

AO{ _ Omax — Omin
npp
e Passo k (Loop)

k.1 Faca o = aupin + kA
Faca w; = sina e wy = cos «
k.2 Encontre T solucdo de (T'R)
Defina P* = (f1(%), f2(2))

k.3 Se k = npp va para o Passo N
Se ndo, facak =k + 1 e vd para k.1

e Passo N (Eliminando pontos nao Pareto)
Parai =1,--- ,nppseexiste j =0,--- ,npp
tal que P/ < P! e PJ < P} entio elimine P".
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O algoritmo de Tchebychev ao Longo de Raios prové uma boa ferramenta para a
constru¢do de Frentes de Pareto para problemas de otimizacao com dois objetivos, podendo ser
adaptado para problemas com trés ou mais objetivos [5, 8, 13].

Com o intuito de obter uma boa distribuicao dos pontos de Pareto é importante escolher os pesos
w; € wo uniformemente e tomar o ponto utdpico suficientemente longe do ponto ideal, o que
pode ser feito escolhendo-se €; e €, suficientemente grandes.

Outro aspecto importante do algoritmo é que no passo k.2 o problema nao diferencidvel (T'R)
precisa ser resolvido. Assim como em [7], neste trabalho, empregamos o Deflected Subgradient
Method (DSG) [1, 2, 3, 4] que utiliza Dualidade Lagrangiana como técnica ndo-diferenciavel.
Essa abordagem requer a solug¢do de subproblemas irrestritos de otimizagao, os quais foram
resolvidos usando-se a subrotina fminsearch do MatLab que emprega o Método de Nelder-Mead
[11].

A versao do MatLab empregada foi R2015b instalada em um computador Intel(R) Core (TM)i5-
3337U CPU, Memoria instalada(RAM) 4, 00 G B com sistema operacional de 64bits.
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4.2 Exemplos Numéricos da Escalariza¢do de Tchebychev ao Longo de Raios

Exemplo 4.4.

minimizar {x, x5}
S.a 5(1’2 — 1) + (33'1 — 3)3 > 2

1’1—45§0
ZE2—3S0
npp = 30

Figura 30 — Frente de Pareto / Exemplo 4.4

(@) u* = (1,0.7250) (b) u* = (—2, —2.2750)

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).
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Exemplo 4.5.

minimizar {z, s}

sa —(z;1—05)? — (22 —05)24+05<0
2425 -4<0
—x3 =215, +1<0
npp = 30

Figura 31 — Exemplo 4.5 com u* = (—1.2764, —1.2888)
3 .
25 25

N 05 N 05
»0.2: -O.Zi
.
-2»2 15 A 05 0 o.‘s 1 15 2 25 3 2-2 15 -1 05 0 05 1 15 2 25 3
1 f1
(@) (b)

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

e Figura 31(a): pontos 6timos e ndo 6timos de Pareto encontrados por (T'R).

e Figura 31(b): Frente de Pareto apds eliminagdo de pontos ndo Pareto.



Exemplo 4.6.

3 3
minimizar {1 —exp(—> (z; — 0.577)%),1 — exp(—>_(z; + 0.577)%)}
i=1 i=1

S.a —0.577 S X1,T2,T3 S 0.577

npp = 80

Figura 32 — Exemplo 4.6 com u* = (—1.9820, —2)

%
Coarg,
08 )

0.4 -

0.2
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0 0.2 0.4 0.6

(a) b)
Fonte: Extraido de [6].

e Figura 32(a): pontos 6timos e ndo 6timos de Pareto encontrados por (T'R).

e Figura 32(b): Frente de Pareto apds eliminagdo de pontos ndo Pareto.
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Exemplo 4.7.
minimizar {z, 25}
sa  —axf— a3+ 1+ 0.1cos(16arctg(L)) < 0
0 S L1, T2 S m
npp = 30
Figura 33 — Exemplo 4.7 com v* = (0.0417,0.0417) = f*

Fonte. Extraido de [6].

e Figura 33(a): pontos 6timos e ndo 6timos de Pareto encontrados por (T'R).

e Figura 33(b): Frente de Pareto apds eliminagdo de pontos nao Pareto.
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O algoritmo de Tchebychev ao Longo de Raios, no seu passo k.1, sugere uma boa
escolha para os pesos w; € ws.
Nos exemplos 4.8, 4.9 e 4.10 a seguir empregamos o Método Classico de Tchebychev e tais

pesos para construir as Frentes de Pareto dos exemplos 3.11, 3.12 e 4.7, respectivamente.

Exemplo 4.8.

minimizar {x, x5}
sa b(wg — 1)+ (z1 — 3)* > 2

1 —45<0
$2—3§0
npp = 30

Figura 34 — Exemplo 3.11 com Tchebychev Cléssico e pesos do algoritmo de Tchebychev ao
Longo de Raios

3t X 3 ,m.&g
251 \%9 25 \Q%
2 N 2t S
%‘%1 S
15 SSe. — 15 “Seg —
S-o— m\ S-6-0 ﬂ\@\&&
1 1 2
) )
05 ‘ ‘ ‘ ‘ 05
05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 05 1 15 2 25 3 35 4 45
1 1
(a) u* = (1,0.7250) = f* (b) u* = (—2,-2.2750)

Fonte. Elaborado pelo autor (2020).
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Exemplo 4.9.

minimizar {zy,xs}
sa 1—(x1—3)*—(22—3)?<0
1 —4<0
T9—4<0
3—x1 <0
3—x9 <0

npp = 30

Figura 35 — Exemplo 3.12 com Tchebychev Cléssico e pesos do algoritmo de Tchebychev ao
Longo de Raios

5 5¢
45 4.5
4 - 4 .
R @
3.5 Q 3.5 Q
N 3 2 N 3 ®
251 25
2 2t
1.5 1.5
1 : : : : : : : ! 1 : : : : : : :
1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5
1 1
(@) u* = (3,3) = f~ (b) u* = (1,1)

Fonte. Elaborado pelo autor (2020).
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Exemplo 4.10.

minimizar {z, 25}

sa  —a} — a3+ 1+ 0.1cos(16arctg(2:)) < 0
(21 = 0.5)* + (2 = 0.5)* = 0.5 < 0

0<az,zo<m

npp = 30

Figura 36 — Exemplo 4.7 com Tchebychev Cléssico e pesos do algoritmo de Tchebychev ao
Longo de Raios

08 081
0.6 06l
0.4 0.4
0.2 02l
0o 02 04 06 08 1 12 14 o 02 04 06 08 1 12 14
f1 f1
(a) u* = (0.0417,0.0417) = f* (b) u* = (—1.9583,—-1.9583)

Fonte: Extraido de [6].
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5 CONCLUSAO

No contexto da Otimizacao Multi-objetivo, a Frente de Pareto oferece um conjunto
de solucdes que a principio parecem ser indiferentes no sentido de nao haver uma melhor que
as outras. O que se observa na realidade € a existéncia do “trade off” e a escolha da “melhor”
solucdo se da sempre tendo-se em mente que para melhorar um objetivo paga-se o preco de
piorar outros.

O objetivo da Otimizacdo Multi-objetivo € a constru¢cdo da Frente de Pareto, isto €, a determina-
cdo das diversas solugcdes de Pareto.

A escalarizacdo €, em geral, a técnica utilizada para resolver um problema de Otimizagao Multi-
objetivo. Apresentamos trés dessas técnicas que foram o Método das Somas Ponderadas, a
Escalarizacdo de Tchebychev e a Escalarizacdo de Tchebychev ao Longo de Raios. Vimos as
caracteristicas de cada um desses métodos e também suas defici€ncias.

O Método das Somas Ponderadas nio € bom se a Frente de Pareto for ndo convexa. A Escalari-
zacdo de Tchebychev pode ser aplicada a Frentes convexas ou ndo mas, conforme a escolha dos
pesos e do ponto utdpico, pode levar a resultados pobres, além de produzir um problema escalar
ndo diferencidvel mesmo se o problema original o for. A Escalarizacdo de Tchebychev ao Longo
de Raios produz uma aproximacdo melhor para a Frente de Pareto mas com o inconveniente da
introdugdo de restricdes adicionais ao problema original e o aparecimento de pontos nio Pareto,
exigindo uma rotina que elimine tais pontos.

Portanto, usando o jargdo da Otimizac¢do Multi-objetivo, percebemos o trade-off entre as trés
técnicas apresentadas. Quando se escolhe um método em detrimento de outro paga-se algum
preco.

O objetivo desta dissertacao foi prover ao leitor interessado em Otimizagao Multi-objetivo os
elementos basicos da teoria bem como apresentar em detalhes a Escalarizacdo de Tchebychev
ao Longo de Raios para construcdo de Frentes de Pareto para problemas de otimizagdo com
dois objetivos. Assim, o estudante iniciante nesta tdo importante sub-area da Otimizagao tera
uma nova fonte de consulta ao seu dispor onde encontrard o material necessdrio para comecar
a entender Otimizacdo Multi-objetivo bem como construir algoritmos computacionais para

resolucao de problemas.
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